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Capitulo 1

ANTECEDENTES

En este capitulo se recuerdan algunas definiciones béasicas y se exponen los re-
sultados conocidos sobre la existencia de superficies esenciales cerradas en exteriores
de nudos. Dos referencias generales a nudos y 3-variedades, son el libro D. Rolfsen

[9] v C. Adams [1].

1.1. SUPERFICIES INCOMPRESIBLES

Una idea clave para estudiar 3-variedades es considerar superficies encajadas de
manera esencial.

DEFINICION. Una superficie S (distinta de una esfera o un disco) propiamente
encajada en una 3-variedad M es incompresible si cada curva en S que bordea un
disco en M, es el borde de un disco en S. De lo contrario, si existe una curva en
S que bordea un disco D en M pero no bordea un disco en S, la superficie es
compresible y D es un disco de compresion para S.

EJeEMPLO. Una superficie de género n > 2 propiamente encajada de manera
estandar en R3, tiene un nimero infinito de discos de compresion.

Ficura 1.1.1

Esta definicién es topolégica, veamos una equivalencia algebraica.

TEOREMA. [9] Sea F wuna superficie con m(F) distinto de 0, encajada de
manera bilateral en una 3-variedad M, entonces F es incompresible si y solo si
ty :m(F) = m (M) es inyectivo.

En R? 0 S3 tenemos el siguiente resultado.
COROLARIO. [9] Toda superficie cerrada encajada en R? es compresible.

EJEMPLO. Cada toro encajado en S es compresible y por lo tanto es frontera
de un toro sélido en al menos un lado.
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Disco de
Compresion

Disco de
compresioén

(a) (b)

F1auraA 1.1.2. (a) Toro sélido interior (b) Toro s6lido exterior

DEFINICION. Una superficie S propiamente encajada en M es frontera incom-
presible si para cada disco D en M tal que 0D = aUf con a C Sy 5 C IM (ver
Figura 1.1.3(a)), existe otro disco D’ en S con 0D = aUS’ con ' C 95 (ver Figura
1.1.3(b)). De otro modo, decimos que S es frontera compresible (0-compresible) y
que D es un disco de compresion a la frontera.

FiGcura 1.1.3

EJeMPLO. Todas las superficies incompresibles en un cubo con asas son frontera
compresibles.

Ficura 1.1.4
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1.2. SUPERFICIES EN COMPLEMENTOS DE NUDOS

Un nudo en S? es un circulo encajado en S%. El nudo mas sencillo es el nudo

trivial, es decir la circunferencia estandar S' (el conjunto de puntos {(z,y,0) C

R3 | 22 + y? = 1}). Sea K un nudo en S3, usaremos N(K) para denotar una
o

vecindad regular de K y E(K) para denotar el exterior del nudo S® — N(K). El
toro periférico de K, es la frontera de N(K) y un anillo periférico, es un anillo no
trivial contenido en el toro periférico.

TEOREMA. [9] Un nudo K en S® no es trivial si y solo si el toro periférico es
incompresible en S° — K.

FiGURA 1.2.1. Toro periférico del nudo trébol

EJjempLO. El toro de la Figura 1.2.2 es incompresible en S® — K y no es el toro
periférico.

Ficura 1.2.2

DEFINICION. Una superficie S propiamente encajada en el exterior de K es
meridionalmente compresible si existe un disco D en S® tal que 9D = SN D
y D cruza a K en un punto, y no existe un disco D’ en S3 con 0D’ = 0D y
D'NE(K) C S; a D le lamamos disco de compresion meridional. De lo contrario
decimos que S es meridionalmente incompresible.

EJEMPLO. En la Figura 1.2.3(a) se observa un toro meridionalmente compre-
sible y en (b) un toro meridionalmente incompresible.
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51K 5K

= @

S K&)
(a) (b)

Ficura 1.2.3

Si S es incompresible en S® — K y hacemos una operaciéon compresién meridiana
(indicada en la Figura 1.2.4), entonces la nueva superficie S’ es también incompre-
sible. La operacién inversa puede que no se valga, es decir si S’ es incompresible en
53 — K a la mejor S resulta compresible.

i S

Ficura 1.2.4

DEFINICION. Sea K un nudo en S® y F una superficie propiamente encajada
en el exterior de K, decimos que F es esencial si es incompresible en S — K y no
es el toro periférico o un anillo periférico. La Figura 1.2.5 muestra un toro esencial.

2

Diremos que K admite n superficies esenciales, si existen n superficies esenciales
no isotopicas en S — K.

DEFINICION. Sea K un nudo en S® y F una superficie con frontera propiamente
encajada en el exterior de K, decimos que F' es meridional si su frontera consiste
de meridianos de K (ver Figura 1.2.6(a)). Si a cada componente de la frontera de
F le pegamos un disco meridional, obtenemos una superficie cerrada I en S® que
intersecta transversalmente al nudo K (ver Figura 1.2.6(b)).
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FiGura 1.2.6

1.3. ALrLcuNos Tipos DE NUDOS

Recordemos que un nudo K en S® se dice toroidal, si K puede construirse sobre
la superficie de un toro estdndar (S* x S1). En [11] M. Tsau demuestra que los nudos
toroidales no admiten superficies esenciales cerradas.

Ficura 1.3.1. Nudo trebol en un toro.

Un nudo K en S® es de n puentes si K es isotépico a una curva con n maximos
y n minimos, pero no con menos. Allen Hatcher y W. Thurston en el articulo [5],
demuestran que los nudos de 2 puentes no admiten superficies esenciales cerradas.

F1cura 1.3.2. Nudo 4; de dos Puentes

Un nudo K en S3 se dice primo si no puede expresarse como suma conexa, de nudos
no triviales.
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F1Gura 1.3.3. Suma conexa

DEFINICION. Sea K; un nudo no trivial en S3, V es una vecindad regular de K3
y K4 es un nudo en un toro sélido V/ = D? x S* tal que K> no esta contenido en una
3-bola de V'. Un satélite del nudo K7, es un nudo que es la imagen K = p(K3) C V
de un homeomorfismo ¢ : V' — V. El nudo K se conoce como nudo compatero,
AV como toro compaiiero y Ko nudo patrén de K.

WKz
patrén //:\

. \\)* i
f’“\]\. \“@r;“:\\

7
I.{F:'T_'i:;"'ll : (’? 17 f.- '-h,
..\;;Q,\\f"\{/j‘! K@%
W = Ni Ky = tors compafier _,-'

nudo satélite

FiGura 1.3.4. Nudo satélite

Un cable de un nudo K C 52, es un nudo satélite de K que tiene como nudo patrén
a un nudo toroidal. Se fija el nudo toroidal al decir el cable (p,q) de K.

OBSERVACION. Un nudo K en S? es un satélite si y solo si K admite un toro
esencial (es decir, si existe en S — K un toro incompresible distinto al toro per-

ava

Ficura 1.3.5. Nudo cable del trebol
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Un nudo K en S° se dice pequenio, si no admite superficies esenciales cerradas.
Ejemplos de nudos pequenos son los nudos toroidales.

—

FiGUrA 1.3.6. Nudo Toroidal
Sean Ki, Ko,... , K, nudos en S3, a los toros en S® — (K #Ks# ... #K,) que

contienen m nudos con 1 < m < n — 1 y siguen paralelos a los restantes, les
llamaremos toros que comen y siguen (véase la Figura 1.3.7).

5“31@

FiguraA 1.3.7. Toro que come dos nudos y sigue

J. Schultens en el lema 14 del articulo [10], nos da una propiedad de los nudos
pequenos.

LEMA. [10] Sean K1, Ks, ... , K,, nudos pequerios en S® y F una superficie

esencial separante en E(K1# ... #K,). Entonces, salvo isotopia, F' es un toro que
come y Sigue.

EJEMPLO. La suma de dos nudos pequefios solo admite dos superficies esen-

ciales cerradas.

FiGura 1.3.8. Nudo 31#3;
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Sea D la proyecciéon de un nudo K. Si al recorrer el diagrama D pasamos por
los puntos de cruce, por arriba y por abajo de manera alternada, decimos que el
diagrama es alternante. Un nudo que posea al menos un diagrama alternante es
llamado nudo alternante. Véase la Figura 1.3.9.

8 6, 7

Ficura 1.3.9. Nudos Alternantes

W. Menasco en el articulo [7], prueba el resultado conocido como el lema del merid-
iano.

LEMA. [7] Sea K un nudo en S* primo, alternante y F C S®— K una superficie
cerrada incompresible, entonces F' es meridionalmente compresible.

El Teorema 3 del mismo articulo, nos dice como son las superficies meridionales
incompresibles con dos, cuatro y seis fronteras de un nudo alternante.

TEOREMA. [7] Sea K un nudo primo, alternante en S® y F C S® — K una
superficie meridional con n fronteras la cual es incompresible, meridionalmente
incompresible. Entonces, (i) sin =2, F es un anillo periférico y (ii) sin =4 6 6,
F tiene género cero.

Sea B una 3-bola y T = t; Uty un par de arcos propiamente encajados en B.
Llamamos al par (B, T) un ovillo de 2-cuerdas. Denotaremos por E(T) al espacio

B~ N(T).

Ficura 1.3.10. Ovillo de dos cuerdas

Decimos que dos ovillos (B, T), (B,T') son iguales, si existe un homeomorfismo
h: B — B tal que h(b) = b para todo b€ OBy h(T)="T".
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FigurA 1.3.11. Ovillos Iguales

Se dice que un ovillo (B,T) es trivial si es igual al ovillo trivial (véase la Figura
1.3.12).

Ficura 1.3.12. Ovillo trivial

Decimos que dos ovillos (B, T), (B,T") son equivalentes, si existe un homeomorfismo
h: B — B tal que h(T) = T'. Un ovillo racional es un ovillo equivalente a un
ovillo trivial, se puede demostrar que existe una biyeccién entre los ovillos racionales
y QU oo, donde el ovillo trivial es el co.

FicguraA 1.3.13. Ovillo Racional

Decimos que un ovillo (B,T') es esencial, si la esfera agujerada 0B — N(T') es

incompresible en E(T).
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F1Gura 1.3.14. Ovillo esencial

Un ovillo (B, T) se dice atoroidal, si E(T) no contiene toros esenciales.

(a} (&)

Fiaura 1.3.15. (a) Ovillo atoroidal (b) Ovillo con un toro esencial

Un nudo K en S? tiene una descomposicion en ovillos de 2 cuerdas, si la pareja
(83, K) se puede expresar como la unién de dos ovillos (B, T') y (B, T") con S® =
BUB’', K =TUT'. Una descomposicién en ovillos es esencial si ambos ovillos son
esenciales. Un nudo K admite una descomposicion de ovillos esenciales si y solo si
el exterior de K contiene una esfera meridional, esencial con 4 fronteras.

FiGuraA 1.3.16. Nudo con descomposiciéon de ovillos de 2 cuerdas
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Y. Wu en el lema 2.2 del articulo [12], nos da una propiedad de ovillos de dos
cuerdas.

LEMA. [12] Sea (B;T) un ovillo de dos cuerdas t1 y ta, no trivial, atoroidal y
m; es un meridiano de la cuerda t; en OE(T) con i =1, 2. Entonces al menos uno
de los toros agujerados OE(T) —m; es incompresible.

EJEMpPLO. El ovillo de dos cuerdas de la Figura 1.3.17(a) admite el toro agu-
jerado incompresible de la Figura 1.3.17(b).

(a)
FiGura 1.3.17
Recordamos que un nudo de Montesinos K = K(%,..., Z—m), es un nudo que se
obtiene combinando ovillos racionales f;—?' con (p;,q;) =1 paratodoi=1,...,m

colocados como en la Figura 1.3.18.

E-_:'}f'—\
J
e

FiGuraA 1.3.18. Nudo de Montesino K (%, %, %, %)

U. Oertel en el articulo [8], nos dice cuéles nudos de Montesinos admiten una
infinidad de superficies esenciales cerradas.

TEOREMA. [8] Sea K = (%, ,§—m> un nudo de Montesinos en S°, en-

tonces:
(i) Si m < 4, K no admite superficies esenciales cerradas.
(i) Sim > 4 y q; > 3 Vi, K admite una infinidad de superficies esenciales cerradas.
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Un nudo K en S3 tiene una proyeccion como 2n — plat, si posee un diagrama como
se muestra en la Figura 1.3.19, donde cada caja consiste de dos cuerdas verticales

con [ medios giros a mano izquierda y n es el nimero de cajas en los renglones
pares.

| = =.." / medios giros

FiGgura 1.3.19

Y. Wu en el articulo [13], nos dice que los nudos que tienen una proyeccién como
2n — plat suficientemente complicada admiten una superficie esencial cerrada.

TEOREMA. [13] Sea K un nudo en S® con una proyeccion como 2n — plat tal
quen >3, a;; # 0 (donde a;; es la caja del i —ésimo renglon y j —ésima columna)
para j # 1, n y |a;;| > 3 para ¢ impar y j = 0 o n — 1, entonces K admite una
superficie esencial cerrada.



Capitulo 2

NUDOS CON UN NUMERO FINITO DE
SUPERFICIES ESENCIALES CERRADAS

En este capitulo se introducen las superficies ramificadas definidas por Floyd
y U. Oertel en [3] y se exponen resultados importantes que usaremos mas adelante
para demostrar el Teorema principal. También se expone el resultado de A. Hatcher
en [4] que dada una 3-variedad cuya frontera es un toro, existe una cantidad finita
de pendientes en el toro realizadas por curvas frontera de superficies incompresibles
y frontera incompresibles. Este resultado se utiliza para demostrar la existencia de
una familia de nudos que admiten exactamente n superficies esenciales cerradas.

2.1. SUPERFICIES RAMIFICADAS

DEFINICION. Una vecindad reqular fibrada de una superficie ramificada en una
3-variedad M es una subvariedad compacta de codimensién cero N C M foliada por
intervalos (fibras), localmente isomorfo al modelo foliado por arcos verticales como
se muestra en la Figura 2.1.1(a). Una superficie ramificada B, es el espacio cociente
de N obtenido al identificar las fibras (intervalos) en puntos, como se muestra en
la Figura 2.1.1(b).

(a) (b)
F1aurA 2.1.1. (a) N vecindad fibrada (b) B superficie ramificada

La frontera de B es BNOM y los puntos de ramificacién se definen como los b en B
que no tienen una vecindad homeomorfa a R? o {(x,y) € R? |y > 0}. A 9N —9OM la
partiremos en dos superficies, la frontera horizontal 9, N que es la parte transversal
a las fibras y la frontera vertical 0, N, que es la contenida en la union de fibras.

Una superficie S C M se dice llevada por una superficie ramificada B, si S es

isotopica a una superficie dentro de N que interseca las fibras transversalmente.
Decimos que S es llevada por B con pesos positivos, si S interseca a cada fibra de
N.

17
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EjempLO. Sea M = S, x S', donde S* es el circulo unitario en el plano
complejo y S, = Sy x 1 es una superficie orientable, cerrada de género g > 1.
Sea o C S, es una curva cerrada simple, no separante y U C S, una vecindad
regular de « con componentes frontera «; y as. Dado n € N construiremos una

o

superficie S C M como sigue. Sea W = S, —U, V. = U W x e2™/"_ S es

i=1,...,n
obtenido desde V al afadir n anillos en U x S!, de modo que el i—ésimo anillo
Ay C U x el2mi/m2nGH0/n] con 9A; = (a1 x 2™/™) U (ap x e270+1D/7) G tiene
género n(g — 1) + 1 y S es una superficie incompresible en M. Por medio de esta
construccién producimos una familia infinita de superficies incompresibles en M,
todas estas superficies son llevadas por una sola superficie ramificada B. B es la

unién de Sy y un anillo A € U x S* donde los puntos de ramificacion de B son
o}

[e]
oy Uap. S es llevado por B con peso n en S; — U, peson —1en U y peso 1 en A,
véase la Figura 2.1.2.

s x A
9 " A
B n n=1 n sg
A
B identificar G
s n{__—/#
< - /-
g

Ficura 2.1.2

Sea B una superficie ramificada en una 3-variedad M y N una vecindad regular

fibrada de B. Un mondgono, es un disco D C M — N con 9D = DNN, 90D = aUp
donde « es una fibra de 0,N y 8 C 9, N. Un disco de contacto, es un disco D C N

o
tal que D es transversal a las fibras y 0D C 0,N. Un semi-disco de contacto, es un
disco D C N que es transversal a las fibras con 0D = a U B, a y 3 arcos tales que

ac O,N, B COM y an = S° Observe algunos discos en la Figura 2.1.3.
DEFINICION. Sea B una superficie ramificada en una 3-variedad M y N una
vecindad regular fibrada de B. Decimos que B es incompresible si satisface las

siguientes tres condiciones:
(i) No existen discos de contacto o semi-discos de contacto en N.

(ii) Cada componente de 9, N es incompresible y d-incompresible en M — N.

(iii) No existen monogonos en M — N.
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mondgono disco de contacto

T

N esammai =g

disco de
contacto
mondgono

Ficura 2.1.3

TEOREMA. [3] Sea M wuna 8-variedad compacta, irreducible, orientable con
frontera incompresible que contiene una superficie orientable incompresible y B C
M una superficie ramificada. Si B es incompresible, entonces cada superficie llevada
por B con pesos positivos es incompresible y O-incompresible.

DEMOSTRACION. Sea N’ una vecindad regular fibrada de B y F una superficie
llevada por B con pesos positivos. Para probar que F' es incompresible, es suficiente
mostrar que S = ON(F) (la frontera de una vecindad regular de F’) es incompresi-

ble. Dado que S es llevada por B, existe una isotopia de S de manera que S C N’
y S es transversal a las fibras de N'.

N’
o e e 5 S
I S [ Y e e e B e B e e e 0

T_lj:ﬂﬂjj:nj:
o Y

N

TR

e

Ficura 2.1.4

S intersecta a cada fibra al menos dos veces, existe una isotopia de S en N’ tal que
S CN' yd,N' C S (empujando S C N' a 9, N', véase la Figura 2.1.5). Notemos
que N’ — S es un haz de intervalos L, con fibras procedentes de las fibras de N’.
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LU T T I T I I I L
LLIIIIIIIIII

FiGcura 2.1.5

[e]

Si el nucleo de un anillo A de 9, N’ es frontera de un disco D en M — N, entonces
por la condicién (ii) de incompresibilidad las dos fronteras de A son fronteras de
discos Do y Dy en 9, N'. La esfera Dy U AU D; es frontera de una 3-bola en M (en
el lado que contiene a D por (i)). Asi, extendemos N’ y el haz de intervalos L a la
3-bola. Similarmente, si existe un disco D con 0D = a«Uf, donde 5 C OM y « es el
nicleo (transversal a las fibras) de un rectangulo R C 9,N’, entonces extendemos
N’y el haz de intervalos L a las componentes de M — N’ que contienen a D (se usa
la 0-incompresibilidad de 0, N’, la incompresibilidad de OM y la irreducibilidad de
M). Denotamos la extension de N’ por N, las condiciones (i)-(iii) se cumplen para
N.

Supongamos que S no es incompresible y sea D el disco de compresion para S (se
sigue de (i) y (ii) que ninguna componente de S es S? o una frontera paralela D?).
Después de una isotopia en D para que sea transversal a d, N, podemos asumir que
DN o, N consiste de arcos o curvas simples cerradas, véase la Figura 2.1.6.

\\o/ ) =/

°

S © o

FiGura 2.1.6

Supongamos que 7 es una curva circulo de mas adentro en D N J, N, frontera de
un disco E en D. v no puede ser isotépico al ntcleo de un anillo de 9,N; de lo
[e]

contrario, ¥ C M — N (contradiciendo la construccion de N desde N') o E C N
(contradiciendo (i)). Por lo tanto, v bordea un disco en 9,N y podemos aplicar
una isotopia en D para eliminar v de D N 9, N. Eliminamos todos los circulos de
DNo,N de esta forma. Supongamos que 7 es un arco de DN3d, N, el mas cercano a
la frontera de D, éste bordea un disco F en D. Hay dos casos, 7y es isotdpico a una
fibra de 9, N o es isotépico a un arco en S. v no puede ser isotopico a una fibra de

0,N, dado que E C M — N (contradiciendo (iii)) o F C N (esto no puede ocurrir
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dado que el pullback del haz de intervalos L en OF seria no trivial). Si v no es el

més cercano a la frontera de 0, N, reemplazamos éste por un arco de D N3, N que

sea el mas cercano a la frontera de 0, N. Cuando v es movido para S, uno de los

dos discos obtenidos al cortar D a lo largo de v es un disco de compresion, el cual

intersecta 0, N en menos arcos. Reemplazamos a D por este disco.

Cuando todos los arcos de D N 9, N han sido eliminados, obtenemos un disco de
[e]

compresion D el cual no intersecta a 9, N. Si D C M — N, entonces D es un disco de
compresion para dp N (contrario a (ii)). D no puede estar contenido en N, pues de
lo contrario D puede ser un disco de compresion para SNOL en el haz de intervalos
L. Esto completa la demostracién de incomprensibilidad.

Queda por demostrar que S es d—incompresible. Notamos que d(B) (el doble de B)
es una superficie ramificada en d(M) (el doble de M), la cual satisface la hipote-
sis del Teorema. El argumento anterior implica que d(S) (el doble de S) es una
superficie incompresible en d(M) y por lo tanto S C M es d—incompresible. O

Cada 3-variedad compacta M admite una descomposicion de asas que puede obten-
erse a partir de una triangulacién.

r k l m
M=(Ur | u|UH vl JH v UH]
j=1 j=1 j=1 j=1

donde cada H}' es una n — asa y

T k l
oM = | |JH)noMm | u | |JH}noM |u | [ JH] noM
j=1 j=1 j=1

Una superficie S propiamente encajada en M esta en forma normal si cumple las
siguientes condiciones:

(1) S no intersecta a las 3-asas.

(2) 9S no intersecta a las 2-asas de OM.

(3) S intersecta cada i-asa HJ2 (=0, 1, 2) en una coleccién de discos disjuntos cuyas
fronteras son homotopicamente no triviales en

m l
oH — | [JH? |u | UHE; noM
j=1 j=1

y los discos de S N 3HJ1 son isotopicos a productos I x « (donde a es arco de D?)
en la estructura producto Hj = I x D* de H}, véase la Figura 2.1.7.

(4) OS intersecta cada H; N OM (i =0, 1) en arcos no triviales.

(5) S intersecta las 0—asas y l1—asas de la descomposicién de asas inducida de
OH}; — OM en arcos no triviales disjuntos de las 2 — asas OH; — OM.

(6) Cada circulo de SN 8HJQ intersecta a OM o alguna 2 — asa H? en a lo mas un
arco.
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FiGcura 2.1.7

Dos discos de SN Hj son del mismo tipo si sus fronteras son isotopicas en

o {(G) (o)

asi existe un nimero finito de posibles tipos de discos en H]’
Definimos la complejidad +(S) de una forma normal de S, como el nimero total de
discos en los cuales S intersecta a las 2 — asas.

LEMA. [3] Sea M una 3-variedad con frontera incompresible y S C M una su-
perficie orientable, incompresible y 0—incompresible. Entonces eziste una superficie
ramificada incompresible Bg C M la cual lleva a S con pesos positivos.

DEMOSTRACION. Fijamos una descomposicion de asas para M y pongamos a
S en una forma normal con complejidad minima sobre todas las formas normales
de S. Sea FF = ON(S) donde N(S) ~ S x I es una vecindad regular de S. F' es dos
copias de S y podemos decir que F' estd en forma normal de complejidad minima,
con el doble de cantidad de tipos de discos que S.
Construiremos una vecindad regular fibrada Ng de una superficie ramificada como
sigue. Dados dos discos adyacentes Ey y Ey de FNH; (i =0, 1, 2) del mismo tipo-
disco, la 3-bola que existe entre ellos en H ]’ puede estar dada como una estructura
producto £ x [ con Ex0=FEy, Ex1=F yoExIC aH; Podemos elegir
estas estructuras producto consistentemente, de manera que dos adyacentes E x T
se intersectan en una unién de fibras de cualquiera de las dos estructuras producto.
Si la 3-bola esta contenida en N(S), podemos asumir que las fibras son las fibras
de la estructura producto de N(S). Sea Ng la unién de estas bolas fibradas sobre
todos los pares de tipos-discos adyacentes, claramente Ny satisface 9, Ng C F. Sea
35 la superficie ramificada de Ns.
Si existe algiun disco de contacto para Es, entonces existe un disco de contacto
G en F (es decir, 0G C dyNg donde tiene una vecindad U de G en G tal que
(U—-8G) C int(Ns)). G tiene complejidad minima sobre todos los discos E en forma
normal con OF = 0G. G llega a ser un disco de contacto en Bg si 0G es empujado
al int(&,]\?s). Después de una isotopia en F' a lo largo de las fibras en Ny tal que
F C int(Ns), empujamos G a un disco de contacto para 35, entonces eliminamos
todas las fibras de Ng — F las cuales intersectan a G. Este proceso elimina un disco
de contacto para Bg y el resultado es una superficie ramificada que lleva a S con
pesos positivos. Eliminamos todos los discos de contacto de la misma forma. Si existe
algiin semi-disco de contacto se elimina con el disco de contacto doble respectivo;
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asi eliminamos todos los semi-discos de contacto. Luego eliminamos algunas fibras
de Ng — F para que los puntos de ramificacién sean genéricos. Denotaremos la
superficie ramificada por Bg y la vecindad regular fibrada por Ng.

Probaremos que Bg es incompresible.

Las condiciones (i) y (ii) de incompresibilidad se siguen directamente de la construc-

cion de Bg. Veamos que Bg satisface la condicion (iii), supongamos que D C M — N
es un monogono, es decir, 0D = DN N = a U donde § C 9,Ng y a C 9,Ng es
una fibra. Existen dos casos, dependiendo si la componente A de 0, Ng que contiene
« es un anillo o un rectangulo.

Ficura 2.1.8

Supongamos que A es un anillo. Sean Dy y Do dos copias paralelas del monogono
D en lados opuestos de D con dD; = «; U B;. Los arcos a; y as dividen a A
en dos rectangulos R y Ry, donde Ry contiene «, véase la Figura 2.1.8. Entonces
E = RUD71UDs es un disco con ENF = 0FE. Dado que F es incompresible existe
un disco E' C F con OF’ = OF. El disco E’ no contiene 3, de lo contrario existiria
un disco de contacto con frontera en A. La 2-esfera E'U E’ es frontera de una bola
C, dado que M es irreducible, luego C' no contiene a D, pues de lo contrario una
componente de F' estaria contenida en la 3-bola. Véase la Figura 2.1.9.

R

Ficura 2.1.9

Por una isotopia movemos D; C dC hacia Dy C OC e identificamos Dy y Ds, asi
obtenemos un toro soélido T con 9T = AU A’ donde A’ es un anillo en F. Aplicando
una isotopia de A’ C F hacia A, reducimos el numero de intersecciones de F' con
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las 2-asas, asi tenemos una forma normal con complejidad més pequena, lo cual es
una contradiccion. La demostracion es similar si A es un rectangulo. d

COROLARIO. [3] Sea M una 3-variedad compacta, orientable, irreducible con
frontera incompresible tal que contiene una superficie orientable, incompresible. En-
tonces existe un nimero finito de superficies ramificadas By,... , B, tal que (a)
cada superficie llevada con pesos positivos por uno de los B; 's es incompresible,
O—1incompresible y (b) cada superficie orientable, incompresible, O—incompresible
en M es isotdpica a una superficie llevada por uno de los B; “s con pesos positivos.

DEMOSTRACION. Dada cualquier S C M superficie incompresible, orientable
y O-incompresible, podemos construir por el lema anterior una superficie ramifi-
cada incompresible Bg C M la cual lleva a S con pesos positivos. Por el Teore-
ma anterior, cada superficie llevada por S con pesos positivos es incompresible y
OJ—incompresible.
Probaremos que existe un ntmero finito de B; 's.
Al construir Bg desde S , cada tipo de disco se produce como maximo una vez en
Bg y ademés By esta completamente determinado por los tipos de discos. Dado que
existen solo un numero finito de tipos de discos, entonces existen solo un numero
finito de posibilidades para BS y NS. Ng se obtiene de Ns mediante el corte de
discos (y semi-discos) de contacto de complejidad minima. En cada componente de
dyNg cuyo nicleo es frontera de un disco (semi-disco) de contacto, solo existe un
ndmero finito de discos (semi-discos) de contacto que tienen complejidad minima.
Por lo tanto, existe solo un ntamero finito de posibilidades para Bg. O

2.2. UNA CANTIDAD FINITA DE PENDIENTES EN 0FE(K)

Sea M una 3-variedad compacta, orientable cuya frontera M consiste de un solo
toro T. Una pendiente en T es una clase de isotopia de curvas esenciales cerradas,
simples, no orientadas en 7. Existe una biyeccién entre el conjunto de pendientes

1

Ficura 2.2.1. Pendiente _—23

A. Hatcher en el articulo [4] utilizé las superficies ramificadas para demostrar el
siguiente Teorema.
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TEOREMA. [4] Sea M una 3-variedad compacta, orientable cuya frontera con-
siste de un toro T, entonces existe una cantidad finita de pendientes realizadas por
curvas frontera de superficies incompresibles, 0—incompresibles de M.

Para la demostracion del Teorema se ocupan los siguientes lemas.

LEMA. [4] Sea M una 3-variedad, compacta, orientable cuya frontera consiste
de n-toros Th,--- , T, y B C M una superficie ramificada incompresible. Entonces
existe una orientacion w de OB tal que para cada superficie S llevada por B con
pesos positivos, los circulos 0S N T; con las orientaciones inducidas por w, son
homdlogos en T;.

DEMOSTRACION. Elegimos una superficie S llevada por B con pesos positivos.
Podemos construir una vecindad regular fibrada N(9S) de 05 en OM, a partir de
una vecindad regular fibrada N(0B) de 9B en OM al eliminar ciertos anillos y
rectangulos fibrados. Invirtiendo este proceso, podemos construir N(9B) a partir
N (9S) al pegar anillos y rectangulos fibrados.

Ficura 2.2.2

Ninguna fibra de un rectangulo pegado puede unir una componente de N(9S)
consigo misma. Esto implica en particular que todas las regiones complementarias
de N(9B) en cada T; son rectangulos o anillos. Si elegimos orientaciones paralelas
para todos los circulos de 95 N T}, esto determina una orientacion w; para 0B NT;
la cual induce la orientacion de 9S N T;. Una orientacién para T;, nos da una
orientacion para todas las fibras de N(0B N T;).

Podemos elegir una curva simple cerrada, orientada 7; en T; que intersecta a N(0BN
T;) en una unién de fibras, tales que la orientacion de ; concuerda con la orientacion
de las fibras. Para ello, iniciamos con cualquier fibra de N(0B N T;), continuando
a través de un anillo o rectangulo complementario a otra fibra de N(0B N T;) en
el lado opuesto de este anillo o rectangulo y asi sucesivamente. Eventualmente la



26 2. NUDOS CON UN NUMERO FINITO DE SUPERFICIES ESENCIALES CERRADAS

curva construida debe acercarse o bien venir arbitrariamente y cerrarse, en cuyo
caso podemos reelegir una parte de la curva en uno de los anillos o rectangulos
complementarios y acercarlo.

La declaracion del lema ahora se sigue de la existencia de ~;, dado que en una
superficie arbitraria S llevada por B, si orientamos 0S5 N T; via w;, entonces todos
los puntos de v; N (3S N T;) tienen ndmero de interseccion con el mismo signo. [

LEMA. [4] Sea M una S-variedad compacta, orientable cuya frontera consiste
de n-toros Ty, T, ..., T, y B C M una superficie ramificada incompresible. Si
S1 y S2 son superficies llevadas por B con fronteras orientadas como en el lema
anterior, entonces el niimero de interseccion algebraica 051 - 0S5 calculada al usar
una orientacion de OM como la frontera de M, es cero.

DEMOSTRACION. Sea N(B) una vecindad regular fibrada de B. Perturbamos
S1 y So ligeramente para ser transversales y todavia transversales a las fibras de
N (B). Existen dos posibles configuraciones para las orientaciones de 957 y 953 en
los extremos de un arco « de S N Sy, véase la Figura 2.2.3, donde las fibras de
N(B) son verticales:

TS

Ficura 2.2.3

En ambos casos el nimero de interseccién £1 en los dos extremos de « tiene signo
opuesto. Por lo tanto todos los puntos de 0S; N 0Sy se cancelan algebraicamente
en pares. 0

DEMOSTRACION DEL TEOREMA [4]. Por la seccién anterior, sabemos que existe
un namero finito de superficies ramificadas By, ... , B, C M, donde cada superficie
incompresible, 0—incompresible de M es llevada por alguna de ellas. Por el lema
anterior, para cualesquiera dos superficies incompresibles, 0—incompresibles S7 y S
llevadas por B;, los circulos 0S1NT y dSoNT tienen la misma pendiente. Entonces,
para cada B; existe una tnica pendiente realizada por las superficies incompresibles,
O—incompresibles que lleva; por lo tanto existe solo un nimero finito de este tipo de
pendientes en T'. O
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2.3. NUDOS QUE ADMITEN EXACTAMENTE N SUPERFICIES
ESENCIALES CERRADAS

DEFINICION. Sea K C S3 un nudo satélite y V un toro solido compaiiero de
K. El nudo torcido K,, con m € N, es el nudo que se obtiene cortando a V' y
volviéndolo a pegar después de darle m giros completos. A esta operacion del toro
solido companero le llamamos torcedura, véase la Figura 2.3.1.

OBSERVACIONES. (i) V — K,;,, es homeomorfo V — K, asi existe una biyeccion
entre las superficies incompresibles en ambos espacios. (ii) Si K es un nudo satélite
tal que algin meridiano del toro sélido companero intersecta al nudo en solo un
punto, entonces cualquier nudo torcido de K es el mismo K.

F1aURrA 2.3.1. (a) K nudo cable del trébol (b) K; nudo torcido de K

LEMA 2.1. Sea V' wun toro sdlido, entonces al aplicar m torceduras a V una
pendiente C de OV distinta % cambia a la pendiente C + m.

DEMOSTRACION. Supongamos que la pendiente C es igual a %, donde p es el minimo
numero de veces que una longitud de 9V puede intersectar a C' y ¢ es el minimo
namero de veces que un meridiano de 0V puede intersectar a C' con |g| > 1 (porque
C es distinta del meridiano). En un meridiano que intersecta ¢-veces a C, aplicamos
m-torceduras, asi C cambia a la pendiente C” la cual gira m veces mas en direccién
del meridiano con las ¢ intersecciones. Por lo tanto, en el toro torcido, p + mq es el
minimo nimero de veces que una longitud puede intersectar a C’ y ¢ se conserva
como el minimo ntmero de veces que un meridiano puede intersectar a C'; asi la
pendiente C’ es %qmq que es igual a % +m.
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1-Torcedura

—

ralw

Pendlente‘%

‘ 2-Torcedura
> - e

Ficura 2.3.2

O

LEMA 2.2. Sea M wuna 8-variedad irreducible, orientable, T C M wun toro in-
compresible y F© C M wuna superficie incompresible cerrada, orientable. Entonces
existe una isotopia de F tal que en la variedad obtenida cortando M por T, las
componentes de F' — T, son incompresibles y 0—incompresibles.

DEMOSTRACION. Sean My, M> las componentes que quedan al cortar M por
T. Por una isotopia en F', podemos suponer que las intersecciones F' N M; (con
i =1,2) son transversales y que son el minimo numero de intersecciones.
Probaremos que las componentes de M; N F' son incompresibles en M;.
Supongamos que existe un disco de compresiéon D en alguna componente. Por ser
F' incompresible, D bordea un disco en F, entonces podemos quitar la curva de
interseccion 9D lo cual es una contradiccion (porque el namero de curvas en FNOM;
es minimo).
Probaremos que F' N OM; es una coleccion de curvas cerradas, esenciales en F'y
OM;.
Supongamos que existen curvas triviales en F'N9M;, de estas curvas tomamos una
de mas adentro, denotada por Cy. La curva C es trivial en F' si y solo si C es trivial
en OM;, pues de lo contrario T' o F' seria compresible. De esta manera, C; bordea
discos en F'y en OM;, como M es una variedad irreducible, los discos bordean una
bola. Entonces, por una isotopia en F' eliminamos esta curva Cy de dM;, lo cual es
una contradiccion (porque el nimero de curvas en F' N OM; es minimo).
Probaremos que por una isotopia podemos hacer que las componentes M; N F' sean
O-incompresibles en M;.
Supongamos que existe una componente F; en M;NF la cual es —compresible y sea
D C M; el disco O — compresién (donde 0D N Fy = « es un arco con da = {x71, z2}
y B =(0D — a) C OM;). Tenemos dos casos:
Caso (i). Si x; pertenece a una pendiente P; y x2 a una pendiente P, con P # DPs;
como las pendientes son de la misma superficie I}, entonces P; y P5 son paralelas.
Por una isotopia en F, podemos empujar a F' hasta quitar el disco D y las dos
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pendientes se transforman en una curva trivial de OM; (véase la Figura 2.3.3). Lo
cual es una contradiccion, porque el nimero de curvas en F' N JM; es minimo.

Ficura 2.3.3

Caso (ii) Si 1 y x2 pertenecen a una pendiente P, estos puntos dividen a P en
dos arcos A; y As. De aqui tenemos dos subcasos: 1) Si una de las curvas A; U o
Az U B es borde de un disco D' en OM;, supongamos que es Ay U S (el otro caso es
analogo). Entonces existe un disco D" = DU D’ C M; con D" = (aU A;) C Fy.
Por ser F incompresible, 9D bordea un disco D"’ en F. El disco D" esté4 contenido
en M;, pues de lo contrario la interseccion de D’ con OM; serian curvas cerradas
esenciales en I, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, D"’ esta en F, asi D no
es un disco d — compresidn lo cual es una contradiccion (obsérvese la Figura 2.3.4).

Ficura 2.3.4

2) Si las curvas A1 UB y As U son no triviales en OM;, ver Figura 2.3.5. Por ser F'
orientable, también F} es orientable e induce una orientacién en la pendiente, ver
Figura 2.3.6(a).

Ficura 2.3.5
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Como A; UBy Ay U S son no triviales, entonces la direccion de la orientacion que
pasa en los extremos de « es la misma (véase la Figura 2.3.6(a)), pero es imposible
que el arco « una la pendiente consigo misma de esa manera. Porque si consideramos
una vecindad de « en F7, la direccion de la orientaciéon inducida en los extremos de
a 1o es la misma (véase la Figura 2.3.6(b)), contradiccion.

(a) (b)
Ficura 2.3.6

O

LEMA 2.3. (Lema de Hatcher Generalizado) Sea M una 3-variedad ir-
reducible, compacta, orientable y T un toro en OM. Entonces existe una cantidad
finita de pendientes en T, realizadas por curvas fronteras de superficies orientables,
incompresibles, 0 — incompresibles en M que solamente intersectan a OM en T.

DEMOSTRACION. Sea Fj una superficie orientable, incompresible, d-incompresible
en M tal que (F; NOM) C T. Por el lema de la seccion 2.1, existe una superficie
ramificada B; propiamente encajada en M con N una vecindad regular fibrada, tal
que Fi es isotopica a una superficie llevada por B; con pesos positivos. Dado que
F) intersecta a cada fibra de N, podemos mover B; tal que (ByNoM) C T.

Sea F, una superficie orientable llevada por B; con pesos positivos, por los lemas
de la seccién 2.2, las pendientes de las curvas fronteras de F; con T son las mismas
pendientes con las curvas fronteras de Fy. Por el corolario de la seccion 2.1, tenemos
un namero finito de superficies ramificadas B; s tales que (B; NdM) C T. Por lo
tanto, existe una cantidad finita de pendientes en T realizadas por curvas fronteras
de superficies orientables, incompresibles, d-incompresibles que solo intersectan 0 M
enT. ([l

PROPOSICION 2.1. Sea K un nudo satélite en S® y T la frontera del toro solido
companiero de K. Entonces existe n tal que para todo m > n las superficies esenciales
cerradas en el exterior del nudo torcido K, de K que intersectan a T en pendientes
distintas al meridiano, son isotdpicas a superficies que no intersectan a T .

DEMOSTRACION. Sea F' una superficie esencial cerrada en el exterior de un
nudo torcido K’, por el lema 2.2 existe una isotopia en F tal que al cortar F' con el
toro compaiiero de K’ las piezas que quedan en ambos lados son incompresibles y
O-incompresibles. Al aplicar el lema 2.3 en el exterior e interior del toro compafiero
de K, existe una cantidad finita de pendientes {Py, P,,..., P}y {P,, Py,..., P}
respectivamente, realizadas por curvas fronteras de superficies incompresibles, 0-
incompresibles.
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Sean =2 [maz (|P;|,|P;|)]+1 paratodod, jconie{l,... I} yje{l, ... ,I"},
entonces los nudos torcidos K, de K con m > n tienen pendientes {Py, Ps,..., P/}
en su exterior del toro compafiero y {P, + m, P, + m,..., P,- + m} en el interior
del toro companero (esto se sigue del lema 2.1, dado que las pendientes no son
meridianos). Dado que 3 > Py 3 > —Pj' para todo 7, j, entonces se cumple que
Pj' + m > P; para todo i, j, asi las pendientes del exterior del toro companero son
distintas a las pendientes del interior, por lo tanto no se pueden pegar superficies
en ambos lados del toro y construir superficies esenciales cerradas. O

LEMA 2.4. Sea K un nudo cable (p,q) de un nudo en S3, V el toro solido
companero y F C S% — K una superficie esencial cerrada. Si F\ es una componente
en FN(V — K), entonces existe una isotopia de Fy tal que F1 N OV es vacio o una
coleccion de curvas de pendiente %.

DEMOSTRACION. Por el lema 2.2, F' es isotopica a una superficie tal que al
cortar por OV las piezas que quedan en ambos lados son incompresibles y O-
incompresibles. Asi Fj es incompresible y J-incompresible. Representaremos por
K el nudo toroidal (p, q) contenido en V, el nudo K; también se puede construir
sobre OV y lo denotaremos por K 1, asi existe un anillo A en V cuyas fronteras son
Ky Ki; véase la Figura 2.3.7.

Ficura 2.3.7

. . . . . /
Las intersecciones de F con el anillo A son curvas triviales, arcos en la frontera K;
o curvas paralelas a K1 = (p, q), véase la Figura 2.3.8.

Ficura 2.3.8

De las curvas triviales del anillo A, tomamos una curva de méas adentro que bordea
un disco en A, por ser F; incompresible esta curva también bordea un disco en F,
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entonces por una isotopia en Fj quitamos la curva trivial de A (véase la Figura
2.3.9). Asi sucesivamente quitamos todas las curvas triviales en A.

> @@
=\ 7o\ <
Ficura 2.3.9

De los arcos de A N FY, tomamos un arco de méas afuera, este arco junto con arco
de OA bordea un disco D’ (véase a Figura 2.3.10). Como F} es d-incompresible, el
disco D’ no es de d-compresion, es decir existe un disco D’ con D" = aU 3 donde
a C oDy B C (FNAOV). De la union de D' y D" tenemos un disco D"’ en el
toro sélido compaiero V (dado que D’ y D" no intersectan al nudo K). Entonces,
por la incompresibilidad de OV, D"’ es borde de un disco en 9V. Por una isotopia
en F quitamos el arco de A (véase la Figura 2.3.10). Asi sucesivamente quitamos
todos los arcos en A, por lo tanto F; N0V = & o son pendientes paralelas a (p, q).

FiGura 2.3.10

O

LEMA 2.5. Sea K C S3 un nudo cable (p,2) y V el toro sélido compariero,
entonces la unica superficie esencial cerrada en el interior de V' es un toro paralelo

a dV.

DEMOSTRACION. Cortamos al toro sélido V' por un disco meridiano D. Como
K es de la forma (p,2), obtenemos un cilindro D — {z1,z2} X I, que también
lo podemos ver como un ovillo trivial de dos cuerdas (véase la Figura 2.3.11).
Existe un disco de compresion D’ en el cilindro que separa ambas cuerdas triviales
(como se observa en la Figura 2.3.11), tal que cuando identificamos las tapas del
cilindro también identificamos los extremos del cuadrado, quedédndote una banda
de Moebius. Entonces la interseccion de esta banda con el disco meridiano es solo
un arco A.
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Ficgura 2.3.11
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Sea F' una superficie esencial cerrada, conexa en V' — K. La superficie F no puede
estar en el interior del ovillo pues un ovillo trivial no contiene superficies esenciales
cerradas, entonces la superficie F' intersecta las tapas del cilindro. Por una isotopia
hacemos que la superficie F' intersecte a las tapas del cilindro en curvas esenciales,
indicadas en la Figura 2.3.12(a). También, por una isotopia en F' minimizamos el
numero de intersecciones de las curvas con el arco A, véase la Figura 2.3.12(b).
Observe que las curvas de tipo Cs no intersectan al arco A, pero las curvas de tipo
C1 intersectan en 2 puntos al arco A.

C D

FiGura 2.3.12

La superficie F' puede intersectar al disco D’ en curvas o arcos, indicadas en la
Figura 2.3.13(a). Por una isotopia en F' podemos eliminar las curvas. Para eliminar
los arcos cuyos extremos estan en la misma tapa, tomamos un arco de mas afuera
en D’ de modo que junto con un arco en A borde un disco D" en D’. Entonces por
una isotopia de F', podemos empujar a I en la direccion del disco D" para. eliminar
el arco de interseccion de D’ (asi las curvas en la tapa del cilindro se transforman
en curvas de tipo Cs o triviales, donde estas ultimas las podemos eliminar de la
tapa). Véase la figura 2.3.13(b). De esta manera, los arcos cuyos extremos estan
en distintas tapas son las intersecciones que nos quedan en D’,a estos arcos los
llamaremos arcos verticales.
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FiGura 2.3.13

Paso 1. Si existen curvas de tipo C1, los arcos verticales unen curvas de tipo C; en
ambas tapas del cilindro que en la variedad original V' — K estén identificadas (ver
la Figura 2.3.14(a)). Tomemos una curva C4 en la tapa de arriba de mas afuera , la
interseccion de C7 con A, son puntos, los cuales son extremos de arcos verticales en
D’ que dividen a C; en dos arcos C; y C; (obsérvese la Figura 2.3.14(b)). Al unir
cada arco C’i de cada tapa del cilindro con sus arcos verticales, forman una curva
cerrada en F' la cual bordea un disco en el ovillo, entonces por la incomprensibilidad
de F, también bordea un disco D; en F. Hacemos lo mismo con el arco C’f en
cada tapa del cilindro, nuevamente tenemos un disco D5 en F|, obsérvese la Figura
2.3.14(c). Ahora, D1 U Dy forma un anillo y al identificar las tapas del cilindro para
obtener la variedad original V' — K, F por ser conexo es un toro paralelo al toro

companero.
= (@ oy Ch D

EDI Dl DZ
g @[> o
NS
(a) (b) (c)

Ficura 2.3.14

Paso II. Si existen curvas de tipo Cs, no existen curvas de tipo C; (porque suponemos
que la superficie F' es conexa), asi podemos suponer que las piezas que nos quedan
al cortar F' por D no intersectan a D’ (véase la Figura 2.3.15(a)). Como D’ divide
al cilindro en dos componentes, las piezas de las curvas Cy estan contenidas en
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alguna de estas componentes. Cada componente es un ovillo trivial, entonces las
tinicas superficies que pueden ser las piezas son anillos (véase la Figura 2.3.15(b)).
Ahora, al identificar las tapas del cilindro para obtener la variedad original V — K
tenemos que F' es el toro periférico.

Q
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(
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9

©) () 3
2 \° S (e
(a) (b)

FiGgura 2.3.15

O

PROPOSICION 2.2. Sea K un nudo en S® que admite exactamente n € NU {0}
superficies esenciales cerradas, entonces ezisten una infinidad de cables de K que
admiten exactamente n + 1 superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Considerar los cables (p,2) de K, todos son nudos torcidos
de un cable K'. Por el lema 2.4 y la Proposicién 2.1, existe [€ N tal que las superfi-
cies esenciales cerradas en el exterior de un nudo torcido K, de K’ con m > [ son
isotdpicas a superficies que no intersectan al toro companero de K,,. Por el lema
2.5, la uinica superficie esencial cerrada en el interior del toro solido companero de
K, es un toro paralelo al toro compaiiero. Como el nudo K admite solo n super-
ficies esenciales cerradas, entonces el exterior del toro companero de K, admite n
superficies esenciales cerradas y un toro paralelo al toro companero. Por lo tanto
los nudos K, admiten exactamente n + 1 superficies esenciales cerradas. ([l

COROLARIO 2.1. Sea K un nudo pequeiio en S°, entonces para cada n € N
existe un cable iterado de K que admite exactamente n superficies esenciales cer-
radas.

DEMOSTRACION. Por la Proposiciéon 2.2 existe un cable K; de K que admite
solo una superficie esencial cerrada, luego por la misma Proposicién existe un ca-
ble K» de K7 que admite solo dos superficies esenciales cerradas (véase la Figura
2.3.16). Asi sucesivamente, para el nudo K,,_; existe un cable K, que admite solo
n superficies esenciales cerradas.
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(a)

FIGURA 2.3.16. (a)Nudo 34, (b) K; cable de 34, (¢) K> cable de K;

(]

La siguiente tabla muestra el nimero de superficies esenciales cerradas de algunos
nudos que hemos vistos.

TIPO DE NUDO n = No. de Superficies Esenciales Cerradas
Toroidales n=0
2-Puentes n=20
Montesinos | < 3 n=20
Ciertos cables iterados de Nudos Pequeiios n €N
Montesinos I > 4 con gq; > 3Vi n=oo

CuaDpro 1



Capitulo 3

NUDOS CON UNA INFINIDAD DE
SUPERFICIES ESENCIALES CERRADAS

Los primeros ejemplos de nudos que admiten una infinidad de superficies esen-
ciales cerradas fueron hallados por H. Lyon [6], quien demostr6 que existen nudos
fibrados con esta propiedad. Posteriormente, U. Oertel [8] demostr6é que casi todos
los nudos de Montesinos de longitud mayor que 3 admiten una infinidad de super-
ficies esenciales cerradas. M. Eudave y M. Neumann [2] tienen ejemplos de nudos
3-puentes que admiten una infinidad de superficies esenciales cerradas las cuales
son meridionalmente incompresibles.

3.1. TEOREMA PRINCIPAL

En este capitulo probaremos que en muchos casos es posible construir una infinidad
de superficies esenciales cerradas a partir de una o dos superficies meridionales,
esenciales; lo que generaliza las construcciones anteriores (parrafo anterior) y da
como Corolario la existencia de una infinidad de superficies esenciales cerradas
para varias familias de nudos.

DEFINICION. Sea K un nudo en S que admite dos superficies meridionales,
disjuntas F; y F» tales que F} tiene un disco de compresion meridional D. A partir
de D etiquetamos con enteros las intersecciones de F; U Fy con K de acuerdo a sus
posiciones a lo largo de K, la mitad de estos con signos positivos y la otra mitad
con signos negativos. Se dice que D es centrado respecto a Fy si para cada n los
puntos de intersecciéon etiquetados por n y —n pertenecen a la misma superficie, de
lo contrario D se llama no centrado.

Fiaura 3.1.1. (a) Centrado (b) No centrado

37
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DEFINICIONES. Sea K un nudo en S y F una superficie meridional, posible-
mente disconexa en el exterior de K. Un tubo es un anillo contenido en una vecindad
regular de K que conecta un par de componentes de la frontera de F. Observe un
tubo en la Figura 3.1.2(a).

FiGcura 3.1.2

Si F' tiene un disco de compresiéon meridional D, el entubado concéntrico de F
alrededor de D se obtiene al anadir a F' tubos concéntricos, cada uno pegado a
un par de curvas frontera adyacentes en F' llevado en direcciones opuestas de D.
Después de poner el primer tubo empujas la superficie hacia fuera de N(K) y asi
sucesivamente. De esta manera conseguimos una superficie cerrada F. El entubado
concéntrico alrededor de D en la Figura 3.1.1(b) esta en la Figura 3.1.2(b).

EJEMPLO. Veamos un entubado concéntrico de una superficie F' disconexa que
consta de 2 componentes.

FIGURE 3.1.3. (a) Superficie F' (b) Entubado concéntrico F
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EJEMPLO. Veamos un entubado concéntrico con tres superficies: Dos copias de
una superficie F y una superficie F5.

(a) (b)
F1GURA 3.1.4. (a) Superficies F; y F5 (b) Entubado concéntrico

DEFINICION. Sea K un nudo en S® y F una superficie meridional, posiblemente
disconexa en el exterior de K tal que tiene un disco de compresién meridional D.
Representamos al nudo K con un ovalo, a la intersecciéon de K con D con un punto
negro y las intersecciones de K con las componentes de F' con puntos de distinto
color con cierto orden. A este diagrama le llamamos diagrama de intersecciones de
K con F en D. Véase el diagrama de intersecciones correspondiente a la Figura
3.1.4 (a) en la siguiente Figura.

Ficura 3.1.5

EJEMPLO. Veamos un nudo que admite dos superficies meridionales y el dia-
grama de intersecciones correspondiente.

Ficura 3.1.6
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PROPOSICION 3.1. Sea K un nudo en S que admite dos superficies merid-
ionales, esenciales, separantes, disjuntas Fy y Fy. Supongamos que Fy tiene un
disco de compresion meridional no centrado D respecto a Fy. Si S es la union dis-
junta de Fy conn copias de Fy, entonces el entubado concéntrico de S alrededor de

D es una superficie conexa con x (S) =ny (F1) + x (Fa).

DEMOSTRACION. Dado que D no es centrado, etiquetamos los puntos de in-
terseccion de F'; U Fy con K como C_y, ..., C_y, C_1, C1, Cs..., C, de acuerdo a
su posicion desde D. Asi, existe una m tal que los puntos de interseccion Cy, € Fy
y C_,, € F5 corresponden a diferentes superficies y los puntos con etiquetas C; y
C_; para i < m, corresponden a la misma superficie. Ver la Figura 3.1.7(a).

(a)

D
e @— @B — @O K-
Cm Cs Cs Cy Cy Ca Cs Cm

(b)
D |
Co  [chmCach| G [cimcict |  [cci-a calaicha) |chcimch

FIGURE 3.1.7.

Cuando tomamos n copias Fii, F2, F?, ..., F* de I} conseguimos n copias C}, C2,
..., CI" de cada punto de interseccion C; de Fy. Ver la Figura 3.1.7(b).

En el entubado concéntrico S de S = nkFy U F;y alrededor de D, las fronteras de los
tubos coincidiran con curvas frontera de S a la misma distancia de D. Para i < m,
existe un tubo que conecta C; con C_; cuando C;, C_; € Fy y si C;, C_; € Fy,
entonces conectas con un tubo Cij con Cii en Ff La primera copia de C,, de Fy
(la cual podemos asumir que es C) coincide con C_,, de Fy. C}, es seguido por
C2?,...,C". Por el lado de D, C_,, es seguido por p — 1 > 0 puntos en Fy y
luego por n copias del punto C_,,,_,, en Fy. Dado que F} es separante, estas copias
necesariamente aparecen en el orden C, - C2 ... C",
Tenemos los siguientes dos casos.

a) Si p > n, entonces las n copias de F} estan conectadas a Fy (por el entubado

concéntrico), asi S es conexa, véase la Figura 3.1.8.

Fy
~BOE P ass n =B08- 2 = 1 088 "\

pr—
ese “@-eee

e

Ficura 3.1.8
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b) Si p < n. Con el simbolo ~ indicaremos que dos superficies estédn conectadas por
algin tubo.

F
-see

Ficura 3.1.9

Debido al entubado concéntrico Ff ~ Fy para 1 < i < p, después se conectan las
siguientes superficies FPt' ~ F} FPT2 ~ F2 . FP ~ F]P es decir F/ ~ F/7P
conp<j<n.

Para j existen q,r € Z tales que 7 = pg+ r con 0 < r < p, entonces

j —1
Fj = PPt~ pPaeDir o

Sir # 0 tenemos que FPY" ~ F7 y como 1 < r < p, entonces F! ~ Fy; sir =0
entonces FY ~ FP ~ F,. Asi siempre existe una trayectoria entre las superficies,
por lo tanto S es conexa.

Probaremos que x (S’) =nyx (F1) + x (Fy).

Veamos la siguiente formula

X(AuB) = x(A4)+x(B)—-x(ANB)

Como la caracteristica de Euler de cada tubo es cero y la interseccion de cada tubo
con la superficie es una curva cerrada donde su carateristica es cero, entonces para
calcular x (S) basta encontrar la caracteristica de Euler de las n copias de F; y de

F5, es decir
x(5)

X(FlU...UFlLJFQ)
= nx(F1) +x (F2).

O

Observemos que si S es cualquier superficie propiamente encajada en F(K) y 7 es un
tubo en JE(K) que conecta dos curvas adyacentes en 05 (ver la Figura 3.1.10(a)),
entonces tenemos un entubado concéntrico S alrededor del centro de 7 (ver la Figura
3.1.10(b)). Denotemos por 7/ al tubo més largo del entubado concéntrico S.
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Ficure 3.1.10.

Asumiremos que S es conexo, de lo contrario cada componente conexa es obtenida
por un entubado concéntrico en algunas componentes de S. S es llevada con pe-
sos positivos por una superficie ramificada R de la Figura 3.1.11 (a). Sea N una
vecindad regular fibrada de R, ver la Figura 3.1.11(b).

Ramificaciones

(a)

FiGure 3.1.11.

Las ramificaciones de R estan entre el toro 0F(K) y los dobleces, excepto en los
dobleces de las fronteras de 7’ (el tubo maés largo de S’) donde no hay ramificacién
(véase la Figura 3.1.12). En una vecindad regular fibrada N de R, N no toca a la
frontera de E(K) y las componentes de la frontera vertical (9, N) son anillos.

aT
N /s N

Fronteras
verticales

Ficura 3.1.12. N de R
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EJempLO. La superficie ramificada del entubado concéntrico 3.1.4 (b), viene
dado en la Figura 3.1.13.

FiGura 3.1.13

Si § = F U F5, entonces S separa el exterior de K en 3 componentes conexas, por
lo tanto el complemento de N tiene 3 componentes, donde una vecindad regular
del nudo estd pegada a una de las componentes. Las fronteras de N se obtienen
pegando copias paralelas de Fy y Fy con anillos de 0E(K), donde ademas se tiene
un anillo periférico que esta pegado a una de las fronteras de N.

EJjEMPLO. La siguiente Figura es una vecindad fibrada N de R correspondiente
a la Figura 3.1.13.

Ficura 3.1.14
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La frontera horizontal (95, N) consiste de copias de Fy, F» y un anillo periférico
pegado a alguna o algunas de las copias (formando el tubo més largo del entubado
7'). Op N tiene 4 componentes conexas si 7/ estd pegado a una copia de F; con
i € {1,2} y tiene 3 componentes conexas si 7’ esta pegado a una copia de Fy y Fb.

EJEMPLO. Veamos las componentes horizontales de N correspondiente a la
Figura 3.1.14.

N |

Ficura 3.1.15

PROPOSICION 3.2. Sea K un nudo en S3, F una superficie meridional, sep-
arante, propiamente encajada (posiblemente disconeza) en E(K) y 7 un tubo en
OE(K) que conecta dos curvas adyacentes en OF. Si F'U T es esencial en E(K)
entonces el entubado concéntrico F' en T es esencial en E(K).

DEMOSTRACION. Asumiremos que Fes conexo, de lo contrario cada compo-
nente conexa es obtenida por un entubado concéntrico en alguna componente de F'.
El tubo 7 es el tubo més corto del entubado concéntrico F, y denotaremos por 7/
el tubo més largo. F es llevada con pesos positivos por una superficie ramificada R,
ver la Figura 3.1.11(a). Sea N es una vecindad regular fibrada de R, ver la Figura
3.1.11(b).

Se usaréan los siguientes lemas que vienen demostrados en el apéndice.

LEMA A. Sea M una 3-variedad con frontera, D un disco de compresion para una
componente F' de OM que no sea un toro y C C F una curva que cruza a D en un
punto. Entonces, existe un disco de compresion de F ajeno a DU C'.

LEMA B. Sea M una 3-variedad, compacta con frontera y T una coleccion de arcos
ajenos propiamente encajados en M tales que OM — T es incompresible en M —T'.
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Si M’ se obtiene de M al afiadir una 1-asa D* x I de manera que {0} x {1} y
{0} x {1} coincidan con 2 extremos de arcos de T y sea T' =T U{0} x I. Entonces
OM' —T' es incompresible en M’ —T".

Para demostrar que F es esencial en E(K) solo necesitamos mostrar que R es una
superficie ramificada incompresible.

(1) 9N es incompresible en F(K) — N. El tubo 7/ tiene un disco de compresion
meridional D donde DN K = p.

E(K)— N es homeomorfo a E(K) — N(F)U(D —p x [0,1]) donde D —p x [0, 1] es
aniadida tal que (D x [0,1]) = 7’. Ver Figura 3.1.11(b). 9, N consiste de 2 copias
paralelas de F', unidas por 2 tubos paralelos a 7 y 7/ (por conveniencia llamaremos
estos tubos 7y 7'), es decir 9, N = F' U F” U7t U7’. Como F es separante, 7y 7’
son afiadidos a una copia de F' (no necesariamente la misma copia). Supongamos
que 7y 7’ son anadidos a F”, los otros casos son anélogos.

Por hipétesis F/ U7 y F” son incompresibles en S® — K, entonces F' U7 y F" son

incompresibles en F(K) — N. La prueba de que F' U 7 U 7’ es incompresible en
E(K)—- N(F)U (D —p x [0,1]) se sigue del lema B.

Asi O,N = F'UT U7 UF” es incompresible en F(K) — N.

(2) No existen discos de contacto:

Cada componente de 9,N es un anillo paralelo de OF(K), asi cualquier curva
[ C 0, N transversal a las fibras es isotopica a una curva frontera de F' y esta no es
frontera de un disco en E(K).

(3) No existen discos monogonos en E(K) — N :

Supongamos que existe un disco monogono, es decir un disco D; en E(K)— N con
0D1 = aUpS donde o C 0, N es una fibray 8 C 0, N. La fibra « esta contenida en
un anillo periférico A de dE(K), asi D1 C (C' U A) donde C es una componente
de 9,N. Si C' U A es distinto de un toro, entonces por el lema A existe un disco de
compresion D* en C'U A ajeno a Dy Ul con [ un meridiano de A. Por una isotopia
en D* tenemos que D* N A = (), entonces D* es un disco de compresion para C lo
cual es una contradiccion. Si C'U A es un toro, como D; es un disco de compresion
para el toro, entonces C'U A bordea un toro sélido. Dado que D; es un mono6gono,
sabemos que 0D atraviesa C' y A una sola vez, entonces el anillo C' es paralelo a
A. Asi, C no es esencial lo cual es una contradiccion. a

El resultado principal del capitulo es el siguiente Teorema.

TEOREMA 3.1. Sea K un nudo en S® que admite dos superficies meridionales,
esenciales, separantes, disjuntas Fy y 5. Supongamos que Iy tiene un disco de com-
presién meridional no centrado D respecto a Fy, entonces K admite una infinidad
de superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Sea F' la superficie dada por n copias de Fy y Fs, es decir F' =
nFy U Fy. El entubado concéntrico F' alrededor de D es una superficie cerrada y
al anadir copias de F} a F', el género de F' se incrementa (por la Proposicion 3.1).
De esta manera, tenemos una infinidad de superficies de superficies cerradas de
diferente género. Veamos si la superficie F es esencial: Sea Fy la superficie obtenida
al cortar Fy por D y pegando dos copias de D (ver Figura 3.1.16(a) y (b)). Asi Fj
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es incompresible en S — K y F} es isotopica a Fy U7 donde 7 es un tubo centrado
en D (ver Figura 3.1.16(c)).

A (b) (€

(a)

FiGURE 3.1.16.

Por ser F isot6pico a (n —1)F; U Fy U Fy UT y ademés esencial en S® — K, entonces
por la Proposiciéon 3.2 F es esencial en S% — K. (]

3.2. COROLARIOS

COROLARIO 3.1. Sea K un nudo no satélite en S® que admite una esfera merid-
ional, esencial con 4 componentes frontera, entonces K admite una infinidad de
superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. S corta a K en dos ovillos esenciales de 2 cuerdas (B,T)
con T = {t1,t} y (B',T") con T' = {t},t,}. Dado que K no es satélite, entonces
los ovillos (B,T) y (B’,T) son atoroidales (porque si el ovillo contiene un toro
incompresible T' no paralelo a la frontera, como S es esencial, entonces T es esencial
en S3— K contradiccion). Sea m; un meridiano de la cuerda t; en E(T) con i = 1,2
y m;, un meridiano de la cuerda t;, n E(T”) con i’ = 1,2.

Por el lema 2.2 de Y.Wu [12], sabemos que los toros agujerados 0E(T) — m; y
OE(T') — m;, son incompresibles para algtin meridiano m; y m; . Asi, tenemos una
superficie meridional, esencial en cada lado de S: AE(T) — m; y dE(T') — m,,
donde cada uno tiene un disco de compresién meridional no centrado respecto al
otro (porque S tiene 4 componentes frontera y los tubos estan en diferente lado).
El resto se sigue del Teorema 3.1. O

OBSERVACION. La hipétesis que el nudo no sea satélite es necesaria. Un con-
traejemplo viene dado por cables del nudo 4;#41; veamos cuales.

Ficura 3.2.1
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Por J. Schultens en [10], el nudo 4;#4; admite solo dos superficies esenciales cer-
radas (los toros que comen y siguen).

FiGura 3.2.2. Toro esencial del nudo 4;#4,

Por la Proposicién 2.2, existe una familia de cables (p, 2) del nudo 4;#4; que admite
solo tres superficies esenciales cerradas. Estos cables son los contraejemplos, dado
que admiten una esfera meridional esencial con 4 componentes frontera mostrada
en la Figura 3.2.3.

Ficura 3.2.3

EJEMPLO 3.1. El nudo 856 es el primer nudo en las tablas (ver Rolfsen [9]) que
admite una infinidad de superficies esenciales cerradas, todos los nudos anteriores
a él en la tabla de nudos son de 2-puentes o de Montesinos de longitud tres. La
prueba es inmediata, porque el nudo 816 es no satélite (por W. Menasco [7]) y
admite una esfera meridional esencial S con 4 componentes frontera mostrada en
la Figura 3.2.4.
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81e S

¥4

Ficura 3.2.4

S es incompresible en S® — 814, porque cada lado de S es homeomorfo al ovillo de
dos cuerdas de la Figura 3.2.5, donde el ovillo es esencial por Oertel [8].

Ficura 3.2.5

EJEmpLO 3.2. Si K = K(%,..., g—:) es un nudo de Montesinos con n > 4,
entonces K admite una infinidad de superficies esenciales cerradas. La prueba es
sencilla, porque K es no satélite y admite una esfera meridional esencial con 4
componentes frontera (es la esfera que encierra al menos dos ovillos en cada lado,
ver U. Oertel [8]). Se mejora el resultado de Oertel en [8], pues el supone que ¢;
sea mayor o igual a 3, y nosotros que g; sea mayor o igual a 2. En la Figura 3.2.6

tenemos un nudo de Montesinos con n = 4.
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SR
-

Ficura 3.2.6

LEMA 3.1. Sea (B,T) un ovillo esencial y le anadimos una cuerda t que no
pueda separarse de las cuerdas T, entonces el ovillo (B, T Ut) es esencial.
DEMOSTRACION. Supongamos que existe un disco de compresion D en la esfera

[e]

agujerada 0B — N (T Ut), la frontera de D no es una curva esencial en 0B — N(T')

(pues de lo contrario D seria un disco de compresion para (B,T)). Entonces 0D
o

es una curva trivial en 0B — N(T), asi D seria un disco que separa a t de las T
cuerdas, lo cual es una contradiccion. O

EJEMPLO 3.3. El nudo K en S® de la Figura 3.2.7(a) admite una infinidad de
superficies esenciales cerradas, veamos la prueba.
K admite una esfera meridional S con 6 componentes frontera, véase la Figura
3.2.7(b). A partir de S construimos dos toros meridionales disjuntos: 77 con dos
componentes frontera y Tz con 4 componentes frontera, véase la Figura 3.2.7(c).
Observe que T, tiene un disco de compresién meridional no centrado D?. Para
demostrar que K admite una infinidad de superficies esenciales cerradas, solo hay
que probar que Ty y T5 son incompresibles en S® — K porque el resto se sigue del
Teorema 3.1.

s =)

(a) (b) (c)

Ficura 3.2.7
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El lema 3.1 implica que la esfera S es esencial en S — K, ya que cada uno de
los lados de la esfera es homeomorfo al ovillo de la Figura 3.2.5 al afiadirle una
cuerda paralela y esencial. Para la incompresibilidad de T; y 15, basta probar la
incomprensibilidad del lado interior de los toros (las regiones sombreadas), porque
de la misma forma en cé6mo se demostré el lema B se ve que el lado exterior de los
toros es incompresible.

Probaremos que 77 es incompresible del lado interior.

g

Ficura 3.2.8

Si al ovillo de la Figura 3.2.5 le anadimos un tubo paralelo a la cuerda no trivial
(véase la Figura 3.2.9), tenemos como frontera un toro 7 incompresible con dos
agujeros.

Ficura 3.2.9

El lado interior de T7 es homeomorfo a la componente del toro T" en el ovillo. T es
incompresible, entonces T es incompresible del lado interior.
Probaremos que 75 es incompresible del lado interior.
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Ficura 3.2.10

Sea D un disco de compresion del lado interior de Ty y t1, to las cuerdas del lado
interior de T5. Como las cuerdas t; y to son paralelas, existen arcos Ay, Ay C To
tales que A; Uty U Ay Uts son frontera de un recténgulo R del lado interior de T5.
Si DN R # 0, entonces las intersecciones en D y R son arcos y curvas como lo
muestra la Figura 3.2.11(a) y (b) respectivamente.

WISy

t1 o0 2 t2

Ficura 3.2.11

Las curvas cerradas en D son curvas cerradas en R. Tomo una curva de méas adentro
en D que bordea un disco, también bordea un disco en R y por una isotopia elimino
la interseccién en R. Asi sucesivamente elimino todas las curvas cerradas de R. De
los arcos en D, tomo un arco A de més afuera para D. El arco A divide a 9D en dos
segmentos, sea d; el segmento que no cruza ningtn arco, entonces A U dy bordea
un disco en D.

Los arcos en D son arcos en R, pero hay dos tipos de arcos en R. Si el arco A en R
va y regresa a un mismo lado | C OR, tenemos un segmento 5 C [ tal que AU es
borde de un disco en R, véase la Figura 3.2.12. Dado que AUd; y AU S bordean
discos, entonces la curva d; U 8 contenida en T, bordea un disco del lado interior
de Ty, pero también bordea un disco en T5 (pues de lo contrario seria un disco de
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compresion para el toro T de la Figura 3.2.9) y por una isotopia podemos eliminar
el arco A en R.

t t,

FiGura 3.2.12

Si el arco A en R es un arco vertical, entonces divide a los arcos Ay y As en dos
subarcos, sean 71, 2 los subarcos de A; y As que llegan a t1; 1a union ¢ Uy UAUYs
bordea un disco en R (véase la Figura 3.2.13). El arco (vy,Ud;Uv2)—t; esta contenido
en Tp y sabemos que AUdy y (t1 Uy U AU ~s) bordean discos, entonces la curva
(t1 U~y Udy U~s) bordea un disco, asi t; puede separarse de las demés cuerdas lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto no existen tales intersecciones de D con R,
asi DN R = 0.

Aq

s

A,

Ficura 3.2.13

Si DN R = 0, entonces D es un disco de compresién para el mismo T» formado
por una sola cuerda, es decir para T (el toro de la Figura 3.2.9), lo cual es una
contradiccion.

COROLARIO 3.2. Sea K un nudo primo, alternante en S® que admite una super-
ficie esencial cerrada de género 2, entonces K admite una infinidad de superficies
esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Dado que K es un nudo primo, alternante, entonces por W.
Menasco [7] es no satélite. Sea F' la superficie cerrada, esencial de género 2 en
el exterior de K. Por el lema del meridiano de W. Menasco [7], F' contiene un dis-
co de compresion meridional D; tal que al comprimir meridionalmente obtenemos
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una superficie meridional, esencial F° de género 1 con 2 componentes fronteras.
Por el Teorema 3 de W. Menasco [7], la superficie F'° no puede ser meridional-
mente incompresible pues F° seria un anillo. De esta forma F*° contiene un disco
de compresion meridional Ds. Asi, al comprimir meridionalmente F por Dy y Do
nos queda una esfera meridional, esencial con 4 componentes frontera, el resto se
sigue del Corolario 3.1. O

DEFINICION. Sea K un nudo en S® y FF C E(K) una superficie meridional
con dos discos de compresiéon meridional D; y Ds. Decimos que D; y Do son
equidistantes, si los arcos de K que van de Dy a D, tienen el mismo nimero de
intersecciones con la superficie F, obsérvese la Figura 3.2.14.

D:
(a) (b)

FIGURA 3.2.14. (a) Equidistantes (b) No equidistantes

COROLARIO 3.3. Sea K un nudo en S® que admite una superficie meridion-
al, esencial, separante con dos discos de compresion meridional no equidistantes,
entonces K admite una infinidad de superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Sean F' la superficie meridional, esencial y Dy, D2 discos de com-
presiéon meridional no equidistantes. Comprimiendo meridionalmente F’ por D; con-
seguimos una superficie esencial, meridional F° con nuevas fronteras h™ y h~. El
diagrama de intersecciones de K con F' y F° en D5 es algo como el ejemplo de la
Figura 3.2.15.
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Ficura 3.2.15

Probaremos que Dy de F° no es centrado respecto a F.

A partir de D, etiquetamos con enteros las intersecciones de F U F° con K de
acuerdo a sus posiciones a lo largo de K, con la mitad de estos con signos positivos
y la otra mitad con signos negativos. Como Dy y Ds son no equidistantes, entonces
a las intersecciones de F° con las correspondientes a ht y h™ las etiquetamos con
my m+ 1. Por ser 'y F° casi paralelos, las intersecciones con etiquetas i y —i
para i < m les corresponde la misma superficie. A las etiquetas —m y —(m + 1)
corresponden a intersecciones de F° y F, asi el disco Dy de F° no es centrado
respecto a F.

El resto se sigue del Teorema 3.1. (]

COROLARIO 3.4. Sea K un nudo en S® que admite una superficie esencial, sep-
arante con tres discos de compresion meridional, entonces K admite una infinidad
de superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Sean F' la superficie esencial y D1, Do, D3 discos de compresion
meridional, véase la Figura 3.2.16.

=
(o) )

FiGura 3.2.16
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Tenemos los siguientes casos:

1) Si D1 y D2 no son equidistantes, entonces F' tiene frontera no vacia. Asi F es
meridional, el resto se sigue del Corolario 3.3.

2) Si D y D5 son equidistantes, el ntimero de intersecciones de F con los arcos de K
que van de Dy a D5 son iguales. Al comprimir meridionalmente por D3 conseguimos
una superficie meridional, esencial F'° con discos de compresién meridional Dy y Ds.
Ahora, con F° uno de los arcos de Dy a D tiene dos intersecciones mas, entonces
D1 y D5 no son equidistantes en F°; el resto se sigue del Corolario 3.3. (]

EjempLo 3.4. El articulo de Wu [13], nos da una familia de nudos con proyec-
ciones 2n — plat suficientemente complicadas tales que admiten una superficie esen-
cial cerrada con al menos 3 discos de compresiéon meridional. Ocupando el Corolario
3.4, estos nudos admiten una infinidad de superficies esenciales cerradas.

Oy o~

iyl
hhl

gy
oA

00N

\ #; L

Ficura 3.2.17

Se sabe que dado un nudo satélite K en S* con nudo compaiiero K, tal que K;
admite una superficie esencial F', entonces F' es esencial en el exterior de K.

COROLARIO 3.5. Sea K| un nudo en S* que admite una superficie meridional,
esencial, separante con un disco de compresién meridional y Ko un nudo no trivial,
entonces K1# Ko admite una infinidad de superficies esenciales cerradas.

DEMOSTRACION. Sean F' la superficie meridional, esencial en el exterior de Kj y
D un disco de compresion meridional. A partir de D recorremos el nudo K7 en una
direccién y afadimos una esfera S en K; antes que K intersecte a I por primera
vez, tal que SN F = (). Dentro de esa esfera hacemos la suma con Ks, véase la
Figura 3.2.18.
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FiGurA 3.2.18

F' es esencial en el exterior de K1# K5 y por construccién D es no centrado respecto
a S, el resto se sigue del Teorema 3.1. (]

EJeMPLO 3.5. Sea K; el nudo de la Figura 3.2.19. La suma conexa de K;
con el nudo trébol, admite una infinidad de superficies esenciales cerradas. La de-
mostracion se sigue del Corolario 3.5 al construir una superficie esencial en S® — K
que contiene un disco de compresion meridional. Vamos a construir la superficie.

Ficura 3.2.19

El nudo K; admite una esfera meridional S con 6 fronteras vista en la Figura
3.2.20(a). S es esencial en S® — K, ya que cada uno de los lados de la esfera se
obtienen del ovillo de la Figura 3.2.5 al anadirle una cuerda paralela a la trivial y
es esencial por el lema 3.1.

A partir de S construimos el toro 7' con cuatro componentes frontera como se
observa en la Figura 3.2.20(b), T tiene un disco de compresién meridional D. El
toro T es incompresible en S® — K, esto se sigue de la misma forma en comoé se
demostro la incompresibilidad del toro de la Figura 3.2.10 del ejemplo 3.3.
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(a) (b)
FiGura 3.2.20

Como T es un toro meridional, incompresible en S — K con un disco de compresién
meridional D, entonces por el Corolario 3.5 el nudo K;#3; admite una infinidad
de superficies esenciales cerradas.

to ; "] \6)
K4 31 lI(‘ﬁ:": 34

FiGura 3.2.21






APENDICE

LEMA A. Sea M una 3-variedad con frontera, D un disco de compresion para
una componente F' de OM que no sea un toro y C C F una curva que cruza a D
en un punto. Entonces, existe un disco de compresion de F ajeno a DUC.

DEMOSTRACION. Por hipétesis 0DNC' es un punto, entonces tenemos una vecindad
N(DUC) C M que es un toro solido y N(DUC)NF es un toro T con una frontera
(es decir un cilindro unién una banda). Por el toro solido N(D U C) tenemos que
la frontera de T es borde de un disco D*, donde por construcciéon D* N F = dD* y
ademads es ajeno a D U C.

o

FiGURA 3.2.22

Probaremos que 0D* no bordea un disco en F.

Supongamos que dD* bordea un disco en F, entonces divide a F' en dos compo-
nentes C7 y Cy. Como 0D* es la frontera del toro T en F', podemos suponer que T’
es C1 y asi Cy es el disco que bordea 0D* en F', contradiccion porque F no es un
toro. Por lo tanto D* es un disco de compresion. (I

LEMA B. Sea M una 3-variedad, compacta con frontera y T una coleccion de
arcos ajenos propiamente encajados en M tales que OM — T es incompresible en
M—T. Si M’ se obtiene de M al anadir una 1-asa D*x I de manera que {0} x{—1}
y {0} x {1} coincidan con 2 extremos de arcos deT y sea T' = T U{0} x I. Entonces
OM' —T' es incompresible en M’ —T".

59
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T =)

FiGura 3.2.23

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un disco de compresion D en OM' —T".
Si 9D N{0D? x I} = () entonces D es un disco de compresién para M — T, lo cual
es una contradiccion.

Si 9D N {AD? x I} # (), las intersecciones son arcos y curvas en el disco D o en las
tapas (D?—{0}) x £1, como se observa en la Figura 3.2.24(a) y (b) respectivamente.

o i 2-{0)
£ Yo

(b)

FiGura 3.2.24

Tenemos los siguientes casos:
Caso 1. De las curvas cerradas en D, tomo una curva de mas adentro C' que bordea
un disco; C es una curva cerrada en una tapa D? — {0} pero tiene dos opciones.
Si C bordea un disco en D? — {0}, entonces por una isotopia puedo quitar esa
interseccion de la tapa, pero si C es un meridiano de un arco en 1", entonces no
puede bordear un disco lo cual es una contradiccién.
Caso 2. Los arcos de interseccién en D son también arcos en las tapas D? — {0},
tomo el arco A més cercano a la frontera en D, este divide a 9D en dos arcos, sea
A; el arco de 0D que no cruza otro arco (véase la Figura 3.2.24). También el arco
A divide a 9D? en dos arcos, sea d; el arco cuya unién con A bordea un disco en
la tapa D? — {0}.

(o)
Si A; N{0D?* x I} # (), como A; intersecta una sola tapa, entonces solo puede ser
un arco de tipo A'1 o Alll que se encuentran en la Figura 3.2.25(a). El arco A'1 no
es, dado que A U A/1 forma un meridiano de un arco en 7" y no puede bordear un

disco, de esta manera A; es Alll. Luego AU All,, Audy y Alll U dy bordean discos y
por una isotopia podemos eliminar el arco A de la tapa.
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[

(b)

Ficura 3.2.25

Si /Lljl N (0D? x I) = (), como A; intersecta una sola tapa, entonces solo puede ser
un arco de tipo A/1 o Alll que se encuentran en la Figura 3.2.25(b). El arco A/1 no es,
dado que AU A/1 es un meridiano de un arco en 7", asi A es Alll. Los arcos AU d;
y AU A] bordean discos, de esta manera la curva A} Ud; contenida en M — T es
borde de un disco en M’ —T"; luego A,l/ Ud; es borde de un disco en OM — T (pues
de lo contrario seria un disco de compresion en M — T). Como AU d;, AUA] y
A/ll U d; bordean discos, por una isotopia podemos eliminar el arco A de la tapa.

Asi sucesivamente, eliminamos las intersecciones de las tapas y nos queda que D es
un disco de compresién para {OM —T'} o (D?—{0}) x I, lo cual es una contradiccién
porque ambos son incompresibles. ([
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