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Capitulo 1

Introduccion

Los sistemas de suspensién en general permiten modificar las condiciones de movimiento de un cuerpo
sujeto a diversas fuerzas, con el objetivo de evitar vibraciones, movimientos bruscos, colisiones, etc. El
estudio de las suspensiones automotrices se ha ido desarrollando formalmente desde la década de 1950,
iniciando unicamente con andlisis cinemdtico y estudio de fuerzas para modelos simplificados. Principal-
mente debido a que su andlisis espacial y dindmico resulta complejo, sin considerar aun efectos de la
llanta. Con el apoyo de material de cémputo es posible simplificar hoy en dia parte de la carga de calculo
y obtener informacién a partir de simulaciones. Como miembro de un equipo de Férmula SAE y Baja
SAE pude vislumbrar la complejidad de los sistemas de suspensién y la forma en la que pequenos cambios
afectan en gran medida el desempeno del vehiculo. Bajo este antecedente surgié la motivacién de poder
entender algunas caracteristicas del comportamiento de estos sistemas dindmicos.

Existen diversas configuraciones de suspensién en los vehiculos actuales, presentando cada una diver-
sas ventajas en desempeno, robustez, flexibilidad en el disenio y costos. Por ejemplo la suspensién de
brazo tirante o trailing arm permite un amplio recorrido, caracteristica muy necesaria para coches to-
do terreno. La suspensién de tipo McPherson es compacta lo que permite montar facilmente un motor
transversal [9]; asimismo es de bajo costo debido a sus pocos componentes. La suspensién de doble brazo
en "A” es muy empleada en vehiculos de alto desempeno y competicién, debido a la facilidad de ajustar
parametros de suspension; de igual manera reduce los efectos de squat o dive [9]. El disefio de suspensiones
automotrices a menudo no considera la dindmica del mecanismo, generalmente se emplea tnicamente un
enfoque cinemético en donde se estudian las curvas de camber, toe [7], etc.

Por otra parte, los sistemas de control en el automdévil han adquirido gran importancia debido a la
busqueda de eficiencia, seguridad, confort, desempeno, etcétera. El sistema de suspensién no es la ex-
cepcién y recientemente han surgido diversas configuraciones de suspensiones activas y semiactivas; las
primeras introducen energia al sistema para controlarlo, mientras que las segundas controlan la cantidad
de energia que disipa el sistema. Algunos ejemplos de suspensiones activas abarcan el uso de servo-
mecanismos hidraulicos para controlar la altura o inclinacién del vehiculo; como el sistema Hydractive
empleado en el Citroén C5. Asimismo existen sistemas electromecanicos que ajustan los parametros de
suspensién; un ejemplo es el sistema de direccién trasera empleado en el Porsche 911 GT3, ver Figura 1.1.



Figura 1.1: Sistema rear axle steering de Porsche. Cortesia de www.total911.com

Por otro lado las suspensiones semiactivas controlan la cantidad de energia que se disipa en el sistema,
siendo el elemento mas comun el amortiguador magneto-reoldgico. Dicho componente estd formado por
una bobina y un amortiguador que contiene limaduras de hierro mezcladas con el fluido hidraulico en su
interior. Al aplicar una diferencia de potencial a las terminales de la bobina, las limaduras de hierro se
ordenan aumentando la friccién viscosa.

La primera parte de este trabajo busca establecer la ecuacion dindmica de una suspension de doble brazo
en "A” a partir del método de Lagrange [3], para analizar su comportamiento bajo diferentes condiciones
y asi comprender su importancia. Los datos de masas e inercias de los componentes del mecanismo fueron
obtenidos a partir de un software de CAD, disenando una suspension lo méas parecido a la realidad, ver Fi-
gura 2.1. Sin embargo el objetivo de este trabajo es més cualitativo que cuantitativo asi como herramienta
de evaluacion. En la segunda parte de este trabajo se busca establecer un controlador lineal empleando un
amortiguador magneto-reolégico como elemento de control, mismo que esta representado por la fricciéon
de LuGre [5]. El diseno estard basado en un modelo simplificado de la suspensién de un automévil.

En el capitulo 2, se realiza un primer andlisis de la cinemadtica del mecanismo empleando transfora-
ciones que representan los desplazamientos y giros a lo largo de la suspensién. En el capitulo 3 se obtiene
el Jacobiano empleando vectores con respecto a la base local. Con esta matriz sera posible expresar a la
ecuacién diferencial en términos de la entrada. En el capitulo 4 se obtienen las velocidades de los centros
de gravedad y partir de ellas, funciones lagrangianas que expresan la energia de cada cuerpo. Finalmen-
te se desarrolla el método de Lagrange, para obtener la ecuacién dindmica del mecanismo y presentar
resultados de simulaciones. En el capitulo 5 se pretende realizar el diseno de un controlador lineal para
un modelo simplificado empleando un amortiguador magneto-reolégico. Finalmente en el capitulo 6 se
presentan conclusiones y objetivos a futuro.



Capitulo 2

Estudio del mecanismo de suspension

A lo largo de este capitulo se realiza una descripcion general de la suspension a analizar; mostrando
sus principales caracteristicas y componentes. Ademads se definirdn las ecuaciones de lazo matricial que
seran empleadas mas adelante en la resolucion de la ecuacion dinamica.

2.1. Descripcion

El mecanismo de suspensién de tridngulos superpuestos, doble brazo en "A” o double wishbone, por
su nombre en inglés, estd formado por cuatro cuerpos: dos brazos de control, uno superior y otro inferior;
una mangueta que los une junto con toda la masa no suspendidal, y un brazo tirante o tie rod con el que
es posible ajustar la convergencia o toe de la rueda. En este trabajo se analizard el mecanismo para una
suspensién trasera, mismo que cuenta con un grado de libertad. Para el caso de la suspensién delantera
es necesario incluir el mecanismo de direcciéon en donde el anclaje del brazo tirante o bieleta al chasis
describe un movimiento longitudinal, agregando asi un grado de libertad mas.

Figura 2.1: Suspensién de doble brazo en ”A”.

!La masa no suspendida est4 formada por la rueda, parte del sistema de frenado, la maza y la mangueta principalmente.



La suspensién trasera de doble brazo en "A” cuenta con dos juntas rotacionales, una en cada brazo 2;
dos rotulas a los extremos de la mangueta y los brazos y finalmente dos rétulas a los extremos del brazo

tirante, una acoplada al chasis y otra a la mangueta, ver figura 2.2. Cabe mencionar que para este me-

\ Juntas

» s
g rotacionales

Brazo superior o=

Mangueta

e

‘Brazo inferior

Figura 2.2: Componentes de suspensién de doble brazo en 7A”.

canismo el amortiguador no actia como elemento estructural, a diferencia de otro tipo de suspensiones
como la McPherson. A lo largo del desarrollo del método de Lagrange se despreciaran las masas e inercias
del resorte y el amortiguador debido a que generalmente son pequenas, por lo que no tendran efecto en
la ecuacion dinamica.

2.2. Modelo cinematico

Para comenzar el estudio de este mecanismo es necesario determinar la relaciéon que guardan cada
uno de los angulos de rétulas y juntas rotacionales, por lo que se estableceran las ecuaciones matriciales
necesarias que involucren a todos los componentes de la suspensién. El marco de referencia inercial o
global se coloca en el chasis del vehiculo, coincidiendo en posicién con la junta rotacional del brazo
inferior indicado por los ejes coordenados en negro de la Figura 2.7. A partir de él se estableceran otros
marcos ubicados en cada uno de los cuerpos, siguiendo la geometria completa del mecanismo. Se emplearan
dos tipos de transformaciones contenidas en el apéndice E: rotaciones y traslaciones. T'z;_3 representan
traslaciones en los ejes x, y y z, respectivamente; mientras que T'z4_g representan rotaciones en los ejes
T, Yy y 2, respectivamente.

2En el anélisis cinemético basta con incluir dnicamente una junta. En los brazos de suspensién comerciales existen dos
con el objetivo de disminuir los efectos de torsién; sin embargo, el movimiento que describen ambos es exactamente el mismo.



Figura 2.3: Giro en rotacional.

Para las juntas rotacionales se busca alinear el marco de referencia con el cuerpo mediante una tnica
rotacién, tal como se muestra en la figura 2.3. Eg. en la Ec. (2.1) se realiza un giro en y con un angulo
910.

Figura 2.4: Primer giro de rétula.



Figura 2.5: Segundo giro de rétula.

Figura 2.6: Tercer giro de rétula.

FEn el caso de las rotulas serd necesario realizar tres giros, tal como se muestra en las Figuras 2.4, 2.5 y
2.6; representando cada uno de los grados de libertad de dicha junta. Las figuras antes mostradas expresan
giros sobre ejes cualesquiera para expresar las transforaciones de forma mas general. Sin embargo en las
Ecs. (2.1), (2.2) y (2.3) se siguié una secuencia especifica, Eg. en la rétula del brazo inferior se realiza
primero un giro en z con angulo 639, posteriormente en x con un angulo 643 y finalmente en y con dngulo



De este modo se proponen las siguientes ecuaciones®

ejes coordenados en negro de la figura 2.7.

iniciando desde la base global indicada por los

T\ = T.5(010)T%1(221) Te6(032) To4(043) Tes (054) T3 (265) (2.1)
T, = T1(270)Te3(287) Tea(yo8) Te5(610,9) Tet (11,10) Tea(012,11) Taos (013,12) Te6(014,13) (2.2)
T3 = T.1(215,0)To2(y16,15) T23(217,16) Te5(6018,17) Ta6 (019,18) T2 1 (220,19) Te6 (021,20 ) Tes (022,21) T (023 ,22)

T.2(y24,23) 121 (225,24) T23(226 25)
(2.3)

En la Ec. (2.1) se inicia en la base global, se avanza a través del brazo inferior y de la mangueta y se
finaliza en la rétula superior, ver figura 2.7. En la Ec. (2.2) se inicia en la base global, se traslada al
anclaje del brazo superior y a través de él; se finaliza en la rétula superior, ver Figura 2.8. En la Ec. (2.3)
se inicia en la base global, se desplaza al acoplamiento del brazo tirante; se avanza a través de él y de
la mangueta finalizando en la rétula superior, ver figura 2.9. Nétese que en la rétula del brazo tirante al
chasis inicamente existen 2 giros (T5(018,17)T%6(019,18)), esto debido a que el giro sobre el eje longitudinal
de este elemento no provoca movimiento en el mecanismo. Asimismo mediante el desplazamiento T2 (yos)
se consigue el caster o castor.

De este modo se cumple que

T =T, (2.4)
T =T, (2.5)

Mediante estas ecuaciones serd posible conocer los valores de los demés angulos en funcién del angulo del
brazo inferior 019 y con ello poder resolver la ecuaciéon dindmica del mecanismo.

3Todas las transformaciones finalizardn en la rétula superior de la mangueta, siguiendo la secuencia representada en las
Figuras 2.7, 2.8 y 2.9.



Figura 2.8: Angulos y desplazamientos de Ec. (2.2).
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Figura 2.9: Angulos y desplazamientos de Ec. (2.3).



Capitulo 3
Analisis cinematico

En este capitulo se proponen las ecuaciones de posicion y velocidad que cierran lazos alrededor del
mecanismo. A partir de establecer ecuaciones vectoriales, sera posible obtener el Jacobiano del sistema.
De este modo se expresaran los dangulos del mecanismo en funcién del grado de libertad 6.

3.1. Posicion

A lo largo de este trabajo se seguird la siguiente nomenclatura: Todos los elementos con negritas y

subindice representan vectores, siendo los que tienen mayusculas globales y los que tienen minusculas
locales. Los elementos en negritas con subindice y superindice representan matrices de transformacion;
siendo el primero la base proyectada y el segundo la base sobre la que se proyecta; generalmente la global
(0). Se entiende por base local a aquella que se encuentra alojada en el cuerpo y que no refleja sus
desplazamientos, pues estando ”parado” en €l no serd posible identificarlos. Por otro lado la base global
es aquella que se encuentra fija. En ella se pueden proyectar o visualizar los desplazamientos de los demés
cuerpos.
Las Ecs. (3.1) y (3.2) representan dos diferentes lazos formados por vectores a lo largo del mecanismo de
suspension; esto con el objetivo de abarcar cada uno de los cuerpos del mismo y considerar sus diferentes
angulos de movimiento. La Ec. (3.1) refleja el lazo seguido en la Figura 3.1, mientras que la Ec. (3.2)
refleja el lazo seguido en la Figura 3.2.

R +Ry,—R3—Ry=0 (31)
0+Ri+R,—R3—Ry=0

Donde:

Los vectores globales son

Ry = [270,Yos, 2s7]”

/ T
R, = [$15,0,y16,15, 217,16]

R, = RYr
Ry = Riry
Ry = Rgry
R; = RYr3
R, = R{yr4

10






Las matrices de transformacién son

R, (010)

Ry (6010)R.(032) Ry (043) Ry (054)
10 = Ry(610,9)

R, (0158,17) R (6h9,18)

Los vectores locales son

19_

Ty = [191,0,0]"
0,0, zg5) "

[
= |
T
7"2 = [9525,24, Y24,23, 226,25]
= [z11,10,0,0]"

[

T
T4 = [220,19,0, 0]

3.2. Velocidad

Derivando las Ecs. (3.1) y (3.2) se obtienen los vectores de velocidad.
Vi+Vo—-V3 -V, =0 (3.3)
Vo +Vit Vs - V3—-Vy=0 (3.4)

Sabemos que la derivada de un vector representa su velocidad, misma que se puede expresar median-
te un cambio de magnitud y de angulo:

V=uwWU+wxR

Donde R es un vector de posiciéon, v representa el cambio de magnitud del vector R, U es un vector
unitario en direccion de R y w la velocidad angular. Para el caso de los vectores de este mecanismo
Unicamente se tienen cambios de dngulo; es decir se mantiene inicamente el segundo término.

Entonces
Vi=wi; x Ry
Vo = wy X Ry
V3 = w3 X R3
Vo=0
Vi=0
Vi=ws x Ry
V) = ws x R,

Las velocidades angulares son

w1 = W10
Wy = w1 + w32 + wy3 + wsy

w3 = W10,9

wyq = w117 + W19,18

12



Dichas velocidades angulares estan expresadas por cambios de dngulo (9) con respecto a bases globales.

wio = 6100
w32 = 03K
wiz = 01313
wsq = Os54.J4
w10,9 = 610,970
wis17 = b1s17J0

wig,18 = 019,18 K18

Las bases globales son

Jo = 1Ijo
Ky = R3k,
I; = R}is
Ji = Ryjs

K3 = Ri®ks

Las bases locales son

jo=[0 1 0of
ke=[0 0 17
is=[1 0 07
ja=1[0 1 07
kis=[0 0 17

Las matrices de transformacion son

R, (610)
RO = Ry (610) R (052)
R} = Ry(010)R.(030) Ry (623)
Rls = R, (61517)

Sustituyendo las velocidades angulares en la Ec. (3.3)

Wi X Bl +wyx Ry —w3 Xx R3 =0
élO(JO X Rl) + élO(JO X Rg) + égg(Kg X Rg) + 943(13 X Rg) + 954(J4 X Rg) — 91079(J0 X Rg) =0

Agrupando términos:
010(Jo X (R1 + Ra)) + O32(K> x Ry) + 043(I5 x Ry) + 054(Jy x R) — 109(Jo x R3) =
Renombrando de acuerdo al conjunto de Ecs. (3.9):

010U1 + 032Us + 043U3 + 054Uy — 6199Us = 0 (3.5)

13



Sustituyendo las velocidades angulares en la Ec. (3.4):

w4><R4—|—w2><R’2—w3><R3:O

918,17(170 X R4) + 919,18(K18 X R4) + élo(J(] X RIQ) + égQ(KQ X RIQ) + 943(13 X RIQ) + 954(J4 X RIQ)
—6109(Jo x R3) =0

Renombrando de acuerdo al conjunto de Ecs. (3.9):
018,17U6 + 619.18U7 + 010Us + 035U¢ + 043U710 + 054U11 — 6199U12 = 0 (3.6)

Para aplicar el método de Lagrange, es necesario que cada una de las variables del mecanismo (en
este caso unicamente dngulos) se encuentren en términos de la entrada o grado de libertad (619). Esto es
posible ya que dado un valor de la entrada (f1p), corresponde tinicamente un valor para cada angulo?.
Se expresan las Ecs. (3.5) y (3.6) en forma matricial; dichas matrices deberdn ser conformables para
encontrar la solucién del sistema.

De manera general el sistema compuesto por las Ecs. vectoriales (3.5) y (3.6) se puede expresar de la
forma:

Jp0 = J 010 (3.7)
Representado de forma expandida es:
_ 9.32 -
043
U, U3 U, —U5 0 0 :| .954 _ |: -U; :|9'10 (38)
Uy Uy Uiy -Up Us Ur 010,9 —Us
9:18,17
| 019,18 |

Donde:
U, = Jy x (R1 + Ry)
U =Ky x Ry
Us =15 x Ry
Uy=J;x Ry
Us =Jy x R3
Us = Jy x Ry (3.9)
U; = K3 x Ry
Us =Jy x R,
Uy = K> x R,
Uy =I; x R,
Uy =Jy x R,
U = Jy X R3

Cada uno de los elementos de las matrices Jy y J; son vectores columna de & elementos, asi como el
vector O.
Notese que el sistema es conformable y la matriz Jy es cuadrada, por lo tanto puede ser invertible. Sin

'En este caso el mecanismo es de un grado de libertad.

14



embargo debido a la complejidad y al gran nimero de puntos analizados, se asumira su no singularidad,
yva que esto representaria atascamientos en el mecanismo. De este modo se despeja 6:

0 =J,'J,010 (3.10)

15



Capitulo 4

Método de Lagrange aplicado a la
suspension de doble brazo en 7 A”

Para analizar la dindmica de un sistema, el método de Lagrange a diferencia del de Newton, emplea el
conocimiento de las energias cinética y potencial de un cuerpo para obtener sus ecuaciones de movimiento
con respecto a coordenadas generalizadas[3]. Ademads de simplificar el proceso de obtencién de dichas ecua-
ciones, no requieren del calculo de las fuerzas de restricciéon en las juntas cuando éstas sean holondémicas;
debido a que no generan trabajo virtual. Para el caso del andlisis de cuerpos, se emplean las velocidades
y posiciones de los centros de gravedad, mismas con las que se expresaran sus energias cinética y potencial.

d (0L oL

dt \ 0q oq
Donde L es la funcién lagrangiana, ¢ es la coordenada generalizada independiente (619) y @ el término
de fuerzas generalizadas.

La ecuacion de Lagrange es

Se define a la funcién lagrangiana como
L=K-U

Donde K es la energia cinética del centro de gravedad de un cuerpo y se define como
K= %mvg Vo + %wTIGw

y U la energia potencial del centro de gravedad de un cuerpo

U=-mgRc=-WT'Rg

Donde m es la masa del cuerpo, Vg es el vector velocidad de centro de gravedad, w la velocidad angular,
I la matriz de inercias, g el vector de aceleracién gravitatoria y W el peso del cuerpo.

Se establece que el brazo inferior es el cuerpo 1, la mangueta el cuerpo 2, el brazo superior el cuerpo
8 vy el brazo tirante el cuerpo 4.

Las coordenadas generalizadas en este caso serdn todos los dngulos expresados en la matriz @ asi como la
entrada 61 sin embargo, como esta ultima es independiente a las demas, serd sobre la cual se calcule la
ecuacién de Lagrange.

16



4.1. Vectores de posicién de los centros de gravedad (c.g.)

A continuacién se calculan los vectores de posicién de centros de gravedad a partir de la Figura 4.1,
con ellos se obtendran las velocidades de centros de gravedad.

Figura 4.1: Vectores de centro de gravedad.

Rgi1 = Rirg:

Ry = R+ R,
Rgs = Ry + Ry
Rgy = R6 + R/G4

Donde:

Ry = [z70, yos, 287])"
R}y = [z15,0,Y16,15, 217,16]"
R, = R)r;

Ry = Rgr/Gz

Ry = R?OTIGIS

/ 0 ../
Rgy = Rigrcy

17



= Ry(610)
RO = Ry (010) R:(032) Ry (043) Ry (054)
Ry = Ry(010)
Ry = Ry(015,17)R-(019,18)
r = [:L'21,0,0]T

!

g1 = [TG1,YG1, 2G1

S

!
TGge = |TG2, YG2, 2G2

!

!

[ ]
[ ]
ros = (263, Yas, 2a3)
[ ]

"“G4 = TG4, YG4, 2G4

4.2. Vectores de velocidad de los c.g.

Sabemos que: V =0U +w x R

=
Va1 = w1 X R
Vgg:Vl—l—Vé22w1 X R1 4+ wo XR,GQ
Vas = Vo + Vs =0+ w3 x Ry
V(;4:V0—|—VG’4:O+w4 XR/G4
Donde:
wi = B10J0

wy = 010J0 + 032Ky + 04313 + 054.J
w3 = 010900

wy = bh1g17Jo + 019,18 K18

! /
VG2 = Wy X RG2
! /
VG3 = w3 X RG3
! /
VG4 = wy X RG4

Jo = Ijo
Ks = ROk,
I3 = RYi3
Ji = Rjs

K3 = Rlsks
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Jo=[0 1 0
ky=1[0 0 1"
is=[1 0 07
ja=p0 1 07
ks=[0 0 17
Rj = Ry(610)

R} = R, (610)R.(052)
RY = ROR,(043)
RY = Ry (018,17)

Las ecuaciones a continuacién se nombraran de acuerdo al conjunto de Ecs. (4.8)
Sustituyendo para dejar en funcién de 61¢:

Va1 = (010J0) X Re1 = 610(Jo x Rg1)
= Sab19 (4.1)

Vaos = (éloJo) x R + (éloJo + 932K2 + 943I3 + 954J4) X R/G2
= élO(JO x Ry + Jy X R,G2) + égQ(Kg X R,G2) + 943(I3 X R,G2) + 954(J4 X R/G2)
= S1010 + Sa2632 + S3043 + Si054

Expresando el producto de forma matricial:
VGQZSlélo—I—[SQ S; S; 0 0 0]9
Empleando la identidad (3.10) para 6 y renombrando al vector renglén:

Vao = 51910 + Sng_quélo
= (S + SpJdy  J,)00
= Scbho (4.2)

Este proceso se repetira para las demas velocidades.

Vas = 0109(Jo x Ris)
= S56109
=[0 00 S; 0 0]0
= Spb
= SpJ,  J,b10
= Sgbo (4.3)
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Vas = 01s.17(Jo x Ry) + 01018(Kis X Riy)

= Sebi8.17 + 57919,18

=[0 000 S Sr]é
= Srb

= SpJ, ' T,010

= Scbio

w2:J0910+[K2 I; J, 0 0 0]9

= J()élo + SHé
= (J(] + SHJQ_IJq)éIO
= S1f10

ws=[0 00 Jo 0 0]4
= 8,0
= S;J, ' J,610
= Sk

wi=[0 00 0 Jy Ki8]0
= 5.0
= SpJ, 010

= Sybio
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Donde:

51:J0XR1+J0XR/G2

Sy = Ko X Ry
S3 = I3 x Ry
Sy = Js x R
S5 = Jo x Rl
S = Jo x Rl
S» = K1 x Rl
Sas=Jyx Rn

Sp=[8 S3 S+ 0 0 0]
Sczsl—l-SBJe_qu
Sp=[0 00 S5 0 0]

Sk = SpJ,'J,
Srp=[0 0 0 0 Ss S7]
SG:SFJQ_IJq

Sp=[Ky, Iy J, 0 0 0]
S;=Jo+SuJ;'J,

S;=[0 0 0 Jy 0 0]
Sk = S;J, 1,

S,=[0 0 0 0 Jy Kis |
Sy = SpJ, T,

4.3. Funcién lagrangiana de los componentes de suspension

Se define a la funcién lagrangiana como:

Para el caso de este mecanismo en el que se encuentran 4 cuerpos, se tiene lo siguiente:

A continuacién se desarrollan los términos de la expresiéon anterior.

1 1
I, = —m1VGTlVG1 + 5“3{11116’1“31 + W1TR01

2

L=K-U

L=L1+Ls+ L3+ Ly

21
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Empleando la Ec. (4.1) y sabiendo que w; = 619Jo

1 . . 1. .
Ly = §m1(SA910)T(5A910) + 5(910J0)TIG1(910J0) + Wi Ra

1 . 1 .
= —m ST SA6%, + 5JOT (I1Jo)03 + W R

2
1 .
=3 (m1ShSa+ J§ (Ic1do)) 039 + Wi Rea
Renombrando
1. .
Ly = 5N1¢9%0 + W{LRa (4.11)

1 T L7 T

Ly = §m2VGQVGQ + 5w2 Igows + Wy Rio (4.12)

Empleando las Ecs. (4.2) y (4.5)

Ly = %m2(50910)T(50910) + %(Slélo)TIGZ(Slélo) + Wy Re
= %mgsgscéfo + %SIT(IGZSI)H'%O + WL Res
_ % (msSESe + ST (I62S1)) 63 + Wi R
Renombrando
Ly = %Nﬁ%o + W4 Rgo (4.13)
L3 = %m3VGJE’,VG3 + %ngG:’)ws + Wi Rgs (4.14)

Empleando las expresiones (4.3) y (4.6)

1 )
Ly=3 (msSESE + Sk(Ic3Sk)) 03 + W4 Res
Renombrando
1 .
Ly = §N39%0 + Wi Rgs (4.15)
1 1
Ly= §m4VéC1VG4 + §WZIG4W4 + W/ Rey (4.16)

Empleando las Ecs. (4.4) y (4.7)

L, = (m4S£SG + Sﬂ(Ig4SM)) 9%0 + W4TR(;4

1
2
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Renombrando

Ly = 5N4¢9§0 + WL Ry (4.17)

Donde:

Ny = m1 S48+ I (Ig1do)
Ny = maSLSc + ST (Ic2S7)
N3 = m3SESE + Sk(Ia3Sk)
Ny = mySESe + ST (I64Sur)

Los pesos de los cuerpos son

Wi =mig

Wy = mag

W3 = masg

W, =nmug
g = —9.81kg
ko=1[0 0 17

Las matrices de inercias de cada cuerpo son

0 oT

0. oT
IG2 — R5'LG2R5

0 : oT
Ics = Ripics Ry

0 . oT
Icy = RigicaRig

RY = R, (610)
R} = Ry(610)R.(030) Ry (013) Ry (054)
R10 = Ry (010,9)

R}y = Ry(015,17) R (619,15)

4.4. Ecuacién de Lagrange para el mecanismo de suspension

La forma estandar de la ecuacién de Lagrange es

a(oy oL,
dt \ 0q oq
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Desarrollando % (%—g)

De la Ec. (4.11), derivando con respecto de 0y

0Ly 0

- = N6% +WIR )
0010 5910( ! L

Debido a que N1, Wi v Rg1 no son funcién de 910, su derivada es igual a cero, por lo tanto

oL .
fl = N1910
0610
d 8L1> d
N16
it (i) = (90).
= Nib19 + N1b1g (4.18)
Asi con las demas funciones lagrangianas
—= N 9 + W5 R
D010 Oy \2° 010 TR
= Nabig
d 3L2> . .
= Nob1p + Nob 4.19
& (52 ) = Fatho + Nty (4.19)
8L3 4 ( N36?, +W3TRG3>
0010 Dby
= N3610
d 8L3> o ..
7 (8910 3010 3010 (4.20)
— N 9 + W, R
Db Dby \ 20 10 T T
= Nabho
d 3L4> . .
= Nyb10 + Ny0 4.21
i <8910 4610 4610 (4.21)

Derivando los términos N con respecto al tiempo
N1 =my(ShSa+ ShSa) + Jg (Ia1do) + J5 (Ie1Jo) + J§ (Ig1do)
Debido a que Jy forma parte de la base inercial, ésta no cambia con respecto al tiempo.

N1 = 2m1$’£SA + Jg(fGlJo) (4.22)

N2 = mg(SgSC + SgSC) + S}F(IGQS]) + S?(IGQS]) + S}F(IGQSI)
= QmQSgSC + S?(IGQS}) + S?(I.GQS[) + S?(IGQS}) (4.23)
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Ng = mg(SgsE + S%SE) + S}Q(IggSK) + S[:Q(jggSK) + S%(IggSK)
= 2m3$’§SE + S'};(Iggs[() + S};(I'G(;SK) + S};(IggS'K) (4.24)

Ny =my(SESG + SESe) + St (IgaSum) + Sty (IgaSm) + Sty (IgaSw)
= 2m4S£SG + S%}(IG;}SM) + SAT/[(jg4SM) + SAT/[(Ig4SM) (4.25)

Derivando las matrices de inercias Ig
for = RY%ic R + RYici RY
for = RYicyRYT + RYicoRY
Ies = Ryics Ry, + R(l]oiGZ%R(foT
Fou = RicuRY" + RlyicaRYy
Derivando los términos S, el conjunto de Ecs. (4.8)

Sa=Jox Re1+ Jo x Ren
:J()XVGl

De (4.1)

Sa = Jo x (Sabro)
= (J(] X SA)él(]

Sp=[S S5 S, 0 0 0]

S'C = Sl + SBJg_qu + Sng_qu + SBJg_qu

Sp=[0 00 S5 0 0]

S = SpJdy'J, +SpJ, I, + SpJytd,

Sr=[0 0 0 0 Ss S7]
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Sg = Spd; I, 4+ Spdy VI, + Spdy b,

Sy=[Ky I; J. 0 0 0]

Sy = Sudy ' J,+ Sudy Jy + Sy,

S;=[0 0 0 0 0 O]

Sk = SyJ, I, + S0, T, + Syd N,

S.=[0 00 0 0 Ky |

Sy =SpJy I+ Spdytd, + Spdy b,

Sy =Jyx Ry + Jo x Ry
= Jo x Vi + Jo x Vi
= Jo x (Vi + Vi)
= Jo X Vo

De (4.2)

Sl = (JO X Sc)élo

SQZKQXRle+K2XRb2
:KQXR/GQ—FKQXVC/;Q

S3 = I3 x Ry + I3 x Rigy
= I3 x Ry + I3 x VY

26



S4=j4XR,GQ—|-J4><R/GZ
= Jy X Ry + Jy X Vi

S5 :Jo X R,G3
:JO X VGI3
SG :J() X R,G4
:J() X VG,4

S7 = Kis x Ry + Kis x Ry
= Klg X R/G4 —|—K18 X VC/¥4

Derivando las matrices J . . . .
u, Us; U, -Us; O

j = . . . . .
o {Ug Uop Un U Us

Jyt= a7 dgd,t

Derivando los términos U, el conjunto de Ecs. (3.9)

U1:J0X(R1+R2)
=Jo x (Vi +Va)

UQZKQXRQ—I-KQXRQ
:KQXR2+K2X‘/2

U3:j3XR2+I3XR2
:fng2+I3x‘/2
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Donde:

Vi=wi; x Ry
Vo =wo X Ry
Vy = wy x R,
V3 = w3 X R3
Vi=wix Ry

U4:j4XR2+J4XR2
:j4XR2+J4X‘/é

U5:JOXR3
:J()X‘/g
U6:JOXR4
:J()X‘/4

U7:K18XR4+K18XR4
=Kisx Ry + Kz xV,

UgZJ()XR,Z
:J()X‘/QI

UQZKQXR/2+K2XR/2
= Ky x R+ Ky x V)

Ulo:jng/2+ngR/2
=L x Ry +I3xV,

U11:j4XR/2+J4XR/2
:J.4><R,2+J4X‘/QI

U12:J()XR3
:J()X‘/g
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Derivando las bases correspondientes
Kg = ngQ + R?)kg

Recordemos que ks es una base local, es decir como si estuvieramos parados en el cuerpo y no fuera de
él en la base global. Por lo tanto ni su posicién ni su velocidad cambian con respecto de si misma.

K> = R2k,
I; = Rli;
Ji = Rijs

Kis = RPks

Derivando las matrices de transformacién, empleando la relacién (B.6) contenida en el apéndice B

R{ = 9,(010) Ry (610)

RY = 9,(610) Ry (610)

RS = Q,(010) Ry (610) R-(032) + Ry (610) Q- (032) R. (032)

R = Q,(010) Ry (610) R (032) Ry (043) + Ry (01082 (032) R (032) R (013)

+ Ry(010)R. (032) Q2 (0143) Ry (0a3)
RY = Q,(610)Ry(610)R=(032) Ry (013) Ry (054) + Ry (010)(032) R, (032) Ry (043) R, (054)
+ Ry (010) R. (032) 2 (043) Ry (043) Ry (054) + Ry(610) R (032) R (043) 2y (054) Ry (054)
RY, = Qy(0109) Ry (610,9)
Ry = Q(015,17) Ry (615,17)
RYy = Q,(01517)Ry(A18.17) R (019.18) + Ry(f15.17)2- (A19.18) R. (019.18)

A continuacion se busca separar cada uno de los términos de la matriz 8, para ello se emplea el conjunto
de Ecs. (4.26).

De este modo
932 = gipé
= g1 J,  J,010
013 = g3 J; " Tbro
054 = gng_quélo
0100 = QZJg_quélo
b1s17 = g2 J,  T010

b19.18 = g J, " T010
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Adema3s

gi=[1 00 0 0 0F
g2=[0 10 0 0 0
gs=[0 0 1 0 0 0F
gi=[0 00 1 0 0F
gs=[0 0 0 0 1 0F
gs=[0 00 0 0 1]F
Desarrollando 88—5
De (4.10)
6L1 1 8VT T@Vm 16&) 1 T@Im 1
-1 Vo, +V, I Ty,
90, 2™ (aem 61+ Vaigg ) + 5 gg, T + 5wi g wi + 5wt Tai gg
— I I, Y
"™ 5010 15+ 390, Jorn + 5@l g + gei Iangg + Wi 55
De (4.12)
2 V I Ir + W
900 200, (G2 T 29g,, 022 T gwa g W2 T g2 G2391 2 D010
De (4.14)
6L3 8VG3 18(.0 1 TaIgg 1 6w3 TaRgg
8 Vo et Iy w63
900 00y, L3 T 290, 038 T 998 g, B T g tas g TS g
De (4.16)
A V Lo I LW
D000 T agy, (O T 9 gg,, AT gWi g twi T 5wl 04391 ST

Derivando las matrices de inercia con respecto a la entrada

gﬁ; - ngszoT + Riic aal;tf
gﬁj - %’%@ROT + Rijics aal;tlgoT
a@lI;j 881;10 ’lG3R00 + Ripics 8;;11{
ONE T
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Derivando las velocidades de centro de gravedad

8VG1 N 8(.01 <R 1wy x 8RG1
0019 9610 ol L7 001
OVge  Owy ORg1 | Owo / IR,
=— X R — X R
06010 0bo XSt x 0610 * 0610 X ftey Tz X 0610
8VG3 8(.03 / aR/G3
= — xR + X
6910 8910 @3 ws 6910
8VG4 8(.04 / aR/G4
= — X Rpy+wy x —=
0619 0bho Ga W4 0610
Derivando las velocidades angulares
8w1 8910 ; 8JO
2l 0 g 4 —Y
9019 610" 0o 0610
=0
awg . 8K2 . 6I3 . 8J4
=0 0 Os4——
9010~ 20 "800, T " o0n,
Owg
2 _0

8w4 _0- 8K18
o 00,

Derivando los vectores de centro de gravedad

OR 8R(1)r

9010 901 '
ORg2 ORy n IR,
8910 6910 6910

0019 0019
ORci _ IRy,
0019 0019
OR, OR!
0610 9019
ORy, R
-5 = aa TG
001 d019
81%,G3 _ aR(l)O ,r/
0019 901 3
8I:EIG4 aR(l)Q !

00y b1 TG4
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Derivando las bases globales

0K, OR)
2 _ 2l
0010 9010
oI;  ORY.

0619 919 '

kg

0J; ORY.
8710 = 89—10]4
OKys  ORY,

019 D610

Derivando las matrices empleando las relaciones contenidas en el apéndice C

OR)

0043
0010

0054
0010

OR
900 By (6h0)
ORY 962,
ORY o0
0010 By (010)R.(A32) Ry (013) + Ry(910)32(932)%Rx(943) + Ry(610)R.(032) By (043)
ORY o0
O1Ls — By (010) R (052) R (033) Ry (852) + Ry (010) B (652) 0 2 R (0) Ry (05)
’ 10
00
* Ry(elo)RZ(932)396(943)67;13&(954) + Ry (010) R.(032) Ry (043) Ry (054) By(054)
ORy, _ 90109
0o By (610,9) Dre
R}y 0018 17
00 By (6hs,17) 7,
ORY o0 ”
891109 = By(61s,17) 6419817;7 R, (019.18) + Ry (018,17)B:(01915) 81091,18

Obteniendo el término

De la Ec. (3.7)

Multiplicando ambos lados de la ecuacién por 9t y dividiendo entre 961 se tiene

06

0010

Jo8 = J,b10

00

Jy B0 Jy
00
8910 - J€ Jq
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De este modo empleando la relacién anterior y el conjunto de Ecs. (4.26)

95 _ 1 00
0610 9 0610
= ngJe_l*Iq
6943 o T 7—1
Wlo =9 Je Jq
6954 T y—1
— =gadJ, J
9610 g3 Jy Jq
90109 1.1
9010 =94 J9 Jq
001817 1,1
910 =95 Je Jq
a‘919 18 T 7—1
— =g J,
9610 96 Jy q

Desarrollando al término de fuerzas generalizadas Q

Se obtienen las fuerzas generalizadas empleando los vectores de posicion contenidos en la Fig. 4.2

Figura 4.2: Vectores de fuerza de respuesta.

Se define el vector del punto de aplicacién de la fuerza asociada al resorte y al amortiguador

R, = Rir,
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La fuerza del resorte y del amortiguador estan aplicadas en la misma linea de accidon, la cual se define
como

R.=R,— Rj

Donde la magnitud del vector R, es
1
l=(RI'R,)?

De este modo el vector unitario en dicha direccion es

La fuerza de respuesta asociada al resorte y al amortiguador es
F, = fT’UT

Donde a su vez f, es la magnitud de la fuerza y se define como

fr=—K(l~ 1)~ BI

Donde K y B son las constantes del resorte y del amortiguador, respectivamente. [y es la longitud inicial
del resorte sin carga y [ se define como

. _ RV,
==

Cuando I < [, el resorte se comprime y la fuerza del resorte se opone a dicha compresion; esto se logra
gracias al signo negativo a un lado de K, sucediendo algo similar con el amortiguador

V., es el vector velocidad de R,., mismo que se obtiene de la siguiente manera

V;“:Rp_Rlol
W:Rp
‘/T:LU1XRP

El punto de aplicacién de la fuerza proveniente del suelo se define como

R, =R, + R;
Ademas

R1 = R(1)7‘1

R, = Rir!

De la definicién de trabajo virtual

oW = FTér + MT5Q = Qdq
= FISR, + FI6R,

34



La fuerza proveniente del suelo es
F,=[0,0, £

Es decir F§ siempre se manifiesta en direccion vertical

Adema3s
SR, = R)r,
SR, = 6R, + 6R,
SRy = 6RI7
SR, = R
OR,(610)
0 _
IRY = =0,
= By(610)010
SR3 = 6(Ry(610) R-(032) Ry (043) Ry (654))
OR,(0 OR, (0
= MRZ(032)Rx(943)Ry(054)5010 + Ry(910)MRx(94g)Ry(954)5932
8910 8932
OR,(0 0 0
+ Ry(QIO)Rz(032)%}?@(054)5943 + Ry(GIO)Rz(932)Rm(943)%5954
43 54
= By (010)R.(032) Ry (043) Ry (054)0610 + Ry (010) B (032) Ry (0a3) Ry (054)032
+ Ry(010)R:(032) By (043) Ry (054)0043 + Ry (610) R (032) Ry (043) By (654) 0054
Renombrando

SR = A1861 + Aydb33 + A3d043 + Aydbsy

(5Rp = By(910)7‘p(5910
(5R1 = By(elo)Tléelo
5R; = Al"';5910 + AQT;5932 + A3T25943 + A4T‘g(5954

Expresando de forma matricial

SR, = Ayr,060 + [ Aol Asrl, Aur, 0 0 0]
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SR, = Ai7r.5010 + A0
Para expresar la ecuacién anterior en términos de 067y se emplea la Ec. (3.7)
Jo8 = J,b10
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por §t y despejando 60
60 = J, 1 J,0610
Sustituyendo la Ec. (4.40) en (4.39)

SR, = (Arr, + AJ; 1 J,) 6610

Sustituyendo en la ecuacién de trabajo virtual
SW = (Ffo(em)rp + FT (By(010)r1 + Avr + AJ;VT,) )5910
Comparando con la definicién de trabajo vitual se observa que

Q = FT,TBy(Hl())Tp + FST (By(el())Tl + AlT; + AJe_qu)

Sustituyendo términos en la ecuacion de Lagrange
d (0L oL
i (5) 5o

4 (OLY _d (0L d (0L d (0L d (0L

dt \9¢ ) dt \ 9¢ dt \ 94 dt \ 94 dt \ 0g

De (4.18), (4.19), (4.20) y (4.21)

dt \ 0¢
= <N1 +N2+N3+N4> 610 + (N1 + Na + N3 + Ny) b1
= C1610 + Dby

Derivando la Ec. (4.9) con respecto a 619

OL _ 0L 0Ly 0L 0L

e (4.27), (4.28), (4.29) v (4.30)

s T g g
S;Jj) = my 88‘9/(;2 Ver + ;g;) Igows + 1w2T %;?02 2+ %ngcz g;dz T%I;Cf
o B e
e B 15T s s e
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Sustituyendo las velocidades angulares y de centro de gravedad empleando las Ecs. (4.1), (4.2), (4.3),
(4.4), (4.5), (4.6) y (4.7)

s 10T 0000 Lot 5
géﬁ) = 88‘0/1 Schio + ;g: I2S1010 + = Sf91og§G2 S1010 + = SI 910102201 WQT%I;E)Z
géﬁ’) = ms3 88‘0/?3 Sgpbio + %ZH—IGBSKHIO + 5 S[{élo (?MGS Sk + = SK910103 29 + Wy a;;i)g
gjli =my 88‘9/ Sghi0 + ;g;) IaSabro + = SM910 62264 S0 + SM91OIG4 SH - + WE%I?TlG:

Agrupando términos

aLl 8VG1 1 8(—0 T 8 T@ng e b T@Rc,q
2 St 5 oo Igudy + LY T SITTET ) o o + W
9o (ml 30 54 3 9, 110+ 3T Tengg o (590 g, o) o [+ W g

aLQ 8VG2 1 8(—0 T 6 TaIGQ . e TaRGQ

—= = Sc IS S I S Sr |0 0 W.

2010 <m2 B0, 50 T 55, 16251+ 551 G26490 19, 01 ) V1o |0+ Wa 50

0Ls _ 8‘/& 18(.0 Ows 1 p0Igs . . 70RG3

9010 = (mg 9010 S+ X IggSK—i- SKIG?’@Q + 2SK 9010 Sk | 610 910+W3 901q

— = Sa ——I S S I S S 0 0 %%

9010 <m4 9010 2C T 290, C1OM T 5°M G4aam+ 27M gg,, 0N ) P10 P10+ Wa =5,
Renombrando

0L .

el N

901 Cab10 + Gy

OLs .

92 _ up

900 C3010 + Go

0Ls .

93 _ 0

900 C4b10 + G3

OL4 .

ik RO

900 Cs010 + Gy

Sumando términos

oL

80—:(02+03+C4+C5)910+G1+G2+G3+G4
10

De este modo la ecuacién de Lagrange queda

Dl1g+ (C1 — Cy — C3 —Cy — C5) 19— G1 — Gy — G3 — G4y = Q

Délo + Célo +G=Q (4.42)

4.5. Resultados

Empleando las Ecs. (2.4) y (2.5) para resolver la cinemdtica por medio del método numérico de
Newton-Raphson y la Ec. (4.42) para resolver la dindmica por medio del método de Heun, se obtienen
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graficas de los dngulos del mecanismo de suspensiéon. Cabe mencionar que debido a una carga excesiva de
céomputo, el término C no fue incluido en la ecuacién dindmica. Con anterioridad se evalué que el impacto
de éste no era significativo, pues se encontraba en el orden de milésimas en los puntos de mayor velocidad
del mecanismo; mientras que los otros términos se encuentran en el orden de los miles. Sin embargo, las
graficas aqui presentadas no reflejan en su totalidad el comportamiento enteramente real de la suspensién,
las diferencias no serdan muy grandes. Para todas las pruebas realizadas se empleé un resorte de 60 000
N un amortiguador de 350 % y una fuerza Fy de tipo escalén con magnitud de 2500 N. Esta fuerza

m b
representa el peso del coche aplicado subitamente al mecanismo de la suspensién.

Las graficas a continuacion representan una comparativa entre una suspensién que emplea elementos
de fibra de carbono contra elementos de aluminio'. En ambos casos se utiliza un rin Apex 17x8.5” ET40
ARC-8 con una masa de 17.2 lb; componente especialmente disenando para vehiculos BMW de alto
desempenio. Asimismo, se considera una llanta Continental Extreme Contact DWS 245/40ZR17 de 24 1b.
Ambos valores de masa se suman a la mangueta.

B Fibra de Carbono

B Aluminio

#10 (grados)

tis)

Figura 4.3: Comportamiento de 61y con rin Apex y llanta Continental

'Masas e inercias de estos componentes se encuentran en el apéndice D
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Figura 4.4: Comportamiento de €43 con rin Apex y llanta Continental

B Fibea de Carbono

B Aluminio

0,9 (grados)

t(s)

Figura 4.5: Comportamiento de 109 con rin Apex y llanta Continental

Las curvas punteadas correspondientes a las piezas de fibra de carbono estan ligeramente desplazadas a
la izquierda; es decir se estabilizan de manera més rapida. Sin embargo, la diferencia es casi imperceptible.
Esto se debe a que las masas de brazos tirante y de control son pequenias comparadas a la masa no

suspendida (mangueta, llanta y rin para este anélisis).
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dé10 (grados)

B Fibra de carbono
B Aluminia

00 0.2 0.4 06 08 1.0
t(s)

Figura 4.6: Comportamiento de 619 con rin Apex y llanta Continental

Fn las gréficas siguientes se contrasta el comportamiento de una suspensién, con elementos de aluminio,
que emplea un rin Apex 17x8.5” y una llanta Continental Extreme Contact DWS 245/40ZR17 contra una

que emplea un
llanta Michelin

#10 (grados)

rin light alloy M double spoke E92N original de BMW con una masa de 10.6 kg y una
Pilot Sport PS2 245/40R18 93Y de 10.7 Kg.

of
™ Apex
B BEMW
-5
-10
-15
-20
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

t(s)

Figura 4.7: Comportamiento de 619
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Figura 4.8: Comportamiento de 6,3

~10
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E 38 o BMW
8
)
o -25
o
5
30
-35
0.0 0.2 0.4 06 0.8 10

tis)
Figura 4.9: Comportamiento de 10,9

Nuevamente se observa que la suspensiéon con los elementos de menor masa se estabiliza de manera mas

rapida.
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Figura 4.10: Comportamiento de 0y
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Capitulo 5

Diseno de controlador lineal

5.1. Amortiguador magneto-reolégico

El elemento de control utilizado en este trabajo es un amortiguador magneto-reolégico, cuyo modelo
estd definido por la friccién viscosa de LuGre [5]. Este se basa en los conceptos del efecto Stribeck [4],
representada por el efecto de cerdas, ver figura 5.1. La friccién se visualiza como una serie de fuerzas de
respuesta que se manifiestan a partir de la deformacién promedio de cerdas que actiian como resortes en el
area de contacto. Durante el momento en que se manifiesta el coeficiente de friccién estatico, se considera
que una fuerza promedio actia por la deformacién microscépica de cerdas elasticas.

7 7 %
- N z

. i

Figura 5.1: Deformacion de cerdas elasticas.

-

El modelo estd representado por

f20'02+0'123+0'2i

Z2=a— aoaola':\z(l + al)

En el término f correspondiente a la fuerza, el modelo de LuGre reproduce un efecto de tipo resorte
para desplazamientos pequeiios, siendo og la constante del resorte, o1 la friccién viscosa para los micro
desplazamientos y o9 la friccén viscosa para las superficies en contacto.

Dentro del amortiguador magneto-reolégico existe una concentraciéon del 20-40 % de particulas de hierro
mezcladas en un fluido hidraulico [5]. Al aplicar una diferencia de potencial® a la bobina, se forman cadenas
de particulas paralelas al campo magnético provocando que el fluido se vuelva semisélido; modificando
asi su resistencia a la fluencia.

!Generalmente en un rango de 12-24[V]
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Si se establece que la corriente que genera el campo magnético es proporcional al voltaje aplicado v, las
ecuaciones quedan

f=o00zv+ 012+ o9

Z=a— O'anlilz(l + alv)

Cabe destacar que en este modelo no se incluyen otros efectos no lineales como la histéresis presente en
la bobina y en el propio fluido hidrdulico.

5.2. Modelado del sistema

El control se disena a partir de un modelo simplificado que representa la suspensién de un vehiculo;
siendo su objetivo disminuir o mitigar la aceleracién de la masa suspendida y asi aumentar el nivel de
confort dentro del automévil.

Figura 5.2: Modelo simplificado de suspensién.

Donde m representa la masa del auto, k la constante del resorte, f la fuerza asociada al amortiguador
magneto-reologico, = los desplazamientos del resorte y el amortiguador, y xs los desplazamientos del
suelo.De acuerdo a la figura 5.2 los desplazamientos totates de la masa estdan dados por

Ty =T+ Tg
De igual manera se cumple que
Ty =2+ T

La suma de fuerzas en la masa m es
m:'tt = —f — kx

Siendo f la fuerza asociada al amortiguador cuyo modelo es

f=o00zv+ 012+ o9

Z2=a— O'anlilz(l + alv)

Donde z modela la dindamica interna del fluido y se refiere a la deformacién promedio de las cerdas en el
modelo de LuGre y v es el voltaje aplicado. og, 01, 09 ag ¥y a1 son parametros constantes.
Noétese que los desplazamientos y velocidades del suelo no tienen efecto sobre el sistema, pues es hasta
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el momento en que existe una aceleracién proveniente del mismo cuando actuaran las fuerzas de respuesta.

Representando al sistema en variables de estado

x I
T = T2
z I3

Empleando las ecuaciones anteriores el sistema queda

i’lzxg

k o1+ 09 apnopo1 a0a10’00’1|x2| — 0Q
x To + |zo|zs + T3V
m

&3 = 2 — agoo|re|z3(l + a1v)

Yy =T
Analizando los puntos de equilibrio considerando a v como una entrada y a s como una perturbacién se

obtiene que
Xo=0

X, = —%ng

Se observa que x1 puede estar en el equilibrio en una serie de puntos, este es un fenémeno caracteristico
de la friccién seca. Si k es muy grande, dicha sucesiéon de puntos disminuird y x; encontrara el equlibrio
mas cerca del origen. Igualmente si X3 6 la entrada son igual a cero, x; se estabilizara en el origen.

Linealizando el sistema

0 1 0
A= _% _01:-102 + aoggal XgSg’I’L(XQ) + aoagoal VXgSgTL(Xg) aoan(z)al |X2| + aoa1000;1|X2\—00V
0 1-— CL()O'QXg(l + a1V)sgn(X2) —CL()O'O‘XQ‘(l + CL1V)
0
o aoa10001|Xa|—0
B = 100 ;1 21=00 ¥,
—apa100| X2| X3
La condicién minima necesaria para el equilibrio es que Xo = 0, y dado que 07 = —o9 el sistema
queda
0 1 0
_ k o
A= -2 0 2V
0 1 0
0
B=| -7X;
0

El sistema tiene un polo en el origen sin importar el valor de V', por lo que no se puede concluir sobre su
estabilidad [2].
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Obteniendo la matriz de controlabilidad del sistema

0 %X, -—%X;
C=| -2x; 0 0
_o0x, _0%0X

Se observa que dicha matriz es de rango 2 siempre y cuando X3 # 0; por lo tanto el sistema es parcialmente
controlable.
Debido a que se busca mitigar las aceleraciones de la masa m una posible ley de control seria

v = kl(js +£)

Sin embargo, se analizard en primer término si es posible estabilizar el sistema mediante un control lineal.
Obteniendo la matriz A — BK

0 1 0
A—BK = | -k 420Xk X3k —2V 4 20 X3k,
0 1 0

Donde
K = [ ki ko ks ]

Analizando su polinomio caracterictico
k
S (82 — S@ng‘g + @V — @ngg),) + s <— + @X3k1>
m m m m o m

Se observa que sin importar la eleccién de las constantes ki, ko v k3, el sistema siempre tendra un polo
en el origen por lo que no se puede garantizar su estabilidad.
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Capitulo 6

Conclusiones

Para el caso del analisis dindmico de suspensién, se pensaria que las masas e inercias de los brazos
tienen mayor impacto en la ecuaciéon dindmica. Sin embargo, debido a que son pequefas en comparacion
a las de la masa no suspendida, esto no se cumple. Pareceria entonces que el estudio de la dinamica
de suspensién no es del todo necesario. Sin embargo para otro tipo de suspensiones como la de trailing
arm, en donde las masas de los brazos no son despreciables se tendra un mayor impacto en la dinamica.
Asimismo, a partir de los resultados de angulos obtenidos se pueden conocer de forma mas certera las
posiciones e inclinaciones de la llanta y con ello determinar si las deformaciones de la misma generan las
fuerzas de respuesta que mantienen al vehiculo maniobrable. E.g. las deformaciones laterales asociadas al
camber que permiten mantener en la via a un auto durante una curva. Bajo el anélisis dindmico también
se pueden conocer las magnitudes y direcciones de las fuerzas en las juntas, con el objetivo de disenar
apropiadamente los componentes. De igual manera en el disefio de suspensiones se asume un wheel ratio
constante a diferencia del estudio dindmico aqui presentado donde el vector que representa las deforma-
ciones del resorte, cambia de magnitud y de sentido; por lo tanto su relaciéon con los desplazamientos de
la llanta no es constante.

El desarrollo del método de Lagrange tambien permite analizar directamente las ecuaciones que rigen el
movimiento a diferencia de un paquete de cémputo de analisis dindmico.

Para el caso del diseno de control, debido a que no se puede emplear un controlador lineal, la siguiente
opcién serfa proponer uno no lineal. Considerando las propiedades del sistema un control basado en pasi-
vidad u obtenido a partir de una funcién de Lyapunov son opciones viables. Un control por linealizacion
extendida o exacta puede que no logre estabilizar el sistema por las razones anteriormente expuestas.
Las no linealidades principalmente estaticas impiden obtener mucha informacién del andlisis lineal. Sin
embargo, el estudio de sus puntos de equilibrio permite suponer que el sistema es estable y no asintética-
mente estable, esto debido al continuum de puntos de equilibrio asociados a la friccién seca presente en el
sistema. En un andlisis més exhaustivo convendra incorporar las no linealidades asociadas a la histéresis
de la bobina y del fluido hidraulico.

Como trabajo a futuro queda el plantear por medio del método de Newton, las ecuaciones que per-
mitan obtener las fuerzas de restriccién especialmente en el chasis del vehiculo. A dichas fuerzas se le
opondra unicamente la inercia del automévil. Conociendo la masa del mismo se podria obtener su ace-
leracion y de esta manera evaluar el desempeno del control. Esto probablemente incluya varios estados
ma&s en la ecuacién dindmica pues en primer lugar el resorte no se deformara de la misma manera que
si el chasis estuviera fijo, como se realizé en este trabajo; asimismo el estado interno del amortiguador
debera ser incluido.

'Relacién entre el movimiento de la rueda y la compresién del resorte.
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Apéndice A
Matrices de transformacion

Las matrices de transformacion representan rotaciones con respecto a cada uno de los ejes coordenados.

1 0 0
R,(0)=| 0 cos —siné (A.1)
0 sinf cos6

—sinf 0 cosf

cosf 0 sinf
Ry(9)|: 0 1 0} (A.2)

cosf) —sinf 0
R.(0)= | sinf cosf O (A.3)
0 0 1



Apéndice B

Derivada de un vector con respecto al
tiempo

Sea un vector
R1 = R(l)rl (B.l)

Donde R; es un vector en la base inercial, R es la transformacién que mediante un cambio de dngulo
lleva de la base local a la inercial y 71 es el vector en la base local.

Despejando r; de (B.1)

T = R?TRl (B.Q)
Derivando la expresién (B.1) con respecto al tiempo

R1 = R?T‘l + Rtl)’f‘l
Donde 71 es cero ya que el vector en la base local no cambia con respecto al tiempo, resultando

Rl = R?’I"l (B3)
Sustituyendo (B.2) en (B.3)

R, = ROR"" R,
Que se puede escribir como

Vi=QR, (B.4)
Siendo (B.4) la velocidad del vector R;, donde

: T
Q=RIRY (B.5)

Despejando RY de (B.5) se obtiene

R? = QR (B.6)
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Empleando la ecuacién (B.5) y las matrices de transformacioén, se obtienen las matrices omega.

Para R,(0)

. 0 0 0 .
R,(0)=| 0 —sinf —cosf |0
0 cosf —sinf

1 0 0
RTG)=1]0 cosf sind
0 —sinf cosf

1 0 0 10 o0 ]
Q.(0)=1]10 cosf sind 0 «cosf sinf |0

0 —sinf@ cos6 0 —sinf cos6
00 0.
=0 0 -6
0 66 O

De forma andloga para las otras matrices se obtiene

_ 0 06
Q,06) =] 0 0 0
—6 0 0

111

(B.7)

(B.8)

(B.9)



Apéndice C

Derivada de
la entrada

Andlogamente

una matriz con respecto a

AR,(0) _ARA0)dD o db
dg ~ df dq T dg

0 0 0
B,(#)=| 0 —sinf —cosf
0 cosf —sinf

[ —sinf® 0 cosf ]

| —cosf) 0 —sinf |

[ —sin® —cosf 0 ]
B.(0)=| cosf —sinf 0
0 0 0

v

(C.2)

(C.3)



Apéndice D

Dimensiones y propiedades de
componentes de suspension

Cuadro D.1: Datos de masas e inercias

‘ ‘ Aluminio | Fibra de Carbono ‘

my [kg] 0.974 0.721481
ma [kg] 0.257 0.19037
ms [kg] 0.821 0.608148
my [kg] 0.1 0.0740741
L1 [kg-m?] | 0.01293 0.00958
I [kg-m?] | -0.00063 -0.00047
L1 [kg - m?] 0 0
Ly [kg-m?) | 0.00898 0.006652
L1 [kg - m?] 0 0
I..1 [kg-m?] | 0.02177 0.01613
L2 [kg-m?] | 0.00114 0.00084
Lo [kg - m?] 0 0
Lo [kg - m?] 0 0
Ly [kg-m?] | 0.00095 0.00070
Lo [kg - m?] | -0.00001 0
I..o [kg-m?] | 0.00027 0.0002
L3 [kg-m?] | 0.01217 0.00901
Lys [kg -m?] | -0.00002 -0.00001
L..3 [kg -m? | -0.00004 -0.00003
L3 kg -m?] | 0.00602 0.00446
L3 [kg - m?] 0 0
I..3 [kg-m?] | 0.01808 0.01339
Liwq [kg -m?] | 0.00001 0
Iy [kg -m?] | -0.00001 0
Lzq [kg - m?] 0 0
Lyya [kg-m?] | 0.00114 0.00084
Ly.a [kg - m?] 0 0
I..4 [kg-m?] | 0.00114 0.00084




Dimensiones del mecanismo [m]

To1 = 0.3
265 = 0.201
z70 = 0.036
zg7 = 0.25
yog = 0.02
x11,10 = 0.25
15,0 = 0.05
y16,15 = 0.1
217,16 = 0.1
To0.19 = 0.325

g1 = 0.15
Y1 =
2G1 =
rG2 =
yc2 =0
zqo = 0.15
xg3 = 0.12
Yyas =
za3 =0
g4 = 0.151
yca =0
za4a =0
xp = 0.23
yp = 0.02
zp = 0.0225
z,=0.1
Yo =
4=
2
0=0.1
yy = 0.02

20 =0.3



Apéndice E

Transformaciones homogéneas

E.1. Matrices de traslacién

Tzl((ﬂ) =

T22 (y)

ng(z)

E.2. Matrices de rotacion

Fuente: [11]

SO O
— o O 8

SO O -
O O = O OO~ O OO~ O
o = O O o = O O o = O O
— o O

SO O
= O O

1 0 0

0 cosf —sind
0 sinf cos@

0 0 0

[ cosf 0 sinf

0 1 0
—sinf 0 cosf

0 0 0
[ cosd —sinf O
sinf cosf 0
0 0 1
0 0 0

VII

= o o O = o o O

= o O O

(E.2)

(E.4)

(E.5)
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