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Introduccion

En geometria riemanniana es natural preguntarse como afecta la curva-
tura a la topologia de una variedad. Por ejemplo, en el caso de superficies
tenemos el teorema de Gauss-Bonnet que relaciona la curvatura gaussiana
con la caracteristica de Euler. Un primer problema al que nos enfrentamos es
que el tensor de curvatura es demasiado complicado pues en contadas oca-
siones resulta practico el calcularlo explicitamente. Asi que resulta més facil
considerar cotas sobre la curvatura. Para la curvatura seccional no negativa
tenemos resultados como el teorema de escision de Toponogov [11] y el teo-
rema del alma de Cheeger y Gromoll [15], [13] . El teorema de Toponogov
nos dice que si M tiene curvatura seccional no negativa y contiene una linea
(una geodésica £ : R — M tal que es minimizante en todo R), entonces M es
isométrica al producto riemanniano N x R. El teorema del alma asegura que
toda variedad M con curvatura seccional no negativa tiene una subvariedad
S compacta, totalmente geodésica y totalmente convexa tal que M es el haz
normal sobre S. A dicha subvariedad le llamaremos el alma de M. Este re-
sultado reduce el estudio de variedades con curvatura seccional no negativa
al caso en que M es compacta.

También podemos tomar una cota més laxa, digamos curvatura de Ricci
no negativa y ver cuales son los resultados que pueden extenderse. En este
contexto Cheeger y Gromoll prueban un teorema de escisiéon que generaliza
al obtenido por Toponogov [14]. Por otro lado, el teorema del alma no se
puede extender al caso de curvatura de Ricci no negativa, como muestran los
contraejemplos construidos por Gromoll y Meyer en [17], asi como Nabon-
nand [8].

En esta tesis trabajaremos con variedades completas, no compactas y con
curvatura de Ricci no negativa. Nuestro principal interés serd el estudio de



6 INTRODUCCION

propiedades globales de estas variedades y la extension del teorema del alma
a una clase de variedades con curvatura de Ricci no negativa. La estructura
de este trabajo es la siguiente. En el capitulo 1 recordamos que el concepto
de longitud de una curva en una variedad riemanniana nos permite ver de
manera natural a una variedad M como un espacio métrico (M, d). Por el
teorema de Hopf-Rinow tenemos ademéds una lista de equivalencias que rela-
cionan la estructura diferenciable con la distancia. Ademas discutimos qué es
lo que sucede cuando la funcién distancia deja de ser diferenciable.

En el capitulo 2 desarrollamos una de las herramientas bésicas y mas
importantes en el estudio de variedades con curvatura de Ricci no negati-
va: La férmula de Bochner (véase la ecuacion (2.7)). Esta férmula relaciona
al laplaciano con la curvatura de Ricci de la variedad. Dado un punto fijo
p € (M,d), definimos r(x) = d(p, ) y en una vecindad perforada de p donde
la distancia sea diferenciable estimaremos el laplaciano de r. Este resultado
se conoce como el teorema de comparacién del laplaciano (véase (2.6)) y nos
sera util més adelante.

Estos resultados son de caracter local y en general no pueden ser extendi-
dos a un contexto global con técnicas usuales pues la funcién d puede perder
su diferenciabilidad fuera de una vecindad de p. Asi, resulta necesario introdu-
cir herramienta nueva que nos permita trabajar globalmente. En este trabajo
usamos funciones soporte y con ellas definimos el laplaciano en sentido débil.
Con esto es posible extender el teorema de comparacién del laplaciano a un
resultado global cuando no necesariamente tenemos la diferenciabilidad de d.

Una vez desarrollada esta herramienta probamos un resultado clasico en
geometria de comparacion de curvatura de Ricci no negativa: el teorema de
escision de Cheeger-Gromoll (teorema 2.14, ver [14]). Este teorema serd fun-
damental en capitulos posteriores y dice lo siguiente: Si M es completa,
con curvatura de Ricci no negativa y hay una linea ¢ en M, entonces M es
isométrica al producto riemanniano N % x R* donde N ya no tiene lineas.

En el capitulo 3 comenzamos a trabajar con el articulo de Sormani [10]
que tiene los conceptos y resultados principales de esta tesis. Primero de-
finimos la propiedad de los lazos a infinito para variedades no compactas.
Intuitivamente M cumple la propiedad a lo largo de un rayo basado en p
(una geodésica minimizante «y : [0,00) — M con v(0) = p) si dado un lazo



basado en p podemos deslizarlo hacia infinito a lo largo del rayo. Mas formal-
mente decimos que M tiene la propiedad de los lazos a infinito a lo largo de
un rayo 7 : [0,00) — M si dados cualquier lazo C' basado en v(0) y K C M
compacto, entonces existe un lazo C' C M — K basado en ~(r) para alguna
r > 0 tal que C' es homotépico a C a lo largo de 7.

Usamos el teorema de escisién y las propiedades del cubriente universal
M para probar que toda variedad no compacta con curvatura de Ricci po-
sitiva cumple la propiedad de los lazos a infinito. Conviene mencionar que
las variedades construidas por Nabonnand [8], Gromoll y Meyer [17] tienen
curvatura de Ricci positiva y por tanto cumplen la propiedad de los lazos a
infinito.

El teorema principal de la tesis es una extension del teorema del alma
de Cheeger y Gromoll [15]. Probamos que si M es no compacta, con curva-
tura de Ricci no negativa y no cumple la propiedad de los lazos a infinito
a lo largo de ningun rayo entonces M es isométrica al haz normal sobre un
alma de M, es decir, sobre una subvariedad compacta y totalmente geodésica.

Finalmente en el capitulo 4 obtenemos resultados topoldgicos locales acer-
ca del grupo fundamental de una variedad con curvatura de Ricci no negativa
que aparecen en [10]. Estos resultados son extensiones parciales de teoremas
obtenidos por Frankel [3], Lawson [5] y Schoen-Yau [16]. Usaremos tunica-
mente los resultados obtenidos en el capitulo 3 para dar pruebas mucho mas
sencillas que las expuestas por Frankel, Lawson, Schoen y Yau.






Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo enunciaremos los resultados fundamentales que
usaremos a lo largo de este trabajo. M denotara una variedad riemanniana,
conexa y de dimensién n. La métrica riemanniana de M se denotard por (, )
y su conexion riemanniana por V.

Para cada punto p € M, T,M denotara al espacio tangente a M en p,
mientras que T'M sera el haz tangente a M. Denotaremos por R al tensor de
curvatura de M, definido por

R(X,Y)Z = VxVyZ — VyVxZ — Vixy 2.

Finalmente, usaremos las notaciones V f, Af y Hess f para el gradiente, el
laplaciano y el hessiano de una funcién diferenciable definida en una variedad
M. Para més detalles, ver por ejemplo [9].

A grandes rasgos lo que haremos sera definir, para una variedad rie-
manniana M, una distancia dj;. Entonces M tendra dos estructuras: una
geométrica dada por la métrica riemanniana usual y la otra como espacio
métrico. Afortunadamente estas estructuras se relacionan de manera que po-
dremos pasar de una a otra segun sea conveniente.

Posteriormente describiremos los inconvenientes que surgen al trabajar
con esta estructura métrica, uno de ellos serd que dj; no es diferenciable en
todo M.

1.1. Distancia riemanniana y completez

Consideremos una curva suave por pedazos « : [a,b] — M. Con ayuda de
la métrica riemanniana (, ) podemos hablar de la longitud de «:

9



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

b b
L(a) ;:/ |a’(t)|dt:/ S @), o (t)dt.

Si p,q son dos puntos en M, podemos unirlos mediante curvas suaves
por pedazos sin ninguna dificultad. Es claro de la definicion que la funcion
t — |a/(t)| es integrable y como |o/(t)] > 0 se sigue que la longitud es no
negativa. Al conjunto de curvas suaves por pedazos que unen p con ¢ lo
denotaremos por 1. De este modo, £ es un funcional sobre (1, llamado el
funcional de longitud.

Una curva « : [a,b] — M estd parametrizada por longitud de arco si
L (a|y) = t—aparatodat € [a,b]. Esto es equivalente a que |o/(t)| = 1 para
toda t € [a,b] donde « sea diferenciable. Notemos también que la longitud
de una curva es invariante bajo reparametrizaciones.

Proposicion 1.1. Sean p, g € M definimos la funcion dy - M x M — R
como:

da(p, q) :== Inf {L(a)|a € QL} .

Entonces dy; es una distancia en M y por tanto (M, dy;) es un espacio
métrico.

Demostracion. Claramente tenemos que dy(p,q) = da(q,p). Para la de-
sigualdad del triangulo consideremos p, q,r € M. Sea € > 0, entonces existen
curvas op € Qf y oy € Q tales que L(01) < du(p,q) +¢/2 y L(o) <
dn(q,7) + €/2. Recordemos que la curva v 1= oy Uoy € vy L(y) =
L(o1) + L(02). Entonces

du(p,r) < L(v) = L(o1) + L(02) < du(p,q) +du(g ) + €

Por lo cual si tomamos el limite cuando € — 0 obtenemos el resultado.
Lo tnico que nos falta probar es que si p # ¢ entonces dy(p,q) > 0.
Sea p € M y (p,U) una carta coordenada. Consideramos r > 0 tal que

v (Br(p(p) C U
Luego por compacidad de ¢~ (B,(¢(p))) existe A > 0 tal que para todo

campo ¢ definido allf tenemos que & = Y7 €755 v [€] > Xy />0 (€72

Asi que en o=t (B,((p))) las longitudes riemannianas estan acotadas por
abajo de manera uniforme. Entonces si ¢ € ¢! (B,(¢(p))) se sigue que

du(p; @) = Mé(p) — ¢(q)| > 0.
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Para ¢ € M — ¢~ (B,((p))) es entonces claro que dys(p,q) > Ar. O

En el caso de que a € Qf realice la distancia entre p y ¢, es decir, si
L(a) = dp(p, q), diremos que « es un segmento. Antes de aventurarnos a
describir cuales son las curvas que realizan la distancia vale la pena observar
que los segmentos pueden no existir.

Ejemplo 1.2. Consideremos M := R? — {(0,0)} con la métrica usual que
hereda de R?. Ahora si consideramos p = (—1,0), ¢ = (1,0) entonces tene-
mos que dy(p,q) = 2 pero toda curva suave por pedazos en R? entre p y q
que tenga esta longitud necesariamente pasa por (0,0). Por lo tanto no hay
ninguna curva en M que realice la distancia entre estos dos puntos.

Siv € T,M, existe una tnica geodésica con dominio maximal +, y condi-
ciones iniciales v(0) y 7/(0) = v. Sea [0, ¢,) la parte no negativa del intervalo
maximal en el que estd definida ~,. Notamos que 74, (t) = 7, (at) para a > 0
y t < {y,. En particular tenemos que o, = a4,

Sea O, el conjunto de los vectores v tales que 1 < £, asi ,(t) estd definida
en [0, 1]. Definimos la exponencial en p, exp, : O, — M, como

expy(v) = 7,(1).

Podemos combinar las distintas funciones exp, y formar exp : |JO, — M
donde explo, = exp,. Tenemos que O = |JO, es abierto en TM y exp es
suave. Veamos algunas propiedades de esta funcion.

Proposicion 1.3. Sip € M, entonces

1. dexp, : To(T,M) — T,M es no singular en el origen de T,M Por lo
tanto exp, es un difeomorfismo local.

2. Definimos Exp : O — M x M como Exp(v) = (7(v), exp=(v)(v)), donde
7(v) es el punto base de v. Entonces para cada p € M y su vector cero
0, € T,M,

dExp : Ty, (TM) = T (M x M)

es no singular. Por lo tanto Exp es un difeomorfismo de una vecindad
de la seccion cero de T'M en un abierto de la diagonal en M x M.
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Demostracion. Ambos enunciados se siguen del teorema de la funcion inversa
después de hacer algunas observaciones. Sea I : T,M — TyT,M el isomorfis-
mo candnico, es decir, Io(v) := 4 (tv)|;o. Ahora recordemos que si v € O,,
tenemos que 7,(t) = (1) para toda t € [0, 1]. Entonces

d
dexp,(Lo(v)) = Eexpp(tv)hzg

d

= %%ﬁv(l”t:o
d

= (im0

=7,(0)

Es decir, la composicién dexpy,o Iy : T,M — T,M es la identidad. Esto mues-
tra que dexp, es no singular. Por el teorema de la funcién inversa tenemos
la segunda afirmacion de 1. Ahora, el espacio tangente T, ) (M x M) es iso-
morfo a T,M x T,M. De manera natural el espacio tangente T, ,)(T'M) es
identificado con T, M x Ty, (T,M) ~ T,M x T,,M. Sabemos que Exp manda a
(p,v) en (p, expy(v)). Notamos que al variar p tenemos la identidad en la pri-
mera coordenada, pero no sabemos qué obtenemos en la segunda. Si fijamos
p y variamos v en T,,M, entonces la primera coordenada queda fija mientras
que en la segunda tenemos exp,(v). Con esto podemos darnos una idea de
cémo es la diferencial dExp|,p,. Si la consideramos como una funcién lineal
T,M x T,M — T,M x T,M, entonces es la identidad del primer factor en el
primer factor, identicamente 0 del segundo en el primero y la identidad del
segundo en el segundo. Entonces es de la forma

-]

la cual es claramente no singular. Ahora, por el teorema de la funcién inversa
tenemos que Exp es un difeomorfismo entre vecindades de (p,0,) € TM en
vecindades de (p,p) € M x M. Como Exp manda a la seccién cero de TM de
manera difeomorfa a la diagonal de M x M y la seccién cero es una subva-
riedad encajada de manera propia en T'M, tenemos que estos difeomorfismos
locales se pueden unir para dar un difeomorfismo entre una vecindad de la
seccién cero en T'M y una vecindad de la diagonal en M x M. O]



1.1. DISTANCIA RIEMANNIANA 'Y COMPLETEZ 13

Sea N una subvariedad encajada en M. El haz normal de N en M es

el haz vectorial sobre N que consiste de los complementos ortogonales de
T,N C T,M:

T,N)+
oy (T,N)

=

TN+ ={(p,v) €TM :p€ N,v € (T,N)*}.

Hecho esto podemos considerar al espacio tangente de /N en p como un subes-
pacio vectorial del espacio tangente a M en p, y escribirlo de la siguiente
manera;

T,M =T,N & (T,N)*.

Ademas tenemos que el haz tangente T'M es la suma de Whitney de
los haces tangente y normal TN, TN~+. Con respecto a esta descomposicién
tenemos las proyecciones:

( Y':TM|y - TN
( )Y :TM|y — TN*,
llamadas tangencial y normal respectivamente.

Si V denota la conexiéon de Levi-Civita de M y X,Y son campos vecto-
riales en M, tenemos

VxY = (VxY)' + (VxY)".

De la unicidad de la conexién obtenemos que (V)T es la conexiéon de Levi-
Civita de N. La denotaremos por V.

Definicién 1.4 (Exponencial normal). Definimos la exponencial normal
exp’ al restringir exp a O N TN con lo cual expt : ONTNL+ — M.
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De manera similar a como trabajamos con exrp podemos mostrar que
dexpt es no singular en 0,, p € N. Con esto obtenemos un abierto U de la
seccién cero de TN+ en el que expt es un difeomorfismo en su imagen. A
exp®(U) le llamaremos vecindad tubular de N en M.

Teorema 1.5. Sea p € M y e > 0 tal que exp, : B(0) — U C M es un
difeomorfismo en su imagen. Entonces U = B(p) y para cada v € B(0), la
geodésica v, : [0,1] — M definida como

Yu(t) = exp,(tv)
es el inico segmento de p a exp,(v).

Demostracion. En U = exp, (B.(0)) tenemos la funcién distancia r(x) :=
lexp, ! (x)|. Luego en B(0) las curvas integrales de 9, := Vr son segmentos
de linea v(s) = sﬁ con velocidad unitaria. Las curvas integrales de Or en U

son entonces geodésicas unitarias y(s) = exp (sﬁ) .

Por el lema de Gauss tenemos que r es una funcién distancia en U. Esto
muestra que de entre las curvas que unen p con g = exp,(z) en U — p, la
geodésica de p a g es la de menor longitud. Ademas dicha geodésica tiene
longitud estrictamente menor a €, en particular esto nos dice que U C B(p).
Para ver que esta geodésica es un segmento en M basta mostrar que toda
curva que deja U tiene longitud mayor que €. Supongamos que 7 : [0,b] — M
de p a ¢ es una curva que deja U.

Sea ty € (0,b) tal que es el primer valor del pardmetro para el cual
Y(to) ¢ U. Entonces 7|(q,) estda completamente contenida en U — p y es més
corta que la curva original. Ahora

to
Lolow) = [ D@l
ato
— [ i
0

> /to dr(~")dt
= r(y(to)) — r(v(0))

€,
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pues los valores de r convergen a e cuando nos aproximamos a OU. Por lo
tanto v no es un segmento de p a q.

Finalmente tenemos que mostrar que B.(p) = U. Si ¢ € B.(p) entonces
hay una curva desde p con longitud menor estrictamente que €. El argumento
anterior muestra que esta curva esta contenida completamente en U. Por lo
tanto Be(p) C U. O

Otro detalle que necesitamos discutir es el hecho de que ahora hay dos
maneras de ver a M, una como variedad y la otra como espacio métrico.
Naturalmente, una duda que surge es qué pasa con las topologias que in-
duce cada estructura. El siguiente resultado nos dice que no hay nada de
qué preocuparse.

Teorema 1.6. La topologia inducida por dy; coincide con la topologia de
variedad.

Demostracion. Sea p € M, por el teorema (1.5) tenemos que para € > 0 sufi-
cientemente pequena la bola métrica B.(p) es abierta en M con la topologia
de variedad. Por lo tanto las bases de las topologias coinciden y por lo tanto
son equivalentes. O

Lo siguiente que haremos sera estudiar el comportamiento de los puntos
criticos del funcional de longitud

b
awszwmw, el

De esta manera podremos decir qué tipo de curvas son las que minimizan
la distancia.
De hecho, veremos que es mas facil trabajar con el funcional de energia

IR
=y [ Werd  yea

Lo primero que tenemos que ver es que los puntos criticos de ambos
funcionales son los mismos. Consideramos sélo curvas parametrizadas por
longitud de arco.

Proposicion 1.7. 51y € QI es una curva con velocidad constante que mi-
nimiza L : Qf — [0,00), entonces v también minimiza & : QL — [0, 00).
Inversamente sty € QF minimiza & entonces también minimiza L.
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Demostracion. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que:

c6) = [ o
< \//01 W|2dt\//01 124t
= \//01 [y [>dt

= /2E(7),

donde la igualdad se da si y sélo si |[7/| = ¢, para alguna constante ¢, es decir,
v tiene velocidad constante.

Sea o € {1 una curva con velocidad constante que minimiza al funcional
de longitud £ y v € Q. Entonces tenemos

E(o) =
<
< &)

Asf que o también minimiza £. Inversamente si ¢ € 2 minimo de & y
v € Ql.Podemos suponer que 7 esta parametrizada de tal forma que tiene
velocidad constante. Luego

< V2E(v)
= L(7).

Por lo tanto tenemos que los minimos de ambos funcionales coinciden. [

Sea v : [a,b] — M una curva. Una variacién de 7 es una familia de
curvas 7 : (—e€,€) x [a,b] — M tal que 5(0,t) = ~(t) para toda t € [a,b].

Diremos que la variacion es suave por pedazos si es continua y podemos
tomar una particién a = ag < a1 < --- < a; < --- < a,, = b tal que en el
intervalo [a;, a;11] tenemos que
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i (—€€) X |aj, ai41] &> M

es suave.
Entonces las curvas t — ~,(t) = 7(s,t) son suaves por pedazos, mientras
que las curvas s+ J(s,t) son suaves.

Luego 2 5. estd bien definido en cada intervalo [a;, a;41]. En los extremos

a; existen los limites laterales

oy _ Pliasai
ot* (5,02) ot (s,ai)7
v _ Niaicr.ai
Ot | (5.00) ot (s,01)

El campo variacional se define como g_Z' Es suave en cada (—e¢,€) X
[a;,a;+1] y continuo en (—¢, €) X [a, b].

El caso en que a =0, b =1, (s,0) = py 4(s,1) = g nos interesa pues en
este caso todas las curvas 75 € Q1. A esta variacion le llamaremos propia.

Lema 1.8 (Primera variacién de la energia). Sea 7 : (—¢,€) x[a,b] — M
una variacion suave por pedazos, entonces

. [P0 (0 0y o o0
ds ot?’ Os ot 0s (s5) ot+’ Os

o0y 9Y
+Zl<az— 8t+’8s>

)

5,a)

(Svai)
Demostracion. Primero notemos que basta probar el resultado para varia-

ciones suaves pues toda variacion que sea suave por pedazos la podemos
subdividir en partes en las que sea suave.

b 2 m—1 g4
s =[5 a=3 |
a i=0 v %

Para una variacién suave 4 : (—¢,€) X [a,b] — M tenemos:

2

il dt.

ot

9

ot
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otos’
0 /0y 07 0y 0?4
a_<a_ >dt < i 8t2>dt
07 87>‘ /b<07 82A> i@t
ds’ Ot?
- [ G e (E 8., ()
s’ Ot? (5.0) s’ Ot (s,a)'

Y se sigue el resultado. ]

Ahora calculemos los minimos locales del funcional de energia.

Teorema 1.9. Siy € Qf es un minimo local de £ : Qf — [0, 00) entonces 7
es una geodésica.

Demostracion. Sea y € Q¢ minimo local del funcional £ : Q7 — [0, 00), luego
para toda variacion propia de 7 tenemos que

d€(vs)
ds

=0.

Encontraremos una variacién adecuada: Si V(t) € T, )M, es decir, es un
campo vectorial a lo largo de v entonces hay una variacién tal que V (t) =
g—z 0) Esta variacién la podemos obtener al tomar las curvas variacionales
s + v(s,t) como geodésicas con V(t) = %|(0 p - Si ademds Via) =0y
V(b) = 0 la variacién es propia. 7

Usamos este campo variacional y y notamos que la formula de primera
variacién (1.8) en s = 0 solamente depende de v y de V.
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) _/ab o) dt+§:1<577(ai) (ZZ(CLZ) V(ai)>

Especificamos V' atn mds, tomamos V' (t) = A(t)y”(t), donde A(a;) = 0 en
los puntos en los que v no es suave, pedimos ademds que A(a) = A(b) = 0.
Finalmente asumimos que A(¢) > 0 en el resto de su dominio. Asi

d€(7s)

0:
ds

s=0

- / (At dt

-/ MOWT

Alser A(t) > 0 en los puntos en los que v esta definida tenemos que alli v =
0. Entonces 7 es una geodésica por pedazos. Ahora tomemos otro campo
variacional W tal que

Wlao) = (@) — (@),

W(a) = W(b) =0

y arbitrario en el resto del dominio de ~, entonces obtenemos

_ d€(7s)
0= ds 50
T2/ d d
=§;<d]_< ) = @), W(a)
m—1 d’}/ d_’}/ 2
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Entonces
dry dry
——(a;) = ——(a,),
dt*( ) dt* (a:)
entonces 7y es suave y por lo tanto es una geodésica. O

Corolario 1.10. Todo segmento suave por pedazos es una geodésica.

Demostracion. Sea v € (0] un segmento suave por pedazos. Por el teorema
(1.7) tenemos que 7 también es un minimo del funcional de energia. Ahora
en la prueba del teorema (1.9) probamos que todo minimo debe ser una
geodésica suave. Por lo tanto todo los segmentos son geodésicas. O

Teorema 1.11 (Hopf-Rinow). Son equivalentes:

1. (M, (,)) es geodésicamente completa en todo punto, es decir, todas las
geodésicas estan definidas para todo valor del parametro.

2. (M,(,)) es geodésicamente completa en p.
3. (M, {,)) cumple la propiedad de Heine-Borel.
4. (M,dy) es completa como espacio métrico.

Demostracion. La prueba de este teorema puede consultarse, por ejemplo,
en [9]. O

Corolario 1.12. Si (M, (, )) es completa entonces cualesquiera dos puntos
en M pueden unirse mediante un segmento.

Demostracion. Sean p,q € M, exp, : T,M — M. Sea r := dy(p,q). Basta
mostrar que exp, (Br(0)> = B,(p). Definimos I := {r : exp, (Br(0)> =

B,(p)}, notamos que I es cerrado.

Sea {r;}3°, C I sucesién que converge a r, elegimos para cada i ¢; € B, (p)
con ¢; — ¢ cuando ¢ — co. Luego existen v; € B,,(0) tales que ¢; = exp,(v;).
Entonces existe una subsucesion de {v;}5°; que converge a un v € B,(p).

Por la continuidad de exp, tenemos que exp,(v) = ¢ y que (t) =
exp,(tv) es la geodésica que buscabamos. O
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1.2. El conjunto de puntos de corte

Definicién 1.13 (Campo de Jacobi). Sea v : [0,1] — M una geodésica.
Un campo vectorial J a lo largo de v es un campo de Jacobi si satisface:

JU(t) + R(y'(1), J ()Y (1) = 0
para todo t € [0, 1]

Mostraremos que, esencialmente, hay una tnica forma de construir cam-
pos de Jacobi a lo largo de v con J(0) = 0.

Proposicién 1.14. Sea v : [0,1] — M geodésica y J un campo de Jacobi a
lo largo de v con J(0) = 0. Tomemos %(0) = w y~'(0) = v. Consideremos a
w como un vector en T,(Tyo)M) y construyamos una curva v(s) en Ty )M
con v(0) = v, v'(0) = w. Sea h(t,s) = exp,(tv(s)), p = 7(0) y definamos un
campo J como J(t) = g—’s‘(t, 0). Entonces J es un campo de Jacobi a lo largo

deyyJ=Jenl0,1].

Demostracion. Para s = 0, tenemos

%% = % ((dexpp)tu (tw)) = % (t (dexpy),, (w))
= (deapy),, (0) + 10 ((deapy),, ().

Por lo tanto para t = 0.

oJ 0 Oh
50 = 5,5, (0,0) = (dexpy), (w) = w.

Como J(0) = J(0) =0y 92(0) = %{(O) = w. Por lo tanto tenemos que

J=J. ]

Definicién 1.15 (Punto conjugado). Sea v : [0,1] — M una geodésica. Se
dice que el punto y(to) es conjugado dey(0) a lo largo de v, ty € [0, 1], si existe
un campo de Jacobi J a lo largo de 7, que no sea idénticamente cero, con
J(0) =0 = J(ty). El nimero mdzimo de campos linealmente independientes
con esta propiedad es llamado la multiplicidad del punto conjugado ~(to).

Observemos que es inmediato de la definicién anterior que si p es conju-
gado de g entonces g es conjugado de p.
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Proposicién 1.16. Sea v : [0,1] — M una geodésica y sea p = ~(0). El
punto ¢ = (to), to € [0,1] es conjugado de p a lo largo de 7y si y sélo si
vy = 1Y/ (0) es un punto critico de exp,. Ademds la multiplicidad de q como

punto conjugado de p es iqual a la dimension del nicleo de (dexpp)vo .

Demostracion. El punto ¢ = v(ty) es un punto conjugado de p a lo largo
de v si y sélo si existe un campo de Jacobi J a lo largo de v con J(0) =
J(tp) = 0.Definimos v = +/(0) y w = J'(0) Por la proposicién (1.14) tenemos
que J(t) := (dexp,),, (tw), T € [0,1], es un campo de Jacobi. Observamos
ademds que J es distinto de cero si y sélo si w # 0. Por lo tanto, ¢ = (o)
es conjugado de p si y solo si

0= J(to) = (dexpy),,, (tow), w #0,

es decir, si tpv es un punto critico de exp,.

La multiplicidad de ¢ es igual al niimero de campos de Jacobi linealmente
independientes Ji, ..., J, que son cero en 0 y en ty. Es claro que estos campos
son linealmente independientes si y sélo si J;(0), J5(0), ..., J.(0) son vectores
linealmente independientes en 7, M. Por lo tanto la multiplicidad de g es igual

a la dimensién del nicleo de (dexp,), , - O

Proposicién 1.17. Sea p € M, definimos la funcion r(z) := dy(p,z). En-
tonces r es suave en una vecindad perforada de p y las curvas integrales de
Vr son geodésicas.

Demostracion. Sea U una vecindad de p en la que exp, es difeomorfismo.
Luego si ¢ € U — {p}, ¢ = exp,(v) para algin v € T,M y y(t) := exp,(tv) es
la curva que realiza la distancia entre p y q.

Por lo tanto 7(z) = |exp, ' ()| y esta funcién es suave en U — {p}. Ahora
si 0, := Vr tenemos que (0,,dr) = 1, y por lo tanto sus curvas integrales son
geodésicas. O

Si M es completa las geodésicas se pueden extender a todo R, pero cuando
dejamos la comodidad de U pueden ocurrir fenémenos como el siguiente:

Ejemplo 1.18. Sea M = S' xR, consideremos el abierto U := (S* — {e°}) x
R. Seap = (e'2,1y,) consideremos la funcion distancia r(z) = dy(p, ) luego
st q = (e ro) € U tenemos que r(q) = |0 — %] con 0 € (0, 2m).

Siy:I = M, v(0) = (¢'2,r), |¥| = 1 es una curva integral de Vr,
sabemos que para un intervalo lo suficientemente pequeno v es segmento.
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St la longitud del intervalo I es igual a m entonces v deja de ser el unico
segmento entre sus extremos, pues la geodésica o también es un segmento.
Sin embargo, notamos que o pasa por el punto (e, ry).

Para enunciar adecuadamente los resultados que ocuparemos sera nece-
sario describir con mds detalle el subconjunto de M en el que r(z) es suave.
Comencemos definiendo el conjunto:

seq(p) := {v € T,M|exp,(tv) : [0,1] — M es segmento} (1.1)

Una consecuencia inmediata del teorema de Hopf-Rinow (1.11) es que
M = exp,(seg(p)). Ademds, es claro que seg(p) es un dominio cerrado y
estrellado en 7, M. Denotemos por

seg’(p) = {sv:s€0,1),v € seg(p)}.

Necesitamos probar que este conjunto es abierto. Empecemos por el si-
guiente resultado:

Proposicién 1.19. Si z € exp,(seg®(p)), entonces hay un tnico segmento
que lo une con p. En particular exp, es inyectiva en sego(p). Definimos U, =

expy(seg’(p)).

Demostracion. Notamos que hay un segmento o : [0,1) — M con o(0) =
p,o(ty) = x, tg < 1. Ahora, si ¢ : [0,t9] — M es otro segmento de p a x,
construimos la siguiente curva

o(s) = {6(3) 0<s<t

o(s) th<s<l1

Esta curva no es suave, pero esto no es posible. O
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Lema 1.20. exp, : seq’(p) — U, es no singular para todo punto de su
dominio.

Demostracion. Si exp, es singular en algin punto podemos encontrar v tal
que exp, es singular en v y no singular en los puntos tv, t € [0, 1). Afirmamos
que v ¢ seg’(p). Como 7(t) = exp,(tv) es un encaje en [0, 1] podemos encon-
trar vecindades U alrededor [0,1)v C T,M y V alrededor de v([0,1)) C M
tales que exp, : U — V es un difeomorfismo. Notamos que v ¢ U y y(1) ¢ V.
Si tomamos un vector tangente w € T, T,M, podemos extenderlo a un cam-
po de Jacobi J en T,M tal que [0, J] = 0. Después empujamos este campo
mediante exp, a un campo vectorial, que también llamaremos J. Este campo
conmuta con 0, en V. Si dexp,|,w = 0, entonces

P/—{Ill J’el‘pp(t’u) - y—rgll dea:pp(‘])‘effpp(t”) =0.

El hecho de que

11'_1}111<J, J)’ezpp(tv) O,

implica que debe haber una sucesién t,, — 1 tal que

0.(J, J)
(/. J)

Ahora por definicién de hessiano tenemos

— —00 N — OQ.
expp (tnv)

0y (J,J)y = 2Hessr(J, J)

y concluimos que Hessr satisface

Hessr(J, J)

<J’J> — —00 N — Q.

expp (tnv)

Si suponemos que v € seg”(p), entonces (t) = exp,(tv) es un segmento
en un intervalo [0,1 + ¢] para ¢ > 0. Tomemos € suficientemente pequeiia
como para que 7(x) := dy(w,v(1 + €)) sea suave en la bola By (7(1 + €)).
Entonces consideremos la funcién e(x) = r(x) + 7(z). Por la desigualdad del
tridngulo sabemos que e(z) > 1+ € = dp(p, 7(1 + €)).

De hecho, e(x) = 1 + € siempre que x = 7(¢t), t € [0,1 + ¢]. Entonces e
tiene un minimo absoluto a lo largo de v(t) y por lo tanto tiene hessiano no
negativo. Por otro lado,
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Hesse(J, J) _ Hess7(J,J) Hess7(J, J)

) ) ) - %

expp (tnv) expp (tnv) expp (tnv)

cuando n — oo pues Hess 7 estd acotado en una vecindad de v(1) y el término
que involucra Hessr converge a —oo cuando n — o0. ]

Proposicién 1.21. seq’(p) es abierto.

Demostracién. Sea v € seg’(p) fijo, luego existe una vecindad V' alrededor
de v en la que exp, es un difeomorfismo en su imagen. Si {v;}3°; C V es
una sucesion que converge a v € V' sabemos que Dexp, es no singular en v;.
Supongamos ahora que w; € seg(p) satisface

expy(v;) = exp,(w;).

En el caso de que w; tenga un punto de acumulacién w # v, tenemos que
v & seg’(p). Entonces w; — v, y asi w; € V para i suficientemente grande.
Como exp, es un difeomorfismo en V esto implica que v; = w;. Entonces
vt € seg’(p). O

Teorema 1.22. Si v € seg(p) — seg’(p) entonces
1. Jw € seqg(p), w # v tal que exp,(v) = exp,(w), 6
2. dexp, es singular en v.

Demostracion. Sea y(t) = exp,(tv). Para t > 1 tomamos segmentos:

oi(s) - [0,1] — M,
0:(0) = p,

Como estamos suponiendo que v no es un segmento para t > 1 tenemos que
0;(0) nunca es proporcional a 7/(0). Tomamos una sucesién {t,}>°, tal que
t, — 1 cuando n — oo y oy (0) — w € T, M. Entonces

L(ow,) = lot, (0] = L(v]p.) = [V (0],
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con lo cual |w| = |7/(0).] Ahora esto nos dice que w # 4/(0) 6 w = +/(0).
En el primer caso tenemos que w no puede ser un multiplo positivo de 4/(0)
pues |w| = |7/(0)]. Entonces w cumple (1).

Para el otro caso tenemos que mostrar que dexp, es singular en v. Proce-
damos por contradiccién, supongamos que dexp, no es singular en v. Entonces
exp, debe ser un encaje cerca de v. Luego

01,(0) = v =7(0),
expy(0y,(0)) = expy(tn7'(0)).

Con lo cual o; (0) = t,v, y entonces y debe ser un segmento en un intervalo
[0,t,], t, > 1. Pero esto es una contradiccién. O

A C, := seg(p)—seg’(p) se le llama el conjunto de corte de p. Definimos
el radio de inyectividad en p, denotado por inj(p), como

inj(p) =sup{ € > 0 | exp, : By(e) = B,(€) es un difeomorfismo }.
Podemos caracterizar al radio de inyectividad de la siguiente manera.
Proposicién 1.23. Supongamos que u € C, y |u| = inj(p). Entonces

1. Eziste un unico vector w, distinto de u, tal que exp,(u) = expy(w),
caracterizado por

%ea:pp(tu) . =— %empp(tw) L o bien

2. x = expy(u) es un valor critico de exp, : seg(p) — M.

Demostracion. Supongamos que = es un valor regular de exp, : seg(p) — M
y que 71,72 : [0, 1] — M son segmentos de p a x = exp,(v). Siv1(1) # 75(1),
entonces podemos encontrar w € T, M tal que (w,~;(1)), (w,v5(1)) < 0, es
decir w forma un dngulo mayor a m/2 con (1) y v5(1).

Ahora tomamos ¢(s) con ¢/(0) = w. Como dexp, no es singular en v;(0)
existen curvas unicas v;(s) € T,M con v;(0) = ~7/(0) y dexpy,(vi(s)) = c(s).
Pero entonces las curvas t — exp,(tv;(s)) tienen longitud

|vil = da(p, c(s))

= |vl.
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Esto implica que exp, no es biyectiva en seg’(p) lo cual es una contradiccion.
]

Lema 1.24. Sea p € M, entonces la funcion r(z) := dy(p,x) es suave en
M — {exp,(C,) U {p}}.

Demostracién. Primero recordemos que exp,(seg(p)) = M, luego por el lema
(1.20) tenemos que exp, es difeomorfismo en seg’(p). Luego tenemos que
expp(seg’(p)) = M — {exp,(Cp)}. Entonces tenemos que 7(z) = |exp, ' ()|
en M —{exp,(C,)}. Por lo tanto r(x) es suave en M — {exp,(C,)U{p}}. O

Ahora veamos qué podemos hacer con una funcién distancia. Unimos p
con xr mediante un segmento 7 parametrizado de tal forma que v(0) = p y

v(r) = x. Definimos N := +/(r) y tomamos una base ortonormal es, ..., e,
del espacio tangente a 0B,(r), es decir, tangente a la esfera geodésica de
radio 7 en x. Extendemos {N = ey, ¢€s,...,€,} a un marco en una vecindad

de x. Entonces para f : M — R de clase C?,
Af = (Ve Vi)=Y (ei(eif) = (Veer) f).
=1 i=1
Observemos que

Veei = (Veei, NYN + (V&) = (Ve N)N + (V,e:)

con V la conexién en dB,(r). Notamos que N = % := Vr; entonces
Af =N(Nf)= (YuN) [+ _(ei(eif) = (Vee) f)
i=2

2 n n
= 0 f + ( (ezf) 6261 Z veleu f
1=2

T Or2 pr
_f of
=52 +Af+Ha

donde A es el laplaciano y H = — ", ((V,e;, N)N) es la curvatura media
de la esfera geodésica respectivamente.
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Observamos que si estamos en el dominio en el que r es suave entonces

ar 2 v
<§ a_> =1=3 %r = §<§,§> = 0y eieir) = (Vee)r = 6@'(6@',%) -
(Ve,e:, 2) = 0 para toda i > 2. Por lo tanto

Ar = H. (1.2)

A las coordenadas que acabamos de usar se les conoce como coordenadas
polares geodésicas.

1.3. Rayos y lineas

Veamos que en una variedad M completa y no compacta podemos cons-
truir geodésicas que sean minimizantes en intervalos més interesantes. Estas
geodésicas y algunas hipotesis posteriores sobre la curvatura nos daran in-
formacion acerca de la estructura global de M.

Definicién 1.25 (Rayo). Sea p € M, diremos que una geodésica ~y : [0, 00)
— M es un rayo basado en p si para todo [a,b] C [0,00) la restriccion a ese
intervalo U\W,} es un segmento.

Proposicion 1.26. Sea p € M entonces existe un rayo basado en p.

Demostracion. Fijemos un punto p € M y tomemos una sucesién de puntos
{¢:}=, € M tal que dp(p,q;) — oo cuando @ — oo. Esta sucesién existe
pues M no puede estar acotada.

Como M es completa existen segmentos o; tales que dy/(p, ;) = L(0;).
De hecho o;(t) = exp,(tv;), donde v; € T,M y |v;| = 1. Entonces {v;},-, C
By(0) C T,M. Como B;(0) es compacto existe una subsucesién que converge
a v € B1(0). Definimos entonces la geodésica o(t) = exp,(tv). Como o;
converge puntualmente y d,; es continua,

dai(o(t), o(s)) = lim dyg(,(t), 0.(s)) = |t — s,

11— 00

para todo t,s € [0,00). Por lo tanto el segmento o : [0,00) — M es un
rayo. O

Ejemplo 1.27. Para el paraboloide P := {(z,y,2) € R3|z = 22 + 3} los ra-
yos que emanan del vértice son las geodésicas radiales, es decir, las pardbolas
restringidas al intervalo [0, 00).
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Tomemos ahora un rayo « y fijemos un punto ¢ ¢ ~y ([0, 00)). Sea {¢;}32,
sucesion de puntos en v ([0,00)) tal que dy(q,¢;) — oo. Construimos con
esta sucesion un rayo o basado en ¢ al que llamaremos asintota al rayo 7.
No es dificil convencerse de que las asintotas no son tunicas, pues tenemos
que dependen de la sucesién elegida.

Definicién 1.28. Una variedad riemanniana completa M es conexa en
infinito si para todo compacto K existe un compacto C' mds grande tal que
cualesquiera dos puntos en M — C' pueden unirse mediante una curva en
M—K. Si M no es conexa en infinito diremos que es disconexa en infinito.

Figura 1.1: Variedad conexa en infinito

Definicién 1.29 (Linea). Una geodésica v : R — M es una linea si para
todo intervalo [a,b] C R la restriccion ¥|,y es un segmento.

Proposicion 1.30. Sea M una variedad riemanniana disconexa en infinito,
entonces M tiene lineas.

Demostracion. Sea M disconexa en infinito, asi que existen un compacto
K C M y sucesiones {p; }2,, {¢:}32, tales que p; — 00, ¢; — oo y toda curva
que una p; con ¢; necesariamente pasa por K.

Unimos estos puntos mediante segmentos 7; : [—a;, b;] — M de tal forma
que a; — 00, b; — 00, v 7:(0) € K, entonces tenemos una subsucesién que
converge a una linea /. ]

Ejemplo 1.31. Sea M = N xR, donde N es una variedad compacta. Si M
es completa, entonces forzosamente tiene lineas pues es disconexa en infinito.
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q3

Ejemplo 1.32. En el ejemplo (1.27) vimos que los rayos son las geodésicas
radiales que emanan del vértice. Notamos que el paraboloide no puede tener
lineas pues si consideramos una pardabola completa

Y(t) = (tcos(fy), tsen(by), t*),
al tomar los puntos
(acos(by),asen(fy),a®) y (—acos(fy), —asen(by),a?), a#0,

tenemos que L(y) > a*m = L(0), donde o(t) := (acos(t + ), asen(t +
0p),a?), t € [0, 7] es el segmento que los une.



Capitulo 2

El teorema de Cheeger-Gromoll

En este capitulo veremos qué clase de resultados, de caracter global, po-
demos obtener que involucren a la funcién distancia mas alla de donde ésta
es suave. Probaremos el teorema de escisién de Cheeger y Gromoll el cual
sera usado frecuentemente a lo largo de este trabajo.

2.1. El laplaciano en el sentido débil

Como hicimos notar en el capitulo anterior, no siempre podremos trabajar
con funciones suaves si queremos obtener resultados globales. En esta seccion
veremos una forma de trabajar con funciones a lo mas continuas.

Lema 2.1. Sean f,g: M — R funciones de clase C* tales que f(p) = h(p)
para algin p € M y f(x) > h(zx) para todo x cercano a p. Entonces

1. Vf(p) = Vh(p)
2. Hess(f)(p) > Hess(h)(p)
8. Af(p) > Ah(p)

Demostracion. Para v € T,M, sea 7, : (—€,¢) — M la geodésica tal que
7(0) = py 7 (0) = v. Ahora si consideramos f o~y y h o+, entonces

dfp(7,(0)) = dhp(7,(0)) y (Hess(f)(7,(0)),7,(0)) = <HeSS(h)(%(0)),%(0)é

Proposicién 2.2. Sea f: M — R funcion de clase C*; entonces Af(p) < a,
a € R si y sélo si para toda € > 0 eziste f.(x) definida en una vecindad U de
p tal que

31
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1. f(p) = f(p)
2. fdp) > f(x),Vx e U

3. Afp) <a+e

Demostracion. La necesidad es clara tomando f.(x) = f(x). Para la suficien-
cia tomemos € > 0y f. : U — R tal que cumple las propiedades 1) — 3).
Hacemos uso del lema 2.1 y obtenemos Af(p) < Af.(p) < a+e. Por lo tanto
Af(p) < a+ €, hacemos tender € a cero y se sigue el resultado. O]

A las funciones f, definidas en la proposicién anterior se les llama funcio-
nes soporte por arriba. Mediante una proposicién anédloga para Af(p) > a
podemos definir funciones soporte por abajo si pedimos que en una vecindad
U de p se cumplan para todo € > 0 :

L f(p) = f(p)
2. fp) < f(x),Vz €U
3. a—e < Afp)

Definicién 2.3. Sean f : M — R continua y a € R. Decimos que Af(p) < a
(Af(p) > a) en el sentido débil si existen funciones soporte por arriba (abajo)
que satisfacen las condiciones de la proposicion anterior.

Teorema 2.4 (Principio fuerte del maximo). Si f : M — R es continua
y Af > 0 en el sentido débil en todo M entonces f es constante en una
vecindad de cada mdazrimo local. En particular f tiene un mdximo global si y
solo si f es constante.

Demostracion. Supongamos que A f > 0 en todo M. Afirmamos que entonces
f no puede tener maximos. Si f tuviera un maximo local en p € M, entonces
existen funciones soporte f, tales que

L. f(p) = f(p)

2. fe(x) < f(z) para todo = en una vecindad de p.

3. Af(p) > 0.
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Observamos que 1) y 2) implican que f debe tener un méaximo local en p.
Entonces Hess f.(p) < 0, lo cual contradice 3).

Ahora supongamos que Af > 0 y sea p € M un maximo local de f. Si
r < inj(p) tenemos una funcién

f:B.(p)—R

tal que Af > 0 y p es un maximo. Supongamos que f no es constante.
Entonces existe, posiblemente para un radio méas pequeno, z € S,(p) := {z €
Mldy(p,x) = r} tal que f(z) # f(p). Definimos V := {z € S,(p)|f(z) =
f(p)}-

Buscamos una funcién h(z) := e*® — 1 o € R, tal que

h(z) <0 zeV
h(p) =0
Ah(xz) >0 z € cl(B.(p))-

Sea U C S,(p) disco tal que V' C U. Entonces ¢ debe cumplir

¢(p) =0
o(r) <0 zeU

Vo(r) # 0 x € (B (p))

En un sistema coordenado adecuado (z?,...,z") podemos suponer que U
estd en el semiplano ! < 0 y tomamos ¢ = 2'. Ahora calculamos Ah, sean

X, Y eI(TM).
Hess(h)(X,Y) = (VxV (e** —1),Y)
= a(X(e*)Vp + e**VxVe,Y)
= a?e*(V¢, X)(V,Y) + ae™® Hess(¢)(X,Y)

Por lo tanto Ah = a?e*?|Vo|? + ae®A¢. Asi que podemos tomar a su-
ficientemente grande para que Ah > 0 en cl(B,(p)). Hecho esto definimos
f:=f+0h, donde > 0 es lo suficientemente pequenia como para que

f) = f(p) > maz{f(z)|z € 9B, (p)}.
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Sea f. funcién soporte para f en ¢ € B,(p). Entonces f. 4+ dh es una funcién
soporte para f en ¢. Luego A (f. +6h)(p) > —e + 6Ah(p). Por lo tanto
A f > (. Pero esto contradice al argumento hecho al principio de esta prueba
y entonces se tiene que f es constante. O

Teorema 2.5 (Regularidad). Si f : M — R es continua y Af =0 en el
sentido débil entonces [ es de clase C*°.

Demostracion. Fijemos p € M y €2 C M una vecindad precompacta de p
contenida en el dominio de una carta coordenada. Supongamos ademas que
0f) es suave. Entonces el problema de Dirichlet

Au=0

ulaa = flag,

tiene solucién [2]; ademds la solucién u es suave en el interior de 2. Conside-
remos las funciones f —u y u— f. Si ambas son no positivas es claro entonces
que u = f y habremos terminado. Supongamos sin pérdida de generalidad
que f — u es positiva en algin lugar de Q. Como cl(Q2) es compacto enton-
ces f — u alcanza un maximo, por el principio fuerte del médximo tenemos
entonces que f — u es constante, pero esto sélo es posible si f —u=0. [

Lema 2.6 (Calabi). Para p € M sea r(x) = dy(x,p). Si Ric(M) > 0
entonces

n—1

r(z)

Ar(z) <

para toda x € M.

Demostracion. Primero trabajemos en M \ (C, U {p}). En coordenadas po-
lares geodésicas tenemos que Ar = H. Sea N = ey, eg,...,6e, € T,M base
ortonormal, la extendemos a un marco ortonormal a lo largo de N.

Entonces Vye; =0, (VNV,, N, e;) = N(V.,N,e;) y Vo, VNN = 0.
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= Ric(N,N) =Y (R(e;, N)N,e;)
i=2
- <veivNN - vaeiN - v[ei,N}Na 62’)
i=2
=— Z N(Ve,N,ei) = > (ViemN,e)
i=2 i=2
Pero
Z<vezN7 62‘) - 61<N7 ez> <N7 Velez>
=2 1=2
=— (N,Ve)=H
=2

Ademds V., N = >0 (V.
e;(N,N) = 0. Asi tenemos V., N = > "

Jj=2 @
Entonces
Z<V[€i7N]Na ei> = <v€iN7 €j><V€jN’ 6i> = || HGSS(T) ”27
i=2 1=2 j=2
donde ||A|? = tr(AAY).
Por lo tanto
Ric(N,N) = —H' — || Hess(r)||*. (2.1)

Tenemos que ||Hess(r)||? = M 4+ A3+ ...+ A2, donde i, Ag, ..., A\, son
los valores propios de Hess(r). Como

Hess(r)(V, ) = Hess(r) (5757 )
;

Qﬁﬁ_o
or \or'ar)
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podemos suponer que el valor propio \; = 0. Por la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos

ot N)T H?
n—1 on—1

|Hess(r)||> = A3+ ... + A2 > (

De la ecuacion 2.1 y de que Ric(M) > 0.

—H? H' -1
n—lj/Her_/n—ldr

H <

Por lo tanto

Ahora sea ¢ € C, U {p}, 0 : [0,l] — M segmento tal que 6(0) =py
o(l) = ¢, supongamos que para todo t € [0,00) ol es el tinico segmento
entre sus extremos. Definimos para € > 0, 7.(z) = e+dy(o(€), z). Afirmamos
que 7. son funciones soporte por arriba en ¢ para r(x). Demostremos que son
de clase C*°. Sea ¢ > 0, y procedamos por contradiccién, entonces pueden
ocurrir dos cosas:

1. Hay dos segmentos que unen o(€) con g 6

2. ¢ es punto critico de expy() : seg(o(e)) — M.

Supongamos 1, entonces & es un segmento que une o(e) con g. Entonces la
curva ol + & no es suave y realiza la distancia entre p y ¢, lo cual sabemos
que no es posible.

Para 2 tomamos w € Tyseg(o(€)) tal que (expy())«w = 0. Consideramos
la curva s — sw + o’ (€), luego Lexp, (o (sw + o’(€))|s=0 = 0.

Ahora tomamos (s,t) = expy (o) (t(sw + o'(€))) y definimos

J(t) = %expg(g) (t(sw + o' (€)))]s=0 (2.2)

Es claro que J(0) = J(1) =0y J'(0) = w. Luego notamos que J se obtiene
a partir de una variacién por geodésicas y por lo tanto es de Jacobi. Ademéds
tenemos que J'(1) # 0 pues de lo contrario tendriamos que J = 0 y eso no
es posible por la definicién de w.
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Con ayuda del campo J podemos definir

K(t) = d%efqu (1 =) (sJ(1) +0'(1))) |s=0,

el cual también es de Jacobi y se anula en los extremos. Esto implica que
exp, es critica en o(€), pero esto no es posible pues p € C,. Por lo tanto r,
es suave.
Ahora sélo resta checar la cota del laplaciano. Por la desigualdad del
tridngulo r(z) = dy(z,p) < e+ dy(o(€), ) = re(x). Entonces
n—1 n—1 n—1 2(n—1)

Are(q) < r(q) —e  r(q) —e = M) )

Tomando € suficientemente pequena tenemos que

Ar(q) <=

Con lo que el resultado es claro. O

Teorema 2.7 (Bochner). Sea M"™ completa, f : M — R de clase C*.
Entonces

SAIVSP = |[Hess fI + (V£, V(AP) + Rie(V £, V).

Demostracion. Sea p € M, consideremos un marco ortonormal eq,...,e, tal
que Ve;|, = 0. Entonces evaluando en p y desarrollando

SAIVIE = JAVL V) = Ze@el Vi)

= Zei Hess(f)(e;, Vf) = Zel Hess(f)(Vf,e;)
i=1

n

- Z (Vo (V) ei) = 3 _(VeVos(VF) e

=1
n

= Z ez, Vf Vf 6,> Z<Vvaeivf) ei>

=1

+ Z(V[eimvﬁ €;).
i=1
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El primer término de la suma es Ric(V f, Vf), el segundo es

n n

D (VorVe Vie) =Y (VI(Ve VS e) = (Ve,VF, Vyye)
=1 =1

= (VD (Ve Vfe)

— (VH)(AS) = (V£.V(AS).

Finalmente el tercer término

n

> (ViewnViei) =3 Hess(f)([ei, V1], )

=1

= Z Hess(f)(Ve,)Vf — Vyyes, e)

= Z Hess(f)(V., V[, e)
=1

= Z Hess(f) (62‘, VelVf) = Z(veiva vezvf>
i=1 =1

= || Hess(f)[*.
Por lo tanto se sigue el resultado. O

2.2. Funciones de Busemann

En el capitulo 1 definimos los rayos y los construimos en el caso de que
M sea completa y no compacta. En esta seccion le asociaremos a cada rayo -~y
una funcién que podremos interpretar como la funcién distancia desde ~(o0).
Ademas estas funciones nos daran mas informacién acerca de las geodési-
cas que son paralelas a rayos (o a lineas). Con esto tendremos una idea de
su comportamiento global, el cual se reflejard en el teorema de escision de
Cheeger-Gromoll al final de este capitulo.

Lema 2.8. Sea v : [0,00) = M un rayo, definimos b} (x) :=t — dp(x,v(t)),
x € M. Entonces
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116 (x)| < dar(,7(0)).
2. Para x € M fijo b} es no decreciente en t.

3. 1bf (x) = b/ (y)| < du(z, y).

Demostracion

|6/ ()] = [t = dar(z, 7(1))]
= [ (7(0),7(#)) = das (2, ¥(#)] < das(,7(0)).

2. Supongamos s < t, entonces

bi(x) = bl (x) = (s — t) = dur(x,7(s)) + dus(,¥(1))
= du(2,7(t)) = du(w,7(5)) = du(7(s),7(1)) < 0.

3. 1bf () = b (y)] = [t = das(w, (1)) — t + du(y, ¥(1)] < dp(2,y).00

Gracias al lema anterior podemos asociarle a un rayo v la funciéon de
Busemann definida a continuacién.

Definicién 2.9. Sea M wvariedad riemanniana y v : [0,00) — M un rayo.
Definimos la funcién de Busemann b, asociada a v como

by(x) ;== lim R — dy(z,v(R)).
R—o0
Observemos que si b, es la funcién de Busemann asociada a un rayo 7,
entonces para todo ¢ € [0,00) b, (v(t)) = t. Asi podemos interpretar a b,
como una funcion distancia.
Ademads tenemos que b, es una funcién 1-Lipschitz, sean z,y € M. Por el
lema anterior tenemos que |b(x) — bh(y)| < da(x,y), luego

by (2) = by ()| = Jim V() — Bp(y)] < dae(,9).
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Ejemplo 2.10. En R¥ los rayos son de la forma y(t) = ty'(0) + yo entonces
usando que 1m0 o (t + [lz — y(t)||) = 1 tenemos que

by() = lim (¢~ (z — y(0) 7~ y(1)

t—o0 2

= lim i(ﬁ — ((z — y(0),2 — y(0))

t—o0 2t

= 20(/(0), — y(0)) + £/ (0),/(0)))
= Jim (5(0), ~ 9(0)) — (& — y(0). 7~ y(0))
= (y'(0),z — y(0)).

Ejemplo 2.11. Si M™ = Nk x R* y ~(t) = (20,11 (0) + o) es un rayo en
M entonces de manera andloga al ejemplo anterior tenemos que

ltm — (¢ 4 dys (2 0),7(1))) = 1.

t—oo 2t

con lo cual

b (2, w) = lim lt (2 = &2, (2 w), (1))

t—o00 2

1
= lim — (¢ — d3 (2, 20) — dax (w, ty'(0) + yo))

t—oo 2t
= by (w).

Lema 2.12. Si M tiene Ric(M) > 0 y vy es un rayo entonces Ab, > 0 en el
sentido débil.

Demostracion. Parap € M construiremos una funcién soporte de b., en p. Sea
7 rayo asintético en p. Afirmamos que b5(x) + b,(p) es una funcién soporte,
es inmediato que b5(p) + by (p) = b,(p). Como 7 es un rayo dp(7)(t),-) es
suave en p, por lo que sigue siéndolo en una vecindad.

bi(z) = lim R — dy(z,7(R))
< Mm R — da(z,7(s)) + du(Y(R), 7(s))
— I%ii%oR + s —dy(z,7(s)) — s+ dyu(F(R),v(s))

= lim R+ b(z) — bY(3(R)).

R—o00
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Haciendo s — oo

by(x) < lim (R +by() = by(3(R))) .

R—o0

Luego si 0; son los segmentos usados para construir 7,

(p,v(t:)
= lim t; — dpy(p, 04(R)) — dps(03(R), v (t:))

1—00

by(p) = lim t; — dpy
i—00

= —du(p,7(R)) + lm t; — das(o3(R), 1(t:))
= —du(p,7(R)) + ( (R))
=—R+b,(7(R)).

Asi

b5(x) +by(p) < lim R +b,(x) = b,(3(R)) — R+ b,(3(R))

R—o00

= b’y( )

De manera andloga b, () + b,(p) es una funcién soporte para b, en p. Final-
mente,

A (51@) + b,(0)) = A = du(@.3)(0) = =Adu(25(0) 2 ~ gt
Luego como lim;_, _n——~1 = 0, entonces dado € > 0
dar(z, (1))
A (6(2)+0,(0)) 2 0
lo cual concluye la demostracion. ]

2.3. El teorema de escision

Para probar el teorema principal de esta seccién necesitaremos de algunos
lemas que nos den informacion de como se comporta la funcién de Busemann
asociada a una linea.

Lema 2.13. Sea M wuna variedad con Ric(M) > 0 y v una linea en M.
Luego v define dos rayos v+ y~v~. Sean bt y b~ las funciones de Busemann
correspondientes. Entonces
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1. b +b" =0 en M.
2. bT y b~ son de clase C*°.

3. Dado p € M existe una unica linea que pasa por p y es perpendicular
a N = {x € M|b*(z) = 0}. Ademds dicha linea consiste de rayos
asintoticos.

Demostracion. 1. Sea z € M.

bH(z)+b (2) = ll'm R —dy(z,vT(R)) + lim R —dy(z,v (R))
P}gng dy(z, 7" (R)) — dM(SU 7 (R))
<2R—du(y"(R),7 (R)) =

Ademés como b*(7(0)) + b~ (7(0)) = 0, se tiene que 0 es un maximo
global. Por el lema (2.12) A(b* +b7) > 0. Por el principio del maximo
(24) bt +b =0.

2. Observamos que b™ = —b~ y entonces

0<Abt =—-Ab- <0.

= Ab* = Ab~ = 0. Por regularidad (2.5) son de clase C*°.



2.3. EL TEOREMA DE ESCISION 43

3. Sea p € M luego en p consideramos los rayos asintéticos 3T y 4.
Veamos primero que 47 U4~ forman una linea. Para todo R,

dyr (Y (9), 7 (1) = |da (57 (), 7" (R)) —
= | (R —du(7"(s),7"(R))
— (R—du(3(t),7"(R) |

Al tomar el limite cuando R — 0o

dy (7 (s), 7 (8)) Z D" (7" (s)) — b*( ~(@)]
= b (Y (s)) + 07 (v (D))
> [67(77(s)) + 07 (p) + 7 (7 (1) — b (p)| = |s +t].

\Qz

Por lo tanto 47 U4~ forman una linea.

Como b (z) + ¥ (p) < b¥(z) = —(b"(x) + b (p)) = —b*(z), pero
bt = —b~ y b = —b~. Entonces b~ (z) + b~ (p) > b~ (z), por otro lado
ya tenfamos que b~ () + b~ (p) < b~ (z).

b=(x) + b (p) = b~ (z).
Por lo tanto los conjuntos de nivel de b* son los mismos que los de b*.
Por 2 tenemos que b es de clase C*, la férmula de Bochner (2.1) nos
dice

1
5A|Vb+|2 = || Hess bt ||* + (Vb", V(AbY)) + Ric(VbT, VbT)

Recordemos que b" es 1-Lipschitz, por lo tanto |[VbT|*> < 1. Entonces
| Hess b™[|? = 0.

= (V., Vb, e;) =0 = Vb'es paralelo. (2.3)

Entonces |VbT| es constante, luego bt (y(t)) = da(7(0),v(t)). Por lo
tanto |[VbT|? = 1. Asf tenemos que N es una hipersuperficie y las lineas
definidas anteriormente son perpendiculares a ésta. O

Teorema 2.14 (Cheeger-Gromoll [14]). Sea M"™ completa, no compacta y
con Ric(M) > 0. Entonces M es isométrica al producto riemanniano N™* x
R¥, donde N™* no tiene lineas y R* tiene la métrica usual.
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Demostracion. El teorema se sigue por induccién sobre el nimero de lineas
en M. Sea v : R — M linea, por los resultados anteriores tenemos que bt es
suave y N := (b")71(0) es una hipersuperficie. Notamos que Hess(b™) = IT
es la segunda forma fundamental de N, como || Hess(b™)||> = 0 se tiene que
N es totalmente geodésica.

Definimos ¢ : N x R — M como ¢(p,t) = exp,(t7,(0)), donde 7, es
la linea que pasa por p y es perpendicular a N. Por existencia y unicidad
de 7,, ¢ es biyectiva, como exp, es difeomorfismo local se sigue que ¢ es
difeomorfismo.

Veamos ahora que ¢ es isometria. Recordemos que por la ecuacion (2.3)
tenemos que Vb' es paralelo asi que si X € I'(T'N) tal que [X, Vb] =0,

R(Vb", X)VbT = Vey Vi Vb — Vy Vigy: VBT = 0.

Sea J(t) = ¢.(X) = L (p(c(s))) |s=t, donde ¢ : (t —€,t +€) — N es una
geodésica tal que ¢/(t) = X. Notamos que J(t) se obtiene a partir de una
variacién por geodésicas, por lo tanto es de Jacobi con J” =0y J L Vb™.

Entonces J es constante y |¢.(X)| = | X]|. Por lo tanto ¢ es isometria. [



Capitulo 3

Lazos a infinito

En este capitulo definiremos la propiedad de los lazos a infinito la cual
nos ayudard a describir de manera mas facil a las variedades no compactas
con curvatura de Ricci no negativa.

3.1. Lazos a infinito

Definicién 3.1. Dados un rayo v y un lazo C : [0, L] — M basados en ~y(0)
decimos que un lazo C - [0,L] - M es homotépico a C a lo largo de v si
existe v > 0 con C(0) = C(L) = ~(r) tal que el lazo construido al unir y de
v(0) a y(r) con C para después regresar por~ de y(r) a v(0) es homotdpico

a C.

Definicién 3.2. Un elemento g € m(M,~(0)) tiene la propiedad de los lazos
(geodésicos) a infinito a lo largo de v si dado cualquier compacto K C M
existe un lazo (geodésico) C contenido en M ~ K el cual es homotdpico a lo
largo de v a un lazo (geodésico) C' con [C] = g.

Intuitivamente M cumple la propiedad de los lazos a infinito a lo largo
de un rayo basado en p si dado un lazo basado en p podemos deslizarlo hacia
infinito a lo largo del rayo.

Ejemplo 3.3. Si M := N x R* y consideramos el rayo y(t) := (xo, tyy +yo),
entonces para cualquier lazo C(t) = (z(t),y(t)) tenemos la propiedad de los
lazos a infinito a lo largo de . Sea K C M compacto, como M es completa
exister > 0 tal que K C By, (r). Tomamos s > 1 y el lazo C(t) := (z(t), y(t)+
s) es homotépico a C a lo largo de .

45
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C

Definicién 3.4. M tiene la propiedad de los lazos (geodésicos) a infinito si
dado cualquier rayo v y cualquier g € m(M,~(0)), g tiene la propiedad de
los lazos (geodésicos) a infinito a lo largo de 7.

Ejemplo 3.5. Consideremos M := T? — cl(D?), el toro menos un disco
cerrado, con una métrica que lo haga completo. Sea v un rayo basado en
v(0) y g € m(M,~(0)) no contraible. Entonces g no cumple la propiedad
de los lazos a infinito a lo largo de v pues si tomamos K compacto tal que
K =~ T? —int(D?) y C un lazo que representa a g tenemos que todo lazo C
que sea homotopico a C a lo largo de vy forzosamente interseca a K.

Ejemplo 3.6. La banda de Mébius M := R x [0,1]/ ~ tampoco cumple la
propiedad de los lazos a infinito pues si tomamos el rayo v(t) = (t,[0]), el lazo
C(t) = (0,t) basado en v(0) y el compacto K = [—1,1] x [0,1]/ ~, entonces
cualquier lazo C que sea homotopico a lo largo de v a C' necesariamente
interseca a K.
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3.2. Teoremas de la linea y de la cubierta do-
ble

Para los siguientes resultados usaremos el cubriente universal rie-
manniano de una variedad M. Lo denotaremos por m : M — M. La ventaja
de trabajar en él es que hereda las propiedades del espacio base tales como

completez y cotas de curvatura. Ademds tenemos que m (M) = {e} y que el
grupo de transformaciones de cubierta I' es isomorfo a m;(M).

Teorema 3.7 (Teorema de la linea). Si M es una variedad completa
no compacta que no satisface la propiedad de los lazos geodésicos a infinito
entonces hay una linea en su cubriente universal.

Demostracion. Sea v : [0,00) — M un rayo, zo := v(0), y g € m (M, zy) tal
que g no satisface la propiedad de los lazos geodésicos a infinito. Tomamos
un lazo geodésico C': [0, L] — M basado en z, tal que [C] = g.

Luego existe un compacto K C M para el cual ningin lazo geodésico
contenido en M ~\. K es homotépico a C' a lo largo de . Al ser M completa
existe Ry > 0 tal que K UC C B,,(Rp). Observamos que para toda r > Ry,
cualquier lazo geodésico basado en ~(r) que sea homotdpico a C' a lo largo
de ~ debe intersecar a K.

Sea {ri}jil C R con r; > Ry y lim;_,o 7; = 00. )

En 7 : M — M, la cubierta universal de M, tomamos C' el levantamiento
de C' con extremos xy y gzy. Hacemos notar que g debe ser distinto de la
identidad. Ahora consideramos los levantamientos 4 y g7 del rayo v que
parten de xy y g2, respectivamente.

Al ser M completa su cubriente universal hereda esta propiedad y pode-
mos asi tomar para cada i € N la geodésica minima C; que una 7(r;) con
g7(r;). Entonces C; := 7(C'%) es homotdpico a lo largo de v a C.

Por lo tanto, por la observacién hecha al principio de esta prueba, existe
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En M tomamos el levantamiento de K a un dominio fundamental, lo
denotaremos por K y pediremos ademds que zp € K. Afirmamos que K es
precompacto. Sea {p;}>°, C K luego {m(p:)}°, C K, como K es compacto
existe una subsucesion que converge a un p € K el cual levantamos a cl(K).

1 —>

gl

Como la accién de m (M, o) es transitiva tenemos que para toda i € N
existe g; € m (M, xg) tal que ¢;C;(t;) € K. Hecho esto notamos que

b= dig (30), Ci(t) 2 das (3(1), Cult) 2 dus (1), K) 2 7 = Ro

lo que implica que

Ademas,

Li—t;=dy (97(7%')7 é’i(ti)) > dyr (7(r4), Ci(ti)) > i — Ro
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lo que implica

De lo anterior se sigue que [t; — (r; — Ry), t; + (r; — Ro)] C [0, £;]. Por lo tanto
9:Ci : [ti — (r; — Ro), t; + (r; — Ry)] — M es un segmento.

Entonces {g;C;}2°, es una sucesién de segmentos tales que r; — o0,
v {g:Ci(t:)}2, C cl(K). Por lo cual convergen a una geodésica yso(t) =
ey 0) (175 (0)). Ademsds tenemos que g;Ci(t;) — 7Yoo(0) cuando i — ooy
9:C{(t:) = 75 (0) tal que |74 (0)] = 1.

Por lo tanto la geodésica v, (t) es una linea pues cada gi@-(t) = TPy e t)

(tginCl(t;)) y exp : TM — M es suave, entonces

iy (oo (), 70 (5)) = 1 dyy (G:Ci(0), :Ci(5) ) = It = 5.
para todo s,t € R. O

Aunque no sera necesaria inmediatamente, vale la pena hacer una obser-
vacién acerca de las curvas C; : [0, £;] — M definidas en el teorema anterior y
la sucesién {r;}22, C R. Por (3.1) tenemos que £; = L;—t;+t; > 2 (r; — Ry) .
Ademas

dyp (Y(ri), g%i(ri)) = L

Entonces

Tomamos el limite cuando ¢ — oo y obtenemos

lim £ — 2. (3.2)

1—00 Ti

Teorema 3.8. Si M es completa no compacta con Ric(M) > 0 y tal que
existe y € M con Ric(y) > 0 entonces M tiene la propiedad de los lazos
geodésicos a infinito.
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Demostracion. Supongamos que M no cumple la propiedad de los lazos
geodésicos a infinito. Por el teorema anterior (3.7) tenemos que su cubriente
universal M tiene una linea, como M tiene curvatura de Ricci no negativa
y 7 : M — M es localmente una isometria se sigue que M también tiene
curvatura de Ricci no negativa. De igual manera M es completa.

Por el teorema de Cheeger-Gromoll (2.14) M es isométrica a un producto
riemanniano N"* x R*. Luego la_conexién de Levi-Civita de M es VM =
VY + D, de donde es claro que RM reewy = BY y RicY|p gy = RicY

Consideremos 71 (y) € My cualquier campo vectorial 9; € F(TM ) en

una direccién euclidiana, entonces Ric™ (771 (y))(9;, 9;) = 0. Pero esto es una
contradiccién pues por hipétesis Ric(y) > 0. m

Proposicién 3.9. Sea M variedad no compacta, completa con Ric(M) > 0y
supongamos que existe un elemento g € m (M) que no satisface la propiedad
de los lazos geodésicos a infinito a lo largo de un rayo vy, entonces la cubierta
universal M es isométrica a un producto riemanniano N™ % x R*. Ademds
el levantamiento de v al cubriente es:

A(t) = (zo, y(t)) (3.3)

9:(¥'(8)) = =7 (t). (3.4)

Demostracion. Sea g € m (M) para el cual el rayo v no cumple la propie-
dad de los lazos geodésicos a infinito. Por el teorema de la linea (3.7) el
levantamiento de v a M, denotado por 7, es una linea. Por el teorema de
Cheeger-Gromoll (2.14) M ~ N"* x R¥. Sean C; : [0, £;] — M segmentos
con extremos 7(r;), g3(ri) v L := L£(C) como los que usamos en la prueba
del teorema de la linea. Por la observacién (3.2) sabemos que sus longitudes
crecen como 2r;.

Sean z;(t) := proyz (Ci(t)) v y:((t) := proygs(Cy(t)) las proyecciones en
los factores de M. Como C; son segmentos entonces x; y y; también lo son
en sus respectivos espacios. Notemos que puede suceder que alguna de las
proyecciones sea una curva constante.

Puesto que y;(t) es segmento en R¥ podemos escribirlo como

yilt) = i(t:) (¢ = i) + wi(t), (3:5)

donde tomamos t; € (0,L;) como en el teorema de la linea. Notemos que
las geodésicas estan parametrizadas proporcionalmente a la longitud de arco
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asi que |z(t)] = |@i(t;)| y [4.(t)] = |y.(t;)|. Como C; son segmentos que estén
parametrizados por longitud de arco,

(&) + yi(t)? = |Ci(t)]* = 1. (3.6)

De manera anéloga al teorema de la linea sabemos que para todo 7 existe g; €
m (M, x0) tal que g;Ci(t;) € K, donde K es el levantamiento de un compacto
K a un dominio fundamental. Ademas la linea es voo(t) = exp,_(0) (175 (0)).

Definimos 2oo(t) 1= proyg(Yeo(t)) v Yoso(t) := proyrr(7(t)), las cuales
deben ser lineas o alguna de ellas es constante. Por el teorema de escision
de Cheeger-Gromoll N ya no tiene lineas lo cual implica que zo debe ser
constante. Entonces |y’ (0)| = |7, (0)| = 1.

Luego cada g; € I', es una isometria con lo cual proy(g;) es una isometria.
Por lo tanto

{ ! = { / — — /

lim [2(t)] = lim |gi2j(t:)] = 0 = a7, (0)] (3.7)
y

lim |yi(¢;)] = Um gy ()| =1 = |y, (0)]. (3.8)

1—>00 i—|oo

Sea 4 el levantamiento del rayo 7. Definimos x(t) = proyg (), y(t) =
proyrr (7). Es claro que x; y y; son segmentos con extremos x(r;), gz(r;);
yi(r3), gy(r;) respectivamente. Asi obtenemos

drr (y(r:), gy(r:)) = L{proye:(Ci)) = Lilyi(t;)].
Esto implica que

lm dre (y(7i), gy(r:))

~ 1 (3.9)

Como y(t) es segmento en R* tenemos que y(t) = ty/'(0) +4(0). Puesto que g
actia por isometrias, gy(t) es un segmento, mas atn gy(t) = g.y'(t)t+ gy(0).
Por tanto,

dgr (y(ri), 9y(ri)) [y (0)ri +y(0) — g.y'(0)r; — gy(0)|
1y'(0) — g4/ (0)|r; + [y(0) + gy (0)]
L

IN
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Notamos que |y'(0) — g.4'(0)] < |/ (0)| + |g+¥'(0)] < 2, con lo cual por
(39) y (32).

i [V O)ri +y(0) = 9./ (0)ri — gy(0)|

=1 (3.10)

Gracias a esto tenemos que |y'(0) — g.4/(0)| # 0, entonces y'(0) # 0y 7 tiene
una componente en la direccién euclidiana. Ademds [y'(0) — ¢,4/(0)] = 2 y

v/ (0)] = 1.

Por lo tanto 4(t) = (xo, y(t)).

Finalmente para g € 7 (M, xy) que no cumple la propiedad de los lazos
geodésicos a infinito

2=[y(0) = 9./ (0)] = |y (0)] + 19 (0)| = 2,
lo cual implica que son colineales y como |y'(0) — ¢.3/'(0)| # 0. Entonces

9:7'(0) = =7(0). 0

Corolario 3.10. Si M es completa, no compacta con Ric(M) > 0 y g €
7 (M), entonces g o g* tienen la propiedad de los lazos geodésicos a infinito.

Demostracién. Sea 7 rayo con levantamiento 7. Supongamos que g y g2 no
cumplen la propiedad de los lazos geodésicos a infinito. Por la proposicion
anterior tenemos que

9:(¥ (1)) = =7 () = g:(7 (1)).

Por otro lado g.(3'(t)) = =7/(t) = g2(¥(t)) = g.(=7(t)) = 7'(t) = =7'(t).
Lo cual es una contradiccion. O

Lema 3.11. §i 7 es el levantamiento a M de un rayo vy entonces para toda
transformacion de cubierta g tenemos

b5(97(a)) <a, a€|0,00). (3.11)

Demostracion. Observemos que 7 es un rayo en M, de modo que estd bien
definida la funcién de Busemann b5. Sea x € M, luego para toda g € Ty
R € [0,00) tenemos que dy(g9z,5(R)) > dy(m(z),v(R)). Restamos R de
cada lado de la desigualdad

dy (97, 7(R)) = R > du(w(x),7(R)) — R.
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Tomamos el limite cuando R — oo.

~by(gz) = —b, (m()).

El resultado se sigue al tomar z = J(a), a € [0, 00). O

Teorema 3.12 (Teorema de la doble cubierta). Sea M completa, no
compacta, Ric(M) > 0. Supongamos que eziste un elemento g € m (M) que
no cumple la propiedad de los lazos a infinito a lo largo de un rayo . Entonces
todo elemento h € m(M,~(0)) satisface

ha(3 (1)) = £5(8). (3.12)
Ademds M tiene una cubierta doble que levanta v a una linea.

Demostracién. Sea M la cubierta universal de M. Podemos aplicar la pro-
posicién (3.9) para obtener que v se levanta a 4 en la direccién euclidiana y
ademds ¢.7'(0) = —3'(0). Como el rayo ¥ : [0,00) — M yace completamente
en la direccion euclidiana podemos extenderlo a una linea.

Luego si 7 = m o7 es una linea tenemos que M cumple las condiciones
del teorema de Cheeger-Gromoll y por lo tanto M ~ N"~! x R'. Entonces
M tendria que cumplir la propiedad de los lazos geodésicos a infinito. Esto
contradice nuestras hipdtesis y por lo tanto concluimos que 4 no se proyecta
a una linea.

Supongamos que existe h € m (M) tal que

h«(7(0)) # =7'(0),  h.(¥'(0)) # 7(0).

Luego h cumple la propiedad de los lazos geodésicos a infinito, es decir, para
todo R > 0 existe r > R tal que el segmento n de longitud ¢ con extremos
3(r), h7(r) satisface

™ (0([0,4])) N By) (1) = 0. (3.13)
Como h es una isometria entonces h, € O(n) lo cual implica que
(h™"9)7'(0) = h'(=7'(0)) = —=h.(7(0)) # —7(0).

Por lo tanto h~'g cumple la propiedad de los lazos geodésicos a infinito.
Entonces existe 7 > R tal que el segmento 7 de longitud ¢ con extremos 7(7)
y h™1gy(r) satisface
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7 (2(10.2) N Byoy(R) =0, (3.14)

Notamos que h esté en el grupo de transformaciones de cubierta y por lo tanto
h1n es un segmento con extremos h%(r) y ¢g7(r). Afirmamos que el conjunto

A

T <hﬁ([0, E])) N B,y0)(R) es vacio. Supongamos que py pertenece alli, entonces

m(h™ 77 (py)) estd en el conjunto del lado izquierdo de (3.14) lo cual es una
contradiccién.

Consideremos una curva § : [0, + £ + 2|r — #|] — M con extremos 7(r)
y g7(r). Esta curva § se construye de la siguiente forma: Primero recorre n
de 4(r) a hy(r), entonces sigue a lo largo de hy desde h¥(r) hasta h¥(7).
Posteriormente contintia a lo largo de hn) empezando por h¥(7) hasta llegar
a g7(7). Finalmente en g7 va de g(7) a gy(r).

g7(r) g7 (7)
® - —>>
g7
hi
y ST WEG) i
n
— >
5(r) 7

Entonces la curva s(t) := 7(5(t)) no interseca a B, ) (R) y es homotdpica
a cualquier lazo basado en v(0) que representa a g. Esto es una contradiccién
y por lo tanto se sigue (3.12).

Ahora s6lo falta construir la cubierta doble. Para esto definimos:

H = {h € m1(M,~(0))|h.(7(0)) = ¥'(0)}.

Observamos que H es un subgrupo normal de 71 (M, v(0)) que ademds cumple
m(M,7(0))/H = {[e],[g]}. Por lo tanto existe una cubierta doble M :=
M/H de M. Sea 7y : M — M la identificacién. Probaremos que 7 () es
una linea.
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Supongamos que existe s > 0 tal que dy(7g(7)(—s), ma(7)(s)) < 2s.
Entonces existe h € H tal que dy;(hy(—s),7(s)) < 2s. Definimos (7,y) :=
h7(0). Por el lema (3.11) tenemos que

b5((7,9)) < b5(7(0)). (3.15)
Recordemos que M ~ N x RF y 7 yace en una direccion euclidiana, es decir,
7)== (2(0), y(t)) = (x(0),y'(0)t + y(0)).
Cuando definimos funciones de Busemann asociadas a un rayo pudimos
observar en los ejemplos (2.10) y (2.11) que b5 (z,y) = b5(x(0), ). Luego para
v € RF

b5(((0), y(0) + v)) = b5((x(0), y(0))) + (v, ¥'(0))me

Tomamos v := 3 — y(0) y aplicamos (3.15) para obtener

(U = y(0),4'(0)rs = b5(((0),7)) — b5(((0),y(0)))
= b5((7,9)) = b5((x(0), %(0))) < 0.

)
Como h € H, h,5'(0) = 4'(0) con lo cual hy(t) = (z,y'(0)t + ). Entonces,
)

dyr (R(3)(=5),7(s))* > dge(y'(0)(—s) + 7, 4'(0) + y(0)
=| = 2sy/(0) + 5 — y(0)|?
= (—2sy'(0) + ¥ — y(0), —25y'(0) + 7 — y(0))gs
= 45°|y (0)* — 4s(g — y(0),4'(0))rx + |7 — y(0)[
> 4s%|y' (0) [,

2

lo cual es una contradiccién y por lo tanto se sigue que w5 (%) es una linea. [

Ejemplo 3.13. En el ejemplo (3.6) vimos que la banda de Mdbius M no
cumple la propiedad de los lazos a infinito. El teorema anterior nos dice
que entonces existe una cubierta doble que levanta al rayo a una linea. Esta
cubierta es el cilindro S' x R como se muestra en la siguiente figura:

3.3. El teorema del alma

En esta seccion probamos el resultado principal de la tesis, una extension
del teorema del alma de Cheeger-Gromoll [15] a una clase de variedades con
curvatura de Ricci no negativa.
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Teorema 3.14 (Teorema del alma). Si M es completa, no compacta con
Ric(M) > 0 y eziste un elemento g € m (M) que no tiene la propiedad de los
lazos a infinito a lo largo de un rayo ~y. Entonces la funcion de Busemann b,
asociada al rayo tiene un minimo

—8y = gél]\r/} by(z),
y M es un haz normal plano sobre b ' (—s.).
Si g € m (M) no satisface la propiedad de los lazos geodésicos a infinito
a lo largo de cualquier rayo vy, entonces M es un haz normal plano sobre un
alma compacta y totalmente geodésica S con

S = ﬂ (b;l(—sw)) )

o

Demostracion. Sean vy unrayoy g € m1(M,~(0)) que no cumple la propiedad
de los lazos a infinito a lo largo de . Observamos que puede suceder que para
s >0 :[—s,00] = M siga siendo un rayo. Sea s, > 0 tal que para toda
s> 8,7 :[—s,00) = M deja de ser un rayo.

Recordemos que por el teorema de la linea (3.7) el levantamiento de y debe
ser una linea, por el teorema de escision de Cheeger-Gromoll (2.14) tenemos
ademés que M ~ N" % x R*, donde N"* no tiene lineas. La proposicién
(3.9) nos dice que §(t) = (2o, y(t)). Tenemos entonces que

b5 (—sy) = N"F x b, (=s,) C M (3.16)
Observamos que b, '(—s,) C R* es un hiperplano, entonces by '(-s,) C M
es una hipersuperficie.

Afirmamos que para todo h € m(M,~(0)) manda a bgl(—sv) en si mis-
mo. Por el teorema de la doble cubierta (3.12) sabemos que para todo
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Notamos que entonces (z,w) € by '(—s,) siy sélo si (w —y(—s,),4'(0)) = 0.
s

Supongamos que (zg, wy) € bgl(— +), sea h € m(M,~(0)). Entonces

b:y(h(Zo, w())) = bg,(hZo, hU)())
= <hw0 - ?/(_Sv)a y/(0)> — Sy
= E(wo — h™'y(=5,),4/(0)) — 5,

Lo cual implica que (wo, y'(0)) = (h~ty(—s,),y'(0)). Afirmamos que h(zp, wo)
pertenece a by ' (—s,) si y sélo si (h™'y(—s,) —y(—s,),7'(0)) = 0.

Para probar la necesidad de la afirmacién anterior tomamos (wyg, y'(0)) =
(h1y(—s,),5/(0). Juego como bs((zo, o)) = (wo—y(—s,), #(0)) — 5, = —s,
tenemos 0 = (wo — y(—s,),y'(0)) = (h"'y(=s,) — y(=s,),y'(0)).

Supongamos que (h'y(—s,) — y(—s,),y'(0)) = 0. Esto implica que

(h™y(=s5,),9/(0)) = (y(—s,),4'(0)).

Sabemos que (29, wo) € b5 Y(=s,) = (wo — y(—s,),7y'(0)) = 0.

Lucgo (wn, y'(0)) = (y(~s,)./(0)) = (h~"y(~s,).4/(0)} Entonces (wy -
h~ty(=s,),y'(0)) = 0, por lo tanto bs(h zo,wo)) = —5,.

Asf que basta mostrar que h(j(—s,)) € bs'(—s,). Por el lema (3.11),
como 7 es el levantamiento de un rayo se Slgu que b5 (h(Y(—s,))) < —s,.
Por lo tanto h(5(—s,)) € b7 ((—o0, —s,4]).

Por la definicién de s, tenemos que existen sucesiones {s;}2,, {r;}32, C
R tales que s; — s, 15 — 00, ri + 5 > dy(v(=8:),y(ri)) y i + 8 >
dy;(h7)(—s:),7(r;)). Entonces

s, = lim s; > hm dir(hy(=s:),5(r:)) — 74

i—00

- - }i{& Ty — d]\;[<h;)7<_sz)> 7(711))
= - zlir& ri — d]\}[<h;)7(_s"/)> :)/(Tz))

= by (hA(—s,).
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Por lo tanto h(5(—s,)) € b5 '([=s,,00) ¥ la afirmacién queda demostrada.
Como by '(—s,) es un hiperplano ortogonal a ¢'(0) tenemos que M es un

haz normal plano sobre b;{l(—sv). Luego el grupo de transformaciones de

cubierta I' deja invariante a b;l(—sv), ademas M ~ M /T. Por lo tanto M

es un haz normal plano sobre m(b3"(—s,)).
Para la segunda parte del teorema, tenemos que g cumple g5 (0) =

—3(0). y g5(=5,) = (g0, 5,/ (0) + gy(0)). Como g7(—s,) € b5 '(—s,)
(07 y(=54),4'(0)) = (y(=5),¥'(0)) = (gy(—s5,),4'(0)).
),y (0)) ¥

w2
@
<
i
|
W
£
m
@]
=
=+
o
=
Q
@
n
S
—~
S
|
S
|
<
—~
»
2

Por lo tanto b5(p) + by5(p) = —2s,. Ahora si p = 7(p)

by(p) = lim r — dy(p,(r))

r—00

(r), dy; (9D, 7(r)))}

Tlirgor — min{d ;(

P,y
> méx{bs(7), by ()} = -
Por lo tanto —s., = min,eys by (p).

Para la tltima parte del teorema supongamos que existe un elemento g €
m (M, o) tal que para todo rayo 7 basado en o g no tiene la propiedad de los
lazos a infinito. Entonces para cada rayo M es un haz normal plano sobre la
hipersuperficie totalmente geodésica by 1(—57) correspondiente. Recordemos
que by '(—sy) = N" % x b, (—s,) por lo que N, b5 '(—s,) es una variedad
totalmente geodésica. Luego como y(t) es normal a b, '(—s,) tenemos que

- <ﬂbﬁ1(_57>> X Rlv
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donde I = dim (span{y’'(0)|y es un rayo basado en x}). Como 7 (M, xo) de-
ja invariante a todos los b5 '(—s,) entonces deja invariante a N, bt (—sy).
Por lo tanto M es un haz normal plano sobre un alma S := (1, b (—sy)
totalmente geodésica. Ademéds S debe ser compacta pues en caso contra-
rio existe un rayo o C S. Esto implica que o C b;'(—s,). Lo cual es una
contradiccién. ]

El alma construida en el teorema anterior coincide con la de Cheeger-
Gromoll para el caso de curvatura seccional no negativa. También notamos
que gracias al teorema (3.8) las variedades construidas por Gromoll-Meyer
[17] y Shen-Sormani [12] cumplen la propiedad de los lazos a infinito.

Notamos ademas que puede darse el caso de que una variedad M cumpla
la propiedad de los lazos a infinito y tenga un alma S. Consideremos por
ejemplo el paraboloide (1.27) y el cilindro (3.13) , las almas son (0,0,0) y S!
respectivamente.






Capitulo 4

Consecuencias topoldgicas

En este capitulo obtenemos resultados topoldgicos locales acerca del gru-
po fundamental de una variedad con curvatura de Ricci no negativa. Estos
resultados son extensiones parciales de teoremas obtenidos por Frankel [3],
Lawson [5] y Schoen-Yau [16]. Usaremos la teoria desarrollada en el capitulo
3 en lugar de utilizar funciones armoénicas y método de segunda variacién de
longitud de Synge que aparecen en los articulos mencionados.

Teorema 4.1. St M tiene la propiedad de los lazos a infinito, K C M es
un compacto y yo es un punto en una componente no acotada U C M — K,
entonces la inclusion

i1 (U, yo) = m (M, yo)

es sobreyectiva.

Demostracion. Como U C M no es acotada existen Ry € R y v rayo basado
en yo tales que y(r) € U para toda r > Ry. Dado g € m(M,y,), como M
cumple la propiedad de los lazos a infinito existe C' lazo en M — K homotépico
alo largo de v a un representante C' de g. Al ser U conexo tenemos que C' C U.

Podemos unir, mediante una curva o, a yy con un punto en ~ que esté en
U. De esta forma obtenemos un lazo n C U basado en y,. Esto implica que

] € 71 (U,y0) v i.([n]) = g O

Lema 4.2 (Munkres [7]). Sean W = X UY donde X y Y son abiertos tales
que XNY = AU B con A y B son abiertos disjuntos. Si existen dos curvas
que unen a € A con b € B una contenida en X y la otra en Y entonces

m(W,a) # {e}.

61



62 CAPITULO 4. CONSECUENCIAS TOPOLOGICAS

Teorema 4.3. Supongamos que M cumple la propiedad de los lazos a infinito
a lo largo de un rayo . Sea D C M wuna region precompacta con frontera
suave que contiene a un punto y(ty), sea S una componente conexa de D
que contiene un punto y(t1) donde t; > to. Entonces la inclusion

i 2 (S, v(t1)) = m(cl(D),v(t1))
es sobreyectiva.

Demostracion. Primero observemos que S es suave, cerrada y acotada. Por
la propiedad de Heine-Borel es ademas compacta, por lo tanto existe ry :=
min{inj(z)|x € S}. Podemos considerar entonces la vecindad tubular de S
la cual denotaremos por T'ub,,(S), notamos que esta vecindad es homotépica

as.

Sean U := DU Tub,,(S)y V := (M — D) U Tub,,(S), luego UNV =
Tub,,(S). Observemos que U y cl(D) son homotépicas. Probaremos que i, :
71 (Tuby, (S),v(t1)) = m (U, v(t1)) es sobreyectiva.

Sea ty := sup{t|y(t) € D}, el cual existe pues D es acotado. Sea C; C U
un lazo basado en 7(t;) no contraible. Podemos tomar C; U y([t1,t2]) v es
claro que este lazo es homotodpico a Cf.

Por la propiedad de los lazos a infinito y como ¢l(D) es compacto existe
C3 C M —cl(D) lazo basado en (t3) homotdpico a C a lo largo de v([ta, t3]).
Consideremos 7 : M — M el cubriente universal de M. Definimos U :=
7Y U) y V := 77 (V). Sean 7 el levantamiento de y y g transformacién
cubriente tal que g = [C}].
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Sean C} y Cs los levantamientos que van de (t5) a g(t2) v 7(t3) a g7(ts)

respectivamente. Luego consideremos la homotopia H : [0, 1] X [tg, t3] — M
tal que H<O?t) = &(t)a H(lat) = Q:Y(t)a H(57t2) = Cl(NS)a y~H<S>t3) = CS(S)
Notamos que puede resultar necesario reparametrizar C y C's. Luego tenemos
que HY(U) y H-*(V) son abiertos relativos de [0, 1] X [ta, 3] que ademds
cumplen H-Y (U U V) = [0,1] X [ts, ts].

Buscamos una curva (s(r),t(r)) ¢ H-Y(U NV) tal que (s(0),t(0)) =
(0,t3) v (s(1),t(1)) = (1,t2). Entonces la curva definida como Cy(r) :=
w(H(s(r),t(r))) € U NV es homotdpica a C, basada en y(t3) y con ello
ya habremos probado el resultado. 3

Usaremos el lema (4.2). Tomamos W := [0,1] X [t2,t3], X = H Y(U)

y Y := H}(V.) Sea A una componente conexa de X N'Y que contiene a
a := (0,t3) y B la componente que contiene a b = (1,%;). Afirmamos que
A=B8B.

Supongamos que A # B. Entonces AN B = (), de lo contrario podriamos
unir a con b lo cual implica que A = B. Es claro que la curva (s,t3) C X.
Recordemos que t5 < t1, por lo que la curva que recorre los otros tres lados
del cuadrado estd en Y. Por el lema tenemos entonces que my,, # {e}. Pero
esto es una contradiccién y por lo tanto podemos construir la curva Cy. [

Corolario 4.4. Sea M que cumple la propiedad de los lazos a infinito. Si
0D es simplemente conexa entonces w1 (D) es trivial.

Demostracion. Sea «y un rayo tal que v(ty) € D y para t; > to y(t1) € OD.
Por el teorema anterior tenemos que 7 (cl(D),y(t1)) = {e}. Como D C ¢l(D)
el resultado es inmediato. [

Corolario 4.5. Si M tiene Ric(M) > 0 y 0D es simplemente conexa en-
tonces w1 (D) sdlo contiene elementos de orden 2.
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Demostracidén. Por el corolario (3.10) tenemos que dado g € m;(D) g o g*
cumplen con la propiedad de los lazos geodésicos a infinito. Luego para un
rayo v tal que v(ty) € D y para t; > ty y(t1) € ID consideremos i, :
7T1(8D7 V(tl)) — WI(CZ(D)a ’7(2&1))'

Como 0D es simplemente conexo entonces m (9D, (t1)) = {e}, en el
teorema (4.3) mostramos que entonces g = i,(e) o g*> = i.(e). Por lo tanto
m(cl(D),~(t1)) solamente tiene elementos de orden 2. O

Teorema 4.6. Sea M completa, no compacta con Ric(M) > 0. Sea D C M
precompacto, D suave, v rayo tal que v(0) € D y S una componente conexa
de 0D con ~y(t1) € S. Entonces la imagen de

iv (S, 7(t1)) = mi(cl(D),v(t)),

denotada por N es tal que m(cl(D),~(t1))/N tiene a lo mds dos elementos.
De hecho, contiene un elemento salvo que M se escinda o sea un haz
normal sobre un alma totalmente geodésica.

Demostracion. Si M cumple la propiedad de los lazos a infinito, por el teo-
rema (4.3) tenemos que N = m(cl(D),~(t1)). Por lo tanto tenemos que
m(cl(D), ¥(t1))/N = {e}.

Supongamos que M no cumple la propiedad de los lazos a infinito, por
el teorema de la doble cubierta (3.12), 7 : M — M se escinde a lo largo de
el levantamiento 7 del rayo v, de donde se sigue que M cumple la propiedad
de los lazos a infinito.

Ahora, si 771 (cl(D)) es disconexa entonces esto nos dice que cl(D) C U,
con U vecindad cubierta parejamente. Por lo tanto ¢l(D) es homeomorfa a
alguna de las componentes conexas de su levantamiento. Denotémosla por
cl(D). Tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

m(S,3(th)) —2— m(c(D),7(t))

ml ml (4.1)

m(9,7(t)) —— m(c(D),v(t))

Por el teorema (4.3) sabemos que j. es sobreyectiva, como las flechas
verticales son inducidas por homeomorfismos entonces son isomorfismos de
grupos. Por lo tanto 7, es sobreyectiva.

Supongamos ahora que 7~ *(cl(D)) es conexa, entonces

7T’7r—1(cl(D)) : 7T71<CZ(D)) — CZ(D)
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es un cubriente doble. Luego el indice de este subgrupo

[m1(cl(D), (1)) : mu(ma(m™ (cl(D)), 3(t1))] = 2.

Por lo tanto existe un elemento g € m (cl(D),~(t1)) para el cual todo re-
presentante se levanta a una curva que no es cerrada. Probaremos que en
este caso el cociente 7 (cl(D),~(t1))/N tiene dos elementos. Para ello basta
mostrar que para todo h € m(cl(D),v(t1)) existe h e m(S,~(t1)) tal que

A~

i+(h) = h 6i.(h) = gh. Tenemos un diagrama conmutativo similar al anterior

m(m(S), A(h)) L m(r N (el(D)), A(1))

ml ml (4.2)
m(S,y(t)  —=  m(c(D),y(t))

Notemos que como 7~ 1(cl(D)) es un cubriente entonces el homomorfimo
inducido es inyectivo pero al ser un cubriente doble no puede ser sobreyectivo.

Sea h € m(cl(D),~(t1)), st h € mo(m (71 (cl(D)),7(t1))) entonces cual-
quier lazo C basado en 7(t1) tal que [C] = h se levanta a un lazo basado en
Y(t1). Por otro lado, s{ h ¢ . (m (7 (cl(D)),7(t1))) entonces los represen-
tantes de gh si tienen levantamientos a lazos basados en 7(t;). Denotemos
por C' al levantamiento correspondiente a cada caso.

Como la cubierta doble cumple la propiedad de los lazos a infinito, por
el teorema (4.3) existe h € 7y (7~ 1(S),5(t)) tal que [C] = j.(h). Definimos
h := m.(h), con lo cual h € m(S,¥(t1)) y por lo tanto i,(h)[x o C] = h
6 gh. ]






Apéndice A

Cubrientes y el grupo
fundamental

En este apéndice reunimos las herramientas de cubrientes riemannianos
y del grupo fundamental que usamos en la segunda mitad de este trabajo.

A.1. Cubrientes

Definicién A.1. Sean M, M son variedades topologicas conexas, decimos
que una funcién continua ¥ : M — M es un cubriente si todo p € M tiene
un abierto conexo U C M tal que v manda a cada componente conexa de
Y=Y (U) de manera homeomorfa en U.

Sea 1) : M — M un cubriente y p un punto en M. Sea w : [0,1] — M una
curva continua tal que w(0) = p, entonces para cada p € 1~ (p) existe un
tinico levantamiento @& : [0,1] — M continuo tal que @(0) = py 1o & = w.
A esta propiedad le llamamos levantamiento de curvas.

Proposicion A.Z. Sean 1y : Ml — M y 1y : Mz — M son cubrientes.

St My — M es sobreyectiva y ¢y o @ = 1. Entonces ¢ también es un
cubriente.

Demostracién. Sean p € M, y p = ¥1(p). Como 11,1y son cubrientes, en-
tonces hay un abierto conexo U de p en el que ambas son homeomorfis-
mos. En particular ¢, (U) = Ujes Ui v tilg, = U; — U es un homeo-

morfismo. Sea U := Ujo tal que p € Ujo. Para 1, tenemos ademas que
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V' (U) = Uier U!. Para cada j € J definimos Ji={iel: (U c U;}.
Entonces J; # () pues cada UZ’ es conexo y ¢ es sobreyectiva. Por lo tanto

tenemos que ¢~ (U;) = Uie% U y en particular ¢~ '(U) = Uie% U!. Como

)

para cada i € J; el siguiente diagrama es conmutativo

‘P‘ﬁl(

_
U

para toda j y como ¢1|0j,¢2|[~]; son homeomorfismos, tenemos que ¢l :

U; U;
®2| 7;

UZ’ — Uj es un homeomorfismo. Por lo tanto ¢ es un cubriente. O

Definicién A.3. Si M, M son variedades diferenciables conexas, entonces
¥ M — M es un cubriente diferenciable si 1) es un cubriente Yy 1 es una
funcién diferenciable de rango mdzimo en todo M.

Si M, M son variedades riemannianas conezas entonces v : M — M es
un cubriente riemanniano si 1 es diferenciable e isometria local de M en M.

Proposicién A.4. Si ¢ : M — M es un cubriente riemanniano entonces
M es completa si y solo si M es completa.

Demostracion. Si M es completa, seay : I — M geodésica en M con dominio
maximal I tal que 0 € I. Sean p € M, £ € T;M tales que 1 (p) = (0),
dybé = ~'(0). Entonces 9 (ié(t)) = (t) para todo t € I, donde 7; es la
geodésica con condiciones iniciales Y¢(0) = p y :yé(()) = ¢.

Pero 7 estd definida para todo valor del parametro, entonces I = R y por
lo tanto M es completa.

Supongamos ahora que M es completa y 7 : I — M es geodésica con I
intervalo maximal. Entonces v(t) := ¢ (3(t)) es una geodésica en M. Como
M es completa podemos extender a v y por la unicidad del levantamiento
tenemos que 7 estd definida para todo ¢t € R. O

Lema A.5 (Myers, Steenrod). Sea M una variedad riemanniana y ¢ :
M — M una funcién sobreyectiva (no necesariamente continua) tal que
dy(9(p), d(q)) = du(p, q) para toda p, ¢ € M. Entonces ¢ es una isometria,
es decir, ¢ es un difeomorfismo que preserva la métrica riemanniana.
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Demostracion. Supongamos que ¢(p) = ¢(q) entonces 0 = dp(d(p), p(q)) =
dy(p,q) asi que p = ¢. Es claro que para toda r > 0 ¢ (B,(p)) = B,.(¢(p)).
Por lo tanto ¢ es un homeomorfismo.

Seap € M y B,(p) tal que para toda q € B,(p) existe una unica geodésica
con extremos p y ¢. Sea ¢ un punto en esta bola y v la geodésica que lo une
con p. Entonces para toda t € I.

dy(p,q) = dae(p,¥(t)) + dar(y(1), q).

Luego tenemos

du (9(p), #(q)) = dar(¢(p), d(7(1))) + dar(¢(7(1)), $(q))-

Por lo tanto ¢ o 7 es una geodésica y ¢ manda geodésicas en geodésicas.

Fijamos U C T,M y V C T,M vecindades que contengan al origen y
tales que la exponencial las manda de manera difeomorfa en B, (p) v B,(q)
respectivamente. Ahora podemos definir una funcién gzNS U — V,siu e U sea
Yu con 7. (0) = u asi que ¢(u) := (¢ 07,) (0). De hecho podemos extender
esta funcién a ¢ : T,M — T, M.

Como 7, tiene velocidad constante [u| = | (¢ 07,)" (0)] entonces ¢ preser-
va la norma y ademés ¢(0) = 0. Veremos ahora que ¢ es una isometria. Sean
¢,m € T,M, e, , geodésicas basadas en p. Tomamos £ := b(€), 7. = ¢(n) con

geodesmas Ve ¥ Vi Entonces dar(ve(t), 1 (1) = dar(ve(t), vi(t )) para todo t.
Asi

|ty ar(empy(t€), expy(tn) _ | darleapy(t€), expy(t7) _ € =l
=0 tg — | =0 tlg = € =l

Como T,M y T,M son espacios vectoriales normados entonces ¢ es li-
neal. Entonces ¢ es suave y v € T,M |v| = |d,¢(v)|. Por la identidad de
polarizacion tenemos que se preserva el producto interior. O

Definicién A.6. Sea M una variedad topologica, I' un grupo de homeomor-
fismos de M. Diremos que I' actia de manera propia y discontinua en M
st dado p € M existe una vecindad U de p tal que la coleccion de conjuntos
abiertos {o(U) : ¢ € I'} son disjuntos dos a dos.

En particular tenemos que si ¢ # idy entonces p(p) # p para todo
p € M. Por lo tanto la accién es libre en M.
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Definicién A.7. Sea v : M — M cubriente. Decimos que un homeomorfis-
mo ¢ : M — M es una transformacion de cubierta si o = 1. El conjunto
de transformaciones de cubierta forma un grupo bajo la composicion. FEste
grupo actia de manera propia y discontinua en M.

Ahora, dado M y I' que actia de manera propia y discontinua en M,
consideremos M /T el espacio de érbitas de I'. Entonces si m: M — M/T es
la proyeccion, le damos a M /T la topologia cociente. Se sigue que 7 es un
cubriente con grupo de transformaciones de cubierta I.

Supongamos [' actia de manera propia y discontinua en una variedad
diferenciable M. Si cada ¢ € I' es un difeomorfismo, entonces M /T tiene una
estructura natural de variedad diferenciable y w : M — M/~ es un cubriente
diferenciable. Mas aun, el grupo I'y, = {¢, : TM — TM} actia de manera
propia y discontinua en T'M y TM /T, es difeomorfo a T'(M/T).

Si ademés M es una variedad riemanniana y I' es un grupo de isometrias
de M, entonces M/T" tiene una métrica riemanniana natural y 7 es un cu-
briente riemanniano.

A.2. FEl grupo fundamental

Definicién A.8. Sea M una variedad topologica. Dos curvas continuas wy :
l[a,b] — M, wy : [a,b] — M con los mismos extremos son homotdpicas si
existe una funcion continua H : [a,b] x [0,1] — M tal que:

» H(t,0) = wy(t), para todo t € [a, b
» H(t,1) = wy(t), para todo t € [a,b]

» H(a,s) =wo(a) =wi(a), H(b,s) = wy(b) = wi(b), para todo s € [0, 1].

Observamos que la relacién “ser homotdpico a” es de equivalencia. Pode-
mos ademds definir una estructura de grupo como sigue: si w, v : [0,1] — M
son dos curvas que satisfacen w(1) = (0) su producto w U~y se define como:

| w(2t) 0<t<1/2
w =
TPV het-1) 12<t<1

La multiplicacién puede definirse en las clases de homotopia.
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Definicién A.9 (Grupo fundamental). Sea p € M, sea m (M, p) el con-
gunto de clases de homotopia de lazos basados en p. Si equipamos a este
conjunto con la multiplicacion definida anteriormente entonces resulta ser
un grupo. Le llamaremos grupo fundamental de M basado en p.

Definicién A.10. Diremos que una variedad M es simplemente conexa si
su grupo fundamental contiene un solo elemento.

Lema A.11 (Levantamiento de homotopias). Sea 1) : M — M cubrien-
te. Dada una homotopia H : [0,1] x [0,1] — M con p = H(0,s) para todo
s€[0,1] yp € " (p) entonces existe una tinica H : [0,1] x 0,1] — M tal que
p=H(0,s) para todo s € [0,1], y o H = H. En particular H(1,0) = H(1, s)
para todo s € [0, 1].

Demostracion. Como [0, 1] es compacto entonces podemos tomar una parti-

cibn 0 =ty < t; < --- <t, =1 tal que laimagen de Q;; := [t;—1, ;] X [tj_1, ;]
bajo H esta contemda en un abierto Uj; en el que ¢ es un homeomorﬁsmo
Denotamos por Uzy = ¢ Y(Uj;;) y definimos H Hy + Qi — como

H(t,s) ==~ H(t, s). Veamos ahora cémo elegir los UZ]

Fijamos p € v~ (p) y tomamos Ui; como la tnica preimagen de U;; que
contiene a p. Entonces H(O 0) p. Ahora como HH(QHﬂQm) estd sobre Usy,
existe una unica preimagen Us; que contiene a HH(QH N @21). Asi tenemos
que Hy, y H,, coinciden en Q11 N Qo.

Procedemos de manera anédloga en Usy, ..., U,; para obtener H en Q1 U

- U @1, es decir, tenemos definida la homotopla en la primera fila.

Ahora elegimos U12 en la preimagen de H 11(Q12 N Qa2). Para el siguiente
paso tenemos dos opciones para Ugg, la que contiene a ﬁlg(ng N Q) 0
la que contiene a H (Q21 N Q22). Sin embargo, no hay problema pues las
dos preimdgenes contienen al punto 1:112(151, t) = ]:.fgl(tl,tl) y por lo tanto
coinciden.

Luego tenemos que ﬁlz = ]:122 y 1':]21 = ]:[22 en la interseccién de sus
dominios. Procedemos de manera similar para el resto de las filas y con esto
tenemos definida H. n

Fijemos p € M y denotemos por €2, al conjunto de todas las curvas
continuas que emanan de p.

Q, ={w:[0,1]] = M :we C’w()=p}
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En este conjunto tomamos la relacion de equivalencia dada por la homo-
topfa de dos curvas que empiezan en p, y tomamos M, := €2,/ ~, el espacio
de las clases de homotopia. Como las curvas homotopicas tienen los mismos
extremos entonces obtenemos una proyeccion natural ¥ : My — M. Luego
podemos darle a My con una topologia tal que resulta ser simplemente co-
nexo y ¥ es un cubriente. A esta ¥ le llamaremos cubriente universal de

M.

Proposicion A.12. Sea W : My — M el cubriente universal. Entonces dado
cualquier cubriente ¢ : M — M existe un cubriente vo : My — M tal que
U =oh. Si M es simplemente conexo entonces Vg es un homeomorfismo.

Demostracion. Sea p € 1)~ (p), para w € Q, tomamos w — &(1) € M, donde
w es el inico levantamiento de w basado en p. Por el lema del levantamiento
de homotopias (A.11) esta funcién estd definida en la clase de homotopias
de w. Entonces podemos extender la funcién a v : My — M. Es claro que
U = ohy. AhorasiGe M,y q := ¥(q), podemos unirlo a p mediante una
curva continua o. Luego levantamos esta curva a su clase de equivalencia bajo
homotopias. De esta forma tenemos que 1)y es sobreyectiva, por la proposicion
(A.2) se sigue que 1y es un cubriente.

Ahora si ademds M es simplemente conexo, podemos ver que Yo es ademas
inyectiva. Entonces ¢, * es un cubriente y con ello ¢ resulta ser un homeo-
morfismo. O

El cubriente universal y el grupo fundamental estéan relacionados median-
te el siguiente resultado.

Teorema A.13. Sea 1) : M — M cubriente universal, fijemos p € M. Sea T
el grupo de transformaciones de cubierta, entonces I es isomorfo a w (M, p).

Demostracion. Sea v € I', luego todas las curvas que unen p con «y(p) son
homotépicas pues m (M) es trivial. Por lo tanto son proyectadas a un sélo
elemento bien definido de (M, p). La funcién es claramente un homomor-
fismo.

Si a € m (M, p) tomamos § € M. Entonces § estd determinado por una
clase de homotopias £ en M que unen p con ¢ := ¥ (§). Definimos ¢, (§) como
el punto en M que corresponde a la clase de homotopia de w U & de curvas
que unen p con ¢, donde w es un representante de «. O
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Definicién A.14 (Dominio fundamental). Sea ¢ : M — M cubriente
con grupo de transformaciones de cubierta I'. Diremos que 2 C M es un
dominio fundamental del cubriente si

Y(Q)NQ =0, paratodo veT
(el (§) = M.

Si ademds T actia de manera transitiva en las fibras ¥~ (p) para cada
p € M, entonces ¥(cl(Q)) = M es equivalente a

J(el() = .

vyel

Cuando tenemos un cubriente riemanniano ¢ : M — M y M es completa,
podemos construir un dominio fundamental de la siguiente manera:

Seanp € My p € v~ !(p), luego D, := M — C,, es el dominio mds grande
en el que exp, es un difeomorfismo. Ademds tenemos que d,1 : TﬁM — T,M
es una isometria lineal, definimos Q := exp; (dyyp~'exp, (D))

Veamos que €2 es un dominio fundamental. Primero notamos que para
todo & € TpM, exp,(dap(€)) = w(exp,y€). Entonces

() = ¢ (expy (dpt~teap,(Dy)))
= exp, (dﬁlp (dpw’1 (expgl(Dp))))
= eap, (exp,'(Dy)) = D,.

Por lo tanto ¥(Q) = ¢l(Q) = ¥(cl(Q)) y ¥(cl(Q)) = M.

Sea G € , luego ¢ = exp; (dyyp~'exp,*(a)), para algin a € D, Siy el
y 7 # id. Supongamos que y(g) € €2, entonces 7(q) = exp; (¥~ exp, ' (b)) .
y como v es de cubierta 1) oy = 1.

Pero esto implica que (§) = ¢, lo cual es una contradiccién pues v no es
la identidad. Por lo tanto €2 es un dominio fundamental.
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