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Introduccion

El calculo variacional se originé hace poco mas de trescientos anos a partir del
problema que plante6 Johann Bernoulli a la comunidad cientifica en 1696 para
encontrar la curva por la cual una particula desciende de un punto a otro en el
menor tiempo posible, sujeto a la gravedad y sin considerar la friccion.

Al problema anterior se le conoce como el problema de la braquistocrona
(la palabra braquistécrona proviene de las palabras griegas brachistos y chronos
que signfican el mds corto y tiempo respectivamente). El problema fue resuelto
por el mismo Johann Bernoulli, por su hermano Jakob, y por Leibniz, L’Hopital
y Newton, entre otros. Poco tiempo después, Euler y Lagrange comenzaron a
desarrollar la teoria para resolver este tipo de problemas, dando origen al calculo
variacional (o cdlculo de variaciones).

El problema bésico del calculo variacional consiste en, dada una funcién
L: [a,b] x R™ x R"” — R llamada el Lagrangiano, minimizar una funcional del
tipo

b
I(x) ::/ L(t, 2(t), &(t))dt

sobre todas las curvas z: [a,b] — R™ que pertenezcan a cierto espacio de fun-
ciones y tengan sus puntos inicial y final fijos.

Euler y Lagrange mostraron que una condicién necesaria para que una curva
x sea un minimo consiste en satisfacer la ecuacién que lleva sus nombres, la

ecuacién de Euler-Lagrange:
d(ory or_
dt \ 0% or

Esta condicién es analoga a la condicién de que en el punto donde se alcanza un
minimo de una funcién f: R™ — R diferenciable se necesita cumplir que su pri-
mera derivada se anule en ese punto (f’(z) = 0). El siguiente paso es encontrar
la condicién andloga a la condicién de que la segunda derivada sea no negativa.
Varias personas dieron respuesta a este problema como lo fueron Weierstrass,
Jacobi, entre otros; proporcionaron condiciones necesarias y suficientes (las cua-
les llevan sus nombres) para que un extremo (es decir una curva que satisfaga
las ecuaciones de Euler-Lagrange) sea un minimo para problemas con ciertas
condiciones.



Desde los primeros resultados de Euler y Lagrange hasta nuestros dias se han
investigado condiciones necesarias y suficientes para determinar cuando una cur-
va x es un minimo para I de acuerdo con diferentes condiciones impuestas a
x, las cuales incluyen, por ejemplo, que sea continuamente diferenciable o abso-
lutamente continua y que satisfaga ciertas restricciones de tipo isoperimétrico
o mixtas (impuestas sobre la curva y su derivada) en forma de igualdades y/o
desigualdades.

Por otra parte, en la teoria de control éptimo, nuestro funcional I no depende
directamente de la derivada & sino de una funcién u (que puede ser continua a
trozos) por lo que el funcional ahora toma la forma

b
I(z,u) = / L(t, 2(t), u(t))dt
en presencia de ciertas dinamicas del tipo

a(t) = f(t, (1), u(t))-

También se pueden introducir restricciones como las de cédlculo variacional solo
que ahora dependeran de u. Pontryagin, en colaboracién con otros investiga-
dores, publicé en 1962 el libro titulado The Mathematical Theory of Optimal
Processes en el que se derivan condiciones de primer orden para ciertos proble-
mas bastante generales de control éptimo en términos de un principio mdximo.

El concepto de aumentabilidad se ha utilizado, en particular, al estudiar
problemas de optimizacién de funciones f: R™ — R sujetas a restricciones en
forma de igualdades g;(x) = 0 y desigualdades g;(x) < 0. Las condiciones
cldsicas necesarias (suponiendo una condicién de normalidad) y suficientes para
este tipo de problemas se expresan generalmente en términos de multiplicadores
de Lagrange. El proposito de la teoria de aumentabilidad consiste en transformar
este problema en uno nuevo sin restricciones a través del cual se puedan derivar
las condiciones necesarias sin la hipdtesis de normalidad. Para este propdsito,
en particular, es que se introducen las llamadas funciones penalizadoras.

Para problemas en espacios de dimensién infinita, como los problemas de
calculo de variaciones y control éptimo mencionados anteriormente, es posible
generalizar el concepto de aumentabilidad de manera que las condiciones ob-
tenidas para problemas con restricciones sean consecuencia de las condiciones
conocidas para problemas sin restricciones. En este trabajo estudiaremos con
detalle este aspecto de la teoria para problemas de calculo variacional cuando
las restricciones estdn expresadas en forma de igualdades

gbi(t,x,i:):o, i:l,...,m.

En el primer capitulo se hard un breve resumen de la teoria para el caso de
dimension finita. Veremos las condiciones que debe satisfacer un punto zy en
R™ que minimiza una funcién f: R™ — R dada sujeta a restricciones del tipo
g(x) = 0. Por medio del concepto de aumentabilidad veremos cémo es posible
obtener dichas condiciones a través de un problema asociado sin restricciones



(ver [9] y referencias incluidas). Es importante mencionar que esta teorfa es
la base de métodos de multiplicadores desarrollados inicialmente por Hestenes
[9] para resolver numéricamente problemas de optimizacién con restricciones
(ver [1-4, 12] para una idea de posibles aplicaciones de dichos métodos). Una
generalizacién ampliamente conocida en la literatura se debié a Rockafellar [14]
para el caso de andlisis convexo.

En el siguiente capitulo se desarrollara la teoria basica de cdlculo de va-
riaciones la cual abarca las ecuaciones de Euler-Lagrange y las condiciones de
Legendre, Weierstrass y Jacobi. Daremos algunos ejemplos donde se puede ver
la importancia del cdlculo variacional en problemas reales. En el tercer capitulo
daremos condiciones de suficiencia en calculo de variaciones mediante la intro-
duccion de campos de Mayer. En el cuarto capitulo estudiaremos problemas va-
riacionales que involucran restricciones en forma de igualdades. Como corolario
del principio méximo en control éptimo obtendremos las condiciones necesarias
cldsicas para problemas con restricciones del calculo variacional.

En el ultimo capitulo se introducirda una definicién de aumentabilidad para
el problema de Lagrange con restricciones en forma de igualdades. Dicha defini-
cién se basa en aumentar el Lagrangiano a través de funciones de penalizacion
que permiten generalizar los resultados de dimenisién finita de manera que las
condiciones necesarias cldsicas (que requieren la hipétesis de normalidad) se
puedan obtener como consecuencia de ese tipo de aumentabilidad (prescindien-
do de dicha hipétesis). Por otro lado, para minimos locales fuertes o débiles,
probaremos que las condiciones suficientes clasicas implican el tipo de aumen-
tabilidad correspondiente. Este resultado es crucial en la teoria ya que, ademés
de justificar ampliamente la bisqueda de una solucién al problema aumentable
sin restricciones, permite desarrollar una nueva demostracién de suficiencia con
posibles generalizaciones a problemas de control éptimo.






Capitulo 1

Aumentabilidad en
dimension finita

1.1. Recordatorio

Para generar interés en el lector y le sea comprensible el concepto de aumenta-
bilidad en céalculo de variaciones se desarrollara, antes que nada, el concepto de
aumentabilidad en dimensién finita, es decir, nuestras funciones a minimizar son
de la forma f: R™ — R. Se podran observar las ideas principales en las que se
sustenta esta teoria para después tratar de generalizarlas al caso de dimension
infinita.

Como nuestro interés es optimizar funcionales, recordaremos el teorema que
establece condiciones necesarias y suficientes para encontrar minimos locales
para una funcién f: U C R® — R.

Teorema 1.1.1. Sea U C R™ abierto y f: U — R de clase C%. Si f alcanza
un minimo local en xo € U entonces f'(xo) =0 y f"(xo) > 0. Inversamente, si
xzo € U es tal que f'(zo) =0 y f""(z0) > 0 entonces existen § y m tales que si
l — ol < & entonces f(x) > f(zo) +mlla — xol*.

Ahora generalicemos este problema. Queremos que = € U satisfaga restric-
ciones del tipo

gi(x) =0, (xeR™ i=1,...,m<n) (1.1.1)

con g;: R® — R. Supondremos que f, g; son de clase C?. Condiciones necesarias
de primer y segundo orden para este problema se pueden enunciar de la siguiente
manera.

Teorema 1.1.2. (Multiplicadores de Lagrange) Supongamos que f alcanza un
minimo local en xo € U bajo las restricciones



Y que xo es normal, es decir, la matriz

9gi()
axj
evaluada en xg tiene rango m. Entonces existe un unico X = (A1,..., Apy) € R™
tal que para

Fz) = f(z) + (A g(@))

se satisface VF(xo) = 0. Ademds, F"(xzo;h) > 0 para toda h € R™ tal que
gi(zo; h) = 0.

Nota 1. (,-) representa el producto interior euclideo y ¢'(x;h) la derivada
direccional de x en la direccion del vector h, es decir, g'(x;h) = (Vg(z), h).

Para facilitar la escritura se introducirdn los siguientes conjuntos.
Definicién 1.1.3.
S:={zeR"|gi(x)=0, i=1,...,m},
Ry(zg) :={h € R" | gi(zo;h) =0, i =1,...,m},
L) :={zo € S| F'(z0) =0y F"(x9;h) >0 Vh € Rs()}

Diremos que un punto xg satisface la regla de multiplicadores de Lagrange si
pertenece al conjunto L()\).

1.2. Aumentabilidad en dimension finita

Ahora que tenemos una condicién necesaria para minimos cuando el problema
estd sujeto a resctricciones, introduciremos el concepto de aumentabilidad. La
idea es sumar una funcién no negativa a la funcién F' de tal manera que para
los elementos de S la funcién se anule. El propdsito de esto es que si tenemos
un minimo en zy para la nueva funcién entonces tendremos un minimo para f
tal que satisface las restricciones g;(z) = 0.

Definicién 1.2.1. Sean A € R" y o0 € RT \ {0}. Definimos
H(z) := f(z) + (A g(x)) + 0G(x)
donde .
Gla) = ;;gﬁx»
A la funcidn H le llamaremos funcién aumentada con respecto a (A, o).

Definicién 1.2.2. Diremos que para el par (A, o) € R™ x R\ {0}, el problema
es aumentable en xg si xg € S y la funcion H alcanza un minimo local en xg.



Notemos que H(x) = f(x) para x € S. Por lo tanto si el problema es
aumentable en xg entonces xy minimiza localmente a f en S. Veamos que si el
problema es aumentable entonces se satisface el teorema de multiplicadores de
Lagrange.

Teorema 1.2.3. Si A(\,0) es el conjunto de xog € S tal que nuestro problema
es aumentable en xo con respecto a (X, o) entonces AN, o) C L(\).

Demostracion. Sea xg € A(\, o). Notemos que
H(z) = F(z) + 0G(x).
Como zy minimiza localmente a H, se sigue del Teorema 1.1.1 que
H'(zo) =0 y H"(z0) > 0.
Como G es no negativa y G(z9) = 0, £¢p minimiza a G. Por el Teorema 1.1.1,
G'(xp) = 0, concluimos que
0= H'(z9) = F'(0) + 0G'(x0) = F'(20),
0< H"(x9) = F"(x0) + cG" (x0)

de manera que F"(zg;h) > 0 siempre que G”(zo; h) = 0. Ahora, como

m

G"(wo;h) =Y gilxo: h)*,

1
tenemos que F”(xo;h) > 0 siempre que g;(xo;h) =0 (i = 1,...,m) y por lo
tanto zg € L(\). O

Veamos ahora que las condiciones suficientes cldsicas en términos de multi-
plicadores de Lagrange implican aumentabilidad. La demostracién se basa en el
siguiente resultado (ver [9]).

Teorema 1.2.4. Sean V un cono cerrado y P y Q dos formas cuadrdticas tales
que P(x) > 0 para toda x # 0 en V con Q(x) = 0. Supongamos que Q(x) > 0
en V. Entonces existe oo > 0 tal que P(x) +cQ(x) es positiva para toda o > o
yr#0enV.

Consideremos el conjunto
L'N\):={z0 €S| F'(xz0) =0y F"(xo;h) > 0Vh € Rs(x0), h#0}
cuyos elementos satisfacen la regla de multiplicadores de Lagrange reforzada.

Teorema 1.2.5. Supongamos que xg € L'()\) para alguna A € R™. Entonces
existen constantes positivas oo, T y una vecindad Ny de xg tales que, para toda
x € Ny,

H(z) > H(zo) + 7|z — z0|*> (0 > 00). (1.2.1)

En particular, si x € Ng NS, entonces

f(@) = f(zo) + 7z — 20|



Demostracion. Definamos P(h) = F"(zo;h) y Q(h) = G"(x¢, k). Aplicando el
Teorema 1.2.4 obtenemos que existe oy tal que

F"(zo;h) + 00G" (z0;h) >0 (h #0)
por lo que la funcién H(z) = F(x) + 0oG(z) cumple
VH(.’L‘Q) = VF(%‘Q) + UoVG(l‘Q) = 0,

H'"(zo;h) = F"(z0; h) + 00G" (z0; h) > 0.

Por el Teorema 1.1.1, existen 7 > 0 y una vecindad Ny de xg tal que se cumple
la desigualdad de (1.2.1) para @ € Ny. Como G(x) > 0 sigue cumpliendo esta
desigualdad para o > o se obtiene el resultado. O

Ejemplo 1.2.6. La funcién f: RZ2 = R dada por
flz,y) =2 + 22 +y*

tiene un minimo local estricto en (xo,y0) = (0,0) sujeta a la restriccion
gz, y) =zy—xz=0.

Como Vg(0,0) = (—1,0) # (0,0), el problema es normal en (0,0). Probaremos
ahora que el problema no es aumentable en ese punto. La funcion aumentada es

H(wyio) = o+ 2 +y' + Aoy — o)+ S(ay —y)?
= g? [1—&—%(1;—1)2]+(2—)\)x+)\my+y4.

Si el problema fuera aumentable en (0,0) se sequiria que VH(0,0) = 0 por lo
que A = 2. En ese caso,

H(z,y;0) = 2? [1 + %(y - 1)2] + 2zy + y*.

Podemos suponer que o > 0. Para

1 Yy
2 g
VS 1520 T 14200
se tiene que
1
H(z,y) <y?(y? - <0=H(0,0
@< (- 115 ) (0,0

y se llega a una contradiccion. Por lo tanto el problema no es aumentable en
(0,0).



1.3. Funciones penalizadoras

Veamos algunas propiedades que cumple la funcién cG(z) en H. A 0G(x) se le
conoce como funcién penalizadora.

Supongamos que tenemos funciones F', G continuas en un conjunto compacto
N tales que G(z) > 0en N,

S={zxeN|G(x)=0}
es no vacio y existe un tnico xg € N que minimiza a F en S.

Lema 1.3.1. Sean (oy)nen una sucesion de nimeros y (Tn)nen una sucesion
de puntos en N tales que

lim o, =00, limsup [F(z,)+ 0,G(zn)] < F(x0). (1.3.1)

n—oo n—o00
Entonces lim, oo Tn, = Zg.-

Demostracion. Como G(z) > 0, la relacién (1.3.1) implica que

limsup F(z,) < F(z9), lim G(z,)=0.

n—00 n—00

Por lo tanto cualquier limite Z de una subsucesién convergente de (z,,) satisface
F(z) < F(z0), G(Z) = 0. Ademads por compacidad € N y la unicidad de zg
implica que T = x¢. De lo anterior se deduce que toda subsucesién convergente
de (z,,) converge a xg. Por tltimo, como la sucesién (z,,) estd acotada, esto es
posible solo si g = lim,, s Ty, O

Teorema 1.3.2. Sea x, un punto minimo en N de la funcion aumentada
H(z,0) = F(x) + oG(z).
Entonces
lim z, =z, lim 0G(z,)=0
o—00 o—00
donde xg es el punto minimo de F en S. Ademds si 0 < o0 < G entonces

H(‘Tmo—) < H(xfﬂa) < F(:CO)7

F(z,) < F(z5) < F(z9), G(z,) > G(xsz)>0.

Demostracion. Como G(zg) = 0 y x, minimiza a H(z,0), se tienen las de-
sigualdades

H(zy,0) = F(2s) + 0G(xy) < H(xg,0) = F(x0),

F(z,) < F(xp).
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Supongamos que o < &. Entonces, si T = x5 y £ = z,, se tiene
0< H(z,0) — H(z,0) = F(z) — F(z) + 0|G(Z) — G(z)], (1.3.2)
0< H(x,5) — H(z,5) = F(z) — F(z) + 6[G(z) — G(2)).

Por lo tanto

0< (6 —0)[G(z) - G(z)]

lo cual implica que G(z) > G(z). Usando 1.3.2 obtenemos F(x) < F(Z).
Consideremos por tltimo una sucesién (o, )nen que tienda a +oo y sea ©, =
Z, . Por el Lema 1.3.1 tenemos que

lim z, = lim z,, = %o
n—oo n— oo

lo cual implica que lim,, ;o T, = Zg. O

Corolario 1.3.3. Si existe un niumero og tal que una de las condiciones
F(zs,) = F(zg), G(255)=0

se satisface, entonces x, = xo (00 > 0y), 0 sea, xo minimiza a H(xz,0) en N.

Demostracion. Si F(z,,) = F(xo) entonces, por el Teorema 1.3.2, se tiene
G(z4,) = 0. Si G(z4,) = 0 entonces G(z,) =0 (0 > 09). Como F(z,) < F(xo)
y G(z,) =0 (0 > 09) tenemos que z, = x¢ (¢ > o) por unicidad de zy como
un punto minimo de F en N sujeto a G = 0. O

Corolario 1.3.4. Si xq minimiza localmente a F en N entonces existe oq tal
que xo es un minimo estricto de H(x, o) para toda o > o0g.

Demostracion. Sea Ny vecindad de zg tal que F(x) > F(x) para z € Np. Como
limy_, 00 T5 = X0, existe g tal que z,, € Ny. Por lo tanto F(z,,) = F(x). Por
el Corolario 1.3.3 z, = xg si 0 > 0p. Concluimos que en z( la funcién H(z, o)
alcanza un minimo si o > og. O

1.4. Método numérico de multiplicadores

Ya sabemos como obtener minimos mediante aumentabilidad, lo cual se realizé al

suponer la existencia de multiplicadores de Lagrange, por lo tanto es de nuestro

interés encontrar los multiplicadores A y la constante o de la funcién aumentada.
Sea xg € L()\). Supongamos que la matriz

(%)

evaluada en x( tiene rango maximo.

Nota 2. Recordemos que nuestros multiplicadores de Lagrange los denotamos
POT Aly-y An-
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Definamos
H(LL' Hn,0) = + Z (Nzgz + gz( ))

con = (p1,...,4m) € R™. Para poder presentar el método numérico con el
que se obtiene a \;, o necesitamos del siguiente resultado ([9]).

Lema 1.4.1. Sea M un conjunto acotado de multiplicadores = (i1, - -, fom)-
Si H(x, pu,0) alcanza un minimo en x = x(p, o) entonces

lim z(p,0) =z

T —00
Y
lim (p; +ogi(z(p, 0))) = A
o—00
donde el limite es uniforme para p € M cont=1,...,m.

En la seccién de funciones penalizadoras obtuvimos que si (0,)y es una
sucesién que tiende a infinito entonces podemos encontrar a zg como limite de
la sucesién (z,)y donde en x, la funcién H(x,o,) alcanza un minimo (Lema
1.3.1). Por el Lema 1.4.1 tenemos que

A= lim o,9(z,)
n—oo
Mediante este método, conocido como el método de funciones penalizadoras,
encontramos los multiplicadores de Lagrange y el punto xy donde se alcanza
el minimo. Sin embargo dicho procedimiento presenta dificultades numéricas
cuando los multiplicadores son de magnitud grande; a continuacién mostraremos
un algoritmo més eficiente (Para su demostracién véase [9]).

Teorema 1.4.2. Sea (n,)y tal que 0 < ng < n;. Dado pg eziste og tal que para
Ty Y Un Seleccionados de la siguiente manera:

Xy, minimiza o H(x, in—1,00 + Nn—1) en N

y
fin = ftn—1 + Nn-19(Tn)
entonces
lim z, = xg, lim p, = A
n—oo n—o0

Ademds existe ng y «, 5,7 > 0 tales que para n > ng tenemos

llg(@a)ll
L+ amy

[2n —xoll < Bllgl@n)ll,  llpn = Al < Allgzn)]-

l9(znt2)ll <
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Capitulo 2

Calculo variacional

2.1. Planteamiento del problema

Antes de introducir el concepto de aumentabilidad en el calculo variacional es in-
dispensable conocer como encontrar minimos, por lo que necesitamos establecer
condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer.

Primero necesitamos introducir los objetos con los que estaremos trabajando.

Sean T := [a,b] un intervalo cerrado en R, £1,& € R, A C T x R" x R
un conjunto abierto y L: T x R® x R* — R un funcional de clase C?. A L
comunmente se le llama Lagrangiano.

Una funcién u es continua a trozos en un intervalo [a,b] si este se puede
dividir en un nimero finito de subintervalos [t;, t;+1], ¢ = 1,...,n tales que t; =
a, tpy1 = b, la funcién u es continua en (¢;,¢;11) y existen los limites derechos
e izquierdos en cada subintervalo que se denominarén respectivamente u(t; + 0)
y u(t; —0).

Definamos a X como el conjunto de funciones x: T" — R™ que poseen deri-
vada continua a trozos. Este conjunto es un espacio vectorial el cual se denota
cominmente como PWC?!.

Definicién 2.1.1.
X(A):={xe X |(tz(),z(t) e A, teT}
Xe(A) :=={z € X(A) | z(a) = &, z(b) = &}

A los elementos de X(A) les llamaremos trayectorias y a los de X (A) trayec-
torias admisibles.

Definicién 2.1.2. Sea I: X — R definido por

b
I(z) = / L(t, (), &(t))dt.

A este funcional I(x) se le conoce como el funcional accion.
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Nuestro problema es encontrar zy € X.(A) tal que minimice a I en X.(A).

Definicién 2.1.3. Diremos que una trayectoria xg es solucion de nuestro pro-
blema si pertenece a

S(A) := {wo € Xo(A) | I(zo) < I(z), Yo € Xo(A)}.

Los minimos los clasificaremos en dos categorias, para esto consideraremos las
siguientes normas en X:

l|z]|o := sup{|x(t)| : t € T},

)l == llzllo + ll#[lo-

Diremos que xg € X.(A) es un minimo fuerte si es un minimo local de I en

Xe(A) con respecto a la norma || - |lo, y es un minimo débil si es un minimo
local de I con respecto a || - ||1. Por lo anterior a la norma || - ||o se le denomina
norma fuerte y a || - ||1 norma débil.

Definicién 2.1.4.
Xo:={z € X | z(a) = z(b) = 0}.

Este conjunto es un subespacio vectorial de X y es de utilidad ya que si tomamos
x € Xe(A) yy € Xo entonces x +y € X.(A). Por lo que podemos obtener
elementos de X.(A) a partir de un xg € X.(A) fijo.

Sea z € X.(A) y y € Xo. Como A es abierto entonces existe € > 0 tal que
x + ey € Xc(A). Definamos a la funcién F': R — R de la siguiente manera

b
Fle) = / L(t, 2(t) + ey(t), @(t) + e(t))dt.
a
Utilizando el teorema de Leibniz (vedse Apéndice Teorema 5.2.5),

dj
de

d

O_de

b
/ L(t, 2(8) + ey(t), i (t) + eg(t))dt =
e=0+Ja

e=

[
o de

L(t,z(t) + ey(t), z(t) + ey(t))dt =
e=0

“ oz’ "9z Y )M

Nota 3. Para simplificar la escritura a veces escribiremos L(x(t)) en vez de

L(t, (1), #(t))

y de igual manera con sus derivadas.
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Definicién 2.1.5. Sea x € X .(A) y y € Xo,

b
(a,y) = / (L (2(&))y(t) + Lo (@ (0)3(0))de

es la primera variacion de I a lo largo de x en la direccion y.

De la misma manera definimos la segunda variaciéon mediante la primera
variacion de la primera variacion, es decir:

d
I//(.’E, y,Z) = 7

| T@tey2)

e=0

donde ahora la variacién la hacemos en la direccién z. Cuando z = y escribiremos
1 1
I"(x,y) en vez de I (z,y,y).

Definicién 2.1.6. Dados x € X.(4), y € Xo,

b
P@0) = [ Laala(O)) + 200 Lus o)) + (. Lis a0}t (2:1.)
es la sequnda variacion de I a lo largo de x en la direccion y. Para fines prdacticos
al integrando lo denotaremos como 2Q(t,y, 7).
Sea xg € X.(A), y € Xoy F(e) = I(xg + ey). Si xp minimiza a I sobre
X.(A) entonces € = 0 minimiza a F, por lo tanto
F'(0) =I'(xo,y) =0,  F"(0) =I"(z0,y) > 0
Por lo que tenemos el siguiente resultado.
Teorema 2.1.7. Si xg minimiza a I sobre X.(A) entonces
I'(zg,y) =0 y I"(zo,y) >0 Vy € Xp.

Sea x € X, veamos el comportamiento de las variaciones de I(x) respecto a
la norma ||x||;.
Sea xo € X fijo,

So = {(t,xo(t),.’bo(t)) | te [aab]}

Sop es un conjunto compacto en A ya que T = [a,b] también lo es y = €
PWC([a,b]). Como A es abierto entonces existe una vecindad S de Sy C A de
radio § tal que S € A. Sea x(t) en esta vecindad, es decir, ||z — zolj1 < 6.

Recordemos que L € C? por lo tanto sus derivadas parciales son uniforme-
mente continuas en S, si D(¢,r,4) es una derivada parcial de L entonces:

lim  D(t,z(t),4(t)) = D(t, zo(t),20(t)), V€ [a,b].

lz—zo||—0

Por lo tantosizx € S

b
1I'(z,y) = I'(xo, )| < /{(ILz(fE(t))—Lm(wo(t))l)lyh
+(1La(2(t)) = La (2o () )]g[}dt < ellyl|1-
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De la misma manera,
|I//($7 Y, Z) - I”(CL‘07 Y, Z)| < 6Hy”lHZHl
Por las desigualdades anteriores tenemos que

lim I'(z,y) = I'(xo,y) uniformemente si |Jy|l; <1
T—T0

lim I"(z,y,2) = I"(z0,y,2) uniformemente si |yl <1,]z[1 < 1.
T—xo

Notemos que si x estd en una vecindad de xg entonces xg + A(x — xp) también
estd en la vecindad para A € [0, 1]. Desarrollando por Taylor a la funcién

F(A\) =I(zo + Mz — 0))
alrededor de A = 0 obtenemos:
I(zo+ Mz —x0)) = I(x0) + I' (20, © — To) X\ + %I"(mo, x — x0) A + R(xo, x — 20)
y tomando A =1,
I(z) = I(zo) + I'(xo,x — x0) + Ri(w0, 7 — )

1
I(z) = I(x) + I'(zo, 7 — mo) + 5[”(.%()7.%' —z9) + Ra (w0, — z0).
Por lo anterior tenemos

Ry(xg,x — x0) = I(x) — I(x0) — I'(x0,2 — W0) =
/O(I’(:U0+9(x—mo),a:—:c0)—I’(mo,x—xo))dﬁz

1
/ (1 —0)I"(zo + 0(x — o),z — 0)db.
0

De la misma manera:
1
Ro(zo, @ — w0) = / (1= 0)(I" (w0 + 0(x — 20), 2 — w0) — I" (w0, 7 — 70))d0.
0

Por lo tanto

Ri(zo,z — x0) Ry (zg, 2 — x0)

lim =0, lim =0.

e=zo o — ol a=zo |z — 2ol

As{ deducimos que I'(zg,y) y I"”(xo,y) son la primera y segunda derivadas
respecto a la norma | - ||; de I en z = x¢. En vista de lo anterior obtenemos:

Teorema 2.1.8. Sea xy admisible y supongamos que existe & > 0 tal que
I/($07y) :O’ I//(x7y) >0

Yy #0 en Xo y Ve € X.(A) tal que ||z — xol|1 < d. Entonces I(x) > I(xg) para
toda x # g en X (A) con ||z — x|y < 4.
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2.2. Ecuaciones de Euler-Lagrange

Sabemos, por lo llevado a cabo, que para obtener un posible minimo la primera
variacion se debe anular, de tal manera debemos conocer como encontrar estas
trayectorias. Los siguientes resultados nos resuelven este problema.

Lema 2.2.1. Dada una trayectoria admisible x, existe una unica trayectoria
z € X tal que
I'(z,y) = (y, 2)1 Yy € Xo (2.2.1)

b
con (y,z)1 = / (9(t), 2(t))dt, donde z = (z1(t),...,2z,(t)) satisface

2(a) =0, 2(t) = Li(x(t)) — [ Lo(z(s))ds —¢, i=1,...,n
con ¢ € R™ constante tal que satisface z(b) = 0.

Demostracion. Como z € X, fijaindonos en una componente z; tenemos

b b b t b
():zi(t)|l;:/ z"i(t)dt:/ Liidt—/ </ inds> dt—ci/ dt

por lo tanto tenemos

1 b b t
= / L, dt — / (/ inds> dt |.
b—a a a a

Sea y € X entonces

b d t b t
Oz/ dt(yi (/ inds—kci))dt:/ (yz (/ inds—i-ci) +yiL$i> dt

b

b b
= / (9i(Ls, — 2i) +yiLly,) dt = / (Yile, + 9iLs,)dt —/ giZidt

a

Por lo tanto . ,
i=174a

Veamos que z es Unico. Supongamos que existen z1 y zo que satisfacen la ecua-
cién (2.2.1), entonces

0= (y,z1)1 — (U, 2201 = (y, 21 — 22)1

Tomando y = 21 — 292 € X tenemos
b
/ [9(t)2dt = 0 = y(t) = 0 = y(t) = k = cte Vt € [a, b]

pero y(a) = 0 esto implica que y(t) = 0 por lo tanto z;(t) = za(t). O
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Teorema 2.2.2. Sea x¢ en X.(A) entonces
t
I'(zo,y) =0 Yy € Xo < Jc € R” tal que Li(xo(t)) = / L, (zo(s))ds + c.
a

Demostracion. =| Sea z € X relacionado a xg por el Lema 2.2.1 entonces

b
I'(x0,2) = (2,2)1 = / | 2(t) | dt
pero Vy € X tenemos
I'(zo,y) = (y,2)1 = 0= 2(t) = 0.

Por el Lema 2.2.1 resulta

L;(zo(t)) = / L. (zo(s))ds + c. (2.2.2)
<| Para todo y € Xj se cumple
b t
0 :/ %(y(t),/ L. (zo(s))ds + c)dt =
b t
/ (), L (zo(0))) + (1), / Lo (wo(s))ds + ¢)dt

Usando (2.2.2) tenemos

b
0= / (L (20(£))y(t) + L (w0(£))i(0)dt = I'(x, ).

O

Las ecuaciones anteriores son la forma integral de las ecuaciones de Euler-
Lagrange, es decir de
d (0L oL
— | =) ——=—=0. 2.2.3
dt ( 0% ) Ox ( )

De tal forma que para hallar un candidato a minimo es indispensable encontrar
xo tal que anule la primera variacién, es decir, que satisfaga las ecuaciones (2.2.2)
6 (2.2.3) dependiendo del espacio en que estemos trabajando.

A lo largo del trabajo se introducirdn conjuntos los cuales nos ayudardn a
indicar que una trayectoria x(t) satisface ciertas propiedades.

Definicién 2.2.3.
E={xeX|I'(z,y) =0Vy € Xo}.

A los elementos de £ les denominaremos extremales.
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Ejemplo 2.2.4. Sea una curva en R? (el mismo andlisis se puede extender a
R") definida por f : [a,b] — R? continua. Si f € C'([a,b],R?) entonces la curva
determinada por f es rectificable y su longitud es igual a

L= /ab 1F @) dt = /ab V102 + f5(2)2de.

Dados dos puntos (t1,x1), (t2,22) € R2, scudl es la curva f : [a,b] — R? tal
que f(a) = (t1,z1), f(b) = (t2,x2) con longitud minima? Nuestra curva esta
paramétrizada por (t,x(t)); entonces queremos x = x(t) tal que minimice

I(x) = / VI a(t)2de

cumpliendo ademds las condiciones x(t1) = x1, x(t2) = x2. Las ecuaciones de
FEuler-Lagrange en este caso se reducen a

T

— =,
1+ ()2
La solucidn a esta ecuacion es de la forma
C
z(t) = ——t+ s

N

con C,Cy € R constantes. A partir de las condiciones iniciales obtenemos que
la curva que las satisface es

:L’(t) _ X1 — tQ tl.’EQ — (Eltg
t1 —t2 t1 —t2

que es la ecuacion de la recta euclidea que une a los puntos; por lo tanto es un
extremal y un probable minimo. Mds adelante se probard que en efecto es un
minimo.

Nota 4. En fisica existe la formulacion Lagrangina de la mecdnica, la cual se
sustenta en la teoria del cdlculo variacional.

Supongamos que una particula se desplaza en una dimension, la trayectoria
estd descrita por una curva x = x(t); y se mueve en una region en la que
existe un potencial V.= V(x) el cual sdlo depende la posicion. El Principio
de Maupertuis (o de minima accidn) establece que la trayectoria que sequird el
sistema es la que minimiza el funcional accion.

m

J(z) = /ab (5(3;«)2 - V(x)) dt

donde m representa la masa de la particula, el primer sumando del integrando,
la energia cinética y el sequndo la potencial.
Las ecuaciones de Fuler-Lagrange se reducen a:
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av
P=——=F 2.2.4
mi I ( )
donde F' = —% es la fuerza originada por el potencial V(x). Se observa que

las ecuaciones (2.2.4) son las ecuaciones de Newton.

2.3. Funcion de Welerstrass

Hasta aqui hemos visto como obtener extremales los cuales son candidatos a
minimos, por lo que ahora necesitamos saber cuando la segunda variacion es no
negativa. La siguiente funcién servird para este proposito.

Definicién 2.3.1. A la funcion E : T x R3 — R definida por
E(t,z,z,u) = L(t,z,u) — L(t,x, %) — (u — &, L; (¢, z, &))
se le conoce como funcion exceso de Weierstrass o la E-funcion de Weierstrass.

En el siguiente resultado se mostrara la utilidad de esta funcién.

Teorema 2.3.2. (Condicion de Weierstrass) Si xg minimiza a I en X (A)
entonces
E(t,zo(t), To(t),u) > 0

para toda (t,zo(t),u) € A.

Demostracion. Sea t € (a,b) tal que no sea esquina de zo(t), es decir, ¢ estd en
un intervalo de continuidad de ig. Sea Z; = x{(f), u; = @ (f) y sea u; de manera
que (¢,Z,u) sea admisible. Tomemos dy > 0 que satisfaga ¢ + §y < b. Para
0<6<dyy0<e<1,definamos z(t,€,0) de la siguiente forma:

xo(t) t€la,t]U[t+9,0]
x(t,e,0) = ¢ xo(t) + (t — 1) (u — ) telt,t+ed
zo(t) + e(u—w)(t+0d—t) te[t+edt+0]

la cual es continua en [a,b]. Como A es abierto entonces podemos escoger € tal
que 0 < € < €9 y 0 < 0 < 0y de manera que la trayectoria x(t, €, §) sea admisible,
por lo que

0 < I(x(t,e,0)) — I(xo) = F(e,6) + G(e, 9) (2.3.1)

donde

t+ed
Fle,6) = /; (L(t, 2(t, €,8), o (t) + u — T) — L(t, 20(¢), a0 (£)))dt

t+6 p
G(Q(S) = -/t+ 6(L(t,$(t,€,5),$0(t) - 1—¢ (u _ﬂ)) - L(tva(t)a*fO(t)))dt’
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Sea t tal que t < t<t+ed, aplicando el teorema de valor medio para integrales
obtenemos
F(e, 0) (L(E,2(t, €,0), do(F) + u(t) — a(t) — Lt x(#), @ (F))ed

lim = lim =
50 €d 5§—0 €

50 €0 €

im G690 _ 1€ <L(t,ac,u— € (u—u)- L(t,x,u)).

Por (2.3.1) tenemos la desigualdad

(Lu(t,$,u T (u—1)) — L(t,x,u)) (u—1) >0

Tomando el limite cuando € tiende a cero nos resulta
0< E@l,7,u,u).

Por lo tanto E > 0 para todos los puntos excepto en los extremos o esquinas
pero por continuidad esta desigualdad se mantiene para todo (¢,z, &, u). O

Definicién 2.3.3.
W(A) :={z e X(A) | E(t,x(t),&(t),u) >0 V(t,x(t),u) € A}

A partir de la condicién de Weierstrass se obtienen resultados con varias
aplicaciones.

Corolario 2.3.4. (Condicién de esquina) Si xo satisface las ecuaciones de
Euler-Lagrange, la condicién de Weierstrass y L € C! entonces las funciones

L— Li$7 Lz
son continuas a lo largo de xg y como consecuencia en cada esquina de xg.

Demostracion. Sea
p(t) = L (L, 2o(t), &0 (1)),
como en zp se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange entonces p(t) =

t . .
J, Lo (xz0(t)) + ¢, por lo cual p(t) es continua ya que es suma de dos funcio-
nes continuas. A esta condicion se le conoce generalmente como la condicién
esquina de Weierstrass-Erdmann.
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Claramente la continuidad de la primera funcion se sigue de la condicién de
Weierstrass y la continuidad de p. Para probar el resultado, sea

F(t,u) = L(t, xo(t), u) = (p(t), u).
Por la definicion de la funcién de Weierstrass y de la continuidad de p tenemos
0 < E(t,x0(t), Zo(t — 0),&0(t +0)) = F(t,2o(t +0)) — F(t,Z0(t — 0)),
0 < E(t,x0(t), Zo(t +0),20(t — 0)) = F(t,@o(t — 0)) — F(t,Zo(t + 0)).
Por lo anterior resulta F'(¢,2o(t + 0)) = F(t,2o(t — 0)). O

Corolario 2.3.5. En un punto esquina de una trayectoria admisible o que
satisface la condicion de Weierstrass se satisface

E(t,zo(t), 2o(t — 0),&0(t + 0)) = E(t, z0(t), £o(t + 0), Zo(t — 0)) = 0.

Corolario 2.3.6. (Condicion de Legendre) Si x € W(A) entonces
(r, Los(t.2(t), (D)) >0 ¥r = (my,.my) € R (23.2)

Demostracion. Sea t € [a,b] fijo y definamos G(u) = E(t,z(t),(t),u), por lo
que G(i(t)) =0y

Gu(u) = Ey = Li(t,2(t),u) — Li(t, 2(1), 2(1),
Guu(u) = Lgs(t, x(t), u).
Como G(u) > 0, z(t) es un minimo local por lo que
0 < (m, Guu(@)m) = (7, Laa(t, x(t), 2(t))m)
para ™ € R™. O

Definicién 2.3.7. Utilizaremos la condicion de Legendre mds adelante por lo
tanto definiremos el siguiente conjunto:

L= {SC e X | sz(fﬁ(t)) >0Vte T}

Definicién 2.3.8. Diremos que x € X satisface la condicion de Legendre re-
forzada si la desigualdad (2.8.2) es estricta, es decir si pertenece al conjunto

L ={xe X |Lis(x(t)) >0VteT}

Definicién 2.3.9. Sea z € X. Si |Lz:(t, (), 2(t))| # 0 Vt € T diremos que x
es no stngular.

Notemos que x satisface la condicién de Legendre reforzada si y solo si x es
no singular y satisface la condicién de Legendre.
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Definicién 2.3.10. Se dice que L es positivamente reqular en A si A es convezro
en & y Lyz(t,z, &) > 0V(t,z,4) € A.

Lo anterior nos indica que para (¢, x) fija la funcién L(t, z, -) es estrictamente
convexa.

Proposicién 2.3.11. Sea L € C? positivamente reqular en A. Entonces:
a. BE(t,x,z,u) >0, Y(t,z, &) € A, (t,z,u) € A con & # u.
b. Siz € X(A)NE entonces v € CL.

Demostracion.
(a): Desarrollando por Taylor a L(t,z,u) alrededor de &, resulta:
L(t,z,u) = L(t,x, &) + Ly (t, 2z, &) (u — )+
1
i(u — &, Lig(t,z, M@ + (1 = Nu)(u — &))
para A € (0,1). Como A es convexo entonces A& + (1 —ANu € Ay

E(t,z,&,u) = L(t,x,u) — L(t,x,2) — Ly(t,z,%)(u — &) =

%(u &, Laa (b Aé £ (1— Nu)(u— ) > 0

ya que Lz > 0.

(b): Por el Corolario 2.3.5, tenemos que en las esquinas de &(t) la funcién
de Weierstrass es igual a cero, pero el inciso (a) nos dice que es estrictamente
positiva, por lo tanto z € C1. O

Como nos interesa determinar cudndo tenemos un minimo local débil o fuerte
introduciremos los siguientes conjuntos:

To(w;€) := {(t,y) € (T,R") = [x(t) — y| < e},
Ty (z;€) :={(t,y,v) € To(z;€) x R™ : |&(t) — v| < €}.

Definicién 2.3.12. Las trayectorias que satisfacen la condicion reforzada de
Weierstrass corresponden a los elementos del conjunto

W(A,e) :={xg € X(A) | E(t,x,&,u) >0 Y(t,x,%) € T1(x0,€), (t,z,u) € A}.

Proposicién 2.3.13. Supongamos que L € C? y x¢ es una trayectoria no
singular en W(A,€) para alguna € > 0. Entonces € se puede disminuir de tal
manera que la desigualdad en la definicion de W(A,€) sea estricta.

Demostracion. Por continuidad podemos tomar €y < € tal que | Lz (¢, z, &) # 0
V(t,z, &) € Ti(xo, €). Supongamos que la conclusion del teorema es falsa con
respecto a €y. Entonces existe (¢, z,&,u) con (t,z,&) € T1(zo;€), (t,x,u) € A
y u # &, tal que E(t,x,%,u) = 0. Sea f(v) := E(t,x,v,u) para toda v € R™.
Entonces f tiene un minimo local en v = @ y por lo tanto

0= f/(:r) = _Ln'ci(txv{v)(u - CC)

por lo que tenemos que u = &, pero esta es una contradiccion. O
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Ejemplo 2.3.14. En el ejemplo 2.2.4 queremos encontrar la curva mds corta
entre dos puntos del plano R?; en este problema aparece el Lagrangiano

L(z,y,y") = V14 (¥)2

Este Lagrangiano es convexo, aplicando la Proposicion 2.3.11 tenemos que el
segmento de recta que une dos puntos (el dnico extremal de este problema) es
un minimo.

2.4. Condicién de Jacobi

Ya tenemos algunas condiciones necesarias que debe de satisfacer x € X(A)
para que sea un minimo, z debe pertenecer a € NW N L. Ahora desarrollaremos
otra condicién necesaria.

Recordemos que la segunda variacién

b
I"(e0,) = [ 20000, a(0)ds
estd dada por (2.1.1), ademds si xy minimiza a I entonces
I"(z0,y) 20 Vy € Xo.

Esta condicién equivale a decir que y(t) = 0 minimiza I"”(zg,y) en Xg. El
problema de minimizar a la segunda variacién sobre X, se llama el problema
del minimo auxiliar.

Supongamos que « es no singular y & € C. Sea

b
ﬂw=/mwwmmmﬁ

el cual es una forma cuadratica en y; su correspondiente forma bilineal es

b
J(y,z) = / (Qyz + Qy2)dt.

Definiciéon 2.4.1. Sea &, el conjunto de trayectorias tales que satisfacen la
condicion de Fuler-Lagrange para €, es decir,

t
= {yeX|3IceR" talquer:/des—l—c}

Notemos, que dado = € X tenemos
Qy(t,9,9) = Loa(z(t)y + Lai(x(t))y

Qy(t’ Y, y) = Ly (x(t))y + Lis (w(t))y



25

Proposicién 2.4.2. Si L€ C? yxz € X(A)NL NCL, entonces &, C C*.

Demostracion. Es consecuencia de la Proposicién 2.3.11 ya que Qyy = Liz(2(t)).
O

Si pedimos que z € C' N X (A) N L’ entonces tenemos: y € &, si y sblo si se
cumple

d

Desarrollada esta ecuacion es de la forma
d . .
5 Laa(@(0)y(t) + Lia (2())9(2)) = Law (2(8))y(2) + Laa (2(1))5(2)
Definicién 2.4.3. La ecuacion (2.4.1) recibe el nombre de ecuacion auziliar de
Jacobi y sus soluciones se denominan extremales auxiliares.

Recordando el teorema de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones
diferenciales ordinarias y usando el hecho de que y(t) es solucién de una ecuacién
diferencial de segundo grado inferimos el siguiente lema:

Lema 2.4.4. Un extremal auziliar y estd unicamente determinado por sus va-
lores y(a), y(a). En particular si y(a) = y(a) =0 entonces y(t) = 0.
Introduciremos los puntos conjugados con la finalidad de determinar el in-

tervalo de tiempo donde nuestros extremales son minimos.

Definicién 2.4.5. (Puntos Conjugados) Sea c € (a,b]. Se dice que c es un punto
conjugado de a en xo(t) si existe y(t) extremal auziliar tal que y(a) = y(c) =0
con y(t) Z 0 para t € (a,c).

Teorema 2.4.6. (Condicion de Jacobi) Supongamos L € C? yx € X(A)NCN
L', sila sequnda variacidn es no negativa entonces x no tiene puntos conjugados
deaenT.

Demostracion. Supongamos que existe un punto conjugado, es decir, 3¢ € (a, b)
tal que y(a) = y(c) = 0. Sea z(t) definido como

por lo que tenemos que z(t) € Xy, ya que y(t) es de clase C! por la proposicién
2.4.2, usando (2.4.1) tenemos

Jo(2) = /C(<Qy(t»Z(t)yi(t))vz(m +(Qy(t, 2(2), 2(2)), (1)) dt =

c d .
/a 7 (a8, 2(1), 2(1)), 2(8))dt = 0

Como la segunda variacién de z es no negativa, entonces z minimiza J, en Xj.
Ya que z € C* entonces Q, 2, y Q; son continuas y z € &, pero z(t) = 2(t) =0
en (¢, b) por lo tanto z(t) = 0 en T, sin embargo esto es una contradiccén. [
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La importancia de los puntos conjugados es asegurar que z(t) € X(A) N
C'NENL sea un minimo para el funcional I(x) en el intervalo [a, b) si éste no
contiene puntos conjugados.

Definicién 2.4.7.
J :={xz € X |z no tiene puntos conjugados a a en (a,b)}

Al igual que las condiciones que hemos definido anteriormente la condicién
de Jacobi también tiene su version reforzada.

Definicién 2.4.8.
J':={xz € X |z no tiene puntos conjugados a a en (a,b]}

Los siguientes lemas nos ayudan a determinar cudndo un punto ¢ € (a, ] es
un punto conjugado.

Lema 2.4.9. Seax € X yy1,...,Y2, € & linealmente independientes. Defina-
mos Vs, t €T,

Dstyi=| i) T et

Entonces tenemos:
a. s € (a,b] es conjugado a a en x < D(s,a) =0.
b. Eziste 6 > 0 tal que D(s,t) #0, Vs,t €T con 0 <| s —t |< 4.

Demostracion.
(a): =| Sea y € &, tal que y(a) =y(s) =0, y(t) # 0 en (a,s). Sean a; € R
tales que

2n
y(t) = Z ayi(t).

Como y # 0 existen constantes a; no todas cero. Ya que y(a) = y(s) = 0 se
presenta el sistema de ecuaciones

2n
0= Z ;yi(s)
=1

2n

0= Z ayi(a)

por lo tanto D(s,a) = 0.
< Si D(s,a) =0 entonces existen «; € R no todas cero tales que

2n 2n
0= Z ayi(a) = Z a;yi(s)
i=1 i=1
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luego
2n
y(t) == Z%’yi(s)
i=1

pertenece a &, y satisface y(a) = y(s) =0, y(t) # 0 para t € (a, s).
(b): Por Taylor tenemos

1
yils) — () = (s — 1) / Gilt+ A(s — £))dA

por lo que
yi(s) —vi(t) . yan(s) — yau(t) ‘ n
D(s,t) = =(s—t)"A(s,t
e R A (5= 1Al
con
1. 1.
As ) ‘ Jo it +A(s=1)dN ... [ Gon(t + A(s — 1))dA '
Como y1, ..., Y2, son linealmente independientes se obtiene
n@) ... Yn(t)
At t) = 0.
wo=| i |
Ademds A es continua, entonces existe § > 0 tal que A(s,t) # 0,V s,t € T con
| s —t|<é. Por lo que D(s,t) # 0. O
Lema 2.4.10. Sea © € X y supongamos que z1,...,2z, € &, son linealmente

independientes y se anulan en t = a. Sea
At) = |z1(t) ... za(t)].
Entonces s € (a,b] es conjugado a a < A(s) = 0.

Demostracion. Sean y1,...y, n extremales auxiliares tales que

ly1(a)...yn(a)] = 1.

Entonces tenemos

y1(s) oo yn(s) z21(s) ... zZn(9) n
D(s,tg) = = (=1)"A(s).
(5,%0) yi(a) ... ynpla) 0 ... 0 (=1)"A(s)
Usando el Lema 2.4.9 obtenemos el resultado. O

Los siguiente resultados nos seran de utilidad méas adelante.

Lema 2.4.11. Sea z € X, siy,z € &, entonces existe c € R™ tal que

(Qy(y(1)), 2(1)) = ((2(1)),y(8)) = ¢ (¢ € [a,D]).
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Demostracion. Definamos, Yy, z € X,

b
K(y,z) ::/ (€2 (y(2)), (1)) + (Qy(y(2)), 2(£)))dt.

Notemos que K (y,z) = K(z,y). Si y € &, tenemos

b
d b
(o) = [ @0l 2(0)dt = (@00, 20),
Si z también estd en &£, podemos intercambiar los roles de y y z por lo tanto

K(y,2) = K (z,y) = (Q(y(1)), 2(1)) = (2 (2(1), y(£))], = 0.

Como b se puede tomar como cualquier punto en 7' tenemos el resultado. O

Proposicién 2.4.12. Supongamos que L € C?, x € X(A)NC*NL y (y,q) €
X x X. Entonces son equivalentes:

a. y €& yq(t) = Lua(2()y(t) + Laa(x())(t).
b. (y,q) satisface parat € T

y(t) = A)y(t) + B(t)q(t)

gty = Ct)y(t) — AT (t)q(t) (2.4.2)
donde
At) = L (2(t)Lia(x(t))
BH) = L;Ma(t)
c(t) = Lyo(z(t)) — Las (x(t))L;Il (z(t)) Lz (z(t))

Nota 5. Para el caso en el que estemos trabajando en R™ conn =1 la ecuacion
auziliar de Jacobi es de la forma ([10]):

d df B
- (Pdt> +Qf =0, (2.4.3)
con
P = L
d

Ademds notemos que si x satisface la condicion de Legendre entonces P > 0.

Ejemplo 2.4.13. En modelos de gravedad cudntica aparece el siguiente funcio-
nal accion:

Ty = / VI g (B)i(t)? +wa? (),
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donde g : R = R es una funcion positiva que actia como métrica en R y w es
una constante. Tomaremos g(t) = e por simplicidad. Entonces

1
L(t,z, &) = §et/2(e_t(5c)2 + wa?).
Las ecuaciones de Fuler-Lagrange se reducen a

t
r— —1 — —O.

La solucion a esta ecuacion es

2(t) = k1 exp(2v/we’?) + kq exp(—2v/we'/?).

—t/2

Recordando la nota 7 tenemos P = e > 0. La ecuacion auxiliar de Jacobi

(2.4.3) se reduce a

Efog
@ aa el =0
Si le imponemos condiciones iniciales f(0) = 0, f'(0) = 1 tenemos que la

solucion a la ecuacion de Jacobi es

f(t) = % sinh(2v/w(et/? — 1)).

que claramente no tiene puntos conjugados at = 0. Como consecuencia del Teo-
rema 2.4.6 la solucion x(t) es un minimo en el intervalo en el cual estd definida.
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Capitulo 3

Condiciones de suficiencia

Hasta este punto hemos mostrado condiciones necesarias para que un extremal
sea, minimo; en este apartado se proporcionardn condiciones suficientes para
determinar tanto un minimo débil como uno fuerte.

3.1. Resultados auxiliares

Veamos primero que el teorema clésico de suficiencia para minimos débiles
es una consecuencia inmediata del teorema cldsico de suficiencia para minimos
fuertes.

Teorema 3.1.1. Si L € C? yzg € X (A)NCINENT' NL NW(A,€) entonces
Ty es un minimo fuerte.

Teorema 3.1.2. Si L € C? yxg € X (A)NCTNENT' NL entonces xo es un

minimo débil.

Demostracion. Como L (t, xo(t), o(t)) > 0 Vt € T, existe € > 0 tal que
Lr'i(t, Z, £E) Z 0 V(t, Z, IE) S Tl(l’o; 6).

Si es necesario sea € tal que Ty (xo;€) C A. Sean (t,z,&) y (t,z,u) en Ty (2o, €).
Como para toda A € [0,1],

(t,x, \u+ (1 —=Nz) = (t,z, &+ AMu— %)) € Ty (xo,€)

se sigue del Teorema de Taylor que

1
E(t,z,,u) = / (I =X {(u—2a&,Liz(t,x, &+ Mu—2))(u—2))dX >0

0
y por lo tanto xp € W(T1 (zo, €); €). Por el Teorema 3.1.1, g es un minimo fuerte
estricto con respecto a T1(xo; €), es decir, existe § > 0 tal que I(zg) < I(x) para
toda x # 2o con x € Xc((T1(xo5€)) v ||x — xollo < 6. Tomando p = min{e, 5}
tenemos que I(xg) < I(z) Vo # zp con z € X (A) y ||z — zol1 < p- O
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Prosigamos a desarrollar la maquinaria necesaria para demostrar el teorema
3.1.1.

Teorema 3.1.3. Supongamos que L € C? y xo € X(A) N C* es no singular.
Sean po(t) := Li(zo(t)) y

Ta(zo;€) := {(t,z,p) € To(xo,€) X R™ : |p — po(t)] < €}.

Entonces existen € > 0 y una funcién l : To(xg;¢) — R (de clase C" si L € C")
tales que, para cualesquiera x,p € X con (t,x(t),p(t)) € Ta(xg,e€), si (x,p)
satisface el sistema

o(t) = lp(t, x(t),p(t),  p(t) = —lu(t, 2(t), p(t)) (3.1.1)

€ Tu(xzo;€) son tales que
Y

(t,x(t), £(t)) € Ti(xo;€) N A entonces x(t) € ENCT y p(t) = 7[11(1‘(t)) implican

que (x,p) satisface el sistema (3.1.1).
Demostracion. Definamos
G(t,z,p,v) := Li(t,x,v) —p, V(t,x,v) € A, p€R".
Notemos que
G(t,zo(t), po(t), &o(t)) = Li(zo(t)) — po(t) = 0.
Como z es no singular tenemos
|G (t, 20, po, xo)| = |Laa (o (t))] # 0.

Como L; y L;; son continuas entonces también lo son G y G,. Por el teorema
de la funcién implicita existen §,p > 0y U : Tx(xo; p) — R™ continua tales que

U(t,zo(t),po(t)) = 2o(t) (L € [a,b]),
p=Lat,2,Ult2,9) ((t,2,9) € Ta(aos ).
Ademas las relaciones
p=Li(t,z,v), |w—U(t,z,p) <6, (tx,p)eTa(ro,p)
se satisfacen solo si v = U(¢t,x,p). Como L; € C" entonces U € C". Definamos
Wt,z,p) := (p,U(t,x,p)) — L(t,z,U(t,z,p)) (3.1.2)
Y(t, z,p) € Ta(xo; p). Entonces

lt(taxap) = _Lt(tax,U(tv‘rap))
l:c(taxap) = *Lx(tl',U(t,l’,p))
lp(t,.T,p) = U(t?x7p)
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Como L € C" tenemos que [ € C”.
Sea 0 < e < min{p, §/2} tal que, para toda (t,z,p) € To(xo;€),

U (¢, w0(t), po(t)) — U(t, 2, p)| < §/2 (3.1.3)
y sean z,p € X tales que (£, z(t), p(t)) € Ta(zo; ¢). Entonces
@(t) = U(t,z(t),p(t))
y por lo tanto
p(t) = La(t,x(t), U(t, x(t), p(t)) = La(t, x(t), &(t)).

Como (t, z(t),p(t)) € Ta(zo;€) C Ta(zo; p) entonces p(t) = Ly(x(t)).
Para el reciproco, supongamos que (t,z,%) € T1(xo;€) N A. El resultado se
sigue si probamos que #(t) = U(t,x(t),p(t)), lo cual es consecuencia de

[&(t) = U@, (t),p@)] < [#(t) — do(t)]
+ |U(t, zo(t), po(t)) = U(t, x(t), p(t))[ < 6.

O

A (3.1.2) se le conoce como Hamiltoniano y al sistema (3.1.1) como las
ecuaciones de Hamilton; se trabajaran con ellas en las siguientes secciones.

Supongamos que L € C? y x € X(A)NCINE es no singular. Por el teorema
3.1.3 existe 6 > 0 tal que T : (a—d,b+ ) — R™ satisface T(t) = x(t) parat € T.
Ademsds T(t) también es extremal.

Definicion 3.1.4. A T le llamaremos extension de x.

Nota 6. Supongamos L € C? yxo € X(A)NCr*NE es no singular. Sea a € T
fija. Sea (zg,po) conpg = Li(x0(t)) tales que satisfacen el sistema de ecuaciones
(8.1.1) para algin € > 0. Por el teorema de encaje de soluciones de ecuaciones
diferenciales (véase apéndice Teorema 5.2.8) existen p > 0 y Fy vecindad de
{(zo(t),po(t)) | t € T} tales que para cada (o, 5) € Fy pasa una unica solucidn
(x(50,8),p(;0, B)): [a— p, b+ p] — R*™ la cual cumple

(z(t;wo(a), po(a)), p(t; zo(a), po(a))) = (zo(t), po(t)),

para toda t € T. Entonces tenemos que xo es un miembro de una familia 2n-
paramétrica de extremales {x(-;a, 8)} para valores (o, B) = (ag, Bo); ademds
las funciones xz(t;a, B), p(t;a, B) = Li(x(t; e, 8)) y sus derivadas z(t;a, ),
p(t; o, B) son de clase C™~ ! si L € C™. También el determinante

zo(t; e, B)  wp(t; e, )
Eo(t; e, B)  Falt;, )

es diferente de cero en xq. Si tomamos ag = xg(a) fijo, nos resulta:
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Teorema 3.1.5. Supongamos L € C? y xg € X(A)NENCL es no singular.
Entonces zo es un miembro (para f = By) de una familia n-paramétrica de
extremales {x( - ;8)} que pasan a través de xy (o una extension de este). Las
funciones x(t; B) y x(t; ) son de clase C™~ ! si L € C™ (para m > 2) y la

matriz
(26

tiene rango n en cada punto de xg.

Nota 7. Supongamos que xg € £ es miembro para € = 0 de una familia uni-
paramétrica de extremales {z(-;€)} con x(t;e) y i(t;e) de clase C. Para toda
t €T sea y(t) := x(t,0) y ndtese que, diferenciando la relacion

% (Li(t,z(t,€),x(t,€))) = Ly (t, x(t, €), z(t, €))

con respecto a € y evaluando en € = 0 obtenemos

d

7 Laa(20())y(t) + Las (20(t))9(t)) = Laa(20(t))y(t) + Las (2o(t))5(),

es decir, y € E,.

Lema 3.1.6. Sea z € X(A)NCYNE y 7T extension de x. Si x € J' entonces
existe ag < a tal que no hay puntos conjugados a ay de T.

Demostracion. Supongamos que T estd definido en [a —e€,b+¢€]. Sean y1, ..., yan
en Fz linealmente independientes. Por el Lema 2.4.9 existe 4 > 0 tal que
D(s,t) # 0 para s,t € [a — €,b+ €] que cumplen 0 < |s —t| < §. Sea § < 2e.
Como z € J' aplicando el Lema 2.4.9 tenemos D(t,a) # 0 para t € (a,b]. Por
lo tanto D(t,a) # 0 para t € [a+0/2,b]. Por continuidad existe ag € [a —4d/2,b)
tal que D(t,a9) # 0 para t € [a + /2,b]. Como [ag,a+ /2] Cla—€,b+¢€y
t € (ap,a+ 6/2] implica que 0 < |t — ag| < d, también se sigue que D(¢,ag) # 0
para t € (ag,a + ¢/2]. El resultado se sigue del Lema 2.4.9. O

Teorema 3.1.7. Si L € C? yx € X(A)NCINENL' entonces son equivalentes:
a. I"(z,y) >0 Vy € Xo.
b. z no tiene puntos conjugados en (a,b].
c. Eziste (Y, Q) solucidn matricial del sistema (2.4.2) que satisface |Y (t)] #
0y YT ()Qt) = QT ()Y (t) para toda t € T.

Demostracion.

(a) = (b). Por el Teorema 2.4.6 z satisface la condicién de Jacobi. Por
contradiccién. Supongamos que (b) es falso. Entonces existe y € Xo N &, no
cero. Para y tenemos J,(y) = 0 = I'(zg,y) lo cual contradice (a).

(b) = (c). Sea T extensién de z. Por el Lema 3.1.6 existe ag < a tal que
no existen puntos conjugados a ag de . Sean yi,...y, € Fgz linealmente in-
dependientes con y;(ag) = 0. Sea Y := (y1,...,¥n) ¥ Q := (q1,...,¢,) donde
qi(t) = Qy(y;(t)). Por el Lema 2.4.11 Y (£)QT(t) — Q(t)YT(¢) tiene los mismos
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valores para toda t y se anula en t = ag, por lo tanto la expresién es igual a
cero. Por el Lema 2.4.10 |Y(¢)| = 0 solo si t = ag o t es conjugado de ag. Por lo
tanto |Y(¢)| #0en T.
(c) = (a). Sean y € Xo, w(t) := Y (t)y(t) y 2(t) := Y (t)w(t) por lo que
g(t) =Y (t)w(t) + 2(t). Sean
Q) = Laa(@(®)Y(t) + Las (2(£)Y (¢)
Q) = Loa(x(t)Y(t) + Lz (z(2)Y (1)
de manera que
Q(y(t) = Laa(x()y(t) + Lea(x(t))y(t) =
Ly (x()Y (Q)w(t) + Laa (z(8)) (Y (w(t) + 2(1)) =
(O)w(t) + Laa(2(t))2(t),

Q-

L (x(£))y(t) + Law (2(t))y(t) =
L (2(8))Y (w(t) + Laa(2() (Y (w(t) + 2(1)) =
Q(t)w(t) + L (x(t))z(2).

De lo anterior obtenemos

20(y(®) = (y(1), Qy(y(?))

Ya que (Y, Q) satisfacen el sistema (2.4.2) usando la proposcién 2.4.12 nos re-
sulta

2Q(y(#)) (w(t), (QT )Y (1) + QT ()Y (1)w(t))

+2(w(t), QT ()Y ()i (t)) + (2(t), Laa (x(1))2(t))
d

= g lw), QT )Y (yw(t)) + ((t), Laa (2(t))=(t)).

Como w(a) = w(b) = 0, esto implica que

b
I"(z,y) = / (2(), Lo (a(t)) () .

Por lo tanto I”(z,y) > 0 a menos que z(t) = Y (¢)w(¢t) = 0. Sin embargo,
[Y'(t)| # 0y w(a) =0 por lo que I"(x,y) = 0 implicaria que w = 0 lo cual a su
vez implicarfa que y = 0. O
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3.2. Campos de Mayer

Para la demostracién del Teorema 3.1.1, el conjunto clédsico de condiciones su-
ficientes para un minimo fuerte, utilizaremos el concepto de campos de Mayer.

Definicién 3.2.1. A una pareja (I', M) se le llama campo de Mayer sobre A si
a. M es una region en R x R™.
b.I': M — R" es de clase C' y (t,z,T'(t,z)) € AV(t,z) € M.
c. La integral de linea (llamada integral de Hilbert):

I .= /P(t,x)dw + Q(t, x)dt

es independiente de la trayectoria en M, es decir, Pdx + Qdt es una diferencial
total, donde

P(t,x) := Ly (t,z,T(t,x)), Q(t x):=L(t,z,T(t,x)) — ([(¢, z), P(¢t, x)).
Si (T, M) es un campo de Mayer sobre A, a la solucidn de la ecuacidn diferencial
(t) = T(t, z(t))
se le llama extremal del campo (', M).

Nota 8. Dado (I', M) un campo de Mayer sobre A y x una trayectoria en M,
st definimos
L*(t,z, &) := (P(t,x), &) + Q(t, x),

entonces la integral
b
() :/ L* (¢, (t), i(t))dt

es minimizada por x en la clase de trayectorias que unen sus puntos inicial y
final. Suponiendo que L € C?, entonces L* € C1(M x R™) y podemos aplicar la
ecuacion de Euler-Lagrange para el integrando L*, es decir, existe una constante
c € R™ tal que

c=L; — /t Lids = Ly(t, (t), T(¢, 2(1)))—

/ {La(s,2(s),T(s,2(s))) + Pu(s, (s))(&(s) — T'(s, z(s))) }ds.

Lo anterior implica que, si x es un extremal del campo (I', M), entonces = es
un extremal de L y I*(z) = I(x).

Proposicién 3.2.2. Supongamos que L € C? y (I', M) es un campo de Mayer
sobre A tal que
Et,z,T(t,x),z) >0

para toda (t,x) € M y (t,x,4) € A con & # I'(t,x). Si zg € X.(A) es un
extremal de (T'; M) entonces la desigualdad I(xg) < I(x) se satisface para toda
x#xo conx € X (A) y (t,z(t)) € M.
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Demostracion. Si x estda en M,

b
I(z) = I*(2) +/ E(t,z(t),T(t,z(t)), z(t))dt

ya que
E(t,z(t),T(t,x), &) = L(t,x, &) — L* (¢, x, Z).

Por lo tanto, si x € X .(A) con x # xg y estd en M, entonces
I'(z) = I'"(xo) = I(z0)-

Esto implica que I(x) > I(zg) y la igualdad solo se da si @(t) = I'(¢,z(t)). En
este caso = es un extremal del campo y coincide con xy ya que tienen el mismo
punto inicial. O

Teorema 3.2.3. Sean L € C? yxg € X(A)NENL NT' NCL. Entonces existe
un campo de Mayer sobre A del cual x¢ es un extremal.

Demostracion. Por el Lema 3.1.6 existen ag < a y Ty extensién de x( tales que
no hay puntos conjugados a ag en Ty. Por el Teorema 3.1.5 existe una familia n-
paramétrica de extremales {x(-, )} que pasan a través de ag (z(ag, 8) = To(ap))
y contienen a T para 8 = By (x(t, Bo) = To(t)). La primera de estas afirmaciones
implica que, si z;(t) := xg,(t, Bo) entonces z;(ag) = 0. Como z1,...,2, son n
extremales auxiliares linealmente independientes con respecto a Ty (por nota 7),
por el Lema 2.4.10 tenemos que |zg(t, 5o)| # 0 para toda t € T.

Por el teorema de la funcién implicita existen €, > 0 y A: Tp(xg,€) — R™
tales que

A(tax()(t)) = ﬂ(), IL‘(t, /\(tay)) =Y V(t,y) € TO(‘TOa 6)7

y las relaciones

x(t, B)

se satisfacen solo si 8 = A(t,y). Ademds si x(t,\) € C™ entonces A € C™. De-

finamos M := To(xo,€) y I'(t,y) := &(t, A(¢,y)) para toda (t,y) € M. Entonces

I'e CY M)y (t,y,I(t,y)) € A para todo (t,y) € M. Por construccién z, es un

extremal de (T, M). Falta ver que I* es independiente de la trayectoria en M.
Sea C' C M cualquier trayectoria de clase C'' parametrizada por

C={(r(s);w(s)) | s € [s0, 1]}

Y, |6 - )‘(tvy)| < My (ta y) € To(l'o, 6)

Definamos Vs € [sg, $1] v t € [ag,7()],

u(t, s) = x(t, A(r(s), w(s))),

r(s)
F(s) ;:/ L(t, u(t, s), it s))dt.

ao
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Notemos que

d . .
%Li (t,u(t,s),u(t,s)) = Ly(t,u(t, s), u(t,s))

y us(ag, s) = 0. También tenemos

y w(s) =u(r(s), s)r(s) + us(r(s), s). Por lo tanto,

r(s)
F/(s) = / (La(t,ult, 5), a(t, ), us(t, 5)

' + (Ly(t, u(t,s), u(t, s)), us(t, s)) pdt
+ L(r(s),u(r(s),s),w(r(s), s))r(s)
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y concluimos que I* es independiente de C. O

Con este resultado tenemos lo necesario para demostrar el Teorema 3.1.1, el
cual recordaremos y demostraremos a continuacion.

Teorema 3.2.4. Si L € C? yxg € X (A)NC*NENT' NL NW(A,¢€) entonces
To es un minimo fuerte.

Demostracion. Las hipotesis implican, por el Teorema 3.2.3, que xg es un extre-
mal para algun campo de Mayer (I', M) en A. Por la Proposicién 2.3.13, e puede
tomarse lo suficientemente pequena para que la desigualdad en la definicién de
W(A, €) se vuelva estricta. Si es necesario también se puede disminuir M de tal
manera que, para toda (t,y) € M, (t,y,T'(t,y)) € Ti(x,¢€). Por la Proposicién
3.2.2, I(y) > I(xo) Yy # xp cony € X (A) y (t,y(t)) € M. O

En resumen, al utilizar los resultados de los Teoremas 2.4.6 y 3.2.4 deducimos
el siguiente teorema que nos proporciona condiciones suficientes para que un
extremal sea un minimo fuerte estricto o un minimo débil estricto.

Teorema 3.2.5. Supongamos que L € C? yx € X, (A)NC'nENT' NL.
Entonces,

a. x es un minimo débil estricto.

b. Si ademds Je > 0 tal que x € W(A;€) entonces x es un minimo fuerte
estricto.



Capitulo 4

Problemas con restricciones

Hasta aqui conocemos como encontrar minimos tanto fuertes como débiles
para el funcional

b
I(z) = / L(t, (), #(t))dt,

por lo que tenemos un resultado andlogo al Teorema 1.1.1. En adelante nuestro
problema estard sujeto a restricciones y obtendremos el teorema andlogo en di-
mension infinita del Teorema 1.1.2. Es importante mencionar que existen varios
tipos de restricciones, mismas que se desarrollaran en las siguientes secciones.

4.1. Problemas isoperimétricos

A pesar de que nuestro interés es encontrar minimos para el funcional I bajo
restricciones del tipo (1.1.1) (problema clésico de Lagrange), primero se solucio-
nard el problema con restricciones isoperimétricas con la finalidad de mostrar
los diferentes tipos de problemas con los que nos podemos encontrar.

El propésito serd minimizar el mismo funcional

I(z) = / " Lt 2(0), #(6))dt
a
con x € X.(A) que deben satisfacer
Is(ac)=Bs+/bLS(t,:v(t)73'c(t))dt:0, s=1,...,p<n
donde L, € C? y B, son constantes. A este tipo de restricciones se les conoce

como isoperimétricas.
Introduciremos el funcional

donde )\, son constantes no todas cero.
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Definicién 4.1.1. Decimos que xg es extremaloide para J siy solo si su primera
variacion a lo largo de xg es cero en Xg, es decir, Vy € Xy tenemos

p
T (@0, y) = Y AsTi(wo,y) = 0.

s=1
Definicién 4.1.2. Sea xg € X diremos que es normal si no es un extremaloide
de J.

Por algebra lineal obtenemos el siguiente resultado.

Lema 4.1.3. Sea I’ (xo,y) la primera variacion de I a lo largo de x9. Entonces
xo es normal si y solo si los funcionales lineales Il (xo,y), s = 1,...,p son
linealmente independientes en Xy, es decir, xo es normal si y solo si existen
Y1,---Yp € Xo tales que

|15(z0,yq)| # O
para s,q=1,...p.

Lema 4.1.4. Sea y € Xy y x¢ normal tales que satisfacen

I!@ (.To, y) =0
para s =1,...,p. Entonces existe una familia uniparamétrica
x(e) s x(t,€) t € [a,b],|e] < eo

en X.(A) tal que contiene a xg para € = 0. Ademds x(t,€), T (t,€) son conti-
nuas y definen variaciones en Xo,

y(t) = xﬁ(t’ O)a
es decir, y es la variacion de la familia x(€) a lo largo de xg.

Demostracion. Sean yi,...,y, € Xo tales que cumplen el Lema 4.1.3, y € X
tal que I’ (xg,y) = 0. Sean

P
I‘g(x0+Zcqu+ey):0 q,s=1,...,p (4.1.1)
qg=1

con solucién inicial (¢,e) = (0,0). Usando el Lema 4.1.3 y el teorema de la
funcién implicita tenemos que las ecuaciones (4.1.1) tienen soluciones de la forma
cq(€) parag =1,...,py || < €, las cuales son de clase C? y satisfacen ¢, (0) = 0.
Al derivar (4.1.1) respecto a € y evaluando en € = 0 tenemos

I;(anyq)C;(O) + I;(x07y) = I;(m(hyq)c:](o) = 0

P

Por el Lema 4.1.3 ¢ (0) = 0, por lo tanto z(e) = zo + Zcqu + ey tiene las
qg=1

propiedades requeridas. O
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Teorema 4.1.5. Supongamos que xqy es solucion del problema y es normal.
Entonces existe un inico conjunto de multiplicadores A1, ..., A, tales que para

J=T+MI + -+ M1,

se satisface J'(zg,y) = 0 Yy € Xo. Ademds J"(xg,y) > 0 para y € Xo que
cumplen
I(zo,y) =0 s=1,...,p. (4.1.2)

Demostracion. Sean y € X tal que cumple (4.1.2), z(e) dado por el Lema 4.1.4
y W(e) = I(x(€)). Entonces W (e) tiene un minimo local en € = 0, por lo tanto

W'(0) = I'(z0,y) = 0.
Por el Teorema 1.1.2 existen Ay, ..., A, tales que
I/($07y) + )\1I{($an) +o )‘pI;)(x()vy) =0

en Xg. Por lo tanto
P
I (x0,y) = I'(w0,y) + > AsTl(x0,y) =0
s=1

en Xy. Como Is(z(€)) = 0, obtenemos

Wi(e) = J(x(e) = I(a(e) + Y Asls(z(e)).

Ya que € = 0 minimiza localmente a W (e) tenemos
W(e) = J'(z(e), ze(€))
0 < W(0) = J" (20, y) + J' (w0, wec) = " (w0, y),
ya que x. € Xg. O

Teorema 4.1.6. Si xy es solucion del problema y es normal entonces existen
A1y ..., Ap Unicos tales que satisfacen

¢
F; = / Fpds+c (4.1.3)

p
a lo largo de o, donde c es constante y F' = L + Z N L;. Ademds

E(t7$0(t)7x0(t)7u) Z 0

para (t,xo(t),u) € A, donde E es la funcién de Weierstrass de F'.
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Demostracion. Como xy minimiza a J tenemos J'(xp,y) = 0, por lo tanto
satisface las ecuaciones de Euler-Lagrange por lo que se cumple (4.1.3).

A continuacién probaremos la condicion de Weierstrass. Por continuidad
basta demostrarlo para t cualquier punto que no defina un punto esquina o un
extremo de zg; sean T = x(t) y w = (). Definimos a y(e) = y(t,€) € Xp
como

0 t € la, i
y(t,e) = (u—1u)(t—t) tett+e
i Clll)[ ) R Y
Sl /A S €
b—t—e ’
Sean y1,...,Yp € Xo tales que satisfacen el Lema 4.1.3. Por este mismo lema

tenemos que las ecuaciones

I, (a:o + Zcqu + y(e)> =0

q=1

tienen soluciones c,(e) € C! en un intervalo [0, €1], tales que c,(0) =0y

p
x(e) = xo + Z cqYq + y(€)
q=1

es admisible. La funcién W(e) = J(z(€)) tiene un minimo en € = 0. Como € > 0
tenemos que W’(0) > 0. Nétese que

W(0) = J'(w0,q)(0) + G'(0) = G'(0)

donde
Gle) = J(zo+yle))
t+e
= constante + ﬁ F(t,zo(t) + (v —a)(t — 1), o(t) + v —u)dt
b
L F(t, zo(t) + ¢(e)2(t), Lo (t) + d(€)2(t))dt
donde - \(b_ ¢
oo =00y = 2000

Por la definicién resulta que ¢(0) = 0, ¢’(0) = 1, por lo tanto
b
G'(0) = F(t,z,u) — F(t,z,70) + / (Fpz + Fy2)dt
t

Por (4.1.3), el integrando es la derivada de F;z respecto de ¢ a lo largo de zg.
Como z(t) =u —1u y z(b) = 0 entonces

G'(0) = F(,z,u) — F(I,7,u) + Fiz|? = E(I, 7,4, u).
Ademés como W'(0) = G'(0) > 0 obtenemos que E > 0. O
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Ejemplo 4.1.7. Sea Z una variable aleatoria y p(x) su funcion de densidad,
p: R = (0,00). Supongamos que conocemos el seqgundo momento

02:/x2p(x)dm.
R

Buscamos obtener la funcién de densidad con menor sesgo p(z). Dicho proble-
ma se puede ver como el problema de encontrar los mdzimos de la funcion de
entropia

S(p) = - / p() log pl()de,

[ ptarar =1,
/Rx?p(x)dx =02, (4.1.4)

Notemos que el Lagrangiano estd definido sobre U = R x (0, +00) x R. Tenemos
tres funcionales:

sujeta a las restricciones

5(0) = = [ plo)1og pla)d
Kilp) = | pla)da,

Kalp) = | 2?p(x)da.

Sus primeras variaciones Son:

S'(ph) = — / h(z)(1 + log plz))de,

Ki(p.h) = [ hla)d.

R
Ki(p,h) = / 22h(zx)dz.
R
Cualquier trayectoria es normal ya que si suponemos

o AR ) =
entonces para hy, ho € X arbitrarios tenemos
Jpa?hi(z)dz [, 2?ho(z)da
Jem(@)  — Jyhe@)

lo cual es absurdo. Por el Teorema 4.1.5 podemos introducir multiplicadores de
Lagrange (A1, A2) y consideramos:

L(z,p, p') = —p(x)log p(x) + A p(x) + Aoa”p(x).
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Las ecuaciones de Fuler-Lagrange son
—logp(x) — 14+ A\ + Az = 0.

con solucion )
_ 14+ X1+
plz) =e

y si la sustituimos en las restricciones (4.1.4) se puede ver que los multiplica-
dores de Lagrange son

1
A =1+log Voo Ay = —1/(20%),

respectivamente. Entonces, la solucion a la ecuacion de Fuler-Lagrange es
plw) = (V27 o) exp (—2?/(20%))
la cual es la distribucion normal de probabilidad con varianza . El Lagrangiano

Lo(z, p, p') = —p(x) log p(x)

puede verse como una funcidn real de una variable sobre (0,+00). Ademds Ly
es concava. Al aplicar la Proposicion 2.3.11 a —Lgy tenemos que p(x) es un
minimo global para —Lg por lo tanto la solucion obtenida es un mdzimo global
en (0,400).

4.2. Problema con restricciones tipo Lagrange

En esta seccién se desarrollara parcialmente la teoria de control 6ptimo tomando
en cuenta tres tipos de restricciones y se enunciard el principio del maximo
(uno de los pilares del control éptimo) a partir del cual se deducirén resultados
necesarios para establecer la teoria de aumentabilidad en el caso de dimension
infinita. El concepto de aumentabilidad en el cual vamos a trabajar es el que
tiene restricciones de tipo Lagrange.

Tenemos nuestro funcional

b
I(x):/ L(t, (), &(t))dt

con x € X.(A) sujeto a restricciones
wilt,z, ) =0, i=1,....m<n (4.2.1)

@: TxR" xR™ — R de clase C?. Nuestro interés es encontrar a r que minimice
el funcional I sujeto a las restricciones (4.2.1). A este tipo de restricciones se les
conoce como restricciones de tipo Lagrange.

Si x resuelve el problema entonces tiene que pertenecer al conjunto

D = {z € Xo(A) | o(t,z(t), i(t)) = 0}. (4.2.2)
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Supondremos que la matriz

i
ot

evaluada en z( tiene rango maximo en D.

Hay dos formulaciones para abordar el problema: la hamiltoniana y la la-
grangiana. De la primera, la cual se derivara del principio maximo, se deduce la
lagrangiana. Antes de abordar el principio del maximo necesitaremos introducir
nueva herramienta de trabajo.

4.3. Conos tangentes, conos derivados, conjun-
tos derivados y resultados técnicos

Definicion 4.3.1. Sean V' un subconjunto de RP y vy € V. Si Ky consta de
vectores k € V tales que existen sucesiones (Vp)nen C V ¥ (¢n)nen C RT que
satisfacen

Up — Vo

lim ¢, =0, k= lim
n—oo n—oo Cn

entonces Kq es el cono tangente de V' en vg.

Definicién 4.3.2. Recordemos que un conjunto de N vectores ky, ..., kx genera
un cono de vectores k si

N
k= Z Oéiki
i=1

para c; > 0,1=1,...,N. Un cono generado de esa manera es un cono diferen-
cial de V' en vy si existen § > 0 y una funcion continua

N

v(e) = vy + Z eiki +r(e)

i=1

enV con0<e¢ <édparai=1,...,N, tal que
lim@:()
e—0 |6|

donde |€| = €1 + - - -+ en. Ndtese que vazl kide; es la diferencial de v en e = 0.

Definicién 4.3.3. K es un conjunto derivado de V en vy si es una clase de
vectores tales que para cada conjunto finito de vectores ky, ..., ky € K genera
un cono diferencial de V' en vy.

Definicién 4.3.4. Un cono derivado K* es un conjunto derivado de V que es
UN CONO CONVETO.
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El cono K* generado por un conjunto derivado K es el conjunto de com-
binaciones k = Zf;l a;k; con o; > 0 donde k; € K. Por definicion K* es
convexo.

Sean J;(x) (1 =0,...,p) funcionales que satisfacen

Jiz) <0 i=1,....p
Ji(x)=0 i=p +1,...,p. (4.3.1)

Sea S el conjunto de vectores de la base canénica eq,...,e, y de los vectores
—e; tales que J;(x0) < 0, para 1 <i < p'.

Los siguientes teoremas se utilizaran en secciones posteriores para demostrar
resultados que nos interesan; para su demostracién véase [8].

Teorema 4.3.5. Sea x¢ que cumple (4.8.1), K un conjunto derivado de J, en
xo y KT el cono convezo generado por los vectores en K y los vectores en S para
xg. Supongamos que xo minimiza Jy sujeto a las restricciones (4.3.1). Entonces
el cono dual positivo A de KT es no nulo, por lo que existen multiplicadores
A0y AL, -5 Ap, 10 todos ceros, tal que la desigualdad

p
L(k) =Y Ak >0
1=1

se cumple para todos los vectores k € K y por consiguiente para todos los vectores
en la cerradura K del cono convexo K* generado por K. Ademds \; > 0 para
i=0,....,p0 yN\=0sii>11y Ji(xg) <O0. Se puede tomar \g =1 si y solo si
(-1,0,...,0) ¢ K.

Para el siguiente resultado se trabajara con el funcional

b
ﬂ@z/FmMMﬁ

Teorema 4.3.6. Sea ug(t) € PWC([a,b]), Rs la clase de elementos (t,u) de la
forma (t,uo(t + h)) cont € [a,b], t+ h € [a,b] y |h| < J. Sea F(t,u) continua
en Rs tal que Fi(t,u) también lo es. Si

F(t,u) > F(t,uo(t)) (4.3.2)

para (t,u) € Rs entonces

F(t,uo(t)):/ Fi(s,up(s))ds + ¢

en [a,b] donce ¢ es una constante.

Demostracion. Por definicion (t+h, ug(t)), (t, uo(t+h)) € Rs. Por la desigualdad
(4.3.2) tenemos

F(tuo(t+1) > F(tauo(t)),  F(t+hyuo(t) > F(t+ huot + ).
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Tomando limites derechos e izquierdos respecto a h
F(t,ug(t+0)) > F(t,ug(t)) > F(t,up(t +0)),

F(tvuo(t - O)) > F(t7u0(t)) > F(t7u0(t - O))z
por lo cual F' es continua en T. Sean t y t + h puntos en un intervalo de
continuidad de ug, definamos
¢(h) = F(t + h,ug(t + h)) — F(t,up(t)),
entonces
F(t+ hyug(t + ) — F(t,ug(t + b)) < ¢(h) < F(t+ hyuo(t)) — F(t, uo(t)):
Por el teorema del valor medio

h
Ft(t + 51h,U0(t + h)) § % < Ft(t + 52}1, UO(t)),
con 41,92 € (0,1). Haciendo h — 0 tenemos

¢(h)

4 Pt uo(t)) = Tim = Rt uo(t))

|
dt h—0

por lo cual F(t,ug(t)) tiene derivada continua a pedazos y como F(t,ug(t)) es

continua obtenemos el resultado para ¢ = F(a, ug(a)). O

Sean f,¢1,. .., ¢, funciones de clase C'! en una regién R de puntos (¢,u) €
R x RY. Sea Ry C R el conjunto de puntos donde se satisface

os(t,u) <0 (s=1,...,m"), @st,u)=0(s=m'+1,...,m)

dps 5
aUk 85805

(donde 6 es la delta de Kronecker y 5 =1,...,m'; s =1,...,m; k=1,...,q)
es de rango m en R. Decimos que un elemento (¢,u) es admisible si pertenece
a Ry. Una funcién u es admisible si es continua a pedazos en Ty (¢, u(t)) es
admisible.

y supongamos que la matriz

Teorema 4.3.7. Sea ug una funcion admisible tal que

ftu) = f(t uo(t))

para (t,u) admisible. Entonces existen us(t) (s =1,...,m) multiplicadores tni-
cos tales que para

F(t,u,p) = f+ > psps
s=1
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satisfacen
F,, (t,uo(t), u(t)) = 0.

Ademdas para s < m’, ps(t) > 0 en [a,b] y ps(t) = 0 cuando ps(t,up(t)) < 0.
Los multiplicadores ps(t) € PWC([a,b]) son continuos donde ug(t) también lo
es y existe ¢ constante tal que

Pt uol0) 1) = [ Fulryuo(r). ur))dr + . (4.33)

Si f, s son de clase CPT1 entonces ps(t) € CP en donde ug(t) € CP.

Para el siguiente resultado, sea R C R™ x R? una regién. Sean ¢, (x,u) con
s=1,...,m de clase C! en R. Sea Ry el conjunto de (z,u) donde se satisfacen
s(z,u) = 0. Supondremos que la matriz

(")

cons=1,...myk=1,...,q, es de rango m en Ry.

Lema 4.3.8. Euxisten q funciones continuas Uy (x,u) en una vecindad Ry C Ry
tales que (x,U(x,u)) € Ry para todo (x,u) € Ry, tales que Ug(x,u) = uy, cuando
(z,u) € Ro. Silas funciones ps € CP(R) entonces U se puede escoger de manera
que U € CP en Ry.

4.4. Principio del maximo

Para resolver el problema de minimizar a I bajo las restricciones del tipo (4.2.1)
pasaremos a trabajar en el area del control éptimo.

El principio del maximo nos muestra como optimizar problemas de control
6ptimo. Se estudiardn tres tipos de restricciones: el problema de control de
punto fijo, el problema de control isoperimétrico y el problema de control tipo
Lagrange.

Antes de describir cada uno de estos problemas se introducirdn elementos
necesarios para su estudio.

Sean z € X(A) y u(t) € R, tal que u € PWC([a,b]) con (¢t,z,u) € A. Aule
llamaremos variable de control y a x variable de estado (en ciertas ocasiones al
tiempo ¢ también se le considera como variable de estado). Para cada problema
queremos minimizar el funcional

b
I(w,u) = / L(t, (t), u(t))dt (4.4.1)

sobre las parejas (z,u) con z(a) = & y x(b) = &2. Notemos que si cambiamos a
u por & el problema se transforma en uno de célculo variacional. Los diferentes
tipos de problema son:
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Definicién 4.4.1. (Problema de control de puntos fijos) Al problema de mini-
mizar al funcional (4.4.1) bajo las restricciones

B(t) = f(t,2(t), ult)) (4.4.2)

con f: RxR® xR? — R (de clase C?) se le conoce como problema de control
de puntos fijos.

Definicién 4.4.2. (Problema de control isoperimétrico) Al problema de mini-
mizar el funcional (4.4.1), tal que © cumpla

L(z)<0(i=1,...,p), Lx)=0@G=p+1,...,p) (4.4.3)

con b

donde g; son constantes (y L; son de clase C?) se le conoce como problema de
control isoperimétrico.

Definicién 4.4.3. (Problema de Lagrange) Al problema de minimizar el fun-
cional (4.4.1) tal que x satisfaga

oilt,z,u) <0 (i=1,....,m"), @it,z,u)=0G=m'+1,....,m) (4.4.4)
donde p;: R x R® x R? — R se le conoce como problema de tipo Lagrange.

De la definicién anterior podemos observar que el caso que nos interesa es cuando
m' = 0.

En ocasiones se pueden resolver las ecuaciones (4.4.4) y expresarlas como
restricciones del tipo (4.4.2); inversamente podemos resolver las restricciones
del problema cldsico de Lagrange (restricciones con igualdades de (4.4.4)) si
eliminamos u; en (4.4.2).

Con el fin de desarrollar nuestro objetivo se requiere que las variaciones admi-
sibles (¢, x(t),u(t)) se encuentren en el conjunto Ry C A que tiene la propiedad
de que, para cada elemento (¢,z,u) € Ry, existe 6 > 0 tal que si (t1,21,u1) se
encuentra en una d-vecindad de (¢, z,u) entonces (¢',2',u1) € Ry V(t',2') en la
d-vecindad de (¢, ). También pediremos que u sea acotada en Ry.

Primero desarrollaremos el principio del méaximo para problemas de control
isoperimétrico y de puntos fijos.

Teorema 4.4.4. (Principio del mdzimo) Sea nuestro funcional

b
I(z,u) = / L(t, 2(t), u(t))dt

Sean g, ug tales que minimizan a I sobre el conjunto de variaciones admisibles
que satisfacen las condiciones (4.4.2) y (4.4.3). Entonces existen multiplicadores

A >0, A, ps(t) i=1,....p; s=1,....n
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no todos son cero en t € [a,b] tales que para

H(t,z,u,p) szfl AoL — Z)\ L; (4.4.5)

tenemos:
a.\;>0parai=1,...,p, y \; =0 si I;(z9) <O.
b. Los multiplicadores p;(t) son continuos en [a,b] y en zo satisfacen

= Hp =i (4.4.6)
251' = *Hxi

en cada intervalo donde ug(t) es continua.
c. Se cumple

H (8o (1), w, (1)) < H(t,o(t), uo(t), p(t) (4.4.7)

para t € [a,b] y u tales que (t,zg,u) € Ro.
d. La funcion H(t,xzo(t),uo(t),p(t)) es continua en [a,b] y en xqy satisface

dH

— = H, 4.4.8

m_, (148)
en cada intervalo de continuidad de ug(t).

e. 5i Ry es abierto entonces para t € T se satisface

Hy(t, 2o (), uo(t), p(t)) = 0. (4.4.9)

Demostracion. Para probar (a), (b) y (¢) supongamos que para cada (t,Z,u) €
Ry existe 6 > 0y u continua en [t — §,¢ + d] tal que u(t) =w y (¢, z,u(t)) € Ry
para [t—t| < dy |x—T| < 0. Ademés f;, L, L; y sus derivadas con respecto a x;
son continuas. Sea xq : (xo(t),uo(t)) en T solucién. Definamos Iy = I, go = 0,
Lo=L,

; af; L oLy,
AL(t) = ME(t) = — 4.4.10
0= gon Mi) = 52 (44.10)
evaluadas en (zg,ug), con 4,5 = 1,...,n, k = 0,...,p. Escojamos soluciones
q;? (t) y Zi(t) de los sistemas
q} +Zq’“x4z M5 qf(b) =0
Zi+ Z ZyAL =0, Zi(b) = b (4.4.11)

h=1
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para k=0,...,p; h,i,j =1,...,n. Sean

n

Fk(tu‘r7u) = Lk:_Z(qffJ —(jij),
j=1
j=1
Ge = ge—Y 4}, g =0,
j=1

Gpri = Y Zi(a)¢] — &
j=1

donde Gy, ...,Gptn son constantes. Sean
b
Ji(z) = G, +/ Ey(t,z(t),u(t))dt (4.4.13)
paral =0,...,p+ n. Dada la forma como se definié F; nos resulta:
OF
— =0 4.4.14
o (4.4.14)

a lo largo de zg. Sean (z(t), u(t)) soluciones a las ecuaciones
j’)i = fi(t, X, U,) (4415)

Entonces por (4.4.11), (4.4.12), (4.4.13) tenemos

n

Jiw) = D)+ qj(a) (w;(a) — &), (=0,...,p)

Por consiguiente para cada x admisible que satisface x;(a) = & se obtiene

Jk(l‘) = Ik(l‘),
Jipi(x) = a4(b) — & (4.4.16)

parak=0,...,p; 1 =1,...,n.

Para x admisible tal que satisface las condiciones iniciales x;(a) = £}, las
restricciones z;(b) = &4 son equivalentes a pedir que se cumpla la restriccién
Jl+i($) =0.

Sea A la clase de trayectorias admisibles que satisfacen las condiciones ini-
ciales z(a) = &, donde por trayectorias admisibles nos referimos a los x(t), u(t)
soluciones de (4.4.15) tales que (¢, x(t),u(t)) € Ro.
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Antes de continuar probaremos que si (xg,uo) minimiza a I sobre las va-
riaciones admisibles que satisfacen las condiciones (4.4.3) si y solo si (zg,ug)
minimiza a Jy en A sujeto a las restricciones

Ji(x)<0(=1,....,p"), Ji(x)=0(0=p +1,...,p+n). (4.4.17)

A es el conjunto de variaciones admisibles que satisfacen z;(a) = £} y (4.4.16).
Para probar esto, sea K la clase de vectores k de la forma

ki = Fi(t,zo(t), u) — Fi(t, zo(t), uo(t))

conl =0,....,p+n, (t,zo(t),u) € Ry y t € [a,b] distinto de los puntos de
discontinuidad de wug(t). Entonces K es un conjunto derivado de J; en xo(t)
sobre A (més adelante se comprobard dicha afirmacién).

Por el Teorema 4.3.5 existen multiplicadores Ao > 0, A1, ..., Ap1p tales que
N >0sii=1,...,p  y \; =0si Ji(zo) = Li(wo) <0, Y.7_, Mki > 0 en K. Por
lo tanto si

F(t,x,u) = zp: N Fi(t, x,u)
entonces )
F(tv xo(t), u) > F(ta xO(t)a UO(t)) (4418)

para (t,z0(t),u) € Ry, excepto por un nimero finito de puntos. Por continuidad
esta desigualdad se mantiene en estos puntos. Sea

n

pi(t) =Y e} =D MNpriZ),
k=1 i=1

por (4.4.12) tenemos

n P n
F=> NLi—» pafe—Y_ bz
i=1 s=1 =1

Si definimos
p n n
H(t,x,u,p) = Zpsfs - ZAzL'L = 7F(t,;’17,u) - ZPJI]
s=1 i=1 J=1

entonces la desigualdad

H(t,zo(t), u,p(t)) < H(t, xo(t), uo(t), p(t))
es equivalente a (4.4.18). Por construccidn resulta que:

n

b= (peAl+ 0M}) = — 1, (4.4.19)

j=1
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en xo. Si A = 0,y p;(f) = —A\ppiZ7 () = 0 entonces tenemos Ay = 0 ya que
det(Z}) # 0. De modo que A\; =0 para i =0,...,p+n, pero esto no es posible.
Por lo tanto obtenemos los incisos (a), (b) y (c).

Enseguida se demostrard (d). Por (b), (c) y el Teorema 4.3.6 se tiene que
para la funcién

F(t,u) = —H(t,zo(t),u,p(t))

evaluada en ug(t)

Pt uo(t)) = / Fi(s, uo(s))ds + c.

Usando (b),
Fy(t,uo(t) = —Hy — Y Hadbo; — Y Hy,pi = —Hi(t, xo(t), uo(t), p(t))
i=1 i=1
en consecuencia se obtiene

t
H:/ Hds + c.

Por ultimo, si Ry es abierto, F' tiene un minimo sin restricciones en u = wug(t)
para cada t en [a, b],
F,=0, (m, Fyum) >0

y por lo tanto
F, = Hu(taxo(t)’uo(t)’p(t)) =0.
O

Es asi como se ha obtenido la prueba del principio del maximo. Nos queda
por demostrar que K es un conjunto derivado.

Lema 4.4.5. La clase K es un conjunto derivado para J; en xg sobre A.
Demostracion. Sean N vectores
Ky = Fi(tj,mo(t;),u;) — Fi(t, zo(t;), uo(t;)),

j=1,...,Nen K. Supongamos que t; < --- < ty.Sead > 0tal quet;+NJ < t;
si t; < t; de manera que ty + N§ < b. Por lo tanto existe u;(t) continua en
[t —t;] < 6o = N0 tal que (¢,2,u;(t)) € Ro si (t,x) estd en una dp-vecindad de
(tj,xo(t;)). Sea Ty =t1, Tj =t;+e€1+---€—1 donde 0 < ¢; <" < 4. Definamos

ult. o) = ) e[ T+ el
G.e) {uoa) M)

donde M (€) son los puntos faltantes de [a,b]. Si ¢’ es suficientemente pequeiia
entonces el sistema

z; = fi(t,z,u(t,€)), zi(a) = &
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tienen solucién z(e) : z;(t, €) tal que pertenecen a A y xg = z(t,0). Sus derivadas

8xi(t7 6)
8ej

son continuas a trozos (véase apéndice Teoremas 5.2.8 y 5.2.10).
El valor de J; a lo largo de z(e) se puede escribir de la forma

N

N(@(e)) = Ji(wo) + 3 Quie; + Ry

j=1

donde

1 Tj+e;
QUZ*/ (Fu(t, 2t €, 5 (1)) — Fu(t, (), uo(£)))dt,

€ 7 T

R = / Su(t, a(t, )dt,
M (e)

Si(t,x) = Fi(t,x,uo(t)) — Fi(t,x0(t), uo(t)).

Obsérvese que
lim Qi = Filty, 25, u5) — Fi(tj, x5, u0(ty)) = Kt

ademas

05

— =0. 4.4.2
5 =" (4.4.20)

en zg. Sea Aw; = ;(t,e) — 2} (t), por lo cual
1
it 2(t, ) = A / 950 (4 2o(t) + OAD)do.
o Oz;

Como
Axi
6% _|_ [P + 6?\/
es uniformemente acotada, al usar (4.4.20)

Si(t,x(t, €)

lim —————== =10
e—0 6% 4+t 6?\/
uniformemente en [a, b]. Por lo tanto
R
lfm ———t =

EHO'/E%"—"'*—G?\T

La suma de k'é-dej es la diferencial de J;(z(€)) en € = 0. O



55

Corolario 4.4.6. Si Ry es abierto y se satisfacen las hipdtesis del teorema del
principto del mdximo entonces

(my Hyy (t, o(t), uo(t), p)m)y < 0. (4.4.21)
para ™ # 0.
Definicién 4.4.7. Si Ry es abierto, al sistema de ecuaciones
;= Hp,, pi=-Hy, H, =0 (4.4.22)
se le conoce como las ecuaciones de Fuler-Lagrange.

Hasta aqui ya se conoce la resolucién de problemas de control 6ptimo sujetos
a condiciones de problemas isoperimétricos y de punto fijo. El siguiente paso
es resolver el problema al agregarles restricciones de tipo Lagrange solo con
igualdades.

La finalidad es minimizar el funcional (4.4.1) bajo las restricciones impuestas
por el principio del maximo; ademé&s x(t) satisface

wi(t,z,u) =0, i=1,...,m (4.4.23)

Supondremos que ¢; € C? y la matriz
i
al'j

Teorema 4.4.8. Supongamos que xo(t) minimiza a I sobre la clase de variacio-
nes admisibles que satisface las condiciones (4.4.2), (4.4.8) y (4.4.23). Entonces
existen multiplicadores

tienen rango m en Ry.

Ao >0, A, ps(t), UT(t) (7,21,,]), s=1,...,m T:L"'vm)

no todos cero en T tales que para

n p m
H(t,x,u,p, N) = Zpsfs - )\OL - Z)\'LL'L - ZNTQDT (4424)
s=1 i=1 r=1

se cumplen:

a.N>0coni=1,....,p, y A\ =0 si I;(xg) < 0. Los multiplicadores i, (t)
son continuos donde ug(t) también lo es.

b. Los multiplicadores p;(t) son continuos y satisfacen para xo(t), w;(t)

i‘i:fi:Hpm pi:_Hwia Huk:07 301‘:0

en cada intervalo de continuidad de ug(t).
c. Si u satisface

or(t,zo(t),u) =0,



56

entonces

H(t7 xO(t)v u’p(t)v /’L(t)) < H(t7 xO(t)’ U’O(t)’p(t)v M(t))'
d. La funcion H(t,xo(t),uo(t), p(t), u(t)) es continua en [a,b] y satisface

d
SH=-H
dt ¢

en cada intervalo de continuidad de ug(t).

Demostracion. Por el Lema 4.3.8 existen Uy (t, z,u) de clase C? con k =1,...q
en una vecindad R’ C Ry tales que U(t, z,u) = u en Ry; por otra parte

@r(taxa U(ta :C,U)) =0.

Las funciones

fit,ou) = filt,z,U(t,x,u));
Li(t,v,u) = Li(t,z,U(t,z,u));
L(t,r,u) = L(t,2,U(t,z,u));

son de clase C? en R’. Sea B’ la clase de (z(t), u(t)) que satisfacen las ecuaciones
iizfi(taxfu)a xi(a): ila xz(b):@z

Li(x) <0 (i=1,...,p), Li(x)=0 (i=p +1,....p), (4.4.25)
donde

Definamos .
T(z) = / T(t, 2(t), u(t))dt.

Consideremos T = (Z(t),u(t)) € B'. Sea x : (x(t),u(t)) = (Z(t),U(t,T(t),u(t)))
tales que satisfacen (4.4.25). Por como x se ha definido tenemos

z; = fi(t, z,u), @r(t7x7u) =0, Li(x)= Ii(f)v I(CU) :T(f)

por lo tanto * € B. Ademas, si T € B entonces u(t) = u(t), por lo que g
estd en B’ y minimiza a I(x) en B’. Por el teorema del principio del maximo
4.4.4 existen multiplicadores Ag, A;, ps(t) tales que para

H(t,x,u,p) = Zpsf — XL — Z)\L

se tiene q_
h; = —Hg. —H=H
p i i t
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a lo largo de xg,

H{(t, zo(t),u, p(t)) < H(t,xo(t), uo(t), p(t))
cuando (¢,z0(t),u) € R'. Sea

H*(t,z,u,p) = Zpsfs oL — Z/\L

tenemos o
H(t,x,u,p) = H*(t,z,U(t,x,u), p).

en R'. Como U(t,z,u) = u en Ry entonces

H*(t,20(t), u,p(t)) < H*(t,z0(t), uo(t), p(t))

V(t,zo(t),u) € Ry, es decir, para u que cumple @; (¢, zo(t), u) = 0. Por el Teore-
ma 4.3.7 existe un dnico conjunto de multiplicadores p, tales que para

H(t,x,u,p,p) = H* (¢, 2,u,p) Zur%

satisfacen
B H* Z’urspruk -

cuando = = zo(t), u = uo(t), p = p(t), p = p(t). Los multiplicadores p..(t) son
continuos donde ug(t) también lo es. Ademds

F(t,.’l?, U,p) = H(ta Zz, U(taxau)apv M)

en R’. Por todo esto se cumplen

oU
Ha, = Ho, o+ Hu = H,,
oUy
Hy=Hi+ Hy— ot = H
en xo(t). O

Corolario 4.4.9. Sixy minimiza a I sujeto a las condiciones del Teorema 4.4.8
entonces

(7, Huyar (8, 20 (t), 1 (t), p, u)m) <0

para m € R™ que satisfacen

(pult,zo(t), uo(t)), 7) = 0.

Una vez conocido como optimizar problemas de control éptimo, aplicaremos
el principio del méximo para resolver el problema de calculo variacional con
restricciones de tipo Lagrange.
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4.4.1. Formulaciéon Hamiltoniana

Definicién 4.4.10. Consideremos el conjunto de restricciones en A del proble-
ma que estamos analizando, dado por

B:={(t,z,&) € A| ¢(t,z,&) = 0}.
Para (t,z,,p,p, A) € T X R" x R x R x R™ x R sea
H(t,z,&,p, p, A) := (p, &) — AL(t, z, &) — {u, o(t, x, &)). (4.4.26)

Si en el Teorema 4.4.8 se toma f;(t, z,u) = u; tenemos que &; = u;, adem4s
si tomamos como nulas a nuestras condiciones isoperimétricas, el funcional H,
definido en el Teorema 4.4.8, se convierte en el funcional H definido por (4.4.26).
Razén por la cual el principio del méximo se transforma en:

Teorema 4.4.11. Si xg minimiza a I en D, entonces existen \g > 0, p € X
y € PWC continua en cada intervalo de continuidad de g, no anuldndose
simultdneamente, tales que

a. p(t) = —HZI(t,\o) y Hi(t, o) = 0 en intervalos de continuidad de .
b. H(t,zo(t),u,p(t), u(t), o) < H(t, o) V(t,u) € T xR™ y (¢, 20(t),u) € B,
donde H(t, \o) denota H(t,xzo(t),Zo(t), p(t), u(t), Ao).

Por el mismo argumento el Corolario 4.4.9 se transforma en:

Corolario 4.4.12. Supongamos que xo minimiza a I en D. Sea (p, i1, Ao) como
en el Teorema 4.4.11. Entonces

<7T» Hx'd?(ta xO(t)a "tO(t%p(t)v :u(t)v >\0)7T> <0
para m que satisface vz (t, xo(t),Lo(t))mT = 0.

Definicién 4.4.13. Diremos que una trayectoria x € X (B) es normal si dados
(p, ) tales que para t € T satisfacen

B(t) = (wa(2(®)))T p(t) [= —(Ho(a(t). p(t), u(2), 0)) 7],
0= p(t) = (wi(x()" ut) [= (Ha(z(t), p(t), u(t),0)"],
entonces p = 0.
Nétese que, en este caso, necesariamente u = 0 ya que
(@)™ = ()" (wa (@) (wa(2(t)) (palz()") "
Por lo tanto x es normal si no existe una solucién diferente de cero de
@) = ()" (s (x(t) (@i (2() (pa(z())T) ol (t)).

Claramente, si £ es una solucién normal, entonces A\g > 0 en el Teorema 4.4.11
y por lo tanto podemos escoger a los multiplicadores del teorema de manera que
Ao = 1. En ese caso los multiplicadores son tnicos.
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Definicion 4.4.14. Definamos la sequnda variacion de H a lo largo de x¢ como

b P
Ko, pin) = | 20(e0(0),5(0)i
donde
2Q(t,y,9) = —[(y, Hea(t, 1)y) + 2(y, Hea (£, 1)) + (9, His (t,1)5)]

con H(t’ 1) = H(tvxO(t)ij(t)vp(t%u(t)v 1)

Definicién 4.4.15. Dado x € X, decimos que y es una B-variacion admisible
a lo largo de x siy € Xg y satisface parat € T

P (t, (1), 2(1))y(t) + wa(t, x(t), &(t))y(t) = 0.

El siguiente resultado nos da condiciones de primer y segundo orden para
una solucién normal del problema.

Teorema 4.4.16. Supongamos que xg es una solucion normal del problema.
Entonces existe un dnico par (p,u) € X x PWC tal que:

a. p(t) = —HZI(t,1) y Hi(t,1) = 0 en cada intervalo de continuidad de .

b. H(t,zo(t), z,p(t), u(t), 1) < H(t, 1) para (t,2) € TxR"™ y (t,z(t),z) € B.

c. (m,H;;(t,1)7) <0 para m € R™ que cumplen @z (xo(t))m = 0.

d. K(zo,p, 1;y) > 0 para toda y B-variacion admisible.
4.4.2. Formulacion Lagrangiana
Esta formulacion es la mas conveniente para trabajar con aumentabilidad.
Definicién 4.4.17. Para (t,z,&,pu, ) € T X R™ x R® x R™ X R, sea

F(t,x, &, pu, \) := AL(t, z, &) + {u, o(t, z, T)).
Notemos que
H(t, @, d,p,p,\) = (p, &) — F(t, 2,3, 1, A).

Por el Teorema 4.4.11 obtenemos que, si zg es solucién del problema, entonces

(Hg(t, M) = p(t) — (Fa(t,zo(t), d0(t), u(t), M) = 0.

Como H, = —F, y por el principio del maximo tenemos p = —H, resulta
d
S Fa(@o(8), ul(2), ho) = Fu(zo(t), u(t), Ao)-
Ademss
Ep(t,xo(t), o), u, u(t), ) = H(t zo(t), Zo(t), p(t), u(t), A)

_H(ta Z'O(t)r U,p(t), :u(t)’ )‘)

donde Ef es la funcién de Weierstrass de F'. Por esta observacion y el Teorema
4.4.11 obtenemos:
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Teorema 4.4.18. Si xg es solucion del problema entonces existen A\g > 0 y
©w € PWC continua en cada intervalo de continuidad de &y que no se anulan
simultdneamente en [a, b], tales que:

a. Jc € R” tal que Fi(wo(t), pu(t), \o) = [ Fulwo(s), u(s), Xo)ds + c.
b. Ep(t,xo(t), Zo(t), u, u(t), Ao) > 0 ¥(t,u) € T x R™ con (t,zo,u) € B.

Dadas las definiciones de F'y H tenemos
Hyy = 7Fxma Hyy = 7F322’?a Hiy = —Fig.

Por el Corolario 4.4.12, si xg es solucién del problema y p y Ay poseen las
propiedades del teorema anterior entonces

<7T7 an:(xo(t), ,U/(t)7 )\(])7T> >0

para m € R™ que cumple ¢;(zo(t))m = 0. Definamos

b
J(x, 1) = / F(t,x,&,p,1)dt

cuya segunda variacién estd dada por

b
J"(x, 13 y) =/ 2Q,,(t, y, y)dt
donde

2Q,(t,y,9) = (Y, Fea(z, 1, 1)y) + 2y, Foa (@, 1, 1)7) + (5, Fyy (2, 1, 1)7).

Nétese que K (x,p, p; y) coincide precisamente con esta segunda variacién y, por
el Teorema 4.4.16,
J"(z, p3y) >0

para y € Xo(B).
Recordando los conjuntos introducidos en la busqueda de minimos fuertes y
débiles se introducirdn:

¢
{z € X | Jc tal que Fj;(t) = / F.(s)ds + ¢},

= {zeX|J"(xwy) >0Vy e Xo(B)},

{r € X | (m, Fpz(t)m) > 0, ¥r € R™ con ¢z(x(t))m = 0},

= {z e X(B)| Er(z(t),u,u(t),1) >0, VY(t,u) € T x R",
con (t,z(t),u) € B}

donde F'(t) denota F'(t,x(t),(t), u(t),1).

Por lo anterior tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.4.19. Si xg es normal y minimiza a I en D entonces existe un
dnico p € PWC tal que xg € E(u) N L{(p) NH(w) NW(B, ).
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También consideremos los conjuntos para las condiciones reforzadas.

H(p) = {zeX|J"(z,my)>0Vye Xo(B), y# 0},
L' () {x € X | (7, Fpi(t)m) > 0, VY € R" con p;(x(t))m =0}
W(B, u,¢€) {0 € X(B) | Ep(t,z,&,u, u(t),1) >0, Y(t,z,&,u) € T x R
con (t,x,%) € Ti(xo;¢) N B, (t,x,u) € B}.
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Capitulo 5

Aumentabilidad en
dimension infinita

5.1. Un nuevo enfoque

Ya se cuenta con lo indispensable para desarrollar el concepto de aumentabili-
dad en calculo variacional. La construccién es analoga a la de dimensién finita
introduciendo una funcién no negativa que se anula en el conjunto D (4.2.2).

Definamos m
1
txx:zig (gilt,x, )

Ahora introduzcamos la funcién aumentada
F(t,x,i,p) = L(t,z, ) + (u, p(t, 2, %)) + o(t, z,2)G(t, x, &) (5.1.1)
donde o : TxR"xR™ — R. A esta funcién F le asignaremos su funcional accién.

Definicién 5.1.1.

~ b ~

Ty = [ Flta(t). 0. u0)ar. (5.1.2)
Definicién 5.1.2. Para xg € X.(B), diremos que el problema es aumentable

en xo si existen p, o tales que xo es un minimo para el funcional J en X .(A).

De la definicién podemos observar que si zy es un minimo para J entonces
x( es una solucién del problema original ya que

j(xo,u) < j(Ihu)

y como zg,z € X.(B), entonces

I(wg) = J (o, p) < J (2, 1) = I(2).
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Al igual que en los casos anteriores definamos los conjuntos asociados a cada
condicion necesaria para obtener minimos.

E(pyo) = {ze X |3ceR"tal que Fy(z / F,(x(s))ds + ¢},
H(po) = {zeX|J"(z,my) >0y e Xo},
L(n,o) = {reX|Fu((t) 20, teT}

VNV(Av:U’7 ) = {reX(4)] Ep(tx(t),dc(t),mu(t)) =0,

V(t,u) € T xR"™, (t,z,u) € A}.

Teorema 5.1.3. Supongamos que el problema es aumentable en xo € X (B).
Entonces 3u € PWC tal que o € E(u) NH(pw) N L(w) "NW(B, ). Ademds xg
minimiza a I en X (B).

Demostracién. Como x( es un minimo para .J entonces
xo € E(p,0) NH(p, o) N L, 0) NW(A, i, o).

Como zq € (i, o) tenemos que existe ¢ € R™ tal que

Fi(o /F zo(s), pu(s))ds + c.

Es asi que
t

Falao(t),(t). 1) = [ Falao(s), () 1)ds + ¢

a

por lo que zg € ().
Tenemos

b
J”(a:o,u;y)=/ (y, Foay) + 2(y, Foa) + (4, Fia))dt.

Entonces

b
J" (w0, piy) = J" (0, 1 y) +/ o (zo(t)) e (zo(t))y + @i (wo(t))y[ dt.

a

Como zy € H(p, o), se sigue que J”(zo, ;) > 0 Yy € Xo(B) y por lo tanto
zo € H(p).
Para la tercera contencién, notemos que

Fii(zo(t), p(t)) = Fia(zo(t), p(t), 1) + o (zo(t)) Gai(zo(t)).

Por otro lado, para toda x € X,

ZS& ) pii(x(t))
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y por lo tanto

(m, G (wo(t))m) = 7" (Z soi:b(:vo(t))T(s%(xo(t))> m=

m

Z(%a‘c(%(t))ﬂ)z = | (xo)m|?

i=1
por lo que
(m, Fas(wo(t), u(1), 1)7) + ola (wo)m|* > 0

lo cual implica que zg € L(p).
Para el dltimo conjunto tenemos

Ex(t,z,&,u,pu) >0

para (t,zo(t),u) € A, por lo que
. 1
Eﬁ‘ = EF(tvx()vavuvﬂa 1) + §0|g0(t,x0,u)|2 2 0

y concluimos que xg € W(B, u). O

5.2. Suficiencia y aumentabilidad

Para resultados de suficiencia introducimos el concepto de aumentabilidad
de acuerdo con el tipo de minimo local que estudiemos.

Definicién 5.2.1. Para xg € X.(B), diremos que el problema es fuertemente
aumentable en xqy si existen € > 0, u y o tales que xg es un minimo para el
problema de minimizar J en X.(Ty(xo; €) N A). Claramente, en este caso, xo es
un minimo fuerte del problema original. Andlogamente, diremos que el problema
es débilmente aumentable en xq si en la definicidn anterior sustituimos Ty por
Ty, implicando que xo es un minimo débil del problema original.

Trabajaremos con x: T'— R™ absolutamente continuas; al conjunto de estos
2 los denotaremos por X’; ademds trabajaremos con las variaciones y € X, tales
que su derivada es cuadrado integrable (llamadas admisibles) y satisfacen

pa(x(£))y(t) + @i (2(t))y(t) = 0 (5.2.1)

para casi todo T, con x € X'(B).
Definiremos los conjuntos para las condiciones reforzadas

H (o) = {zeX'|J'(x umy)>0Vy e X, y#0},
L'(no) = {zeX'|(m Fa(x(t), u(t))r) >0 Vr € R", w# 0},
W(Aauvg;e) = {IO EX,(A) | EF(t,$,I7U,/L(t)) ZOV(t,I,.ﬁt,U) GTXRBna

(t,x,2) € Ty (xo5€), (t,x,u) € A}.
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El siguiente lema es necesario para demostrar resultados posteriores. Para
su demostracién véase [7]. La primera afirmacién se probard ademds al final de
esta seccion.

Lema 5.2.2. Sixzg € L'(p) entonces Iog > 0 tal que, si o(t,x,2) > oo, enton-
ces:

a. zo € L'(u,0).

b. Si (yn)nen C Xo converge uniformemente a yo en T entonces

l{m inf j”(xo,u;yn) > j”(xo,/t;yo)-

n—oo

Lema 5.2.3. Sixg € L'(u)NH' (1) entonces existe oo > 0 tal que, sio(t,x, &) >
00, entonces xg € H'(u,0).

Demostracion. Definamos

P(y) = J”(zo,u;y),

b
Q)= [ [0(ty(0) 30 Pa.

Por las hipétesis P(y) > 0 para toda y variacién admisible no nula que satisface
O(t,y(t),y(t)) = 0 casi en todo T y y(a) = y(b) = 0. Como

b
T (o) = Pw) + [ olan®)[0(t, (0. 9(0)) Pa
entonces

J" (w0, 139) > P(y) + 00Q(y)

para o(zo(t)) > oo.
Supongamos que la primera afirmacién del lema es falsa. Entonces Vn € N
existe y,, variacién admisible no nula con y,(a) = y,(b) = 0 tal que

P(yn) + nQ(yn) < J" (20, t;yn) <0 (5.2.3)

para o(t,z, &) > n. Como las funciones son homogéneas en y entonces podemos
suponer que nuestras variaciones ¥, son tales que

b
/ (92 ()P + lim () dt = 1 (5.2.4)

y por lo tanto podemos reemplazar a (y,,) por una subsucesién (usando mismos
subindices) tal que esta converja a una variacién admisible yy uniformemente
enT.



67

Claramente yo(a) = yo(b) = 0. Por el Lema 5.2.2 existe o > 0 tal que
lim inf(P(y,) + 0Q(w)) = Plon) + oQ (). (5.2.5)
Esta desigualdad, junto con (5.2.3) y el hecho de que @Q(y) > 0 implica que
liminf Q(y,) <0.

n—oo
Como la condicién de Legendre es verdadera para Q(y) (véase [11] pag. 358)
tenemos que

lim inf Q(yn) > Q(yo) = 0.

Por lo tanto Q(yo) = 0, lo cual implica que ®(¢,yo(t),yo(t)) = 0 casi en todo
T. Supongamos que yo #Z 0. Entonces P(yg) > 0. Sin embargo, por (5.2.5) con
Q(yo) = 0, se tiene a partir de cierta n que

P(yn) +0Q(yn) >0

lo cual contradice la desigualdad en (5.2.3). Por lo tanto yo = 0.

Completaremos la demostracién probando que yg no puede ser la variacién
nula. Supongamos que si lo es. Sea o como en el Lema 5.2.2. Por (5.2.5) obte-
nemos

lim inf J" (o, 5 yn) = lirginf(P(yn) +0Q(yn)) > 0.

Esto dltimo es consecuencia de P(yo) = Q(yo) = 0. Por (5.2.3), vemos que se da
la igualdad. Por lo tanto, como la convergencia es uniforme y yo = 0, tenemos

b
o=mmﬂm%w=%g/@mﬂmmmwmww<mm

n—oo

Como, por el Lema 5.2.2; el integrando es una forma positiva definida, existe
¢ > 0 tal que

(7, Esa(xo(t), u(t))m) = clnl*.

Por lo tanto, la ecuacién (5.2.6) implica que
b
liminf/ |9 |?dt =0
n—oo a

pero por la definicién de y,, resulta

b
i [l =1,
n— oo a

Esta contradicciéon completa la demostracion. O

El siguiente resultado es el principal de este trabajo. Probaremos que las
condiciones clasicas de suficiencia para un minimo local, ya sea débil o fuerte,
implican el concepto de aumentabilidad correspondiente. Algunas de las ideas
utilizadas en la demostracién se basan principalmente en el articulo de Hestenes
[7] donde se analiza el problema normal de Bolza.
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Teorema 5.2.4. Supongamos que xo € X, (B) N C y u es absolutamente con-
tinua. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones.

a. Sixzg € E(u) NH () N L' (1), el problema es débilmente aumentable en
Zo-

b. Si ademds xo € W(B, p; €) para alguna € > 0, el problema es fuertemente
aumentable en xg.

Demostracion.

(a): Por el Teorema 3.2.5, la conclusién de que el problema es débilmente
aumentable en xg se sigue si probamos que, para alguna funcién o(t, z, ),
pertenece a

E(w, o) NVH (o) N L (p, o).
Como z¢ € E(p), e € R™ tal que para toda t € [a, b],

Fa(an(t). 1) = [ Faloo(s)on(s), D+

y, por lo tanto,

awwmwnzfﬁmmwmmw+a

Asi pues xg € c‘:’(u, o) para cualquier o.
Para la segunda contencién (véase Lema 5.2.2) definamos, V¢ € [a,b] y h €
R™,
P(t,h) := (h, Fyg(o(t), u(t), Dh),  Q(t,h) = |ps(xo(t))h]*.
Como zg € L'(u), P(t,h) > 0Vt € [a,b] y h # 0 con Q(t,h) = 0. Afirmamos
que existe ¢ > 0 tal que P(t,h) + cQ(t,h) > 0 Vt € [a,b] y h # 0. Supongamos
lo contrario. Entonces Vn € N existe (t,, hy,) € T x R™ con h,, # 0 tal que

P(tn, hn) +nQ(tn, hn) < 0.
Definamos k,, := hy,/|hy|, de manera que |k,| =1y
P(tna kn) + nQ(tna kn) S 0

Por lo tanto existen una subsucesién (sin volver a etiquetar), ¢ty € [a,b] y un
vector unitario ko tales que (tq,kq) — (to,ko). Por lo tanto P(to,ko) < 0y
Q(to, ko) = 0, contrario a zg € L'(u). Ahora, sea o(t, z, &) tal que o(xg(t)) > ¢
para toda t € T'. Entonces

(B, Eai(o(t), u(t))h) = P(t, h) + o (wo(1))Q(t, h) > 0

para toda h € R", h # 0, y t € T, lo cual implica que zq € £ (i, o).
Finalmente, la afirmacién de que existe oo > 0 tal que para o(zo(t)) > oo,
xo € H'(p, o) se sigue del Lema 5.2.3.
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(b): Para este inciso queremos probaremos que, si g € W(B, u; €), entonces
existe o(t,x, ) tal que xy € V~V(A7 w,0;€). Una vez probada esta afirmacion, el
resultado se sigue del Teorema 3.2.5.

La idea de la demostracién es la siguiente. Sea Ey (&, ) la funcién exceso de
Weierstrass para (&) := (1 4 |2|?)'/2. Como se prueba en [5], ¢ satisface la
condicién reforzada de Weierstrass

EF(t,J?,jI,U,, ,u(t)) 2 0

para toda (t,z,&) € T1(xo;€) N B, (t,z,u) € B (es decir, xg € W(B, u;€)), y la
trayectoria es no singular en el sentido de que

Fii s

0 alolargo de x

si y solo si existen una vecindad By de xq relativa a By 7 > 0 tales que
Er(t,z,&,u,pu(t) > 7Ey(2,u)
siempre que (t,z,) € By, (t,z,u) € B. Ahora, como ¢;(xo(t)) tiene rango m y
(h, Fii(xo(t)h) >0
para toda h € S donde
S ={heR" | pi(xo(t))h =0},
la condicién de no singularidad es equivalente a la relacion
(h, Fyi(zo(t))h) >0 paratoda h#0en S
es decir, xg € L'(u). Ademds, como se puede verificar facilmente,
Ex(t,x, &, u, pu(t)) > 7Ey (&, u)

siempre que (t,x,2) € By, (t,z,u) € B. La idea principal de la demostracién
consiste en probar que existen una funcién o (¢, z, &) > g, un nimero positivo
Ty Ap vecindad de x( relativa a A tales que

Ex(t,x,&,u,pu(t) > 7Ey (2, u) (5.2.7)

siempre que (t,7,%) € Ao, (t,7,u) € A. En vista de la caracterizacién mencio-
nada arriba, esto implicard que xg pertenece a W(A, u, o;¢€)
Observemos primero que existen 71 > 0 y Ay vecindad de xg tales que

Eg(t,z,@,u) > 11 Ey(E,u) (5.2.8)

siempre que (t,z,%) € BN Ay, (t,z,u) € B. Por el teorema de Taylor y conti-
nuidad se sigue del Lema 5.2.2 que podemos disminuir a 7y y A; de manera que
(5.2.8) se satisfaga para toda (¢,z,2) y (¢t,2z,u) € A; (no necesariamente en B).
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Afirmamos que existen 7 > 0y Ag vecindad de zy con la cerradura de Ag
contenida en A; tal que (5.2.7) se satisface para toda (¢, x, %) € Ay, (¢t,2,u) € B.
Para problarlo, seleccionemos primero una vecindad A* de xg con la cerradura
de A* contenida en A; y sea 0 < € < 1 tal que, si (t,z,%) € A* y (t,x,u) es
exterior a A; entonces

3eyp(u) < Ey(d,u) < 2(u). (5.2.9)
Ahora, escojamos a Ay de tal manera que exista r(t, z, &) definida en Ay tal que
(t,z,r(t,x,2)) € A*NB para toda (t,z,2) € Ag.
Entonces tenemos que
Ei(t,z,&,u) = Eg(t,z,r(t,z,&),u) + K(t,z,&,u)
donde

K(t,z,z,u) = F(t, x,r(t,z, &) — F(t,x,j:) + Fi(t,x,r(t,x,ab))u
—153-0(757 x,&)u—+ ﬁ’i(t, X, &)k — Fi(t, x,r(t,x, &))r(t,x, ).

Si Ag se toma suficientemente pequeno tendremos
|K (¢, z,&,u)] < empp(u) para toda (¢, z,%) € Ayp.
Por (5.2.8) y (5.2.9), si (¢t,z,%) € Ao v (t,z,u) € B pero no en A; entonces
Ex(t,z,z,u) > nEy(r(t,z, ), u) — emp(u) > 2emyp(u) > em By (&, u).

Haciendo 7 = ery en (5.2.7), se sigue la afirmacién.

Seleccionemos ahora conjuntos abiertos As, As, ... cuya unién sea A y tales
que la cerradura de A; esté contenida en A1 (j = 1,2,...). Sean o;(t,z, %)
funciones de clase C? tales que

o;j=0enA;j_1, 0;>0enAd;, o;j=1en A—A; (5.2.10)

Sea (t,z, %) € Ag. Si (t,x,u) € Aj11 — A, (j > 1) entonces (5.2.7) se satisface
si (t,z,u) € By por lo tanto, por continuidad, si

Valt,v,u)? < €;Ey(2,u) (5.2.11)
donde €; es una constante positiva. Sea ¢; > 0 tal que
Egx(t,z,@,u) > 0; si(t,z,u) € Ajp — Aj.
Sea d; > 0 tal que, en este conjunto,
dje; Ey(L,u) 4+ 0; > 11 Ey(E,u). (5.2.12)

Definamos o(t, z, &) := o9 + > d;0;(t, z, ).
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Por (5.2.10), tenemos que
og—0o9p=0en Ay, o—09g>0en A, o—o09>djenA—A;. (5.2.13)
Sea h(t,z,%) := (o(t,x,2) — 00)|p(t, x,)|?. Nétese que h =0en Ay y
En(t,z,z,u) = h(t,z,u) >0

(siempre y cuando (t,z,4) € A como hemos supuesto). Sea F* = F + h.
Entonces, siempre que (t,z,%) € Ag,

Ep-(t,z,&,u) = Ep(t,x, &,u) + h(t, z,u). (5.2.14)
Si (t,x,u) € A; entonces (5.2.7) se satisface, de manera que
Ep«(t,x,&,u) > TEy(&,u). (5.2.15)

Esto es valido si (t,z,u) € Aj41 — A (7 > 1) y (5.2.11) se satisface. En caso
contrario entonces, por (5.2.13),

h(t,z,u) > (o(t,z, &) — 00)€j By (E,u) > dje; Ey(E,u).

Se sigue de (5.2.12), (5.2.14) que (5.2.15) también se satisface en este caso. [
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Conclusiones

Mediante el trabajo realizado mostramos cémo algunos aspectos fundamentales
relacionados con la teoria de aumentabilidad se pueden desarrollar para ciertos
problemas de optimizacién definidos en espacios de dimensién infinita. En par-
ticular nos concentramos en el problema béasico de célculo de variaciones sujeto
a restricciones con igualdades. Es importante mencionar que dicho concepto es
ampliamente conocido y utilizado en la literatura para resolver problemas con
restricciones en espacios de dimensién finita.

Después de un breve resumen de la teoria basica de aumentabilidad para pro-
blemas con restricciones en dimension finita, derivamos para el problema basico
de célculo de variaciones con puntos fijos las condiciones necesarias y suficientes
clasicas de primer y segundo orden. Dicha derivacion resulta fundamental en la
teoria desarrollada posteriormente al introducir funciones de penalizacién que
remueven las restricciones involucradas. Posteriormente enunciamos el problema
con restricciones en forma de igualdades y derivamos las condiciones clasicas de
primer orden a través del principio maximo, visto el problema original como un
problema de control éptimo. Asi mismo, suponiendo que la solucién al proble-
ma es normal, enunciamos las condiciones clasicas de segundo orden tanto en
su formulacién Hamiltoniana como Lagrangiana.

Finalmente desarrollamos dos de los aspectos méas importantes del concepto
de aumentabilidad que lo han convertido en una herramienta de gran utilidad
tanto tedrica como préctica para problemas de optimizacion. En primer lugar,
derivamos las condiciones necesarias clasicas de primer y segundo orden sin im-
poner la hipétesis de normalidad, lo cual permite analizar problemas para los
cuales es posible encontrar soluciones locales no necesariamente normales al pro-
blema. En segundo lugar probamos que, para minimos locales fuertes o débilies,
las condiciones suficientes cldsicas implican el tipo de aumentabilidad corres-
pondiente. Este ultimo resultado justifica ampliamente el analisis del problema
aumentado sin restricciones y, por otro lado, nos permite desarrollar una teoria
alternativa de suficiencia.

Es de interés para un trabajo posterior llevar a cabo generalizaciones de
este enfoque tanto en necesidad sin normalidad como en suficiencia, asi como
un desarrollo detallado, para problemas de control éptimo, de los métodos de
multiplicadores utilizados tanto en problemas definidos en espacios de dimensién
finita como en analisis convexo.
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Apéndice

Teorema 5.2.5. (Leibniz) Sean T :=[a,b] € R, ¢ : T - R y ¢ : T — R tales
que ¢(t) < (t), Vt € T. Definimos

K = {(z,t) € B2t € T,6(t) < = < Y(D)}.

Sea D C R? tal que K C D, f: D — R:
a. St f,¢,% son continuas entonces existe

(t)
F(t) ::/ fz,t)dx

é(t)
y ademds F es continua.

0
b. Si ¢,1p € CH(T), f es continua, existe or y ademds es continua entonces

F' es derivable y su derivada estd dada por

P(t) b
F(t) = / 9 (Flo 1)) da + &/ (O F(6(2), 1) — & (D F (1), ).
sty Ot

Teorema 5.2.6. (Teorema de la funcion implicita) Sea f : S — R™ con S C
R™ x R™ abierto. Supongamos [ y f.(v,z) son continuas en S y existe Vo C R™
compacto y xq : Vo — R™ continua tal que para v € Vy tenemos (v, zo(v)) € S,
f(,20(t)) =0 y |fo(v,20(¢))] # 0. Entonces existe V' vecindad de Vy, € >0 y
x:V — R™ continuas tales que:

a. z(v) = zo(v) para toda v € Vj.

b. f(v,z(v)) =0 para toda v € V.

c. SiveV, flv,z) =0y |x —z(v)| < € entonces © = z(v).

d. Si f € C™(s) entonces x € C™ (V).

Sea B C R x R™ una regién. Sea f: B — R" con f, continua. Sea

#(t) = f(t,z(t)). (5.2.16)

Teorema 5.2.7. Dado (o, ) € B existen § >0 yx: (a—6,8+6) — R” dnica
solucion a la ecuacion (5.2.16) que satisface x(a)) = 5. Si f € C™(B) entonces
r e C™(a—4§a+9).



76

Teorema 5.2.8. Sea xo solucidn de (5.2.16). Entonces existen p > 0 y By
vecindad de {(t,zo(t)) | t € T} tales que para cada (o, B) € By pasa un dnico
x(5a,8): [a—p,b+ p] = R™ tal que es solucion a (5.2.16) y satisface

z(t; o, zo (@) = zo(t).

Las funciones z(t;a, ), #(t;a, B) son de clase C' respecto a 8, V(t,a, 3) €
[@a—p,b+p] X By y |zs(t;o, B)| #0. Si f € C™(B) entonces z,& € C™.

Teorema 5.2.9. Sea 6 > 0, supongamos que x : T'x(—0,0) — R™ es una familia
uniparamétirca de soluciones a la ecuacion (5.2.16) que satisface x(t,0) = xo(t).
Si x, e son continuas entonces y(t) = x.(t,0) satisface

y(t) = (fa(t,mo(t)), y(t))
parat € T.

Sea A un subconjunto de un espacio normado, A\g € A fijo. Sea xg solucién
de

i = f(t,z,\). (5.2.17)

Para A = )\ tenemos por el teorema 5.2.8 existe solucién z(-; a, 8, Ag) tal que
satisface zo(t) = x(t; a, xo (), No).

Teorema 5.2.10. FEzisten o,p > 0 tal que para cada («, ) que satisface las
relaciones

a—p<a<b+p, |[B-z(a)<o [A=X|<o (5.2.18)
pasa una unica solucion
y(taoé?ﬁy)\)v (a—pStSb—Fp)

de (5.2.17) que contiene a x para t € [a,b], A = Ao, B = z(«). La funcidén
y(t,a, B,\) es continua. Existe C' constante tal que

ly(t, o, B, A) — x(t)] < C|8 — z(a)| + CG(x, A, o) (5.2.19)
en [a —p,b+ p| donde
b+p
GleA ) = [ 17(0w(0.3) = 16 2(0), 20
a—p

Ademds si (o, 8/, X') satisface (5.2.18) entonces la desigualdad (5.2.19) se sigue
cumpliendo si reemplazamos a x(t) por y(t,a’, ', N') y Ao por X.
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