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Resumen

Motivados por la propagacion de enfermedades y las reacciones quimicas, se estu-
dian los tiempos de primer encuentro de caminantes aleatorios confinados, en un modelo
en el cual dos caminantes se mueven en una o dos dimensiones y cada uno vive en su res-
pectivo region o habitat. Las regiones se traslapan, y los caminantes se pueden encontrar
sOlo en la region de traslape. Se calculan nimericamente los tiempos de primer encuentro
en funcion de los pardmetros del sistema: los tamafos de las regiones en donde se mueven
los caminantes, y de la region de traslape entre ellas. Para encontrar el tiempo de primer
encuentro se utilizan dos métodos: el método de Monte Carlo y el método de enumera-
cion exacta. El segundo método se implement6 para obtener de manera numéricamente
exacta la distribucién de probabilidad completa de los tiempos de encuentro, y de ahi su

promedio y varianza.
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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo se enfoca en estudiar los tiempos de primer encuentro de dos caminan-
tes aleatorios que se encuentran confinados. Los tiempos de primer encuentro son fun-
damentales para una gran cantidad de fendmenos. Algunos de los ejemplos en los cuales
se involucran procesos de primer pasaje son: las reacciones quimicas [1] y las reaccio-
nes bioquimicas adentro de células [2]; la bisqueda de comida en los animales [3]; la

dindmica neuronal [4]; y la propagacion de epidemias [5].

En el caso de las reacciones quimicas, pensemos en dos moléculas que sufren una
reaccion al colisionar. Para que pase esto, primero las moléculas deben encontrarse. Si se
mueven dentro de un medio acuoso, cada una sigue un movimiento browniano, es decir,
un movimiento aleatorio que resulta de los choques incesantes de la particula pesada

sumergida en un fluido compuesto por particulas ligeras.

En el caso de la propagacion de epidemias o epizootias (el equivalente a las epi-
demias en poblaciones de animales), los animales se pueden modelar, en una primera
aproximacion, como caminantes aleatorios. Cuando un caminante sano se encuentra con
uno infectado, puede tener lugar el contagio. La tasa de contagio se puede relacionar con

la velocidad con la que se propaga una epizootia en el espacio [5].



Un modelo simple que reproduce ciertos fendmenos consiste en tratar a las molécu-
las o los animales como caminantes aleatorios, es decir, que se mueven en el espacio de

forma azarosa.

1.1. Caminantes aleatorios

Un caminante aleatorio tiene una trayectoria que consiste en una secuencia de pasos
aleatorios, por ejemplo sobre una red. En el caso més sencillo, el de un caminante sin
memoria, en cada paso se mueve a la izquierda o a la derecha con igual probabilidad (caso
simétrico) en una dimension; y arriba, abajo, izquierda o derecha con igual probabilidad
en dos dimensiones; ver la figura 1.1. En la figura 1.2 se muestran trayectorias de un

caminante aleatorio discreto en una y dos dimensiones.

- .——> Tyj-1 Tgj Tig+1 el 4——‘——> Pr
s | w P | #
Ti-1 T Ti+1 Fislg ay
(a) Caminata aleatoria en una dimension (b) Caminata aleatoria en dos dimensiones

Figura 1.1: (a) En una dimensidn, con probabilidad p el caminante se mueve a la derecha
y con probabilidad ¢ se mueve a la izquierda. (b) En dos dimensiones, con probabilidades
Px, py €l caminante se mueve derecha o arriba, y con probabilidades gy, g, se mueve
izquierda o abajo. W (en 1D) y W (en 2D) denotan la posicion del caminante; g+ p = 1.
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Figura 1.2: Trayectorias de (a) varias caminatas aleatorias en una dimensién, como fun-
cion del tiempo; (b) una caminata aleatoria en dos dimensiones.

1.2. Modelo de caminantes confinados en regiones tras-

lapantes

Ocuparemos un modelo de dos caminantes aleatorios confinados, en el cual cada
caminante vive en su propia region, motivado en los hédbitats de animales territoriales

[6, 5]. Las dos regiones de los dos caminantes se traslapan en una region dada.

En los sistemas reales, ya sea una célula o el territorio de un animal, la geometria de
la region en la cual se encuentra confinado cada caminante es irregular, y ademads puede
variar en el tiempo [7]. En esta tesis, como primera aproximacion, se utilizan regiones
de forma sencilla (rectangular) con traslapes rectangulares, y con fronteras reflejantes (es

decir, tal que un caminante rebota al llegar a una frontera, y se queda donde estaba).

El objetivo es encontrar los tiempos de primer encuentro, es decir, cuando los cami-
nantes se encuentran por primera vez, estando en el mismo sitio al mismo tiempo. Dada la

geometria particular del modelo, los encuentros entre los dos caminantes pueden ocurrir

3



sOlo en la region de traslape.

1.3. Métodos numéricos utilizados

Para calcular los tiempos de primer encuentro, se utilizan dos métodos numéricos:
el de Monte Carlo y el de enumeracion exacta. En particular, en esta tesis se desarrolla
el método de enumeracion exacta para calcular la distribucion de probabilidad de los

tiempos de encuentro de dos caminantes aleatorios confinados.

El nombre del método de Monte Carlo fue acuiiado por John Von Neumann y Sta-
nislaw Ulam [8], cuando trabajaban en el proyecto Manhattan durante la Segunda Guerra
Mundial. Bajo el nombre de Método Monte Carlo se agrupan una serie de procedimien-
tos que analizan distribuciones de variables aleatorias usando simulacién con nimeros
aleatorios. El Método de Monte Carlo da solucién a una gran variedad de problemas ma-

tematicos, haciendo experimentos con muestreos estadisticos en una computadora [8].

El método de enumeracion exacta fue propuesto en 1984 por I. Majid et al. [9].
Este método se utiliza para calcular la distribucion de probabilidad de la posicidon de un
caminante aleatorio en cada paso de tiempo de manera exacta, dada una ecuacion maestra
que describe la evolucién local de la probabilidad en el espacio. El método fue extendido
en 2007 por O. Bénichou et al. [10] para poder calcular la distribucién de probabilidad de
los tiempos de primer paso de un sitio fuente a un sitio meta. En esta tesis, introducimos
una extension mas del método, la cual permite obtener de manera numéricamente exacta
la distribucién de probabilidad de los tiempos de primer encuentro de dos caminantes

aleatorios.

El método de Monte Carlo produce una trayectoria posible del sistema en cada
realizacion. Con enumeracion exacta, por otro lado, es como si simuldramos un nimero

infinito de caminantes y contdramos qué proporcion se encuentran en cada sitio i en cada

4
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Figura 1.3: Comparacion del histograma de los tiempos de primer encuentro para m = 10
y ¢ =50 obtenidos con Monte Carlo, con los resultados de enumeracion exacta.

tiempo 7.

El método de enumeracion es mas preciso que Monte Carlo, ya que en una sola
corrida produce la distribucion de probabilidad completa y exacta para una condicion ini-
cial dada, mientras que en Monte Carlo necesitamos muchas corridas y el valor obtenido

solamente es aproximado.

El objetivo de realizar el mismo cdlculo con dos métodos diferentes es el poder
comparar los resultados, y saber si los algoritmos sirven y se implementaron de forma
adecuada. Dado que es mas sencillo trabajar con Monte Carlo, se recurrié a éste para

poder comparar los resultados obtenidos con enumeracion exacta.

Como ejemplo del tipo de resultados obtenidos, la figura 1.3 muestra una compara-
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cion de la distribucion de probabilidad de tiempos de encuentro en una geometria particu-
lar, obtenida tanto con Monte Carlo como con enumeracion exacta. Vemos que el método
de enumeracidn exacta permite obtener una distribucion de probabilidad sin ruido, mien-
tras que con Monte Carlo no importa cudntas realizaciones hagamos, siempre tendremos
ruido. Es por ello que es de interés desarrollar el método de enumeracion exacta, cuya

implementacién computacional es, sin embargo, mucho mas elaborada.

1.4. Plan de la tesis

En el capitulo 2, se presentan las herramientas matematicas necesarias para estudiar
el problema. En el capitulo 3, estudiamos el modelo y su implementacion con el método
de Monte Carlo. En el capitulo 4, se presenta la meta principal de la tesis: el desarrollo
del método de enumeracion exacta y su implementacién para calcular la distribucion de
probabilidad de los tiempos de encuentro de dos caminantes aleatorios. En el capitulo 5,
se presentan algunos resultados numéricos obtenidos para los tiempos de encuentro en
una y dos dimensiones, calculados tanto con Monte Carlo como con enumeracion exacta.

Finalmente, en el altimo capitulo se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

Antecedentes

En este capitulo presentaremos algunas herramientas matemaéticas que se requieren

para el estudio de los caminantes aleatorios.

2.1. Caminantes aleatorios

Una forma conveniente y flexible de aproximar a las moléculas o a los animales
es mediante caminantes aleatorios. La caminata aleatoria es un formalismo matemético
que consiste en una trayectoria formada por pasos sucesivos tomados al azar. Desde su
introduccion [11], se ha vuelto una herramienta muy exitosa; hoy dia se utiliza en ramas
de la ciencia tan diversas como la fisica, la economia, las ciencias de la computacion,
la biologia y la quimica [12, 13, 14, 15]. En el caso mas sencillo, la posicién al tiempo
t + 1 depende solamente de la posicion que se tenia al tiempo ¢ (es decir, se cumple la

propiedad de Markov), y el proceso no tiene memoria.

Un modelo sencillo en una dimension consiste en un caminante que se mueve a la
derecha con probabilidad p y a la izquierda con probabilidad g := 1 — p, respectivamente.

En el caso simétrico, la probabilidad es la misma en ambas direcciones (p = g = %). Ast,
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la posicion X; del caminante al tiempo ¢ esta dada por
@.1) Xis1 =X+ A,

en donde A, denota el brinco que da el caminante al tiempo ¢, lo cual es una variable

aleatoria que toma los valores +1, con probabilidades P(A; =+1) =py P(A,=—1) =q.

Si el caminante se mueve en dos dimensiones, se puede mover arriba, abajo, iz-

quierda o derecha con probabilidad le en el caso més sencillo.

2.2. Variables aleatorias discretas

Una variable aleatoria discreta X es una funcién X : Q — N, tal que a cada elemento
del espacio muestral Q (correspondiente al experimento aleatorio que estemos estudian-
do) se le hace corresponder un numero natural [16]. Es decir, una variable aleatoria X es
discreta cuando puede tomar sélo un nimero numerable de valores xi,...,x,,... [16]. Por
ejemplo, la posicion de un caminante aleatorio toma valores en los enteros, y al estar éste

confinado toma un numero finito de valores.

La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta X queda caracte-

rizada por la funcion de masa f(x), que es la probabilidad de que X tome el valor x:

(2.2) f(x):=P(X =x).

En general, f(x) es una funcién de masa si satisface las siguientes dos propiedades:
l. f(x) >0paratodax (positividad);

2. Y f(xi) =1 (normalizabilidad).

i



2.2.1. Valor esperado y varianza de una variable aleatoria discreta

Un concepto muy importante en probabilidad y estadistica es el de valor esperado.
Para una variable aleatoria discreta X que toma los valores xi,...,x,, el valor esperado

de X se define como [17]
(2.3) (X) :=x1P(X =x1) 4+ +x,P(X = xp) Zx] =X;);

aqui, la suma se toma sobre todos los valores posibles de X.

La varianza de una variable aleatoria es una medida de dispersion, es decir de cémo

los datos difieren respecto a su valor esperado. Se define como
(2:4) Var(X) = (X —p)*) = (X = (x))?) = (x*) -

donde p := (X) es el valor esperado. Si X es una variable aleatoria discreta con funcién

de probabilidad f(x), entonces la varianza es [17]

(2.5) Var(X i 1) f(x;).

J=1

2.3. Ecuacion maestra para un caminante aleatorio

La ecuacion maestra describe la evolucion temporal de la distribucion de proba-
bilidad de un sistema estocdstico. Para un caminante aleatorio desplazdndose en tiempo

discreto sobre una red, la ecuacién maestra es

(2.6) P(rt+1)=—



Aqui, P(r,7) es la probabilidad de que el caminante aleatorio esté en la posicién r al

tiempo ¢, N(r) es el conjunto de sitios vecinos de r y z(r) es el nimero de vecinos.

2.4. Enumeracion exacta para un solo caminante

En 1984, 1. Majid et al. [9] propusieron el método de enumeracion exacta. Este
método numérico permite calcular, de forma numéricamente exacta, la distribuciéon de
probabilidad completa para la posicion de un caminante aleatorio en cualquier tiempo ¢;
es decir, resuelve la ecuacién maestra (2.6), al evolucionar la probabilidad en cada sitio.

El método se visualiza en la figura 2.2.

t+1 t+2

Figura 2.1: Evolucién de la probabilidad en el espacio durante dos pasos de tiempo seguin
la ecuacion maestra / método de enumeracion exacta, desde una condicion inicial concen-
trada en un solo sitio. Se muestra como se distribuye la probabilidad de cada sitio a sus
sitios vecinos en el paso siguiente.

2.4.1. Absorcion en un sitio meta

O. Bénichou et al. [10, Apéndice E] extendieron el método de enumeracion exacta
al caso en el cual un caminante parte de un sitio fuente rr y se absorbe en un sitio ab-

sorbente o sitio meta ry; (también llamado trampa). Mostraron cémo utilizar el método
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para calcular la probabilidad de que el caminante se absorba en cada paso de tiempo, y
asi calcular la distribucion de probabilidad de tiempos de absorcion o tiempos de primer

paso, ¢(t):=P(T =t), donde T denota el tiempo de primer paso (una variable aleatoria).

La idea del método es pensar en P(r,z) de otra manera: ahora representara la pro-
babilidad de que el caminante esté en el sitio r al tiempo y no haya llegado aiin al sitio

metaryy.

En cada tiempo 7, hay una probabilidad P(ry,7) de que el caminante llegue al sitio
meta ry;. Es la probabilidad de que la primera llegada al sitio meta ry; sea igual a ¢. Por

lo tanto, ponemos

2.7) @(1) = P(ry,t).

Ahora es crucial remover esta probabilidad del sistema, es decir, se asigna P(ry,7) := 0.

Intuitivamente, esto corresponde a que hay una fuga, o escape, de probabilidad desde el

sistema.

rr10]0|0|0 0{0[3[0}"" |ojo|L|o]rr

s 1 (1 y

o|o[1]o0 1012|032 ] (|o|ifoT:

f f

0/0,0/0 0/0]z40 0 0‘0
ry{0|0[0|0 00 oﬁm 0[0[0 |07 ry

¢ t+1 t+1

Figura 2.2: Evolucién de la probabilidad en un paso de tiempo con el método de enumera-
cidén exacta con un sitio absorbente. En el tercer cuadro, la probabilidad que llega al sitio
meta se hace cero.

La figura 2.2 muestra un ejemplo de como funciona el método de enumeracion

exacta en presencia de un sitio absorbente.
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Capitulo 3

Modelo de caminantes aleatorios
confinados en territorios que se

traslapan y el método de Monte Carlo

En este capitulo, se presenta en detalle el modelo de dos caminantes aleatorios con-
finados que ocuparemos, en una y dos dimensiones. Ademads, se presenta la aplicacion del

método de Monte Carlo a este modelo.

El modelo que estudiaremos de dos caminantes aleatorios en territorios que se tras-
lapan fue propuesto por L. Giuggioli et al. [5, 6]. Este modelo lo emplearemos en una y

dos dimensiones.

13
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R =

|Hy = £|

Figura 3.1: Modelo en una dimension: dos caminantes aleatorios, sus posiciones denota-
dos por Wi (t) y Wh(t), moviéndose en sus respectivos habitats H; y H, de tamaiio ¢ que
se traslapan en una region R de tamafio m > 0. Los habitats tienen fronteras reflejantes.

3.1. Modelo de caminantes aleatorios confinados en te-

rritorios que se traslapan

3.1.1. Modelo en una dimension

En una dimension el modelo consiste en dos caminantes que estdn confinados en
sus propios habitats H; y H», respectivamente, los dos de tamario ¢, en una red unidimen-
sional. Los habitats se traslapan en una region unidimensional R de tamafio m > 0. Las
posiciones de los caminantes al tiempo (discreto) ¢ se denotan por Wy (1) € Z'y Wa(t) € Z.

En la figura 3.1 se muestra este caso.

Fronteras reflejantes

Los hébitats de los caminantes aleatorios tienen fronteras reflejantes: cuando un
caminante se encuentra en una de las fronteras del hébitat e intenta dar un paso fuera del

hébitat, se queda en el sitio frontera donde esta actualmente; ver la figura 3.2.

14
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Figura 3.2: Funcionamiento de las fronteras reflejantes: si un caminante intenta salirse de
su habitat, se queda en el sitio donde esta.

3.1.2. Modelo en dos dimensiones

En dos dimensiones, el modelo consiste en dos caminantes aleatorios que viven en
sus respectivos habitats Hj, H,, cada uno de tamafio ¢ x ¢ con fronteras reflejantes, en
una red bidimensional. Los habitats se traslapan en una region R, que es un rectangulo de
dimensiones m; x my. Las posiciones de los caminantes son W, (¢) € Z2 y Ws(1) € Z?; ver

la figura 3.3.

3.2. Tiempos de primer encuentro

El tiempo de primer encuentro, T, es la variable aleatoria que denota el nimero
de pasos que les toma a los caminantes llegar a tener la misma posicion por primera
vez. Mds precisamente, un encuentro corresponde a un tiempo ¢ tal que las posiciones de

los dos caminantes coinciden: Wi (1) = W5 (¢) en una dimensién, y W (t) = Wa(¢) en dos

15
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Figura 3.3: Modelo en dos dimensiones: dos caminantes aleatorios, Wy () y Wa(t), cada
uno en un habitat A de 4rea /> con condiciones reflejantes en las fronteras. Los hébitats
se traslapan en un rectangulo R de area m; X my.

dimensiones. Por lo tanto, en una dimensién podemos definir 7 como

T :=min{r € N: W, (t) = W(1)},

y de manera similar en dos dimensiones.

3.3. Meétodo de Monte Carlo

En el presente trabajo, el método de Monte Carlo se utiliza para entender y comparar

con el método de enumeracion exacta el comportamiento de los tiempos de encuentro de

dos caminantes aleatorios confinados.

16



El método de Monte Carlo consiste en simular el sistema de dos caminantes alea-
torios moviéndose en la computadora, y dejar correr el programa hasta que los dos ca-
minantes se encuentren en el mismo sitio. Este procedimiento se repite un gran nimero
de veces, con la finalidad de obtener las propiedades estadisticas del tiempo de primer

encuentro, 7.

3.3.1. Algoritmo del método de Monte Carlo

A continuacion se presenta el algoritmo del método de Monte Carlo, para calcular

el tiempo de encuentro de dos caminantes en 1D en una realizacion:

1. Se tienen habitats de tamafio ¢ para cada caminante.

2. Se mantiene fija la region de traslape entre los hébitats, de tamafio m, que puede

tomar valores desde 1 hasta /.

3. Se coloca a cada caminante uniformemente al azar en su respectivo habitat. Si las
posiciones iniciales W (1) y W () son iguales, se vuelven a colocar en otra posicion,

hasta que éstas sean diferentes.

4. En cada paso de tiempo, s6lo un caminante se mueve; se elige cudl con probabilidad
1
3

5. Los caminantes dan pasos a la izquierda o derecha con probabilidad %

6. Los territorios tienen fronteras reflejantes, es decir, si un caminante intenta salirse

de su territorio, se queda en el mismo sitio.

7. Si los caminantes se encuentran en el mismo sitio, se guarda el tiempo actual y se

vuelve a comenzar; si no, se continia desde el paso 4.
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En 2D, el tamafio del habitat es ¢ x ¢ para cada caminante; la regién de traslape
tiene tamafio m; x my y puede tener tamafio desde 1 hasta ¢2; si las posiciones iniciales
Wi (t) y Wa(t) son iguales, se toman otras hasta que sean diferentes. S6lo un caminante
se mueve a la vez y los movimientos posibles son arriba, abajo, izquierda o derecha con

probabilidad %. Los demds pasos son andlogos al caso unidimensional.

Los resultados obtenidos con Monte Carlo se mostraran posteriormente al compa-

rarlos con los obtenidos con enumeracion exacta.
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Capitulo 4

Enumeracion exacta para tiempos de

encuentro de dos caminantes aleatorios

En este capitulo, se presenta la contribucion central de esta tesis: introducimos una
extension del método de enumeracion exacta para calcular el tiempo de encuentro de
dos caminantes aleatorios. Esto se basa en la version del método propuesta por O. Béni-
chou et al. [10] para un solo caminante con un sitio absorbente, el cual se present6 en
la seccion 2.4. Nos permite encontrar de manera numéricamente exacta la distribucion
de probabilidad completa, y por lo tanto el promedio y la varianza, del tiempo de primer

encuentro de dos caminantes aleatorios.

4.1. Mapeo de dos caminantes a un caminante en el doble

de dimensiones

La idea principal es la siguiente. Para extender la propuesta de Bénichou et al., y

asi poder aplicar enumeracion exacta para calcular tiempos de encuentro de dos cami-
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nantes aleatorios, llevamos a cabo un mapeo, convirtiendo el sistema de dos caminantes
aleatorios en un solo caminante aleatorio moviéndose en un espacio del doble de la di-

mension. Este mapeo se ha utilizado anteriormente, por ejemplo en [5].

4.1.1. Mapeo de dos caminantes en 1D a un caminante en 2D

Consideremos primero el caso de dos caminantes aleatorios en una dimension, con
coordenadas Wi (1) y Wa(t), respectivamente. Definamos el vector W (¢) = (W (¢), Wa (1) —
A), donde A =/ — m es el desplazamiento del hébitat H, respecto al habitat H;. (Este reco-
rrimiento sélo es por conveniencia al momento de describir las coordenadas.) Al moverse
el caminante 1 en su hdbitat unidimensional, cambia la coordenada W (¢) del espacio en
2D; y al cambiar de posicion el caminante 2 en su habitat unidimensional, cambia la coor-
denada W (t) del espacio 2D. Por lo tanto, el vector W (¢) se puede considerar como un

caminante aleatorio en dos dimensiones.

Para el caminante aleatorio en 2D, la ecuacién maestra para la evolucion de la dis-

tribucion de probabilidad del caminante, se reduce a

1
(4.1) Fij(t+1) = g [Pi1,j(0) + By j (1) + B jor (1) + P et (1))

Aqui, P;j(t) es la probabilidad de que el caminante 2D se encuentre en el sitio (i, j) al

tiempo 7.

4.1.2. Encuentros y sitios meta

Los caminantes aleatorios se encuentran en el tiempo ¢ si Wj(t) = Wh(¢). Estos
encuentros solo pueden tener lugar cuando los dos caminantes estdn adentro de la region
de traslape, de longitud m. Para m = 1, los caminantes se pueden encontrar sélo en un

sitio: este sitio es el ultimo del habitat H; y el primero del habitat H,; en el espacio
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Figura 4.1: Dos caminantes en una dimension, para diferentes tamanos de traslape m, con
longitud ¢ = 10 de cada hébitat.

2D, corresponde entonces a la posicion M= (¢—1,0). Para m = 2, se pueden encontrar
en los dos tultimos sitios de H; y en los dos primeros de H, es decir, en Ml = ((—
2,0) y My = (¢ —1,1) en 2D. Para m = ¢ los dos habitats corresponden sitio a sitio sin
desplazamiento, asi que las coordenadas de los puntos donde se pueden encontrar son
M = {(0,0),(1,1),...,((—=1,6—1)} ={(i,i) : i=0,...,£ — 1}. Denotaremos en general
el conjunto de sitios meta por Ml = {M;}.

Un encuentro de los dos caminantes corresponde, entonces, a la llegada del cami-
nante en 2D a un sitio absorbente, W(t) = Mi para alguna i, es decir, W(r) € M. Asi,

hemos mapeado el problema de encuentro de dos caminantes, al problema de primer paso

de un solo caminante a un conjunto de sitios meta.

La figura 4.2 muestra el sistema mapeado en dos dimensiones, y varios conjuntos

de sitios meta para distintos tamafios m de la region de traslape.
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Figura 4.2: El espacio confinado del caminante en dos dimensiones, y los conjuntos de
sitios meta para distintos tamanos m del traslape de los dos habitats.

4.1.3. Mapeo de dos caminantes en 2D a un caminante en 4D

De igual forma, podemos mapear el sistema de dos caminantes moviéndose en 2D a
un solo caminante en 4D. Al moverse el caminante 1 en su habitat bidimensional, cambian
sus coordenadas W (1) := (W (r),Ws(t)); y al cambiar de posicién el caminante 2 en su
habitat bidimensional, cambian sus coordenadas W5 (¢) := (Ws(r), W4(t)). Asi, podemos
ver al sistema de dos caminantes como un solo caminante en cuatro dimensiones con
coordenadas W (1) := (W; (), Wa(t)) = (Wi (1), Wa(t), Ws(1),W4(¢)), cuando en realidad,

son dos caminantes moviéndose cada uno en su espacio bidimensional.
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En este caso, la ecuacion maestra es

1
4.2) Pju(t+1)= g[Pi—l,j,k.,l(t) + Pkt (t) Pk () + Pk () +

Pig—10(t) + P jpr1,0(t) +Prjra—1(t) + Prjrar1(t)],

en donde P, () al es la probabilidad de que el caminante en 4D esté en el lugar (i, j,k,[) €

Zﬁ- En 4D tiene ocho direcciones posibles a donde moverse.

4.2. Planteamiento del método de enumeracion exacta pa-

ra encuentros de dos caminantes aleatorios

Habiendo llevado a cabo el mapeo propuesto en la seccion anterior, el problema del
encuentro de dos caminantes se reduce al problema de primer paso de un solo caminante

a un conjunto de sitios meta, M.

Por lo tanto, el método de Bénichou et al. se puede aplicar, al generalizarlo para
tomar en cuenta la posibilidad de contar con mas de un sitio meta. Se evoluciona la distri-
bucién de probabilidad mediante la ecuaciéon maestra correspondiente. En el tiempo ¢, la
probabilidad de absorcién en alguno de los sitios meta M;, equivalente a la probabilidad

de encuentro, es @(t) :=Y.; P(M;,t). Luego se asigna a 0 todas las P(M;,1).

4.3. Algoritmo del método de enumeracion exacta

El algoritmo para encontrar la distribucion de probabilidad de los tiempos de en-
cuentro de dos caminantes en 1D queda como sigue, trabajando en el espacio 2D corres-

pondiente.
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1. A cadasitio se le asigna la probabilidad inicial; ver la seccion 4.4.1.

2. Se evoluciona la probabilidad segin la ecuacién maestra correspondiente a la di-
mension en que se esté trabajando, tomando en cuenta las condiciones de frontera;

ver la seccion 4.4.2.

3. Las probabilidades que caen en los sitios absorbentes se suman; el resultado se

guarda.
4. Se determina el tiempo al cual dejar de evolucionar el sistema; ver la seccion 4.6.

5. Sino ha terminado, se continda desde el paso 2.

4.4. Implementacion del método de enumeracion exacta

En esta secciodn, se discutirdn algunos detalles de la implementacién computacional

del método de enumeracién exacta; el cédigo se escribié en C++.

4.4.1. Condiciones iniciales

Escogemos condiciones iniciales uniformes en el espacio disponible: al tiempo t =
0, cada caminante se coloca uniformemente al azar en su respectivo hdbitat en Z o en
7. Sin embargo, excluimos la posibilidad de que los dos caminantes se encuentren en el

mismo sitio al tiempo inicial.

Por lo tanto, en el sistema mapeado, ponemos probabilidades iniciales P;;(r = 0) =

ﬁ para todas las (i, j) ¢ M en 2D, y P,y (t = 0) L__ para (i, j,k,1) ¢ M en 4D.

- €4fm]m2

Se muestra un ejemplo en la figura 4.3.
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Figura 4.3: Distribucion inicial de probabilidad para m = 1 y £ = 4 para el sistema 2D.

4.4.2. Fronteras extendidas

La mayor complicacion al implementar el método de enumeracion exacta es el re-
flejar las probabilidades en las fronteras, es decir, la probabilidad que intenta salirse del
sistema y que por condiciones de fronteras reflejantes tiene que regresar a él. Para re-
solver este problema de una manera computacionalmente agil, introducimos una frontera
extendida (también conocido como sitios fantasma), que consiste en agregar sitios ad-
yacentes a las fronteras verdaderas del sistema, como se muestra en la figura 4.4. Estos
sitios adicionales permiten evolucionar de manera convencional la probabilidad. Al final
de cada paso, la probabilidad que llegd a estos sitios extendidos se regresa al sitio real
correspondiente. Finalmente, se hacen ceros las probabilidades en los sitios de la frontera

extendida.

A continuacion, mostramos un extracto del (pseudo-)c6digo para copiar las fronte-
ras extendidas para cada lado del sistema en 2D. Se debe tomar en cuenta que las coorde-

nadas del sistema inicia en O y terminaen ¢ — 1.

Para ir barriendo cada sitio de la frontera extendida, necesitamos un bucle. Cada

sitio inicialmente contiene cero; al evolucionarse la probabilidad y llegar a los sitios ex-
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Figura 4.4: Evolucion de la probabilidad con fronteras extendidas. La linea gruesa repre-
senta la frontera real del sistema; las fronteras extendidas son los sitios adyacentes a ella.

tendidos, se suman al sitio correspondiente de la frontera real, es decir al sitio de donde
provenian. Al haberse copiado la frontera extendida a su correspondiente frontera real se

procede a hacer cero la frontera extendida.

for (j = 1; j < L-1; j++) {

arriba

p_nuevo[1] [j] += p_nuevo[0] [j];
p_nuevo[0] [j]1 = 0.0;

derecha

p_nuevo[j] [L-2] += p_nuevol[j][L-1];
p_nuevo[j] [L-1] = 0.0;
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De manera andloga se realiza este procedimiento para las otras caras.

El sistema en dos dimensiones se mapea a cuatro dimensiones. Para entender el
funcionamiento de las fronteras en 4D, lo explicaremos en 3D, ya que en este caso se
puede visualizar. Un cubo tiene 6 caras y necesitamos un cubo un sitio més grande en cada
direccion, que constituye nuestra frontera extendida. Para recuperar la probabilidad que
lleg6 a la frontera extendida, recorremos cada una de las caras y sumamos el contenido del
sitio extendido al sitio de la frontera real que le corresponde; luego hacemos 0 la frontera
extendida. Por ejemplo, como se muestra en la figura 4.5, en la cara de arriba se mantiene
fijaken ({—1)yserecorreniy jde 1 hasta/— 1. Se describe el procedimiento para unas

caras representativas a continuacion. (N6tese que L en el cdigo corresponde a £.)

(0—1,i,0—1)

Figura 4.5: Fronteras extendidas el sistema en 3D.

for (i = 1; i < L-1; i++)
for (j = 1; j < L-1; j++)
for (k = 1; k < L-1; k++) {
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arriba

p_nuevo [i] [j] [L-1] += p_nuevo[i] [j][L];

p_nuevo[i] [j][L] = 0.0;

abajo

p_nuevo[i] [j]1[1] += p_nuevol[i] [j][0];
p_nuevo[i] [j1[0] = 0.0;

De manera andloga se realiza este procedimiento para las otras caras.

Para el caso en cuatro dimensiones, las fronteras extendidas quedan de la siguiente

manera:

for (i = 1; i < L-1; i++)
for (j = 1; j < L-1; j++)
for (k = 1; k < L-1; k++)
for (1 =1; 1 < L-1; 1++) {

caral

p_nuevo[1] [j] [k] [1] += p_nuevo[0] [j] [k][1];
p_nuevo[0] [j][k][1] = 0.0;

cara 2, opuesta a cara 1
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p_nuevo [L-2] [j] [k] [1] += p_nuevo[L-1][j] [k] [1];
p_nuevo[L-1][j]1[k] [1] = 0.0;

De manera andloga se realiza este procedimiento para las otras caras.

4.5. Validacion de enumeracion exacta

Para validar la implementacion del método de enumeracion exacta, comparamos
la salida del método con los datos obtenidos al calcular histogramas de los resultados
para los tiempos de encuentro obtenidos con Monte Carlo. Un ejemplo se muestra en la

figura 4.6. Vemos que los resultados de los dos métodos coinciden.

La figura muestra que el método de Monte Carlo provee resultados que son bastante
ruidosos, mientras que en enumeracion exacta la distribucion de probabilidad se obtiene
de manera mucho mds nitida. Esta es una prueba de que el método de enumeracion exacta
estd reproduciendo los mismos resultados que el método de Monte Carlo, y confirma que
produce resultados de mucho mayor calidad para la distribucién de probabilidad de los

tiempos de encuentro.

Ademas, podemos ver que la distribucion tiene un comportamiento asintéticamente

exponencial, ya que en escala semi-logaritmica la cola se ve recta.

4.6. Calculo del valor esperado y la condiciéon de termi-

nacion del algoritmo

En esta seccion, discutiremos el cdlculo del valor esperado de una variable aleatoria

a partir de su distribucién de probabilidad. Dado que esto puede involucrar una suma
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Figura 4.6: Distribucién de probabilidad del tiempo de encuentro 7 param = 10y £ = 50
en escala semi-logaritmica. Se compara un histograma de los tiempos obtenidos con el
método de Monte Carlo con el célculo a través del método de enumeracion exacta.

infinita, es necesario contar con una manera de estimar el promedio a partir de una parte

finita de la distribucion. Esto se hara siguiendo a Benichou et al. [10, Apéndice E].

El valor esperado de una variable aleatoria discreta T estd dado por
(4.3) (T)=Y1-P(T =1),
t=1

Dado que no nos es posible obtener tiempos de encuentro arbitrariamente grandes en la

computadora, buscamos una manera alternativa para realizar la suma infinita.

En la figura 4.6, se muestra la distribucion de probabilidad ¢(¢) para los tiempos de

encuentro, obtenido con enumeracion exacta, y con Monte Carlo para una comparacion.
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Las probabilidades disminuyen en el tiempo. De la figura, vemos que la cola de la distri-
bucién es una linea recta vista en escala semi-logaritmica. Por lo tanto, podemos asignar

(de una manera por determinarse abajo) un fy,x tal que

(4.4) logp(t) = —at+b para 1> tyax.

Despejando ¢(t), obtenemos
4.5) p(t)=C- o~ 01— tmax) parat > tmax,

asi que la distribucion tiene un comportamiento asintéticamente exponencial.

Ahora separamos la suma del valor esperado en dos partes:

Imax—1

(4.6) (ry="Y t-P(T Z - Ce™ *Itmax),

t=1 I=Imax

Para saber cuanto vale la constante C, usamos
(47) P(t = lmax) =C- e_a(fmax—fmax) —C.

Por lo tanto, la ecuacion (4.6) queda de la siguiente manera:

Imax—1
(4.8) (Ty="Y t-P(T =1)+Pltmax) Z - e~ I tmax)

=1 =Imax

Pero ahora, la suma infinita que queda en el segundo término se puede evaluar en forma

cerrada, ya que estd relacionada con una serie geométrica, como sigue.

Recordemos que una serie geométrica tiene la forma

(4.9) 1+A+A>+ A +A% + ZA” =
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Nosotros tenemos una expresion de la forma
(4.10) S:=A-1+A%24A% 3+A%4+... =) n-A",
n=0

con A = e~ %. Podemos reescribir esta expresion como sigue:

(4.11) S = <in~A”1>A.
n=0

El término entre paréntesis tiene la forma de una derivada; metiendo la suma a la derivada,

obtenemos
(4.12) S:Aii(A”):Ai iA”
’ = dA dA = '

El término dentro de las paréntesis es la serie geométrica; por lo tanto, tenemos

d 1 A
(4.13) S:A'E[I—A} :(I—A)z'

Estas sumas van de cero a infinito, pero nosotros tenemos en (4.8) una suma de #pax
a infinito, porque sélo en esa parte es exponencial la distribucién de probabilidad. Por lo
tanto, necesitamos hacer un cambio de variable. Por comodidad, llamaremos ng a fpax Yy

n at. Cambiemos de variable a m := n — ny.

Sustituyendo en la suma (4.8), obtenemos

(4.14) i n-P(n) = P(ngp) i (m+ng)e”*".

n=ny m=0

Desarrollando, tenemos

(4.15) = P(np) Z m-e~ " +ngy-P(ng) Z e ",



De las ecuaciones (4.9) y (4.13) y sustituyendo A, obtenemos

P(ng)-e=*  P(ng)-no
(1—e®)2  1—e @’

(4.16) =

con lo cual encontramos el valor esperado de la variable aleatoria:

e Imax—1 —a
4.17) (T) = Zt~P(T =1)= Z t-P(T=t)+ P(tmaxze 5 P(tmaX)_tmax.
=0 =1 (1—e @) 1l—e @

Los dos tltimos términos corresponden a 2, P(tmax)e_"‘(’ ~fmax),

Para calcular o, estimamos la pendiente de la cola exponencial de la distribucion;
ver la figura 4.6. Como podemos ver en la figura, la pendiente es negativa, y el eje y estd en

escala logaritmica. Asi que tenemos

@.18) e InP(tmax) — lnP(t,-)’

Imax — Ii

donde #; es el tiempo inicial usado para calcular la pendiente. Siguiendo a Benichou et

al. [10], tomamos ?; := tmax — 10, o bien, thax — #; = 10. Por lo tanto, estimamos o usando

1 . P(tmax — 10)

4.1 —
(“419) CT0" Plima)

Para decidir en qué momento podemos parar el algoritmo, notamos que no tiene
caso seguir calculando las probabilidades una vez que estemos en la cola exponencial.
Para estimar un valor adecuado de #,,x para el cual esto pasa, cada mil pasos de tiempo
calculamos el valor esperado y lo comparamos con el valor anterior. Si el promedio al
tiempo ¢ difiere en menos de 0.1 % del valor esperado al tiempo ¢ + 1000, esto quiere decir
que ya nos encontramos en la region exponencial; de lo contrario, seguimos calculando

las probabilidades.
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4.7. Varianza

La varianza de una variable aleatoria discreta estd dada por

(4.20) Var(T) = (T%) —(T)* = iﬂ P(T =1)—(T)?.
t=1

Necesitamos calcular el término <T2>. Para el caso de los tiempos de encuentro,
una vez mds no podemos realizar de manera exacta la suma hasta infinito, y de nuevo

separamos la suma en dos partes:

Tmax—1

(4.21) <T2> — Z l’2 P( _t +C Z t a r— lmax
=1 =Imax
Ahora necesitamos una suma de la forma
(4.22) 1A+4-A249- A%+ =Y n?A"

Buscamos una manera alternativa de escribir este término sin utilizar suma. Utilizamos el

siguiente operador:
J— P 2‘
(4.23) A A () =@z

Aplicando el operador, tenemos

d d

;(Ad_A>2An:;<AdA) {A_ An} ZA— (A-naAm)

(4.24) p
= Z(Aﬂ) (nA") =Y An-nA" =Y A"

Vemos que al aplicar el operador a A" recuperamos (4.22), por lo cual podemos meter la
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suma y sustituir la serie geométrica:

d d 1
(4.25) (Ad—A)Z;A” — (Ad—A)2 (m>
Realizando las derivadas, tenemos

d A A 242

(420 =g ) = oA A
Finalmente, obtenemos
4.27) Y At = AL A

™ (1-A)2  (1-A)°

Llevamos a cabo el mismo cambio de variables que en la seccién anterior para

calcular la suma en (4.21). Obtenemos

(o] o)

Z n?P(n) = P(no) Z (m+ng)?e om

(4.28) o om0
= P(ngp) Z (m? + 2mng 4 nd)e %",
m=0
Desarrollando, tenemos
(4.29) =P(ng) Y, m*e™ %" 4 2noP (o) Y me=" +n3P(ng) Y e o
m=0 m=0 m=0

Usando (4.9) , (4.13) y (4.27) en la ecuacidn (4.29), tenemos
(4.30)
tmax_l

(T?)="Y 1 P(T =1)+P(tmax)
=1

+ 2A2 } 2tmaxP(trnax)A tmaxzp(tmax)

A
{(1—A)2 (1—A)3 (1—A)2 1—-A
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Finalmente, obtenemos

tmax — 1 —Q —20 - 2
max 2e 2 max € t

T2\ = ) t2.P(T=1)+P(t ¢ max max .
(T = ( ¥ (max>{(1—e‘“)2+(1—6‘“)3+(1—€‘“)2+1—6‘“
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Capitulo 5

Resultados para tiempos de primer

encuentro

En este capitulo se muestran algunos resultados obtenidos para los tiempos de en-
cuentro de dos caminantes confinados en una y dos dimensiones. Se calculan las distribu-

ciones de probabilidad completas, el tiempo de encuentro promedio y la varianza.

Cabe mencionar que para una validacién adicional del método de enumeracién
exacta, varios de los resultados para los tiempos promedio presentados en este capitu-
lo corresponden con aquéllos calculados en [6] con un método matricial, el cual también

es numéricamente exacto.

5.1. Tiempos de encuentro para dos caminantes en una
dimension

Para obtener los resultados con el método de Monte Carlo, variamos el tamafo /¢

del habitat desde 10 hasta 1000 en intervalos de 10 y el de la region de traslape. Para
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Figura 5.1: (T') vs ¢, utilizando Monte Carlo y enumeracion param =1y m = {.

un tamaio del habitat y traslape dado, se tomaron 10000 condiciones iniciales uniforme-
mente al azar, y para cada una se hall6 el tiempo de primer encuentro. Con estos datos se

obtienen el promedio y la varianza.

Para el método de enumeracion exacta, el tamano del sistema mapeado se varia
desde 10 x 10 hasta 1000 x 1000 en intervalos de 10. Para un tamaio del sistema y de
sitios meta fijo, en cada corrida se obtiene la distribucién de probabilidad completa de los

tiempos de primer encuentro, y de ahi el promedio y la varianza.

Para poder apreciar mejor el comportamiento del valor esperado de los tiempos de
encuentro promedio, nos enfocamos en los casos extremos: cuando la region de traslape

s6lo consta de un punto (m = 1) y el otro es cuando ambos caminantes cohabitan (m = /).

En la figura 5.1 se grafica el tiempo de encuentro promedio en funcién de ¢ en
escala logaritmica, obtenidos con el método de Monte Carlo y con enumeracion exacta.
Observamos que efectivamente se obtienen las mismas curvas con ambos métodos, lo cual
da evidencia a favor de que nuestra implementacion del método de enumeracion exacta

€s correcta.
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Figura 5.2: En a) para m = ¢ los datos son una constante. En b) se hace un ajuste en escala
logaritmica para m = 1.

Vemos que el tiempo de encuentro promedio es mayor param = 1 que param =/, lo
cual es de esperarse, ya que para m = { la probabilidad que se escapa del sistema en cada
paso es mayor, dado que se escapa por £ sitios, mientras que para m = 1 s6lo se escapa por

un sitio. También podemos ver que la curva para m = £ tiene un comportamiento (T') ~ £2.

Para verificar este comportamiento, la figura 5.2 muestra (T) /£? en escala semi-
logaritmica. Vemos que para el caso m = ¢ es practicamente una constante, mientras que

para m = 1 difiere considerablemente de un valor fijo.

Se realizaron ajustes de los datos para estimar el comportamiento asintético de los
mismos. Para m = /, se sabe que los tiempos promedio de encuentro se escalan como £2

[6]. Para m = 1, se espera un escalamiento 02 log? [6].

En la figura 5.3 para m = 1 nos dio un ajuste de £>%*1og ¢ (magenta) y un ajuste de

(%3 (azul), y para m = £ el ajuste nos dio £!"81log ¢ (negro) y un ajuste de 0.3¢2 (r0jo).

En 5.4 se muestran las varianzas obtenidas con enumeracion exacta y con Monte

Carlo para m = 1 y para m = /, las cuales de nuevo concuerdan bien.

Para una distribucién de tipo exponencial, se sabe que la desviacion estandar, que
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Figura 5.3: Ajuste de los tiempos de encuentro promedio, utilizando Monte Carlo y enu-
meracion param =1y m=~/.

llamaremos o, es igual al promedio, . Entonces la varianza Var(T) = o2, por lo cual
para una distribucién parecida a un exponencial, Var(T) ~ p?. De nuestros resultados
sabemos que p ~ ¢% para m = ¢; por lo tanto, Var(T) ~ ¢, lo cual es un indicio de
que nuestra distribucién es exponencial, lo cual comprobamos al realizar el ajuste que se

muestra en la figura 5.5.
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5.2. Tiempos de primer encuentro de dos caminantes en

dos dimensiones

Para obtener los resultados con el método de Monte Carlo, se tomaron distintos
tamanos del habitat desde ¢ = 10 hasta £ = 200 en intervalos de 10 y también se cambio
el tamafio de la region de traslape. Se tomaron 10000 condiciones iniciales uniformemente

al azar para cada tamafo del hébitat y traslape dado.

Para obtener los resultados con el método de enumeracion exacta, el tamano del
sistema mapeado se fue variando desde 10 x 10 x 10 x 10 hasta 200 x 200 x 200 x 200
en intervalos de 10. Para un tamafio del sistema y de sitios meta fijo, en cada corrida se
obtuvo la distribucién de probabilidad completa de los tiempos de primer encuentro. Cabe

mencionar que los sistemas mds grandes requieren mucho tiempo de computo.

Para poder apreciar mejor el comportamiento de los tiempos de encuentro prome-
dio, se tomaron los casos extremos: en donde s6lo en un sitio se podian encontrar (m; =1,

my = 1) y en donde los dos caminantes cohabitan (m; = my = £), como podemos ver en
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la figura 5.6.

En la figura 5.7 se muestra el tiempo de encuentro promedio en funcién de ¢ en
escala logaritmica, con Monte Carlo y enumeracion exacta. De nuevo, los resultados ob-

tenidos con ambos métodos concuerdan.

El tiempo de encuentro promedio es mayor para m; = my = 1 que param; = mp =
¢, lo cual es de esperarse, ya que solamente se pueden encontrar los caminantes en un
sitio. Ademas, el tamafio de los hédbitats son mds pequefios en comparacion con el caso
unidimensional, debido a que al manejar arreglos en cuatro dimensiones, el tiempo de

coOmputo es mayor.

Se realizé un ajuste para estos resultados, y se encontré que para m; = my = 1 los

tiempos promedio escalan como ¢* y para m; = my = £ como £>%7.

Para verificar este comportamiento de m; = my = 1, en la figura 5.8 se realizé un
escalamiento, consideramos (T') /¢* en escala semi-logaritmica. Vemos que para el ca-

so m; = my = 1 es practicamente una constante, mientras que para m; = my = £ no es
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Figura 5.6: Traslapes: (m; = 1,my = 1)y (my ={,my =0).

constante.

A continuacién presentaremos los resultados obtenidos con la varianza. Para los
casos extremos en donde s6lo se pueden encontrar en un sitio y en donde cohabitan los
caminantes; se encontrd que la varianza concuerda con los resultados obtenidos con Mon-

te Carlo, como podemos en la figura 5.9
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Figura 5.7: Ajuste para el tiempo de encuentro promedio en dos dimensiones con traslapes
(my =1, my = 1)y (m; =¥, my = ¢). En azul el escalamiento es ¢* y en rojo £>27.

5.2.1. Resultados para diferentes valores del traslape cambiando el

tamano del habitat

Ahora presentaremos los resultados de los tiempos de encuentro para algunos tipos
diferentes de traslape al cambiar el tamafio del sistema. Los tres traslapes que utilizamos

se muestran en la figura 5.10.

Los resultados que se obtuvieron se muestran en la figura 5.11. Podemos ver que
los tiempos de encuentro promedio (7') aumentan dependiendo del tamafio de la regién
de traslape, como es de esperarse. El tiempo de encuentro promedio para m; = 1,my = /¢
es mayor que el traslape m; = ¢/2,my = £/2 y éste a su vez es mayor que el traslape

my=4L4,my=1~0—1.

En la figura 5.12 se muestran las varianzas para los traslapes m; = 1,my = £), (m| =
/2,my =1/2),y (my = {,my = {—1). Para el menor traslape que corresponde a m; =

1,mp = /) la varianza es mayor, y para el traslape (m; = £,my = ¢ — 1) la varianza es
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menor.
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Figura 5.10: Diferentes traslapes.
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(my=4,my=40—1).
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Conclusiones

En este trabajo, se llevo a cabo una investigacion de tiempos de primer encuentro
para dos caminantes aleatorios confinados. Logramos realizar un mapeo, para transformar
el caso de dos caminantes aleatorios a un solo caminante en una dimension del doble de
la original. Por primera vez, se encontré la distribucion de probabilidad de los tiempos
de encuentro de dos caminantes utilizando el método de enumeracion exacta. Para com-
probar estos resultados, se implement6 también el método de Monte Carlo. Se estudiaron
las distribuciones de probabilidad, el promedio y la varianza de los tiempos de encuen-
tro para caminantes aleatorios confinados en territorios que se traslapan, en una y dos

dimensiones.

= Se encontré que el promedio en 1D para m = /£ escala asintticamente como £2,

mientras que para m = 1.

= Para enumeracion en 1D para m = 1 se encontrd que se ajusta en escala logaritmica

como (%27

= [as varianzas para Monte Carlo y enumeracion coinciden, lo cual comprueba que

el calculo que se realiz6 para calcular la varianza es correcto.
= Para 1D y m = / se encontr6 que en escala logaritmica la varianza va como ¢4,

= En 2D para los casos extremos, los cdlculos realizados con enumeracién y con

Monte Carlo coincidieron, lo cual muestra que nuestra implementacion fue correcta.
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= El tiempo de encuentro promedio para (m,my) = (1,1) escala como , mientras

que para (my,m;) = (£,£) escala como £*.

Lo interesante en estos resultados es que pudimos encontrar la distribucion de pro-
babilidad completa para los tiempos de primer encuentro, y validar los resultados de tiem-
pos de encuentro promedio que ya habian sido obtenidos con otro método numéricamente

exacto.

Como trabajo futuro, seria muy interesante cambiar el tipo de red en donde se mue-
ven los caminantes; por ejemplo, tener redes complejas, las cuales nos ayudarian a enten-

der la propagacion de epidemias cuando se viaja en avidn de un pais a otro.

En el caso bidimensional queda el implementar una manera mas eficiente de calcu-
lar todos los posibles traslapes. En este trabajo se logro implementar pero por cuestiones

de tiempo no se pudieron obtener los resultados.
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