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1 Introduccion

El estudio de los politopos tiene su origen en la antigua grecia. Se debe a Teeteto
la primera clasificacion rigurosa de los sélidos platénicos, probablemente recuperada
por Euclides en su libro XIII de los Elementos. Pappus de Alejandria atribuye a
Arquimedes la introduccion de los llamados 13 sélidos arquimedianos, cuyas caras son
poligonos regulares, no todos del mismo tipo.

El estudio de los objetos matematicos que ahora denominamos politopos, sigue lin-
eas mas bien descriptivas en los siglos subsiguientes, hasta el siglo XVII, cuando Ke-
pler inicia el estudio moderno de los politopos en su armonices mundi, a través de la
clasificacion de las teselaciones que en términos moderno llamamos arquimedian,{,as,
que responden a la generalizacién que hizo Arquimedes de los sélidos platénicos, con-
siderando figuras convexas y no convexas (como estrellas de cinco picos) que pueden
llenar el plano al combinarlas. A su vez, considera ejemplos de poliedros, que en térmi-
nos de este trabajo pueden llamarse regulares, cuyas caras no son poligonos convexos,
a saber el pequefio dodecaedro estrellado {3,5} y el gran icosaedro estrellado {3.3} ,
Poinsot redescubre estos sélidos en 1809 y agrega a la lista sus duales, el gran dode-
caedro estrellado {5, g} y el pequerio icosaedro estrellado {3, g}, Cauchy demuestra en
su articulo Recherches sur les polyédres (1906) que la lista de poliedros estrellados esta
completa.

Alrededor de 1850 Ludwig Schléfli introduce en Theorie der vielfachen Kontinuitdt
el estudio de los politopos en dimensiones mayores a 3. De hecho, encuentra todos los
grupos de los politopos regulares cuyo grupo de simetrias esta generado por reflecciones
en hiperplanos del espacio Euclideano.

Este estudio llega a su punto cumbre con trabajos como el de Griinbaum [4] y Coxeter
[2]; a partir de entonces, trabajos trascendentales como los de Coxeter [1], Grinbaum
[6] y Tits [17-19] sugieren que una definicién més abstracta de politopo es necesaria
(los politopos regulares, o, mas generalmente, los complejos de Coxeter, ocurren como
componentes estructurales fundamentales de los edificios de tipo esférico). Respondi-
endo a esta necesidad, Egon Schulte propone en su tesis doctoral [14] el concepto de
politopo abstracto, que sin ser tan general como el de Tits, engloba las propiedades
necesarias para que un orden parcial sea considerado un politopo abstracto.

Es en este contexto en el que se desarrolla el presente trabajo. Presentaremos
la definiciéon de politopo abstracto que proponen McMullen y Schulte en [12] y ex-
ploraremos su trabajo conjunto, en el que desarrollaron y dieron forma a la teoria
bésica que exponemos. También abordaremos brevemente la investigacion realizada
por Schulte y Weiss en [15], que contiene los elementos de la teoria de los politopos
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quirales, que seran los objetos fundamentales alrededor de los que se desarrollard mi
investigacién doctoral.

El segundo capitulo contiene las nociones béasicas que seran necesarias para el resto
de la exposicion. En el tercero, expondremos una introduccion a las clases de politopos
que mas han sido estidiadas, a saber, politopos téricos y quirales, ademas de una breve
digresiéon en la cudl se clasifican los politopos toéricos.

FEl cuarto contiene una exposicién esquematica del concepto de amalgmacién de
politopos, que serd necesaria para entender el concepto de politopo localmente toérico,
el quinto capitulo contiene una clasificacion casi completa de éstos y es el objetivo
central del trabajo.



2 Nociones basicas

Empezaremos el trabajo con la definiciéon de politopo abstracto, que es una genera-
lizacién del concepto de politopo convexo y abstrae la nocién de mapa no degenerado
en una superficie.

Definicion 1. Un politopo abstracto de rango n € N, o un n-politopo, es un orden
parcial P que cumple las propiedades siguientes.

1. P contiene una cara menor y una mayor, denotadas por F_1 y F},, respectiva-
mente.

2. Cada bandera (cadena maximal) de P tiene exactamente n + 2 elementos, inclu-
yendo F_1 y F),.

3. Sin > 1, para cualesquiera dos elementos F,G de P tales que F < G, y cuales-
quiera dos elementos intermedios F’', G’ (es decir F < F',G' < ), existe una
sucesion Fy, ..., F, € P de forma que Fy = F'| F, = G’ y para toda i € {0, ..., k},
F < F; < G,y ademés F; < Fj11 o Fj11 < F;. (Conexidad fuerte).

4. Si F_4, Fy, ..., F,, son elementos de P tales que F; < Fj41 paratodat € {—1,...,n—
1}, entonces para cada j € {0,...,n — 1} existe exactamente un elemento F; € P
tal que Fj_1 < Fj < Fj41y F} # Fj. (Propiedad del diamante).

Ejemplos de politopos abstractos son las teselaciones de los espacios S%, H y EZ.
Entenderemos una teselacion de una d-variedad topoldgica X como una coleccion P
de cerrados propios de X, que cumple las siguientes propiedades (ver [12, 6A]).

1. Para cada elemento F' de la coleccion. existe un homeomorfismo de F' a un
politopo convexo P y la imagen inversa de las caras de P es un elemento de P.

2. La interseccién de dos elementos de P es una unién (tal vez vacia) de elementos
de P.

3. Cada punto de X se encuentra en un elemento de P y tiene una vecindad que
intersecta s6lo a un nimero finito de elementos de P.

Notemos que las teselaciones de S¢ son simplemente los politopos convexos cldsicos.
A un politopo abstracto que es una teselacién de S? (y que por lo tanto puede verse
como un politopo convexo) lo llamaremos politopo esférico.
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Figura 2.1: Politopos convexos como teselaciones de la esfera
(octaedro truncado, cuboctaedro truncado, icosidodecaedro truncado)

Figura 2.2: Teselacion del espacio euclidiano y teselacién del espacio hiperbélico
(teselacion romitrihexagonal y teselacién cuadrada de orden 6)

Otra familia de politopos particularmente importante para este trabajo es la de los
politopos téricos. Un (n + 1)-politopo torico o (n+ 1)-toroide es un politopo abstracto
que es el cociente de una teselacién periddica T del plano euclidiano E™ por un sub-
grupo A de rango n de su grupo de traslaciones (ver [7] para la definicién de teselacién
periédica). Dicho toroide es denotado como P = T /A. Es inmediato que, topologica-
mente, P es una teselacion del n-toro E™/A (i.e. el espacio de drbitas de E™ mddulo
A) y que el rango de un toroide siempre excede en uno a la dimensién del espacio
euclidiano E™.

Figura 2.3: Toroide de rango 3
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Llamamos caras a los elementos de P. Si F'y G son caras de P tales que F' < G o
G < F decimos que F'y G son incidentes; si F' < G, al conjunto G/F := {H € P|F <
H < G} lo llamamos una seccion de P. Identificaremos a la seccién F//F_; con la cara
F de P siempre que no exista lugar a confusion.

Observemos ademds que cada seccién G/F de P hereda las propiedades (1),...,(4);
por lo que G/ F puede ser visto siempre como un politopo abstracto de rango adecuado.

Las propiedades (1) y (2) implican que es posible proveer a P de una funcidn de
rango de manera natural, es decir una funcién monétona rank : P — {—1,...,n}. De
forma més precisa, si F' es una cara de P y F'//F_1 es un politopo de rango i, definimos
rankF =iy rankF_; = —1.

Notemos que F_; y Fj, son las tinicas caras de P de rangos —1 y n, respectivamente,
y son llamadas las caras impropias de P. Como en el caso de politopos convexos, si
F,G, H son caras de P de rangos 0, 1, n — 1, las llamamos vértices, aristas y facetas,
respectivamente. Para cada vértice F' de P, denominamos a la seccion F,/F la figura
de vértice de P en F.

Sea ® una bandera de P. La propiedad (4) implica que para cada i € {0,...,n — 1}
existe exactamente una bandera ¥ de P que difiere de ¥ exactamente en el elemento
de rango 7, llamamos a ¥ la bandera i-adyacente de ® y la denotamos ¥ = ®*. Es facil
ver que si ¥ = ®’, entonces U = ®. Decimos que dos banderas ®,¥ son adyacentes si
U = @ para alguna i € {0,....,n — 1}.

En virtud de lo anterior, obtenemos inductivamente que para una bandera ® e
i1,y i € {0,...,n — 1}, la bandera @™t = (§iik-1)%k queda inicamente de-
terminada por la sucesién iy, ...,i;. Ademés se tiene que ® = ' y & = I si
li —j| > 1.

Es facil ver que cualquier n-politopo P es fuertemente conexo por banderas, es decir;
si ®, ¥ son banderas distintas de P, entonces existe una sucesién de banderas adya-
centes P, ..., Py tales que & = &g, ¥ = &, y PNV C P; para cada i € {0, ..., k}. Mas
aun, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 2. [12, 2A1] Si P es un orden parcial que cumple las propiedades (1) y
(2) de la definicion 1, entonces P es fuertemente conexo (cumple (3)) si y solo si P
es fuertemente conexo por banderas.

Durante el resto del texto denotaremos como F(P) al conjunto de banderas de P.

Si P y Q son politopos, diremos que una funcién ¢ : P — Q es un homomorfismo
entre Py Q si siempre que tengamos F,G € P, con I' < G, se cumple que Fo < Go.
Un homomorfismo biyectivo entre P y Q cuyo inverso es también un homomorfismo es
llamado un isomorfismo entre P y Q, y si existe un isomorfismo entre P y Q, diremos
que Py Q son isomorfos y escribiremos P = Q.

Como es usual, a un isomorfismo de P a él mismo lo llamaremos un automorfismo
de P y el conjunto de éstos forma un grupo bajo la operacion de composicion, el cual
denotaremos por I'(P). No es dificil ver que I'(P) actiia de manera natural en F(P)
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y que esta acciéon preserva la adyacencia de banderas. Mds atn, se tiene el siguiente
resultado acerca de la accién de I'(P) en F(P).

Proposicién 3. [12, 244] T'(P) actia libremente en F(P); es decir, si ® € F(P),
v e (P) y &y =, entonces v = 1.

Obtenemos como consecuencia inmediata el corolario que sigue.

Corolario 4. [12, 2A5] Si P es un politopo finito (i.e. |P| € N), entonces |I'(P)|
dwide o |F(P)| y, consecuentemente, I'(P) es (simplemente) transitivo en F(P) si y
solamente si |T'(P)| = |F(P)].

Concluiremos esta seccién con un breve comentario sobre el concepto de dualidad
en politopos abstractos.

Dados dos politopos abstractos P y Q, una dualidad de P a Q es una biyeccion
0 : P — Q que invierte el orden y cuya inversa también invierte el orden, es decir,
dados F,G € P, tenemos que F' < G si y solamente si 6(G) < §(F). Diremos en este
caso que Py Q son duales uno del otro. Se deduce inmediatamente que en este caso §
induce un isomorfismo por conjugacién entre I'(P) y I'(Q).

Figura 2.4: El cubo y el tetraedro son politopos duales

Es elemental demostrar que si P es un n-politopo, conservando las caras de P e
invirtiendo la relacién de incidencia se obtiene otro politopo, denotado como P*, y que
existe una dualidad de P a éste. De hecho P** = P.

Llamaremos a P autodual si P = P*. En este caso I'(P), el conjunto de dualidades
y automorfismos de P, forma el grupo extendido de Py [['(P) : T'(P)] = 2. Se sigue de
esto tltimo que si P tiene una dualidad § tal que §% = 1, entonces ['(P) = T'(P) x Cs.
Si A™ C E™ es un n-simplejo regular (en el sentido clasico), entonces A™ es un politopo

autodual tal que T'(A™) 2 T'(A™) x Cs.
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Figura 2.5: El tetraedro (A3) es autodual






3 Politopos regulares y quirales

3.1. Politopos regulares

La clase de politopos que ha sido més estudiada es la de los llamados politopos
regulares. Diremos que un n-politopo P es reqular si I'(P) actia transitivamente en
F(P).

Como se ha notado en el corolario 4, si P es finito, entonces P es regular si y sélo si
IT(P)| = |F(P)|. A lo largo de la seccién P denotara siempre un n-politopo regular.

Se sigue de lo anterior que si G/F y G'/F’ son secciones de P tales que rankF =
rankF” y rankG = rankG’, entonces la transitividad de I'(P) en F(P) implica que
existe un elemento a € T'(P), tal que o(G/F) = G'/F' ; por lo tanto, todas estas
secciones son isomorfas. En particular, si P es de rango n > 2,7 € {1,...,n — 1} y
rankF = rankF’ = i — 2, rankG = rankG’ = i + 1, entonces todas las secciones de este
tipo tienen el mismo ntimero (posiblemente infinito) de i-caras, el cual denotaremos
por p;.

Dado un politopo abstracto Q@ de rango mayor que 1, definiremos el simbolo de
Schlafli de Q como {p1,...,pn—1}, si para cada i € {1,....,n — 1} todas las secciones
G/F, con rankF = i — 2 y rankG = i + 1 tienen el mismo nimero p; de i-caras; es
muy sencillo demostrar que un politopo regular tiene tipo de Schlafli {p1,...,pn—1} si
y solamente si todas sus facetas tienen simbolo de Schlafli {p,...,pn—2} vy todas sus
figuras de vértice tienen simbolo {pa, ..., pp—1}. Una consecuencia del comentario hecho
en el parrafo anterior es que un politopo regular siempre tiene simbolo de Schlafli.

Tomemos una bandera base ® € F(P), como P es regular, existen automorfismos
00, -, pn—1 € L(P) tales que ®p; = ®* para cada i € {0,....,n — 1}. Se sigue de la
conexidad fuerte por banderas de P que si ¥ € F(P), entonces existen iy, ..., €
{0, ...,n — 1} tales que @+ = W. Ahora, si ¢ es el tnico automorfismo de P tal que
dp = U, entonces U = @itk = dpy...p1, por lo que py...p1 = @ y asi {po, ..., pn_1) =
['(P). Més atin, recordando que dada ® € F(P) se cumple &' = & y &/ = dJ» para
cualesquiera i, j tales que 0 < i < j+1 < n—1, obtenemos que los generadores p1, ...pp
cumplen las siguientes relaciones.

p? =1 paracada i€ {0,...,n—1} y (,oz-,oj)2 = 1 siempre que |i — j| > 1 (3.1)

Diremos que un grupo I' = (po, ..., pn—1) €s un grupo lineal generado por involuciones
(sggi, por sus siglas en inglés) si sus generadores py, ..., pp,—1 cumplen con (3.1). Hemos
demostrado entonces el siguiente resultado.
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Teorema 5. El grupo de automorfismos de un politopo reqular es un grupo lineal
generado por involuciones.

Ademads, al considerar los estabilizadores de ciertas cadenas de P, se puede ver que
siI,J C{0,...,n— 1}, entonces

(pili € Iy N {pjlj € J) = (pili € TN .J) (3.2)

La ecuacion anterior es conocida como la propiedad de la interseccién para politopos
regulares [12, 2B10].

De manera conversa, dado I' := (pg, ..., pp—1) un grupo generado por invouciones
que cumple (3.1) y la propiedad de la interseccién (3.2), es posible asociar a I' un
n-politopo de manera natural.

Definimos para i € {0,...,n — 1}, I'; := (p;|i # j) y I', =—1 :=T'. Observemos que
por (3.1) para cada i € {0,....,n — 1}, I'; = (p;|7 < %) x (pr|i < k). Estos conjuntos
seran los elementos la bandera base ® := {I';] — 1 < ¢ < n} de nuestro politopo.

Definiremos ahora P(T") := {T';p|¢ € ', =1 < i < n} y lo dotaremos de la siguiente
relacién de incidencia: T';p < T'j¢) si y solamente si i < j y Tip N0 # 0.

En [12, Secc. 2E], McMullen y Schulte demuestran el siguiente teorema, que clasifica
por medio de generadores y relaciones, los grupos de automorfismos de los politopos
regulares.

Teorema 6. Si ' es un grupo generado por un conjunto de involuciones pg, ..., Pn—1
que cumplen las relaciones descritas en (3.1) y la ecuacion (3.2), entonces existe un
n-politopo regular P naturalmente asociado a T' y una bandera base ® € F(P) tales
que I' es isomorfo al grupo de automorfismos de I'(P) y si p; es la imagen de p; bajo
este automorfismo, ®p; = ®* para cada i € {0,....,n — 1}.

Se sigue de lo anterior que existe una correspondencia biunivoca entre la clase de los
politopos regulares y la clase de parejas ordenadas de la forma (I',(po, ..., pn—1)), donde
I es un grupo finitamente generado y {po, ..., pn—1} s un conjunto de generadores de
I' que cumple las relaciones descritas en (3.1) y (3.2). Es posible entonces abordar
problemas referentes a politopos regulares en términos de su grupo de automorfsimos,
como en el caso de la amalgamacién de politopos y otros tantos.

3.1.1. Politopos téricos regulares

Es posible demostrar que un (n + 1)-toroide es regular si es el cociente de una
teselacion regular T del espacio euclidiano por algiin subgrupo de traslaciones A de
rango maximo que es normal en I'(7) y 7 /A puede ser vista como una teselacion
(geométricamente) regular del n-toro correspondiente. Mas atn, es posible demostrar
también ([12, 6B6,6B7]) que cada teselacion regular en un n-toro es isomorfa a un
(n + 1)-toroide regular como los que han sido descritos.

10
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Comenzaremos con la clasificacién de los politopos téricos regulares de rango 3.
Para el plano euclidiano E? las tinicas teselaciones regulares posibles son por tridngulos
({3,6}), cuadrados ({4,4}) o hexdgonos ({6,3}). Consideraremos primero la teselacién
por cuadrados {4, 4}, cuyos vértices supondremos que son los puntos de E? que tienen
coordenadas enteras Z2. Notemos que en este caso, el grupo de traslaciones de {4,4}
es también Z2.

Sea A C Z* un subgrupo normal de I'({4,4}). Como A es normal en I'({4,4}), en-
tonces A debe contener los conjugados de sus elementos por todos los elementos de
I'({4,4}). Equivalentemente, debe contener a todos los conjugados de sus elementos
por el estabilizador de 0 = (0,0) en I'({4,4}) (es decir, el grupo de simetrias de sus
figuras de vértice en el origen). Por lo tanto, si A contiene la traslacién por el vec-
tor v, entonces también debe contener las traslaciones por los vectores que resultan
de todas las posibles permutaciones y cambios de signo de las coordenadas de v. En
particular, si s es el minimo entero positivo que aparece como coordenada de un ele-
mento de A, podemos suponer que (s,t) € A para alguna ¢t > 0, de lo que se sigue que
(2s,0),(0,2s) € A. Mdas atn, por el algoritmo de la divisién, todas las coordenadas de
los elementos de A deben ser multiplos de s. Las acotaciones anteriores nos permiten
distinguir dos casos, a saber, (s,0) € A (en cuyo caso A = ((s,0),(0,s))) y (s,0) ¢ A
(en esta situacién, necesariamente, (s,s) € Ay A = ((s,s),(—s,s))). En el primer
caso escribimos A = A0y v {4,4}/A(s0) =: {4, 4}(s,0), de manera andloga escribimos
A= A v 14,4} /M55 = {4,4}(s,5), si se tiene que A = ((s,s),(—s,s)). Asi, los
politopos téricos regulares con tipo de Schléfli {4,4} son de la forma {4,4} ) con
st(s—t) =0y (s,t) # (1,0), (1, 1); observemos que los casos (s,t) = (1,0), (1,1) deben
ser excluidos, pues el cociente {4,4}/A (4 no induce una teselacion de E?/A ) en el
sentido de nuestra definicién (intuitivamente, el mapa resultante es muy pequeno para
que eso suceda).

Figura 3.1: Toroides{4,4}40) ¥y {4,4}(33)

El analisis de los toroides resultantes de las teselaciones {3,6} y {6,3} puede ser
abordado de manera similar si hacemos un cambio de base en E?, tomando en lugar
de la base canénica dos vectores que guardan un angulo de § ((1,0) y (cos §,sin %),
por ejemplo) podemos considerar entonces a A de nuevo como Z2, s6lo que aqui sus

elementos serdn tomados como vértices de {3,6} y como centros de las caras de {6, 3},

11
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respectivamente. Tomando las coordenadas de los vectores respecto a la base elegida,
obtenemos, de manera andloga a los toroides de tipo {4,4}, que los 3-toroides con
estos simbolos de Schlifli son de la forma {3,6} ;) o {6,3} ), donde st(t —s) =0
y (s,t) # (1,0). Es necesario excluir el caso (1,0) por las mismas razones que en la
clasificacién de los politopos téricos {4,4} ), sin embargo, el caso (1,1) no ha sido
excluido, ya que los mapas {3,6} ;1) y {6,3}(1,1) son lo suficientemente grandes para
dar lugar a un politopo.

Figura 3.2: Toroides {3,6}(2,2) ¥y {6,3}(2,0)

Para analizar los (n + 1)-toroides para n + 1 > 4, debemos recordar que (excepto
para n = 4) la tinica teselaciéon regular de E" es {4,3"72 4} la teselacién por n-cubos
(s* denotarad durante esta seccién la cadena s, ...,s de longitud k) y para E* ademaés
de esta teselacion esta la teselacién {3,3,4,3} por hexadecacoros (16-cell) y su dual
{3,4, 3,3}, la teselaciéon por icositetracoros (24-cell). Estas instancias particulares de
E? seran analizadas méas adelante, por ahora restringiremos nuestra atencién a las
teselaciones {4, 3" 2 4}

Figura 3.3: Hexadecacoro {3, 3,4} e Icositetracoro {3,4, 3}
©Robert Webb, creados con Stella software http://www.software3d.com/Stella.php

Como en el caso del plano euclidiano, podemos considerar que los vértices de la
teselacion T = {4,3"2,4} es el conjunto Z", el cual también puede ser considerado
como su grupo de traslaciones, por lo que podemos pensar que el subgrupo normal A

12
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de I'(T) (de rango n) es un subgrupo de Z". También de manera anédloga al caso n = 2,
para cada traslacion s € A debemos tener que para un toroide regular que todos los
conjugados de la traslacion por s son elementos de A, de nuevo obtenemos que este es
el caso si y solamente si los vectores que resultan de las permutaciones y cambios de
signo de las coordenadas de s son elementos de A.

Siguiendo las lineas del caso del plano, si s es el menor entero positivo entre las
coordenadas de los vectores en A, obtenemos, permutando si es necesario, que el vector
(s,82,..., 5p) € A para algunos ss, ..., s, € Z. Se sigue inmediatamente que (2s,0""!) €
A, y mis atin 2sé; € A para cada 1 < i < n, donde &; = (0°=1,1,0"7%) es el i-ésimo
vector de la base candnica de E™. Si continuamos argumentando como en el caso de los
toroides {4, 4}(57,5) obtenemos que A esta generado por los vectores que resultan de las
permutaciones y cambios de signo de las cordenadas de (sk, On_k), donde k es el minimo
entero positivo tal que (s¥,0" %) € A. Si 3 < k < n—1, se sigue que (0, s*,0"*"1) € A
y por lo tanto (s,s,0""2) € A (en caso de que k sea impar, obtenemos ademés que
(5,0n"1) € A). Las observaciones anteriores muestran que los tinicos valores posibles
para k son 1, 2 o n. Como antes, denotaremos como Ag al grupo de traslaciones
generado por s := (s*,0" ) y sus imagenes bajo permutaciones y cambio de signo en
las coordenadas.

Definimos {4,3"2, 4} := {4,3"72,4}/As y estas estructuras seran (n -+ 1)-politopos
(i.e. cumpliran con la propiedad de la interseccién) si s > 2. Podemos sintetizar lo
anterior en el siguiente teorema.

Teorema 7. [12,6D1] Para cadan >3 ys = (s5,007%), s > 2 y k € {1,2,n}, existe
un toroide reqular {4,372, 4}.

El teorema anterior divide a los politopos regulares téricos con simbolo de Schléfli
{4,372 4} en 3 clases disjuntas, dependiendo de si k € {1,2,n}.

Resta analizar los casos que se desprenden de las teselaciones {3, 3,4,3} y {3,4, 3,3}.
Al ser éstas duales, es posible quedarnos con sélo una de ellas, digamos {3,3,4,3}.
Podemos tomar el conjunto de vértices de {3,3,4,3} como Z* U (Z* + (1,1,1, 1)), el
subconjunto de E* que consta de los puntos cuyas cordenadas son todas enteras o son
todas mitades de enteros impares.

Podemos proceder haciendo un andlisis similar al de la teselacién {4, 3, 3,4} tenien-
do s6lo en cuenta los vértices de {3, 3,4, 3} que pertenecen a Z* y concluir que A estd
generado por el vector s := (s¥,047%) (s > 2, k € {1,2,4}) y sus imdgenes bajo el
estabilizador del origen en el grupo de automorfismos de {3, 3,4, 3}. Estas transforma-
ciones incluyen todas las permutaciones y cambios de signo de las entradas de s. Sin
embargo, al considerar el grupo completo de simetrias de {3,3,4,3}, obtenemos que
(s,s,s,5) es equivalente a (2s,0,0,0). Utilizando la misma notacién que para el caso
de la teselacién ciibica, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 8. [12,6F1] Para cada s = (s¥,0"7%) con s > 2 y k = 1,2 existen toroides
requlares {3,3,4,3}s v {3,4,3,3}s.
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Capitulo 3 Politopos regulares y quirales

Los politopos toéricos regulares jugaran un importante papel durante mi investigacion
doctoral, ya que son los elementos a partir de los cuales se formaran la mayoria de los
politopos quirales localmente téricos [ver cap. 5], cuya clasificacién es el segundo punto
importante a desarrollar durante dicha investigacion.

3.2. Politopos quirales.

Después de los politopos regulares, la familia de politopos quirales ha sido la mas
estudiada. Intuitivamente, un politopo es quiral si posee simetria rotacional maxima
pero no tiene simetria reflexiva. Formalmente diremos que un n-politopo P es quiral si
su grupo de automorfismos induce exactamente dos orbitas en F(P) tales que banderas
adyacentes pertenecen a distintas orbitas.

Figura 3.4: Toroide con simetria quiral que muestra las dos érbitas en banderas bajo
su grupo de automorfismos

Una consecuencia inmediata de la definiciéon es que para cada bandera ® € F(P),
existen o1, ..., op_1 tales que ®o; = 7! para cada 1 < i < n—1. Ademés, de manera
similar a como lo hicimos en el caso regular, no es dificil probar que I'(P) = (o1, ..., op)
y que (0¢U¢+1...aj)2 = 1si¢ < j. Llamaremos a oy, ...,0,—1 generadores distinguidos
respecto a P.

Aunque un politopo estéa definido sin una estructura geométrica subyacente, los
politopos quirales pueden pensarse como aquellos que no coinciden con su imagen
“de espejo”. Por tal razén, podemos decir que los politopos quirales vienen asociados
en parejas de formas enantiomorfas.

Hay ciertas propiedades que es posible deducir sin gran dificultad; por ejemplo,
si P es un n-politopo quiral, entonces I'(P) es transitivo en las i-caras para toda i €
{0, ...,n—1}. Sin embargo, la accién de P en las i-caras no tiene que ser necesariamente
libre. En particular, se tiene el siguiente lema.

Lema 9 (8, lema 1.9). Sea P un n-politopo quiral y sean o1,...,0n—1 € T'(P) los
generadores distinguidos con respecto a una bandera base ©. Supongamos que 0 < i <
Jj— 1y que existe p € I'(P) tal que (®);p < (®);. Entonces existe p € (01, ...,05-1),
tal que (®);p = (P);p.
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Demostracion. Como (®);p < (®); < (P)j41... < (P)y, es una cadena, existe ¥ € F(P)
que la contiene. Mds atn, al tenerse j — ¢ > 2, es posible tomar ¥ en la misma érbita
de ® (dada ¥ que contenga a la cadena, W*! también la contiene y ¥ o W' estan
en la misma Orbita de ®). Se sigue de esto que existe un elemento p € I'(P) tal que
Pp =Wy asi (®)ip= (V)i = (P)ip. O

El grupo de simetrias de un politopo quiral también es transitivo en las cadenas de
tipo N := {—1,...,n}\{i}, para cada i € {0,...,n — 1}, pero en contraste con el lema
anterior, se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 10 (16, proposicion 2). Si P es un n-politopo quiral, entonces para cada
i €40,..n—1}, la accion de T'(P) en las cadenas de tipo N := {—1,....,n}\{i} es libre
y transitiva.

Demostracion. Si C es una cadena de tipo N y ® € F(P) es tal que C C P, entonces
® y ' son las tinicas banderas de P que contienen a C. Si tomamos otra cadena C’ de
tipo N y ¥ una bandera que la contiene, al ser P un politopo quiral, se tiene que ® o
P’ estan en la misma 6rbita que W. Por lo tanto existe un elemento ¢ € I'(P) tal que
Cp = C'. Ademss, si p € I'(P) es tal que Cp = C, entonces ®p € {®, ®'}; pero como P
es quiral, obtenemos ®p = @ y por la proposicién 3, p = 1.

Concluimos que I'(P) acttia libre y transitivamente en el conjunto de cadenas de
tipo N = {—1,...,n}\{i}, para cada i € {0,...,n — 1}. O

Otra observacion sencilla acerca de politopos quirales es que su grupo de automorfisos
es transitivo en facetas y figuras de vértice y que éstas tienen que ser necesariamente
politopos regulares o quirales. Més aun, se el siguiente resultado.

Proposicién 11 (16, proposicién 3, proposicién 4). Sea P un politopo quiral y ®
una bandera base de éste, entonces I'(P) = (01, ...,0n—1) €s transitivo en las facetas y
figuras de vértice de P. En particular, P es equivelar con tipo de Schlifli {pi,...,pn-1},
donde p; es el orden de o; para cada i € {1,...,n — 1}. Ademds se tiene que:

1. Las facetas y figuras de vértice de P son politopos requlares o quirales.

2. Dada F; € ® derangoi € {0,...,n—1}, T (F;/F_1) = (01, ...,0i—1) y I (F,/F;) =
(Cit2, s Op1)-

Aunque no podemos garantizar la regularidad de las facetas y figuras de vértice de
‘P, la proposicién subsiguiente garantiza que un politopo quiral siempre tiene secciones
regulares.

Proposicién 12 (16, proposicién 9). Si Fiy,F,_o son caras de un politopo quiral P de
rangos 1, n — 2, respectivamente, entonces Fy,/Fy y F,,_2/F_1 son politopos requlares.
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Capitulo 3 Politopos regulares y quirales

En los siguientes dos teoremas P sera siempre un politopo quiral y si definimos 7; ; =
oi0ip1.0jparal <i<j<nm;=1,7;=o0,siie{l,..,nty ®;={(P);lj ¢ J},
dado J C {0, ...,n}; tenemos los siguientes resultados con los que se clasifican los grupos
de automorfismos de los politopos quirales en términos de generadores y relaciones.

Teorema 13 (16, proposicién 5). El estabilizador en I'(P) de ®5 es I'y := {7 j]i <
Jii—1,5€ J} yI'1NTj =T1ny para cualesquiera I,J C {0, ...,n}. [15, proposicion 5]

La ultima igualdad es un analogo de la ecuacion 2.2 para politopos quirales y por
esto es llamada también propiedad de la interseccion.
El teorema siguiente es andlogo para politopos quirales del teorema 6 (ver [15, teorema 1].

Teorema 14 (16, teorema 1). Dado un grupo I' := (o1, ...,0n—1) tal que para todos los
subconjuntos I,J C{0,...,n} se cumple 't NIy =Ty, donde 7 ; y I'r son definidos
como arriba, entonces se tiene una de las siguientes.

1. T es isomorfo a un grupo de reflexiones de un politopo reqular.
2. T' es el grupo de simetrias de un politopo quiral.

Mas aun, el primer caso se da si y solamente si existe un automorfismo p de ' tal que

lezafl, Jgpza%ag yoip=0o;, cond <1i<n.

3.2.1. Politopos téricos quirales

Comenzaremos con una discusién acerca de la inexistencia de politopos quirales
toricos de rangos grandes.

Consideremos primero el caso de los toroides de tipo {4,3"~2 4} conn > 3. Estos son
de la forma {4,3"72,4} /A, donde A es un subgrupo invariante de Z" que es preservado
por todas las rotaciones de la teselacion {4,3"~2 4}. En particular, A es preservado
por el grupo de rotaciones de la figura de vértice {372, 4}. Este grupo consiste en
las permutaciones de las entradas los vectores de A, compuestas con un cambio de
signo de un numero las entradas de estos vectores que tenga la misma paridad que la
permutacion.

Para demostrar la inexistencia de un politopo quiral con este simbolo de Schlafli, es
suficiente probar que la imagen de cualquier vector de A bajo una permutacién impar
de sus coordenadas es también un elemento de A. Para esto es suficiente hacer ver que
dado a := (a1, a9, ...,a,) € A, (ag,a1,...,a,) € A.

Sia:=(a,ay,...,a,) € A, entonces (—ag, ay,as, ...,a,) € A, de donde (a; + az, as —
a;,0"2) € A. Notemos que si un vector de A tiene alguna de sus entradas igual a
0, entonces los vectores que resultan despues de permutar sus entradas de cualquier
forma posible o hacer un cambio de signo de un nimero arbitrario de éstas también son
elementos de A. Obtenemos entonces que (—a; — az,0,a; — az,0" %) € A (y sumando
(a1 + az,as — a1,0""2) € A), se sigue que (0,as — ar,a; — az, 0" 3) € A, que implica
a— (ag — ai,a; — az,0"2) € A. Por lo tanto (a2, a1, as, ...,a,) € A.
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3.2 Politopos quirales.

Resta verificar los toroides de tipo {3, 3,4, 3} y sus duales, sin embargo s6lo es necesa-
rio considerar los del primer tipo. Dado un toroide {3,3,4,3}/A, podemos argumentar
de manera similar al caso anterior para concluir que A es invariante bajo cualquier
permutacion o cambios de signo de las entradas de sus elementos. Se sigue de esto que
A es invariante bajo el grupo completo de simetrias de la figura de vértice {3,4, 3}. Por
lo tanto el toroide {3,3,4,3}/A es regular.

La discusién previa puede resumirse en la siguiente proposicién.

Proposicién 15 (12, 6H1). No existen toroides quirales de rango mayor a 3.

En contraste, es posible modificar la prueba de la clasificacién de los toroides re-
gulares de rango 3, usando que ahora el estabilizador de un vértice tinicamente tiene
rotaciones y no reflexiones, para demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 16 (3, secc. 8.3, secc. 8.4). Existen tres familias infinitas de politopos qui-
rales toricos de rango 3 cuyos miembros son de tipos {4,4} ), 13,6} (ap) ¥ 16,3} (a,p);
donde ab(a — b) # 0. [3]

Figura 3.5: Toroide quiral {4,4} 3 )
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4 Amalgamacion

Una amalgamacion de los n-politopos regulares P;, P2 es un n + 1-politopo regular
cuyas facetas y figuras de vértice son isomorfas a P; y Pa, respectivamente. Uno de
los objetivos de esta seccion es determinar cudndo la amalgamacién de politopos es
posible y establecer la relacién que existe entre ésta y la amalgamacién de grupos.

A lo largo de la seccion, P; y Po denotaran siempre dos n-politopos regulares, con
n > 2,y (P1,Ps2) se usard para designar a la clase de todos los n + 1-politopos que son
amalgamaciones de Py y Ps.

Hay ciertos casos particulares de P;, P2 para los cuales la existencia de elementos
en (P1,P2) es bien conocida. Por ejemplo, si P; es el cuadrado {4} y Ps es el triangulo
{3}, entonces el cubo {4,3} y el hemicubo {4,3}3 son los tnicos elementos de la clase

(P1,Pa).

Figura 4.1: Cubo y hemicubo

De manera similar, si P; y P son el cuadrado {4}, entonces la teselacién por cua-
drados del plano {4,4} es una amalgamacién de P; y P2. De hecho, esta teselacién es
universal, en el sentido de que este politopo es una cubierta de cualquier elemento de
(P1,P2). Con esta nueva definicién, el cubo es el politopo universal de {4} y {3}.

En el caso de que exista un politopo universal en la clase (Py, Pa), éste serda denotado
por el simbolo de Schlifli generalizado {P;, P2 }.

Para iniciar nuestro andlisis de la clase (P, Ps), observemos que si Q € (P, Pa),
F_1, Fyy1 son las caras de Q de rangos —1 y n + 1, respectivamente, y F', G son un
vértice y una faceta de Q, entonces F,,/F es isomorfa a Py y Po = H/F_;. Tenemos
entonces que H/F es isomorfa tanto a una figura de vértice de P;, como a una faceta
de Po.

Por lo tanto, una condicién necesaria para que (P1, P2) no sea vacia es que las figuras
de vértice de P; sean isomorfas a las facetas de Py. En adelante, s6lo consideraremos
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politopos Py, P2 que cumplan esta condicién.

Si ahora nos fijamos en I'(Q) = (y0,71,---,7n) (con Q@ € (Py,Ps)), notamos que
Y0y s Y1) ZT(P1) = (@0 ooy ¥n1) ¥ (Y15 ooy Yn) = T(P2) = (Bo, -, Bn—1), donde
{a;]0 <i<n—1}, {50 <i<n—1} son generadores distinguidos de I'(Py), I'(P2),
respectivamente [11, 2B9].

Ademés si

L'(P1) = (ag,...,an—1|Ri(ag,...,an—1),i € I),
F(PQ) - <507"-7/Bn—1‘R3'(607-~-7/Bn—1)aj € J>

son presentaciones para I'(P;), I'(P2) respectivamente, con {R;|i € I}, {R;|j € J} los
conjuntos de relaciones entre los conjuntos de generadores {«y, ..., @1}, {Bos -y Bn—1}-
Entonces el grupo

T :=(po, p1, s Pl Ri(p0; -y p-1), R (p1, oo pn), (popn)®,i € 1,5 € J)

es un C-grupo lineal por el criterio del cociente [2E17], ya que las correspondencias
pi — i, © € {0,...,n}, inducen el homomorfismo (suprayectivo) ¢ : I' — I'(Q) y las
asignaciones v; — p;, i € {0,...,n — 1} inducen el homomorfismo ¥ : (yg,...7p—1) = T’
y para éstos se tiene que (0i)@|(,...pn_1) © % = pi, es decir, la restriccién de ¢ a
(0, -y Pn—1) e€s inyectiva.

Se sigue que I' es un C-grupo lineal y que induce una n-cubierta [11, p. 43] P(T") \, Q,
donde P(T") es el (n + 1)-politopo regular asociado a T

Hemos demostrado entonces el siguiente resultado.
Teorema 17. [12, jA2[Sean Py y Pa n-politopos requlares tales que (P1,Pa) # 0.
Entonces (P1,Pa) contiene un politopo, cuyo grupo de automorfismos es

T := (p0, p1,-r Pl Ri(p0, s 1), R (p1, s p), (popn) i € 1,5 € J),

y este politopo cubre a cualquier otro politopo en (P1, Pa).

Al politopo P(T") € (P, P2) asi construido, se le denomina (n + 1)-politopo regular
universal con facetas P; y figuras de vértice Pa, o simplemente el politopo universal
en (P1,Ps) y se denota como{Py, Ps2}.

La siguiente proposicién describe la clase dual de (Py, Pa).

Proposicién 18. [12, JA3]Si (P1,P2)* = {P*|P € (P1,P2)}, entonces (P5,Py) =
(P1,Pa)* y {P3, P} ={P1, P2}".

Demostracion. Si Q* € (Py,P2)* y G, F son una faceta de Q y un vértice de Q,
respectivamente, entonces G/F_; = P5, F,/F = P{. Por lo tanto Qx € (P35, P;)
y (P1,P2)* C (P53, Pf). Reciprocamente, si G, F' son una faceta y un vértice de Q €
(P53, Py), entonces G/F_1 = P;, F,,/F = Pf. Por lo tanto las facetas y figuras de vértice

de Q" son isomorfas a Py y Pa, respectivamente. Esto implica que Q@ = Q** € (P, Pa)*.
Es decir, (P35, Py) C (P1,Pa)*.
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Para hacer ver que {P5,P;} = {P1,P2}*, notemos que si Q € (P, P}), entonces
existe P € (Py,Py) tal que Q = P*, se sigue entonces que hay una dualidad ¢ :
P — Q, ademds por el teorema anterior, existe una cubierta ¢ : {P1,Pa} — Py si
0 : {P1,Pa}* — {P1, P2}, entonces §opod : {P1,P2}* — Q es una n-cubierta, ya que
0, 0 invierten el orden y el rango y son biyectivas y ¢ es una n-cubierta.

Concluimos que {P5, P;} = {P1,P2}*, lo que completa la prueba de la proposicion.

O]

Es tiempo ahora de hablar de la relacién que existe entre la amalgamacién de poli-
topos y la amalgamacién de grupos [12].

Sean Py y P2 n-politopos regulares tales que (P1,Pa) # 0 y {P1,Ps2} el politopo
universal en (P1, P2). El teorema 12 implica que el grupo de automorfismos de {P;, P2}
tiene presentacion

P({P17P2}) == <P07 pn’RZ(p()a --~7Pn—1)>R;'(P17 "'7pn)7 (POPn)Zai S Ia] S J>

Donde R;, I} son las relaciones en las presentaciones I'(P1) = (ag; ..., an—1|Ri(ap, ..., an—1), 1 €
1) y T(P2) = (B1, -, Bu| R (B1, .., Bn), J € J).
Si ahora A = (ai,...,an—1|R}(1,...,an—1),k € K) es una presentacién para el

grupo de automorfismos de una figura de vértice de Py (siendo R}/(aq,...,an—1),k € K
las relaciones entre los generadores), se obtiene que I'({P1, P2}) es un cociente de la
amalgamaciéon de I'y * I'y, donde

Fl == <P07-~-7,0n—1|Ri(p07---vpn—1>7i EI)
Iy = <p1,----,Pn’R;'(P1, ---,Pn),j € J>
H = {(pryos pt| Bt s 1), | € K
De hecho, I'({P1,P2}) es el cociente I'y it T/ {(popn)?), con ((popn)?) la cerradura
normal de ((popn)?). Observemos que el grupo I'y % I's no es un C-grupo lineal, dado

que popn tiene orden infinito por el teorema 5.1 de [12]. Sin embargo, si satisface la
propiedad de la interseccién, pero I'y jd T'y/((popn)?) puede no hacerlo, aunque éste

sea un grupo lineal generado por involuciones. Por lo tanto, la existencia de {P1, P2}
depende tnicamente del si I'y ol Ta/{(popn)?) es un C-grupo lineal (i.e. satisface la

propiedad de la interseccion).
Se tiene la siguente proposicion.

Proposicién 19. [12, jA8]Sean P1y Pa dos n-politopos requlares tales que las figuras
de vértice IC de Py son isomorfas a las facetas de Po. Sea

I'= <,007 '-'7pn‘Ri(p07"'7:0n—1)7R_/j(p1a "'7pn)a (POPn)Qai € Ia] € J>7

con R;, R; como han sido descritas arriba y sea II = I'q ;; 'y, también como ha sido
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descrito arriba.

1. T =1I/N, donde N es la cerradura normal de {(popn)?).
2. Si (P1,Pa) # 0, entonces T({P1,P2}) XT =< 1I/N.

3. El politopo {P1, P2} existe si y solamente si ' es un C-grupo lineal, (pg, ..., pn—1) =
F(Pl) Y <1017 --~7pn> = F(PQ)

Demostracion.

1. Basta notar que

<p0N7 7pnN‘Rl(p0N7 "'7pn—1N)7R9(p1N7 '”7pnN)7 (POPn)QN,Z € I?] S J>

es claramente una presentacion para I'y i I'y/N. Esto implica que existe un iso-

morfismo tal que p; — p; N para cada i € {0,...,n}.
2. Es consecuencia directa del teorema 12.

3. La necesidad del enunciado se sigue directamente de (2). Para verificar la sufi-
ciencia, observemos que si I' = (py, ..., pp) es un C-grupo lineal como estd des-
crito en (3), entonces P(I') es un politopo regular de rango n + 1 con facetas
isomorfas a P((po, ..., pn—1)) = P(I'(P1)) = P1 y figuras de vértice isomorfas a
Pp1y .oy pn)) = P(I(P1)) = Pa por [11, 2E12]. Se sigue del teorema 17 y de [11,
2E14] que P(T") = {P1, Pa}.

O

Una forma de interpretar la proposicién superior es diciendo que la existencia del
politopo universal {P1, P2} puede ser traducida a un problema de presentacién de
grupos, esta interpretacién sera fructifera cuando abordemos ciertos casos especiales
de amalgamaciones durante el proyecto de investigacion.
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5 Politopos localmente toéricos

Toca el turno ahora al estudio de los politopos regulares localmente téricos. Diremos
que un (n + 1)-politopo regular P es localmente torico si P € {P1, P2} para algin par
de n-politopos Py, Py téricos o esféricos, tales que P; o Po es un toroide.

El objetivo de esta seccién es presentar un panorama del estado actual de la clasifica-
cién de este tipo de politopos, entenderemos aqui por clasificacién a una enumeracion
de todos los (n+ 1)-politopos universales {P1, P2} que son localmente téricos y finitos.

El problema de la clasificacion de los politopos localmente téricos a motivado mucha
de la teoria de politopos abstractos y fue propuesto por primera vez por Griinbaum en
(6]

Es un hecho conocido que sélo pueden existir politopos regulares localmente téricos

de rangos 4, 5 o 6. Mas atn, se tiene el siguiente lema.
Lema 20. [12, 10A1]Cada (n+ 1) politopo regular localmente torico P es un cociente
de una de las teselaciones requlares del n-espacio hiperbolico H" listadas en la tabla
siguiente o bien es un cociente de alguno de sus duales. En particular, el rango de P
solo puede ser 4, 5, o 6.

’ n ‘ Simbolo de Schlafli
3 {4,4,r}, r=3,4
{6,3,p}, p=3,4,5,6
{3,6,3}
4 {3,4,3,4}
51 {3,3,3,4,3}, {3,3,4,3,3}, {3,4,3,3,4}

Los politopos localmente téricos de rango 4 son los que poseen una mayor cantidad de
subclases y sera el caso que abordaremos primero. Como en el caso de la amalgamacion
en general, la existencia de los politopos localmente toricos finitos de rango 4, se aborda
mayormente en términos de sus grupos de automorfismos.

En particular, el caso de los politopos universales 17.* := {{4,4}s,{4,3} de tipo
{4,4,3} se trata a través de una técnica conocida como twisting o inflexion que consiste
en extender un grupo dado W por algun subgrupo de su grupo de automorfismos para

obtener un grupo I' que es el grupo de automorfismos de un politopo regular [11, Cap.
8].
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Capitulo 5 Politopos localmente téricos

Aunque el politopo universal 17 siempre existe para cada s = (s,0), (s, ), s > 2
[11, Cap 10], sélo es finito en el caso s = (2,0),(3,0),(2,2). El cuadro 4.1 sintetiza la
informacién de estos politopos.

’ S ‘ # vértices ‘ # caras ‘ IT(TH \ (734 ‘

(2,0) 4 6 192 | Dy x Sy
(3,0) 30 20 1440 | S x Cy
(2,2) 16 12 768 | CylDg

Cuadro 5.1: Politopos finitos 17

También la existencia de los politopos universales o7 = {{4,4}s,{4,4}+} para
cada s = (s,0),(s,s), t = (¢,0),(t,t), s,t > 2 se prueba medlante el uso de la inflexién.
Estos politopos son finitos en los casos listados en el cuadro 4.2.

s | t | # vértices | # caras | [T(oTo%)| | T(27%) |
(2,0) | (t,t),t>2 4 212 642 (Dy x Dy x Cy x Co) % (Cy x Co)
(2,0) | (2m,0),m > 1 4 4m? 128m? (D X D) X T({4,4}(2,0))
(3,0) (3,0) 20 20 1440 Sg x Oy
(3,0) (4,0) 288 512 36864 Co1T({4,4} 5.0))

(3,0) (2,2) 36 32 2304 (Sy x S4) x (O x Ca)
(2,2) (2,2) 16 16 1024 C3 xT({4,4} 09))
(2,2) (3,3) 64 144 9216 C§ xI'({4,4}33))
(3,0) (5,0) 19584 54400 | 3916800 Sp(4) x Cy x Cy (ver 1)

Cuadro 5.2: Politopos finitos gT

Se sabe ademés que el politopo 27& 0),(5,0) ¥ 51 dual son finitos, sin embargo no se
conoce mucho mas en el caso en el que s y t son impares y distintos. De hecho, lo que
se conoce es compatible con la siguiente conjetura.

Conjetura 21. [12, 10C7|Sean s,t enteros impares y distintos. Entonce el politopo
universal 27E§ 0),(t,0) €Liste, y éste es finito si y solamente si (s,t) =(3,5),(5,3).

La enumeracién de los politopos regulares localmente téricos de tipo {6, 3, p}, donde
3 < p < 6 esta completa. La técnica usada para su enumeracion es de nuevo la inflexion.
Sin embargo, en este caso sobre grupos mas complicados, a saber, grupos unitarios
complejos generados por reflexiones a los que a su vez se les asocia una forma hermitica
[11, Cap. 9]. En particular estos politopos serdn finitos si y sélo si la forma que les ha
sido asociada es positiva definida [11, Sec. 11A], en este caso se obtiene que el grupo
de automorfismos de uno de estos politopos es el producto semidirecto de un grupo
unitario de reflecciones por un grupo finito de orden pequeno.
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Politopos localmente toéricos

Las dos tablas que siguen contienen la enumeracion de los politopos universales
finitos , 75 := {{6,3}s,{3,p}}, con p € {3,4,5}, s = (5,0) y s > 2, 0 bien, s = (s, s)
y s > 1, en el primer caso; y 6755 := {{6,3}s,{3,6}¢}, con pardmetros similares a los
del politopo anterior para las entradas de s = (s,0), (s,s), t = (¢,0), (¢,1).

| p| s | # vértices | # caras | [T(, )] | L(, 734 ‘

31(2,0) 10 5 240 S5 x Cy
(3,0) 54 12 1296 [112]% x Oy
(4,0) 640 80 15360 [112]* x Oy
(2,2) 120 20 2880 S5 x Sy

41(1,1) 12 8 288 S3 % T'({3,4})
(2,0) 16 16 768 | T'({3,3,4}) x Cq

51 (2,0) 240 600 28800 | I'({3,3,5}) x Cy

Cuadro 5.3: Los politopos finitos p’7;4

’ S ‘ t ‘ # vértices ‘ # caras ‘ IT(6T%)] ‘ INCYAS) ‘
(2, O) (2, 0) 10 10 480 55 X CQ X 02
(3,0) (2,0) 54 24 2592 | [112]3 x (Cy x C)
(4,0) (2,0) 640 160 30720 | [112]* x (O x Co)
(1,1) | (¢,0), t = 0 (mod 3) 6 2t2 725? S3 % T({3,6}(5,0)
(1,1) (t,t), t>1 6 6t 21652 S5 x T ({3,6}(s.5))
(2,2) (2,0) 120 40 5760 S5 x Sy x Cy

Cuadro 5.4: Los politopos finitos 67:,1t

Aunque la enumeracién de los politopos regulares localmente téricos de tipo {3, 6,3}
no estd completa, se conoce una parte sustancial que se ha conseguido utilizando
principalmente inflexién. La tabla siguiente contiene aquellos politopos universales
7Tk = {{3,6}s,{6,3}¢} que se conoce que son finitos. Hemos omitido en esta ocasién
la descripcién de su grupo de automorfismos, ya que para la mayor parte no se conoce
con exactitud su estructura.

25
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Politopos localmente toéricos

’ S ‘ t ‘ # vértices ‘ # aristas ‘ \F(77;A7‘t)| ‘
(1,1) | (1,1) 3 3 108
1,1) ] (3,0) 3 9 324
(2,0) | (2,0) 5 5 240
(2,0) | (2,2) 5 15 720
(3,0) | (3,0) 27 27 2016
(3,0) | (2,2) 288 384 41472
(3,0) | (4,0) | 1260 2240 | 241920

Cuadro 5.5: Los politopos finitos 77:,1t que se conocen

Parte de la investigacién doctoral que realizaré pretende completar los casos que
faltan de este tipo de politopos, utilizando técnicas de amalgamacion y teoria combi-
natoria de grupos y serd probablemente el punto de partida de ésta.

A manera de conclusién, discutiremos muy brevemente algunas condiciones necesa-
rias para que la amalgamacién de dos politopos sea un politopo localmente torico con
simetria quiral, que es uno de los problemas que abordaré durante mi investigacion
doctoral, y del cudl se sabe muy poco.

Es claro que la definiciéon de amalgamaciéon de politopos regulares puede generalizarse
de manera inmediata a cualesquiera dos politopos Py © del mismo rango. El teorema
14 insintda que, como con los politopos regulares, los problemas referentes a politopos
quirales puede ser llevados en muchos casos al lenguaje de la teoria de grupos. Tal es
el caso del problema de amalgamacion de politopos quirales.

La proposicion 12 implica que si la amalgamacién de dos politopos P, Q es un po-
litopo quiral localmente térico, entonces P o Q debe ser un politopo térico quiral o
regular, sin embargo, la proposicion 15 tiene como consecuencia que en caso de existir
una amalgamacion en la que P o Q sean toroides quirales entonces P o Q deben de ser
de rango 3. En particular, los politopos quirales localmente téricos que tengan facetas
quirales toricas y figuras de vértice esféricas, deben tener simbolo de Schlafli {4, 4,3},
{6,3,5}. Estas familias de politopos seran las primeras en ser estudiadas durante la
investigacion doctoral, paralelamente a la clasificacién de los politopos regulares local-
mente téricos {3, 6, 3}.
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