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Introducción

Para cada número primo p los números p-ádicos forman un campoQp que
extiende al campo de los números racionales Q. Una posible construcción
es definir una métrica en Q, distinta de la métrica usual definida por el
valor absoluto, y observar que el espacio métrico resultante no es completo.
Al considerar la completación de este espacio, la forma de la métrica nos
permite extender las operaciones del campo Q y obtener nuevamente un
campo que es precisamente Qp.

Los números p-ádicos fueron definidos por primera vez por Kurt Hensel
en 1905 para trabajar con distintas representaciones de los números alge-
braicos. Desde entonces han tenido aplicaciones en la teoŕıa de números per-
mitiendo utilizar las técnicas de las series de potencias, por ejemplo fueron
utilizados en la demostración de Andrew Wiles del último teorema de Fer-
mat.

Otro lugar donde han aparecido los números p-ádicos es en la solución de
la conjetura de Hilbert-Smith, que puede considerarse una generalización del
quinto problema de Hilbert o una mejor formulación del mismo. La conjetura
de Hilbert-Smith afirma que si G es un grupo topológico localmente com-
pacto y actúa continua y efectivamente en una variedad topológica conexa
y de dimensión finita, entonces G debe ser un grupo de Lie. Se ha logrado
demostrar que los únicos posibles contrajemplos son los enteros p-ádicos Zp,
para algún primo p, que son subgrupos de Qp, es decir, que para demostrar
la conjetura bastaŕıa demostrar que para todo primo p, Zp no puede actuar
continua y efectivamente en una variedad topológica conexa de dimensión
finita.

Además de las aplicaciones mencionadas anteriormente se ha desarrolla-
do el análisis p-ádico como una rama propia de las matemáticas.

El objetivo de esta tesis es presentar una construcción de los números
p-ádicos y algunas propiedades de los mismos. Como dijimos anteriormente
la construcción de los números p-ádicos es a partir de la completación de
un espacio métrico, por ello en el caṕıtulo 1 se estudia el caso general de
la completación de un espacio métrico para tenerla en cuenta en el caso
concreto que estudiaremos más adelante.
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En el caṕıtulo 2 se estudia un tipo especial de métricas definidas en
un campo, en particular la norma p-ádica en Q, que permiten extender la
estructura de campo a la completación del espacio y aśı se construye el
campo de los números p-ádicos. Finalmente se encuentra una expresión de
los números p-ádicos que es similar a las expresiones decimales de los reales.

En el caṕıtulo 3 se presentan los algoritmos para hacer las operaciones
en el campo Qp a partir de la expresión mencionada en el párrafo ante-
rior y se utilizan para encontrar la forma en que se expresan los enteros
y los racionales dentro de Qp. A continuación se presenta el subanillo de
enteros p-ádicos Zp y se estudian algunas propiedades algebraicas de Zp y
Qp estableciendo la analoǵıa con Z y Q. Por último, se estudian algunas
propiedades topológicas de Zp y Qp, en particular que Zp es candidato para
contraejemplo de la conjetura de Hilbert-Smith, es decir, que Zp es un grupo
topológico compacto, pero no es un grupo de Lie.
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Caṕıtulo 1

Completación de un espacio
métrico

En este caṕıtulo presentaremos una forma general de completar un es-
pacio métrico, es decir, que dado un espacio métrico (X, d), construiremos
un espacio métrico completo (Xd, ρ) en el que (X, d) pueda ser encajado
isométricamente como un subconjunto denso. También veremos una condi-
ción para que dos métricas distintas en un mismo conjunto induzcan com-
pletaciones equivalentes.

1.1. La construcción

La idea de la construcción es la siguiente: un espacio métrico no es com-
pleto cuando existen sucesiones de Cauchy que no son convergentes, que
basicamente son “sucesiones convergentes sin ĺımite”, es decir, que al espa-
cio le hacen falta algunos puntos en los cuales converjan esas sucesiones.

Aśı, por cada sucesión de Cauchy no convergente, debemos agregar un
punto al espacio, pero como para cada punto existe una infinidad de suce-
siones convergentes a él, entonces tenemos que hacer una identificación de las
sucesiones de Cauchy que “tienen el mismo ĺımite”. Por último extendemos
la métrica de la única forma posible.

Empezamos dando algunas definiciones básicas.

Definición 1.1.1. Sea X un conjunto. Una métrica en X es una función
d : X ×X → [0,∞) que para cualesquiera x, y, z en X cumple:

1. d(x, y) = 0⇔ x = y,

2. d(x, y) = d(y, x),
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3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

En tal caso al par (X, d) se le llama espacio métrico.

Definición 1.1.2. Una sucesión (xn)n∈N de elementos de X, se dice que es
convergente a un elemento x ∈ X en (X, d), si para cada número positivo ε
existe un natural N tal que para cualquier n ≥ N se cumple que d(xn, x) < ε.

A x se le llama ĺımite de la sucesión y se denota simplemente por
ĺım
n→∞

xn = x cuando no hay ambigüedad respecto a la métrica que se está u-

sando.

Definición 1.1.3. Una sucesión (xn)n∈N de elementos de X, es una suce-
sión d-Cauchy, si para todo número positivo ε existe N ∈ N tal que para
cualesquiera n,m ≥ N se tiene que d(xn, xm) < ε.

Un resultado inmediato es que toda sucesión convergente es d-Cauchy.

Proposición 1. Toda sucesión convergente en (X, d) es d-Cauchy.

Demostración. Sea (xn)n∈N una sucesión convergente en (X, d) y sea x ∈ X
su ĺımite. Para cualquier número positivo ε existe un natural N tal que si
n ≥ N se cumple que d(xn, x) < ε

2 .

Considerando dos naturales n,m ≥ N tenemos que:

d(xn, xm) ≤ d(xn, x) + d(x, xm) <
ε

2
+
ε

2
= ε,

por lo tanto la sucesión es d-Cauchy.

Sin embargo el rećıproco no es cierto como lo muestra el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2. Consideremos el intervalo semiabierto de reales (0, 1] con la
métrica definida por el valor absoluto d(x, y) = |x − y| y en este espacio la
sucesión xn = 1

n . Esta sucesión es d-Cauchy, pero no tiene ĺımite.

Definición 1.1.4. Se dice que un espacio métrico (X, d) es completo si
para toda sucesión d-Cauchy (xn)n∈N existe un elemento x ∈ X tal que
ĺım
n→∞

xn = x.

Ahora, partiendo de un espacio métrico (X, d) consideremos el conjunto
de todas las sucesiones d-Cauchy en X y en él definimos la siguiente relación:

(xn)n∈N ∼ (yn)n∈N ⇔ d(xn, yn)→ 0 cuando n→∞,
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la cual es una relación de equivalencia. Definimos al conjunto Xd como
el cociente del conjunto de sucesiones d-Cauchy en X bajo esta relación y
denotaremos por (xn)n∈N a la clase de equivalencia de una sucesión d-Cauchy
(xn)n∈N.

Puesto que nuestra idea es que (xn)n∈N sea el “ĺımite” de la sucesión
(xn)n∈N, la única forma en que podemos definir la distancia entre dos ele-
mentos de Xd, para que extienda a la métrica d, es la siguiente:

ρ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = ĺım
n→∞

d(xn, yn).

A continuación demostraremos que esta distancia está bien definida.

Considerando dos elementos de Xd, tomemos una sucesión representante
de cada uno, (xn)n∈N y (yn)n∈N, y consideramos la sucesión de números
reales (d(xn, yn))n∈N. De la desigualdad del triángulo se sigue que

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ≤ d(xn, xm) + d(yn, ym),

y como las sucesiones (xn)n∈N y (yn)n∈N son d-Cauchy, entonces la sucesión
(d(xn, yn))n∈N es una sucesión de Cauchy con la métrica usual en R, que
debe de ser convergente, ya que R es completo, aśı que el ĺımite usado en
nuestra definición existe.

Para mostrar que nuestra definición no depende de los representantes
que elegimos, consideremos otros dos representantes (xn)n∈N ∼ (x′n)n∈N,
(yn)n∈N ∼ (y′n)n∈N y la siguiente desigualdad:

d(x′n, y
′
n) ≤ d(x′n, xn) + d(xn, yn) + d(yn, y

′
n),

donde todos los sumandos son términos de sucesiones convergentes, de ma-
nera que al tomar el ĺımite cuando n→∞ obtenemos que

ĺım
n→∞

d(x′n, y
′
n) ≤ ĺım

n→∞
d(x′n, xn) + ĺım

n→∞
d(xn, yn) + ĺım

n→∞
d(yn, y

′
n)

= ĺım
n→∞

d(xn, yn).

Análogamente se obtiene la otra desigualdad y por tanto ambos ĺımites
son iguales.

Por lo anterior nuestra distancia está bien definida y a partir de propiedades
simples de ĺımites se puede verificar que cumple la definición de métrica. Con
lo anterior queda demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3. El par (Xd, ρ) es un espacio métrico.

Ahora mostraremos que este espacio métrico cumple con las propiedades
deseadas, es decir, que es completo y que (X, d) se puede encajar isométri-
camente como subconjunto denso.
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Lo primero que debemos hacer es identificar nuestro espacio original con
un subconjunto del nuevo espacio. Como una sucesión constante es d-Cauchy
y converge al término constante, entonces identificaremos a cada elemento
x ∈ X, con la clase de equivalencia de la sucesión constante cuyos términos
son el elemento x.

Con base en lo mencionado, si (xn)n∈N y (yn)n∈N son sucesiones con-
stantes con xn = x y yn = y, para toda n ∈ N, se tiene que

ρ((xn)n∈N, (yn)n∈N) = ĺım
n→∞

d(xn, yn) = ĺım
n→∞

d(x, y) = d(x, y),

lo que quiere decir que nuestra identificación es un encaje isométrico.

Consideremos un elemento (xn)n∈N de Xd y a la sucesión de clases de

equivalencia ((xkn)n∈N)k∈N, donde xkn = xk para toda n.

Ahora observemos que esta sucesión converge al elemento que tomamos
en Xd. Para ello consideremos un real positivo ε, y escojamos un natural N
tal que para cualesquiera números naturales k y n mayores que N se tiene
que d(xn, xk) <

ε
2 . Entonces, al considerar una k mayor que N tenemos que:

ρ((xn)n∈N, (xkn)n∈N) = ĺım
n→∞

d(xn, xkn) = ĺım
n→∞

d(xn, xk) ≤
ε

2
< ε,

ya que d(xn, xk) <
ε
2 para toda n mayor que N , entonces concluimos que al

encajar el espacio X en Xd su imagen es un subconjunto denso.

Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4. Existe una isometŕıa i : X → Xd tal que i(X) es un subcon-
junto denso de Xd.

Por último debemos demostrar que el espacio (Xd, ρ) es completo. Para
ello consideremos una sucesión ρ-Cauchy en Xd, ((xkn)n∈N)k∈N, y encon-
tremos un ĺımite para esta sucesión.

Como cada (xkn)n∈N es una sucesión d-Cauchy, entonces para cada k
existe un natural N(k) tal que d(xkn, xkm) ≤ 1

k , siempre que n,m ≥ N(k).

Podemos elegir los naturales N(k) de forma que N(k+ 1) > N(k), para
toda k y consideremos la sucesión (xkN(k))k∈N en X. Luego, para cualquier

real positivo ε existe un natural N1 tal que ρ((xjn)n∈N, (xkn)n∈N) < ε
3 , si

j, k ≥ N1. Sea N un natural tal que N ≥ máx{N1,
3
ε}, aśı para j, k ≥ N , y

considerando cualquier n ≥ máx{N(j), N(k)}, se tiene que

d(xjN(j), xkN(k)) ≤ d(xjN(j), xjn) + d(xjn, xkn) + d(xkn, xkN(k))

≤ 1
j + d(xjn, xkn) + 1

k ,

y al tomar el ĺımite cuando n→∞ se obtiene

d(xjN(j), xkN(k)) ≤ 1
j + ρ((xkn)n∈N, (xjn)n∈N) + 1

k <
1
N + ε

3 + 1
N

≤ ε
3 + ε

3 + ε
3 = ε,
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y aśı la sucesión (xkN(k))k∈N es d-Cauchy.

Con lo anterior, proponemos a (xkN(k))k∈N como ĺımite de la sucesión.

Para cada ε > 0 existe un natural N tal que d(xkN(k), xnN(n)) <
ε
2 si

k, n ≥ N . Entonces, si k > máx{N, 2ε} y además consideramos un natural
n > máx{N,N(k)} entonces tenemos que

d(xkn, xnN(n)) ≤ d(xkn, xkN(k)) + d(xkN(k), xnN(n)) <
1

k
+
ε

2
.

Al hacer tender n a infinito obtenemos

ρ((xkn)n∈N, (xnN(n))n∈N) = ĺım
n→∞

d(xkn, xnN(n)) ≤
1

k
+
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Concluimos que (xnN(n))n∈N es el ĺımite de la sucesión ((xkn)n∈N)k∈N y por
lo tanto hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 5. El espacio métrico (Xd, ρ) es completo.

Observación 6. Al final de la prueba anterior, para demostrar que el ĺımite
de la sucesión ((xkn)n∈N)k∈N es (xnN(n))n∈N, únicamente utilizamos el he-
cho de que la sucesión (xnN(n))n∈N es d-Cauchy, aśı como la forma en que
elegimos a los naturales N(k).

En el caso en que nuestro espacio métrico original (X, d) ya fuera com-
pleto, cada sucesión d-Cauchy, que es convergente, está relacionada con la
sucesión constante en la que cada término es su ĺımite. De esta forma pode-
mos identificar el espacio X con todo el espacio Xd, por lo que obtenemos
el espacio original.

1.2. Métricas equivalentes

Definición 1.2.1. Decimos que dos métricas d1 y d2 en X son equivalentes
si cada sucesión de elementos de X es d1-Cauchy si y sólo si es d2-Cauchy.

Veamos que esta definición es más fuerte que pedir que dos métricas
definan la misma convergencia, recordando que esto es equivalente a que
definan la misma topoloǵıa.

Ejemplo 7. Una vez más consideremos el conjunto de reales positivos R+ y
las métricas d1(x, y) = |x−y| y d2(x, y) = |x−y|+ | 1x −

1
y |. Primero veamos

que ambas métricas definen la misma convergencia.

Como d1 ≤ d2 tenemos que si una sucesión converge en (R+, d2) debe
converger también en (R+, d1). Por otro lado consideremos una sucesión
(xn)n∈N convergente a x en (R+, d1). Como la función f : R+ → R+ definida
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por f(x) = 1
x es una función continua con la métrica d1, tenemos que la

sucesión ( 1
xn

)n∈N converge a 1
x en (R+, d1).

Aśı, al considerar un número positivo ε, existen naturales N1 y N2 tales
que |xn − x| < ε

2 , siempre que n ≥ N1, y | 1xn −
1
x | <

ε
2 , si n ≥ N2. De esta

manera llamamos N = máx{N1, N2} y tenemos que si n ≥ N , entonces
d(xn, x) < ε.

Por lo tanto ambas métricas definan la misma convergencia. A con-
tinuación consideremos la sucesión xn = 1

n , esta sucesión es d1-Cauchy.
Sin embargo, no es d2-Cauchy, pues para cualquier natural N tenemos que
d2(xN , xN+1) > 1.

La siguiente proposición muestra que si dos métricas cumplen nuestra
definición de equivalencia, entonces ambas métricas definen la misma con-
vergencia.

Proposición 8. Si dos métricas en X, d1 y d2, son equivalentes, entonces
una sucesión de elementos de X, (xn)n∈N, converge a un elemento x de X
con la métrica d1 si y sólo si converge a x con la métrica d2.

Demostración. Supongamos que (xn)n∈N converge a x con la métrica d1 y
consideremos la sucesión (yn)n∈N definida por

yn =

{
xn

2
si n es par

x si n es impar.

Esta sucesión también es convergente a x con la métrica d1 y por tanto
es d1-Cauchy, lo cual, según nuestra hipótesis, implica que es una sucesión
d2-Cauchy.

Como la subsucesión (y2n−1)n∈N es constante, entonces es convergente a
x con la métrica d2 y por tanto toda la sucesión (yn)n∈N converge a x con
la métrica d2 al igual que la subsucesión (y2n)n∈N. Pero esta subsucesión es
la sucesión original, por lo que podemos concluir que la sucesión (xn)n∈N
converge a x con la métrica d2.

La otra implicación es análoga.

Cabe señalar que cuando el espacio métrico es completo con una métrica,
en consecuencia también lo es con cualquier métrica equivalente. Comprobar
que dos métricas son equivalentes cuando con ambas se obtiene un espacio
completo, se reduce a comprobar que la convergencia es igual con ambas
métricas.

Veamos qué pasa al completar un espacio métrico con dos métricas equi-
valentes.
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Teorema 9. Si d1 y d2 son métricas equivalentes para X, entonces las com-
pletaciones Xd1 y Xd2 son homeomorfas, de manera que el homeomorfismo
y los correspondientes encajes de X hacen conmutar el siguiente diagrama:

Xd1 � Xd2

↑ ↗
X

De hecho Xd1=Xd2 y el homeomorfismo es la identidad.

Demostración. Consideremos un espacio X y dos métricas equivalentes en
él, d1 y d2, lo primero que debemos probar es que los conjuntos Xd1 y Xd2

coinciden.

Por definición de métricas equivalentes los conjuntos de sucesiones d1-
Cauchy y sucesiones d2-Cauchy coinciden, ahora únicamente hace falta pro-
bar que la relación de equivalencia inducida por ambas métricas en este
conjunto es la misma. Para ello demostraremos el siguiente lema.

Lema 10. Si (xn)n∈N y (yn)n∈N son sucesiones d1-Cauchy tales que
ĺım
n→∞

d1(xn, yn) = 0, entonces ĺım
n→∞

d2(xn, yn) = 0.

Demostración. Considerando la sucesión (zn)n∈N dada por

zn =

{
xk si n = 2k
yk si n = 2k − 1.

Afirmamos que (zn)n∈N es una sucesión d1-Cauchy.

Sea N1 ∈ N tal que si j, k ≥ N1, entonces se tiene que d1(xj , xk) <
ε
2 ;

sea N2 un natural tal que si j, k ≥ N2, tenemos que d1(yj , yk) <
ε
2 y sea

N3 ∈ N tal que si k ≥ N3, se cumple que d1(xk, yk) <
ε
2 .

Consideremos N = máx{2N1, 2N2, 2N3}, sean n,m ≥ N y analizemos
los 3 casos en que ambos, n y m, sean pares; ambos sean impares o que
tengan distinta paridad.

[n = 2j,m = 2k] En tal caso tenemos que j, k ≥ N1 y por tanto

d1(zn, zm) = d1(xj , xk) <
ε

2
< ε.

[n = 2j − 1,m = 2k − 1] En este caso se tiene que j, k > N2 lo que implica
que

d1(zn, zm) = d1(yj , yk) <
ε

2
.

[n = 2j − 1,m = 2k] Tenemos que j, k ≥ N2 y que k ≥ N3 y aśı tenemos
que

d1(zn, zm) = d1(yj , xk) ≤ d1(yj , yk) + d1(yk, xk) <
ε

2
+
ε

2
= ε.
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Concluimos que la sucesión es d1-Cauchy y por lo tanto es d2-Cauchy,
aśı que dado cualquier real positivo ε existe un naturalN , tal que si n,m ≥ N
se tiene que d2(zn, zm) < ε, en particular para cualquier k ≥ N , poniendo
n = 2k y m = 2k − 1 se cumple n,m ≥ N y esto implica que

d2(xk, yk) = d2(zn, zm) < ε,

lo cual demuestra el lema.

Por último, para ver que al completar el espacio con ambas métricas la
identidad resulta un homeomorfismo, debemos mostrar que si una sucesión
converge con una métrica entonces converge con la otra métrica.

Si llamamos ρ1 a la métrica inducida por d1 y ρ2 a la métrica induci-
da por d2, y consideramos una sucesión ρ1-convergente, ((xkn)n∈N)k∈N, en-
tonces podemos construir una sucesión creciente de naturales N(k), tales
que si n,m ≥ N(k), se dará lugar a que se cumpla simultáneamente que
d1(xkn, xkm) ≤ 1

k y d2(xkn, xkm) ≤ 1
k .

Lo anterior es posible porque para cada natural k, la sucesión (xkn)n∈N
es tanto d1-Cauchy como d2-Cauchy, entonces podemos construir dos suce-
siones N1(k) y N2(k) como en la demostración del teorema 5, una para que
se cumple la primera desigualdad y otra para que se cumple la segunda
desigualdad. La sucesión N(k) = N1(k) + N2(k) cumple las propiedades
deseadas.

Por ser ((xkn)n∈N)k∈N ρ1-convergente, sabemos que es ρ1-Cauchy, eso nos
garantiza, por lo hecho en la sección anterior, que la sucesión (xkN(k))n∈N

es d1-Cauchy y que (xkN(k))n∈N es el ĺımite de ((xkn)n∈N)k∈N con la métrica
ρ1.

Pero la sucesión (xkN(k))n∈N también es d2-Cauchy y esto junto con la
forma en la que elegimos a los naturales N(k), basta para asegurar que la
sucesión ((xkn)n∈N)k∈N converge a (xkN(k))n∈N con la métrica ρ2, como se
señaló en la observación 6. Con esto queda demostrado que ambas métricas
son equivalentes.
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Caṕıtulo 2

Los números p-ádicos

2.1. La norma p-ádica

Definición 2.1.1. Una norma en un campo F es una función
‖·‖ : F → [0,∞) tal que para todo x, y en F cumple lo siguiente:

1. ‖x‖ = 0⇔ x = 0,

2. ‖x · y‖ = ‖x‖ · ‖y‖,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

Algunas de propiedades básicas de una norma sobre un campo están
dadas en la siguiente proposición.

Proposición 11. Si 1 es el neutro multiplicativo del campo F , −1 su inverso
aditivo, x un elemento cualquiera del campo, y ‖·‖ es una norma sobre F ,
entonces

1. ‖xn‖ = ‖x‖n,

2. ‖1‖ = 1,

3. ‖−1‖ = 1,

4. ‖ 1x‖ = 1
‖x‖ , si x 6= 0.

Demostración.

(1) La demostración es por inducción, para n = 2 es la propiedad 2 de la
definición de norma cuando x = y. Ahora suponiendo que ‖xn‖ = ‖x‖n,
tenemos que ‖xn+1‖ = ‖xn · x‖ = ‖x‖n‖x‖ = ‖x‖n+1.

(2) ‖1‖ = ‖1 · 1‖ = ‖1‖‖1‖ y como 1 6= 0 tenemos que ‖1‖ = 1.

(3) 1 = ‖1‖ = ‖(−1)2‖ = ‖−1‖2, entonces como ‖−1‖ ≥ 0 se tiene que
‖−1‖ = 1.
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(4) 1 = ‖1‖ = ‖x · 1x‖ = ‖x‖‖ 1x‖ y despejando obtenemos que ‖ 1x‖ = 1
‖x‖ .

Si definimos d(x, y) = ‖x−y‖, entonces d es una métrica sobre el campo.
Aśı, una norma es el tipo de métrica sobre un campo que se acopla bien con
las operaciones del campo. Además, diremos que dos normas son equivalentes
cuando las métricas que inducen son equivalentes.

Ejemplo 12. La norma trivial se define como

‖x‖ =

{
0 si x = 0
1 si x 6= 0

e induce la métrica discreta en F .

Ejemplo 13. El valor absoluto usual define una norma en R o en Q.

La compatibilidad que proporciona una norma entre la estructura de
campo y la métrica que induce en el campo, se muestra en la siguiente
proposición.

Proposición 14. En un campo con la métrica inducida por una norma, la
suma, resta e inversión aditiva son continuas y la inversión multiplicativa
es continua en el subconjunto de los elementos distintos de 0.

Demostración. Demostraremos únicamente que la multiplicación es contin-
ua para hacer notar que la demostración es idéntica a la que se haŕıa en
el caso para la continuidad de la multiplicación en R al igual que para las
demás operaciones.

Sean x y y elementos de F y sea ε un número positivo. Consideremos un
natural fijo N tal que ‖x‖ < N y ‖y‖ < N , entonces si x1 y y1 son elementos
de F tales que ‖x− x1‖ < mı́n{ ε

2N , 1} y ‖y− y1‖ < ε
2(N+1) , observando que

‖x1‖ = ‖x1 − x+ x‖ ≤ ‖x1 − x‖+ ‖x‖ < 1 +N , tenemos que

‖x · y − x1 · y1‖ = ‖x · y − x1 · y + x1 · y − x1 · y1‖
≤ ‖(x− x1)‖‖y‖+ ‖x1‖‖(y − y1)‖
< ε

2N ·N + (N + 1) · ε
2(N+1) = ε.

Ahora definiremos una familia de normas en Q.

Sea p un número primo y sea a un entero distinto de cero. Ahora defini-
mos al ordinal p-ádico de a, denotado por ordpa como el entero no negativo
m tal que pm | a y pm+1 - a. Otra forma de interpretar ordpa es el número
de veces que aparece el primo p en la factorización en primos de a.
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Nótese la siguiente propiedad tipo logaritmo de ordp:

ordpab = ordpa+ ordpb.

Si se tiene el caso de que x = a
b es un racional distinto de 0, entonces

podemos definir el ordinal p-ádico de x como ordpx = ordpa − ordpb, y
si x = c

d es otra expresión de x, se tendrá que ad = bc y por lo tanto
ordpa + ordpd = ordpb + ordpc. Aśı ordpa − ordpb = ordpc − ordpd, por lo
que ordpx queda bien definido.

Ahora ya podemos definir la norma p-ádica en Q como sigue.

Definición 2.1.2. Definimos la norma p-ádica como la función
| · |p : Q→ [0,∞) dada por

|x|p =

{
1

pordpx
si x 6= 0

0 si x = 0

Ejemplo 15.

1. 50
15 = 2·52

3·5 , ord5
50
15 = ord5(2 · 52)− ord5(3 · 5) = 2− 1 = 1, |5015 |5 = 5−1.

2. Para cualquier primo p y entero n, ordp(p
n) = n, |pn|p = p−n.

3. Para cualquier primo p si a y b son enteros primos relativos de p,
entonces ordp(

a
b ) = 0 y |ab |p = 1.

4. Sean a y b son enteros tales que |a − b|p ≤ p−n para algún natural n,
entonces, pn|a− b.
Es decir, que existe algún entero c, tal que a−b = c·pn. Lo anterior nos
dice que dos enteros son “cercanos” según la norma p-ádica cuando su
diferencia es un múltiplo de una potencia “grande” de p.

Demostraremos ahora que | · |p efectivamente es una norma.

Proposición 16. | · |p es una norma sobre Q.

Demostración.
(1) Es claro por la definición.

(2) Hay que observar que la propiedad tipo logaritmo de ordp también es
válida en Q

ordp(
a
b ·

c
d) = ordp(ac)− ordp(bd) = ordpa− ordpb+ ordpc− ordpd

= ordp
a
b + ordp

c
d

de donde podemos obtener que

|x · y|p = p−ordpx·y = p−ordpx−ordpy = p−ordpxp−ordpy = |x|p|y|p.
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(3) En el caso en que x = 0, y = 0 ó x + y = 0 la desigualdad del
triángulo se cumple de forma trivial, aśı que supondremos que los tres
son distintos de cero, digamos que x = a

b , y = c
d y x + y = ad+bc

bd . De
forma que ordp(x + y) = ordp(ad + bc) − ordpb − ordpd. Notemos que
ordp(ad+ bc) ≥ mı́n{ordpad, ordpbc} y por lo tanto

ordp(x+ y) ≥ mı́n{ordpa+ ordpd, ordpb+ ordpc} − ordpb− ordpd
= mı́n{ordpa− ordpb, ordpc− ordpd}
= mı́n{ordpx, ordpy}.

La desigualdad anterior implica

|x+y|p = p−ordp(x+y) ≤ máx{p−ordpx, p−ordpy} = máx{|x|p, |y|p} ≤ |x|p+|y|p.

En la demostración anterior podemos observar que esta norma cumple
una propiedad mucho más fuerte que la desigualdad del triángulo.

A una norma ‖·‖ que cumple ‖x + y‖ ≤ máx{‖x‖, ‖y‖} la llamaremos
norma no arquimediana, pues esta propiedad es equivalente a que el conjunto
{n · 1 : n ∈ N} sea acotado, es decir, que el conjunto {‖n · 1‖ : n ∈ N} sea
un subconjunto acotado superiormente de R, donde entendemos que n · 1 es
el neutro multiplicativo del campo sumado consigo mismo n veces.

Proposición 17. Sea ‖·‖ una norma en un campo F . Entonces, ‖·‖ es no
arquimediana si y sólo si existe un número positivo M , tal que ‖n · 1‖ ≤M
para todo natural n.

Demostración. Primero veamos que en un campo con una norma no ar-
quimedeana para cualquier natural n sucede que ‖n · 1‖ ≤ 1, esto lo de-
mostraremos por inducción. Cuando no haya ambigüedad en lugar de n · 1
escribiremos simplemente n.

Para n = 1 ya demostramos que ‖1‖ = 1.

Ahora supongamos que ‖n‖ ≤ 1, entonces ‖n+1‖ ≤ máx{‖n‖, ‖1‖} = 1.

Por lo tanto se cumple la propiedad para cualquier natural, es decir, que
el conjunto {n · 1 : n ∈ N} está acotado.

Ahora supongamos que el conjunto {n · 1 : n ∈ N} está acotado y de-
mostremos que la norma ‖ · ‖ debe ser no arquimediana.

Si ‖n‖ > 1 para alguna n, la sucesión ‖nk‖ = ‖n‖k tiende a infinito cuan-
do k tiende a infinito, lo cual contradice la hipótesis. Por lo tanto ‖n‖ ≤ 1
para toda n.
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Sean x, y elementos del campo, N un natural y observemos que

‖x+ y‖N = ‖(x+ y)N‖ = ‖
N∑
k=0

(
N
k

)
xN−kyk‖ ≤

N∑
k=0

‖
(
N
k

)
‖‖x‖N−k‖y‖k

≤
N∑
k=0

‖x‖N−k‖y‖k ≤
N∑
k=0

(máx{‖x‖, ‖y‖})N

= (N + 1)(máx{‖x‖, ‖y‖})N .

Si sacamos ráız N -ésima obtenemos ‖x+y‖ ≤ N
√
N + 1(máx{‖x‖, ‖y‖}),

y al tomar el ĺımite cuandoN tiende a infinito nos da la desigualdad buscada:
‖x+y‖ ≤ máx{‖x‖, ‖y‖}. Aśı queda demostrada la equivalencia que justifica
el nombre que le hemos dado a este tipo de normas.

Volviendo a los racionales, para todo primo p el espacio métrico (Q, | · |p)
resulta no ser completo, la demostración la dejaremos para la siguiente sec-
ción por simplicidad y para no repetir esfuerzos. Aśı como al completar a
los racionales con el valor absoluto usual obtenemos los números reales, R,
al completar a los racionales con las normas p-ádicas obtendremos distintos
espacios a los que llamaremos números p-ádicos y denotaremos por Qp.

El siguiente teorema nos asegura que no hay más formas de completar a
los racionales con una norma.

Teorema 18 (Ostrowski). Toda norma ‖·‖ no trivial sobre Q es equivalente
al valor absoluto usual | · | o a la norma p-ádica | · |p para algún primo p.

Demostración. Caso 1. Si existe un entero positivo n tal que ‖n‖ > 1.

Sea n0 = mı́n{n ∈ Z+ : ‖n‖ > 1}, como ‖1‖ = 1 entonces n0 > 1 y por
lo tanto existe un real positivo α tal que ‖n0‖ = nα0 .

Consideremos cualquier entero positivo n y expresémoslo en base n0

n = a0 + a1n0 + a2n
2
0 + · · ·+ asn

s
0

donde cada ai es un entero tal que 0 ≤ ai < n0 y as 6= 0.

Como 0 ≤ ai < n0 entonces ‖ai‖ ≤ 1 para toda i, además teniendo en
cuenta que ns0 ≤ n, podemos acotar la norma de n de la siguiente forma:

‖n‖ ≤ ‖a0‖+ ‖a1n0‖+ ‖a2n20‖+ · · ·+ ‖asns0‖
= ‖a0‖+ ‖a1‖nα0 + ‖a2‖n2α0 + · · ·+ ‖as‖nsα0
≤ 1 + nα0 + n2α0 + · · ·+ nsα0
= nsα0 (1 + n−α0 + n−2α0 + · · ·+ n−sα0 )

≤ nα[
∞∑
i=0

( 1
nα0

)i].

Observemos que la serie de reales es convergente pues 0 < 1
nα0

= 1
‖n0‖ < 1.

16



De forma que ‖n‖ ≤ Cnα para todo entero positivo n, donde la constante

positiva C =
∞∑
i=0

( 1
nα0

)i no depende de n.

Considerando números naturales de la forma nN obtenemos

‖n‖N ≤ CnNα,

tomando ráız N -ésima
‖n‖ ≤ C

1
N nα

y por último si tomamos el ĺımite cuando N →∞ obtenemos que

‖n‖ ≤ nα

para todo entero positivo n.

Por otro lado considerando que ‖ns+1
0 ‖ = ‖n+ns+1

0 −n‖ ≤ ‖n‖+ ‖ns+1
0 − n‖

y que ns+1
0 > n ≥ ns0 podemos obtener la otra desigualdad de la siguiente

forma:

‖n‖ ≥ ‖ns+1
0 ‖ − ‖ns+1

0 − n‖ ≥ n
(s+1)α
0 − (ns+1

0 − n)α

≥ n
(s+1)α
0 − (ns+1

0 − ns0)α = n
(s+1)α
0 − n(s+1)α

0 (1− 1
n0

)α

= n
(s+1)α
0 [1− (1− 1

n0
)α] ≥ nα[1− (1− 1

n0
)α] = C ′nα

donde la constante C ′ = 1− (1− 1
n0

)α es positiva.

Procediendo de igual modo obtenemos que ‖n‖ ≥ nα y por lo tanto que
‖n‖ = nα, para todo entero positivo n.

De las propiedades de norma se sigue que ‖−n‖ = ‖n‖ y que ‖ nm‖ = ‖n‖
‖m‖ ,

y utilizando ambas propiedades podemos llegar a que ‖x‖ = |x|α, para todo
racional x.

Por último, es claro que una sucesión será | · |-Cauchy si y sólo si es
‖·‖-Cauchy, por ser α > 0, lo que concluye la demostración en este caso.

Caso 2. Si ‖n‖ ≤ 1 para todo entero positivo n.

Si para todo n entero positivo sucede que ‖n‖ = 1, entonces utilizando
las propiedades de norma al igual que al final de la demostración del primer
caso, obtenemos que ‖x‖ = 1, para todo racional x 6= 0 y por lo tanto la
norma seŕıa trivial, una contradicción.

Aśı pues sea n0 = mı́n{n ∈ Z+ : ‖n‖ < 1}, supongamos que n0 = n1n2
con 1 < n1, n2 < n0, en tal caso tendŕıamos que ‖n1‖ = ‖n2‖ = 1 y por
tanto que ‖n0‖ = ‖n1‖‖n2‖ = 1 lo cual es una contradicción. Por lo tanto
n0 es un número primo, al cual llamaremos p.

Consideremos un primo q 6= p y supongamos que ‖q‖ < 1, entonces
existe un natural N tal que ‖qN‖ = ‖q‖N < 1

2 , también existe un natural
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M tal que ‖pM‖ < 1
2 . Pero además pM y qN son primos relativos y por lo

tanto existen enteros m y n tales que 1 = mpM + nqN lo cual implica que

1 = ‖mpM + nqN‖ ≤ ‖mpM‖+ ‖nqN‖
= ‖m‖‖pM‖+ ‖n‖‖qN‖ ≤ ‖pM‖+ ‖qN‖
< 1

2 + 1
2 = 1,

y esto es una contradicción. De aqúı concluimos que ‖q‖ = 1 para todo
primo q 6= p.

Ahora para calcular la norma de cualquier entero positivo a, lo factori-
zamos en primos

a = pb11 p
b2
2 · · · p

br
r

y utilizando las propiedades de norma y la definición de ordpa obtenemos
que

‖a‖ = ‖p1‖b1‖p2‖b2 · · · ‖pr‖br = ‖p‖ordpa,

ya que todos los demás factores son 1.

Como ‖p‖ < 1, existe un real positivo α tal que (1p)α = ‖p‖ y por lo tanto
‖a‖= |a|αp para todo entero positivo. Al igual que en el caso 1 esto implica
que la igualdad es válida para todos los racionales y que por lo tanto esta
norma es equivalente a la norma p-ádica, | · |p.

Como trabajaremos con normas no arquimedianas nos detendremos un
momento a estudiar algunas propiedades de ellas.

Propiedad de los triángulos isósceles

Sean x y y elementos de un campo F con una norma no arquimediana ‖·‖.
Sabemos que ‖x+ y‖ ≤ máx{‖x‖, ‖y‖}. Ahora supongamos que ‖x‖ < ‖y‖,
entonces tenemos que ‖x+ y‖ ≤ ‖y‖. Por otro lado tenemos que
‖y‖ = ‖(x+ y)−x‖ ≤ máx{‖x+ y‖, ‖x‖}, pero sabemos que ‖y‖ � ‖x‖, por
lo que se debe cumplir que ‖y‖ ≤ ‖x+ y‖ y por lo tanto ‖x+ y‖ = ‖y‖.

Entonces podemos concluir que ‖x+ y‖ ≤ máx{‖x‖, ‖y‖} y se cumple la
igualdad cuando ‖x‖ 6= ‖y‖, esto lo podemos expresar diciendo que todos
los triángulos son isósceles.

Centro de un disco

Sea a ∈ F , r > 0 y denotemos el disco con centro en a y radio r como
Dr(a) = {x ∈ F : ‖x − a‖ < r}. Sea b ∈ Dr(a), si x ∈ Dr(a) entonces
‖x− a‖ < r. Además

‖x− b‖ = ‖(x− a) + (a− b)‖ ≤ máx{‖x− a‖, ‖a− b‖} < r
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y por lo tanto x ∈ Dr(b). Esto quiere decir que Dr(a) ⊆ Dr(b), la otra
contención es análoga, por lo tanto Dr(a) = Dr(b), lo cual quiere decir que
cualquier punto en el disco puede tomarse como centro del mismo.

Caracterización de sucesciones de Cauchy

Otra propiedad importante es una que caracteriza cuándo una sucesión
es de Cauchy. Sabemos que en general no es suficiente que la distancia entre
términos consecutivos tienda a cero para que una sucesión sea de Cauchy,
pero en el caso de una norma no arquimediana śı lo es.

En efecto, sea (xn)n∈N una sucesión de elementos de F tal que
‖xn − xn+1‖ → 0 cuando n → ∞. Entonces, para todo ε > 0, existe un
natural N tal que ‖xn − xn+1‖ < ε, siempre que n ≥ N . Sean j, k ≥ N y
supongamos que j < k, entonces tenemos que

‖xj − xk‖ = ‖(xj − xj+1) + (xj+1 − xj+2) + · · ·+ (xk−1 − xk)‖
≤ máx{‖xj − xj+1‖, ‖xj+1 − xj+2‖, . . . , ‖xk−1 − xk‖}
< ε,

y por lo tanto la sucesión es de Cauchy.

Convergencia de series

Una serie
∞∑
n=1

an es una suma infinita, formalmente una pareja ordena-

da ((an)n∈N, (sn)n∈N) de sucesiones en F tales que sn =
n∑
i=1

ai, a (an)n∈N le

llamamos el término general de la serie y a (sn)n∈N la sucesión de sumas par-
ciales. Decimos que la serie es convergente si la sucesión de sumas parciales
es convergente, y al ĺımite le llamamos el valor de la serie.

En general no basta que el término general de una serie tienda a cero

para que la serie converja, por ejemplo la serie
∞∑
n=1

1
n no converge en R.

Con la caracterización de sucesiones de Cauchy podemos asegurar que
en un campo completo con una norma no arquimediana una serie converge
si y sólo si el término general tiende a cero. Lo anterior sucede ya que la
diferencia entre términos consecutivos de la sucesión de sumas parciales es
precisamente el término general de la serie, es decir que la sucesión de sumas
parciales es una sucesión de Cauchy si y sólo si el término general de la serie
tiende a cero.

2.2. El campo de los números p-ádicos Qp

Como dijimos en la sección anterior, llamaremos números p-ádicos a los
elementos del espacio métrico que obtenemos al completar Q con la norma
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p-ádica, y que queda denotado por Qp. Si x ∈ Q y no hay lugar a confusión,
entonces denotaremos a la clase de equivalencia de la sucesión constante
(x)n∈N simplemente como x, pero ahora considerado como un elemento de
Qp.

Veamos cómo se extiende la norma p-ádica a Qp. Consideremos un ele-

mento a = (an)n∈N ∈ Qp, observando la sucesión de normas tenemos dos
casos:

i) Si (an)n∈N ∼ (0)n∈N, por definición de la relación de equivalencia
tenemos que |an − 0|p → 0 cuando n→∞.

ii) Si (an)n∈N � (0)n∈N, significa que |an|p no converge a 0, es decir, que
existe un real positivo ε0 tal que dado cualquier natural N existe otro natural
k ≥ N tal que |ak|p ≥ ε0. Por otro lado como la sucesión es de Cauchy, existe
un natural N tal que para cualesquiera dos naturales n,m ≥ N se tiene que
|an − am|p < ε0.

Fijemos un natural k ≥ N tal que |ak|p ≥ ε0. Considerando cualquier
natural n ≥ N observemos que

|an|p = |(an − ak) + ak|p ≤ máx{|an − ak|p, |ak|p},

como |an − ak|p < ε0 y |ak|p ≥ ε0 es claro que |an − ak|p 6= |ak|p, y por
la propiedad de que todos los triángulos son isósceles podemos concluir que
|an|p tiene el valor constante |ak|p para todo n ≥ N .

En cualquier caso tenemos que la sucesión de normas es convergente y
definiremos la norma p-ádica de a como |a|p = ĺım

n→∞
|an|p. La norma está bien

definida pues si consideramos otro representante (a′n)n∈N tendŕıamos que

|a′n|p = |(a′n − an) + an|p ≤ máx{|a′n − an|p, |an|p},

y al tomar el ĺımite cuando n tiende a infinito, como |a′n−an| → 0, obtenemos
que ĺım

n→∞
|a′n|p ≤ ĺım

n→∞
|an|p. Siendo la otra desigualdad análoga, concluimos

que ambos ĺımites son iguales.

Todo lo anterior ya estaba garantizado según lo estudiado en el caṕıtulo
anterior referente a completar espacios métricos, pues |a|p es simplemente la
distancia entre los elementos a y 0 de Qp, pero la demostración en este caso
concreto nos indica que en Qp los posibles valores para la distancia entre
dos puntos son los mismos que ya hab́ıa en Q con la norma p-ádica, es decir
{pn|n ∈ Z} ∪ {0}.

Un caso muy distinto a lo que pasaba al completar Q con el valor ab-
soluto y obtener R donde pasábamos de todos los racionales no negativos,
una cantidad numerable, a todos los reales no negativos, una cantidad no
numerable.
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Ahora extenderemos la estructura de campo de Q a Qp. Si a = (an)n∈N
y b = (bn)n∈N son elementos de Qp definimos la suma y la multiplicación de
la siguiente manera:

(an)n∈N + (bn)n∈N = (an + bn)n∈N,

(an)n∈N · (bn)n∈N = (an · bn)n∈N.

Hay que verificar que estén bien definidas las operaciones. Consideremos
otros dos representantes (a′n)n∈N ∼ (an)n∈N y (b′n)n∈N ∼ (bn)n∈N, entonces

|(an+bn)−(a′n+b′n)|p = |(an−a′n)+(bn−b′n)|p ≤ máx{|an−a′n|p, |bn−b′n|p}

y como ambas expresiones tienden a cero, obtenemos que

ĺım
n→∞

|(an + bn)− (a′n + b′n)|p = 0,

por otro lado

|an · bn − a′n · b′n|p = |an · bn − an · b′n + an · b′n − a′n · b′n|p
= |an(bn − b′n) + b′n(an − a′n)|p
≤ máx{|an|p|bn − b′n|p, |b′n|p|an − a′n|p},

estas expresiones tienden a |a|p ĺım
n→∞

|bn− b′n|p y |b|p ĺım
n→∞

|an− a′n|p y ambos

son 0, por lo que ĺım
n→∞

|an · bn − a′n · b′n|p = 0.

Si a′n = an+1 y b′n = bn+1, lo anterior nos dice que (an + bn)n∈N y
(an · bn)n∈N son sucesiones | · |p-Cauchy y que no importa qué representantes
escojamos en la definición de las operaciones.

De la misma manera podemos definir −a como la clase de equivalencia
de (−an)n∈N, y si a 6= 0, teniendo en cuenta que a lo más una cantidad finita
de términos pueden ser 0, podemos definir a−1 como la clase de equivalencia
de la siguiente sucesión:

xn =

{
a−1n si an 6= 0
0 si an = 0.

Para ver que a−1 está bien definido consideremos dos representantes de
a, (an)n∈N y (a′n)n∈N, y dos términos an y a′n distintos de cero y observemos
que

| 1

an
− 1

a′n
|p = |a

′
n − an
ana′n

|p =
|a′n − an|p
|ana′n|p

.
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Como a partir algún término todos los demás términos son distintos de
cero tenemos que

ĺım
n→∞

| 1

an
− 1

a′n
|p =

1

|a|2p
ĺım
n→∞

|a′n − an|p = 0.

Ahora, como las operaciones se definieron término a término es fácil
verificar que Qp con estas operaciones forma un campo.

Veamos que la norma p-ádica efectivamente es una norma sobre el campo
Qp:

1. Por la definición de la relación de equivalencia ĺım
n→∞

|an|p = |a|p = 0 si

y sólo si a = 0.

2. |ab|p = ĺım
n→∞

|anbn|p = ĺım
n→∞

|an|p|bn|p = ĺım
n→∞

|an|p ĺım
n→∞

|bn|p = |a|p|b|p

3. |a+b|p = ĺım
n→∞

|an+bn|p ≤ máx{ ĺım
n→∞

|an|p, ĺım
n→∞

|bn|p} = máx{|a|p, |b|p}

Toda la discusión anterior queda resumida en el siguiente teorema.

Teorema 19. (Qp, | · |p) es un campo con una norma no arquimediana com-
pleta.

Ahora buscamos una representación para los números p-ádicos, mucho
más util para trabajar con ellos sin tener que hacer referencia a clases de
equivalencia de sucesiones de Cauchy, que tiene cierta similitud con la ex-
pansión decimal de los números reales.

Para ello necesitaremos el siguiente lema.

Lema 20. Dado x ∈ Q tal que |x|p ≤ 1, para cada i ∈ Z+ existe un entero
α tal que |α− x|p ≤ p−i. Aún más, podemos tomar al entero en el conjunto
{0, 1, 2, . . . , pi − 1}.

Demostración. Expresando x = a
b donde a y b son primos relativos, bus-

camos aproximar a x con algún entero. Al ser a y b primos relativos y
|x|p ≤ 1 tenemos que p - b y por lo tanto pi y b son primos relativos, aśı que
existen enteros m y n tales que mb+ npi = 1.

Según lo anterior mb es cercano a 1, lo que quiere decir que m es cercano
a 1

b y por lo tanto am debeŕıa ser cercano a x = a
b , aśı que proponemos

α = am y tenemos que

|α− x|p = |am− a

b
|p = |a

b
|p|mb− 1|p ≤ |mb− 1|p = |npi|p ≤ p−i.

Ahora podemos sumar múltiplos de pi hasta estar en el intervalo deseado,
es decir, sea α′ = α+ rpi tal que α′ ∈ {0, 1, 2, . . . , pi − 1} y en tal caso

|α′ − x|p = |α− x+ rpi|p ≤ máx{|α− x|p, |rpi|p} ≤ p−i.
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Con el siguiente teorema lograremos dar la representación deseada a los
números p-ádicos.

Teorema 21. Sea a ∈ Qp tal que |a|p ≤ 1, entonces a tiene un único
representante, (an)n∈N, que cumple las siguientes propiedades:

1. an ∈ Z para todo natural n,

2. 0 ≤ an < pn para todo natural n,

3. an ≡ an+1 (mod pn) para todo natural n.

Demostración. Sea (bn)n∈N ∈ a cualquier representante y para cada n ∈ N
elegimos N(n) tal que |bk − bl|p ≤ 1

pn siempre que k, l ≥ N(n). Además
elegimos las N(n) de modo que formen una sucesión creciente.

Sean k, l ≥ N(1), entonces tenemos que

|bk|p ≤ máx{|bl|p, |bk − bl|p} ≤ máx{|bl|p,
1

p
},

tomando el ĺımite cuando l→∞

|bk|p ≤ máx{|a|p,
1

p
} ≤ 1.

Utilizando el lema anterior podemos encontrar una sucesión de enteros
(an)n∈N, tal que 0 ≤ an < pn y que además cumple que |an − bN(n)|p ≤ 1

pn .

Afirmamos que esta sucesión es la buscada. Por la manera en que la
elegimos cumple con las propiedades 1 y 2. Por otro lado tenemos que

|an+1 − an|p = |an+1 − bN(n+1) + bN(n+1) − bN(n) + bN(n) − an|p
≤ máx{|an+1 − bN(n+1)|p, |bN(n+1) − bN(n)|p, |bN(n) − an|p}
≤ máx{ 1

pn+1 ,
1
pn ,

1
pn } = 1

pn ,

y ya que an+1 − an es un entero, entonces se tiene que pn | (an+1 − an),
es decir, que an+1 ≡ an (mod pn). Por lo tanto, la sucesión cumple las tres
propiedades.

Observemos que de la propiedad 3, tenemos que an+1 ≡ an+2 (mod pn+1),
entonces an+1 ≡ an+2 (mod pn), y por la transitividad de las congruencias
an ≡ an+2 (mod pn). Por inducción, podemos demostrar que
an ≡ am (mod pn) para cualquier natural m ≥ n.

Falta ver que efectivamente (an)n∈N ∈ a. Para ello observemos que para
cada m ∈ N, si n ≥ N(m) entonces

|an − bn|p = |an − am + am − bN(m) + bN(m) − bn|p
≤ máx{|an − am|p, |am − bN(m)|p, |bN(m) − bn|p}
≤ máx{ 1

pm ,
1
pm ,

1
pm } = 1

pm ,
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por lo tanto |an − bn|p → 0 cuando n tiende a infinito, es decir, que
(an)n∈N ∈ a.

Ahora supongamos que hay una sucesión (a′n)n∈N que cumple las propie-
dades 1, 2 y 3, y que existe un natural n0 tal que an0 6= a′n0

. Como ambos
términos están entre 0 y pn0 − 1, significa que an0 6≡ a′n0

(mod pn0).

Sin embargo, para cualquier n ≥ n0 tenemos que an ≡ an0 (mod pno)
y a′n ≡ a′n0

(mod pn0) esto implica que an 6≡ a′n (mod pn0), es decir que
|an−a′n|p > 1

pn0 para toda n ≥ n0. Por lo tanto (a′n)n∈N /∈ a, lo cual implica
que (an)n∈N es la única sucesión en a que cumple las tres propiedades.

Analicemos qué nos dice el teorema que acabamos de demostrar. Consi-
deremos algún número p-ádico a de norma menor o igual que 1, y la sucesión
(an)n∈N ∈ a como en el teorema. Al entero an lo expresamos en base p de la
siguiente forma, recordando que 0 ≤ an < pn − 1:

an = b0 + b1 × p+ b2 × p2 + · · ·+ bn−1 × pn−1,

con bi ∈ {0, 1, . . . , p− 1} para toda i.

Análogamente expresamos an+1 en base p:

an+1 = b′0 + b′1 × p+ b′2 × p2 + · · ·+ b′n−1 × pn−1 + bn × pn,

con b′i ∈ {0, 1, . . . , p− 1} para toda i.

Sin embargo observemos que bi = b′i para toda i ∈ {0, 1, . . . , n − 1} ya
que an ≡ an+1 (mod pn), lo cual quiere decir que al tomar la diferencia entre
ambos números obtenemos un múltiplo de pn.

Aśı que a queda determinado por la sucesión de enteros bn y podemos

escribir a =
∞∑
n=0

bn×pn, que en principio se podŕıa considerar como simple no-

tación, pero al pensar a los enteros bn×pn como elementos de Qp obtenemos
una serie cuyo término general tiende a cero, pues |bn× pn|p ≤ |pn|p = p−n,
y al estar en un espacio métrico completo no arquimediano, significa que la
serie es convergente, y además converge precisamente al elemento a.

También notemos que cualquier serie de la forma
∞∑
n=0

bn×pn, donde cada

bn ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, es una serie que converge a un elemento

a = (an)n∈N ∈ Qp con |a|p ≤ 1, donde an =
n−1∑
j=0

bj × pj forma una sucesión

que cumple las condiciones del teorema.

Veamos que también podemos construir una expresión similar para los
números p-ádicos con norma mayor que 1.

24



Sea a ∈ Qp tal que |a|p > 1, además consideremos a un natural m tal que

|pma|p ≤ 1. A este número lo podemos expresar como serie pma =
∞∑
n=0

b′n×pn,

de modo que a =
∞∑
n=0

b′n × pn−m o, poniendo bn = b′n+m, a =
∞∑

n=−m
bn × pn.

Teorema 22. Para cada a ∈ Qp existe un entero m y una sucesión (bn)∞n=m

de enteros tales que 0 ≤ bn < p y a =
∞∑
n=m

bn × pn.

Rećıprocamente, sean m un entero y (bn)∞n=m una sucesión de enteros

tales que 0 ≤ bn < p, entonces existe a ∈ Qp tal que a =
∞∑
n=m

bn × pn.

A la serie del teorema anterior le llamaremos expansión p-ádica del
número p-ádico a, al conjunto de enteros {0, 1, . . . , p − 1} le llamaremos
conjunto de d́ıgitos y a bn le llamaremos la cifra en la posición pn.

De esta forma ya tenemos la expresión buscada para todos los números
p-ádicos, que es muy similar a la expansión decimal de los reales con dos
importantes diferencias, la primera es que los números p-ádicos sólo tienen
una cantidad finita de cifras distintas de cero correspondientes a potencias
negativas mientras que pueden tener una cantidad infinita de cifras distintas
de cero correspondientes a potencias positivas.

La otra diferencia, aún más importante, es que la unicidad de la sucesión
en el teorema 21 nos garantiza que esta expresión es única, salvo agregar
ceros a la izquierda, para todos los números p-ádicos, a diferencia del pro-
blema con las colas de nueves en los números reales.

Podemos observar en esta representación de los números p-ádicos que
|Qp| = 2ℵ0 , lo que quiere decir que al completar Q con la norma p-ádica
realmente agregamos algo, lo cual demuestra que (Q, | · |p) no es completo.
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Caṕıtulo 3

Propiedades de los números
p-ádicos

3.1. Algoritmos en Qp

Ahora que tenemos una representación adecuada veamos cómo podemos
trabajar con los números p-ádicos a través de ella.

Empezaremos por analizar cómo medir la distancia entre dos números.

Sean a, b ∈ Qp y consideremos sus expansiones, que siempre podemos
suponer que empiezan en la misma posición, y agregando ceros de ser nece-
sario,

a = am × pm + am+1 × pm+1 + · · ·

b = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · · .

Si se tiene que k = mı́n{i ∈ Z : i ≥ m, ai 6= bi}, entonces tenemos que

a− b = pk(ak − bk) + pk+1(
∞∑

i=k+1

ai × pi−k−1 −
∞∑

i=k+1

bi × pi−k−1),

y por la desigualdad del triángulo no arquimediana concluimos

|a− b|p ≤ máx{|pk(ak− bk)|p, |pk+1(

∞∑
i=k+1

ai× pi−k−1−
∞∑

i=k+1

bi× pi−k−1)|p}.

Ahora, teniendo en cuenta que ak, bk ∈ {0, 1, . . . , p − 1} y que ak 6= bk,
tenemos que |ak − bk|p = 1 y por lo tanto

|pk(ak − bk)|p = |pk|p|ak − bk|p = p−k.
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Analicemos el otro término, con base en que cada una de las series em-
pieza en potencias no negativas, la norma de cada una de las series es menor
que 1 al igual que la norma de la resta de ambas series, entonces tenemos
que

|pk+1(
∞∑

i=k+1

ai × pi−k−1 −
∞∑

i=k+1

bi × pi−k−1)|p ≤ p−(k+1) < p−k,

y por la propiedad de los triángulos isósceles inferimos que |a− b|p = p−k.

Observación 23. Para saber qué tan separados están dos números p-ádicos
tenemos que fijarnos cuál es la primera cifra en la que difieren.

A continuación vamos a describir los algoritmos para realizar las opera-
ciones del campo Qp y describiremos explicitamente la forma de ir haciendo
la operación, esto con el propósito de que sea más claro el procedimiento.

3.1.1. La Suma

Supongamos que queremos sumar n números a(1), a(2), . . . , a(n) ∈ Qp,
considerando sus expansiones

a(i) = b(i)m × pm + b
(i)
m+1 × p

m+1 + · · · ,

cabe señalar que estamos agregando ceros en caso de ser necesario para con-
seguir que todos los números empiecen en la misma cifra. Ahora escribimos
los números uno sobre otro, respetando las posiciones

+

b
(1)
m × pm + b

(1)
m+1 × pm+1 + · · ·

b
(2)
m × pm + b

(2)
m+1 × pm+1 + · · ·

...

b
(n)
m × pm + b

(n)
m+1 × pm+1 + · · ·

Buscamos una cifra cm ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y un entero rm+1 ∈ Z+ ∪ {0}
tal que

b(1)m + b(2)m + · · ·+ b(n)m = cm + p× rm+1

y escribimos
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+

rm+1

b
(1)
m × pm + b

(1)
m+1 × pm+1 + · · ·

b
(2)
m × pm + b

(2)
m+1 × pm+1 + · · ·

...

b
(n)
m × pm + b

(n)
m+1 × pm+1 + · · ·

cm × pm

Suponiendo que ya hemos encontrado las cifras anteriores a la posición
pk para k > m, ahora buscamos una cifra ck ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y un entero
rk+1 ∈ Z+ ∪ {0} tal que

rk + b
(1)
k + b

(2)
k + · · ·+ b

(n)
k = ck + p× rk+1,

y de esta forma obtenemos un número p-ádico d = cm×pm+cm+1× pm+1+ · · · .

Consideremos las aproximaciones

a
(i)
k = b(i)m × pm + b

(i)
m+1 × p

m+1 + · · ·+ b
(i)
k × p

k

dk = cm × pm + cm+1 × pm+1 + · · ·+ ck × pk

que son racionales no negativos, y observamos que el algoritmo descrito
antes, si se lleva hasta la obtención de la cifra en la posición pk, es el algo-
ritmo usual de suma de racionales no negativos con expansión finita, pero
en base p,

+

rm+1 rm+2 rk rk+1

b
(1)
m × pm + b

(1)
m+1 × pm+1 + b

(1)
m+2 × pm+2 + · · · + b

(1)
k × p

k

b
(2)
m × pm + b

(2)
m+1 × pm+1 + b

(2)
m+2 × pm+2 + · · · + b

(2)
k × p

k

...

b
(n)
m × pm + b

(n)
m+1 × pm+1 + b

(n)
m+2 × pm+2 + · · · + b

(n)
k × p

k

cm × pm + cm+1 × pm+1 + cm+2 × pm+2 + · · ·+ ck × pk

De esta manera

a
(1)
k + a

(2)
k + · · ·+ a

(n)
k = dk + rk+1 × pk+1

y por lo tanto

|(a(1)k + a
(2)
k + · · ·+ a

(n)
k )− dk|p ≤ p−(k+1).

Aśı, al tomar el ĺımite cuando k →∞, obtenemos que

d = a(1) + a(2) + · · ·+ a(n).

Cabe señalar que si queremos conocer el número d hasta la posición pk es
suficiente conocer las cifras de a(1), a(2), . . . , a(n) hasta esa misma posición.
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3.1.2. La Resta

Ahora vamos a calcular a−c con a, c ∈ Qp, partiendo de sus expansiones

a = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · · ,

c = dm × pm + dm+1 × pm+1 + · · · .

De manera análoga al algoritmo de la suma escribimos a encima de c
respetando las posiciones

−
bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·
dm × pm + dm+1 × pm+1 + · · ·

Para encontrar la primera cifra consideramos dos casos:
si bm ≥ dm, entonces em = bm − dm y sea rm+1 = 0,
si bm < dm, entonces em = bm + p− dm y sea rm+1 = 1.

En cualquier caso observemos que em ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y escribimos

−

rm+1

bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·
dm × pm + dm+1 × pm+1 + · · ·

em × pm

Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posición pk

con k > m, podemos encontrar la siguiente cifra como sigue:
si bk − rk ≥ dk, entonces ek = (bk − rk)− dk y rk+1 = 0,
si bk − rk < dk, entonces ek = (bk − rk) + p− dk y rk+1 = 1.

En cualquier caso ek ∈ {0, 1, . . . , p−1} y de esta forma vamos obteniendo
un número p-ádico f = em × pm + em+1 × pm+1 + · · · .

Consideremos las aproximaciones

ak = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·+ bk × pk,

ck = dm × pm + dm+1 × pm+1 + · · ·+ dk × pk,

fk = em × pm + em+1 × pm+1 + · · ·+ ek × pk,

las cuales son racionales no negativos. Ahora cortamos el algoritmo descrito
anteriormente hasta la obtención de la cifra en la posición pk y lo com-
paramos con el algoritmo usal en base p para restar ck a ak + rk+1 × pk+1,
observando que ak + rk+1 × pk+1 ≥ ck,

29



−

rm+1 rm+2 rk rk+1

bm × pm+bm+1 × pm+1+bm+2 × pm+2+· · ·+bk × pk+rk+1 × pk+1

dm × pm+dm+1 × pm+1+dm+2 × pm+2+· · ·+dk × pk

em × pm+em+1 × pm+1+em+2 × pm+2+· · ·+ek × pk+0× pk+1

Notemos que ak + rk+1 × pk+1 − ck = fk y por lo tanto

|(ak − ck)− fk|p ≤ p−(k+1)

y al tomar el ĺımite cuando k →∞ obtenemos que f = a− c.

Hacemos notar que, al igual que en el caso de la suma, para encontrar
las cifras hasta la posición pk de f únicamente necesitamos conocer a y c
hasta esa posición.

3.1.3. El Producto

Para el caso de la multiplicación de dos números a, c ∈ Qp, primero
consideraremos el caso más sencillo en que uno de los números tiene tan
sólo una cifra. Aśı, si las expansiones son

a = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · · ,

c = dn × pn,

escribimos uno encima del otro, y en este caso no importa en qué posición
comiencen,

bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·
× dn × pn

Buscamos fs ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y rs+1 ∈ Z+ ∪ {0} tal que

bm × dn = fs + rs+1 × p

y escribimos

rs+1

bm × pm + bm+1 × pm+1 + bm+2 × pm+2 + · · ·
× dn × pn

fs × ps

donde s = n+m.
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Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posición pk

con k > s, buscamos fk ∈ {0, 1, . . . , p− 1} y rk+1 ∈ Z+ ∪ {0} tales que

bk−n × dn + rk = fk + rk+1 × p.

Continuando de esta manera encontramos el número p-ádico

e = fs × ps + fs+1 × ps+1 + · · · .

Una vez más consideraremos las aproximaciones

ak = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·+ bk × pk,

ek = fs × ps + fs+1 × ps+1 + · · ·+ fk × pk.

El algoritmo hasta la obtención de la cifra en la posición pk se escribe

rs+1 rs+2 rk rk+1

bm × pm + bm+1 × pm+1 + bm+2 × pm+2 + · · · + bk−n × pk−n
× dn × pn

fs × ps + fs+1 × ps+1 + fs+2 × ps+2 + · · · + fk × pk

y coincide con el algoritmo usual en base p de la multiplicación en los
racionales. Esto nos dice que ak−n × c = ek + rk+1 × pk+1, por lo tanto

|ak−n × c− ek|p ≤ p−(k+1).

Al tomar el ĺımite obtenemos que a× c = e.

Para el caso general en que c es cualquier número p-ádico cuya expansión
es

c = dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · ·

escribimos a encima de c y vamos multiplicando cada cifra de c por a, usando
el algoritmo del caso anterior, y escribiendo los resultados abajo respetando
las posiciones

bm × pm + bm+1 × pm+1 + bm+2 × pm+2 + · · ·
× dn × pn + dn+1 × pn+1 + dn+2 × pn+2 + · · ·

f
(n)
s × ps + f

(n)
s+1 × ps+1 + f

(n)
s+2 × ps+2 + · · ·

f
(n+1)
s+1 × ps+1 + f

(n+1)
s+2 × ps+2 + · · ·
f
(n+2)
s+2 × ps+2 + · · ·

. . .

donde s = n+m y

a× di × pi = e(i) = f
(i)
m+i × p

m+i + f
(i)
m+i+1 × p

m+i+1 + · · ·
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De esta forma nos queda una suma infinita, sin embargo debido a que
se va recorriendo la posición en que comienza cada sumando, podemos ir
sumando sin problemas. Es decir, si queremos el resultado hasta la cifra en
la posición pk consideramos únicamente los primeros k − s+ 1 sumandos y
los sumamos hasta la posición pk. Como los siguientes sumandos comienzan
después de la posición pk, las cifras que obtuvimos de esta forma no serán
modificadas.

Llamemos g al número p-ádico aśı obtenido cuya expansión es

g = hs × ps + hs+1 × ps+1 + · · ·

y gk a la aproximación hasta la posicón pk y multipliquemos los racionales no
negativos ak−n y ck−m con el algoritmo usual en base p. Obtenemos entonces
lo siguiente:

bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · · + bk−n × pk−n
× dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · · + dk−m × pk−m

f
(n)
s × ps + f

(n)
s+1 × ps+1 + · · · + f

(n)
k × pk + · · ·

f
(n+1)
s+1 × ps+1 + · · · + f

(n+1)
k × pk + · · ·

. . .
...

f
(k−m)
k × pk + · · ·

hs × ps + hs+1 × ps+1 + · · · + hk × pk + · · ·

El resultado coincidiŕıa hasta la posición pk, es decir, que para algún
entero no negativo r se cumple que ak−n × ck−m = gk + r × pk+1. Por lo
tanto se cumple que

|(ak−n × ck−m)− gk|p ≤ p−(k+1),

y al tomar el ĺımite obtenemos que a× c = g.

Recalcamos que para obtener el número g hasta la posición pk necesi-
tamos el número a hasta la posición pk−n y el número c hasta la posición
pk−m.

3.1.4. La División

Por último, para dividir un número a ∈ Qp entre otro número
c ∈ Qp r {0} cuyas expansiones son

a = bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · · ,

c = dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · · ,
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con dn 6= 0 escribimos a dentro de la “casita” y c afuera

dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · · bm × pm + bm+1 × pm+1 + · · ·

Buscamos una cifra hs tal que hs × dn ≡ bm (mod p), donde s = m− n,
que siempre existe pues dn 6= 0 y p es un primo. Escribimos hs × ps arriba
de la casita, lo multiplicamos por c, lo escribimos debajo de a y hacemos la
resta.

Si llamamos e(0) = fm × pm + fm+1 × pm+1 + · · · = (hs × ps) × c y

a(1) = b
(1)
m+1×pm+1+b

(1)
m+2×pm+2+ · · · = a−e(0), la forma en que escogimos

la cifra hs nos garantiza que bm = fm y por lo tanto |a(1)|p ≤ p−(m+1)

hs × ps

dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · · bm × pm+bm+1 × pm+1+· · ·
fm × pm+fm+1 × pm+1+· · ·

b
(1)
m+1 × pm+1+b

(1)
m+2 × pm+2+· · ·

Suponiendo que hemos encontrado las cifras anteriores a la posición pk

con k > s, buscamos una cifra hk tal que hk × dn ≡ b
(k−s)
n+k (mod p) y

llamamos

e(k−s) = f
(k−s)
n+k × p

n+k + f
(k−s)
n+k+1 × p

n+k+1 + · · · = (hk × pk)× c

y

a(k−s+1) = b
(k−s+1)
n+k+1 × p

n+k+1 + b
(k−s+1)
n+k+2 × p

n+k+2 + · · · = a(k−s) − e(k−s).

Por la forma en que elegimos la cifra hk tenemos que f
(k−s)
n+k = b

(k−s)
n+k y

por lo tanto |a(k−s+1)|p ≤ p−(k+n+1)

hs × ps +hs+1 × ps+1 +· · · +hk × pk

dn × pn + dn+1 × pn+1 + · · · bm × pm+bm+1 × pm+1+· · ·
fm × pm+fm+1 × pm+1+· · ·

b
(1)
m+1 × p

m+1+b
(1)
m+2 × p

m+2+· · ·

f
(1)
m+1 × p

m+1+f
(1)
m+1 × p

m+1+· · ·

. . .

b
(k−s)
n+k

× pn+k +b
(k−s)
n+k+1

× pn+k+1 +· · ·

f
(k−s)
n+k

× pn+k+f
(k−s)
n+k+1

× pn+k+1 +· · ·

b
(k−s+1)
n+k+1

× pn+k+1+· · ·
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De esta forma obtenemos un número p-ádico g = hs×ps+hs+1×ps+1+· · ·
y si llamamos gk a la aproximación hasta la posición pk tenemos que

gk × c =

k∑
i=s

(hi × pi)× c =

k∑
i=s

e(i−s)

aśı que

a− gk × c = a− e(0) −
k∑

i=s+1
e(i−s) = a(1) − e(1) −

k∑
i=s+2

e(i−s)

= · · · = a(k−s) − e(k−s) = a(k−s+1)

Por lo tanto |a− (gk × c)|p ≤ p−(k+n+1) y al tomar el ĺımite obtenemos
que a = g × c, o equivalentemente que g = a

c .

En nuestro algoritmo podemos observar que para encontrar g hasta la
posición pk únicamente necesitamos conocer a hasta la posición pn+k y c
hasta la posición p2n+k−m.

Observemos algunas diferencias entre estos algoritmos y los correspon-
dientes algoritmos en el campo de los números reales.

Estos algoritmos se aplican directamente a cualesquiera números p-ádi-
cos, a diferencia de los números reales, donde si consideramos dos números
a, b ∈ R y queremos obtener a+ b, suponiendo que a > 0, b < 0 y |a| < |b|,
debemos usar el algoritmo de resta para obtener |b| − |a| y al resultado
ponerle un signo negativo.

Otra diferencia es que al trabajar con números con expansión infinita, los
algoritmos en los números reales van aproximando el resultadoen el sentido
de convergencia, pero no en el sentido de ir obteniendo las cifras definitivas,
por ejemplo al sumar los números 0.333 . . . y 0.666 · · · las aproximaciones
nos van dando 9 en todas las cifras decimales mientras el resultado es 0 en
todas las cifras decimales. Como vimos, con nuestros algoritmos p-ádicos
vamos obteniendo las cifras del resultado.

Trabajando con los números p-ádicos si hemos utilizado nuestro algorit-
mo para obtener n cifras y ahora queremos obtener la siguiente cifra pode-
mos retomar los cálculos que hab́ıamos hecho para las n cifras ya obtenidas,
esto no es posible en los reales, debido a que los algoritmos se trabajan em-
pezando por las cifras menos significativas, exceptuando el algoritmo de la
división.

3.2. Z y Q dentro de Qp

En esta sección describiremos cómo son las expansiones p-ádicas corres-
pondientes a los enteros y a los racionales.
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Los enteros positivos son simplemente los números p-ádicos
cuya expansión es finita y no tienen cifras correspondientes a po-
tencias negativas, pues su expansión es la correspondiente a la base p.
Para encontrar la forma de los enteros negativos utilizaremos el algoritmo
de la resta.

Sea a ∈ Z+ con expansión p-ádica a = bk×pk+bk+1×pk+1+ · · ·+bn×pn
con bk 6= 0 y k ≥ 0, podemos escribir al 0 de la siguiente manera:

0 = ck × pk + ck+1 × pk+1 + · · · donde cada ci = 0.

Podemos encontrar −a como el resultado de restarle a a 0 siguiendo el
algoritmo descrito en la sección anterior. Como ck < bk llamemos dk = p−bk
y rk+1 = 1, ahora ck+1−rk+1 = −1 < bk+1, por lo tanto dk+1 = p−1−bk+1 y
rk+2 = 1. De la misma forma podemos ver que todas los siguientes residuos
ri van a ser 1 y di = p − 1 − bi, de forma que para i > n tenemos que
di = p− 1.

−

1 1 1 1

0× pk +0× pk+1 +0× pk+2 +· · ·+0× pn +0× pn+1

bk × pk +bk+1 × pk+1 +bk+2 × pk+2 +· · ·+bn × pn

(p− bk)× pk+(p− 1− bk+1)× pk+1+(p− 1− bk+2)× pk+2+· · ·+(p− 1− bn)× pn+(p− 1)× pn+1

De hecho con un argumento casi idéntico podemos ver que si un número

p-ádico cualquiera a tiene expansión a =
∞∑
i=k

bi × pi con bk 6= 0 entonces la

expansión de −a será −a = (p− bk)× pk +
∞∑

i=k+1

(p− 1− bi)× pi.

Por lo tanto los enteros negativos son los números p-ádicos cuya
expansión no tiene cifras correspondientes a potencias negativas y
a partir de un momento todas sus cifras son p− 1.

Para encontrar cómo es la expansión de un número racional consideremos
x = a

b ∈ Qr Z con a ∈ Z y b ∈ Z+ y dividamos a entre b.

Observando el algoritmo de la división, como x no es entero la expansión
del cociente no es finita, por lo cual a los diferentes residuos les restamos
múltiplos de b, que son de hecho cada vez más grandes, por lo cual eventual-
mente el residuo tendrá que ser un entero negativo, es decir que sus cifras
serán todas p− 1 a partir de un momento.

Consideremos los distintos múltiplos de b: 1 × b, 2 × b, . . . , (p − 1) × b;
todos son enteros positivos y por lo tanto tienen una cantidad finita de cifras
distintas de cero, llamemos n a la máxima cantidad de cifras entre la primera
cifra distinta de cero y la última cifra distinta de cero en estos números.

Analicemos cómo van siendo los distintos residuos, sin tomar en cuenta
la posición sino únicamente la sucesión de cifras. Partiendo de un residuo

35



que ya es un entero negativo podemos asegurar que después de m cifras
todas sus cifras son p− 1 para alguna m ≥ n.

Al siguiente paso restaremos un múltiplo de b, es decir un número con a
lo más m cifras, esta resta en el peor de los casos podŕıa llegar a afectar la
primera cifra después de las m, con lo cual el nuevo residuo tendŕıa m + 1
cifras antes de que todas sean p − 1, sin embargo, debido a la forma del
algoritmo, la primera cifra debe cancelarse, es decir que en realidad el nuevo
residuo tendrá una vez más a lo más m cifras antes de que todas sean p− 1.

Como únicamente hay pm sucesiones de cifras de esta forma, en algún pa-
so se debe repetir algún residuo, lo cual causará que a partir de ese momento
se genere una sucesión periódica de cifras en el cociente.

Rećıprocamente, si consideramos un número p-ádico cuya expansión sea
eventualmente periódica

a = bn×pn+· · ·+bm×pm+c1×pm+1+· · ·+cr×pm+r+c1×pm+r+1+· · ·+cr×pm+2r+· · ·

Llamamos

A = bn + bn+1 × p+ · · ·+ bm × pm−n ∈ Z

y
B = c1 + c2 × p+ · · ·+ cr × pr−1 ∈ Z

entonces tenemos que

a = A× pn +B ×
∞∑
k=0

pm+kr+1.

Observemos que
s∑

k=0

pkr = 1−p(s+1)r

1−pr , ya que es una igualdad general

y además |p(s+1)r|p = p−(s+1)r → 0 cuando s tiende a infinito, entonces
∞∑
k=0

pkr = 1
1−pr .

Podemos concluir que

a = A× pn +B × pm+1 × (
1

1− pr
) ∈ Q.

Por lo tanto, los racionales son exactamente los números p-ádicos
cuya expansión es eventualmente periódica, de manera similar a lo que
sucede en los reales, y aśı se puede demostrar que Qp rQ es denso en Qp.

36



3.3. Los enteros p-ádicos Zp
Denotemos Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}. Este subespacio recibe el nom-

bre de enteros p-ádicos, que también puede verse como el conjunto de los
números p-ádicos que no tienen cifras correspondientes a potencias negati-
vas, es claro que Z es denso en Zp. De hecho, Zp es la completación de Z con
la norma p-ádica. La demostración de la afirmación anterior es el teorema
21.

En esta sección vamos a estudiar algunas propiedades algebraicas de Zp y
Qp, siempre teniendo en cuenta la analoǵıa con Z y Q. Para estudiar algunos
de los conceptos que serán mencionados a lo largo de esta sección aśı como
las propiedades análogas de Z y Q se pueden ver en [3].

Zp es un anillo, pues es cerrado bajo la suma, el producto y la inversión
aditiva, lo cual puede comprobarse a través de los algoritmos o simplemente
notando que si x, y ∈ Zp, entonces

|x+ y|p ≤ máx{|x|p, |y|p} ≤ 1,

|xy|p = |x|p|y|p ≤ 1,

y
| − x|p = |x|p ≤ 1.

A partir de Zp podemos recuperar Qp como su campo de fracciones, al
igual que Q es el campo de fracciones de Z.

Recordemos que | 1x |p = 1
|x|p , por lo tanto la única forma de que un

entero p-ádico x tenga inverso multiplicativo en Zp es que |x|p = 1, es decir
que Z×p = {x ∈ Zp : |x|p = 1} son las unidades en los enteros p-ádicos, o
equivalentemente los enteros p-ádicos cuya cifra en la posición p0 es distinta
de cero, mientras que en Z las únicas unidades son 1 y −1.

Sea pnZp = {pnx : x ∈ Zp} = {x ∈ Zp : |x|p ≤ p−n}, estos subanillos de
Zp son ideales ordenados por la contención de forma que pmZp ⊂ pnZp si
n < m. A continuación veremos que son los únicos ideales de Zp.

Proposición 24. Zp es un dominio de ideales principales, es decir que todos
sus ideales están generados por un elemento.

Demostración. Sea I un ideal en Zp y p−n = máx{|a|p : a ∈ I}, el máximo
existe ya que los posibles valores de la norma p-ádica están acotados en Zp
y son discretos, salvo el 0. Entonces claramente I ⊆ pnZp. Ahora sea a ∈ I
tal que |a|p = p−n, entonces p−na ∈ Z×p que es un grupo multiplicativo, de
forma que existe x ∈ Zp tal que p−nax = 1 o equivalentemente ax = pn,
pero al ser I un ideal tenemos que ax ∈ I y por lo tanto pnZp ⊆ I.
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Sean x, y ∈ Zp, escribiremos x ≡ y (mod pn) si |x− y|p ≤ p−n, o equiv-
alentemente si x − y ∈ pnZp (o que x y y coinciden en sus cifras hasta la
posición pn−1). Esto define una relación de equivalencia.

Observación 25. Se cumplen las siguientes propiedades:

1. Si x ≡ y (mod pn) y z ∈ Zp entonces x+ z ≡ y + z (mod pn)

2. Si x ≡ y (mod pn) y z ∈ Zp entonces xz ≡ yz (mod pn)

3. Si x ≡ y (mod pn) y z ∈ Z×p entonces x
z ≡

y
z (mod pn)

4. xp ≡ yp (mod pn+1)⇔ x ≡ y (mod pn)

ya que
(1) |(x+ z)− (y + z)|p = |x− y|p ≤ p−n.
(2) |xz − yz|p = |x− y|p|z|p ≤ |x− y|p ≤ p−n.
(3) Por 2, ya que 1

z ∈ Zp.
(4) |xp− yp|p = |x− y|pp−1 ≤ p−(n+1) ⇔ |x− y|p ≤ p−n.

Si x, y ∈ Z recuperamos la noción de congruencia usual, además los
cocientes bajo esta relación en Z y Zp son isomorfos Zp/pnZp

∼= Z/pnZ.

Llamaremos Zp[x] y Qp[x] a los anillos de polinomios con coeficientes
en Zp y Qp respectivamente. Veamos que la irreducibilidad de un polinomio
con coeficientes enteros p-ádicos es equivalente en ambos anillos, al igual que
sucede con Z y Q.

Teorema 26. Sea f(x) ∈ Zp[x] entonces, existen dos polinomios no cons-
tantes g(x), h(x) ∈ Qp[x] tales que f(x) = g(x)h(x) si y sólo si existen
polinomios no constantes ḡ(x), h̄(x) ∈ Zp[x] tales que f(x) = ḡ(x)h̄(x).

Demostración. Sean f(x) ∈ Zp[x] y g(x), h(x) ∈ Qp[x], f(x) =
n+m∑
i=0

aix
i,

g(x) =
n∑
i=0

bix
i,h(x) =

m∑
i=0

cix
i con n,m > 0, tales que f(x) = g(x)h(x).

Sean r, s, i0, j0 tales que pr = |bi0 |p = máx{|bi|p : i = 0, . . . , n} y
ps = |cj0 |p = máx{|cj |p : j = 0, . . . ,m}, escogiendo i0 y j0 mı́nimos.
Entonces tenemos que prg(x), psh(x) ∈ Zp[x] y además

|ai0+j0 |p = |
∑

i+j=i0+j0

bicj |p ≤ máx{|bicj |p : i+ j = i0 + j0} = pr+s.

Observemos que si i < i0 entonces |bicj |p < pr|cj |p ≤ pr+s y si i > i0
esto implica que j < j0 y en tal caso |bicj |p < |bi|pps ≤ pr+s, es decir que la
norma máxima se alcanza en tan sólo uno de los sumandos lo cual implica
que la desigualdad en realidad es una igualdad. De aqúı concluimos que

1 ≥ |ai0+j0 |p = pr+s,
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es decir que r + s ≤ 0 y por lo tanto p−(r+s) ∈ Z y p−sg(x) ∈ Zp[x].

De esta forma podemos escribir f(x) = (p−sg(x))(psh(x)) como produc-
to de polinomios no constantes en Zp[x]. Es decir que si un polinomio en
Zp[x] no es irreducible en Qp[x], tampoco es irreducible en Zp[x]. La otra
implicación es inmediata ya que todo polinomio con coeficientes en Zp es un
polinomio con coeficientes en Qp.

Consideremos el caso en que el coeficiente principal de f(x) es una unidad
de Zp, es decir que |an+m|p = 1, pero 1 = |an+m|p = |bncm|p ≤ pr+s y como
r+ s ≤ 0, debe cumplirse que r+ s = 0, |bn|p = pr y |cm|p = ps, por lo tanto
los coeficientes principales de p−sg(x) y prh(x) están en Z×p .

Sea f(x) =
n∑
i=0

aix
i ∈ Zp[x] con an ∈ Z×p y sea α ∈ Qp una ráız de

f(x). Entonces f(x) = g(x)(x−α) y por la discusión anterior f(x) se puede
factorizar como producto de polinomios en Zp[x], con coeficientes principales
en Z×p que son los mismos polinomios tan sólo multiplicados por un escalar
y por lo tanto tienen las mismas ráıces. Digamos que f(x) = ḡ(x)(c1x+ c0)
con c1 ∈ Z×p , entonces la ráız de este polinomio debe ser α = − c0

c1
∈ Zp.

Es decir que para un polinomio con coeficientes en Zp, cuyo coeficiente
principal es una unidad (en particular si el polinomio es mónico), todas sus
ráıces en Qp son enteros p-ádicos. Lo anterior es análogo a lo que sucede con
los polinomios mónicos con coeficientes enteros cuyas ráıces racionales son
enteros.

El siguiente teorema nos da un método bastante general para encontrar
ráıces de polinomios con coeficientes en Zp.

Teorema 27 (Lema de Hensel). Sea f(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cnx

n

un polinomio con coeficientes en Zp y f ′(x) = c1 + 2c2x+ · · ·+ ncnx
n−1 su

derivada. Si a0 ∈ Zp cumple que f(a0) ≡ 0 (mod p) y f ′(a0) 6≡ 0 (mod p)
entonces existe un único a ∈ Zp tal que a ≡ a0 (mod p) y f(a) = 0.

Demostración. Vamos a contruir una sucesión de enteros que aproximen la
ráız que buscamos en Zp, a1, a2, . . . que cumplan

1. f(ak) ≡ 0 (mod pk+1)

2. ak ≡ ak−1 (mod pk)

3. 0 ≤ ak < pk+1

Para k = 1 Sea b0 ∈ {0, 1, . . . , p − 1} tal que a0 ≡ b0 (mod p). Para que se
cumplan las condición 2 y 3 necesitamos que a1 = b0 + b1 × p para algún
b1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

39



Ahora observemos que

f(a1) = f(b0 + b1 × p) =
n∑
i=0

ci(b0 + b1 × p)i

=
n∑
i=0

(cib
i
0 + icib

i−1
0 b1p+O(p2))

≡
n∑
i=0

cib
i
0 + (

n∑
i=1

icib
i−1
0 )b1p (mod p2)

= f(b0) + f ′(b0)b1p

donde O(p2) se refiere a términos que son múltiplos de p2.

Utilizando las propiedades de congruencias de la observación 25, como
b0 ≡ a0 (mod p) entonces f(b0) ≡ f(a0) (mod p) y f ′(b0) ≡ f ′(a0) (mod p),
es decir que f ′(b0) ∈ Z×p .

Como f(b0) ≡ 0 (mod p), existe α0 ∈ {0, 1, . . . , p− 1} tal que
f(b0) ≡ α0p (mod p2), entonces para que se cumpla la condición 1

f(a1) ≡ 0 (mod p2) ⇔ α0p+ f ′(b0)b1p ≡ 0 (mod p2)
⇔ α0 + f ′(b0)b1 ≡ 0 (mod p)
⇔ b1 ≡ − α0

f ′(b0)
(mod p)

y esta última condición determina un único b1 ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Supongamos que ya encontramos a1, . . . , an−1 que cumplen las condi-
ciones. Ahora buscamos an que debe tener la forma an = an−1 + bn × pn
para alguna bn ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Veamos que

f(an) = f(an−1 + bn × pn) =
n∑
i=0

ci(an−1 + bn × pn)i

=
n∑
i=0

(cia
i
n−1 + icia

i−1
n−1bnp

n +O(p2n))

≡
n∑
i=0

cia
i
n−1 + (

n∑
i=1

icia
i−1
n−1)bnp

n (mod pn+1)

= f(an−1) + f ′(an−1)bnp
n

donde O(p2n) son términos que son múltiplos de p2n.

Como f(an−1) ≡ 0 (mod pn) debe existir αn−1 ∈ {0, 1 . . . , p − 1} tal
que f(an−1) ≡ αn−1p

n (mod pn+1), además an−1 ≡ a0 (mod p) por lo que
f ′(an−1) ≡ f ′(a0) (mod p) y f ′(an−1) ∈ Z×p .

Para que se cumpla la condición 1 notemos que

f(an) ≡ 0 (mod pn+1) ⇔ αn−1p
n + f ′(an−1)bnp

n ≡ 0 (mod pn+1)
⇔ αn−1 + f ′(an−1)bn ≡ 0 (mod p)
⇔ bn ≡ − αn−1

f ′(an−1)
(mod p)
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una vez más, la última condición determina un único bn ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Sea a = b0 + b1 × p + b2 × p2 + · · · , como a ≡ an (mod pn+1), entonces
f(a) ≡ f(an) ≡ 0 (mod pn+1) para toda n, por lo tanto f(a) = 0.

La unicidad está garantizada en la construcción, pues en todo momento
nos vimos forzados a una única opción en cada una de las cifras de a, a
partir de a0.

Obviamente, dependiendo de la elección de a0 obtendremos distintas
ráıces en Zp, sin embargo notemos que por medio de este método no podemos
obtener más de p ráıces. Si f(x) tiene más de p ráıces distintas, entonces
existen dos a, b tales que a ≡ b (mod p) y en tal caso debe ocurrir que
f ′(a) ≡ f ′(b) ≡ 0 (mod p).

La siguiente generalización del Lema de Hensel, permite encontrar ráıces
simples de un polinomio cuando la derivada del polinomio evaluada en la
ráız es congruente con 0 módulo p. La demostración es prácticamente igual
y la omitiremos.

Teorema 28. Sea f(x) ∈ Zp[x] un polinomio con coeficientes enteros p-ádi-
cos y M un entero no negativo. Sea a0 ∈ Zp tal que f(a0) ≡ 0 (mod p2M+1)
y f ′(a0) ≡ 0 (mod pM ), pero f ′(a0) 6≡ 0 (mod pM+1), entonces existe un
único a ∈ Zp tal que f(a) = 0 y a ≡ a0 (mod pM+1).

Este teorema se puede aplicar para encontrar cualquier ráız simple, pues
si a es una ráız simple f ′(a) 6= 0 y por lo tanto debe existir algún entero no
negativo M tal que f ′(a) 6≡ 0 (mod pM+1), y en tal caso debemos aproximar
la ráız módulo p2M+1 antes de poder aplicar el teorema. Para ráıces múltiples
hay que buscar las ráıces de f ′(x).

Veamos ahora un ejemplo de cómo usar el Lema de Hensel. Sea p > 2
un primo y a ∈ Qp r {0} y estudiemos cuándo existe

√
a ∈ Qp.

Supongamos que a = b2 y que |a|p = pn y |b|p = pm, entonces debe
ocurrir que pn = |b|2p = p2m, es decir que n = 2m, de modo que una primera
condición necesaria para la existencia de la ráız cuadrada de a es que su
norma sea una potencia par de p.

Sea c = pna ∈ Z×p y supongamos que c = d2, entonces si llamamos
b = p−md tenemos que b2 = p−2md2 = p−nc = a. Rećıprocamente si a = b2

y llamamos d = pmb, entonces d2 = c. Por lo cual basta analizar la existencia
de ráıces cuadradas para números en Z×p .

Sea f(x) = x2−c ∈ Zp[x], notemos que cualquier ráız d de este polinomio
debe estar en Z×p , y por lo tanto f ′(d) = 2d 6≡ 0 (mod p). Es decir que
si d = e0 + e1 × p + e2 × p2 + · · · ∈ Z×p es una ráız de f(x), entonces
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e20 − c = f(e0) ≡ f(d) = 0 (mod p). De modo que la existencia de
√
c

es equivalente a la solubilidad de la congruencia x2 ≡ c (mod p). Queda
demostrada la siguiente proposición.

Proposición 29. Sea p > 2 un primo. Entonces, un número en Qp tiene
ráız cuadrada si y sólo si su norma es una potencia par de p y su primera
cifra es congruente módulo p al cuadrado de alguna cifra.

Observemos la siguiente tabla:
p Cifras al cuadrado Congruentes a

3 1, 4 1
5 1, 4, 9, 16 1, 4
7 1, 4, 9, 16, 25, 36 1, 4, 2
11 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 1, 4, 9, 5, 3
13 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144 1, 4, 9, 3, 12, 10
...

...
...

Podemos decir por ejemplo que en Q7, los números cuya primera cifra
sea 1, 4 ó 2 y esté en una posición par tendrán ráız cuadrada, mientras que
aquellos números cuya primera cifra sea 3, 5, 6 ó que esté en una posición
impar no tendrán ráız cuadrada.

Además recordando que −1 = (p− 1) + (p− 1)× p+ (p− 1)× p2 + · · · ,
podemos decir que

√
−1 existe en Q5 y en Q13, sin embargo no existe en

Q3,Q7 ni en Q11.

A manera de ejercicio veamos cómo encontrar algunas cifras de
√
−1 en

Q5 (recordemos que su expansión no puede ser periódica ya que no existe
un racional que multiplicado por śı mismo dé como resultado −1).

Podemos empezar con 2 o con 3 ya que tanto 4 como 9 son congruentes
módulo 5 a 4 que es la primera cifra de la expansión 5-ádica de −1. Em-
pecemos con b0 = 2, teniendo en cuenta que si empezáramos con 3 iŕıamos
encontrando las cifras de la otra ráız cuadrada de −1.

(2 + b1 × 5)2 ≡ 4 + 4b1 × 5 ≡ 4 + 4× 5 (mod 52)
⇔ 4b1 × 5 ≡ 4× 5 (mod 52)
⇔ 4b1 ≡ 4 (mod 5)
⇔ b1 ≡ 1 (mod 5)

(2 + 1× 5 + b2 × 52)2 ≡ 4 + 4× 5 + (4b2 + 1)× 52 (mod 53)
≡ 4 + 4× 5 + 4× 52 (mod 53)
⇔ (4b2 + 1)× 52 ≡ 4× 52 (mod 53)
⇔ 4b2 + 1 ≡ 4 (mod 5)
⇔ 4b2 ≡ 3 (mod 5)
⇔ b2 ≡ 4 · 3 ≡ 2 (mod 5)
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(2 + 1× 5 + 2× 52 + b3 × 53)2 ≡ 4 + 4× 5 + 4× 52 + 4b3 × 53 (mod 54)
≡ 4 + 4× 5 + 4× 52 + 4× 53 (mod 54)
⇔ 4b3 × 53 ≡ 4× 53 (mod 54)
⇔ b3 ≡ 1 (mod 5)

(2 + 1× 5 + 2× 52 + 1× 53 + b4 × 54)2 ≡ 4 + 4× 5 + 4× 52 + 4× 53 + (4b4 + 2)× 54 (mod 55)

≡ 4 + 4× 5 + 4× 52 + 4× 53 + 4× 54 (mod 55)

⇔ (4b4 + 2)× 54 ≡ 4× 54 (mod 54)
⇔ 4b4 + 2 ≡ 4 (mod 5)
⇔ 4b4 ≡ 2 (mod 5)
⇔ b4 ≡ 4 · 2 = 8 ≡ 3 (mod 5)

Se puede continuar de esta manera para obtener la cantidad de cifras
deseadas de

√
−1 = 2 + 1× 5 + 2× 52 + 1× 53 + 3× 54 + · · ·

o de
−
√
−1 = 3 + 4× 5 + 3× 52 + 4× 53 + 2× 54 + · · ·

si hubieramos empezado con b0 = 3.

A continuación veremos un criterio para verificar que un polinomio es
irreducible.

Para ello consideremos la función ϕ : Zp[x]→ Zp/pZp [x] dada por

ϕ(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = ā0 + ā1x+ · · ·+ ānx

n

donde āi = ai + pZp es la clase de equivalencia de ai en Zp/pZp .

Recordando que los coeficientes de la suma de polinomios f(x) + g(x)
es la suma de los coeficientes de f(x) y los de g(x) y que los coeficientes
del producto f(x)g(x) son una suma de productos de coeficientes de f(x) y
g(x), y como la proyección cociente es un homomorfismo de anillos, entonces
ϕ es también un homomorfismo de anillos.

Teorema 30. (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein).
Sea f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n ∈ Zp[x] tal que ai ≡ 0 (mod p) para
toda i ∈ {0, 1, . . . , n−1}, an 6≡ 0 (mod p) y a0 6≡ 0 (mod p2). Entonces f(x)
es irreducible en Qp[x].

Demostración. Basta demostrar que f(x) es irreducible en Zp[x].

Sean g(x) = b0+b1x+· · ·+bsxs y h(x) = c0+c1x+· · ·+crxr polinomios en
Zp[x] tales que f(x) = g(x)h(x), entonces ānx

n = ϕ(f(x)) = ϕ(g(x))ϕ(h(x)).

Recordemos que si R es un dominio de factorización única, entonces R[x]
es un dominio de factorización única y como Zp/pZp es un campo, podemos
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asegurar que todos los factores irreducibles de ϕ(g(x)) y de ϕ(h(x)) son de
la forma ax.

Observemos que gr(ϕ(g(x))) ≤ s, gr(ϕ(h(x))) ≤ r y además

gr(ϕ(g(x))) + gr(ϕ(h(x))) = gr(ϕ(f(x))) = n = r + s

donde gr es la función que a cada polinomio le asigna su grado. Entonces
gr(ϕ(g(x))) = s y gr(ϕ(h(x))) = r y por lo tanto ϕ(g(x)) = b̄sx

s y
ϕ(h(x)) = c̄rx

r.

Aśı, si suponemos que r, s > 0 entonces b0 ≡ 0 ≡ c0 (mod p) y por lo
tanto a0 = b0c0 ≡ 0 (mod p2) lo que contradice nuestra hipótesis, entonces
alguno de los polinomios g(x) o h(x) debe ser constante, es decir que f(x)
debe ser irreducible.

Una duda que podŕıa surgir es si los espacios Qp tienen o no la mis-
ma estructura algebráıca de campo para distintos primos p. A continuación
veremos que esto nunca sucede, para ello vamos a estudiar cuántas ráıces
de la unidad hay en cada campo, es decir números que multiplicados por
śı mismos algún número de veces den como resultado 1.

Sea p > 2 un primo y consideremos el polinomio f(x) = xp − x, de-
mostraremos que tiene sus p ráıces en Qp. Una ráız es 0, las otras son las
ráıces (p− 1)-ésimas de 1.

Sea i ∈ {0, 1, . . . , p− 1}, entonces f ′(i) = pip−1− 1 ≡ p− 1 6≡ 0 (mod p).
Además, por el pequeño teorema de Fermat ip ≡ i (mod p), es decir que
f(i) ≡ 0 (mod p). Entonces por el lema de Hensel existen p ráıces,
a0, . . . , ap−1, de f(x) tales que ai ≡ i (mod p) para cada i ∈ {0, 1, . . . , p−1}.

Ahora veamos que esas son todas las ráıces de 1 en Qp. Notemos que
cualquier ráız de 1 debe estar en Z×p .

Primero demostraremos que la única ráız de xp − 1 en Qp es 1. Con-
siderando el polinomio xp−1

x−1 y sustituyendo x = y + 1 tenemos que

xp − 1

x− 1
=

(y + 1)p − 1

y
=

p∑
k=0

(
p
k

)
yk − 1

y
=

p∑
k=1

(
p

k

)
yk−1

y como
(
p
k

)
≡ 0 (mod p) para k ∈ {1, 2, . . . , p − 1},

(
p
p

)
= 1 6≡ 0 (mod p)

y
(
p
1

)
= p 6≡ 0 (mod p2), por el criterio de irreducibilidad de Eisenstein

sabemos que
p∑

k=1

(
p
k

)
yk−1 es irreducible en Qp[y].
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Por lo tanto xp−1
x−1 debe ser irreducible en Qp[x], es decir que no existe

ninguna ráız p-ésima de 1 en Qp, excepto 1.

Sea k un primo relativo de p− 1 y supongamos que xk − 1 tiene alguna
ráız distinta de 1. Si b0 es la primera cifra de una de estas ráıces, entonces
bk0 ≡ 1 (mod p).

Como Zp/pZp r {0} es un grupo multiplicativo ćıclico de orden p− 1, el
orden de b̄0 debe ser un divisor de k y de p− 1, y al ser primos relativos su
orden es 1, es decir que b0 = 1. Podemos concluir que la primera cifra de
todas las ráıces de xk − 1 es 1.

Ahora sea r ∈ Z+ y a una ráız de xk − 1 tal que

p−r = |a− 1|p = mı́n{|x− 1|p : xk = 1, x 6= 1},

escribimos a = 1 + prc para alguna c ∈ Z×p y consideremos ap, que vuelve a
ser una ráız k-ésima y ap 6= 1 ya que a 6= 1.

Sin embargo observemos que ap = (1 + prc)p = 1 + pr+1c +
p∑
i=2

(
p
i

)
prici,

entonces |ap− 1|p = p−(r+1) < |a− 1|p lo cual contradice nuestra elección de
a.

Por lo tanto si k y p− 1 son primos relativos, la única ráız k-ésima de 1
es precisamente 1.

Sea a una ráız k-ésima de 1, donde k = nm y n es primo relativo con
p− 1, entonces 1 = ak = anm = (am)n y por lo tanto am = 1.

Juntando todo lo anterior, tan sólo nos resta analizar ráıces k-ésimas de
1 donde k no tiene factores que sean primos relativos con p−1, en particular,
como p y p− 1 son primos relativos, debe cumplirse que p - k.

Sea k un primo relativo de p, y observemos que cualquier ráız de xk − 1
también es una ráız de f(x) = xk(p−1) − 1, ya que si ak = 1 entonces
ak(p−1) = (ak)p−1 = 1p−1 = 1.

Sea a una ráız de f(x), entonces f(a) = 0 ≡ 0 (mod p) y además
notemos que f ′(a) = k(p − 1)ak(p−1)−1 6≡ 0 (mod p), pero debe existir
i ∈ {1, 2, . . . , p − 1} tal que a ≡ i ≡ ai (mod p) y como f(ai) = 0, por
la unicidad en el lema de Hensel debe ocurrir que a = ai para alguna i, es
decir que a debe ser una de las ráıces p− 1-ésimas de 1.

Podemos concluir que para p > 2, en Qp hay exactamente p − 1 ráıces
de 1, que son las ráıces (p− 1)-ésimas de 1.

Veamos ahora qué pasa en Q2.

Sabemos que 1 y −1 = 1 + 1×2 + 1×22 + 1×23 + · · · , son ráıces de 1, y
supongamos que a es una ráız k-ésima distinta de 1 y −1 para alguna k > 2
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y escojamos a de forma que |a − 1|2 = p−r sea mı́nima. Podemos escribir
a = 1 + c2r para alguna c ∈ Z×2 . Observemos que a2 = 1 + c2r+1 + c222r es
también una ráız k-esima de 1 y |a2 − 1|2 ≤ 2−(r+1) < 2−r.

Como sólo pueden existir dos ráıces cuadradas de 1, que son 1 y −1,
entonces a2 6= 1 y además como r + 1 ≥ 2, entonces la cifra de a2 en la
posición 21 es 0 y por lo tanto a2 6= −1, lo que contradice la elección de a.
Podemos concluir que en Q2 las únicas ráıces de 1 son 1 y −1.

Simplemente contando el número de ráıces de 1 podemos observar que
los campos Qp para distintos primos p no son isomorfos, excepto quizá para
los primos 2 y 3 donde tanto en Q2 y Q3 hay dos ráıces de 1.

Para estos dos campos veamos un ejemplo sencillo. La expansión de 10
en Q3 es 10 = 1 + 0×3 + 1×32 y revisando nuestra tabla podemos asegurar
que existe una ráız cuadrada de 10 en Q3. Por otro lado en Q2 tenemos que
|10|2 = 2−1, lo que implica que 10 no puede tener ráız cuadrada en Q2. Por
lo tanto Q2 y Q3 no son isomorfos.

Teorema 31. Sean p y q dos primos distintos. Entonces Qp 6∼= Qq.

3.4. Topoloǵıa de Qp

Ahora estudiaremos un poco la topoloǵıa de Qp. Un grupo topológico es
un conjunto que tiene tanto estructura de grupo como de espacio topológico
de forma que la operación de grupo y la inversión son funciones continuas,
en particular un campo con la métrica inducida por una norma es un grupo
topológico.

Los grupos topológicos son espacios con muchas propiedades, por ejemplo
todo grupo topológico es homogéneo, es decir que para cualesquiera dos
puntos x, y en el grupo, existe un homeomorfismo del grupo en śı mismo que
manda x en y, es decir que la estructura topológica del espacio alrededor de
uno u otro punto es indistinguible localmente. Para un mayor estudio de los
grupos topológicos y sus propiedades que se aplican a Qp se puede ver [7].

Cabe señalar en este contexto que en un campo con la métrica inducida
por una norma las funciones que se obtienen de sumar una constante o de
multiplicar por una constante distinta de cero son homeomorfismos.

Observemos que si |x|p < pn+1, como la norma no puede tomar ningún
valor entre pn y pn+1 se debe cumplir que |x|p ≤ pn, por lo tanto

{x ∈ Qp : |x|p < pn+1} = {x ∈ Qp : |x|p ≤ pn} = p−nZp.

Aśı una posible base para la topoloǵıa de Qp es {x + pnZp}n∈Z,x∈Qp y
cada uno de estos abiertos básicos es homeomorfo a Zp. Aśı tenemos que
Zp es abierto y cerrado en Qp. De hecho es compacto, como veremos a
continuación.
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Teorema 32. Zp es compacto.

Demostración. Sea (an)n∈N un sucesión de enteros p-ádicos y nos fijamos en
la cifra en la posición p0 de todos los términos y como solo hay p posibles
cifras, debe existir una infinidad de términos que todos tengan la misma

cifra en esta posición. Aśı tomamos una subsucesión s1 = (a
(1)
n )n∈N tal que

a
(1)
n ≡ a

(1)
m (mod p) para todo n,m naturales.

Ahora, observando la cifra en la posición p1 de los términos de la sucesión

s1, podemos tomar una subsucesión s2 = (a
(2)
n )n∈N, que también será sub-

sucesión de la sucesión original, tal que a
(2)
n ≡ a(2)m (mod p2) para todo n,m

naturales.

Continuando de esta forma podemos construir una infinidad de suce-

siones sk = (a
(k)
n )n∈N tales que:

1. sk+1 es una subsucesión de sk,

2. a
(k)
n ≡ a(k)m (mod pk) para todo n,m naturales.

Consideremos la sucesión s = (a
(n)
n )n∈N, que es una subsucesión de la

sucesión original. Además como el término a
(k)
k pertenece a la sucesión sk

y el término a
(k+1)
k+1 pertenece a la sucesión sk+1, y por tanto a la sucesión

sk, se debe cumplir que a
(k)
k ≡ a

(k+1)
k+1 (mod pk). Esto implica que s es una

sucesión de Cauchy.

Como Qp es un espacio métrico completo, s debe converger, y como Zp
es cerrado, el ĺımite estará en Zp. Esto quiere decir que en Zp cualquier
sucesión tiene una subsucesión convergente, lo que en espacios métricos es
equivalente a la compacidad.

Del hecho de que en cada punto existe una base local de conjuntos que son
abiertos y cerrados a la vez, podemos concluir que los únicos subconjuntos
conexos de Qp son precisamente los conjuntos unitarios, es decir que Qp es
totalmente disconexo.

Todo subconjunto de Qp también debe ser totalmente disconexo, en par-
ticular Zp es totalmente disconexo. Analizando las expansiones p-ádicas de
los números p-ádicos es fácil ver que Zp no tiene puntos aislados, lo que junto
con el hecho de que es un conjunto compacto y totalmente disconexo implica
que es homeomorfo al conjunto de Cantor. La demostración de que todo es-
pacio compacto, totalmente disconexo y sin puntos aislados es homeomorfo
al conjunto de Cantor puede verse en [8].

Además podemos compactar el espacio Qp agregando un punto al infini-
to, ∞ y haciendo que una base local para ∞ sea los conjuntos de la forma
{∞} ∪ {x ∈ Qp : |x|p > pn}.
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De esta forma el conjunto Qp ∪{∞} resulta ser compacto, además sigue
siendo totalmente disconexo y perfecto, es decir que no tiene puntos aislados,
con lo que podemos concluir que Qp es homeomorfo al conjunto de Cantor
menos un punto.

En la teoŕıa de grupos topológicos son importantes lo subgrupos que son
subconjuntos cerrados del espacio, veamos cómo son los subgrupos cerrados
de Qp. Sea G un subgrupo cerrado no trivial de Qp. Tomemos algún elemento
a ∈ Gr {0} y digamos que la norma de a es |a|p = p−n.

Observemos que pka ∈ G para cualquier k ∈ N, ya que es la suma de
pk veces el elemento a consigo mismo, y además |pka|p = p−(k+n). De forma
que para cualquier k ≥ n existe c ∈ G tal que |c|p = p−k. Además si dk es
la primera cifra distinta de cero de c, es decir que c ≡ dk × pk (mod pk+1),
como p es un primo observemos que dk, 2dk, . . . , (p − 1)dk no pueden ser
congruentes con 0 módulo p, sino que para cada i ∈ {1, . . . , p − 1} debe
existir m ∈ {1, . . . , p− 1} tal que mdk ≡ i (mod p).

Lo anterior quiere decir que para cualquier x cuya norma sea |x|p ≤ p−k
con k ≥ n existe algún yk ∈ G tal que x ≡ yk (mod pk+1).

Ahora tenemos que |x− yk|p ≤ p−(k+1) entonces existe yk+1 ∈ G tal que
x− yk ≡ yk+1 (mod pk+2), o lo que es lo mismo x ≡ yk + yk+1 (mod pk+2).

De esta forma para cualquierN ≥ k vamos tomando yk, yk+1, . . . , yN ∈ G

tales que x ≡
N∑
i=k

yi (mod pN+1), de modo que x =
∞∑
i=k

yi, observando que

N∑
i=k

yi ∈ G para toda N y como G es cerrado podemos concluir que x ∈ G.

Por lo tanto pnZp ⊆ G, de forma que si G es acotado debe existir r ∈ Z
tal que G = prZp y en caso de no ser acotado, entonces tenemos que G = Qp.
Tenemos el siguiente teorema.

Teorema 33. Los únicos subgrupos cerrados en Qp son el total, el trivial y
los grupos pnZp con n ∈ Z.

Un grupo de Lie es un grupo topológico que además es una variedad, es
decir, que como espacio topológico al rededor de cada punto es localmente
homeomorfo a Rn, para alguna n, y que tiene una estructura diferenciable,
que hace que las operaciones del grupo no sean sólo continuas, sino que sean
diferenciables. Una referencia para revisar esta definición con más detalle y
estudiar algunos aspectos de los grupos de Lie es [13].

Veamos que Zp no es un grupo de Lie. Supongamos que existe un abierto
U ⊂ Zp con 0 ∈ U tal que U es homeomorfa a Rn para alguna n ≥ 0. Como
Rn es conexo, entonces la componente de conexidad de 0 debe contener a
U , pero, como Zp es totalmente disconexo, la componente de conexidad de
0 es el conjunto {0}, y por lo tanto U = {0}.
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Lo anterior implicaŕıa que {0} es un conjunto abierto y por lo tanto
que la topoloǵıa de Zp es discreta, es decir que todos sus subconjuntos son
abiertos, como esto no es el caso, entonces llegamos a una contradicción. Por
lo tanto Zp no es una variedad, y en particular no es un grupo de Lie.

Por último veamos una representación de Zp como ĺımite inverso de
grupos finitos. Para estudiar más sobre ĺımites inversos se puede ver [9].

Consideremos la sucesión inversa {Z/pnZ, fn : Z/pn+1Z → Z/pnZ}n∈N,
donde fn es la proyección natural. Si x ∈ ĺım

←
{Z/pnZ, fn}n∈N significa que

x = (xn)n∈N donde cada xn ∈ Z/pnZ y fn(xn+1) = xn.

Para cada n ∈ N podemos tomar un representante an ∈ {0, 1, . . . , pn− 1}
de xn y f(xn+1) = xn significa que an+1 ≡ an (mod pn). Lo cual es exacta-
mente una sucesión como la del Teorema 21 y reciprocamente cualquier suce-
sión como la del teorema da pie a un elemento único de ĺım

←
{Z/pnZ, fn}n∈N.

Sólo falta ver la topoloǵıa de ĺım
←
{Z/pnZ, fn}n∈N, que es la heredada del

producto
∞∏
n=1

Z/pnZ en la que, como cada espacio es finito, las vecindades de

un punto son los conjuntos de puntos que coinciden en una cantidad finita fija
de coordenadas, lo cual en el ĺımite inverso se convierte en que sean iguales
hasta alguna coordenada, es decir que las primeras k cifras sean iguales, lo
cual coincide con la topoloǵıa de Zp, y por lo tanto Zp ∼= ĺım

←
{Z/pnZ, fn}n∈N.
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