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Resumen

El Modelo Estándar es una teoría que describe las relaciones entre tres de las cuatro interacciones
fundamentales conocidas (por medio de bosones de norma) y las partículas elementales que componen
toda la materia (por medio de fermiones). La Supersimetría es una hipótesis que propone una simetría
entre bosones de norma y fermiones. El Modelo de Espín Extendido sugiere extender el espacio de espín
asociando las dimensiones extras a simetrías escalares (que se asocian a las interacciones fundamentales)
describiendo simultáneamente bosones y fermiones. Este trabajo muestra por primera vez cómo incorpo-
rar las ideas del Modelo de Espín Extendido en el caso más sencillo no trivial de Supersimetría, obteniendo
estados supersimétricos con contenido de SU(2) y así indicar un posible camino para la generalización
de la Supersimetría y el Modelo Estándar.

Para ello, en el Capítulo 2 se hará una revisión de los conceptos matemáticos necesarios para la
comprensión y manejo de la Supersimetría. En el Capítulo 3, se estudiarán las ecuaciones de Klein-
Gordon y de Dirac, desde el marco teórico de la Mecánica Cuántica Relativista y de la Teoría Cuántica
de Campos; asimismo, se revisarán los fundamentos necesarios de la interacción electrodébil (parte del
Modelo Estándar). En el Capítulo 4 se realizará una revisión general del álgebra de la Supersimetría
en la representación N = 1 considerando el Modelo de Wess-Zumino. Posteriormente, se obtendrán
estados supersimétricos masivos y no-masivos en esta representación. En el Capítulo 5 se presenta una
introducción al Modelo de Espín Extendido mostrando sus bases con un ejemplo especi�co de un espacio
5−dimensional, así como la construcción de Lagrangianos en la teoría. Para �nalizar, en el Capítulo 6 se
incorporarán las ideas del Modelo de Espín Extendido en estados supersimétricos masivos y no-masivos,
generando así al grupo escalar SU(2) y clasi�cando los estados. El Capítulo 7 está dedicado a la discusión
y conclusiones del presente trabajo.
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Capítulo 1

Introducción

A principios del siglo XX la manera de percibir el universo cambió drásticamente con el surgimiento
de la Mecánica Cuántica y de la Relatividad General. La Mecánica Cuántica describe procesos a escalas
microscópicas, como la dinámica molecular o la estructura de los quarks dentro de los protones y neutro-
nes, mientras que la Relatividad General, nacida de la teoría de la Relatividad Especial, describe procesos
a escalas astronómicas, como el sistema solar o estrellas cientos de veces más grandes que el Sol. Ambas
teorías están probadas experimentalmente con un alto grado de exactitud, por ejemplo, con el valor de
la razón giromagnética del electrón o a través de las lentes gravitacionales.

Al generalizar la ecuación de Schrödinger1 para ser consistente con la Relatividad Especial, se obtiene
la ecuación de Klein-Gordon (véase Sección 3.1); dicha ecuación fue propuesta por el mismo Schrödinger.
Con este cambio, se rompe la degeneración en los niveles 2s y 2p que se presenta en los sistemas hidroge-
noides de la teoría de Schrödinger. Sin embargo, la descripción obtenida con la ecuación de Klein-Gordon
no resulta muy consistente con el experimento [7].

Al incorporar el espín2 del electrón de manera natural en una teoría cuántica consistente con la Re-
latividad Especial, se obtiene la ecuación de Dirac, la cual describe partículas con espín 1

2 y resuelve
algunos problemas que se presentan con la ecuación de Klein-Gordon. Por ejemplo, predice correctamen-
te el espectro del átomo de hidrógeno y permite una interpretación que explica la existencia de estados
con energía negativa3, aunque esto último, es solo para partículas de espín 1

2 [7].

A pesar del éxito de la ecuación de Dirac, ésta por sí sola no es una formulación completa de una
teoría cuántica relativista, ya que la fórmula relativista de la energía

E = mc2,

deja claro que se pueden crear partículas aportando energía al sistema y viceversa. Una teoría cuántica
relativista completa necesariamente tiene que ser una teoría de muchas partículas.

1La ecuación base de la Mecánica Cuántica No-Relativista [7].
2El espín es la primera propiedad cuántica descubierta que no tiene contraparte clásica y se asocia a un momento

magnético intrínseco de las partículas cuánticas. Si las partículas tienen espín entero (0,1,2...) se les conoce como bosones (o
antibosones) y satisfacen la estadística de Bose-Einstein. Si las partículas tienen espín semi-entero ( 1

2
, 3

2
, 5

2
...) se les conoce

como fermiones (o antifermiones) y satisfacen la estadística de Fermi-Dirac [7].
3Incorporando la idea del mar de Dirac [7].

1



1. Introducción 2

La Mecánica Cuántica integra la dualidad onda-partícula para la descripción de fenómenos microscó-
picos. Aplicando esto a campos (partículas y radiación incluidas), surge la Teoría Cuántica de Campos.
En este marco, se hace uso de una cuantización adicional de las ecuaciones cuánticas relativistas en el
formalismo de la Teoría de Campos (por lo que un sistema de un número in�nito de partículas es equi-
valente a un campo). Se observa que es una generalización de sistemas cuánticos con un número �nito
de grados de libertad a un número in�nito de grados de libertad. Bajo este marco, las inconsistencias
teóricas y experimentales de las ecuaciones cuánticas relativistas son resueltas.

El Modelo Estándar es una teoría de norma (como la electromagnética) que se formula mediante
la Teoría Cuántica de Campos. Consiste de fermiones elementales, los cuales componen la materia y de
bosones de norma, asociados a grupos de simetrías de norma, con los cuales es posible describir tres de las
cuatro interacciones fundamentales de la naturaleza: la electrodébil4 y la fuerte [13]. El Modelo Estándar
es una de las teorías más exitosas y a la vez de las más enigmáticas al ser una teoría fenomenológica;
no se sabe el origen del grupo de simetrías SU(3) × SU(2)L × U(1)Y que representa a las tres fuerzas
fundamentales del modelo [6], [17]; también hace falta una razón más fundamental para la existencia del
bosón de Higgs que da masa a las partículas. Este desconocimiento se traduce en la relativa gran cantidad
de parámetros que requiere el modelo, del orden de veinte, como la masa y la carga de las partículas.
Por la naturaleza del Modelo Estándar, se comprende que éste por sí solo nunca podrá proveer alguna
explicación sobre estas incógnitas y que, por lo tanto, es necesario investigar más allá del modelo.

Por otro lado, la última interacción fundamental, la gravedad, es descrita exitosamente por la Relati-
vidad General, aunque en este marco, la gravedad es considerada una consecuencia de la curvatura del
espacio-tiempo debido a la presencia de energía [8]. Tener una teoría con la que se pueda describir las
cuatro interacciones fundamentales conocidas es una de los retos de la física teórica hoy en día5.

Una idea de uni�cación prometedora es la Supersimetría (SUSY por sus siglas en inglés), la cual pos-
tula la idea de una simetría entre bosones y fermiones asignándole a cada partícula un �supercompañero�:
a cada fermión se le asigna un bosón llamado �sfermión�, con los mismos números cuánticos del fermión
y a cada bosón de norma se le asigna un fermión llamado �gaugino�, con los mismos números cuánticos
del bosón.

A altas energías, las constantes de acoplamiento de las interacciones del Modelo Estándar tienden
a un mismo valor. Sin embargo, usando SUSY se logra un mejor acoplamiento [6]. SUSY también da
una buena explicación de la ruptura de la simetría electrodébil, además de ofrecer candidatos para la
composición de la materia obscura (los supercompañeros). Debido a que SUSY es una buena hipótesis,
uno de los objetivos presentes del Gran Colisionador de Hadrones (LHC por sus siglas en inglés) es la
posible comprobación experimental de SUSY al observar a las partículas supercompañeras. De ser cierta
SUSY, tiene que ser una simetría rota que solo a altas energías se cumple [1], [26], [31].

Otra idea de uni�cación es la de Kaluza-Klein; propone dimensiones espaciales adicionales más allá
de 3+1, las cuales se asocian con simetrías de norma [6]. El Modelo de Espín Extendido simula la idea de
Kaluza-Klein, al asociar elementos de espín en dimensiones adicionales a grados de libertad �escalares�, en
vez de asociarlos a las dimensiones espaciales [4], [5]. Aplicar este marco teórico al Modelo Estándar pone,
al igual que las Teorías de Gran Uni�cación, restricciones en el grupo de simetría SU(3)×SU(2)L×U(1)Y ,

4Descripción conjunta de la hipercarga y la interacción débil (véase Seccion 3.3.2).
5Las teorías de Gran Uni�cación pretenden describir las interacciones del Modelo Estándar con un solo grupo de simetría,

mientras que las Teorías del �Todo� pretenden incorporar las cuatro interacciones fundamentales [6].



1. Introducción 3

así como a las representaciones y los valores de las constantes de acoplamiento.

En este trabajo se agregan las ideas del Modelo de Espín Extendido a SUSY y con ello se obtienen
estados supersimétricos con simetría escalar SU(2). En ref. [23] se encuentran ideas parecidas a las de
este texto.



Capítulo 2

Conceptos Matemáticos

En este capítulo se introducirá la nomenclatura y conceptos matemáticos básicos en el desarrollo
del trabajo. Para ello, se dará por hecho que el lector tiene conocimientos de Álgebra Lineal, Mecánica
Cuántica y Relatividad Especial.

2.1. Grupos de Lie

2.1.1. Preliminares

De�nición 2.1 Un grupo es un conjunto no-vacío G que bajo una operación binaria1 ∗ se satisface:

1. Cerradura: ∀ a, b ∈ G, a∗b ∈ G.

2. Asociatividad: ∀ a, b, c ∈ G, a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c.

3. Neutro2: ∃ e ∈ G tal que ∀ a ∈ G, a ∗ e = e ∗ a = a.

4. Inverso: ∀ a ∈ G, ∃ a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 = e.

Si además se cumple

5. Conmutatividad: ∀ a, b ∈ G, a ∗ b = b ∗ a.
se dice que el grupo G es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.1 Si Z es el conjunto de los números enteros, entonces (Z,+) es un grupo abeliano.

Ejemplo 2.2 Sea K un campo y V un K-espacio vectorial tal que dim(V )=n [10]. Considere el conjunto
GL(V ) := {m : V → V | m es un isomor�smo3 de espacios vectoriales}. La dupla (GL(V ), ◦) (donde ◦
es la composición de funciones) forma un grupo. Como GL(V ) ∼= GL(n,K) := {M ∈ Mn×n(K) | M es

1Una operación binaria en un conjunto G es una función ∗ : G×G→ G.
2Al elemento e también se le conoce como elemento identidad I.
3Un mor�smo entre dos conjuntos, es una asignación que preserva la estructura algebraica de los conjuntos; en este caso,

preserva la estructura de espacio vectorial, i.e. es una funcion lineal. Un isomor�mos entre dos conjuntos es un mor�smo
biyectivo.

4



2. Conceptos Matemáticos 5

una matriz invertible} [10], [18], entonces (GL(n,K), ·) también es un grupo, donde el símbolo · denota
la multiplicación de matrices4.

De�nición 2.2 Sea G un grupo y sea A⊆G. A es un subgrupo de G (y se denota A≤G) si A es un grupo
bajo la operación binaria de G.

De�nición 2.3 Un grupo G actúa en un conjunto X por la izquierda si ∃ Ψ : G×X → X función, que
satisface

1. ∀ x ∈ X, Ψ(e, x) = x, donde e es el elemento neutro de G

2. ∀ x ∈ X y ∀ a, b ∈ G, Ψ(a,Ψ(b, x)) = Ψ(a ∗ b, x).

Un grupo G actúa en un conjunto X por la derecha si ∃ Φ : X ×G→ X función, que satisface

1. ∀ x ∈ X, Φ(x, e) = x.

2. ∀ x ∈ X y ∀ a, b ∈ G, Φ(Φ(x, a), b) = Φ(x, a ∗ b).

De�nición 2.4 Sean U , V y W K-espacios vectoriales. Una función b : U × V→W es bilineal o 2-
multilineal, si restringida a cada coordenada es una función lineal, i.e. ∀ λ ∈ R, ∀ u, u1, u2 ∈ U y
∀ v, v2, v3 ∈ V , se cumple

1. b(λu1 + u2, v) = λb(u1, v) + b(u2, v)

2. b(u, λv1 + v2) = λb(u, v1) + b(u, v2)

La de�nición anterior se puede generalizar para un número �nito de espacios vectoriales:

De�nición 2.5 Sean V1, V2,...,Vk y W K-espacios vectoriales. Una función f : V1×V2× ...×Vk→W es
k-multilineal si restringida a cada coordenada, es una función lineal.

De�nición 2.6 Sea V un R-espacio vectorial. Se dice que T k es un k-tensor covariante en un R-espacio

vectorial V , (T k ∈
k−veces︷ ︸︸ ︷

V ⊗ V ⊗ ...⊗ V :=⊗k(V ), donde ⊗ indica el producto tensorial [18]) si es una función

k-multilineal de V a R, i.e. T k:
k−veces︷ ︸︸ ︷

V × V × ...× V → R.

Se dice que Tk es un k-tensor contravariante (Tk ∈
k−veces︷ ︸︸ ︷

V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ ...⊗ V ∗:=⊗k(V ∗)) en el espacio dual de

V, V ∗ [18], si es una función k-multilineal de V ∗ a R, i.e. Tk:
k−veces︷ ︸︸ ︷

V ∗ × V ∗ × ...× V ∗ → R [18], [22].

De�nición 2.7 Sean U , V y W C-espacios vectoriales. Una función h : U × V → W es sesquilineal si
∀ α, β ∈ C, ∀ u, u1, u2 ∈ U y ∀ v, v1, v2 ∈ U , se satisface

1. h(αu1 + βu2, v)=α∗h(u1, v) + β∗h(u2, v).

2. h(u, αv1 + βv2) = αh(u, v1) + βh(u2).

4En el resto del trabajo, solo se considerarán espacios vectoriales sobre el campo R o sobre el campo C [18] y para la
multiplicación de matrices se omitará el símbolo � ·�. En el resto del capítulo, solo se considerarán espacios vectoriales de
dimensión �nita.
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Donde α∗ es el conjugado de α.

De�nición 2.8 Sean V y W R-espacios vectoriales. Si b : V × V → W es bilineal, tal que ∀ u ∈ V,
b(u, v) = 0 implica que v=0, entonces b es no-degenerada. Si b es bilineal tal que ∀ u, v ∈ V, b(u, v) =
±b(v, u), entonces b es simétrica (con signo +) o antisimétrica (con signo −).

Observación 1: Sea V un R-espacio vectorial y considere Bil(V ) := {b : V ×V→R | b es bilineal}. Es
fácil ver que si dim(V )=n sobre R, entonces Bil(V ) ∼= Mn×n(R) [18]. El grupo GL(V ) (véase ejemplo 2.2),
de�ne una acción derecha5 sobre Bil(V ) dada por

Bil(V )×GL(V )→ Bil(V )

(b(u, v), m) 7→ b ◦m(u, v) = b(m(u),m(v)).

Observación 2: Sea V un C-espacio vectorial y considere Sesq(V ) := {h : V × V→C | h es sesqui-
lineal}. Es fácil mostrar que si dim(V ) = n sobre C, entonces Sesq(V ) ∼= Mn×n(C). GL(V ) de�ne una
acción derecha sobre Sesq(V ) análoga a la que de�ne sobre Bil(V ) en el caso real.

Observación 3: Si V es un R-espacio vectorial, entonces, debido a los isomor�smos de GL(V ) y de
Bil(V ) del ejemplo 2.2 y de la observación 1, la acción de GL(V ) sobre Bil(V ) induce una acción de
GL(n,R) sobre Mn×n(R) dada por6

Mn×n(R)×GL(n,R)→Mn×n(R)

(B , M) 7→M tBM ,

donde M t indica la matriz transpuesta de M . Si V es un C-espacio vectorial, entonces, debido a los
isomor�smos de GL(V ) y de Sesq(V ) del ejemplo 2.2 y de la observación 2, la acción de GL(V ) sobre
Sesq(V ) induce una acción de GL(n,C) sobre Mn×n(C) dada por

Mn×n(C)×GL(n,C)→Mn×n(C)

(H , M) 7→M∗tHM ,

donde M∗t indica la matriz transpuesta conjugada de M . En el resto del trabajo, para denotar a esta
matriz se usará M†.

De�nición 2.9 Sea V un R-espacio vectorial (o un C-espacio vectorial). Una geometría ortogonal (unita-
ria) en V es una función b ∈ Bil(V ) (h ∈ Sesq(V )) simétrica y no-degenerada. Una geometría simpléctica
en V es una función b ∈ Bil(V ) (h ∈ Sesq(V )) antisimétrica y no-degenerada (véase de�nición 2.8).
A la matriz B (H), asociada a la geometría b (h), se le llama métrica del espacio V. Para el resto del
trabajo se supondrá que esta matriz está calculada en la base canónica de V [10], [18].

Una geometría de un espacio vectorial V es una generalización de un producto interior [18], ya que no
se pide que sea positiva de�nida. Por lo anterior, un espacio vectorial con una geometría posee propiedades
semejantes a las de un espacio con un producto interior. En la física, se suele trabajar con este tipo de
espacios vectoriales, pues a las �medidas� de los vectores bajo una geometría, se les asocia una cantidad
física o una probabilidad7.

5Véase Apéndice A, proposición 1.
6Veáse Apéndice A, proposición 2.
7Para asociarle una probabilidad, además de ser una geometría, b tiene que ser positiva de�nida, i.e. un producto interior.
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2.1.2. Grupos de Lie

De�nición 2.10 Sea b (h) una geometría de V . Al conjunto de funciones de GL(V) que bajo la acción
de la observación 1, dejan invariante b (h), se denota por Gb (Gh) y se le conoce como grupo de isotropía
o grupo de Lie asociado a la geometría b (h), i.e. Gb := {m ∈ GL(V ) | b(u, v) = b(m(u),m(v))}.

De�nición 2.11 Por la observación 3, la de�nición 2.10 en términos de matrices, se traduce en el grupo
matricial de Lie. Si b es la geometría de V (ortogonal o simpléctica) y B es su matriz asociada, entonces
GB := {M ∈ GL(n,R) | B = M tBM} es el grupo matricial de Lie asociado a B. Si h es la geometría de
V (ortogonal o simpléctica) y H es su matriz asociada, entonces GH := {M ∈ GL(n,C) | H = M†HM}
es el grupo matricial de Lie asociado a H.

En el resto del texto, al grupo matricial de Lie, simplemente se le llamará grupo de Lie. La forma más
general de de�nir un grupo de Lie es mediante la topología diferencial. Con esta de�nición se demuestra
que GL(n,K) es un grupo de Lie para cualquier n, así como cualquier subgrupo (véase de�nición 2.2) de
un grupo de Lie8 [16], [22] . A continuación se darán ejemplos de otros grupos de Lie que se utilizarán
durante el desarrollo del trabajo.

Ejemplo 2.3 Sea J=
(

0 −In×n
In×n 0

)
una métrica de un R-espacio vectorial V tal que dim(V)=2n. El

grupo de Lie asociado a J se de�ne como Sp(n,R) := {M ∈ GL(2n,R) | J = M tJM} y se le conoce como
grupo simpléctico de V. Si J es la métrica de un C-espacio vectorial V, entonces, el grupo simpléctico es
Sp(n,C) := {M ∈ GL(2n,C) | J = M†JM}.

Si n=1, se satisface Sp(1,R) = SL(2,R) := {M ∈ GL(2,R) | det(M) = 1}, análogo el caso complejo.
Al grupo SL(2,R) (SL(2,C)) se le conoce como grupo especial lineal real (complejo).

Nota: En general, el grupo especial lineal es SL(n,K):={M ∈ GL(n,K) | det(M) = 1}. SL(n,K)
también es grupo de Lie ya que es subgrupo de GL(n,K), y es de dimensión n2 − 1 sobre K.

Ejemplo 2.4 Sea B=I (la matriz identidad) una métrica de un R-espacio vectorial V tal que dim(V)=n.
El grupo de Lie asociado a B se de�ne como O(n) := {M ∈ GL(n,R) | M tM = I}={M ∈ GL(n,R) |
det(M) = ±1} y se le conoce como grupo ortogonal de V.

Considere el conjunto SO(n) := {M ∈ O(n) | det(M) = 1}. SO(n) es un subgrupo de O(n), por lo
que también es grupo de Lie y se le conoce como grupo especial ortogonal de V.

Ejemplo 2.5 Sea B=I una métrica de un C-espacio vectorial V tal que dim(V)=n. El grupo de Lie aso-
ciado a B se de�ne como U(n) := {M ∈ GL(n,C) |M†M = I} y se le conoce como grupo unitario de V.

Considere el conjunto SU(n) := {M ∈ U(n) | det(M) = 1}. SU(n) es un subgrupo de U(n), por lo
que también es un grupo de Lie y se le conoce como grupo especial unitario de V.

El hecho de que Mn×m(R) ∼= Rnm, nos da una noción más intuitiva al de�nir propiedades topológicas
sobre las matrices debido a las propiedades de distancia en Rnm (lo mismo en el caso de C).

De�nición 2.12 Un grupo de Lie G es compacto si

8Salvo los hechos mencionados anteriormente, para los propósitos de este trabajo, no es necesario considerar la de�nición
general de grupo Lie.
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1. ∀ {Xn} ∈ G, {Xn}
n→∞→ X ∈ G.

2. ∀ X ∈ G, ∃ c constante tal que |Xij | ≤ c donde Xij es el escalar correspondiente en el i-ésimo
renglón y en la j-ésima columna de X.

De�nición 2.13 Un grupo de Lie G es disconexo si ∃ W,V conjuntos abiertos, ajenos y no-vacíos de G,
tales que G=W ∪V. Si G no es disconexo, se dice que G es conexo.

Se sigue de la de�nición anterior que si G es disconexo, entonces puede descomponerse en componentes
conexas de forma única.

De�nición 2.14 Un grupo de Lie G es simplemente conexo si ∀ σ(t) (t ∈ [0, 1]) trayectoria cerrada en
G, está se puede transformar por homotopía9 a un elemento en G.

Ejemplo 2.6 SU(n) y SO(3) son compactos pero SL(n,C) no lo es. SU(n), SL(n,C) son simplemente
conexos. SO(3) es conexo, pero no es simplemente conexo [11].

2.2. Álgebras de Lie y superálgebras de Lie

2.2.1. Álgebras de Lie

De�nición 2.15 Un álgebra asociativa A sobre un campo K es un K-espacio vectorial equipado con una
función bilineal µ : A×A→ A que satisface

1. ∀ u, v, w ∈ A µ(µ(u, v), w) = µ(u, µ(v, w)).

2. ∃ 1A ∈ A tal que ∀ a ∈ A µ(1A, a) = a = µ(a, 1A).

Ejemplo 2.7 Sea V un K-espacio vectorial, entonces (Mn×n(K), ·) con · la multiplicación de matrices,
es un álgebra asociativa.

De�nición 2.16 Un álgebra de Lie es un K-espacio vectorial ĝ, con una función bilineal antisimétrica
[∗, ∗] : ĝ × ĝ → ĝ llamada corchete de Lie. Este satisface: [x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = 0, ∀ x, y, z ∈
ĝ. A esta propiedad se le conoce como identidad de Jacobi.

Ejemplo 2.8 Sea A un álgebra asociativa. Ésta de�ne un álgebra de Lie donde el corchete de Lie es
[x, y] = µ(x, y)− µ(y, x) ∀ x, y ∈ A (conmutador)

Dada una matriz x, se de�ne exp(x) = ex = I + x+ x
2 + · · · =

∞∑
k=0

xk

k!
.

De�nición 2.17 Para un grupo de Lie10 GB (véase de�nción 2.11), se tiene el álgebra de Lie asociada,
dada por ĝB := {x ∈ Mn×n(R) | esx ∈ GB ,∀ s ∈ R} y para un grupo de Lie11 GH , se tiene ĝH := {x ∈
Mn×n(C) | esx ∈ GB ,∀ s ∈ R}.

9Dos funciones continuas f, g : X → Y son homotópicas si ∃ H : X× [0,1]→ Y tal que:

1. H(x, 0) = g(x).

2. H(x, 1) = f(x).

10Cualquier grupo de Lie tiene asociado un álgebra de Lie [16], [22].
11Esta no es la forma más general de de�nir el álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie [11]. Sin embargo, para los

propósitos de este trabajo, esta de�nición es su�ciente.
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Observación 4: En la de�nición 2.17, el corchete de Lie está dado por [x, y] = xy−yx. Casi en todos
los casos, cualquier elemento de un grupo de Lie G se puede ver como esx para algún x ∈ ĝ (los elementos
del álgebra de Lie generan elementos del grupo de Lie mediante la función exponencial exp). Además,
dado esx ∈ G, se tiene d

ds

∣∣
s=0

(esx) = x ∈ ĝ, por lo que

ĝ
exp→ G

G
d
ds |s=0→ ĝ.

La función exp y los elementos de ĝ cumplen

1. e0=I.

2. Sea x ∈ ĝB , ∀ a, b ∈ C se cumple e(a+b)x = eaxebx.

3. ∀ x, y ∈ ĝB tal que [x, y] = 0, entonces ex+y = exey.

4. ∀ x, y ∈ ĝB tal que [x, y] 6= 0, entonces exy= ĺım
n→∞

(e
x
n e

y
n )n.

5. ∀ x ∈ ĝB det(ex)=etr(x) donde tr(x) indica la traza de x.

6. ∀ x ∈ ĝB |(ex)ij | ≤ e|xij |.

7. ∀ x, y ∈ ĝB ey
−1xy=y−1exy.

8. ∀ x ∈ ĝB . (ex)†=ex
†
.

Ejemplo 2.9 Dado el grupo de Lie GL(n,K) del ejemplo 2.2, su álgebra de Lie asociada es gl(n,K) :=
{x ∈Mn×n(K) | esx ∈ GL(n,K),∀ s ∈ K}.

Ejemplo 2.10 Dado el grupo de Lie SL(n,K) del ejemplo 2.3, su álgebra de Lie asociada es sl(n,K) :=
{x ∈ gl(n,K) | tr(x) = 0}.

Ejemplo 2.11 Dados los grupos de Lie O(n) y SO(n) del ejemplo 2.4, sus álgebras de Lie asociadas se
denotan por o(n) y so(n) respectivamente, y se satisface o(n) = so(n) := {x ∈ gl(n,R) | xt = −x}. Cabe
destacar que existen elementos X ∈ O(n) tales que X 6= esx, ∀ x ∈ o(n).

Ejemplo 2.12 Dados los grupos de Lie U(n) y SU(n) del ejemplo 2.5, sus álgebras de Lie asociadas
se denotan por u(n) y su(n) respectivamente, y se de�nen como u(n) := {x ∈ gl(n,C) | x† = −x} y
su(n) := {x ∈ gl(n,C) | x† = −x y tr(x) = 0}.

2.2.2. Superálgebras de Lie

De�nición 2.18 Un K−espacio vectorial graduado sobre un grupo abeliano G, es un espacio vectorial que
admite la estructura: V = ⊕n∈GVn (⊕ denota la suma directa exterior [18]), donde Vn son K−espacios
vectoriales. Los elementos del subespacio Vn se llaman homogéneos de grado n ∈ G. Se de�ne la función
�grado� como12

12q denota la unión ajena de conjuntos.
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| · | : (qn∈GVn)− {0} → G

v → n si v ∈ Vn.

Para que esta función este bien de�nida, se necesita que los elementos de K tengan grado 0 y si k ∈ K,
v ∈ V , entonces |k · v| = |k|+ |v| = |v|.

Si G = Z2 = {0, 1}, entonces se dice que V es un K−superespacio vectorial. A los elementos de V0,
V1 y V0 q V1, se les llama �par�, �impar� y �puro� respectivamente.

De�nición 2.19 Un álgebra asociativa A (sobre un campo K) graduada sobre un grupo abeliano G es
un K-espacio vectorial graduado sobre G en el que cada sumando es un álgebra asociativa. También se
tiene una aplicación µ : A × A → A bilineal, asociativa con un elemento identidad 1A ∈ A, como en la
de�nición 2.15., que además satisface

µ(Aα, Aβ) ⊆ Aα+β ∀α, β ∈ G.

De�nición 2.20 Considere el caso G = Z2, entonces A = A0 ⊕ A1 es un álgebra Z2-graduada. La
aplicación grado está dada por

|a| =
{

0, si a ∈ A0

1, si a ∈ A1,

y se cumple |µ(a, b)| = |a| + |b| (mod 2). Toda álgebra Z2-graduada de�ne una superálgebra de Lie me-
diante el superconmutador:

[a, b} = µ(a, b)− (−1)|a||b|µ(b, a) ∀ a, b ∈ A.
donde a, b son elementos �puros�. Como ∀ a, b ∈ A se tiene que a = a0 ⊕ a1 y b = b0 ⊕ b1, entonces por
linealidad

[a, b} = [a0, b0] + [a0, b1] + [a1, b0] + {a1, b1}.
con {x, y} = µ(x, y) + µ(y, x) ∀ x, y ∈ A (anticonmutador). Se sigue de la construcción

[A0, A0] ⊆ A0; [A1, A0] ⊆ A1; {A1, A1} ⊆ A0, ∀ a, b ∈ A.
El superconmutador satisface:

(−1)|a||c|[a, [b, c}}+ (−1)|b||a|[b, [c, a}}+ (−1)|c||b|[c, [a, b}} = 0 ∀ a, b, c ∈ A.
A esta propiedad se le conoce como súper identidad de Jacobi.

Nota: A0 es un álgebra de Lie (véase de�nición 2.16). No cualquier álgebra de Lie puede extenderse
a una superálgebra de Lie.

Ejemplo 2.13 Sea V = V0 ⊕ V1 = un K−superespacio vectorial. Una transformación lineal t : V → V
es homogénea de grado13 p (p ∈ Z2), si t(Vn) ⊆ Vn+p, ∀ n ∈ Z2 (t ∈ EndK(V ) [18]). Se observa que el
conjunto EndK(V ) tiene estructura de superálgebra de Lie14 con

13Si t es de grado 0, una función �par�. (en este contexto, no tiene nada que ver con que t(v) = t(−v)) entonces t es un
endomor�smo de K−superespacios vectoriales.

14Donde la operación µ es la composición de funciones.



2. Conceptos Matemáticos 11

EndK(V ) = End0
K(V )⊕ End1

K(V ),

donde

End0
K(V ) = {t ∈ EndK(V ) | t(Vn) ⊆ Vn}

y

End1
K(V ) = {t ∈ EndK(V ) | t(Vn) ⊆ V(n+1) mod2}.

Como caso particular, sea C1|1 = C ⊕ ΠC donde ΠC ∼= C. La única diferencia entre ambos espacios
es que C1|1

0 = C y C1|1
1 = ΠC. Como C1|1 ∼= C2, entonces EndC(C1|1) ∼= M2×2(C). Para T ∈ M2×2(C)

(isomorfa alguna transformación t), se tiene

T =

(
T00 T01

T10 T11

)
,

por lo que

T (z) =

(
T00 T01

T10 T11

)(
z0

z1

)
=

(
T00z0 + T01z1

T10z0 + T11z1

)
.

Dado que T00z0 + T01z1 y T10z0 + T11z1 deben tener grado 0 y 1 respectivamente, entonces, para que T
sea par, se debe cumplir: |T00| = |T11| = 0 y |T01| = |T01| = 1; pero los elementos de la matriz T están
sobre C, por lo que son de grado 0. De esta manera se tiene

End0
K(C1|1) ∼= {T ∈ EndK(C1|1) | T =

(
T00 0

0 T11

)
}.

Un análisis similar muestra que

End1
K(C1|1) ∼= {T ∈ EndK(C1|1) | T =

(
0 T01

T10 0

)
}.

2.3. Representaciones

De�nición 2.21 Una representación real (compleja) Π de un grupo de Lie GB (GH) es un mor�smo de
grupos15 continuo a GL(n,R) (GL, (n,C)), i.e.

Π : GB → GL(n,R),

tal que
Π(XY ) = Π(X)Π(Y ) ∀ X,Y ∈ GB .

Observación 5: Una representación convierte cualquier elemento del grupo GB (GH) en un operador
en GL(n,R) (GL(n,C)).

15Un mor�mo de grupos es una función que preserva la estructura de grupos, i.e. preserva la operación binaria de los
grupos.
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De�nición 2.22 Una representación real (compleja) π de un álgebra de Lie ĝB, es un mor�smo de ál-
gebras, lineal16 y biyectivo a gl(n,R) (gl(n,C)), i.e.

π : ĝB → gl(n,R),

tal que
π([x, y]) = [π(x), π(y)] ∀ x, y ∈ ĝB .

Nota: El espacio de las representaciones del grupo de Lie y de su álgebra de Lie es el mismo.

De�nición 2.23 Una representación de un conjunto X en un conjunto Y es irreducible, si los únicos
subespacios invariantes, son {0} y X mismo; de lo contrario, se le llama representación reducible [16].

De�nición 2.24 Sea V un C-espacio vectorial. Una representación Π : GH → GL(n,C) es unitaria si
las matrices que la representan son unitarias, i.e. Π(X)

†
= Π(X)

−1 ∀ X ∈ GH .

De�nición 2.25 Sea V un C-espacio vectorial. Una representación π : ĝH → gl(n,C) es hermitiana si
las matrices que la representan son hermitianas, i.e. π(x)† = π(x) ∀ x ∈ ĝH .

A continuación se darán ejemplos de las representaciones �nitas más usadas en la física.

Ejemplo 2.14 Representación trivial: Esta representación actúa en un espacio 1-dimensional cuyos ele-
mentos son llamados escalares con respecto a G. Esta representación está de�nida como

Π : G→ GL(n,K), con Π(X) = I ∀ X ∈ G

y
π : ĝ → gl(n,K), con π(gµ) = 0 ∀ gµ ∈ ĝ (produce escalares).

Ejemplo 2.15 Representación estándar o fundamental: En esta representación, los generadores de ĝ17

actúan en un espacio cuya dimensión es la más pequeña no-trivial posible. Los elementos sobre los que
actúan los operadores de esta representación son llamados vectores con respecto a G. Esta representación
está de�nida por el mapeo de inclusión

Π : G→ Gl(n,K) con Π(X) = X ∀ X ∈ G

y
π : ĝ → gl(n,K) con π(gµ) = (gµ)

σ
ρ ∀ gµ ∈ ĝ.

Ejemplo 2.16 Representación adjunta: Esta representación actúa en un espacio de dimensión igual al
número de generadores de ĝ. Los elementos que pertenecen a este espacio están en la representación
adjunta. Para obtener esta representación, considere la siguiente función

Ad : G→ GL(n,K)

X 7→ AdX ∀ X ∈ G,
16Está completamente determinada por una base de ĝB (ĝH).
17Por la observación 4 a los miembros de la base de un álgebra ĝ se les llama generadores.
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donde AdX es un operador dado por

AdX : G→ GL(n,K)

A 7→ XAX−1 ∀ A ∈ G,

y

ad : ĝ → gl(n,K)

gµ 7→ adgµ ∀ gµ ∈ ĝ,

donde adgµ es el operador dado por
adgµ : ĝ → gl(n,K)

gν 7→ ([gµ, gν ])
σ
ρ ∀ gµ ∈ ĝ.

Nota: Se escribe [gµ, gν ] = ifµν
λgλ. A las constantes fµν

λ se conoce como constantes de estructura.
Usando la identidad de Jacobi, se aprecia que la identi�cación gµ → (gµ) σρ = f σ

µρ satisface ([gµ, gν ])
σ
ρ =

f λ
µν (gλ) σρ i.e., satisfacen la misma álgebra. Por lo anterior, a la identi�cación gµ → (gµ) σρ = f σ

µρ es a
la que en la física se le conoce como representación adjunta [11].

Sea G un grupo de Lie y ĝ su respectiva álgebra de Lie. Si se tiene una representación de G en

GL(n,K), G
Π→ GL(n,K), entonces es posible asegurar que existe una única representación de ĝ en

gl(n,K), ĝ
π→ gl(n,K), tal que se cumpla

G
Π→ GL(n,K)

exp ↑ ↑ exp

ĝ
π→ gl(n,K).

Si el grupo G es simplemente conexo, entonces es posible asegurar que dada una representación entre
álgebras de Lie ĝ y gl(n,K), hay una única representación entre los grupos de Lie G y GL(n,K) [11].

Si G no es simplemente conexo, entonces se construye el grupo espinorial de G (espı́n(G)) o cubierta
universal de G [11] (hay un mor�smo entre G y espı́n(G) pero la diferencia es que espı́n(G) es un grupo
simplemente conexo), tal que si ˜̂g es el álgebra de Lie de espı́n(G), entonces ˜̂g y ĝ son isomorfos18, y se
satisface

espı́n(G)
Π̃→ GL(n,K)

exp ↑ ↑ exp

˜̂g π̃→ gl(n,K),

donde Π̃ y π̃ son representaciones.

A las representaciones de espı́n(G) que no son representaciones de G, se les conocen como repre-
sentaciones espinoriales de G o representaciones de espín y los elementos del espacio vectorial en el que

18Un isomor�mos de álgebras de Lie es un isomor�smo lineal que preserva las constantes de estructura.
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actúan los operadores de estas representaciones, se les llaman espinores19. Todos los tipos de espinores ψ
satisfacen que bajo una rotación R de 2π

Rψ → −ψ, (2.1)

a diferencia de los vectores de Rn [29].

A continuación, se revisarán cinco grupos de Lie no-abelianos (y sus respectivas álgebras de Lie)
esenciales para el desarrollo del trabajo.

2.3.1. SO(3) y SU(2)

Las de�niciones de SU(2) y su respectiva álgebra se dieron en el ejemplo 2.5 y en el ejemplo 2.12.
SO(3) (véase ejemplo 2.4) es el grupo de rotaciones en R3 [27]. La estructura de álgebra de Lie de
so(3), (véase el ejemplo 2.11) se puede obtener con los operadores diferenciales hermitianos de momento
angular20 , L̂ab = i(xa∂b − xb∂a)=−L̂ba, a, b = 1, 2, 3 (por lo que solo se necesitan 3 para generar el
álgebra so(3) y a SO(3)), que satisfacen

[L̂ij , L̂kl] = iδjkL̂il − iδikL̂jl − iδjlL̂ik + iδilL̂jk. (2.2)

El operador de momento angular es

L̂ = (L̂23, L̂31, L̂21). (2.3)

Por otro lado, considere L̂i = 1
2ε
ijkL̂jk, donde εijk es el tensor de Levi-Civita. Se cumple

[L̂i, L̂j ] = iεijkL̂k. (2.4)

Con esta notación, el operador de momento angular es

L̂ = (L̂1, L̂2, L̂3), (2.5)

y mediante el mapeo exponencial

R := exp(−iωiL̂i) ∈ SO(3), (2.6)

se obtiene una rotación en un ángulo |ω| alrededor del eje de�nido por ω̂.

La representación trivial de so(3) es L̂ij=0; por lo anterior, cualquier rotación R está representada
por la identidad. Como la representación trivial es igual para todos los grupos de Lie, en el resto del texto
ya no se realizará su construcción.

En la representación fundamental de so(3), cada generador L̂ij está dado por una matriz de 3 × 3,

(L̂ij)
ab
, la cual opera sobre vectores de 3 dimensiones. Estas matrices están dadas como

(L̂ij)
ab

= i(δjaδib − δiaδjb). (2.7)

19Más adelante se revisará con detalle esta representación.
20En el desarrollo de este trabajo se considera ~ = 1, donde ~ es la constante de Plank.
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En esta representación, al tomar el mapeo exponencial, éste actúa sobre vectores de 3 dimensiones, i.e.
exp(− i

2ω
ijLij)abV a, donde ωij=εijkωk (véase ec. 2.6). Para so(3), la representación adjunta es equiva-

lente a la representación fundamental, i.e. la representación adjunta consiste en efectuar el cambio de
base21 (L̂j)ab = −iεjab.

Para cada n ∈ N impar, hay una representación de so(3) que actúa en un espacio vectorial dimensión
n sobre R. Sin embargo esto no da una completa descripción de las partículas cuánticas en todos los
casos. Como SO(3) no es un grupo simplemente conexo, se recure al grupo espín de SO(3)22. Considere

SU(2)
f→ SO(3)

A 7→ G donde G(X) = AXA†.

Es fácil ver que f es una función suprayectiva aunque no es inyectiva23 (es 2 a 1 ya que f(A) = f(−A)).
Como24 su(2) ∼= so(3), entonces espı́n(SO(3)) = SU(2) [11].

Tomando n = 2s + 1 se obtiene que para cada valor semi-entero o entero del número s, hay una re-
presentación de su(2) hermitiana (con una representación unitaria de SU(2)) que opera sobre un espacio
vectorial de dimensión n sobre C. El número s se asocia con el valor del espín de las partículas [7].

Para s = 1
2 se tiene la representación fundamental de su(2) (hermitiana e irreducible, que opera

sobre un espacio vectorial de dimensión 2 sobre C) y se le conoce como representación de espín 1
2 . Dicha

representación proporciona una correcta descripción de partículas no-relativistas con momento angular
total 1

2 , i.e.
25 con espín 1

2 . La base de esta representación son las matrices de Pauli26, las cuales satisfacen

[σi, σj ] = 2iεijkσk, (2.8)

o si se toma Ŝi = 1
2σ

i, se obtiene

[Ŝi, Ŝj ] = iεijkŜk. (2.9)

Así, el operador de espín total27 es

Ŝ = (Ŝ1, Ŝ2, Ŝ3). (2.10)

Los elementos del espacio vectorial en el que actúa el operador Ŝ son espinores [7]. Para s = 1 se tiene
la representación adjunta de su(2); que describe correctamente partículas no-relativistas de momento
angular total28 1, y así sucesivamente para cualquier valor de s [7].

21Véase ec. 2.4.
22En Mecánica Cuántica esto se hace cuando se considera la contribución del espín de las partículas en el momento

angular total, M̂ = L̂ + Ŝ donde Ŝ es el operador de espín [7].
23Tomando Z2

∼= {−1, 1} (como grupo multiplicativo), entonces SU(2)/Z2
∼= SO(3) (isomor�smo de grupos).

24Las constantes de estructura son las mismas, por lo el mor�smo que manda la base en la base es un isomor�smo de
álgebras de Lie.

25Forzosamente el momento angular orbital tiene que ser 0 [7].
26Véase Apéndice B.
27También llamado operador de espín 1

2
[7].

28Esta representación describe partículas de espín 1 siempre y cuando el momento angular orbital sea 0 [7].
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2.3.2. SO0(1, 3) y SL(2,C)
Uno de los principios en los que se basa la teoría de la Relatividad Especial [8] es considerar al tiempo

y al espacio partes de un solo ente 4-dimensional llamado espacio-tiempo29 y usar la métrica de Minkowski
(como la de�nición 2.9)

η := diag(1,−1,−1,−1), (2.11)

donde la primera coordenada está asociada a la coordenada temporal.

Se observa que las isometrías más generales de R4 en R4 que dejan invariante la métrica de Minkowski
son

f(xµ) = x̂µ = Λµνx
ν + aµ. (2.12)

La matriz Λ (Λ = [(Λ)µν ] µ, ν = 0, 1, 2, 3) es una transformación de R4 que tiene que satisfacer

ΛtηΛ = η. (2.13)

Por lo anterior, las matrices Λ forman un grupo de Lie asociado a la métrica de Minkowski η (véase
de�nición. 2.11). A este grupo se le llama grupo de Lorentz o grupo O(1, 3) y consta de 4 componentes
ajenas (O(1, 3) es disconexo, véase de�nición 2.13) entre sí caracterizadas por

det(Λ) = ±1 y sgn(Λ0
0) = ±1, (2.14)

donde sgn(x) indica el signo de x.

En la ec. 2.12, aµ es una traslación en la coordenada µ. Las traslaciones a junto con O(1, 3) forman un
grupo de Lie llamado grupo de Poincaré [9], el cual se revisará en la siguiente sección.

Como se puede deducir de la de�nición 2.2, solo la componente que posee al elemento identidad es un
subgrupo30; a este se le conoce como SO0(1, 3), y consta de elementos con det(Λ) = 1 (proporciona una
paridad �ja) y sgn(Λ0

0)=1 (conserva el �ujo del tiempo). Como SO0(1, 3) no es compacto [9], se puede
demostrar que no tiene representaciones de dimensiones �nitas unitarias.31

La estructura de álgebra de Lie de so0(1, 3) se obtiene de los operadores diferenciales L̂µν = i(xµ∂ν −
xν∂µ)=−L̂νµ para µ, ν = 0, 1, 2, 3. Estos operadores satisfacen [9], [16]

[L̂ρσ, L̂νµ] = iηρµL̂σν − iηρνL̂σµ + iησνL̂ρµ − iησµL̂ρν . (2.15)

Si la ecuación anterior se restringe a los índices espaciales, entonces se obtiene la ec. 2.2, por lo que se
concluye que SO(3) ⊂ SO0(1, 3). Debido a esto, SO0(1, 3) no es un grupo simplemente conexo.

El operador de momento angular es

L̂ = (L̂23, L̂31, L̂21), (2.16)

29En el desarrollo de este trabajo se considera c=1, donde c es la velocidad de la luz en el vacío.
30Es posible demostrar que las demás componentes de O(1, 3) se generan con inversiones temporales T y cambios de

paridad P multiplicados con elementos de SO0(1, 3) [9].
31Existen generadores del álgebra que no son hermitianos.
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mientras que el operador de rotaciones totales que involucran el eje temporal (transformaciones de Lorentz
propiamente dichas, que también son llamadas �boosts� o �empujones�) está dado por

K̂ = (L̂01, L̂02, L̂03). (2.17)

Nota: Para representaciones de dimensiones �nitas, los boosts no son operadores hermitianos.

Bajo el mapeo exponencial se obtiene

Λ := exp(− i
2
ωµνL̂

µν) ∈ SO0(1, 3), (2.18)

donde ωµν es un tensor antisimétrico constante.

En la representación fundamental, cada generador L̂µν está dado por una matriz de 4 × 4 (L̂µν)
σ

ρ y
operan sobre vectores de 4 dimensiones. Las correspondientes matrices están dadas como

(L̂µν)
σ

ρ = i(ηµσδνρ − ηνσδµρ). (2.19)

En esta representación, al tomar el mapeo exponencial, éste actúa sobre vectores de 4 dimensiones, i.e.
ΛσρV

ρ, donde Λσρ = exp(− i
2ωµνL

µν)σρ, es la matriz de una transformación de Lorentz usal.

Hay 6 generadores de so0(1, 3) ya que L̂i = 1
2ε
ijkL̂jk para i, j, k = 1, 2, 3 y también se tiene K̂i = L̂0i.

De esta manera, la ec. 2.15 se escribe como [19]

[L̂i, L̂j ] = iεijkL̂k; (2.20)

[K̂i, K̂j ] = −iεijkĴk; (2.21)

[L̂i, K̂j ] = iεijkK̂k. (2.22)

En un abuso de notación, las 3 ecuaciones anteriores se pueden escribir como [L̂a, L̂b] = ifabcL̂
c para

a, b, c = 1, 2, ..., 6 (se consideró L̂a=K̂a para a = 4, 5, 6). Por lo anterior, la representación adjunta está
compuesta de matrices de 6× 6 de�nidas como (L̂a)bc = −ifabc (véase ejemplo 2.16).

SO0(1, 3) no proporciona una completa descripción de las partículas relativistas en todos los casos.
Al igual que en el caso no-relativista (Sección 2.3.1) hay que recurrir al grupo espı́n(SO0(1, 3)). En la
sección anterior se observó que espı́n(SO(3)) = SU(2); un análisis similar muestra que sl(2,C) ∼= so0(1, 3)
y espı́n(SO0(1, 3)) = SL(2,C) (véase ejemplo 2.3 y 2.10).

Espinores de Dirac

Para construir las representaciones de sl(2,C) se usa un conjunto de matrices que forman un álgebra
asociativa (véase de�nición 2.15 y ejemplo 2.7) llamada álgebra de Cli�ord de dimensión 4, C4, o álgebra
de Dirac [16], [25]. Ésta está de�nida por la relación

{γµ, γν} = 2Iηµν , (2.23)
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donde µ, ν = 0, 1, 2, 3. I es la matriz identidad (de la misma dimensión que γµ), que a partir de este
momento se omitirá al escribir la ec. 2.23. A las matrices γµ se les llaman matrices de Dirac.

Considere σµ := (I, σ̄), σ̄µ := (I,−σ̄) donde σ̄ = (σ1, σ2, σ3) son las matrices de Pauli. Con lo anterior,
las matrices de Dirac escritas en la representación de Weyl32 son

γµ =

(
0 σµ

σ̄µ 0

)
. (2.24)

Se de�ne

Ŝµν :=
i

4
[γµ, γν ] =

i

4

(
σµσ̄ν − σν σ̄µ 0

0 σ̄µσν − σ̄νσµ
)
. (2.25)

Es fácil veri�car

[Ŝµν , γρ] = i(γµηνρ − γνηρµ), (2.26)

por lo que

[Ŝρσ, Ŝνµ] = iηρµŜσν − iηρν Ŝσµ + iησν Ŝρµ − iησµŜρν . (2.27)

De la ecuación anterior se observa que Ŝνµ ∈ so0(1, 3) (pues satisface las condiciones del álgebra
sl(2,C) ∼= so0(1, 3)) y de esta forma, se tiene una representación espinorial de so0(1, 3).

El operador de espín total es

Ŝ = (Ŝ23, Ŝ31, Ŝ12) =
i

2
(γ2γ3, γ3γ1, γ1γ2), (2.28)

mientras que el operador de boost total de �espín� es

K̂ = (Ŝ01, Ŝ02, Ŝ03) =
i

2
(γ0γ1, γ0γ2, γ0γ3). (2.29)

Mediante el mapeo exponencial, se obtiene

S(Λ) := exp(− i
2
ωµν Ŝ

µν) ∈ SL(2,C). (2.30)

El espacio vectorial en el que actúa la representación dada por la ec. 2.25 es de dimensión 4 sobre C y
a sus elementos se les llaman espinores de Dirac. Los espinores de Dirac se transforman con el operador
S(Λ)

ψ(x)→ S(Λ)ψ(Λ−1x). (2.31)

donde Λ está de�nida en la ec. 2.18. Como las matrices de Dirac satisfacen

(γµ)
†

= γ0γµγ0 = γµ, (2.32)

entonces, se cumple

32Las matrices de Dirac son una generalización de las matrices de Pauli ya que estas cumplen {σµ, σ̄ν} = 2ηµν . En este
trabajo solo se trabajara con la representación de Weyl de las matrices de Dirac. En el Apéndice B se muestran otras
representaciones de las matrices de Dirac.
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(Ŝµν)† = − i
4

[(γµ)†, (γν)†] = −γ0Ŝµνγ0 = Ŝµν . (2.33)

De la ec. 2.33 se obtiene S(Λ)† = γ0S(Λ)−1γ0. Con ayuda de lo anterior, es posible de�nir el espinor
adjunto de Dirac

ψ̄ := ψ†γ0; ψ̄(x)→ ψ̄(Λ−1x)S(Λ)−1, (2.34)

Se de�ne

γ5 := iγ0γ1γ2γ3. (2.35)

Esta matriz cumple

1. (γ5)2 = I (por lo que sus eigenvalores son ±1).

2. {γ5, γµ}=0 µ = 0, 1, 2, 3.

3. [γ5, Sµν ] = 0 µ, ν = 0, 1, 2, 3.

Se establecen los operadores de proyección:

P± :=
1

2
(I ± γ5), (2.36)

que satisfacen (P±)2 = P± y P+P− = 0.

Espinores de Weyl y de Majorana

Es posible demostrar que sl(2,C) es isomorfa a dos álgebras su(2) que conmutan entre sí: sl(2,C) ∼=
su(2) ⊕ su(2)

∗ [9]. Por lo anterior, las representaciones de sl(2,C) están clasi�cadas por dos números
semi-enteros o enteros (uno por cada su(2), véase Sección 2.3.1).

Sea M ∈ SL(2,C). La representación fundamental de M es conocida como representación espinorial
(0, 1

2 ). El espacio vectorial en el que esta representación actúa es de dimensión 2 sobre C y a sus elementos
se les conoce como espinores izquierdos χα (α = 0, 1). Por otro lado, la representación fundamental de
M∗ es conocida como representación espinorial ( 1

2 , 0) o como representación fundamental conjugada33.
El espacio vectorial en el que esta representación actúa es de dimensión 2 sobre C y a sus elementos
se les conoce como espinores derechos χ̄α̇ (α̇ = 0, 1). Nótese que χ†α = χ̄α̇. Las partículas descritas
por la representación (0, 1

2 ) (( 1
2 , 0)), son partículas relativistas de espín 1

2 llamadas partículas izquierdas
(derechas). A los espinores derechos e izquierdos también se les llama espinores de Weyl o espinores
quirales. Con los operadores de proyección de la ec. 2.36, se obtienen los espinores de Weyl a partir de
un espinor de Dirac34 ψ (

χα
0

)
= ψL = P−ψ;

(
0
ξ̄α̇

)
= ψR = P+ψ, (2.37)

33La represntación espinorial presentada en la ec. 2.25, es la representación (1/2, 0) ⊕ (0, 1/2) [9], [19]; por lo tanto, es
una representación reducible. Esta representación describe correctamente en un marco relativista, partículas con espín 1

2
.

34Esto solo es posible en la representación de Weyl de las matrices de Dirac.
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donde ψL (ψR) es el espinor izquierdo (derecho35).

Para subir y bajar indices espinoriales (ec. 2.37), i.e. pasar de la representación fundamental (conju-
gada) a la representación contravariante (conjugada) y viceversa, no se usa el tensor métrico η, sino se
usan los tensores [26]

εαβ = εα̇β̇ =

(
0 −1
1 0

)
; εαβ = εα̇β̇ =

(
0 1
−1 0

)
, (2.38)

pues son tensores invariantes en SL(2,C), con α, α̇, β, β̇ = 0, 1. Por lo tanto,

χα = εαβχ
β ; χα = εαβχβ ; ξ̄α̇ = εα̇β̇ ξ̄β̇ ; ξ̄α̇ = εα̇β̇ ξ̄

β̇ . (2.39)

En particular ξχ := ξαχα = ξαεαβχ
β = −χβεαβξα = χβεβαξ

α = χβξβ = χξ.

Por el último término de la ec. 2.25, los generadores de sl(2,C) en los espacios de χα y ξ̄α̇ se de�nen
[26]

(σµν) βα :=
i

4
(σµαγ̇ σ̄

νγ̇β − σναγ̇ σ̄µγ̇β); (σ̄µν)α̇
β̇

:=
i

4
(σ̄µα̇γσν

γβ̇
− σ̄να̇γσµ

γβ̇
). (2.40)

Hay que notar que, por ejemplo, el generador en la tercera dirección espacial es S12 = S12 = σ12 = σ̄12 =
σ3

2 como se esperaba. χα y ξ̄α̇ tienen la regla de transformación de Lorentz:

χα → exp(− i
2
ωµνσ

µν) βα χβ ; ξ̄α̇ → exp(− i
2
ωµν σ̄

µν)α̇
β̇
ξ̄β̇ . (2.41)

Se de�ne la matriz de conjugación de carga C en esta representación (representación de Weyl) [26]
como

C =

(
−εαβ 0

0 −εα̇β̇

)
. (2.42)

La matriz C satisface

Ct = C† = C−1 = −C. (2.43)

Por la ec. 2.39, la matriz C se usa para conjugar al espinor de Dirac36

ψb = ψaCab. (2.44)

El espinor de carga conjugada se de�ne como

ψC = Cψ̄t; ψ̄C = ψC†γ0. (2.45)

A partir de un espinor de Dirac, se puede de�nir otro tipo de espinor ψM conocido como espinor de
Majorana, dado por la condición

35El subíndice L (R) en el espinor izquierdo (derecho) es por la palabra �left� (�right�), que en ingles signi�ca izquierda
(derecha).

36Se considero ψa =

(
χα
ξ̄α̇

)
y ψa =

(
χα

ξ̄α̇

)
.



2. Conceptos Matemáticos 21

ψCM = ψM . (2.46)

Por lo anterior, un espinor de Majorana se construye a partir de un espinor izquierdo χα (análogamente
para un espinor derecho)

ψM =

(
χα
χ̄α̇

)
. (2.47)

Nótese que un espinor de Dirac ψ se escribe como combinación lineal de dos espinores de Majorana ψM1

ψM2

ψ = iψM1 + ψM2; ψM1 =
1

2i
(ψ − ψC); ψM2 =

1

2
(ψ + ψC). (2.48)

Clasi�cación de los elementos del álgebra de Dirac

De la ec. 2.31 y del segundo término de la ec. 2.34, se sigue

ψ̄(x)ψ(x)→ ψ̄(Λ−1x)ψ(Λ−1x). (2.49)

Por lo anterior, ψ̄ψ se transforma como escalar, con respecto a SL(2,C) (o con respecto a SO0(1, 3)) [8].

De las ecs. 2.19, 2.26 y 2.30, se obtiene [29]

S(Λ)
−1
γµS(Λ) = Λµνγ

ν µ = 0, 1, 2, 3, (2.50)

por lo que

ψ̄(x)γµψ(x)→ Λµνψ̄(Λ−1x)γνψ(Λ−1x). (2.51)

Debido a la ec. 2.51, ψ̄(x)γµψ(x) se transforma como un vector con respecto a SO0(1, 3) [8]. Del
resultado anterior, se sigue

ψ̄(x)Ŝµνψ(x)→ ΛµρΛ
ν
σψ̄(Λ−1x)Ŝρσψ(Λ−1x). (2.52)

Por lo tanto, ψ̄(x)Ŝµνψ(x) se transforma como un tensor37 [8] bajo SO0(1, 3).

Bajo transformaciones de cambios de paridad38, los espinores de Dirac se transforman como [29]

Pψ(x, t)→ γ0ψ(−x, t). (2.53)

Por lo tanto bajo transformaciones de paridad P , las ecuaciones 2.49, 2.51 y 2.52 se siguen satisfaciendo39

[29], [25]. Debido a lo anterior ψ̄ψ, ψ̄γµψ y ψ̄Ŝµνψ se transforman como un escalar, un vector y un tensor
respectivamente bajo el grupo Lorentz.

Por otro lado, ψ̄γ5ψ y ψ̄γ5γµψ se transforman como un pseudo-escalar y como un pseudo-vector
respectivamente bajo el grupo de Lorentz. En efecto40

37Forma matricial de la de�nición 2.6.
38Transformaciones que pertenecen al grupo de Lorentz, pero no a SO0(1, 3).
39También para inversiones temporales T (que pertenecen al grupo de Lorentz pero no a SO0(1, 3)) [25].
40ψ̄γ5ψ y ψ̄γ5γµψ se transforman como escalar y como vector respectivamente bajo SO0(1, 3), .
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[Pψ̄γ5ψ](x, t)→ −[ψ̄γ5ψ](−x, t). (2.54)

[Pψ̄γ5γµψ](x, t)→
{
−[ψ̄γ5γ0ψ](−x, t) µ = 0.

[ψ̄γ5γµψ](−x, t) µ = 1, 2, 3.
(2.55)

De esta manera, se hace la clasi�cación:

Elemento Propiedad No. de elementos

ψ̄ψ escalar 1
ψ̄γµψ vector 4
ψ̄Ŝµνψ tensor 6
ψ̄γ5ψ pseudo-escalar 4
ψ̄γ5γµψ pseudo-vector 1

2.3.3. El grupo de Poincaré

En la sección anterior, se vio que el conjunto de isometrías de la métrica de Minkowski forman el
grupo de Poincaré P (1, 3). Se observa que el vector x ∈ R4, frente a dos transformaciones de Poincaré es

x→ Λ1x+ a1 → Λ2(Λ1x+ a1) + a2 = Λ2Λ1x+ (Λ2a1 + a2), (2.56)

donde Λi ∈ O(1, 3) y ai ∈ R4 (es una traslación en R4) para i = 1, 2. Se sigue

P (1, 3) ∼= {
(

Λ a
0 1

)
| Λ ∈ O(1, 3), a ∈ R4}, (2.57)

cuya álgebra de lie es

p(1, 3) ∼= {
(

Λ a
0 0

)
| Λ ∈ so0(1, 3), a ∈ R4}. (2.58)

Se de�nen los generadores de su álgebra de Lie asociada p(1, 3)

M̂µν :=

(
Ĵµν 0
0 0

)
; P̂σ :=

(
0 ieσ

0 0

)
, (2.59)

donde Ĵµν son los generadores de so0(1, 3) (ecs. 2.15 y 2.27) y P̂σ genera una traslación en la coordenada
σ con (eσ)ρ = δσρ. Se sigue que los generadores satisfacen

[M̂ρσ, M̂νµ] = iηρµM̂σν − iηρνM̂σµ + iησνM̂ρµ − iησµM̂ρν ; (2.60)

[P̂σ, P̂ ρ] = 0; (2.61)

[M̂µν , P̂σ] = iηνσP̂µ − iηµσP̂ ν . (2.62)

En una teoría cuántica relativista, debe de haber invariancia bajo las transformaciones del grupo
de Poincaré sobre el espacio de Hilbert de los vectores de estado del sistema físico además de pedir la
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unitariedad de las representaciones típica de una teoría cuántica41. En este marco, el operador P̂σ genera
una traslación en términos del operador diferencial −i∂σ. El generador de traslaciones temporales se
identi�ca con el Hamiltoniano del sistema, i.e. P̂0 = Ĥ, mientras que el resto de las componentes son las
componentes del operador de momento, i.e. P̂ = (P̂1, P̂2, P̂3). Los eingenvalores de operadores hermitia-
nos que conmutan con P̂0 son cantidades conservadas en la teoría cuántica (los operadores pueden ser
diagonalizados simultáneamente), por lo que el momento lineal (P̂) y el momento angular (M̂, véase ec.
2.16) son cantidades conservadas.

Se de�ne el vector de Pauli-Lubanski (o vector de polarización)

Ŵµ :=
1

2
εµνρσM̂

νρP̂σ. (2.63)

donde εµνρσ es un tensor completamente antisimétrico. Los operadores Casimir son operadores que con-
mutan con todos los generadores del álgebra. Para el caso del grupo de Poincaré los operadores Casimir
son ŴµŴµ y P̂µP̂µ. Estos operadores son hermitianos y satisfacen ŴµP̂µ = 0. Las números cuánticos
asociados a estos operadores sonm2s(s+1) ym2, respectivamente, y corresponden a cantidades conserva-
das, donde m es la masa y s es el espín de la partícula. Con los operadores Casimir se pueden clasi�car las
3 representaciones irreducibles unitarias del grupo de Poincaré que tienen sentido físico: la representación
trivial (corresponde al estado vacío) y las representaciones masiva y no-masiva (corresponde a partículas
con masa y a partículas sin masa respectivamente) [9], [17]. Lo anterior indica que las partículas se pueden
caracterizar en términos de su masa y su espín.

41En el marco de la Mecánica Cuántica Relativista [30], las corrientes conservadas no se pueden asociar a densidades de
probabilidad (como en el marco de la Mecánica Cuántica [7]), pues no es positiva de�nida. Dicho problema se resuelve en
Teoría Cuántica de Campos [17], [25].



Capítulo 3

Teoría Cuántica de Campos

En este capítulo se hará una introducción a la Teoría Cuántica de Campos; especí�camente, se cuan-
tizarán los campos de Klein-Gordon y de Dirac; asimismo, se revisarán los conceptos básicos de la inter-
acción electrodébil. Gran parte de este capítulo está basado en las refs. [6], [15], [13], [25] y [29].

3.1. Ecuación de Klein-Gordon

3.1.1. Introducción

La ecuación de Schrödinger es la base de la Mecánica Cuántica, e implica una dualidad-onda partícula1.
Esta ecuación es [7]

(− 1

2m
∇2 + V )φ = i∂tφ. (3.1)

La ecuación anterior se obtiene a partir de la expresión de la energía E = p2

2m + V , sustituyendo E → i∂t
y p → −i∇. Para obtener una ecuación consistente con la Relatividad Especial en el caso de partícula
libre (V = 0), basta usar la correspondiente expresión para la energía E2 = |p|2 + m2, sustituyendo
E2 → −∂t2 y p2 → −∇2, con lo que se obtiene

(∂µ∂µ −m2)φ = 0 µ = 0, 1, 2, 3. (3.2)

La ecuación anterior es conocida como la ecuación de Klein-Gordon para partícula libre [7], [30]. Las
soluciones de dicha ecuación son φ± = A±e

∓ip·x.

En el marco de la Teoría Clásica de Campos, la ec. 3.2 es la ecuación de movimiento del campo escalar

real de Klein-Gordon φ y se puede obtener a partir de variar la acción SKG =

∫
d4x LKG , donde LKG es

la densidad Lagrangiana (simplemente se le llamará Lagrangiano) [25]

LKG =
1

2
φ̇2 − 1

2
(∇φ)2 − 1

2
m2φ2 =

1

2
(∂µφ∂µφ−m2φ2). (3.3)

1En este marco, a las variables dinámicas se les asocian operadores. A partir de este momento, no se utilizará Ô para
denotar a un operador, se usará O.

24
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3.1.2. Cuantización del campo de Klein-Gordon real

En el marco teórico anterior, la ec. 3.2 es una ecuación de campo clásica (como las ecuaciones de
Maxwell). Si se quiere cuantizar el campo escalar φ, se deben imponer reglas de cuantización similares a
las de la mecánica cuántica tradicional [7]. Haciendo esta analogía, se tiene

[φ(x), π(y)] = iδ(3)(x− y); [φ(x), φ(y)] = [π(x), π(y)] = 0, (3.4)

donde π(x):=∂LKG
∂φ̇(x)

es la densidad de momento conjugado asociada a φ(x) (simplemente se le llamará

momento conjugado). Hay que notar que π(x) = φ̇(x) y que en la ecuación anterior, φ y π están evaluados
en el mismo tiempo t. En este contexto, el operador Hamiltoniano o simplemente Hamiltoniano, está dado
por [25].

H =

∫
d3x [π(x)φ̇(x)− LKG ] =

∫
d3x{1

2
π2(x) +

1

2
[∇φ(x)]2 +

1

2
m2φ(x)

2}. (3.5)

Para encontrar el espectro del Hamiltoniano, se transforma el campo de Klein-Gordon en el espacio
de Fourier

φ(p, t) =

∫
d3p

(2π)3
e−ip·xφ(x, t), (3.6)

y la ecuación de Klein-Gordon se convierte en

[
∂2

∂t2
+ (|p|2 +m2)]φ(p, t) = 0. (3.7)

Como

Ep =
√
|p|2 +m2, (3.8)

entonces, la ec. 3.7 tiene la forma de la ecuación de un oscilador armónico de energía Ep; para cada valor
de p hay una energía Ep, por lo que se puede decir que hay un �contínuo� de osciladores (un gas de
osciladores que no interactúan entre sí). Para un solo oscilador, el Hamiltoniano tiene la forma

H0 =
1

2
p2 +

1

2
E2φ2. (3.9)

Es posible de�nir operadores de creación y aniquilación [25]

φ =
1√
2E

(a+ a†); p = −i
√
E

2
(a− a†); (3.10)

se observa
[a, a†] = 1. (3.11)

El Hamiltoniano de la ec. 3.9 se puede escribir

H0 = E(a†a+
1

2
); (3.12)

por lo anterior,

[H0, a
†] = Ea†; [H0, a] = −Ea. (3.13)
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Se de�ne el vacío tal que a|0〉 = 0 y es un eingenestado de H0 con eigenvalor 1
2E. Se generan estados

de n cuantos con

|n〉 =
(a†)

n

√
n!
|0〉. (3.14)

Estos estados son eigenestados del Hamiltoniano con eigenvalores (n + 1
2 )E. Cada modo normal de vi-

bración en el espacio de Fourier es tratado como un oscilador independiente, con sus propios operadores
de creación y aniquilación.

En analogía con la ec. 3.10, se de�ne

φ(0,x) =

∫
d3p̂ (ape

ip·x + a†pe
−ip·x); (3.15)

π(0,x) = −i
∫
d3p̂ (ape

ip·x − a†pe−ip·x). (3.16)

donde

d3p̂ =
d3p

(2π)3 2Ep
. (3.17)

Como φ es un campo escalar real, i.e. φ†(x) = φ(x), entonces φ∗(p) = φ(−p), por lo que las ecs. 3.15
y 3.16 se pueden escribir

φ(0,x) =

∫
d3p̂ [eip·x(ap + a†−p)]; (3.18)

π(0,x) = −i
∫
d3p̂ [eip·x[(ap − a†−p)]. (3.19)

Para cualquier tiempo t, las dos últimas ecuaciones tienen la forma (sucesión in�nita de osciladores
armónicos desacoplados)

φ(t,x) =

∫
d3p̂ [eip·x(ape

−iEp·t + a†−pe
iEp·t)]; (3.20)

π(t,x) = −i
∫
d3p̂ [eip·x(ape

−iEp·t − a†−peiEp·t)]. (3.21)

La ec. 3.11 se transforma en

[ap, a
†
q] = (2π)3 2Ep δ

(3)(p− q), (3.22)

y se veri�ca la ec. 3.4. Siguiendo la ec. 3.5, el Hamiltoniano es

H =

∫
d3p̂ [Ep(a†pap +

1

2
[ap, a

†
p])]. (3.23)

El segundo término de la ecuación anterior corresponde a energía in�nita y se le conoce como energía del
punto 0, pero estrictamente hablando solo es posible medir diferencias de energías, por lo que este término
es irrelevante y simplemente se resta [25]. Como era de esperarse, de la ecuación anterior se veri�ca
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[H, a†p] = Epa
†
p; [H, ap] = −Epap. (3.24)

Se de�nen las transformaciones in�nitesimales de traslación y rotación

δτ := −τµPµ = −iτµ∂µ; δλ := −1

2
λµνM

µν = − i
2
λµν(xµ∂ν − xν∂µ), (3.25)

donde τµ es un parámetro escalar in�nitesimal y λµν es un tensor antisimétrico in�nitesimal. Si las
trasformaciones de la ecuación anterior actúan sobre el Lagrangiano de Klein-Gordon (véase ec. 3.3), se
obtiene

δτ (LKG) = ∂µ(−τµLKG); δλ(LKG) = ∂µ(−ηµσλσρxρLKG). (3.26)

Lo anterior indica, que el grupo de Poincaré (sección 2.3.3) es el grupo de simetrías espacio-temporales
del Lagrangiano de Klein-Gordon2. El teorema de Noether [17] asegura la existencia de cantidades con-
servadas asociadas a estas trasformaciones. Los operadores de estas cantidades satisfacen las reglas de
conmutación de las ecs. 2.60, 2.61 y 2.62, haciendo la identi�cación P 0 = H. Por lo tanto, los números
cuánticos asociados a estos operadores se conservan y son la energía, el momento lineal y el momento
angular total. Cabe destacar que el segundo término de las ecs. 3.25 y 3.26, muestra que la contribución
del espín al momento angular total de las partículas del campo Klein-Gordon es nula, i.e. el espín de éstas
es 0. La identi�cación P 0 = H y la ec. 2.61 permiten diagonalizar al mismo tiempo al Hamiltoniano y al
operador P = (P 1, P 2, P 3), por lo que eigenestados de H también pueden serlo de P (con eigenvalores p).

Se de�ne el vacío |0〉=|0, 0, 0...〉 tal que ap|0〉 = 0 y 〈0|0〉 = 1 (todos los osciladores están en su estado
base). Por lo anterior (hasta una corrección in�nita) H|0〉 = 0; de esta manera, la energía del estado base
es 0. En general

|p1p2 · · ·pn · · · 〉 = a†p1
a†p2
· · · a†pn

· · · |0〉, (3.27)

y

〈p1p2 · · ·pn · · · |q1q2 · · ·qn · · · 〉 = (2π)3 2Ep1 δ
(3)(p1−q1)·(2π)3 2Ep2 δ

(3)(p2−q2)···2Epn δ
(3)(pn−qn) · · ·

(3.28)
La ec. 3.28 implica que los operadores de creación a†p1

a†p2
· · · actuando sobre el vacío producen un ei-

genestado del Hamiltoniano con energía E = Ep1 + Ep2 + · · · y momento P = p1 + p2 + · · · . Hay
que destacar que se obtiene el mismo estado de a†p1

a†p2
· · · |0〉 que de a†p2

a†p1
· · · |0〉 (ya que a†p1

y a†p2

conmutan); por lo tanto, al intercambiar dos partículas se obtiene el mismo estado y además, un valor de
p puede contener un número arbitrario de partículas. Con lo anterior se concluye que las partículas del
campo de Klein-Gordon satisfacen la estadística de Bose-Einstein; las partículas creadas bajo este marco
son bosones.

Considere la ec. 3.20, donde el campo φ(x, t) es tratado como un operador. En este marco

φ(t,x)|0〉 =

∫
d3p̂ e−(ip·x+Ep·t)|p〉; (3.29)

de la ecuación anterior se aprecia que φ(x, t) es el operador (creado a partir de soluciones del campo de
Klein-Gordon) de posición, el cual genera un bosón en x al tiempo t [25].

2Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Klein-Gordon.
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3.1.3. Campo de Klein-Gordon complejo

Considere el Lagrangiano de dos campos reales de Klein-Gordon φ1 y φ2 con la misma masa

LKG =
1

2
[∂µφ1 ∂µφ1 −m2φ2

1 + ∂µφ2 ∂µφ−m2φ2
2]. (3.30)

El Lagrangiano anterior es invariante bajo rotaciones de los campos (φ1, φ2)(
φ′1
φ′2

)
=

(
cos(α) −sen(α)
sen(α) cos(α)

)(
φ1

φ2

)
. (3.31)

El teorema de Noether [17] asegura la existencia de una corriente conservada. Por lo anterior conviene
escribir φ = 1√

2
(φ1 + iφ2) ya que una rotación es multiplicar por una fase en el plano complejo, entonces

la ec. 3.30 se convierte en

LKG = ∂µφ
† ∂µφ−m2|φ|2. (3.32)

Al Lagrangiano anterior se le conoce como Lagrangiano del campo escalar complejo de Klein-Gordon.
Las reglas de conmutación de φ1 y φ2 (ec. 3.4) muestran que al mismo tiempo t

[φ(x), φ̇†(y)] = iδ(3)(x− y); [φ(x), φ(y)] = [φ̇(x), φ̇†(y)] = [φ(x), φ†(y)] = [φ(x), φ̇(y)] = 0, (3.33)

lo que es consistente con el hecho de tratar a φ y a φ∗ como variables independientes. Haciendo un
desarrollo en el espacio de Fourier se obtiene

φ(t,x) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep
eip·x[(ape

−iEp·t + b†−pe
iEp·t)]; (3.34)

φ†(t,x) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep
eip·x[(a†pe

iEp·t + b−pe
−iEp·t)], (3.35)

donde

ap =
1√
2

[a1p + ia2p]; b†p =
1√
2

[a†1p + ia†2p], (3.36)

que satisfacen

[ap, a
†
q] = (2π)3Epδ

(3)(p− q); [bp, b
†
q] = (2π)3Epδ

(3)(p− q), (3.37)

y cualquier otra combinación entre ap y bp es 0. El Lagrangiano del campo complejo de Klein-Gordon
también es invariante ente transformaciones del grupo de Poincaré (ecs. 3.25 y 3.26). Salvo una constante
in�nita,

Pµ = (H,P) =

∫
d3p

(2π)3 2Ep
pµ[a†pap + b†pbp], (3.38)

con lo que se obtiene

[Pµ, a†p] = pµa†p; [Pµ, b†p] = pµb†p. (3.39)



3. Teoría Cuántica de Campos 29

Además, el Lagrangiano del campo complejo de Klein-Gordon es invariante bajo transformaciones de
U(1) (véase de�nición 2.5), φ→ eiαφ, donde α es un parámetro constante3. La corriente conservada que
asegura el teorema de Noether es [17]

jµ = i[φ†(∂µφ)− (∂µφ†)φ] (3.40)

asociada a ésta, la carga conservada es

Q =

∫
d3xj0 =

∫
d3p

(2π)3 2Ep
[a†pap − b†pbp], (3.41)

de donde se obtiene

[Q, a†p] = a†p; [Q, b†p] = −b†p; (3.42)

Se de�ne el vacío |0〉 tal que ap|0〉 = bp|0〉 = 0. Por las ecs. 3.39 y 3.42

Pµa†p|0〉 = pµa†p|0〉; Qa†p|0〉 = a†p|0〉; (3.43)

Pµb†p|0〉 = pµb†p|0〉; Qb†p|0〉 = −b†p|0〉. (3.44)

De las 2 ecuaciones anteriores se aprecia que los operadores a†p y b†p son operadores de creación (ap y
ap son operadores de aniquilación); a†p crea un estado con cuadrimomento pµ y carga 1, mientras que b†p
crea un estado con cuadrimomento pµ y carga −1. El coe�ciente de la solución de energía positiva de un
campo escalar complejo φ se convierte, al cuantizar el campo, en el operador destrucción de un bosón
de espín 0 (carga positiva); mientras que el coe�ciente de la solución de energía negativa se convierte
en el operador creación de su antipartícula (mismos números cuánticos, carga contraria, en este caso, se
le llama antibosón). Para el campo φ† ocurre lo contrario, pues se intercambian los roles de partícula y
antipartícula. Si el campo es real, a†p = b†p (sección anterior), entonces se crean y destruyen partículas
que son propia antipartícula4.

3.2. Ecuación de Dirac

3.2.1. Introducción

Para encontrar una ecuación cuántica compatible con la Relatividad Especial para una partícula
libre con espín 1

2 , se propone heurísticamente una relación lineal entre H y el operador p de la forma
H = αi · pi + βm; con la cual se obtiene la ecuación de Dirac [7]

i∂tψ = Hψ = (αipi + βm)ψ = (−iαi∂i + βm)ψ. (3.45)

La ecuación anterior debe ser consistente con la expresión E2 = |p|2 +m2, por lo que

{αi, αj} = 2δij ; {αµ, β} = 0; β2 = 1. (3.46)

3El generador de simetría eiα es la identidad. U(1) es el grupo de simetría global de norma del Lagrangiano del campo
complejo de Klein-Gordon. En la Sección 3.3 se revisara con más detalle los grupos de simetría de norma.

4Fue mucho después que las predicciones hechas por la ecuación de Klein-Gordon (campo real y campo complejo) se
comprobaron experimentalmente. Por ejemplo, el bosón de Higgs es descrito por un campo real de Klein-Gordon, mientras
que los piones cargados π+ y π− (partícula y antipartícula) se pueden describir con campo complejo de Klein-Gordon (en
este caso, la carga eléctrica es la carga conservada Q).
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Como H debe ser un operador hermitiano, también se debe cumplir

(αi)
†

= αi; β† = β. (3.47)

De estas propiedades se sigue que α y β satisfacen [7]

1. tr(α) = tr(β) = 0.

2. Sus eigenvalores son ± = 1.

3. Su dimensión es par y mayor que 2.

Por las propiedades anteriores, se propone γ0 = β y γi = βαi, donde γµ (µ = 0, 1, 2, 3) son las matrices
de Dirac de�nidas en la ec. 2.23. De esta manera, se obtiene la forma covariante de la ecuación de Dirac

(iγµ∂µ −mI)ψ = 0, (3.48)

donde I es la matriz identidad de 4 × 4 y a partir de este momento, al escribir la ecuación de Dirac se
omitirá5. Debido a que las matrices de Dirac γµ actúan sobre ψ, éste debe ser un espinor de Dirac (véase
ec. 2.31). La ecuación adjunta de Dirac es

ψ̄(iγµ
←−
∂ µ +m) = 0, (3.49)

donde ψ̄ está dado por la ec. 2.34. Se cumple

(iγµ∂µ +m)(iγν∂ν −m)ψ = −(γµγν∂µ∂ν +m2)ψ = (∂µ∂µ −m2)ψ = 0. (3.50)

Si en la ec. 3.48 se pide m = 0 se obtiene la ecuación de Weyl

iγ∂µψ = 0, (3.51)

que se descompone en términos de ψL,R (véase ec. 2.37) como

iγµ∂µψL = iσ̄µα̇β∂µχβ = 0; iγµ∂µψR = iσµ
αβ̇
∂µξ̄

β̇ = 0, (3.52)

3.2.2. Soluciones de la ecuación de Dirac

Debido a la ecuación 3.50, si un espinor de Dirac satisface la ecuación de Dirac entonces satisface la
de Klein-Gordon como se esperaba; por lo tanto, las soluciones de la ecuación de Dirac para partícula
libre se pueden escribir como combinación de ondas planas [29].

ψ+ = A+u
r(p)e−ip·x; ψ− = A−v

r(p)eip·x, (3.53)

donde A± son constantes de normalización. Para un mismo valor de p, hay cuatro soluciones linealmente
independientes; el espinor ur(p) corresponde a soluciones con energía positiva Ep =

√
p2 +m2, mientras

que el espinor vr(p) corresponde a soluciones con energía negativa E−p = −
√
p2 +m2. Las dos soluciones

para energías positivas (negativas) incluyen dos direcciones diferentes de espín (r = 1, 2). Al sustituir las
soluciones para energías positivas de la ec. 3.53 (primer término) en la ecuación de Dirac, se obtiene

5La ec. 3.48 está bien de�nida, ya que γµ y ∂µ son vectores (véase ec. 2.50). Por lo tanto γµ∂µ es un escalar, al igual
que m.
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(γµpµ −m)ur(p) =

(
−m pµσ

µ

pµσ̄
µ −m

)
ur(p) = 0. (3.54)

Para u1(p) =

(
u1

1

u1
2

)
, la ecuación anterior puede ser escrita como

(pµ · σµ)u1
2 = mu1

1 y (pµ · σ̄µ)u1
1 = mu1

2. (3.55)

Cualquiera de las dos ecuaciones anteriores implica la otra. Si se propone u1
1 = (pµ ·σµ)ξ′, para cualquier

espinor ξ′ que satisfaga ξ′†ξ′ = 1 y considerando

(pµ · σµ)(pν · σ̄ν) = p2
0 − pipjσiσj = p2

0 − pipjδij = pµp
µ = m2, (3.56)

entonces, el segundo término de la ec. 3.55 se convierte en u1
2 = mξ′. Por lo tanto, la solución de la

ec. 3.54 para u1(p) (análogamente para u2(p)) es

u1(p) = A+

(
(pµ · σµ)ξ′

mξ′

)
, (3.57)

donde A+ está de�nido en la ec. 3.53. Si se pide A+ = 1
2m y ξ′ =

√
pµ · σ̄µξ para un espinor ξ que satisfaga

ξ†ξ = 1 entonces, u1
1 = (pµ · σµ)(

√
pν · σ̄ν)ξ = m

√
pµ · σµξ, por lo que, en general, las dos soluciones de

la ec. 3.54 son

ur(p) =

( √
pµ · σµξr√
pµ · σ̄µξr

)
. (3.58)

Como ū(p) = u†(p)γ0, entonces se satisface

ur†(p)us(p) = 2Epδ
rs y ūr(p)us(p) = 2mδrs. (3.59)

Al sustituir la solución para energías negativas de la ec. 3.53 (segundo término) en la ecuación de
Dirac, se obtiene

(γµpµ +m)vr(p) =

(
m pµσ

µ

pµσ̄
µ m

)
vr(p) = 0. (3.60)

La ecuación anterior se resuelve de manera análoga a la ec. 3.54 (el caso para energías positivas), por lo
que las dos soluciones de la ecuación anterior son

vr(p) =

( √
pµ · σµηr

−√pµ · σ̄µηr
)
, (3.61)

para cualquier espinor η que satisfaga η†η = 1. Como v̄(p) = v†(p)γ0, entonces se satisface:

vr†(p)vs(p) = 2Epδ
rs y v̄r(p)vs(p) = −2mδrs. (3.62)

Entre las soluciones de energía positiva y las de energía negativa se cumple

ūr(p)vs(p) = v̄r(p)us(p) = 0. (3.63)

Estas soluciones son válidas para espinores ξr y ηr arbitrarios [29]. Como se mencionó antes, las compo-
nentes de éstos de�nen la dirección del espín. Por ejemplo, si se pide ξr como eigenestado de la matriz de
Pauli σ3 (la matriz de Pauli asociada a la tercera dirección espacial, véase Apéndice B), la solución para
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energías positivas de la ecuación de Dirac (ψ+ = ure−ip·x) representa a una partícula de espín 1
2 hacia

arriba (o hacia abajo) a lo largo de la la tercera dirección espacial.

Considere una partícula de momento pµ = (E, 0, 0, p) y espín 1
2 hacia arriba a lo largo de la tercera

dirección espacial. Esto equivale a pedir, ξ1 =

(
1
0

)
(no es necesario que sea ξ1); por lo tanto

u1(p) =


√
pµ · σµ

(
1
0

)
√
pµ · σ̄µ

(
1
0

)

∣∣∣∣∣∣∣∣
pµ=(E,0,0,p)

=


√
E − p3

(
1
0

)
√
E + p3

(
1
0

)
 . (3.64)

Para una partícula sin masa, i.e., E = p, la ecuación anterior se transforma en

u1(p) =
√

2E


0
0
1
0

 . (3.65)

Análogamente para una partícula con energía positiva sin masa con espín 1
2 hacia abajo en la tercera

dirección espacial6 [29]

u2(p) =
√

2E


0
1
0
0

 . (3.66)

Se de�ne el operador de helicidad como la proyección del espín a lo largo de la dirección del momento,
esto es

S · p =
i

2
εijkp

iSjk =
1

2
pi

(
σi 0
0 σi

)
, (3.67)

donde Sij está de�nido en la ec. 2.25. Los espinores de Weyl de�nidos en la ec. 2.37 sin masa7, corres-
ponden respectivamente a espinores como los mostrados en las ecs. 3.65 y 3.66. El espinor de la ec. 3.65
(espinor derecho con energía positiva sin masa), es eigenestado del operador de helicidad con eigenvalor
λ = 1

2 . El espinor de la ec. 3.66 (espinor izquierdos con energía positiva sin masa), es eigenestado del
operador de helicidad con eigenvalor λ = − 1

2 . Se hace un tratamiento equivalente para las partículas de
energía negativa8.

Como se mencionó en el capítulo pasado, la representación espinorial mostrada en la ec. 2.25 es
reducible en el grupo de Lorentz (por los espinores de Weyl). Sin embargo, resulta ser irreducible en el
grupo de Poincaré para partículas masivas. Solo en el caso no-masivo la representación es reducible aun
en el grupo de Poincaré [17].

6Equivale a pedir ξ2 =

(
0
1

)
.

7i.e. que satisfacen la ec. 3.51.
8De aquí el nombre de espinores derechos e izquierdos que reciben los espinores de Weyl.
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3.2.3. Cuantización del campo de Dirac

En el contexto de la Teoría Clásica de Campos, la ecuación de Dirac y su adjunta (véanse las ecs. 3.48
y 3.49) son las ecuaciones de movimiento de los campos (clásicos) ψ y ψ̄, los cuales, se consideran
independientes. Este hecho surge de la variación de la acción S, dado el Lagrangiano LD

LD = ψ̄(x)(iγµ∂µ −m)ψ(x). (3.68)

Haciendo una variación con respecto a ψ̄(x) se obtiene la ecuación de Dirac y haciendo una variación con
respecto a ψ(x) se obtiene la ecuación adjunta de Dirac [17]. El Lagrangiano para obtener la ecuación de
Weyl es

LW = iψ̄(x)γµ∂µψ(x), (3.69)

que se descompone como (véase ec. 2.37)

LW = i(ψ̄Lγ
µ∂µψL + ψ̄Rγ

µ∂µψR) = i(χ̄α̇σ̄
µα̇β∂µχβ + ξασµ

αβ̇
∂µξ̄

β̇). (3.70)

Para cuantizar el campo de Dirac, se imponen las reglas (evaluando al tiempo t)

{ψa(x), ψ†b(y)} = δ(3)(x− y)δab; {ψa(x), ψb(y)} = {ψ†a(x), ψ†b(y)} = 0, (3.71)

pues el momento conjugado asociado a ψ(x) es π(x) := ∂LD
∂ψ̇(x)

= iψ†(x). Debido a lo anterior, el operador

Hamiltoniano es

H =

∫
d3x[π(x)ψ̇(x)− LD] =

∫
d3x ψ̄(x)(−iγ ·∇ +m)ψ =

∫
d3x ψ†[−iγ0γ ·∇ +mγ0]ψ, (3.72)

donde γ=(γ1, γ2, γ3). Se reconoce el Hamiltoniano mostrado en la ec. 3.45.

En analogía con el campo de Klein-Gordon, para encontrar el espectro del Hamiltoniano (véase
ec. 3.72), se recurre a la expresión para el campo libre de Dirac en el espacio de Fourier [15]

ψ(t,x) =

∫
d3p

(2π)3

m

Ep

∑
s

(aspu
s(p)e−ip·x + bs†p v

s(p)eip·x); (3.73)

ψ̄(t,x) =

∫
d3p

(2π)3

m

Ep

∑
s

(bspv̄
s(p)e−ip·x + as†p ū

s(p)eip·x). (3.74)

donde

{brp, bs†q } = {arp, as†q } = (2π)3Ep

m
δ3(p− q)δrs, (3.75)

y todos los demás anticonmutadores son 0. De las tres últimas ecuaciones y usando las ecs. 3.59 y 3.62,
el Hamiltoniano de la ec. 3.72, salvo una constante in�nita (como en el caso del Hamiltoniano de Klein-
Gordon), se puede escribir [15]

H =

∫
d3p

(2π)3

m

Ep

∑
s

Ep(as†p a
s
p + bs†p b

s
p). (3.76)
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Es fácil ver que se satisface

[H, as†p ] = Epa
s†
p ; [H, bs†p ] = Epb

s†
p . (3.77)

Se de�ne el vacío como el estado |0〉 = |0, 0, 0...〉, tal que asp|0〉 = 0 y bsp|0〉 = 0; entonces se cumple

H|0〉 = 0; Has†p |0〉 = Epa
s†
p |0〉; Hbs†p |0〉 = Epb

s†
p |0〉. (3.78)

Debido a la regla de anticonmutación (véase ec. 3.75) de los operadores de creación y aniquilación as†p y
bs†p , se veri�ca que estos también satisfacen

as†p a
s†
q |0〉 = −as†q as†p |0〉; bs†p b

s†
q |0〉 = −bs†q bs†p |0〉; bs†

2

p|0〉 = as†
2

p|0〉 = 0; (3.79)

por lo anterior, al intercambiar dos partículas hay un cambio de signo en los estados. Se concluye que las
partículas del campo de Dirac satisfacen la estadística de Fermi-Dirac.

Se de�ne la transformación in�nitesimal de rotación con un tensor antisimétrico in�nitesimal λµν

δλ := −1

2
λµνM

µν = − i
2
λµν [(xµ∂ν − xν∂µ) + Sµν ] (3.80)

donde Sµν está de�nido en la ec. 2.25. Si la trasformación anterior y la transformación de traslación
in�nitesimal (de�nida en el primer término de la ec 3.25) actúan sobre el Lagrangiano de Dirac (ec. 3.68),
se obtiene

δτ (LD) = ∂µ(−τµLD); δλ(LD) = ∂µ(−ηµσλσρxρLD). (3.81)

Debido a la ecuación anterior (al igual que en el campo de Klein-Gordon), el grupo de Poincaré (Sec-
ción 2.3.3) es el grupo de simetrías espacio-temporales del Lagrangiano de Dirac9. El teorema de Noether
[17] asegura la existencia de cantidades conservadas asociadas a estas transformaciones. Los eigenestados
de H pueden ser elegidos como eigenestados de P con eigenvalores p, i.e.

Pas†p|0〉 = pas†p|0〉; Pbs†p|0〉 = pbs†p|0〉. (3.82)

Por las ecs. 3.78 y 3.82, los operadores as†p y bs†p son operadores de creación; estos operadores crean par-
tículas con energía Ep y momento p [15].

Por otro lado, el operador de momento angular total se de�ne como [25]

M =

∫
d3x ψ†(x× (−i∇) + S)ψ, (3.83)

donde S es el operador de espín de�nido en la ec. 2.28. Considerando el caso en el que la contribución del
momento angular orbital al momento angular total es 0, para una partícula asociada con as†0 |0〉 se tiene
[25]

Mza
s†
0 |0〉 =

1

2m

∑
r

(ur†(0)
Ŝ12

2
us(0))ar†0 |0〉 =

∑
r

(ξr†
σ3

2
ξs)ar†0 |0〉, (3.84)

9Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Dirac.



3. Teoría Cuántica de Campos 35

donde ξr es la componente r del espinor asociado a ur(0) (véase ec. 3.58) y σ3 es la matriz de Pauli aso-

ciada a la tercera dirección espacial. Si se elige a ξr como un eigenestado de σ3 entonces, para ξs =

(
1
0

)
el estado as†0 |0〉 es eigenestado de Mz con eigenvalor 1

2 y para ξs =

(
0
1

)
el estado as†0 |0〉 también es

eigenestado de Mz con eigenvalor − 1
2 . El mismo resultado se obtiene para una partícula en reposo dada

por bs†0 |0〉. De lo anterior se puede concluir que como se esperaba, las partículas del campo Dirac tienen
espín 1

2 .

En el capítulo pasado se observó que ψ̄γµψ se transforma como un vector del grupo de Lorentz (véase
ec. 2.51). Por otro lado ∂µ(ψ̄γµψ) = imψ̄ψ− imψ̄ψ = 0. Debido a esto, se de�ne la densidad de corriente
como10

jµ = ψ̄γµψ. (3.85)

Como ρ = j0 = ψ̄γ0ψ = ψ†ψ, entonces la carga conservada asociada a esta densidad de corriente es

Q =

∫
d3x ψ(x)†ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3

m

Ep

∑
s

(as†p a
s
p − bs†p bsp). (3.86)

La última igualdad es cierta salvo una constante in�nita. Se veri�ca

Qas†p|0〉 = as†p|0〉; Qbs†p|0〉 = −bs†p|0〉 (3.87)

Por lo anterior, el operador as†p crea una partícula con carga 1 y el operador bs†p crea una partícula con
carga −1 (en la siguiente sección se verá que esta carga se asocia a la carga eléctrica en unidades de e).

Los estados de�nidos como |ps〉 = as†p |0〉 (que tienen carga 1 y espín 1
2 ) corresponden a fermiones,

mientras que los estados de�nidos como |ps〉 = bs†p |0〉 (que tienen carga −1 y espín 1
2 ) corresponden a

antifermiones11.

Debido a las ecs. 3.59 y 3.62, los estados |ps〉 satisfacen

〈pr|qs〉 = 2Ep(2π)3δrsδ(3)(p− q). (3.88)

Considere las ecs. 3.73 y 3.74 en las que los campos ψ y ψ̄ son tratados como operadores. En este
marco ψα(x)|0〉 y ψ̄α(x)|0〉 son operadores de posición que crean a un antifermión y a un fermión en la
posición x al tiempo t, respectivamente [25].

Existen otros tipos de transformaciones que son simetrías del Lagrangiano de Dirac: inversión temporal
(T ), paridad (P ) y conjugación de carga C. Como se mencionó en el capítulo anterior, las simetrías T y P
involucran a las demás componentes del grupo O(3, 1); mientras la simetría C, utiliza a la matriz de�nida
en la ec. 2.43). A la combinación de estas 3 simetrías se le llama simetría CPT . Para el desarrollo de este
texto, no es necesaria la revisión de la simetría CPT ; sin embargo es importante mencionarla, pues existe
un teorema general de teoría de campos que a�rma que todo sistema es invariante bajo transformaciones

10Esta densidad de corriente está asociada a una invariancia bajo transformaciones del grupo U(1) (véase 2.5), ψ → eiθψ,
en el Lagrangiano de Dirac (como en el campo complejo de Klein-Gordon).

11Fue en 1931 que Carl D. Anderson observó experimentalmente a las antipartículas (observo al positrón, la antipartícula
del electrón) usando una cámara de niebla, lo que con�rmó las predicciones hechas por la ecuación de Dirac.
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CPT , i.e. la simetría CPT se conserva y hasta la fecha, no se han encontrado pruebas experimentales de
que un sistema la viole. Para la explicación del tema véanse las refs. [17], [25].

3.3. Introducción a la Teoría Electrodébil

En esta sección se muestra una introducción al Modelo Estándar revisando solo 2 de las 3 interacciones
fundamentales que describe el modelo. Para una revisión más detallada véanse las refs. [6], [17]

3.3.1. Electrodinámica Cuántica

En la Teoría Electromagnética [17], se de�ne el cuadrivector de potencial Aµ = (φ,A) donde φ y A
son el potencial eléctrico y el potencial magnético vectorial respectivamente, i.e.

E = −∂tA−∇φ; B = ∇×A. (3.89)

Se cumple ∇ ·∇×A = 0 y ∇×∇φ = 012. Las ecuaciones de Maxwell se pueden derivar del Lagrangiano

LEM = −1

4
FµνFµν − jµAµ, (3.90)

donde Fµν = ∂µAν − ∂νAµ es el tensor electromagnético y jµ = (ρ, j) es el cuadrivector de corriente
eléctrica. El primer término del Lagrangiano anterior representa el término de campo libre (el término
cuadrático en las �velocidades� ∂νAµ), mientras que el segundo término es el asociado con las interaccio-
nes con el campo y las densidades de carga y corriente13.

Clásicamente, el cuadrivector Aµ está asociado al campo electromagnético; en el contexto de la Teoría
Cuántica de Campos, al cuantizar Aµ se de�nen partículas14 de espín 1 a las que se les llama fotones.
Los fotones son los cuantos o bosones del campo electromagnético y son los responsables de transmitir la
interacción [17], [29].

La ec. 3.89 especi�ca la forma de Aµ excepto para cualquier función escalar χ, se puede escribir

Aµ(x)→ Aµ(x)− ∂µχ(x), (3.91)

y el Lagrangiano de la ec. 3.90 resulta invariante. A este tipo de transformación se le conoce como trans-
formación local de norma.

Los cambios de fase en las funciones de onda en la teoría cuántica son esenciales para determinar las
diferencias de fase entre dos partículas coherentes; sin embargo, la fase absoluta de la función de onda es
arbitraria y no es posible medirla. Para un campo de Dirac y su adjunto (ecs. 3.73 y 3.74) se tienen las
transformaciones locales de norma del grupo U(1) (véase ejemplo 2.5)

ψ → eiα(x)ψ; ψ̄ → e−iα(x)ψ̄, (3.92)

12Estas propiedades dan lugar a dos ecuaciones de Maxwell.
13Las ecuaciones de Maxwell se obtienen mediante la ecuación ∂µFµν = jν , que se genera a partir de la variación del

Lagrangiano con respecto a cada componente de ∂νAµ y Aµ, [29].
14Como en el caso de los campos de Klein-Gordon y Dirac, donde se obtienen partículas de espín 0 y espín 1

2
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donde α(x) es un parámetro real de fase. Es claro que las transformaciones anteriores son unitarias (pre-
servan la norma al cuadrado de ψ).

Si en la ec. 3.91 se pide χ(x) = 1
eα(x), donde e es la carga del electrón; y se considera

Dµ = ∂µ + ieAµ(x), (3.93)

entonces15 el Lagrangiano

LQED = ψ̄(iγµDµ −m)ψ − ejµAµ −
1

4
FµνFµν , (3.94)

es invariante bajo estas transformaciones; por lo anterior, U(1) es el grupo de simetría local de norma16

de LQED. La invariancia de norma que cumple el cuadrivector de potencial Aµ (véase ec. 3.91), es nece-
saria para compensar fase de ψ [6], [17], [29]. El teorema de Noether [17], asegura la existencia de una
cantidad conservada asociada a U(1). La carga eléctrica Q es el número cuántico asociado [17], [29]. En
el Lagrangiano anterior, jµ es la densidad de corriente de Dirac (véase ec. 3.85).

Si se hace variar LQED con respecto a ψ̄ se obtiene la ecuación iγµ∂µ−mψ = eγµA
µψ, que es precisa-

mente la ecuación de Dirac (ec. 3.48) igualada al término de interacción con el campo electromagnético.
Por otro lado, si se hace variar LQED con respecto a Aµ, se obtiene la ecuación ∂µF

µν = jν . Por lo
anterior, LQED es el Lagrangiano de la Electrodinámica Cuántica17 para fermiones con carga eléctrica de
espín 1

2 y un campo electromagnético [6], [17], [29].

La Electrodinámica Cuántica (QED por sus siglas en inglés) es la teoría cuántica de las interac-
ciones entre partículas cargadas eléctricamente. De LQED se obtienen las reglas de Feynman para las
interacciones entre estas partículas [17], [29].

3.3.2. Teoría Electrodébil

Se puede agrupar a las partículas (descritas por campos) que sienten la interacción nuclear débil (o
simplemente interacción débil) en estados de un multiplete con propiedades similares a las del espín,
llamado isospín débil. Debido a que la interacción débil solo actúa en partículas izquierdas, estas se
encuentran en una representación diferente a las partículas derechas18. Por ejemplo, eL y veL (electrón
y neutrino electrónico izquierdos, véase ec. 2.37) ocupan un doblete (multiplete de dos partículas) de
isospín débil. Por otro lado, eR (electrón derecho) ocupa un singulete (multiplete con una sola partícula).(

ve
e

)
L

; eR. (3.95)

Existen más multipletes de isospín débil con las mismas propiedades (con el mismo �sabor� [12]), que
los mostrados en la ecuación anterior. Estos son ocupados por el muón, el tau y sus respectivos neutrinos.

15Al operador Dµ se le conoce como �derivada covariante�. Se la da este nombre ya que Dµ es covariante bajo transfor-
maciones locales de norma [17].

16Pues las transformaciones de U(1) dejan invariante LQED.
17Es por esta razón que la carga conservada de la ec. 3.86, es la carga eléctrica en unidades de una carga q, que se identi�ca

con la carga del electrón e (pues los electrones son fermiones con espín 1
2
) y la densidad de corriente de Dirac de la ec. 3.85,

se interpreta como densidad de corriente eléctrica en unidades de e.
18Para antifermiones es al revés, los dobletes están compuestos de partículas derechas mientras que los singuletes son de

partículas izquierdas, por lo que se viola la simetría C al involucrar ferminiones izquierdos pero no antifermiones izquierdos.
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Se de�ne el operador de isospín débil

τ̄ = (τ1, τ2, τ3) = (σ1, σ2, σ3), (3.96)

donde σi son las matrices de Pauli19 (véase Apéndice B). Las partículas acomodadas como en la ec. 3.95
son eigenestados20 del operador de τ3.

Se viola la simetría P y C (paridad y carga, [12]) por asignar a las partículas izquierdas una represen-
tación diferente a las partículas derechas (véase ec. 3.95). Además, hay una violación de la simetría CP
en decaimiento neutral K. De no ser por los 3 sabores de los fermiones (como en este caso), no habría
violación de la simetría [12].

El grupo de simetría local de norma de la interacción electrodébil21 es SU(2)L×U(1)Y (el subíndice L
en SU(2) es para hacer énfasis en que la interacción débil solo actúa sobre fermiones izquierdos, mientras
que el subíndice Y es porque al generador Y de U(1)Y se le llama �Hipercarga�22). En efecto, considere

los multipletes de isospín sin masa ψ1 =

(
χ1

χ2

)
L

, ψ2 = χ1R y ψ3 = χ2R. El Lagrangiano de Weyl

(ec. 3.70) para estos campos es

L = i

3∑
j=1

ψ̄jγ
µ∂µψj . (3.97)

Las transformaciones locales de norma del grupo SU(2)L × U(1) son

ψ1 → exp(iαk(x)Tk + iβ(x)
Y1

2
)ψ1, (3.98)

ψ2 → exp(iβ(x)
Y2

2
)ψ2; (3.99)

ψ3 → exp(iβ(x)
Y3

2
)ψ3; (3.100)

donde Tk = 1
2τ

k con τk las matrices de isospín débil (véase ec. 3.96) y Yi son las cargas de U(1)Y . αk(x)
son parámetros de fases en las tres direcciones ortogonales del espacio de isospín. Por otro lado, β(x) es
un parámetro real de fase (como en la ec. 3.92). En analogía con QED, considere23

Dµψ1 = [∂µ + igTkW
k
µ (x) + ig′

Y1

2
Bµ(x)]ψ1, (3.101)

Dµψ2 = [∂µ + ig′
Y2

2
Bµ(x)]ψ2, (3.102)

19Se usa la letra τ para denotar al isospín débil y que no haya confusión con el espín, ya que físicamente son cantidades
diferentes. El isospín débil es una cantidad asociada a la interacción débil mientras que el espín es parte del momento
angular total (cantidad conservada bajo rotaciones).

20La representación fundamental actúa sobre los dobletes, mientras que la representación trivial opera sobre los singuletes.
21Descripción conjunta de la interacción débil y la electromagnética, que solo es posible a altas energías [12], [17].
22Más adelante se muestra la relación entre la �hipercarga� y la carga eléctrica. La interacción electromagnética está

contenida en el grupo SU(2)L × U(1)Y .
23Donde el operador Dµ es la derivada covariente para estas transformaciones.
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Dµψ3 = [∂µ + ig′
Y3

2
Bµ(x)]ψ3, (3.103)

para las correspondientes constantes de acoplamiento g y g′ [17]. Los 3 campos vectoriales W k
µ (uno por

cada dirección de isospín débil), son campos de norma (los análogos de Aµ para la interacción débil)
asociados a SU(2)L y el campo vectorial de norma Bµ está asociado a U(1)Y (justo como a Aµ en la
interacción electromagnética); y

TkW
k
µ → UL(x)TkW

k
µ (x)U†L +

i

2
[∂µUL(x)]U†L(x); (3.104)

Bµ → Bµ −
1

g′
∂µβ(x), (3.105)

donde UL(x) = exp(iαk(x)Tk), entonces el Lagrangiano

LED = i

3∑
j=1

ψ̄jγ
µDµψj −

1

4
BµνB

µν − 1

4
W i
µνW

µν
i , (3.106)

por construcción, es invariante bajo transformaciones locales de norma24 de SU(2)L × U(1)Y , donde
Bµν = ∂µBν − ∂νBµ y W i

µν = ∂µW
i
ν − ∂νW i

µ + gεijkW
j
kW

k
ν ; εijk es el tensor de Levi-Civita25. Los últi-

mos 2 términos del Lagrangiano anterior corresponden a los términos de campo libre26 de la interacción
electrodébil, el análogo al último �termino en LQED (véase ec. 3.94). Así, LED es el Lagrangiano de la
Teoría Electrodébil. De este Lagrangiano, se pueden derivar las reglas de Feynman para la interacción de
fermiones sin masa con espín 1

2 y un campo electrodébil sin masa [12], [17].

Para obtener una correcta descripción de la interacción electrodébil, la hipercarga Y1 de la ec. 3.98
se relaciona con los eigenestados de la tercera dirección de isospín débil τ3 y la carga eléctrica Q de las
partículas mediante la ecuación27 [13]

Q =
Y1

2
+ τ3, (3.107)

mientras que Y2

2 = Y3

2 = Q. Para la correcta descripción del fenómeno a bajas energías, hay que incluir
términos de masa, pero esto no es compatible con la formulación anterior, ya que las partículas izquierdas
y derechas se mezclarían erróneamente, implicando una ruptura explícita de la simetría. Para incluir la
masa de las partículas, hay que anexar una partícula escalar al Lagrangiano. De esta manera se rompe
espontáneamente la simetría

SU(2)L × U(1)Y → U(1), (3.108)

y permite la existencia de términos de masa de fermiones y bosones de norma28, mediante el mecanismo
24El teorema de Noether [17] asegura la existencia de cantidades conservadas asociadas a las transformaciones del grupo

SU(2)L × U(1)Y . El isospín débil, la carga eléctrica y la hipercarga son los números cuánticos asociados a estas transfor-
maciones.

25El tensor Bµν es invariante bajo transformaciones de SU(2)L × U(1)Y y el tensor TiW
i
µν es covariante bajo transfor-

maciones de SU(2)L × U(1)Y , por lo que el Lagrangiano de la ec. 3.106 resulta ser invariante bajo la simetría de norma
SU(2)L × U(1)Y [13].

26Debido a que SU(2)L ×U(1)Y es un grupo no-abeliano (véase de�nición 2.1), estos términos de campo libre dan lugar
a auto interacciones entre los bosones de norma [13].

27Una razón intuitiva de por qué la hipercarga débil se relaciona con eigenvalores de τ3 es que los miembros de un
multiplete de isospín son eigenestados de τ3 cuyos valores de carga eléctrica di�eren en una unidad de carga.

28Se sabe que los bosones de norma de la interacción débil poseen masa, mientras el fotón es no-masivo.
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de Higgs [13], [17]. Con esto, los campos W 3
µ y Bµ se combinan entre sí para resurgir como el campo de

fotones Aµ (campo electromagnético) y el campo vectorial masivo eléctricamente neutro Zµ, mediante
las ecuaciones [17]

Aµ =
−g′W 3

µ + gBµ√
g′2 + g2

; Zµ =
gW 3

µ + g′Bµ√
g′2 + g2

, (3.109)

donde g y g′ son las constantes de acoplamiento. Por otro lado, se de�nen los campos vectoriales masivos
con carga eléctrica

W±µ =
1√
2

(W 1
µ ∓ iW 2

µ). (3.110)

Los campos de las últimas dos ecuaciones forman una base que describe correctamente las interacciones
después del rompimiento de la simetría [13], [17];



Capítulo 4

Supersimetría

En este capítulo se hará una introducción a la teoría de la Supersimetría haciendo uso de la Teoría
Cuántica de Campos del capítulo anterior. Se hará énfasis en la representación para N = 1.

4.1. Introducción

El teorema de Coleman-Mandula [14] a�rma que cualquier grupo de simetría de la matriz de dispersión
S (Teoría Cuántica de Campos, véase [15], [17]), tiene que ser el producto directo del grupo de Poincaré
(Sección 2.3.3) con un grupo interno de simetría de norma1 G. Como consecuencia del teorema, se satisface

[Pµ, Tα] = [Mµν , Tα] = 0, (4.1)

donde Pµ, Mµν son los generadores del grupo de Poincaré (véase ec. 2.59) y Tα es generador de G. Este
teorema implica que es imposible mezclar los generadores del grupo de Poincaré con los generadores de
G de manera no trivial2.

La Supersimetría (SUSY por sus siglas en inglés) es una teoría que amplía el marco de las simetrías
internas más el espacio-tiempo, proponiendo una simetría entre bosones y fermiones. Por ejemplo, al
bosón W+

µ se le asigna un supercompañero �wino�, que es un fermión con los mismos números cuánticos
(claramente a excepción del espín); al electrón (fermión) se le asigna un supercompañero �selectrón�, que
es un bosón con los mismos números cuánticos.

Los generadores Q de SUSY son operadores de creación y aniquilación que cumplen

Q|fermión〉 = |bosón〉; Q|bosón〉 = |fermión〉. (4.2)

Los generadores Q crean bosones a partir de fermiones y viceversa. Sea U2π una rotación en un ángulo
de 2π (pertenece al grupo de Poincaré); entonces, satisface (véase ec. 2.1)

U2π|bosón〉 = |bosón〉; U2π|fermión〉 = −|fermión〉. (4.3)

Combinando este resultado con la ec. 4.2 se obtiene
1Como U(1) o SU(2)L × U(1)Y .
2Los generadores Tα son escalares con respecto al grupo de Poincaré. Por esta razón a G también se le dice grupo de

simetría escalar o simplemente grupo escalar.
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U2πQ|bosón〉 = −|fermión〉; U2πQ|fermión〉 = |bosón〉. (4.4)

Como U−1
2π U2π = I, entonces el primer término de la ecuación anterior es

(U2πQU
−1
2π )|bosón〉 = −|fermión〉 = −Q|bosón〉. (4.5)

Se sigue

(U2πQU
−1
2π ) = −Q. (4.6)

La ecuación anterior a�rma que Q es un operador espinorial, por lo que satisface relaciones de anticon-
mutación. Al agregar los generadores de SUSY al álgebra p(1, 3) ⊕ g, donde g es el álgebra de Lie de
G (véase ec. 4.1), éstos crean una superálgebra de Lie (Sección 2.2.2) donde los generadores de SUSY
pertenecen a la parte �impar� de la superálgebra (pues obedecen relaciones de anticonmutación) mientras
que la parte �par� está constituida por p(1, 3)⊕ g [26], [31]. Debido a lo anterior, SUSY evita el teorema
de Coleman-Mandula.

Cabe destacar que {Q,Q†} es hermitiano {Q,Q†}† = {Q,Q†} y sus eigenvalores son positivos, pues
para un estado arbitrario |ξ〉 se tiene

〈ξ|{Q,Q†}|ξ〉 = 〈ξ|QQ†|ξ〉+ 〈ξ|Q†Q|ξ〉 = ‖Q|ξ〉‖2 + ‖Q†|ξ〉‖2 ≥ 0. (4.7)

La igualdad de la ecuación anterior se cumple si y solo si Q = 0.

4.2. Superálgebra de SUSY para N = 1 y el Modelo de Wess-
Zumino

¾Cuáles son las representaciones de SUSY? es una pregunta cuya respuesta depende del número de
generadores Q que tenga el modelo de SUSY. A la teoría con solo un generador de SUSY se le asigna la
representación N = 1 y dará, por ejemplo, para un fotón, un fotino sin carga, masa 0, de espín 1

2 y que
es su propia antipartícula [26].

Para presentar las relaciones de la superálgebra de Lie formada por los generadores de SUSY y p(1, 3)
para N = 1, considere el Lagrangiano de Wess-Zumino no-masivo sin interacción3

LWZ = ∂µφ
† ∂µφ− iψ̄α̇σ̄µα̇α∂µψα. (4.8)

donde φ es un campo escalar complejo (Sección 3.1.3.) y ψ es un campo espinorial izquierdo de Weyl4

(ec. 3.70), todos sin masa. Claramente, el campo φ satisfacen la ecuación de Klein-Gordon (ec. 3.2 sin el
término de masa) y el campo ψ satisface la ecuación de Weyl (ec. 3.52).

Si la transformación de traslación in�nitesimal, de�nida en el primer término de la ec. 3.25, actúa
sobre cualquiera de los campos Φ = φ, ψ, se obtiene

δτΦ = −τµPµΦ = −iτµ∂µΦ. (4.9)

3Este Lagrangiano no representa ningún sistema físico, pero sirve de ejemplo para otros modelos supersimétricos [6].
4El signo negativo en el Lagrangiano de ψ no altera los resultados mostrados en el capítulo anterior.
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Se de�ne la transformación in�nitesimal de rotación con un tensor antisimétrico in�nitesimal, λµν

δλ := −1

4
λµνM

µν , (4.10)

por lo que aplicada sobre φ, se tiene (véase ec. 3.25)

δλφ =
1

2
λµνM

µνφ = − i
2
λµν(xµ∂ν − xν∂µ)φ, (4.11)

y aplicada al campo ψ (véase ec. 3.80)

δλψ =
1

2
λµνM

µνψ = − i
2
λµν [(xµ∂ν − xν∂µ)ψ + Sµν ]ψ. (4.12)

Las ecuaciones 3.26 y 3.81 muestran que, al igual que en el campo de Klein-Gordon y de Dirac, el gru-
po de Poincaré es el grupo de simetrías espacio-temporales del Lagrangiano de Wess-Zummino5. Las
ecs 2.60, 2.61 y 2.62 muestran las relaciones de p(1, 3) haciendo la identi�cación P 0 = H. Si el Lagran-
giano de Wess-Zummino presenta SUSY, p(1, 3)⊕ g debe ser la parte �par� de la superálgebra de Lie6.

Para obtener la parte �impar�, considere un espinor in�nitesimal constante izquierdo de Weyl ε, con
él, se de�ne la transformación in�nitesimal de SUSY

δεφ =
√

2 εαψα =
√

2 εψ, δεφ
† =
√

2 ε̄ψ̄; (4.13)

δεψ = i
√

2σµαα̇ε̄
α̇∂µφ, δεψ̄ = −i

√
2 εασµαα̇∂µφ. (4.14)

Hay que destacar que en la primera transformación, εψ es un escalar, por lo que se está creando un campo
bosónico formado a partir de un �apantallamiento� de 2 campos fermiónicos7; la segunda transformación
crea un campo fermiónico formado a partir de un campo bosónico. Nótese que [φ] = [masa] (véase ec.
3.32); mientras que [ψ] = [masa]

3
2 (véase ec. 3.70) debido a que8 [L] = [masa]4. Por lo tanto [ε] =

[masa]−
1
2 .Al aplicar la ec. 4.13 en el primer término de la ec. 4.8 se obtiene

δε(∂µφ
† ∂µφ) = ∂µ(δεφ

†)∂µφ+ ∂µφ
†∂µ(δεφ) =

√
2 (ε̄∂µψ̄ ∂

µφ+ ε∂µψ ∂
µφ†). (4.15)

Por otro lado, al aplicar la ec. 4.14 en en el segundo término de la ec. 4.8 se tiene

δε(−iψ̄α̇σ̄µα̇α∂µψα) = −i(δεψ̄)σ̄µ∂µψ − iψ̄σ̄µ∂µ(δεψ) =
√

2 (−εσν σ̄µ∂µψ ∂νφ† + ψ̄σ̄µσν ε̄ ∂µ∂νφ); (4.16)

por lo tanto, para la acción SWZ =

∫
d4xLWZ resulta

δε(SWZ) =
√

2

∫
d4x (ε̄∂µψ̄∂

µφ+ ε∂µψ∂µφ
† − εσν σ̄µ∂µψ ∂νφ† + ψ̄σ̄µσν ε̄ ∂µ∂νφ). (4.17)

Considerando que los límites de integración son extremos (generalmente un mínimo), entonces, integrando
por partes se obtiene

5Pues las transformaciones del grupo de Poincaré dejan invariante el Lagrangiano de Wess-Zummino.
6Más adelante se observará que para esta representación g = u(1)R
7Tipo pares de Cooper en la teoría BSC de la superconductividad [3]

8La acción S =

∫
d4xL es adimensional para cualquier Lagrangiano L ([S] = [~] = [c] = 1; [masa] = [distancia]−1).
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δε(SWZ) =
√

2

∫
d4x (−εψ∂µ∂µφ† − ε̄ψ̄∂µ∂µφ+ εσν σ̄µψ∂µ∂νφ

† + ψ̄σ̄µσν ε̄ ∂µ∂νφ). (4.18)

Como σ̄µσν ε̄∂µ∂νφ = 1
2 ({σ̄µ, σν} + [σ̄ν , σµ])ε̄∂µ∂νφ = 1

2{σ̄
µ, σν}ε̄∂µ∂νφ = ε̄ηµν∂µ∂νφ = ε̄∂µ∂

µφ (y
similarmente para σν σ̄µψ∂µ∂νφ†), entonces

δε(SWZ) =
√

2

∫
d4x (−εψ∂µ∂µφ† − ε̄ψ̄∂µ∂µφ+ εψ∂µ∂

µφ† + ε̄ψ̄∂µ∂
µφ) = 0. (4.19)

La ecuación anterior indica que LWZ , además de las simetrías de Poincaré, satisface SUSY. El multiplete
está dado por los campos Φ = (φ, ψ) y se le denomina �supermultiplete9 quiral� [1], [31].

Para dos trasformaciones de SUSY δε1 , δε2 se tiene

[δε1 , δε2 ]φ = 2i(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)∂µφ = −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)Pµφ. (4.20)

Por otro lado, para el campo ψ [1]

[δε1 , δε2 ]ψ = −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)Pµψ − i(ε2σν ε̄1 − ε1σν ε̄2)σν σ̄µ∂µψ. (4.21)

Para obtener una relación igual a la ec. 4.20 se tiene que usar la ecuación de movimiento de ψ, iσ̄µ∂µψ = 0
(haciendo al último término de la ec. 4.21 igual a 0). De esta manera, el álgebra se cierra para todos los
campos (i.e. la superálgebra de Lie es un conjunto cerrado) [1]. Por lo anterior, esta teoría está �en la
capa de masa�10. Más adelante se verá que introduciendo campos auxiliares se puede cerrar el álgebra
sin usar la ecuación de movimiento, haciendo que la teoría esté �fuera de la capa de masa�11.

Debido a que LWZ satisface SUSY, por el teorema de Noether [17] existe una corriente conservada,
que en este caso es la �supercorriente� Jµa, [20]

Jµα = (σν σ̄µψ)α∂νφ
†; J̄µα̇ = (ψ̄σ̄µσν)α̇∂νφ. (4.22)

La supercorriente y su adjunto tienen ecuaciones de conservación separadas [20]

∂µ J
µ
α = 0; ∂µ J̄

µ
α̇ = 0. (4.23)

Asociado a Jµα y a J̄µα̇ se construyen las cargas conservadas, i.e., los generadores de SUSY

Qα =

∫
d3x J0

α; Q̄α =

∫
d3x J̄0

α̇. (4.24)

Por la ec. 4.22, se aprecia que Qα es un operador de espín 1
2 izquierdo de Weyl. Con las ecs. 3.4 y 3.71

se veri�ca [20]

i[εQ+ ε̄Q̄,Φ] = δεΦ (4.25)

para Φ = φ, ψ. Con la ec. 4.26 se obtiene

9Un supermultiplete es un conjunto de estados de diferente espín relacionados de manera cerrada por medio de trans-
formaciones de supersimetría. A esté se le denomina quiral ya que el valor más alto del espín de las partículas es 1

2
.

10i.e., todas las partículas satisfacen ecs. clásicas de movimiento libres y con ello, la relación E2 − p2 = m2.
11i.e., no todas las partículas satisfacen la condición E2− p2 = m2, por ejemplo, al tomar dos estados en la capa de masa

fermiónicos, el cuadrimomento de la resultante partícula no necesariamente está en la capa de masa.
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[[ε1Q+ε̄1Q̄, ε2Q+ε̄2Q̄],Φ] = [ε1Q+ε̄1Q̄, [ε2Q+ε̄2Q̄,Φ]]−[ε2Q+ε̄2Q̄, [ε1Q+ε̄1Q̄,Φ]] = [δε1 , δε2 ]Φ; (4.26)

por lo que [[ε1Q+ ε̄1Q̄, ε2Q+ ε̄2Q̄],Φ] = −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)PµΦ. Por otro lado, se satisface [Pµ,Φ] =
−i∂µΦ = PµΦ [20]. Con lo anterior, se tiene

[[ε1Q+ ε̄1Q̄, ε2Q+ ε̄2Q̄],Φ] = −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)[Pµ,Φ]. (4.27)

Se sigue −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)Pµ = [ε1Q + ε̄1Q̄, ε2Q + ε̄2Q̄]. Desarrollando ambos términos, se obtiene
2εα1σ

µ
αα̇ε̄

α̇
2Pµ − 2εα2σ

µ
αα̇ε̄

α̇
1Pµ = εα1 {Qα, Q̄α̇}ε̄α̇2 − εα2 {Qα, Q̄α̇}ε̄α̇1 Q̄. Por la igualdad anterior, se concluye

{Qα, Q̄α̇} = 2σµαα̇Pµ. (4.28)

La ecuación anterior muestra las relaciones de anticonmutación de los generadores Q. Como Q es un
operador espinorial, para esta representación se satisface [26]

{Qα, Qβ} = 0. (4.29)

Las ecs. 4.28 y 4.29 muestran las relaciones que satisface la parte �impar� de la superálgebra de Lie.

Para obtener la parte �pura�, hay que considerar que Qα es un espinor izquierdo; por lo tanto, bajo
una transformación de Lorentz12 (véase ec. 2.41), Qα se transforma como

Qα → Q′α = exp(− i
2
λµνσ

µν) βα Qβ ≈ Qα −
i

2
(λµνσ

µν) βα Qβ ; (4.30)

por otro lado, Qα también es un operador, por lo que

Qα → Q′α = exp(− i
2
λµνM

µν)Qαexp(− i
2
λµνM

µν)† ≈ Qα −
i

2
λµν(MµνQα −QαMµν) +O(λ2). (4.31)

Comparando las ecs. 4.30 y 4.31, a primer orden de λµν , se obtiene

[Mµν , Qα] = (σµν) βα Qβ . (4.32)

Tomando el complejo conjugado de Qα

[Mµν , Q̄α̇] = −Q̄β̇(σ̄µν) β̇α̇ . (4.33)

Si para una constante compleja c, se considera [Qα, P
µ] = cσµαα̇Q̄

α̇ y13 [Q̄α̇, Pµ] = c∗σ̄µα̇βQβ (que
son las formas lineales más generales de escribir los conmutadores con los índices µ y a libres), entonces,
usando la súper identidad de Jacobi (de�nición 2.20)14

0 = [Pµ, [P ν , Qα]] + [P ν , [Qα, P
µ]] + [Qα, [P

µ, P ν ]] = |c|2(σναα̇σ̄
µα̇β − σµαα̇σ̄

να̇β)Qβ . (4.34)

12Para un tensor antisimétrico in�nitesimal λµν .
13Tomando el adjunto (Qα)† = Q̄α̇ y (σµQ̄)†α = (Qσµ)α̇.
14En la superálgebra de Lie, Pµ = Pµ⊕0 y Qα = 0⊕Qα, por lo que la súper identidad de Jacobi se reduce a la identidad

de Jacobi (Sección 2.2.2, de�nición 2.16) [26].



4. Supersimetría 46

Pero por la ec. 2.40, −4i(σνµ)βα = σναα̇σ̄
µα̇β − σµαα̇σ̄να̇β , que en general es distinto de 0, por lo que c = 0;

entonces

[Qα, P
µ] = [Q̄α̇, Pµ] = 0. (4.35)

La ecuación anterior muestra que todos los estados de un mismo superpultiplete tienen la misma energía y
momento. Las ecs 4.32, 4.33 y 4.35 muestran las relaciones que satisface la parte �pura� de la superálgebra
de Lie.

Los generadores de SUSY tienen un grupo de simetría interna llamada simetría R, dada por el grupo15

U(1)R (véase ejemplo 2.5). Usando las transformaciones de este grupo eiα(x)R, donde α(x) es un parámetro
real, y mediante un proceso similar al realizado para obtener las ecs. 4.32 y 4.32, se encuentra

[R,Qα] = Qα (4.36)

[R, Q̄α̇] = −Q̄α̇ (4.37)

Para fermiones que están fuera de la capa de masa, no necesariamente se satisface la ecuación de
movimiento γµ∂µψ = 0, por lo que el álgebra no se cierra (véase ec. 4.21). En la capa de masa, el campo
espinorial ψ tiene dos grados de libertad reales, que coinciden con los dos estados de espín. Sin embargo,
fuera de la capa de masa, tiene cuatro grados de libertad reales16, mientras que el campo φ sigue teniendo
dos. Para compensar los dos grados de libertad extra de ψ y que se tenga el mismo número de grados
de libertad fermiónicos y bosónicos, considere la introducción de un campo escalar complejo extra f ,
llamado campo auxiliar, cuyo Lagrangiano es ([f ] = [masa]2)

Lf = ff† = |f |2. (4.38)

El Lagrangiano anterior implica que las ecuación de movimiento de f es

f = f† = 0. (4.39)

Por lo anterior, el campo f no tiene estados en la capa de masa y no juega ningún papel en la dinámica de
los campos físicos. Bajo una transformación in�nitesimal de SUSY, los campos auxiliares se transforman
como

δεf = −i
√

2∂µψ
ασµαα̇ε̄

α̇; δεf
† = i

√
2 εασµαα̇∂µψ̄

α̇. (4.40)

Con esto, la ec. 4.14 cambia a

δεψ = i
√

2σµαα̇ε̄
α̇∂µφ+

√
2 εαf ; δεψ̄ = −i

√
2 εασµαα̇∂µφ+

√
2 ε̄α̇f

†, (4.41)

y el Lagrangiano de Wess-Zumino (ec. 4.8) cambia a

LWZ = ∂µφ
† ∂µφ− iψ̄α̇σ̄µα̇α∂µψα + |f |2. (4.42)

El nuevo Lagrangiano de Wess-Zumino también es invariante bajo transformaciones in�nitesimales del
grupo de Poincaré (ecs 4.9 y 4.10) y de SUSY (ecs 4.13, 4.40 y 4.41) [1], [31]. El nuevo supermultiplete

15La razón del subíndice R por convención.
16Yendo a la capa de masa se eliminan la mitad de los grados de libertad de ψ ya que el Lagrangiano es lineal en derivadas

temporales, de modo que el momento canónico se puede expresar en términos de las variables del espacio de con�guración
sin derivadas temporales y no son coordenadas del espacio fase.
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quiral fuera de la capa de masa está dado por los campos Φ = (φ, ψ, f) mientras que en la capa de masa
es Φ = (φ, ψ) (véase ec. 4.39). Con las ecs 4.40 y 4.41, el último término de la ec. 4.21 se elimina (sin la
necesidad de recurrir a la ecuación de movimiento de ψ) y cierra la superálgebra de Lie [1], [20], haciendo
que la teoría sea válida también fuera de la capa de masa. Por otro lado, la forma de la supercorriente
(ec. 4.29) no cambia con la incorporación de f y la ec. 4.32 se hace válida para f [1] [20]. Además

[δε1 , δε2 ]f = −2(ε2σ
µε̄1 − ε1σ

µε̄2)Pµf, (4.43)

justo como se requiere para que la ec. 4.28 no se altere y todas las relaciones de la superálgebra de Lie
presentadas se sigan satisfaciendo.

Si al Lagrangiano de Wess-Zumino se le agrega el término de masa

Lm = m(−φf − φ†f† +
1

2
ψ2 +

1

2
ψ̄2), (4.44)

entonces, al usar la ecuación de movimiento

∂LWZ
∂f

= f† −mφ = 0, (4.45)

se obtiene

f† = mφ, f = mφ†. (4.46)

Las ecuaciones anteriores son puramente algebraicas, por lo que la dinámica del sistema no cambia si
se sustituye f = mφ† en el Lagrangiano de Wess-Zumino, con lo que

LWZ = ∂µφ
† ∂µφ−m|φ|2 − iψ̄α̇σ̄µα̇α∂µψα +

m

2
(ψ2 + ψ̄2). (4.47)

Por lo anterior, las ecuaciones de movimiento de los campos φ y ψ son como en las ecs. 3.2 y 3.48.
La superálgebra tampoco cambia, por lo que las ecs 4.28, 4.29, 4.32, 4.33 y 4.35 se siguen satisfaciendo
[1]. La ecuación anterior muestra que la masa de todos los campos es la misma, lo que concuerda con la
ec. 4.35.

4.3. Representaciones de los estados de una partícula para N = 1

En esta sección se presentarán los estados de una partícula descrita por el Lagrangiano de Wess-
Zumino en la capa de masa, para los casos masivo y no masivo. Como se mencionó en la Sección 2.3.3,
los estados de las partículas se pueden caracterizar por medio de la masa y su espín17.

4.3.1. Caso no-masivo

Considere el caso de partículas sin masa moviéndose a través de la tercera dirección espacial18, i.e.
Pµ = (E, 0, 0, E). En este marco, se denotará a las partículas por medio de los estados |λ〉, según la
helicidad λ. En este caso

17La introducción de la superálgebra de Lie provoca que el vector de Pauli-Lubanski (véase ec. 2.63) ya no sea un Casimir
pero genera un nuevo Casimir. Para el caso no-masivo ambos Casimirs son 0. Para el caso masivo, el nuevo Casimir coincide
con el espín [26].

18Como se vio en la sección 3.2.2, dada una partícula de espín s, la proyección de éste sobre la tercera dirección espacial
coincide con el valor de la helicidad, esto es, λ = ± 1

2
.
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{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇Pµ = 2E(σ0 + σ3)αβ̇ = 4E

(
1 0
0 0

)
αβ̇

. (4.48)

De la ecuación anterior se deduce que

{Q1, Q̄1̇} = 4E; {Q2, Q̄2̇} = 0. (4.49)

Por la ec. 4.7 se sigue también Q2 = Q̄2̇ = 0. Con los generadores Q1 y Q̄1̇, se pueden de�nir los operadores
de creación y aniquilación

a† :=
Q1√
2E

, a :=
Q̄1̇√
2E

, (4.50)

que satisfacen

{a†, a} = 1, {a†, a†} = {a, a} = 0. (4.51)

Por lo anterior, el Hamiltoniano del sistema es

H = E{a†, a}. (4.52)

De la ec. 4.32 se observa que cuando la contribución del momento angular orbital al momento angular
total es 0, se tiene [Mz, Q1] = [M12, Q1] = 1

2Q1, por lo que

Mza†|λ〉 = (a†Mz + [Mz, a†])|λ〉 = (λ+
1

2
)a†|λ〉. (4.53)

La ecuación anterior a�rma que la helicidad del estado a†|λ〉 es λ + 1
2 . Un tratamiento análogo con el

operador de aniquilación a con�rma que la helicidad del estado a|λ〉 es λ− 1
2 . Juntando estos resultados

con la ec. 4.51, se observa

a†|λ〉 = |λ+
1

2
〉, a|λ〉 = |λ− 1

2
〉, (a†)2|λ〉 = 0|λ〉 = 0. (4.54)

De�nimos el vacío |Ω〉 como el estado de mínima helicidad λ0, i.e. a|Ω〉 = 0. Por la ec. 4.54, a partir
de |Ω〉, solo se puede construir un estado. De esta manera, se tiene el superdoblete

|Ω〉 = |λ0〉, a†|Ω〉 = |λ0 +
1

2
〉. (4.55)

En general, lo anterior viola la invariancia CPT 19 [26]. Para el caso λ0 = 0, se agrega20 otro super-
doblete con helicidad λ0 = − 1

2 [26]. Los dos superdobletes que se construyen se presentan en el cuadro
4.1 (todos con la misma energía E).

19En general, los compañeros bajo cambios de paridad no están en el modelo.
20Pedir que la helicidad del estado |Ω〉 sea 0 nos restringe a la representación quiral de SUSY para N = 1 [26].
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λ0 = 0 λ0 = − 1
2

|0〉 | − 1
2 〉

| 12 〉 |0〉

Cuadro 4.1: Dobletes de SUSY en N = 1 para el caso no-masivo con helicidad del vacío λ0 = 0,− 1
2 .

4.3.2. Caso masivo

Considere el caso de partículas en reposo, esto es Pµ = (E, 0, 0, 0); entonces

{Qα, Q̄β̇} = 2(σµ)αβ̇Pµ = 2E(σ0)αβ̇ = 2E

(
1 0
0 1

)
αβ̇

. (4.56)

De la ecuación anterior se deduce que

{Q1, Q̄1̇} = 2E; {Q2, Q̄2̇} = 2E. (4.57)

Con Qα y Qα̇, se pueden de�nir los operadores de creación y aniquilación

a†1,2 :=
Q1,2√

2E
; a1,2 :=

Q̄1̇,2̇√
2E

, (4.58)

que satisfacen

{ap, a†q} = δpq, {a†p, a†q} = {ap, aq} = 0. (4.59)

Por lo anterior, el Hamiltoniano21 del sistema es

H =
E

2
({a1, a

†
1}+ {a2, a

†
2}). (4.60)

Un tratamiento análogo al caso sin masa muestra que

a†1|s3〉 = |s3 +
1

2
〉; a1|s3〉 = |s3 −

1

2
〉; a†1a

†
1|s3〉 = 0. (4.61)

a†2|s3〉 = |s3 −
1

2
〉; a2|s3〉 = |s3 +

1

2
〉; a†2a

†
2|s3〉 = 0, (4.62)

donde s3 es la componente del espín s de las partículas en la tercera dirección espacial. Al igual que en el
caso sin masa, se de�ne el vacío, |Ω〉 como el estado de espín mínimo22 s0, i.e., el estado aniquilado por
los operadores a1, a2 (ai|Ω〉 = 0 para i = 1, 2). Considere el caso23 s0 = 0, por lo que |Ω〉 = |0〉. Se de�ne
el estado |Ω′〉 como el estado �aniquilado� por los operadores a†1 y a

†
2 respectivamente, i.e. a†i |Ω′〉 = 0 para

i = 1, 2, por lo que el espín de este estado también es 0. Debido a la ec. 4.59

|Ω′〉 := a†2a
†
1|Ω〉 = −a†1a

†
2|Ω〉. (4.63)

21Hay que destacar que por la ecuación 4.7, tanto el Hamiltoniano de la ec. 4.52 como el de la ec. 4.60 son positivos
de�nidos.

22Con sus dos posibles valores para la tercera dirección espacial.
23Igual que en el caso sin masa, pedir que el espín del estado |Ω〉 sea 0 nos restringe a la representación quiral de SUSY

para N = 1 [26] (ver la próxima sección).
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Por las ecs. 4.61, 4.62 y 4.63, a partir de |Ω〉 se construye el supercuadruplete presentado en el cuadro
4.2 (todos con la misma energía E).

s0 = 0

|Ω〉

| 12 〉

| − 1
2 〉

|Ω′〉

Cuadro 4.2: Cuadruplete de SUSY en N = 1 para el caso masivo con espín del vacío s0 = 0.

En la Sección 2.3.2 se mencionó que Qa y Q̄ȧ pertenecen a representaciones diferentes24. De hecho,
bajo transformaciones P de cambios de Paridad, Qa y Q̄ȧ se transforman entre sí [26] y se satisface

PQaP
−1 = η(σ0)aḃQ̄

ḃ, (4.64)

PQ̄ȧP−1 = η(σ̄0)ȧbQb. (4.65)

Para una constante η que satisface |η|2 = 1. Por la ecuación anterior, bajo transformaciones P de cambios
de paridad, |Ω〉 ahora es aniquilado por a†i mientras que |Ω′〉 es aniquilado ahora por ai, i.e. los estados
|Ω〉 y |Ω′〉 se transforman entre sí.

Para construir un vacío con paridad de�nida basta considerar

|±〉 = |Ω〉 ± |Ω′〉, P |±〉 = ±|±〉. (4.66)

Por esto, el estado |+〉 es un escalar mientras que el estado |−〉 es un pseudo-escalar.

Una característica distintiva de SUSY es que el número de bosones y de fermiones en un supermul-
tiplete siempre es el mismo (como se puede observar en los cuadros 4.1 y 4.2). En efecto, sea nB y nF
el número de bosones y de fermiones respectivamente, en un supermultiplete. Se de�ne el operador de
número fermiónico (−)F tal que

(−)F |bosón〉 = |bosón〉; (−)F |fermión〉 = −|fermión〉. (4.67)

Considere

(−)FQα|fermión〉 = (−)F |bosón〉 = |bosón〉 = Qα|fermión〉 = −Qα(−)F |fermión〉, (4.68)

por lo que

{(−)F , Qα} = 0. (4.69)

Por otra parte

24Qa ∈ ( 1
2
, 0) y Q̄ȧ ∈ (0, 1

2
).



4. Supersimetría 51

tr[(−)F {Qα, Q̄β̇}] = tr[(−)FQαQ̄β̇ + (−)FQαQ̄β̇ ] = tr[−Qα(−)F Q̄β̇ +Qα(−)F Q̄β̇ ] = 0. (4.70)

Usando25 la ec. 4.28 se obtiene

tr[(−)F {Qα, Q̄β̇}] = tr[(−)F 2(σµ)αβ̇ Pµ] = 2(σµ)αβ̇ pµ tr[(−)F ]. (4.71)

En la última igualdad de la ecuación anterior se reemplazó Pµ por sus eigenvalores de un estado especí�co
pµ. Se sigue

0 = tr{(−)F } =
∑
bosón

〈bosón|(−)F |bosón〉+
∑

fermión

〈fermión|(−)F |fermión〉 (4.72)

=
∑
bosón

〈bosón|bosón〉 −
∑

fermión

〈fermión|fermión〉 = nB − nF .

Extiste una formulación más natural y elegante, muy e�ciente de SUSY para describir modelos super-
simétricos interactuantes con simetrías de norma. En este marco, se modela la ruptura de la supersimetría
y teorías supersimétricas apegadas al Modelo Estándar [1], [20], [26], [31]; esta formulación se hace en
términos de supercampos sobre el superespacio de Minkowski. En el Apéndice C, se hace una introduc-
ción a este marco teórico para el modelo de Wess-Zumino, sin pretender ser muy rigurosos en la teoría
matemática ya que es muy extensa y se desvía de los propósitos del presente trabajo. Si se desea conocer
más de la teoría matemática se pueden revisar las refs. [2] y [28].

25La ec. 4.28 solo es válida para SUSY con N = 1; sin embargo, el enunciado es válido para cualquier representación de
SUSY.



Capítulo 5

EL Modelo de Espín Extendido

La teoría de la relatividad a�rma que vivimos en un espacio 4 dimensional, con una dimensión aso-
ciada al tiempo y 3 dimensiones espaciales. Sin embargo puede ser que el espacio 4−dimensional que
apreciamos solo sea una proyección (por nuestra limitación a apreciar más dimensiones) de un espacio
d−dimensional (d > 4).

Teóricamente hablando hay motivos para considerar un universo d−dimensional con d > 4. Kaluza
propuso un esquema de uni�cación del elctromagnétismo con la gravedad, usando la teoría de la Relati-
vidad General [8] en un espacio pentadimensional (la primera coordenada asociada al tiempo y las otras
4 asociadas al espacio) curvo vacío y apoyándose de algunas hipótesis extras [24]. Posteriormente Klein
agregó nociones de la Mécanica Cuántica a la teoría de Kaluza y con ello obtuvo una estimación del
valor de la carga del electrón (el valor de la cuantización de la carga); aunque no logró proporcionar una
estimación correcta de la masa del electrón [24]. Los resultados y la metodología usada en el modelo de
ía de Kaluza-Klein proporcionaron un nuevo camino de investigación en la formulación de teorías que
intentan extender el Modelo Estándar, como la Supergravedad y la Teoría de Cuerdas. En el Apéndice
D se da una breve descripción de la teoría de Kaluza-Klein, así como las hipótesis básicas de algunos
intentos de extensión del Modelo Estándar.

El espín es una propiedad física que se mani�esta en las partículas. Por otro lado, las simetrías de nor-
ma del Modelo Estándar de�nen cantidades que son escalares con respecto al grupo de Lorentz; el hecho
que los fermiones conocidos en la naturaleza están en la representación fundamental del grupo de Lorentz
y de los grupos de norma, y los bosones de norma están la representación adjunta de Lorentz y los grupos
escalares, sugiere una descripción común. El Modelo de Espín Extendido [4], [5], es conceptualmente simi-
lar a la idea de Kaluza-Klein ya que considera dimensiones extras que se asocian a las simetrías escalares,
con la diferencia de que los elementos de espín igualmente se consideran en las dimensiones extras (sin
descartar la parte espacial). Cabe señalar que es menos ambiciosa pues no incluye efectos gravitaciona-
les. Una característica del modelo es que el efecto de las dimensiones espaciales adicionales está congelado.

Al agregar grados de libertad en el espacio de espín se sigue conservando la invariancia de Lorentz
y se pueden describir los grados de libertad escalares del Modelo Estándar de manera conjunta (como
los estados de la interacción electrodébil), obteniendo restricciones distintas según las dimensiones del
espacio de espín [4], [5].

52



5. El Modelo de espín extendido 53

5.1. Introducción

Supóngase, heurísticamente, que se satisface la ecuación de Dirac1

γ0(iγµ∂µ −m)Ψ = 0, (5.1)

con Ψ una matriz (que presenta posibles estados de fermiones y bosones libres). Bajo una transformación
unitaria, el operador de Dirac se transforma como: (iγµ∂µ − m) → U(iγµ∂µ − m)U−1, lo cual induce
una transformación por la izquierda (lhs, por sus siglas en inglés): Ψ→ UΨU−1. Además, se postula que
Ψ también se transforma por la derecha (rhs, por sus siglas en inglés): Ψ → U−1ΨU (nótese que Ψ† se
transforma igual). Lo anterior es consistente con que Ψ† satisfaga la ec. conjugada de Dirac

Ψ†γ0(iγµ
←−
∂ µ +m) = 0. (5.2)

En el caso de (3 + 1)−dimensiones, U es una matriz de 4 × 4 que contiene las simetrías asociadas a
los generadores del grupo de Poincaré (véase Sección 2.3.3).

Ψ puede ser entendida con una construcción del producto tensorial de estados |ω〉, 〈ω′| (que tienen
una interpretación espinorial o no), mediante la expansión

∑
i,j aij |ωi〉〈ω′j | en el espacio de con�guración.

Los generadores de Poincaré con componentes espinoriales (o escalares) actuando como U en cada lado
de Ψ, clasi�can las soluciones en este espacio.

Si A y B son soluciones, entonces la matriz C = AB de�ne un álgebra cuyos elementos pueden ser o
no ser soluciones. El producto interior de A y B está de�nido como

〈A|B〉 = tr(A†B). (5.3)

Si se toman soluciones de ondas planas

Ψ
(+)
pi (x) = ui(p)e

−ip·x Ψ
(−)
pi (x) = vi(p)e

ip·x, (5.4)

donde pµ es el cuadrivector de momento (p0 = E) y ui, vi son matrices, entonces al aplicar la ec. 5.4 a
la ec. 5.1, se de�ne el Hamiltoneano Hlhs = γ0(p · γ + m) y la proyección del vector de Pauli-Lubanski
Wµ = 1

2εµνρσM
νρ∂σ, sobre el cuadrivector np = (1/m)(|p|, Ep̂), 1

mW · np = S · p̂ (el operador de helici-
dad, véase ec. 3.67) [4], [15].

Ψ
(+)
pi (x) es clasi�cado por el operador de energía-momento [25] correspondiente del operador de Dirac

conjugado (véase ec 5.2) como una solución de energía negativa2. Para tener una carecterización con-
sistente se debe suponer que 〈ωj | representa un hueco en el mar de Dirac3 Esta interpretación va en
conjunto con los operadores actuando por la derecha (rhs) de Ψ, así como en Ψ†. El complejo conjugado

1El término γ0 que aparece es para volver hermitiano al operador de Dirac (iγµ∂µ − m). No resta generalidad a los
resultados ya mostrados.

2En el marco de la Mecánica Cuántica Relativista.
3Se conoce como mar de Dirac a la idea de que todos los niveles de energía negativa están ocupados por electrones, de

tal manera que los electrones no pueden caer a tales estados debido al principio de exclusión de Pauli [7]. Cuando se exita
uno de los electrones del mar de Dirac hasta hacerlo pasar a un estado de energía positiva, aparece simultáneamente este
electrón y un hueco en el mar. Este hueco es una falta de carga negativa, por lo que se observa como carga efectiva positiva;
de manera similar, la falta de energía negativa se observa como energía positiva (el hueco se identi�ca con un positrón). El
mar de Dirac se introdujo para evitar que las partículas de energía positiva espontáneamente hagan transiciones a estados
de energía cada vez más negativos. En el marco de la Teoría Cuántica de Campos, la noción del mar de Dirac resulta
obsoleta pues se trata de manera simétrica a la materia y a la antimateria (véase Sección 3.2).
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de Ψ
(−)
pi (x) tiene la misma dependencia exponencial que Ψ

(+)
pi (x), por lo que es interpretado como una

solución de energía positiva.

Para mostrar una primera descripción generalizada de bosones y fermiones hay que considerar

i(I − γ5)γ0∂µγ
µΨ = 0, (5.5)

y usar el operador 1
2 (I − γ5)Mµν en el vector de Pauli-Lubanski Wµ.

5.1.1. Soluciones bosónicas

Las soluciones bosónicas de la ec. 5.5 se presentan en el cuadro 5.1. Se consideraron soluciones como en
la ec. 5.4 y se supuso que p solo tiene componente en la tercera dimensión espacial. Todas las soluciones
están normalizadas de acuerdo con el producto interior �jado en la ec. 5.3, i.e. tr(u†i (p)ui(p)) = 1. Se usó
p̃µ = pµ.

Soluciones bosónicas 1
2 (I − γ5)γ0γ

3 i
4 (I − γ5)γ1γ2 [ 12 (I − γ5)H/p0] [ 12 (I − γ5)S · p̂]

u−1(p) = 1
4 (I − γ5)γ0(γ1 − iγ2) 1 − 1

2 2 −1

u−1(p̃) = 1
4 (I − γ5)γ0(γ1 − iγ2) −1 1

2 2 −1

u0(p) = 1
4 (I − γ5)γ0(γ0 − γ3) 1 − 1

2 0 0

u0(p̃) = 1
4 (I − γ5)γ0(γ0 + γ3) −1 1

2 0 0

Cuadro 5.1: Soluciones bosónicas no-masivas.

En la segunda y en la tercera columna se presentan los eigenvalores de los operadores de la forma
Oui = λui. Por otro lado, en la cuarta y en la quinta columna se presentan los eigenvalores de la energía
y la helicidad de la forma

[O, ui] = λui, (5.6)

(la segunda y la tercera columna sirven para calcular estos valores) consistentemente con la interpretación
de agujero en el mar de Dirac.

Hay que destacar que la medición de u−1(p)H, indica que u−i(p)rhs es una partícula fuera de la capa
de masa aunque da el valor esperado en la interpretación de hueco. Se aprecia que u−1(p) y u−1(p̃) son
partículas en la capa de masa con un valor de helicidad igual a −1 sobre ẑ y sobre −ẑ respectivamente;
mientras que u0(p) y u0(p̃) son partículas fuera de la capa de masa. Para este caso de partículas no-
masivas, las soluciones de energía negativa vienen dadas por el segundo término de la ec. 5.4, donde
vi(p) = ui(p).

5.1.2. Soluciones fermiónicas

Las soluciones fermiónicas de la ec. 5.5 se presentan en el cuadro 5.2. La aplicación del operador
1
2 (I − γ5)Mµν a soluciones de la forma (I ± γ5)γ deja uno de los lados (|w〉 o 〈w|) transformándose de
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manera trivial, por lo que estados con espín 1
2 estarán en la representación ( 1

2 , 0) o (0, 1
2 ) de sl(2,C),

según corresponda.

Al usar el operador (I − γ5)Mµν para clasi�car las soluciones espinoriales, el álgebra de las transfor-
maciones que deja invariante la ec. 5.5 tiene un grupo GL(2,C) adicional, con 8 componentes generadas
por 1

2 (1 + γ5) y por fµν = − i
2 (1 + γ5)Sµν . Como SU(2)× U(1) es subgrupo de GL(2,C) esto implica la

adición de 2 números cuánticos con los que se pueden clasi�car las soluciones de la ec. 5.5. Tomando en
cuenta que esta simetría no actúa en las soluciones vectoriales y los números cuánticos de los fermiones
conocidos en la naturaleza, sé asocian estos operadores con los operadores de sabor y de espín 1

2 respec-
tivamente. Se usó f30 para la clasi�cación de las soluciones mostradas en el cuadro 5.2. Cabe mencionar
que los operadores de la segunda y tercera columna del cuadro 5.2. actúan trivialmente por la derecha de
las soluciones (por lo que no es necesario usar el conmutador para mostrar el eigenvalor de la energía y de
la helicidad), al mismo tiempo, el operador f30 actúa trivialmente por la izquierda sobre las soluciones.

Soluciones espinoriales izquierdas 1
2 (I − γ5)γ0γ

3 i
4 (I − γ5)γ1γ2 [f30]

ω−1/2(p) = 1
4 (I − γ5)(γ0 + γ3) 1 − 1

2
1
2

ω−1/2(p̃) = 1
4 (I − γ5)(γ1 + iγ2) −1 1

2
1
2

ω̂−1/2(p) = 1
4 (I − γ5)(γ1 − iγ2) 1 − 1

2 − 1
2

ω̂−1/2(p̃) = 1
4 (I − γ5)(γ0 − γ3) −1 1

2 − 1
2

Cuadro 5.2: Soluciones espinoriales izquierdas no-masivas.

5.2. Espacio (5+1)-dimensional

Si se extiende la dimensión del álgebra de Cli�ord C4 (álgebra de Dirac) a CN , {γµ, γν} = 2ηµν µ, ν =
0, ...N − 1 suponiendo que N es par, se puede usar esta álgebra para clasi�car las simetrías de U y las
soluciones de Ψ. Todas las representaciones están asociadas a matrices de 2N/2 × 2N/2.

Como se vio en la Sección 2.3.2, los generadores del grupo de Lorentz son: Sµν = i
4 [γµ, γµ], para

µ, ν = 0, 1, 2, 3 (como en el caso de (3 + 1)−dimensiones) pero U puede contener también posibles si-
metrías asociadas a los generadores γϑ para ϑ = 5, ...N , las cuales4 son escalares con respecto al grupo
de Poincaré, pues conmutan con los generadores de este grupo. Por otro lado, γ̃5 = iγ0γ1γ2γ3 se man-
tiene como pseudo-escalar de Lorentz (véase Sección 2.3.2) y se satisface [γ̃5, γϑ] = 0. Por lo anterior,
se puede clasi�car el álgebra de las simetrías asociadas a γϑ como: SN−4 = S(N−4)R ⊗ S(N−4)L donde
S(N−4)R = 1

2 (I + γ̃5)U(2(N−4)/2) y S(N−4)L = 1
2 (I − γ̃5)U(2(N−4)/2), con CN = C4 ⊗ CN−4.

Los estados Ψ, se pueden clasi�car de manera semejante en estados bosónicos y fermiónicos mediante
los operadores de proyección PP , PS ∈ SN−4 con [PP ,PS ] = 0; PP actúa sobre los generadores de Lorentz

PPMµν ; (5.7)

4Que los nuevos índices vallan de 5 a N y no de 4 a N − 1 es por convención.
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mientras que PS actúa sobre los operadores de simetría SN−4

S′N−4 = PSSN−4, (5.8)

dejando a los generadores de grupos escalares como Îϑ = PS Îϑ [4].

Como caso especial, considere el caso (5 + 1)−dimensional, i.e.

{γ%, γκ} = 2η%κ , (5.9)

donde %,κ = 0, 1, 2, 3, 5, 6. Para %,κ = 0, 1, 2, 3 se obtienen los generadores de Lorentz Sµν (véase
ec. 2.25); mientras que con los operadores γ5, γ6 y γ5γ6 se puede formar una base (son generadores) del
álgebra su(2) (véase Sección 2.3.1). Se satisface

[Sµν , γϑ] = 0, (5.10)

para ϑ = 5, 6, por lo que γ5, γ6 y γ5γ6 son escalares con respecto a SO0(1, 3). El único operador de
proyección que se puede construir con estos operadores describiendo fermiones y bosones y permitiendo
un grupo de simetría no-abeliano es [4]

PS = PP = L =
3

4
− i

4
(I + γ̃5)γ5γ6 − 1

4
γ̃5, (5.11)

donde L se asocia al número leptónico [4]. La ecuación

iLγ0∂µγ
µΨ = 0, (5.12)

es invariante bajo el operador de la ec. 5.7 y permite la simetría de sabor de�nida previamente.

Los generadores de simetría resultantes y el espectro de las partículas soluciones de la ecuación anterior
se ajustan mejor a la teoría electrodébil (Sección 3.3), i.e., el espacio de simetría de la proyección con PP ,
incluye al grupo SU(2)L × U(1)Y con sus generadores [4]

I1 =
i

2
(I − γ̃5)γ5, (5.13)

I2 = − i
2

(I − γ̃5)γ6, (5.14)

I3 = − i
2

(I − γ̃5)γ5γ6, (5.15)

Y = −1 +
i

2
(I + γ̃5)γ5γ6, (5.16)

donde los generadores Ii para i = 1, 2, 3, contienen el operador de proyección 1
2 (I − γ̃5); dicho término

asegura que la interacción solo sea para partículas izquierdas. Con este conjunto de operadores, se pueden
clasi�car los estados fermiónicos y bosónicos de Ψ en distintos multipletes de interacción electrodébil [5],
como se muestra en el cuadro 5.3. Los eigenvalores se presentan según la ec. 5.6. Al igual que en la sección
anterior, el momento de las partículas se escogen solo con componente en la tercera dimensión espacial
±ẑ, con la proyección dada por L. La tercera y cuarta columna muestra el valor de la tercera dirección
de isospín débil y de la hipercarga; mientras que la carga, se presenta en la quinta columna mediante la
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relación de la ec. 3.107. La séptima y octava columna muestran el valor de la helicidad y de la quiralidad
respectivamente.

Multilpletes Soluciones [I3] [Y ] [Q] [L] [ i2Lγ
1γ2] [Lγ̃5]

Doblete fermionico
1
8 (I − γ̃5)(γ0 + γ3)(γ5 − iγ6) 1

2 −1 0 1 1
2 −1

1
8 (I − γ̃5)(γ0 + γ3)(I + iγ5γ6) − 1

2 −1 −1 1 1
2 −1

Singulete fermionico 1
8 (I + γ̃5)γ0(γ0 + γ3)(γ5 − iγ6) 0 −2 −1 1 1

2 1

Doblete escalar
1

4
√

2
(I − γ̃5)γ0(I − iγ5γ6) 1

2 1 1 0 0 −2

1
4
√

2
(I − γ̃5)γ0(γ5 + iγ6) − 1

2 1 0 0 0 −2

Triplete vectorial
1
4 (I − γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)(γ5 − iγ6) 1 0 1 0 1 0

1
2
√

2
(I − γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)γ5γ6 0 0 0 0 1 0

1
4 (I − γ̃5)γ0(γ1 + iγ2)(γ5 + iγ6) −1 0 −1 0 1 0

Cuadro 5.3: Soluciones espinoriales y bosónicas no-masivas en (5 + 1)−dimensiones.

Hasta ahora se ha formulado el modelo en el contexto de la ecuación de Dirac, pero el modelo es
independiente de la ecuación de movimiento. De hecho, se puede estudiar los arreglos de campos y
simetrías asociadas a una matriz en el espacio de espín extendido [4].

5.3. Construcción de campos y formulación Lagrangiana

En presencia de interacciones, los campos libres permiten expresiones más generales de los campos
bosónicos y fermiónicos, manteniendo sus propiedades de transformación. Un campo vectorial está dado
por

Aϑµ(x)γ0γµÎϑ, (5.17)

donde γ0,γµ ∈ C4 y Îϑ ∈ S′N−1, como en la ec. 5.8. Por otro lado, el campo escalar está dado por

φϑ(x)γ0M
S
ϑ ; (5.18)

mientras que para el campo fermiónico se tiene

ψϑα(x)LαPFM
F
ϑ , (5.19)

donde MS
k MF

k ∈ SN−4, y son componentes escalares y fermiónicas respectivamente. Lα representa una
componente espinorial, por ejemplo L1 = (γ1 + iγ2). PF es un operador de proyección, por ejemplo
PF = 1

2 (I − γ̃5), como se usó en el cuadro 5.3 [5].
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Los campos en el espacio de espín extendido se pueden usar para construir una formulación lagrangiana
de la teoría. Un término de interacción bosón-fermión resulta de la adición del término vectorial de la
ec. 5.17 en el Lagrangiano fermiónico libre

1

Nf
trΨ†{[i∂µI + gAϑµ(x)Îϑ]γ0γ

µ −Mγ0}ΨPf (5.20)

donde Ψ en este caso, representa un campo de partículas de espín 1
2 , g es una constante de acoplamiento,

Nf contiene los términos de normalización e I es el operador identidad de la misma dimensión que a partir
de este momento, se omitirá en la ecuación [5]. El operador Pf es introducido para evitar la cancelación
de elementos fermiónicos no-diagonalizables; por ejemplo, si se elige

Pf =
1√
2

(γ̃5 − γ0γ1) (5.21)

se observa que se cumple [Pf , L] = [Pf , (I − γ5)L] = 0, lo que proporciona una correcta combinación
no trivial del par fermiónico ΨaPfΨ†b (donde Ψa y Ψb pueden ser el doblete o el singlete fermiónico del
cuadro 5.3.) [4]

La ec. 5.20 es invariante bajo transformaciones de Lorentz5 siempre que el campo vectorial se trans-
forme como

Aϑµ(x)Îϑ → Λ ν
µ A

ϑ
ν (x)Îϑ, (5.22)

donde Λ es una transformación de Lorentz (xµ → Λµνx
ν). La ec. 5.20 también es invariante de norma6

bajo la condición

Aϑµ(x)Îϑ → UAϑν (x)ÎϑU
† − i

g
(∂µU)U†. (5.23)

La traza en la ec. 5.20 se puede expresar en términos de los estados [4]

(Ψς
β)†{[i∂µIςυ + gAϑµ(x)(Îϑ)ςυ](γ0γ

µ)βα −MIςυ(γ0)βα}ψυα(x). (5.24)

Por lo anterior, el cuadro 5.3. lleva a la contribución fermiónica de la teoría electrodébil, derivado hue-
rísticamente en las referencias [4], [5]

Ψ̄l[i∂µ +
1

2
gτϑWϑ

µ (x)− 1

2
g′Bµ(x)]γµΨl + ψ̄r[i∂µ − g′Bµ(x)]γµψr, (5.25)

el cual contiene un doblete de SU(2) Ψl con hipercarga Yl = −1, un singlete ψr con hipercarga Y = −2
y los correspondientes bosones de norma junto con las constantes de estructura (véase Sección 3.3.2)

Por otro lado, un término de interacción invariante de Lorentz entre un campo escalar y uno vectorial
está dado por [5]

1

NB
trΨ†[i∂ν + gAςν(x)Îς ]γ

νγµ[i∂µ + gAϑµ(x)Îϑ]Ψ (5.26)

Es posible hacer un tratamiento análogo con la ec. 5.20 en la ec. 5.25 [5]. El término de masa resultante
del mecanismo de Higgs [6] [13], es identi�cado con el operador de masa en el espacio de espín extendido,

5Con transformaciones de la forma U = exp(− i
2
PPωµνSµν), donde PP es el operador de proyección de la ec. 5.7.

6Con transformaciones de la forma U = exp[−iÎϑαϑ(x)], donde αϑ(x) son funciones arbitrarias.
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dando una conexión con el Modelo Estándar [5].

Considere

[i∂ν + gAςν(x)Îς ][i∂µ + gAϑµ(x)Îϑ]
i

2
[γν , γµ] = Fϑµν Îϑ

i

2
[γν , γµ], (5.27)

donde Fϑµν = ∂µA
ϑ
ν − ∂νAϑµ + gfϑςυAϑνA

υ
µ y fϑςυ son las constantes de estructura del grupo [Îϑ, Îς ] =

ifϑςυ Îυ (véase ejemplo 2.16). Con la expresión

1

NA
trFϑµν Îϑ

i

2
[γν , γµ]F ςρσ Îς

i

2
[γρ, γσ], (5.28)

se obtiene el término de campo libre − 1
4F

ϑ
µνF

µν ϑ [5].

Las partículas del Modelo Estándar ocupan las representaciones fundamental y adjunta de los grupos
de Lorentz y escalares, sugiriendo una estructura compuesta o de multiplete [6]. Una importante razón
para considerar esta extensión y seguir trabajando en el Modelo de Espín Extendido es que como se
aprecia, este modelo proporciona una manera natural de mezclar partículas en sus diferentes represen-
taciones, no las escoge como en las Teorías de Gran Uni�cación (GUT's por sus siglas en inglés) [6].
Las interacciones completas del Modelo Estándar son �elmente descritas en el caso (9 + 1)−dimensional,
incluyendo también fermiones de interacción [5]. Con las simetrías de Poincaré y las de norma del Modelo
Estándar en la formulación lagrangiana del modelo, se pueden aplicar condiciones de renormalización y
de cuantización, lo que lleva a una Teoría Cuántica de Campos [5].



Capítulo 6

Supersimetría y El Modelo de Espín
Extendido

SUSY y el Modelo de Espín Extendido tienen en común la descripción generalizada de bosones y
fermiones bajo un mismo conjunto de operadores. Esto sugiere una conexión más estrecha entre estos dos
modelos.

En este capítulo se muestra por primera vez cómo incorporar la idea del Modelo de Espín Extendido
en las representaciones de SUSY. Para ello se usarán las representaciones mostradas en la Sección 4.3, con
lo cual, se construyen estados supersimétricos con simetría escalar SU(2), indicando también el camino
para próximas investigaciones.

6.1. Caso masivo

Considere los operadores ai y a†i con i = 1, 2 presentados en la ec. 4.59; con ellos, se de�nen los
siguientes operadores

Γ0 := a1 + a†1; Γ1 := a†2 − a2; Γ2 := i(a2 + a†2); Γ3 := a†1 − a1. (6.1)

Las relaciones inversas son

a1 =
1

2
(Γ0 − Γ3); a†1 =

1

2
(Γ0 + Γ3) a2 = −1

2
(Γ1 + iΓ2); a†2 =

1

2
(Γ1 − iΓ2). (6.2)

Con los operadores Γµ donde µ = 0, 1, 2, 3, el Hamiltoniano de la ec. 4.60 es

H =
E

4
({Γ0,Γ0} − {Γ2,Γ2}). (6.3)

Con las propiedades que satisfacen ai y a
†
i , se puede veri�car que para µ,ν=0,1,2,3, los operadores de�nidos

en la ec. 6.1 satisfacen el álgebra de Cli�ord de dimensión 4, C4 (véase ec. 2.23), i.e.

{Γµ,Γν} = 2ηµν . (6.4)

Con la relación anterior, se pueden de�nir los operadores

60
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Θµν :=
i

4
[Γµ,Γν ]. (6.5)

Estos operadores satisfacen el álgebra de Lorentz (véase ec. 2.15), por lo que forman una representación
espinorial de SO0(1, 3) con propiedades similares a las representación de la ec. 2.25.

En analogía, se de�ne el operador

Γ̃5 := iΓ0Γ1Γ2Γ3, (6.6)

que satisface

{Γ̃5,Γµ} = 0; [Γ̃5,Θµν ] = 0. (6.7)

Γ̃5 satisface propiedades idénticas a las de γ5 (véase ec 2.35) en el caso de la representación espinorial,
por lo que es un pseudo-escalar (véase ec 2.54). También se pueden de�nir los operadores de proyección

P̃± :=
1

2
(I ± Γ̃5). (6.8)

Estos operadores de proyección satisfacen (P̃±)2 = P̃± y P̃+P̃− = 0, por lo que son los análogos
de los operadores de proyección mostrados en la ec. 2.36. Para el cuadruplete de SUSY mostrado en el
cuadro 4.2, se veri�ca

Γ̃5|Ω〉 = |Ω〉; Γ̃5|1
2
〉 = −|1

2
〉; Γ̃5| − 1

2
〉 = −| − 1

2
〉; Γ̃5|Ω′〉 = |Ω′〉, (6.9)

y para los operadores de proyección

P̃+|Ω〉 = |Ω〉; P̃+|1
2
〉 = 0|1

2
〉; P̃+| − 1

2
〉 = 0| − 1

2
〉; P̃+|Ω′〉 = |Ω′〉; (6.10)

P̃−|Ω〉 = 0|Ω〉; P̃−|1
2
〉 = |1

2
〉 P̃−| − 1

2
〉 = | − 1

2
〉; P̃−|Ω′〉 = 0|Ω′〉. (6.11)

Por lo anterior, en términos de P̃±, los estados |Ω〉 y |Ω′〉 representan partículas derechas, mientras que
los estados | 12 〉 y | −

1
2 〉 representan partículas izquierdas (véase ec. 2.37).

Para esta representación de SO0(1, 3), el operador de espín es

S = P̃−(Θ23,Θ31,Θ12) =
i

2
P̃−(Γ2Γ3,Γ3Γ1,Γ1Γ2), (6.12)

mientras que el boost total es

K = P̃−(Θ01,Θ02,Θ03) =
i

2
P̃−(Γ0Γ1,Γ0Γ2,Γ0Γ3). (6.13)

Por lo anterior, S3 = i
2 P̃
−Γ1Γ2 proporciona el espín de los estados del cuadrupelete de SUSY.

Considere un espacio (5 + 1)−dimensional de operadores Γ%, donde % = 0, 1, 2, 3, 5, 6 (los primeros 4
corresponden a los mostrados en la ec. 6.1) de tal forma que1

1Estos operadores satisfacen el álgebra de Cli�ord de dimensión 5+1, C6. Nótese que este nuevo operador Γ5 en principio,
puede ser distinto al operador Γ̃5 de�nido en la ec. 6.6
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{Γ%,Γκ} = 2η%κ ; (6.14)

para %,κ = 0, 1, 2, 3, 5, 6. Cabe mencionar que los operadores Γ5 y Γ6 no se consideran como combinación
lineal de los operadores de creación y aniquilación de la ec. 4.59. Al igual que en la sección 5.2, los
operadores Γ5, Γ6 y Γ5Γ6 pueden formar una base de su(2). También se satisfacen

[Γϑ, Γ̃5] = [Γϑ, P̃±] = 0, [Γϑ,Θµν ] = 0, (6.15)

donde ϑ = 4, 5 y los operadores Θµν son los mostrados en la ec. 6.5. De la ecuación anterior, se sigue
que Γ5, Γ6 y Γ5Γ6 son escalares con respecto a SO0(1, 3), por lo que todas las propiedades previamente
presentadas de los operadores Γµ (µ = 0, 1, 2, 3) se preservan. Por la relaciones de conmutación de estos
operadores (son base de su(2)), solo uno puede ser usado para clasi�car estados como parte del álgebra
de operadores que conmutan entre sí. Para mantener la convención y sin pérdida de generalidad, se elige
a i

2Γ5Γ6. Es fácil notar

[
i

2
Γ5Γ6, a†i ] = [

i

2
Γ5Γ6, ai] = 0, (6.16)

para i=1,2. Se de�nen

Γ± :=
i√
2

(Γ5 ± iΓ6), (6.17)

y cumplen

[
i

2
Γ5Γ6,Γ±] = ±Γ±. (6.18)

Además

[S3,Γ±] = 0 Γ±; [S3, a†1Γ±] =
1

2
a†1Γ±; [S3, a†2Γ±] = −1

2
a†2Γ±; [S3, a†2a

†
1Γ±] = 0a†2a

†
1.Γ
±. (6.19)

Con los resultados anteriores se pueden clasi�car los estados del cuadruplete de SUSY y los estados que
se generan al extender la dimensión del álgebra, a partir del vacío |Ω〉. Esta clasi�cación se muestra en el
cuadro 6.1

6.2. Caso no-masivo

Para el caso no-masivo se puede hacer un tratamiento análogo (pero con una reducción en el álgebra)
considerando ahora a los operadores mostrados en la ec. 4.50; con ellos se de�ne

Γ1 := a+ a† , Γ2 := i(a− a†) , Γ3 := −iΓ1Γ2. (6.20)

Las relaciones inversas son

a =
1

2
(Γ1 − iΓ2); a† =

1

2
(Γ1 + iΓ2). (6.21)

Los operadores Γi satisfacen

{Γi,Γj} = 2δij , (6.22)
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Estado S3 P̃+ P̃− i
2Γ5Γ6

I 0 1 0 0

a†1
1
2 0 1 0

a†2 − 1
2 0 1 0

a†2a
†
1 0 1 0 0

Γ+ 0 1 0 1

a†1Γ+ 1
2 0 1 1

a†2Γ+ − 1
2 0 1 1

a†2a
†
1Γ+ 0 1 0 1

Γ− 0 1 0 −1

a†1Γ− 1
2 0 1 −1

a†2Γ− − 1
2 0 1 −1

a†2a
†
1Γ− 0 1 0 −1

Cuadro 6.1: Clasi�cación de estados bajo los operadores Γ para el caso masivo.

para i, j = 1, 2, 3. Se observa que (Γi)2=I (por lo que sus eigenvalores son ±1). Además, se cumple

[Γi,Γj ] = 2iεijkΓk, (6.23)

por lo que los operadores Γi forman una base (son generadores) del álgebra su(2) (Sección 2.3.1). Como
su(2) ⊗ C ∼= su(2) ⊕ su(2)∗ ∼= sl(2,C), entonces basta tomar la complexi�cación del su(2) dado por Γi

para obtener una representación espinorial de SO0(1, 3). Los operadores

1

2
Γk; − i

2
Γk, (6.24)

satisfacen relaciones de conmutación como las mostradas en las ecs. 2.20, 2.21 y 2.22, por lo que propor-
cionan una representación espinorial de SO0(1, 3). Considerando Γij := εijk( 1

2Γk) y Γ0i := − i
2Γi, donde

Γ00 = 0, se observa que esta representación tiene propiedades similares presentada en la ec. 2.40, i.e., se
tiene la representación fundamental y la conjugada de sl(2,C).

Para el primer doblete de SUSY presentado en el cuadro 4.1 (λ0 = 0), los operadores de proyección
son

P+ := |1
2
〉〈1

2
|; P− := |0〉〈0|; (6.25)
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mientras que para el segundo doblete (λ0 = − 1
2 ) son

P+ := |0〉〈0|; P− := | − 1

2
〉〈−1

2
|. (6.26)

Por lo anterior, el operador de espín para el primer doblete es

S =
1

2
P+(Γ1,Γ2,Γ3); (6.27)

mientras que para el segundo doblete es

S =
1

2
P−(Γ1,Γ2,Γ3). (6.28)

Por lo tanto, S3 proporciona el espín (helicidad) de los estados de los dobletes de SUSY.

Considere un espacio (4 + 1)−dimensional de operadores Γι, donde ι = 1, 2, 3, 5, 6 (los primeros 3
corresponden a los mostrados en la ec. 6.20) de tal forma que

{Γι,Γκ} = 2δικ, (6.29)

para ι, κ = 1, 2, 3, 5, 6. Al igual que en el caso masivo, los operadores Γ5 y Γ6 no se consideran como
combinación lineal de los operadores de creación y aniquilación de la ec. 4.50, mientras que Γ5, Γ6 y Γ5Γ6

también pueden formar una base de su(2) y son escalares con respecto a SO0(1, 3) ya que cumplen

[Γ̂f ,Γi] = 0. (6.30)

Se de�nen

Γ̂± :=
i√
2

(Γ5 ± iΓ6). (6.31)

Estos operadores poseen propiedades similares a Γ± del caso masivo. De manera análoga al caso masivo,
se pueden clasi�car los estados de los dobletes de SUSY y los estados que se generan al extender la
dimensión del álgebra. Esta clasi�cación se muestra en el cuadro 6.2
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λ0 = 0 λ0 = − 1
2

Estado S3 i
2Γ5Γ6 Estado S3 i

2Γ5Γ6

I 0 0 I − 1
2 0

a† 1
2 0 a† 0 0

Γ̂+ 0 1 Γ̂+ − 1
2 1

a†Γ̂+ 1
2 1 a†Γ̂+ 0 1

Γ̂− 0 −1 Γ̂− − 1
2 −1

a†Γ̂− 1
2 −1 a†Γ̂− 0 −1

Cuadro 6.2: Clasi�cación de estados bajo los operadores Γ para el caso no-masivo.



Capítulo 7

Discusión y conclusiones

Durante el desarrollo de este trabajo se presentaron los temas que forman la base para mostrar por
primera vez cómo incorporar las ideas del Modelo de Espín Extendido en el caso más sencillo no tri-
vial de SUSY, partiendo desde la teoría de grupos, álgebras y superálgebras de Lie (Secciones 2.1 y 2.2,
respectivamente), desde un punto de vista algebraico (mencionando, cuando fue necesario, el carácter
geométrico), siguiendo con la teoría de representaciones, detallando en los grupos más usados en la física
(Sección 2.3), continuando con una introducción a las ecuaciones de Klein-Gordon y Dirac, desde el punto
de vista de la Teoría Cuántica de Campos (secciones 3.1 y 3.2, respectivamente) y terminando con una
breve presentación del sector electrodébil del Modelo Estándar (Sección 3.3). Como las restricciones en
el espacio de matrices en el Modelo de Espín Extendido proporcionan información sobre las interacciones
fundamentales y las representaciones de bosones y fermiones simultáneamente (Sección 5.1), vale la pena
investigar si esta información se puede obtener en SUSY (ya que ésta proporciona un marco más natural
para la descripción conjunta de bosones y fermiones), todo con el objetivo de generalizar el Modelo Es-
tándar al tratar de explicar el origen de las interacciones fundamentales.

El Modelo de Espín Extendido predice propiedades del Modelo Estándar al extender el álgebra C4 (el
álgebra de Cli�ord de dimensión 4, véase ec. 2.23), a una dimensión N , CN (N > 4 par), reproduciendo
propiedades de Lorentz (usando los primeros 4 operadores de CN ) y de grupos de simetría escalar (con
los siguientes N−4 operadores de CN ) de las partículas (Sección 5.2). Por lo anterior, para incorporar las
ideas del Modelo de Espín Extendido en el marco del trabajo de esta tesis, hay que suponer un álgebra
C4 que reproduzca todas las propiedades de las partículas, extender su dimensión de manera consistente
y estudiar sus propiedades.

Para la construcción del álgebra C4 deseada en una teoría supersimétrica, se empezó por considerar
los estados de una partícula descrita por el Lagrangiano de Wess-Zummino (Sección 4.3). Usando los
generadores de SUSY resultantes en el caso masivo (Sección 4.3.2.), se de�nieron los operadores Γ de
la ec. 6.1, los cuales se integran en C4 (véase ec. 6.4), y con ello, se construyó una representación de
SO0(1, 3) (véase ec. 6.5), rescatando las propiedades de Lorentz de los generadores de SUSY. Debido a
que los estados del cuadruplete de SUSY (véase cuadro 4.2) tienen una quiralidad (derecha o izquierda)
de�nida con respecto a esta representación, que se hereda de usar espinores de Weyl, el operador de espín
contiene al operador de proyección P̃− (véase ec. 6.10).

Para el caso no-masivo (Sección 4.3.1.), al de�nir los operadores Γ de la ec. 6.23, fue posible generar
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una representación de SO0(1, 3) complexi�cando el álgebra que se obtiene (véase ec. 6.27). Al igual que
en el caso masivo, la quiralidad de�nida de los estados de los dos dobletes de SUSY (véase cuadro 4.1) se
aprecia en la forma del operador de espín. Para el primer doblete de SUSY (λ0 = 0) el operador de espín
contiene al operador de proyección P̃+ (véase ec. 6.30); para el segundo doblete (λ0 = − 1

2 ), el operador

de espín contiene al operador de proyección P̃− (véase ec. 6.31). Lo anterior se debe a que el segundo
doblete se introdujo para conservar la simetría CPT , i.e., el primer doblete se transforma en el segundo
doblete bajo un cambio de paridad.

El siguiente paso fue extender la dimensión del álgebra de los operadores Γ a una de dimensión 5 + 1.
Para el caso masivo, al hacer esta extensión se obtuvo al grupo escalar SU(2) (véase ec. 6.16). La cla-
si�cación de los estados del cuadruplete de SUSY y de los nuevos estados generados se presenta en el
cuadro 6.1. Se aprecia que los estados se encuentran en la representación adjunta del grupo escalar SU(2).

Para el caso no-masivo, al igual que en el caso masivo, al hacer esta extensión se obtuvo un nuevo
grupo escalar SU(2) (véase ec. 6.34). La clasi�cación de los estados de los dobletes de SUSY y de los
nuevos estados generados se presenta en el cuadro 6.2. Se observa que los estados se encuentran también
en la representación adjunta del nuevo grupo SU(2).

El próximo objetivo en la investigación es aumentar la dimensión del espacio de los operadores Γ a
7+1. Con esto, aumenta el número de operadores, por lo cual aumentará el número de estados, y posible-
mente, se encuentren nuevos operadores de proyección y con ellos, se podrá construir estados que estén
en la representación fundamental del grupo escalar SU(2). También se espera que con este cambio de la
dimensión, surjan nuevos grupos de simetrías relevantes para clasi�car los estados (como en el Modelo
de Espín Extendido [4], [5]).

Una posible interpretación física del Modelo de Espín Extendido es la de una teoría extendida de
Kaluza-Klein (véase Apéndice D), que mantiene a las dimensiones adicionales congeladas. Otra es que el
espacio de matrices considerado, que aumenta de dimensión mediante el producto directo de espinores, y
describe tanto a estados en un espacio de Hilbert como a operadores de simetría, implica que los grados
de libertad discretos se construyen a partir de los más elementales [5]. En el caso de supersimetría que
se trabajó en esta tesis, los operadores de simetría más allá de 4 dimensiones se pueden interpretar como
pertenecientes a una supersimetría más amplia que se rompe, como lo indican las relaciones de anticon-
mutación del álgebra de Cli�ord. Estas interpretaciones no son esenciales, sino solo la consistencia con el
espacio tetradimensional, aunque por sí mismas, representan una dirección interesante de investigación
futura.

Otro objetivo importante es traducir el modelo anterior en términos de un Lagrangiano interactivo
supersimétrico en el superespacio de Minkowski (véase Apéndice C). Para una formulación interactiva y
Lagrangiana del Modelo de Espín Extendido (Sección 5.1.3), se parte del análisis individual de campos
vectorial, escalar y fermiónico construidos a partir de la clasi�cación de los multipletes en el espacio
extendido y después se construyen Lagrangianos con interacción y simetría de norma para los campos
escalar y fermiónico y un término Lagrangiano de campo libre para el campo vectorial, agregando cuando
fue necesario operadores de proyección extras [5]. Cabe mencionar que lo anterior se formuló para campos
no-masivos, los elementos de masa que conservan las simetrías son no triviales. Por otro lado, dado que el
superespacio es un marco más natural para SUSY (véase Apéndice C), el Lagrangiano de Wess-Zumino
solo consta de combinaciones algebraicas de un supercampo quiral Φ, integradas sobre la parte �impar�
del superespacio (véase Apéndice C). Incorporar interacciones y simetría de norma al Lagrangiano es
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agregar términos proporcionales a Φ3 y a la norma de Wess-Zumino [1], [20], [26], [31]. Por lo anterior,
para obtener un Lagrangiano que reproduzca los estados del multiplete obtenido en un espacio de dimen-
sión 7 + 1 de operadores Γ, hay que utilizar éstos para construir un supercampo quiral y un supercampo
vectorial con las propiedades necesarias, usando como guía la forma que llevó del formalismo Lagrangiano
al Modelo de Espín Extendido. Se hace énfasis que en el caso masivo, hay que considerar los mecanismos
de ruptura espontánea de SUSY, como la ruptura tipo F (o el modelo de O' Raifeartaigh) o la ruptura
tipo D (o el modelo de Fayet-Iliopoulus), pues con esto se generan los elementos de masa [1], [20], [31].

Al comparar los multipletes del cuadro 6.1 y 6.2 (caso masivo con el no-masivo) se observa que la
cantidad de operadores Γ proveen propiedades correctas al modelo, al dar representaciones congruentes,
por lo que también se pretende trabajar con una representación de SUSY para N > 1; al extender el
álgebra se planea encontrar al grupo escalar SU(3) × SU(2)L × U(1)Y (el grupo del Modelo Estándar
[6], [17]) de tal forma que las partículas del modelo se clasi�quen de forma adecuada en las diferentes
representaciones de ese grupo. Finalmente, en un futuro se piensa aplicar el modelo a otras teorías que
usen SUSY como: Supergravedad o Cuerdas [6], [17].
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Apéndice A. Acciones de grupos

Proposición 1 Sea V un R-espacio vectorial. Considere los conjuntos GL(V ) y Bil(V ) de�nidos
en el ejemplo 2.2 y en la Observación 1. La función Φ : Bil(V ) × GL(V ) → Bil(V ) de�nida como
Φ(b(u, v),m) = b(m(u),m(v)), es una acción derecha (véase de�nición 2.3) de GL(V ) sobre Bil(V ), don-
de u, v ∈ V , b ∈ Bil(V ) y m ∈ GL(V ).

Demostración: Sean u, v ∈ V y b,m,n ∈ Bil(V ). Nótese que la función Φ está bien de�nida ya que todo
elemento de GL(V ) es un isomor�smo de espacios vectoriales. Como el elemento neutro del grupo GL(V )
es la función identidad de�na por id(v) = v, ∀ v ∈ V , entonces Φ(b(u, v), id) = b(id(u), id(v)) = b(u, v).
Por otro lado

Φ(Φ(b(u, v),m), n) = Φ(b(m(u),m(v)), n) = b(n(m(u)), n(m(v))) = b((n ◦m)(u), (n ◦m)(v)),

donde ◦ indica la composición de funciones (que es la operación binaria en GL(V )). Por lo tanto, Φ es
una acción derecha de GL(V ) sobre Bil(V ) �

Si V es un C-espacio vectorial, entonces la acción de GL(V ) sobre Sesq(V ) es análoga a la anterior.

Proposición 2 Sea V un R-espacio vectorial de dimensión n. Como Bil(V ) ∼= Mn×n(R) [18], entonces
la función Φ de la Proposición 1 induce una acción derecha Φ̃ : Mn×n(R)×GLn(R)→Mn×n(R) de�nida
como Φ̃(B,M) = M tBM , donde B ∈Mn×n(R),M ∈ GLn(R) yM t denota a la matriz transpuesta deM .

Demostración: Sea {ei}ni=1 la base canónica de V [10], [18]. Para cada función b ∈ Bil(v) existe una
única matriz B ∈Mn×n(K) (y viceversa) tal que si Bij es el escalar correspondiente en el i-esimo renglón,
en la j-esima columna de la matriz B, entonces Bij = b(ei, ej). Por lo anterior, para todo v, u ∈ V , se
satisface b(u, v) = utBv [18], donde ut es el vector transpuesto de u. Si M es la matriz asociada a la
función m ∈ GL(V ), entonces, se cumple

Φ(b(u, v),m) = b(m(u),m(v)) = m(u)tBm(v) = utM tBMv.

Como Φ es una acción derecha, entonces, Φ̃ de�nida como Φ̃(B,M) = M tBM también es una acción
derecha. �
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Si V es un C-espacio vectorial, entonces la acción de GLn(C) sobre Mn×n(C) es análoga a la ante-
rior, considerando que en las funciones sesquilineales, un escalar en la primera coordenada �sale� como
conjugado (véase de�nición 2.7).

Apéndice B. Matrices de Pauli y de Dirac

Las matrices de Pauli forman una base de su(2) (Sección 2.3.1). Éstas son

σ1 =

(
0 1
1 0

)
; σ2 =

(
0 −i
i 0

)
; σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,

y mediante el mapeo exponencial de la Observación 4, generan a SU(2).

Las matrices de Dirac en la representación de Dirac son

γ0
D =

(
I 0
0 −I

)
; γiD =

(
0 σi

−σi 0

)
,

para i = 1, 2, 3, donde I es la matriz identidad de dimensión 2. La representación de Weyl (véase ec. 3.31)
y la de Dirac tienen una relación de similitud:

γW = X−1γDX; X =
1√
2

(
I I
−I I

)
,

donde γW es una matriz de Dirac en la represntacion de Weyl. Por otro lado, las matrices de Dirac en la
representación de Majorana son

γ0
M =

(
0 σ2

σ2 0

)
; γ1

M =

(
iσ3 0
0 iσ3

)
; γ2

M =

(
0 −σ2

σ2 0

)
; γ3

M =

(
−iσ1 0

0 −iσ1

)
.

Entre la representación de Dirac y la de Majorana también hay una relación de similitud:

γD = Y −1γMY ; Y =
1√
2

(
I σ2

σ2 −I

)
.

Por lo tanto, la relación de similitud entre la representación de Weyl y la de Majorana es:

γW = Z−1γMZ; Z = XY =
1

2

(
σ2 + I σ2 − I
σ2 − I −(σ2 + I)

)
.

Apéndice C. SUSY en el superespacio

El Superespacio de Minkowski. Diferenciación, integración y el supercampo
escalar

Se de�nen las �variables de Grassmann� como una colección variables que anticomnutan entre sí. Por
lo anterior, comúnmente se asocian las variables de Grassmann con los espinores.
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El espacio de Minkowski1, denotado porM1,3, se puede escribir como un cociente de grupos

M1,3 =
P (1, 3)

SO(1, 3)
, (C.1)

donde P (1, 3) es el grupo de Poincaré y SO(1, 3) es el grupo de Lorentz (véase Sección 2.3.). Esto indica
que cada elemento (clase de equivalencia [18]) del grupo cociente es un punto en M1,3. Por lo anterior,
cualquier punto en M1,3 se puede obtener al aplicar una transformación (especí�camente una traslación)
de P (1, 3) al origen.

Como se muestra en la ec. 4.25, con las variables de Grassmann (espinores) se puede rescribir el álgebra
de SUSY en términos de conmutadores2 y con ello, tener un álgebra de Lie entre los generadores de SUSY
y los de Poincaré. Exponenciando los elementos de esta álgebra, se obtienen elementos del supergrupo de
Poincaré (Osp(4|1)). Los elementos se expresan como

G = exp(−iaµPµ −
i

2
ωµνMµν + iεαQα + iε̄α̇Qα̇). (C.2)

donde aµ, ωµν , εα, ε̄α̇ son parámetros vectorial, tensorial y espinorial, respectivamente. Por lo tanto, en
analogía con la ec. C.1, se de�ne el Superespacio de Minkowski como

M4|1 =
Osp(4|1))

SO(1, 3)
. (C.3)

Al igual que en el espacio de Minkowski, cualquier punto en M4|1 se puede obtener al aplicar una trans-

formación (especí�camente una supertraslación exp[−iaµPµ + iεαQα + iε̄α̇Qα̇]) de Osp(4|1)) al origen.
M4|1 consta de cuatro coordenadas que anticonmutan (coordenadas fermiónicas), y las del espacio-tiempo
(coordenadas bosónicas, que conmutan), i.e., los puntos en este espacio están etiquetados por las coorde-
nadas

xµ, θα, θ̄α̇, (C.4)

donde θα y θ̄α̇ son espinores de dos componentes que anticonmutan. Estas coordenadas satisfacen

θαθβ = −θβθα, θ̄α̇θ̄β̇ = −θ̄β̇ θ̄α̇;

xµθα = θαxµ, xµθ̄α̇ = θ̄α̇x
µ,

por lo que el superespacio de Minkowski es un superespacio vectorial3 (véase de�nición 2.18).

Sea η una variable de Grassmann sin índices espinoriales. Como ηk = 0 para k = 2, 3, ..., entonces
una función analítica en términos de la variable η se expresa en serie de potencias como

f(η) =

∞∑
k=0

fkη
k = f0 + f1η, (C.5)

1R con la métrica de Minkowski, véase ec 11.
2Aunque en el caso de la ec. 4.25, las variables de Grassmann dadas por εi (i = 1, 2) y sus conjugadas, solo son parámetros

in�nitesimales constantes de las transformaciones de SUSY.
3Las coordenadas xµ, θα, θ̄α̇ proporcionan una estructura �súper� i.e., con coordenadas �pares �, �impares� y �puras�.
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donde f0 y f1 son dos funciones que dependen de otras variables, pero no de η. De la ecuación anterior
se sigue df

dη = f1. Si η′ es otra variable que anticonmuta con η, entonces se cumple

d(ηη′)

dη
= −d(η′η)

dη
= −η′. (C.6)

Para la integral, se de�ne ∫
dη := 0;

∫
dη η := 1, (C.7)

y se impone la linealidad. Con esto se obtiene∫
dη f(η) =

∫
dη (f0 + f1η) = f1 =

df

dη
. (C.8)

De la ec. C.7 se sigue la invariancia bajo traslaciones y la fórmula de integración por partes (primer y
segundo término respectivamente)∫

dη f(η + η′) =

∫
dη f(η);

∫
dη

df(η)

dη
= 0. (C.9)

Por el segundo término de la ec. C.7, la función delta de Dirac tiene la propiedad

δ(η − η′) = η − η′. (C.10)

Sean θα, θ̄α̇ espinores. Como se vio en la Sección 2.3.2, θθ := θαθα y θ̄θ̄ := θ̄α̇θ̄
α̇; entonces θαθβ =

− 1
2ε
αβθθ y θ̄α̇θ̄β̇ = 1

2ε
α̇β̇ θ̄θ̄. Además

∂θβ

∂θα
= δβα;

∂θ̄β̇

∂θ̄α̇
= δβ̇α̇;

∂θ̄β̇

∂θα
= 0;

∂θβ

∂θ̄α̇
= 0. (C.11)

Con lo anterior, se obtiene ∫
dθ1

∫
dθ2 θ2θ1 =

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2 θθ = 1. (C.12)

La ecuación anterior justi�ca

1

2

∫
dθ1

∫
dθ2 :=

∫
d2θ;

∫
d2θ θθ = 1;

∫
d2θ

∫
d2θ̄ (θθ)(θ̄θ̄) = 1. (C.13)

En términos del tensor ε

d2θ = −1

4
dθαdθβεαβ ; d2θ̄ =

1

4
dθ̄α̇dθ̄β̇εα̇β̇ ; (C.14)

de donde se identi�ca ∫
d2θ =

1

4
εαβ

∂

∂θα
∂

∂θβ
;

∫
d2θ̄ = −1

4
εα̇β̇

∂

∂θ̄α̇
∂

∂θ̄β̇
. (C.15)

Se de�ne un supercampo escalar como una función escalar S(xµ, θα, θ̄α̇) en el superespacio de Min-
kowski (véase ec. C.3). La expresión más general de un supercampo escalar es [26], [31]
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S(xµ, θ, θ̄) = φ(x)+θψ(x)+θ̄χ̄(x)+θθM(x)+θ̄θ̄N(x)+(θσµθ̄)Vµ(x)+(θθ)θ̄λ̄(x)+(θ̄θ̄)θρ(x)+(θ̄θ̄)(θθ)D(x).
(C.16)

Este campo podría conmutar o anticonmutar o podría llevar índices vectoriales o espinoriales. Por sim-
plicidad, supongamos que es un campo que conmuta y no lleva ningún otro índice. Las componentes de
la forma más general de un supercampo escalar son 8 campos bosónicos complejos (φ,M,N, Vµ y D) y 4
campos fermiónicos de dos componentes4 (ψ, χ̄, λ̄ y ρ). El supercampo escalar satisface

∫
d2θ S(xµ, θ, θ̄) = M(x) + θ̄λ̄(x) + θ̄θ̄D(x); (C.17)∫
d2θ̄ S(xµ, θ, θ̄) = N(x) + θρ(x) + θθD(x);∫

d2θ d2θ̄ S(xµ, θ, θ̄) = D(x).

De las ecs. C.10 y C.13 se obtiene δ2(θ − θ′) = (θ − θ′)(θ − θ′) y δ2(θ̄ − θ̄′) = (θ̄ − θ̄′)(θ̄ − θ̄′), lo que
implica

∫
d2θ δ2(θ)S(xµ, θ, θ̄) = S(xµ, 0, θ̄) = φ(x) + θ̄χ̄(x) + θ̄θ̄N(x); (C.18)∫
d2θ̄ δ2(θ̄)S(xµ, θ, θ̄) = S(xµ, θ, 0) = φ(x) + θψ(x) + θθM(x);∫

d2θ d2θ̄ δ2(θ)δ2(θ̄)S(xµ, θ, θ̄) = S(xµ, 0, 0) = φ(x).

S(xµ, θ, θ̄) como operador se transforma bajo la parte �impar� del supergrupo de Poincaré como

S(xµ, θ, θ̄)→ exp[i(εQ+ ε̄Q̄)]S(xµ, θ, θ̄)exp[i(εQ+ ε̄Q̄)]†; (C.19)

mientras que como vector en un espacio de Hilbert

S(xµ, θ, θ̄)→ exp[i(εQ+ ε̄Q̄)]S(xµ, θ, θ̄) (C.20)

donde ε es un parámetro espinorial como en la Sección 4.2. y Q es una representación de los generadores
de SUSY Qα que actúa en las variables θ, θ̄. Comparando las últimas dos ecuaciones a primer orden se
obtiene

i[εQ+ ε̄Q̄, S] = i(εQ+ ε̄Q̄)S = δεS; (C.21)

que concuerda con la ec. 4.26. Se sigue

Qα = −i ∂

∂θα
− σµαα̇θ̄

α̇∂µ, Q̄α̇ = i
∂

∂θ̄α̇
+ θασµαα̇∂µ. (C.22)

Si S1 y S2 son dos supercampos, entonces S1S2 también es un supercampo. En efecto

4Todos los campos son funciones complejas, dando un total de 8 grados de libertad complejos por cada parte
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δε(S1S2) = i[εQ+ ε̄Q̄, S1S2] = i[εQ+ ε̄Q̄, S1]S2 + iS1[εQ+ ε̄Q̄, S2] = i(εQ+ ε̄Q̄)S1S2. (C.23)

De manera análoga, cualquier combinación lineal de supercampos, también es supercampo; lo mismo que
∂µS. La derivada covariante en este espacio se de�ne como

Dα :=
1

∂θα
+ iσµαα̇θ̄

α̇∂µ, D̄α̇ := − ∂

∂θ̄α̇
− iθασµαα̇∂µ; (C.24)

la cual satisface

{Dα,Qβ} = {Dα, Q̄β̇} = {D̄α̇,Qβ} = {D̄α̇, Q̄β̇} = 0; (C.25)

y

{Dα, D̄β̇} = −2iσµ
αβ̇
∂µ, {Dα,Dβ} = {D̄α̇, D̄β̇} = 0. (C.26)

Con las relaciones anteriores se obtiene

[Dα, εQ+ ε̄Q̄] = 0; (C.27)

de donde se sigue que DαS es supercampo.

Una de las utilidades de este formalismo es que dado un supercampo escalar S(x, θ, θ̄), el coe�ciente del
término θθθ̄θ̄, el campo D, transforma como una derivada total frente a transformaciones supersimétricas
[26], lo cual, es la clave para construir Lagrangianos supersimétricos. S(x, θ, θ̄) no es una representación
irreducible de SUSY5. Por lo anterior, para escribir las representaciones irreducibles de SUSY, basta con
imponer restricciones en el supercampo S.

Supercampo quiral

Se de�ne el supercampo quiral Φ por medio de la restricción

D̄α̇Φ = 0. (C.28)

Por otro lado, un supercampo Λ es antiquiral si satisface la restricción

DαΛ̄ = 0. (C.29)

Hay que señalar que, si Φ es un supercampo quiral, entonces Φ̄ es un supercampo antiquiral. Para cual-
quier función holomór�ca6 f , se tiene que f(Φ) es un suepercampo quiral, siempre que Φ lo sea [1], [26].

El supercampo quiral Φ reproduce las propiedades del supermultiplete quiral estudiado en las dos
secciones anteriores de este Capítulo. En efecto; sea

yµ = xµ + iθσµθ̄. (C.30)

Si Φ = Φ(yµ, θ, θ̄), entonces

5S(x, θ, θ̄) es una representación reducible ya que S = cte es supercampo.
6Una función holomór�ca es una función de�nida en un abierto de C en C que es complejo-diferenciable en cada punto,

i.e. in�nitamente diferenciable en cada punto y está asociada a una serie de Taylor.
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D̄α̇Φ = − ∂Φ

∂θ̄α̇
− ∂Φ

∂yµ
∂yµ

∂θ̄α̇
−iθβ(σµ)βα̇∂µΦ = − ∂Φ

∂θ̄α̇
−∂µΦ(−iθσµ)α̇−iθβ(σµ)βα̇∂µΦ = − ∂Φ

∂θ̄α̇
= 0. (C.31)

Por lo tanto, si se desea que Φ sea un supercampo quiral, Φ no debe depender de la variable θ̄, i.e.
Φ = Φ(yµ, θ). Comparando este resultado con la ec. C.16 se obtiene

Φ(yµ, θ) = φ(yµ) +
√

2θψ(yµ) + θθf(yµ). (C.32)

Reexpresando Φ en términos de xµ, se obtiene [1]

Φ(xµ, θαθ̄α) = φ(x) +
√

2θψ(x) + θθf(x) + iθσµθ̄∂µφ(x)− iθθ√
2
∂µψ(x)σµθ̄ − 1

4
(θθ)(θ̄θ̄)∂µ∂

µφ(x). (C.33)

Al aplicar la transformación de la ec. C.21 sobre Φ, se obtienen las ecs. 4.13, 4.40 y 4.41 [26], [31]. El
operador adjunto de Φ está dado por

Φ̄(xµ, θαθ̄α) = φ†(x)+
√

2θ̄ψ̄(x)+θ̄θ̄f†(x)−iθσµθ̄∂µφ†(x)+
iθ̄θ̄√

2
θσµ∂µψ̄(x)− 1

4
(θθ)(θ̄θ̄)∂µ∂

µφ†(x). (C.34)

Para un supercampo quiral Φ, se tiene que ΦΦ̄ también es un supercampo7 (ec. C.23); entonces, el
coe�ciente de (θθ)(θ̄θ̄) es

ΦΦ̄|D = (θθ)(θ̄θ̄)[−1

4
φ†∂µ∂µφ−

1

4
φ∂µ∂µφ

† + |f |2] + (θσµθ̄)(θσµθ̄)∂νφ∂µφ
† (C.35)

−iθ̄ψ̄(θθ)∂µψσ
µθ̄ + i(θ̄θ̄)(θσµ∂µψ̄)(θψ)

= (θθ)(θ̄θ̄)[−1

4
φ†∂µ∂µφ−

1

4
φ∂µ∂µφ

† + |f |2] +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)∂µφ∂µφ

†

+iθ̄α̇ψ̄α̇(θθ)∂µψ
βσµ

ββ̇
θ̄β̇ + i(θ̄θ̄)θασµαα̇ ∂µψ̄

α̇θβψβ

= (θθ)(θ̄θ̄)[−1

4
φ†∂µ∂µφ−

1

4
φ∂µ∂µφ

† + |f |2] +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)∂µφ∂µφ

†

+
i

2
εα̇β̇(θ̄θ̄)ψ̄α̇(θθ)∂µψ

βσµ
ββ̇

+
i

2
(θ̄θ̄)(θθ)εαβσµαα̇∂µψ̄

α̇ψβ

= (θθ)(θ̄θ̄)[−1

4
φ†∂µ∂µφ−

1

4
φ∂µ∂µφ

† + |f |2 +
1

2
∂µφ∂µφ

† +
i

2
∂µψσ

µψ̄ − i

2
ψσµ∂µψ̄]

De manera análoga se obtiene

1

2
mΦ2|D = (θθ)m[φf − 1

2
(ψψ)]. (C.36)

Con las ecs. C.18, C.35, C.36 e integrando por partes en d4x (donde sus límites de integración son
extremos), se obtiene que∫

d4x [

∫
d2θ d2θ̄ΦΦ̄−

∫
d2θ

1

2
mΦ2 −

∫
d2θ̄

1

2
mΦ̄2] =

∫
d4xLWZ , (C.37)

7El producto no necesariamente es un supercampo quiral o antiquiral.
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donde LWZ es el Lagrangiano de Wess-Zumino (véase ec. 4.47); por lo anterior,

LWZ =

∫
d2θ d2θ̄ΦΦ̄−

∫
d2θ

1

2
mΦ2 −

∫
d2θ̄

1

2
mΦ̄2, (C.38)

con lo cual, se obtiene la teoría desarrollada en la Sección 4.2 en el formalismo de supercampos8, donde
el supergrupo de Poincaré es el grupo de simetrías superespacio-temporales de LWZ [26], [31].

El supercampo vectorial y las interacciones de norma

De manera similar al supercampo escalar (ec. C.16), la forma más general de un supercampo vectorial
V (x, θ, θ̄) (V (x, θ, θ̄) = V †(x, θ, θ̄)) es

V (x, θ, θ̄) = C(x) + iθχ(x)− iθ̄χ̄(x) +
i

2
θθ[M(x) + iN(x)]− i

2
θ̄θ̄[M(x)− iN(x)] (C.39)

+θσµθ̄Vµ(x) + iθθθ̄[−iλ̄(x) +
i

2
σ̄µ∂µχ(x)]

−iθ̄θ̄θ[iλ(x)− i

2
σµ∂µχ̄(x)] +

1

2
(θθ)(θ̄θ̄)[D(x)− 1

2
∂µ∂

µC].

Las componentes de la forma más general de un supercampo vectorial son 8 campos bosónicos com-
plejos (C,M,N,D, Vµ) y 2 campos fermiónicos de 4 componentes complejas (χα, λα)

Si Φ es un supercampo escalar, entonces V = i(Φ−Φ†) es un supercampo vectorial, cuyas componentes
son

C = i(φ− φ†); (C.40)

χ =
√

2ψ;

1

2
(M + iN) = f ;

Vµ = −∂µ(φ+ φ†);

D = λ = 0.

La versión supersimétrica de una transformación de norma en este espacio para el supercampo vectorial
está dada por

V → V +
i

2
(Φ− Φ†), (C.41)

la cual, induce una transformación de norma sobre Vµ, como en la ec. 3.91

Vµ → Vµ + ∂µ[Re(φ)] := Vµ + ∂µα. (C.42)

Con lo anterior, es posible elegir las componentes de un supercampo escalar Ψ de tal manera que
C = χ = M = N = 0. Esta restricción de�ne la norma de Wess-Zumino

8El término −
∫
d2θ

1

2
mΦ2 −

∫
d2θ̄

1

2
mΦ̄2 es parte de un término más general conocido como superpotencial [26], [1],

pero su presentación escapa de los propósitos de este trabajo.
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VWZ(x, θ, θ̄) = (θσµθ̄)Vµ(x) + (θθ)θ̄λ̄(x) + (θ̄θ̄)θλ(x) +
1

2
(θθ)(θ̄θ̄)D(x). (C.43)

Sus potencias están dadas por

V 2
WZ =

1

2
θ2θ̄2VµV

µ; V 2+n
WZ = 0, n ∈ N (C.44)

Las componentes Vµ de VWZ están asociadas con los campos de norma (véase Sección 3.3), mientras que
λ, λ̄ están asociadas con los campos gauginos. El campo D(x) es un campo auxiliar. Cabe destacar que
VWZ no es invariante bajo transformaciones de supersimetría por sí solo, pero esto se puede compensar
al agregar más campos, como por ejemplo, al escribir un Lagraniano. Que las potencias del suepercampo
vectorial se anulen es de gran importancia cuando se acoplan los campos de norma con la materia. El
supercampo vectorial se utiliza para desarrollar las teorías de norma supersimétrica, por ejemplo, en la
Electrodinámica Cuántica Supersimétrica (SQED por sus siglas en inglés) [1], [26], [31].

Apéndice D. La teoría de Kaluza-Klein y algunos intentos de ex-
tensión del Modelo Estándar

Considere las ecuaciones de Einstein [8] en 5 dimensiones, con un tensor de energía-momento en 4
dimensiones Tµν (las restantes entradas del tensor son 0), que son [24]:

ĜAB = 0 o R̂AB = 0, (D.1)

donde ĝAB , ĜAB = R̂AB − R̂ĝAB/2, R̂AB y R̂, son la métrica (de�nición 2.9), el tensor de Einstein, de
Ricci y el escalar de Ricci, respectivamente, en este espacio pentadimensional (A,B = 0, 1, 2, 3, 4) [24]. La
ausencia de fuentes de materia en la ecuación anterior describe a un universo con más de 4 dimensiones
vacío. El tensor de Ricci y los símbolos de Christo�el [8] están de�nidos en términos de la métrica al igual
que en el caso 4-dimensional

R̂AC = ∂C Γ̂CAB − ∂BΓ̂CAC + Γ̂CABΓ̂DCD − Γ̂CADΓ̂DBC ; Γ̂CAB =
1

2
ĝCD(∂AĝDB + ∂B ĝDA − ∂DĝAB). (D.2)

Para A,B,C,D = 0, 1, 2, 3 se tiene la teoría de la Relatividad General en 4 dimensiones. Por lo anterior,
todo depende de la elección de la métrica ĝAB . Considere un espacio 5-dimensional con una métrica dada
por

ĝ =

(
gµν + κ2φ2AµAν κφ2Aµ

κφ2Aµ φ2

)
(D.3)

donde gµν es una métrica del espacio-tiempo curvo [8], κ es una constante, φ es un campo escalar y Aµ
es el cuadrivector de potencial electromagnético (véase Sección 3.3). Si se supone la condición cilíndrica

∂ĝAB
∂x4

= 0, (D.4)

entonces, de la ec. D.1 se obtiene [24]

Gµν =
κ2φ2

2
TEMµν − 1

φ
[∇µ(∂νφ)− gµν∂ρ∂ρφ] (D.5)
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∇µFµν = −3
∂µφ

φ
Fµν (D.6)

∂ρ∂
ρφ =

κ2φ3

4
FµνF

µν (D.7)

donde Gµν y Fµν es el tensor de Einstein (cuadridmensional [8]) y el tensor electromagnético (véase Sec-
ción 3.3.1), respectivamente, y∇µ = gµν∇ν = gµν [∂ν+Γ̂σρν ]. Por otro lado TEMµν = gµνFρσF

ρσ/4−F ρµFνρ
es el tensor de energía-momento electromagnético.

Si el campo escalar φ es una constante a través de todo el espacio-tiempo, entonces las ecs. D.4 y D.5
son

Gµν = 8πGφ2TEMµν ; ∇µFµν = 0, (D.8)

respectivamente, donde G es la constante de gravitación y se de�nió κ = 4
√
πG. Este es el resultado

original obtenido por Kaluza, quien eligió φ = 1. Cabe destacar que la condición φ = constante solo es
consistente con la ec. 5.6 cuando FµνFµν = 0.

Por otro lado, Klein mostró que este resultado podía ser obtenido a partir de la física cuántica [6].
El modelo de Kaluza surgió durante la tremenda emoción que rodeaba al nacimiento de la teoría cuán-
tica, por lo que Klein tuvo la idea de explicar la no-dependencia de las cantidades físicas de la quinta
dimensión, considerando a ésta muy pequeña. Se supuso que la quinta coordenada tenía que ser espacial
con una topología circular (S1) a una escala muy pequeña. Bajo este marco, cualquier cantidad se vuelve
periódica con respecto a la quinta coordenada, i.e., f(x0, x1, x2, x3, x4) = f(x0, x1, x2, x3, x4+2πr), donde
r es el parámetro de la escala del �radio� de la quinta dimensión.

Considere la expansión de los campos en series de Fourier

gµν(xµ, x4) =

n=∞∑
n=−∞

g(n)
µν (xµ)einx4/r; Aµ(xµ, x4) =

n=∞∑
n=−∞

A(n)
µ (xµ)einx4/r; φ(xµ, x4) =

n=∞∑
n=−∞

φ(n)(xµ)einx4/r

(D.9)
donde el superíndice (n) indica el n-ésimo modo de Fourier. La teoría cuántica señala que el momento en
la dirección de x4 es de orden de |n|/r. Si r es su�cientemente pequeña, solo el estado n = 0 está presente
en la física de bajas energías (i.e. E << 1/r); por lo tanto, todos los estados observables se vuelven in-
dependientes de x4, dando una teoría efectiva cuadridimensional, como se requiere. Usualmente se toma
el valor de r del orden de la longitud de Planck, i.e., r ≈ 1.6× 10−35m.

Agregando un campo escalar ψ̂(x0, x1, x2, x3, x4) al modelo y considerando su expansión en series de
Fourier como en la ec. D.9, se observa que la carga asociada a este campo es [24]

qn =
n
√

16πG

r
√
φ

. (D.10)

Si la carga del primer modo de Fourier, q1, se identi�ca con el valor de la carga del electrón y se toma
r
√
φ ≈ 1,6× 10−35m, se obtiene un valor aproximado para la constante de estructura �nita α [24]. Una

teoría que prediga el valor de r
√
φ podría determinar un cálculo preciso de la carga del electrón (hecho
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que escapa del Modelo Estándar).

Por otro lado, la masa de los modos de Fourier del campo ψ̂ está dada por [24]

mn =
|n|
r
√
φ
. (D.11)

Si se supone r
√
φ ≈ 1,6 × 10−35m, entonces la masa del electrón (m1) tiene un valor aproximado de

10−39 GeV, en vez de 5 × 10−4 GeV. Esta discrepancia en la masa del electrón fue el motivo por lo que
la teoría de Kaluza-Klein fue abandonada por mucho tiempo.

Sin embargo, los resultados obtenidos de la teoría de Kaluza-Klein (posible explicación de los pará-
metros libres en el Modelo Estándar y uni�cación de las fuerzas fundamentales), así como su método de
compacti�cación, en el marco de la teoría cuántica de campos dieron �pie de partida� para la Supergra-
vedad, la Teoría de Cuerdas y la Teoría M [6].

La Supergravedad es una teoría de campos que combina SUSY con Relatividad General, i.e., SUSY
en un espacio-tiempo curvo d−dimensional (d > 4). Si en un Lagrangiano supersimétrico (como el de
Wess-Zumino, véase Sección 4.2) los parámetros de las transformaciones de SUSY dependen de las coor-
denadas (ε = ε(x)) i.e., la supersimetría es una simetría local, se inducen campos que restablecen la
invariancia. Estos campos se relacionan con el cuanto del campo gravitatorio, llamado gravitón, cuyo
es espín es 2 y su supercompañero el gravitino con espín 3

2 , intentando así, dar una descripción cuán-
tica de la gravedad [6]. Esta teoría rápidamente se generalizó a más dimensiones compacti�cadas como
en el caso de la teoría de Kaluza-Klein, para intentar uni�car las cuatro fuerzas fundamentales. Sin em-
bargo, hasta la fecha persisten varios problemas, como la divergencia de algunos procesos de dispersión [6].

La hipótesis esencial de la Teoría de Cuerdas es que distintas vibraciones de cuerdas iguales muy
pequeñas se mani�estan a escalas mayores que el tamaño de las cuerdas como distintas partículas ele-
mentales; se asocia un grado de libertad adicional a la descripción puntual, que corresponde a la cuerda.
Las propiedades de las partículas, como masa, carga y espín, están determinadas por las vibraciones
de las cuerdas. Uno de los primeros resultados de esta teoría es la producción de gravitones mediante
las vibraciones de las cuerdas, por lo que la Teoría de Cuerdas se convirtió rápidamente en una teoría
candidata para uni�car las cuatro fuerzas elementales de la naturaleza. Poco después se encontró que,
para que todas las componentes cuánticas de la Teoría de Cuerdas fueran congruentes, se necesita SUSY
y seis dimensiones espaciales adicionales, o en algunos casos veintidós [6] [17].

Para justi�car el hecho de que cotidianamente solo se observan cuatro dimensiones, la Teoría de Cuer-
das hace uso de compacti�caciones para obtener una teoría efectiva cuadridimensional. Sin embargo, los
distintos tipos de cuerdas posibles no pueden integrarse en una sola Teoría de Cuerdas. Por lo anterior,
esta teoría se divide en cinco tipos, las cuales se llaman Teoría I, IIA, IIB, Heterótica-O y Heterótica-E,
cada una con sus propias ecuaciones de movimiento [6] [17].

Más tarde se descubrió que estas 5 versiones de la Teoría de Cuerdas eran parte de una teoría más
fundamental llamada teoría M. En caso de comprobarse que esta teoría describe correctamente el com-
portamiento del universo, ésta permitiría, entre otras cosas, describir las cuatro fuerzas fundamentales
como una sola; sin embargo, actualmente aún no se sabe bien cómo conectarla con el Modelo Estándar
[21].
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