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La Oscilacién de Neutrinos en el Medio de Supernova
por

Roberto Lépez Bahena

Resumen

En esta tesis se introducen los procesos de Markov en el estudio de los neutrinos, cuando su camino
libre medio es mucho menor que el tamano del ntcleo estelar por lo que estan atrapados en una esfera,
llamada esfera de neutrinos. También se considera que las fuentes de neutrinos se han agotado, por lo
que los neutrinos sélo deben estar cambiando de un sabor a otro, que dentro del contexto de la teoria
de Markov ésto es conocido como problema de las transiciones.
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Capitulo 1

Introduccion

Las respuestas a los problemas en las anomalias de los neutrinos solares, atmosféricos y de reactores
establecieron dos hechos importantes; que las diferencias de masas cuadradas en los neutrinos son di-
ferentes de cero y la oscilacién del neutrino en tres sabores (o generaciones): ve, v, v;. También es
conocido que la oscilacién del neutrino se ve realzada en presencia de materia, en especial en materia
con una alta densidad tal como las que se alcanzan en el colapso de una estrella, y este efecto de realce
en la oscilacién es conocido como el mecanismo MSW (Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein)[4]. Pero, a dife-
rencia de los neutrinos solares y atmosféricos sélo hemos visto pocos eventos (25 neutrinos en 12 seg.)
de neutrinos provenientes de explosiones supernovas (SN). Hasta ahora sélo se han detectado neutrinos
(principalmente de 7.) de la explosién supernova 1987 (SN1987A), en un rango entre (5-40) MeV de
energfa, a unos 50 kiloparsec (kpc) o 150 000 afios luz de la tierra por los detectores subterrdneos; el
detector Kamiokande IT (KII) en Japén y el detector Irvine-Michigan-Brookhaven (IMB) en USA, que
dieron crédito a muchas de las expectativas tedricas acerca de las secuelas del colapso del niicleo estelar
de hierro de una estrella masiva, ademéas de dar informacion valiosa sobre la méxima masa posible del
neutrino del electron. La SN 1987A fue uno de los eventos astrofisicos mas importantes del siglo pasado,
ya que establecié una nueva rama en la astronomia; la astronomia de neutrinos no solares. Con los detec-
tores terrestres actuales esperamos observar neutrinos de futuras explosiones SN a distancia galacticas
de la tierra.

Esta tesis principalmente estudia los procesos de Markov de los neutrinos cuando su camino libre medio
es mucho menor que el tamano del niicleo estelar por lo que estan atrapados en una esfera, llamada esfera
de neutrinos, también se considera que las fuentes de neutrinos se han agotado por lo que los neutrinos
sélo deben de estar cambiando de un sabor a otro, que dentro del contexto de la teoria de Markov esto

es conocido como el problema de transiciones.



La tesis tiene la siguiente estructura:

Capitulo 2 es sobre la historia del neutrino y su oscilacién es brevemente presentada antes de aden-
trarnos en la teoria fisica del neutrino. En el capitulo 3 damos el actual panorama fisico del neutrino
en el modelo estdndar. Capitulo 4 introduce la teoria de oscilacién de neutrinos en detalle, tomando
en cuenta la oscilacién en vacio de dos y tres sabores (o generaciones) del neutrino. Consideraremos
también la oscilaciéon en materia pero solé de dos sabores. Mientras que el capitulo 5 damos una breve
descripcién del mecanismo de colapso del nicleo estelar en la supernova, también tratamos la emisién
y atrapamiento de neutrinos en el colapso estelar. El capitulo 6, es sobre los procesos de Markov y su
aplicacién al problema de las transiciones de neutrinos de un sabor a otro. Por ultimo, el capitulo 7 son

las conclusiones.



Capitulo 2

Breve historia del neutrino

La idea del neutrino surgié el 4 de diciembre de 1930, cuando Pauli propuso la existencia del “neutrén”
como inicialmente lo habfa llamado, una nueva particula de espin 1/2, con masa pequena y sin carga
eléctrica, en una carta a sus colegas que asistian a una conferencia sobre un tema que estaba causando
un gran desafio entro los fisicos: el fenémeno de la desintegracién radioactiva. En las primeras décadas
del siglo XX la fisica atémica habia hecho grandes avances en el entendimiento de los constituyentes
del universo. Los cientificos creian que todos los 4tomos consistian de tan sélo dos clases de particulas
cargadas eléctricamente. Los protones (con carga positiva) en el niicleo atémico, rodeado por una nube
de electrones [25] (con carga negativa) este fue el modelo de Rutherford [22]. Pero, extrafiamente algunos
ntcleos son inestables o se desintegran. En ese tiempo el fenémeno de desintegracion radioactiva eran un
gran desafio. Cuando el nicleo se desintegra libera energia, frecuentemente expulsando un electrén. Era
la energfa de este electrén el problema [6], ésta no parecia ser suficiente, lo que violaria el principio de
conservacion de energia. Toda la energia del niicleo perdida cuando este se desintegra deberia haber sido
tomada por el electrén, no habia otro lugar para que fuera. Pero, parecia que el electrén no llevaba tanta
energia como debia. De hecho lo que ellos observaron fue que en diferentes desintegraciones, siempre con
el mismo ntcleo inicial, y siempre con el mismo ntcleo final, el electrén tenia diferentes cantidades de
energia. Frecuentemente no con toda la energia con la que fue liberado. La energia de algin modo estaba
desapareciendo. Pero, energia desapareciendo simplemente no era aceptable para Pauli. La energia tenia
que ir algin lugar. Como Pauli mismo declaré en su carta, esta fue una medida desesperada para salvar
el principio de conservacién de la energia. La idea de Pauli fue que debia haber una particula involucra-
da en la desintegracion radioactiva. El propuso en adicion a todas las particulas que eran conocidas en
ese tiempo, que habria otra que seria emitida en la desintegracién radioactiva junto con el electrén, el

neutrino tenia que ser una particula de espin 1/2, por conservacién del momento angular intrinseco.



En los anos siguientes, el neutrino fue parte fundamental de la teoria de desintegraciéon [ presenta-
da por Fermi [10] [9]. La teorfa de desintegracién § de Fermi, la cual involucra la descomposicién de un

neutrén en un protén, un electrén y un antineutrino (ver Figura 2-1).
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Figura 2-1: Teora de Fermi de la desintegracion 8 que permite a un neutrén decaer en un protén, un
electrén, y un antineutrino.

El modelo para el nicleo ahora consistia de protones, neutrones y la desintegracién g fue descrita como
si uno de los neutrones se descompusiera en un protén el cual permanece adentro del niicleo mientras que
el electrén y el antineutrino escapaban, por lo tanto haciendo a la desintegracién 8 una desintegracion
de tres cuerpos con un espectro continuo de energia. Si Pauli habia resuelto un problema el habia creado
otro; como detectar neutrinos. El sabia que a diferencia de todas las otras particulas atémicas conocidas
los neutrinos no tendrian carga eléctrica. Esto los haria invisibles a todos los instrumentos, ya que son

capaces de viajar a través de la materia solida casi sin perturbarla.

Pero, entonces algo ocurrié que cambio a la fisica y al mundo. El poder de una bomba nuclear viene de una
cadena de desintegraciones radioactivas. Si Pauli estaba en lo cierto entonces junto con la explosién debe
haber un intenso pulso de neutrinos. En los anos 50 Fred Reines era un investigador que trabajaba en la
desmantelamiento nuclear de Estados Unidos. Reines [21] se dio cuenta que el programa de armas era un
perfecto lugar para la caza del neutrino. Reines noté que si la reaccién en cadena en una bomba producia
neutrinos también se producirian en un reactor nuclear. Con una fuente tan intensa de neutrinos de
aproximadamente 10?3 neutrinos por segundo, quizés Reines y sus colegas podrian finalmente capturar
al neutrino. Ellos llamaron a tal empresa “El Proyecto Poltergeist”. Pero, ellos enfrentaban todavia
el problema fundamental. La falta de carga eléctrica del neutrino, haciéndolo invisible. Pero, cuando
interaccionan ya no son invisibles. A pesar de la pequena seccién transversal de los neutrinos, Pontecorvo

quién [19] fue el primero en sugerir en 1946 que los neutrinos podrian ser detectados usando un proceso
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beta.
ve + 3C1 — TAr + €. (2-1)

Donde un neutrino golpea a un nucleo de cloro cambidndolo a un nicleo de argén, transformando un
neutrén en un protén mientras emite un electrén. Mientras que en el experimento de Reines era un
proceso beta inverso; entre uno de los antineutrinos (7.) producidos en el reactor nuclear con uno de
los protones en los ntcleos atémicos del detector, la senal seria un doble pulso de energia distintivo.
Uno de la particula emitida, y el otro del nicleo transformado. Lo que ellos buscaron fue un pulso
seguido de otro pulso dentro de un periodo especifico de tiempo, lo que los resaltaria del fondo de ruido
en un osciloscopio, ver [20]. El 14 de junio de 1956, Reines y sus colegas anunciarén la deteccién del
antineutrino (7. ). Ellos enviarén un telegrama a Pauli informandole de este descubrimiento. Pauli estaba
en lo cierto, la naturaleza necesitaba al neutrino. De hecho, los cientificos pronto se dieron cuenta que
todos lo necesitdbamos. Cada elemento vital para la vida, como el carbén y el oxigeno fueron fabricados
en una cadena de reacciones nucleares que seria imposible sin los neutrinos. Ellos son un ingrediente
esencial del universo. Sin ellos ni siquiera las estrellas brillarfan. La existencia de un segundo tipo de
neutrino, el neutrino del muén v, fue confirmado por el Laboratorio Nacional Brookhaven en 1962 [8].
Cuando un tercer lepton con carga, el tauén 7, fue descubierto en 1975, fue natural suponer que habria
un neutrino asociado a este. Sin embargo, no fue hasta el 2000 que el v, fue detectado por el equipo

DONUT [7], completando la familia de fermiones en el modelo estdandar de fisica de particulas.

2.1. Historia de la oscilacion del neutrino

Si los neutrinos estan involucrados en el proceso de brillo de las estrellas estos eran de interés. El deseo
de saber como es que las estrellas brillan, fue lo que unié a un joven astrofisico, John Bahcall y a un
fisico experimental, Ray Davis. Ellos crefan que los neutrinos les permitiria ver dentro de una estrella.
Adentro del nicleo de cada estrella un proceso llamado fusién nuclear produce una enorme cantidad
de energia; o al menos esta era la teorfa, la fusién nuclear no tnicamente produciria energia, haciendo
brillar al Sol, sino también produciria neutrinos, un montén de ellos. Mirando la superficie del Sol no se
aprende acerca de los detalles que ocurren en su interior. Los neutrinos son como mensajeros césmicos,
ellos viajan directo desde el niicleo del Sol a la Tierra. Encontrar a los neutrinos seria tener una prueba de
que la fusién nuclear era realmente la fuente de energia del Sol. Asi que Davis le pidié a Bahcall calcular
exactamente cuantos neutrinos produce el Sol. Esto significaba crear el primer modelo matematico de las
reacciones de fusién que ocurren adentro del nicleo del Sol. Las respuesta fue cien millones de neutrinos
solares atravesarfan una drea del tamano de una una por segundo cada dia del ano [3]. En 1964 Davis

se embarcé en uno de los mas dificiles experimentos de la historia de la ciencia, contar los neutrinos
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que vienen del Sol. Esto significé construir un laboratorio subterraneo en el interior de una mina en
Dakota del sur, para protegerse de la radiaciéon de fondo del espacio. El corazéon del experimento era la
trampa para neutrinos. Seiscientas toneladas de un fluido que es cominmente utilizado en la limpieza,
tetracloroetileno (CoCly) [3]. El tipo de argén (35Ar) producido en la interaccién de un neutrino (v.)
con un atomo de $£Cl serfa radiactivo. Davis pensé que podrian usar la radioactividad de los dtomos
de argdén para revelar a los neutrinos. Asi que contando los dtomos de argdn, Ray estaria contando
indirectamente a los neutrinos. Pero, fue aqui que la inmensa dificultad del problema aparecié. Trillones
de neutrinos (10!) fueron directo al tanque cada segundo. Pero, estos interacttian tan poco frecuente
que Bahcall calculé que sélo diez atomos de argén serian producidos por semana. Encontrarlos seria una
tarea imposible. Sin embargo, cada semana Davis bombearia helio a través del fluido para remover a los
atomos de argén que se habian acumulado. Pero, cuando los resultados comenzaron a surgir fue inme-
diatamente claro que algo estaba mal. John Bahcall habia calculado diez atomos de argén por semana.
Pero, Ray Davis inicamente habia obtenido tres. La mayoria de los neutrinos estaban perdidos. En los
anos ochentas Davis continuo mejorando su detector, y ano tras ano los resultados eran los mismos. El
tUnicamente pudo contar sélo un tercio de los neutrinos que Bahcall predecia. El llegd a estar seguro
de que nada estaba mal con su detector. Pero, si Davis estaba en lo cierto con respecto al niimero de
neutrinos que venian del sol entonces, parecia que algo debia estar mal con la prediccion de Bahcall.
Pero, nadie podia ver en que estaba mal la teoria de Bahcall o encontrar una falla en el experimento de

Dayvis.

En Kamioka, Japén, tenfan otro experimento. Pero, este al comienzo no fue disenado para ver neutrinos.
En 1983 los japoneses comenzaron a interesarse en la desintegracion del protén. Para ésto construyeron
un experimento llamado Kamiokande, en la profundidad de una montana para protegerlo de la radiacién
del espacio. Pero, la montafia no podia protegerlos de los neutrinos que afectaban al experimento. Por
lo que comenzaron a interesarse en los neutrinos. El detector Kamiokande II también detecté un déficit
de neutrinos solares al igual que Bahcall y Davis [14]. As{ que la anomalia del neutrino solar obtuvo una
gran relevancia que llegd a ser el misterio mas grande en fisica de particulas. Los fisicos tuvieron que
regresar a la base, sabfan que habia tres diferente tipos de neutrinos. Pero, ninguno de los experimentos
podia detectar a los tres sabores (o generaciones). Esto sugerfa que el experimento de Davis sélo detecta
un tercio de lo que Bahcall predecia, y hay tres tipos de sabores de neutrinos; asi que quizas estos
dos nimeros estén conectados de alguna manera. Por ese tiempo también existia una propuesta teérica
que estaba tomando notoriedad, en la que los neutrinos estarian cambiando continuamente de un tipo
de sabor a otro mientras viajan a través del espacio. Esto es llamado la oscilaciéon del neutrino, como

primero sugirié Pontecorvo en 1957 [18]. Serfa esto la razén de la deficiencia en los neutrinos detectados,
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es lo que se preguntaba los cientificos, pero la teoria tenia un problema ya que requeria que el neutrino
tuviera masa, contrario a lo que se tiene en el modelo estdndar. Decididos a resolver el problema de la
anomalia construyeron el detector Super Kamiokande capaz de no sélo detectar neutrinos del muén y
del electrdn, sino que era capaz de dar la direccién en la que venian los neutrinos.

Los neutrinos también son producidos en toda la atmésfera que rodea a la Tierra cuando rayos césmicos
del espacio colisionan con las moléculas del aire. Los neutrinos no sélo son producidos por encima
de nuestras cabezas sino también a 13000 kilémetros por debajo de nuestros pies. Ya que la tierra
es esencialmente transparente a neutrinos el detector Super Kamiokande deberia haber detectado igual
numero de neutrinos viniendo en todas las direcciones. Pero, eso no fue lo que ocurrié. Lo que observaron
fue que los neutrinos que venian debajo eran cerca de la mitad de los que venian de arriba. La diferencia
s6lo podia ser el tiempo que les toma a los neutrinos atmosféricos alcdzar al detector. Pero, eso implica
que los neutrinos tienen masa, esto fue un gran descubrimiento, los neutrinos tienen masa por lo que
oscilan [24].

Una clara respuesta al problema de la deficiencia de neutrinos vino de los datos registrados por el detector
Sudbury Neutrino Observatory (SNO) en Canadé. Ya que, es sensible a los tres sabores de neutrinos.
Estos datos fueron definitivos para que Ray Davis ganara el premio Nobel de fisica en el 2002 por su
experimento, y que el calculo hecho por John Bahcall se tomard como correcto.

Hoy en dia tenemos evidencia de las oscilaciones de neutrinos provenientes de experimentos con neutrinos
solares, atmosféricos, de aceleradores y de reactores nucleares. De hecho en el 2012 los experimentos:
Daya Bay, Double Chooz y Reno en oscilacién de neutrinos de reactores nucleares a un kilémetro apro-
ximadamente de distancia del reactor, confirmaron que uno de los pardmetros de oscilacién es (613 # 0).
Actualmente experimentos: T2K, Super-K estudian la oscilaciéon de haces de neutrinos producidos en
aceleradores de particulas, ya que estos ofrecen un mayor control sobre los neutrinos que estan sien-
do estudiados. Mientras que experimentos: Icecub, ANTARES se enfocan en la deteccién de neutrinos
provenientes de regiones muy distantes del espacio. Como veremos en el siguiente capitulo el modelo

estandar no considera la oscilacién del neutrino.



Capitulo 3

Neutrinos en el modelo estandar

El modelo estdndar identifica doce bloques constructores de la materia (ver tabla 3-1), seis quarks y seis
leptones (y sus respectivas antiparticulas) cada uno tiene un espin intrinseco de 1/2. Los quarks son los
bloques constructores con carga eléctrica fraccional e interaccionan principalmente a través de la fuerza
fuerte, también llamada fuerza de color, como con la fuerza débil y la gravitacional. La fuerza fuerte
une a los quarks para formar al protén, al neutrén i.e., todos los nicleos y a todos los otros hadrones
(particulas que interaccionan fuertemente). Los leptones con carga son los bloques constructores que
interactian a través de la otras tres fuerzas (débil, electromagnética, y gravitacional) pero nunca a
través de la fuerza fuerte. Como resultado, los leptones nunca estan confinados adentro del nticleo por la
fuerza fuerte. Los leptones incluyen al electrén, y a sus versiones més pesadas; al mudn y al taudn, y a sus
tres companeros neutros; neutrino del electrén, neutrino del muén y al neutrino del tauén. Ya que, los
neutrinos no tienen carga eléctrica, los neutrinos interaccionan con la materia inicamente a través de la
fuerza débil y la gravitacional. Recordando que la fuerza débil crea neutrinos a través de la desintegracién
beta. En este particular proceso de desintegracién débil, un neutrén, libre o en un ntcleo, se transforma
en un protén y dos leptones son creados: un electrén (o particula “beta”) y un antineutrino del electrén.
Generalmente, la fuerza débil es la fuerza de la transmutacién, capaz de transformar un tipo, o “sabor”
de quark en otro, o un sabor (o generacién) de leptén en otro. Es también la fuerza més débil entre las
fuerzas conocidas, es cerca de cien millones de veces mas débil que la fuerza electromagnética a baja
energia, lo que significa que esta actia cien millones de veces mas lentamente. Por ejemplo, particulas
inestables se desintegran por medio de la fuerza débil en un tiempo del orden de 10~® segundos, mientras
que el tiempo caracteristico para desintegraciones electromagnéticas es de 1076 segundos y de 10723

para desintegraciones fuertes.



Primera Familia

Segunda Familia

Tercera Familia

Up (u)

Carga eléctrica = 42/3.
Protones  tienen  dos
quarks up, neutrones un
quark up.

Charm (c)

Carga eléctrica = +2/3.
Es més pesado que u.

Top (c)

Carga eléctrica = +2/3.
Es més pesado que t.

"
'% Masa ~ 3MeV/c% Masa ~ 1,500MeV/c?. Masa = 175,000MeV/c.
< Down (d) Strange (s) Bottom (b)
Carga eléctrica = —1/3. | Carga eléctrica = —1/3. | Carga eléctrica = —1/3.
Protones tienen un quark | Es més pesado que d. Es més pesado que s.
down, neutrones dos
quark down.
Masa ~ 6MeV/c?. Masa &~ 170MeV/c2. Masa ~ 4,500MeV/c?.
Electrén (e) Muén (p) Tauén (1)
Carga eléctrica = —1. Carga eléctrica = —1. Carga eléctrica = —1.
Es responsable de las | Es méas pesado que e. Es més pesado que p.
reacciones quimicas y
eléctricas.
? Masa = 0.511MeV/c2. Masa ~ 105MeV/c?. Masa ~ 1,782MeV/c?.
3
E Neutrino del electrén Neutrino del muén Neutrino del tauén
(ve) (V) (vr)
Carga eléctrica = 0. Carga eléctrica = 0. Carga eléctrica = 0.
Es apareado con el | Es apareado con el muon | Es apareado con el
electron por la fuerza | por la fuerza débil. taudn por la fuerza debil,
débil.
Masa = 0 (asumida). Masa = 0 (asumida). Masa = 0 (asumida).
2 | Antiupw _ Anticharm ¢ Antitop ¢ B
5 Antidown d Antistrange Antibottom b
it
<
£ | Positrén et Antimuén pt Antitauén 7+
j: Antineutrino del electrén | Antineutrino del muén 7, | Antineutrino del taudn|
A A

Tabla 3-1: Bloques constructores de la materia en el modelo estandar

Es precisamente esta falta de interaccién que hace al neutrino tan elusivo. Pero no tnicamente la fuerza
débil crea neutrinos, frecuentemente por medio de la desintegracién beta, sino también interviene en los
tnicos procesos en los que se pueden absorberlos. Esta conexién entre el neutrino y la fuerza débil hace
que sea dificil separar sus propiedades de cada uno. De hecho, la teoria en la que el neutrino no tiene
masa y es de mano izquierda (y el antineutrino de mano derecha) fue inventada para explicar porque
la fuerza débil, viola la simetria conocida como paridad, o simetria espejo. Si la fuerza débil conserva
la paridad, cualquier proceso débil y su imagen espejo serian igualmente probables. En vez, en 1956,
C. S. Wu y su equipo observaron una asimetria en la desintegracién beta del cobalto-60 (ver seccién
siguiente). La asimetria sugeria que todos los antineutrinos emitidos en la desintegracién beta tenian
helicidad derecha (ver seccién siguiente), esto es, estaban girando en sentido de las manecillas de reloj
alrededor de su direccién de movimiento. Pero en un universo con simetria de paridad, un igual ntimero

de antineutrinos deberian haber estado girando en sentido contrario a las manecillas del reloj. El hecho,
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de que unicamente la helicidad derecha fue observada fue un ejemplo de violacion de paridad “méaxima’.
Los resultados del experimento en cobalto fueron formalizados en la teoria de las dos componentes sin
masa del neutrino, de acuerdo a la cual el neutrino es una particula sin masa (ver 3.1), el antineutrino
es siempre de helicidad derecha y el neutrino es siempre de helicidad izquierda. Pero la fuerza débil
fue pronto reconocida a violar la paridad al maximo. Ya que, esta actiia sobre estados de helicidad
izquierda unicamente, sin importar si estos tiene masa o no. En otras palabra, la helicidad izquierda es
una propiedad intrinseca de la fuerza débil y no necesariamente del neutrino, Por lo tanto en principio,
el neutrino podria tener una masa pequena. No obstante, la teoria original del neutrino sin masa y
de helicidad izquierda fue incluida en el modelo estdndar, principalmente porque no habia evidencia
de lo contrario (ver capitulo 1). La conjetura del neutrino sin masa, tiene consecuencias en el modelo
estandar. Esto implica que el nimero de familia leptéonica es conservado. Cada una de las familias del
lepton consiste de un par de leptones. El electrén y su neutrino constituye la familia del electréon; el muén
y su neutrino la familia del mudn; y el tauén y su neutrino la familia del tauén (ver tabla 3-1). Cada una
de las familias del leptén es parte de una familia mucho més grande que también incluye a los quarks y a
sus respectivas antiparticulas de los leptones y quarks. La conservacion del nimero de familia lepténica
significa preservar estrictamente las fronteras entre las familias del electrén, del muén y del tauén. Por
ejemplo, el muoén y el neutrino del muén pueden transmutar cada uno en otro por medio de la fuerza débil
(lo que no cambia el nimero de familia lepténica), pero el muén no puede descomponerse directamente en
un electrén, En vez, un miembro de la familia del muén (el neutrino del muén) debe también producirse
durante la descomposicién del muén (conservando asi el nimero de familia lepténica). Similarmente un
tauén no puede descomponerse directamente en un muén o un electrén a menos que un neutrino del
taudn sea también producido. Finalmente, la conservacién del nimero de familia leptonica significa que
un neutrino del electrén no puede ser cambiado en otro neutrino de otra familia, o viceversa. El modelo
estandar se ha mantenido firme conforme se han incrementado la precisién de las pruebas. Sin embargo,

recientes evidencias (oscilacién de neutrinos) estdn cambiando esta imagen.
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3.1. No conservacion de la paridad

(a) Cuatro estados de una particula de Spin-1 (b) Reflexién de una Particula Helicidad-Derecha
Particulas: p \
Helicidad QE Helicidad
derecha izquierda
I s

p
| 7
Antiparticulas: p .
N Imagen tiene
helicidad izquierda
Helicidad : Helicidad o
derecha ' Y Particula tiene

R izquierda helicidad

derecha
Spin alineado  Spin opuesto

Figura 3-1. Figura 3-2.

Hasta este momento hemos considerado la helicidad y la quiralidad como iguales. Ya que, para particulas
sin masa, estas son idénticas y cercanamente equivalentes para particulas que viajan con velocidad
cercana a la luz. Pero, para particulas con masa estas son diferentes. Ya que, las particulas pueden surgir
en estados con helicidad derecha o izquierda y con quiralidad derecha o izquierda. La helicidad puede ser
medida directamente, pero su valor depende del marco sobre el cual es vista (ver siguiente seccién). En
contraste la quiralidad es una cantidad invariante relativista, pero no es una constante de movimiento
para una particula libre, y no puede ser medida directamente.

La helicidad de una particula relaciona su espin intrinseco con su direccién de movimiento. Todos los
quarks y leptones, incluyendo al neutrino, tienen 1/2 de la unidad del momento angular intrinseco s,
o espin (medido en unidades de /). El espin esta cuantizado, y para particulas de espin 1/2, este tiene
dos valores relativos a cualquier eje de cuantizacion seleccionado, el cual elegimos llamar el eje-z. El
espin es frecuentemente representado por un pseudovector que apunta hacia arriba (s, = 1/2) o hacia
abajo (s, = —1/2) a lo largo del eje de cuantizacién, dependiendo si la particula gira en sentido de las
manecillas del reloj o contrario a las manecillas del reloj alrededor de este eje, cuando es vista desde
abajo. La helicidad usa la direccién de movimiento, o el momento p, como eje de cuantizacién, donde la
helicidad es definida como A =s - p/|p| = £1/2.

Como es mostrado en la Figura 3-1, las particulas de espin 1/2 usualmente tienen cuatro independientes
estados; particula con helicidad derecha o izquierda y antiparticula con helicidad derecha o izquierda.
Una particula tiene helicidad derecha (A= —1/2) si su espin y momento senialan en la misma direccién.
Esta tiene helicidad izquierda (A= —1/2) si su espin y momento senalan en direcciones opuestas. La

imagen espejo de una particula de helicidad derecha es una particula de helicidad izquierda, como se
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muestra en la Figura 3-2.(Note que, siendo un pseudovector, s no cambia de direccién bajo inversiones
de coordenadas espaciales. Como el momento angular total J y el momento angular orbital 1). Hasta
1950, fue tomado como base que las leyes fisicas eran invariantes bajo una reflexién de espejo o una
inversién de coordenadas (también llamado inversién de paridad). Si la paridad fuera conservada, una
particula de espin 1/2 existirfa en ambos estados: helicidad derecha y izquierda.

Pero en Junio de 1956, dos fisicos, C. N. Yang y T. D. Lee, sugirieron que la fuerza débil puede violar
la conservacién de paridad, y esbozaron dos experimentos que podian probar su hipdtesis. Seis meses
después, C. S. Wu reporto los resultados de uno de tales experimentos. Wu alineo los espines de los
nicleos de Cobalto-60 junto al campo magnético y midié las direcciones de los electrones emitidos por

los ntcleos en la desintegracién beta:

600027 —,60 Niog + e~ + 7. (3—1)

(c) Maxima violaciéon de paridad en experimento Cobalto (d) Explicacion del experimento Cobalto-60

Helicidad

v
Campo — f -, derecha

Magnético I T ‘
' t
—— L . " Helicidad
/ e—

T f 1 _ 60Co nucleos con izquierda
T T 1 VR spines polarizados Jy 5 - 4+ ’1/2 v 1/2‘

Eje-z

a lo largo del campo
magnético

60 60 . — S
27C0 > 28N| + € L + Ver

o — Electrones
e € emitidos

Figura 3-3. Figura 3-4.

Los electrones eran casi siempre emitidos en direcciéon opuesta a los espines de los nicleos, como se
muestra en la Figura 3-3. Si la paridad fuera conservada, no deberia haber correlacion entre los espines y
el momento de los electrones emitidos en la desintegracién. Una correlacién entre el espin y el momento
es medida por el valor promedio del producto punto s - p, el cual cambia de signo bajo una inversién de
paridad y por lo tanto debe ser cero si la paridad es conservada en un proceso. La perfecta correlacién
entre los espines y los momentos de los electrones en el experimento de cobalto fue un ejemplo de
violacién de paridad maximal.

Para explicar la violacién de paridad, Lee y Yang asumieron que el antineutrino era siempre emitido con
helicidad derecha. Como se muestra en la Figura 3-4, la desintegracion reduce el espin nuclear por una
unidad, por conservacién del espin, el espin del electrén y el espin del antineutrino (1/241/2 = 1) suman
la reduccién en el espin del nicleo inicial. Si el antineutrino siempre tiene helicidad derecha (momento
alineado con el espin), el electrén tendrd que ser emitido con helicidad izquierda (momento opuesto

al espin) y en direccién opuesta al espin del nicleo, lo cual es justamente lo que fue observado en el



3.1 No conservacion de la paridad 13

experimento Cobalto-60. Yang y Lee formalizaron esta interpretacion en la teoria de las dos componentes
del neutrino (1957), la cual postula que el neutrino viene en Unicamente en dos formas, particula de
helicidad izquierda (A = —1/2) y antiparticula de helicidad derecha (A = 1/2). Pero una helicidad
definida tiene profundas consecuencias.

Tener helicidad izquierda en todos los sistemas de coordenadas que se mueven con velocidad relativa
constante, como es requerido por la relatividad especial el neutrino debe estar viajando a la velocidad
de la luz. De otra manera, uno podria imaginar observar la particula desde un sistema que se este
moviendo mas rapido que el neutrino, cuando uno adelanta a la particula, el momento del neutrino
pareceria ser invertido, mientras que su direccién de espin permaneceria sin cambiar. El neutrino entonces
pareceria tener helicidad derecha. Asi que, la helicidad permanece independiente del marco de referencia
Unicamente si el neutrino se mueve a la velocidad de la luz. Pero entonces el neutrino debe ser una
particula sin masa. La helicidad entonces llega hacer idéntica a la cantidad invariante relativista conocida
como “quiralidad”, asi que el neutrino es una particula de quiralidad izquierda sin masa. Esto fue al
menos lo que se creia antes de los experimentos en neutrinos solares y atmosféricos, los cuales sugieren
que los neutrinos del muén pueden cambiar periédicamente en neutrinos del electrén, y viceversa, cuando
viajan a través de una distancia. Como se muestra en los ultimos capitulos, esta oscilacién de un sabor
a otro puede ocurrir iinicamente si los diferentes tipos de neutrinos tienen diferentes masas, asi que las
mediciones de oscilacién es una prueba de que los neutrinos tienen diferentes masas por lo que no tiene
una definida helicidad. La masa no cero de los neutrinos y la oscilacién entre las generaciones (o sabores)
seria paralelo a las propiedades y comportamientos vistos entre los quarks y por lo tanto, apunta hacia

una mayor simetria entre quarks y leptones de la que ahora existe en el modelo estdndar [12].



Capitulo 4

Teoria de la oscilacion del neutrino

En general, si los neutrinos tienen diferencias entre sus masas y sus eigenestados de sabor son diferentes
de los eigenestados de masa entonces oscilaran. Esto significa que si un neutrino es producido en una
reaccién de un leptén con carga de una generacién (o sabor) dada (dado), éste puede después ser
detectado en una reaccién de un leptén con carga pero de otra generacion, i.e., la generacion a la cual
el neutrino pertenece ha cambiado durante su propagacion desde el punto de produccién al punto de

deteccién. Un ejemplo de un proceso que involucre a la oscilacién del neutrino es dado en la Fig. 4-1.

= p

Figura 4-1: Un ejemplo de un proceso de oscilacién del neutrino: Un neutrino del muén v,, es producido
junto con un muén pt en la descomposicién de un pién 7. Cuando éste se propaga desde el punto de
produccién al punto de detecciéon cambia a un neutrino del electrén v, el cual produce un electrén en
el detector.

La oscilacién del neutrino es la prueba mas sensible de las diferencias de masas cuadradas en los neutrinos.
Los experimentos en neutrinos solares y de supernovas son capaces de buscar diferencias de masas
cuadradas en los neutrinos desde 107° eV incluso més pequefias. Normalmente en experimentos de
oscilacién del neutrino, los neutrinos son producidos en interacciones débiles y por lo tanto, los neutrinos

son eigenestados de sabor: v., v,, v;. La matriz de masa del neutrino en esta base de sabor es en

14
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general no diagonal. Sin embargo, los eigenestados de masa: vy, vg, v3, forman una base en la cual la
matriz de masa es diagonal y los eigenestados se propagan en el tiempo [16]. Por lo que, los eigenestados
son en general diferentes de los eigenestados de sabor. En este capitulo introducimos los principios en la
oscilacién del neutrino. Primero discutimos la oscilacion en vacio de dos y tres sabores. Después tratamos

las interacciones entre la materia y los neutrinos en medios de densidad constante y variable.

4.1. Oscilacion en vacio

Los eigenestados de sabor v, (o =e, u, 7) pueden ser expresados como combinacién lineal (mezcla) de

los eigenestados de masa v; (i = 1, 2, 3) por medio de la transformacién unitarial.
|Va) = Uai Vi) - (4-1)

Donde la suma es sobre el indice repetido y u,; denota el elemento «i de la matriz unitaria u. La relacién
para antineutrinos es exactamente la misma pero con el complejo conjugado de los elementos de la matriz
de mezcla |7,) = u}; |7;). La evolucién en el tiempo del eigenestado de sabor viene de la evolucién en el

tiempo de los eigenestados de masa. En unidades naturales (h=c=1), tenemos que
[Va) = vai Vi) e i, (4-2)

La amplitud de probabilidad de encontrar un neutrino de sabor inicial |v,) en el estado de sabor |vg)

en el tiempo t es

Walva) = (vjlulze™ g, |v;) (4-3)

= e_iE"tuaqui. (4-4)

Por lo tanto, la probabilidad de que un vz sea encontrado en un v, inicial después de un tiempo t es

2
Pl/a—wﬁ = ‘<V,8|Va>| (4'5)
= Zugiuziugjuaje_i(Ei_Ej)t (4-6)
)
= Y lugifufjuag] cos (Bi — Ej)t — ¢paij) , (4-7)
)

1Una matriz M es unitaria si MMT =T
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donde ¢gaij = arg(uﬂiugiugjuaj). Ahora para la mayoria de los casos practicos de la oscilacion del

neutrino involucran neutrinos ultrarelativistas (pc > mc?), podemos usar la aproximacién E; ~ |p| +

> 2 2_m2 2
% ~F+ % Y por lo que, E; — E; = m12EmJ = §E] . Donde E, es la energia total de la particula (o
mezcla).

Para este caso x = t, por lo tanto
Pva—ws (t) — PVa—WB (33) (4'8)
2rx
= Z [Upitin;usjUaj|cos | —— — dpaij | - (4-9)
i Lij
Donde, L;; es definida como longitud de oscilacién [16] L;; = m‘*%’iﬁ = ‘er :

4.2. Oscilacion en vacio con dos sabores

Consideremos la situacién de oscilacién entre dos sabores de neutrinos |v.) y |v,). Sean |v1), |va) ei-
genestados de masa con energias F, y Fo respectivamente. La matriz de transformacién u entre los

eigenestados de masa y de sabor toma la forma

cosf sind

—sinf cosf

Ya que, u es ahora una matriz real unitaria y por lo tanto, la probabilidad de conversién es,

A2
P, (x)= sin? 26 sin? ( 422;3) = sin? 20 sin® (Z) . (4-10)

La expresién de arriba muestra el comportamiento oscilatorio en explicando por que usamos el

x
B
término oscilacién del neutrino. Ademas la amplitud sin® 26 contiene la constante del 4ngulo de mezcla

y Unicamente angulos de mezcla distintos de cero dan lugar a una mezcla exitosa. El otro término

. . . A2 o . . . .
oscilatorio sin? ( 3 ) muestra la importancia de la diferencia de masas cuadradas sea no cero en las

oscilaciones del neutrino. Por lo que, la existencia de la oscilaciéon del neutrino significa la existencia de
que al menos una masa del neutrino es no cero. Asi como, la mezcla de los neutrinos. Uno puede ver
algunos de los casos limites de la Ec. 4-10 que involucran al término longitud de oscilacién Lg; para

entender su importancia:
(1) Si z < Lo entonces no hay oscilacion.

(1) Si z es un miltiplo entero de Loy, P, ., =0ie. P, _,, =1
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(1) Siz es distinto de un multiplo entero de Loy entonces la oscilacién toma lugar.

(tv) Sia > Lo; entonces la probabilidad de transicién oscila muy répido, resultando en la probabilidad

media en el detector, <PU€H,,“> = %sin2 20.

4.3. Violacion CP y T

Como discutimos al comienzo, en la oscilacién de dos sabores, tenemos T-Invariancia i.e., P,, ., =
P,, ., como una consecuencia directa de que la probabilidad total es uno (de manera que, también
tenemos CP-Invariancia i.e., Py, 5, = P,, ., si asumimos la CPT-Invariancia, i.e., P5, 5, =
P, — 1. ), €sto ya no es verdad en el caso de la oscilacién de tres sabores como veremos adelante. Las

condiciones de probabilidad total igual a uno para tres sabores son dadas por
PIJQ‘)VC + PVQ*M/,L + PL/Q‘)VT = PVC*H/Q + PV,LHVQ + PUT*)VQ = ]-7 (4'11)

donde « € {e, pi,7}. Si definimos las T-Asimétrias como

APL/Q*)Vﬁ = Pl/a —vg Pl/[-}*}l/aa (4'12)
entonces es aparente que
S AP, 0, => (Poy—y —Pry,) =1-1=0. (4-13)
B B
Ya que, AP, .,, = —AP,, ., . Asi que, tinicamente existen tres T-Asimétrias que podrian ser

independientes. El niimero de condiciones en la Ec. (4-13) parecerfa ser tres, una para cada una de las a.
Sin embargo, debido a la antisimetria de AP, _.,,, la Ec. (4-13) inicamente constituye dos condiciones
independientes de AP, _,,,. Ya que, tenemos tres diferente T-Asimétrias sobre las cuales imponemos
dos condiciones, existirdn inicamente una asimetria independiente después de haber tomado en cuentas

las condiciones [26] i.e.,
AP, ., =-AP, ., =AP, ., =—AP, ., =AP, _,, =—AP, . (4-14)

De la parametrizacién estandar de la matriz de mezcla del leptén, tenemos

. Am?2 . A2
AP, ., =4J (sm < 2E21 L) 4+ sin (ﬁL)) , (4-15)
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donde J es el invariante de Jarlskong [13]. En el caso general de oscilaciones entre n sabores de neutrinos,
es facil mostrar que el mismo argumento que el de arriba conduce a n(n — 2)(n — 1)/2 CP-Asimetrias
independientes, i.e., el mismo nimero que el nimero de violacién de CP de las fases de Dirac en la matriz
de mezcla lepténica. La violacion de las simetrias CP y T en la oscilacién del neutrino en vacio primero
fueron discutidas por Cabibbo [5], donde también se discute el hecho de que las fases de Majorana no

influyen en las probabilidades de oscilacion.

4.4. QOscilacion en vacio con tres sabores

En esta seccién discutiremos muy brevemente acerca de la oscilaciéon en vacio entre tres sabores. Para
el simple caso de conservacién CP, uno puede deducir la probabilidad de que un |vg) sea encontrado a

una distancia z si inicialmente partié como un |v,) [16].

AZ g
Praos@) = Y s+ 23wty ( s ) (416)

i=j >

? A2
(Z umum) — 4Zumumu5juaj sin? ( 4% ) . (4-17)

i>7

La cual es equivalente a la Ec.(4-19) pero esta vez abrimos la suma. Si uno asume que

AL x
1
2F <5
ie., mp ~mgy A3y = AZ > A2
2 A%zx
Py, —vs(7) = 0ap — 4ua3ups (0ap — Uaslps) sin 2E ) (4-18)

Ahora la matriz de mezcla para 3 sabores (o generaciones) con violacién CP es
_ —is
C12€13 512€13 s13€
w= @8 _ s (4-19)
512C23 + C12523513€ C12€23 — 512523513€ 523C13

is is
$12523 — €12€23513€"°  C12823 + S12C23513€"  C23C13.

Aqui ¢;; = costy; y si58in6;; y 6 es la fase CP. Si uno ignora la violacién CP i.e., la fase CP 0 =0o 7

la probabilidad de sobrevivir de v, es

A2
P, ., (x) =1 —sin® 20,3 sin’ ( 435”3> : (4-20)
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Esto coincide con la probabilidad de sobrevivir en el caso de dos sabores si asumimos que las diferencias

de masas cuadradas es tal que A2, ~ AZ, y el 4ngulo de mezcla es 613. Considerando el otro caso limite:

A% AL
— g —2= 1.
2Ex 2Ea:>>

En este caso las oscilaciones debido a A2, y A2, son muy rdpidas y conducirdn a un efecto promedio.

Parametro de Oscilacién | Mejor Ajuste +1o
Am3, 7.6570:30
A3 24073}
sin’ 65 0.304 19922
sin? a3 0.50015-0%
sin? 0,3 0.01070-01¢

Tabla 4-1: Valores actuales de los mejores ajustes a los parametros de oscilacién de tres sabores de
neutrinos con errores de lo. Estos ajustes son obtenidos de un analisis global de los experimentos con
reactores (KamLAND y CHOOZ) y aceleradores (K2K y MINOS). Las diferencias en los cuadrados de
las masas son dadas en unidades de 10~°eV?2 y 1073eV? respectivamente.

Entonces la probabilidad de sobrevivir llega a ser

. A2z
Pva—n/,; (ZE) = 6@/3 - 2“(13“[33(504,6 - ua3u[33) - 4uo<1u,ﬁlua2u,82 Sln2 < 4% > . (4_21)
De aqui la probabilidad de sobrevivir para v, es:
4 .2 o (A . 4
P, _,,, =cos b3 |1—sin”26;2sin AE + sin® 613. (4-22)

De nuevo asumiendo 6,3 conducird a los mismos resultados que en el caso de dos sabores i.e.

2 o (A

P, (x) > 1—sin”fasin” [ —== | . (4-23)
4F

Resumiendo tenemos cinco parametros de oscilacién para un analisis de tres sabores sin violacién CP:

Estos pardametros son las dos diferencias de masas cuadradas y los tres dngulos de mezcla. Fuera de

eso Unicamente cuatro estan mas o menos bien determinados. Los pardmetros en neutrinos atmosféricos

(A%,,043) y solares (A3, 012) son conocidos de los experimentos de oscilacién, mientras que el signo de

A2, permanece desconocido. Los mejores ajustes actuales en los limites de los pardmetros son dados en
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la tabla 4-1. Sin embargo, de los experimentos solares sabemos que la diferencia en el cuadrado de las

2
sol

2

2.m), es todavia desconocido. Este

masas (A%, = A? ), es positiva, mientras que el signo de (A%, o A
signo determina lo que es llamado la jerarquia de masa, (A2; = |A%,]) corresponde a la jerarquia normal,

y (A%, = —|A%)]) a la jerarqufa invertida.

4.5. Qscilacion en materia del neutrino

La oscilacién de los neutrinos en materia es significativamente diferente de la oscilaciéon en vacio. La
mayoria de los efectos de la materia méas importantes en las oscilaciones del neutrino es el aumento
de la resonancia en la probabilidad de oscilacién; el efecto Mikheyev-Smirnov-Wolfenstein (MSW) [15]
[27]. La probabilidad de conversién del neutrino en vacio puede ir hasta un méximo de sin’ 20, y para
angulos de mezcla pequenos esté es siempre pequeno. La materia puede aumentar la mezcla del neutrino
y la probabilidad puede estar cerca de 1. Incluso, cuando el dngulo de mezcla es muy pequeno. Las
oscilaciones del neutrino en una supernova y en un ambiente solar son fuertemente afectadas por la
materia. Los neutrinos pueden ser absorbidos y dispersados por los constituyentes de la materia y por lo
tanto, su energia y momento puede cambiar. Pero las probabilidades de estos procesos son tipicamente
muy pequenias. Ya que, son proporcionales al cuadrado de la constante de Fermi Gg. Los neutrinos
pueden también experimentar dispersiones eldsticas i.e., su momento permanece igual. Este proceso es
coherente y crea un potencial medio (V') para neutrinos, y este potencial (V') es proporcional a las
densidades de nimero de los dispersores. Los potenciales son del orden de G. Asi que, son bastantes
pequenos, pero si los comparamos con las diferencias de energias cinéticas de los neutrinos A?j /2E son

comparables o incluso mds grandes y pueden afectar a la oscilacién del neutrino [16].

4.5.1. Evolucién de los estados del neutrino en materia

Todos los tres sabores ve, vy, v; (v, en la figura: Interaccién Z°) de los neutrinos pueden interactuar con
electrones, protones y neutrones (f en la figura: Interaccién Z°) de la materia a través de la corriente
neutra (NC) mediada por el boson Z°, mientras que el v, puede tener interacciones de corriente cargada
(CC) con los e~ del medio (ya que, en un medio normal no hay u, ni 7) y estas son mediadas por el

intercambio de W* ver los diagramas de Feynman de abajo [16].
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Wi

f\/f € Ve
EZO

Vs Vg Ve e

interaccién Z° interaccién W=+

Consideremos la interaccién CC. A baja energia el Hamiltoniano efectivo es

Hoo = “TE @(1= 1)) (77"(1 =)o), (1:24)

= ?/g (v, (1 —7s5)e) (Ter* (1 — y5)ve) [Por la trans formacion Fierz]. (4-25)

Para obtener el potencial inducido de materia del v,, fijamos las variables asociadas con v, e integramos

sobre las variables que corresponden a los electrones. Por lo tanto,

Heff(ye) = <HCC>electrén =VeVele.

(evoe) = (ete) =N. , (eye) =(V.),

@eh = (T2 el = ().

Donde, N, es la densidad de niimero de electrones. Para un medio no polarizado de momento total cero

donde tinicamente el primer término de las expresiones de arriba sobrevive. Por lo que obtenemos,
(Vo)ee = Vee = V2GEN..

Similarmente para la contribucién NC, V¢ los potenciales inducidos a los neutrinos por la materia, pue-
den también ser encontrados. Cuando las interacciones NC son independientes del sabor del neutrino,
estas tiene la misma contribucién para los tres sabores. Para un medio eléctricamente neutro las densida-
des de nimero de protones y electrones son las mismas, de aqui que la contribucién a V¢ se cancela. La
contribucién debido a las dispersiones NC de los neutrinos da (V,)yo = =GN,/ V2 donde, N,, es la den-
sidad de ntimero de neutrones. Todo junto tenemos, V, = v2Gp (Ne - %), V=V, = V2GF (—%)

En caso de antineutrinos, V, — —V,. Para la evolucién de un sistema de neutrinos oscilantes en materia

tenemos que regresar a la base de sabor. Ya que, el potencial efectivo de los neutrinos es diagonal en
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esta base. Consideremos el caso de dos sabores v, y v,
‘Va> = Uai|Va> [a:euuL
cosf  sinf
u =
—sinf cosf
En ausencia de materia la ecuacion de evoluciéon en la base de masas es
. d .
i~ vj) = Hlv;) [j=1,2]. (4-26)
dt
H es diagonal en esta base
E; 0
(4-27)
0 FEs
Para la base de sabor la ecuacién de evolucién es,
. d ~
i va(0) = H |va). (4-28)
t
Expandiendo los eigenestados de sabor en término de los eigenestados de masa,
. d d . d t
i lva(t)) = i Uai lvi) = ai Vi) = uaiH Vi) = uai Hu' |14 (t)) (4-29)
.d ;
i— |va(t)) = uHu' v, (1)) .
dt
Comparando,
H = uHu. (4-30)
Para neutrinos relativistas
m2
Ei ~ L,
p+ °F
Donde E es la energfa total de la particula (o mezcla). Por lo tanto,
0 'H’L% 0
H= + 2 (4-31)
0 p 0 3£
Asi que, la ecuacién de evolucién es
2 2 2 2
d () [ (p+5E) - St cos20 S sin20 ve(t))

2 2 2 2
di (1)) % sin 26 (p+ m1+m2) _ %

2F

cos 26
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Ya que, los términos dentro de los primeros paréntesis en los elementos de la diagonal modifican unica-
mente la fase comun, y debido a que las oscilaciones del neutrino dependen de las diferencias de fases,
este término no tienen efecto en la evolucién. Por lo tanto, la ecuacién de evolucién en vacio en la base

de sabor es

t A% cos20  2igin2g t
zi lve(t))\ [ —7# cos ZE Sin |ve(t))
- 2 2
at \ v, (1)) S2sin20 52 cos20) \|vu(t))

Mientras que la materia influye en la ecuacién de evolucién cuando hay electrones libres en la materia (y
no hay muones libres) uno tiene que adherir V. a los primeros elementos de la diagonal del Hamiltoniano

efectivo H en la ecuacion de arriba.

2 2

(e _ 22 c0s 20+ V2GpN, 52 sin20 ) [ |ve(t))
- 2 2

at \ |u,(t)) 228 sin 20 22 cos20 ) \ 1, (t))

La ecuaciéon de evolucion depende de Ng, la cual puede depender de las coordenadas y del tiempo.

Consideraremos dos casos uno con N, constante y el otro con N, variable con la distancia [16].

4.5.2. Caso de densidad constante

Aqui tenemos que N, es constante. La diagonalizaciéon del Hamiltoniano efectivo da los siguientes eige-

nestados (v4, vp) en materia.

VA = VeCOS¢+ v, sing,
VB = —UeCOSQ+ vy, sing,
donde, el dngulo de mezcla ¢ es dado por

2H,, (A3,/2E) sin 260
tan2¢ = —= = == .
H22 7H11 (AQI/QE) cos 20 — \/EGFNC

(4-32)

Este ¢ es diferente del angulo de mezcla de vacio 6, v4 y vp no coinciden con los eigenestados vy y vs.

La diferencia en los eigenvalores de energia de v en materia es

A3, NG) ? A3 ? 2
Eys—FEp = (2E cos 20 — 2GFN6> + (2E> sin® 26. (4-33)

Por lo tanto, la probabilidad de conversién

Py, (z)= sin? 2¢ sin? (ﬂ'

) , (4-34)

mat
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donde,
2w 2w

Ea—Ep \/(%%El cos 20 — \/§GFNE)2 + (é—%) sin? 20'

Lyt = (4-35)

En el limite N, ~ 0, podemos recuperar la probabilidad de oscilaciéon en vacio. Cuando entonces, ¢ ~ 0
YV Lat ~ Losc. De la formula del angulo de mezcla uno puede obtener
2
221 6in2 29

2 _ _2F
Sin 2¢ = m (4—36)

Asi que, esta tiene una forma de resonancia tipica, con valor maximo sin® 2¢) = 1 obtenido para

AQ
N, :M_ (4-37)
© 2V2GrE

Esto es llamado condiciéon de resonancia MSW y en esta condicién la mezcla en materia es maxima
en ¢ = 45Y e independiente del dngulo de mezcla en vacio 6. Asi que, incluso para  muy pequeios
(dngulo de mezcla en vacio) uno puede incrementar la resonancia de oscilacién del neutrino. De nuevo

la resonancia necesita,

A3, cos26 > 0, (4-38)

i.e., (m% —m?)(cos? —sin® @) > 0. Por lo tanto, la resonancia MSW de oscilacién del neutrino requiere

(1) Simg > m; uno necesita que cos? 6 > sin? .
(11) Si mg < my entonces cos? § < sin” 6.

Si uno elige la convencién de cos 20 > 0 entonces A3; > 0. Para antineutrinos uno tiene A%; < 0. Asf que,

para un signo dado en A3; la materia no influye en la resonancias en ambos en v y ¥ [16].

4.5.3. Caso de densidad variable

Frecuentemente en situaciones realistas un haz de neutrinos no monocromaticos se propaga en un medio
de densidad variable. Entonces para una diferencia de masas cuadradas en el correcto orden de magnitud,
el neutrino encontrara una densidad de materia para la cual la resonancia es posible. Si el haz de neutrinos
es monocromatico, incluso entonces la resonancia ocurre. Asi que, la condicién de resonancia MSW
no involucra ningun cambio fino. En la oscilacién en materia con densidad no uniforme, la ecuacién
de evolucion algunas veces permite una solucién analitica y en otras ocasiones tiene que ser resuelta
numéricamente. Sin embargo, existe un caso particularmente importante en el cual se puede dar una

solucién analitica aproximada. Este es el caso en donde la densidad varia lentamente (adiabédticamente).
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Consideremos el nacimiento de v, en materia con densidad mas alld de la resonancia MSW, y asumimos
que la densidad de materia estd decreciendo monétonamente. Del dngulo de mezcla dado por la Ec.(4.5.2)

tenemos
(A%, /2E)sin 26
(A%,/2E) cos 20 — /2GEN,’

tan 2¢ =
Asi que, de esta ecuacion se sigue que:

(1) El d4ngulo de mezcla inicial (¢;) en materia en un punto de produccién ¢ ~ 90° i.e., la mezcla es

fuertemente suprimida por la materia.

(11) Cuando los neutrinos se mueven hacia densidades pequenias la mezcla se incrementa y llega a ser

méxima en el punto de resonancia (R). Asf que, la mezcla en la resonancia (¢r) = 45°.

(111) En densidades pequenias el dngulo de mezcla final (¢5) de nuevo decrece i.e., (¢5 = 6) (dngulo de

mezcla en vacio) cuando N, < Ne(arsw)-

VA cos¢  sing Ve

VB —sing cos¢ vy

Uno puede decir, que en el punto de produccién (¢ ~ 90°) v, casi coincide con vg. Si la densidad de
materia cambia lo suficientemente lento (adiabdticamente) a lo largo del camino del neutrino, el sistema
neutrino tiene suficientemente tiempo para ajustarse a si mismo a las condiciones de cambio externo. En
este la transiciones entre v4 y vp son completamente suprimidas, mientras que la composiciéon de sabor
de los eigenestados de materia cambian cuando el nuetrino se propaga en la materia. Ya que, el angulo
de mezcla ¢ que determina esta composicién es funcién de la densidad de materia. En el punto final de
la evolucién del neutrino ¢ ~ 6 entonces los eigenestados v en este punto tienen componentes del v,
originalmente producido con peso sin? 6 y la componente de Vv, con peso cos? f i.e., la probabilidad de
transicion es

P(v, — v,) = cos? 0, (4-39)

i.e., en el caso de un angulo pequeno de mezcla en vacio, uno puede tener casi una completa conversién
adiabdtica de ve a v,. La Figura 4-2 ilustra los niveles de energia de v4 y vp junto con las ausencias
de mezcla (i.e., ve y v,) como funcién de la densidad de nimero del electrén. En el caso de ausencia de
mezcla los niveles de energia se cruzan en el punto de resonancia MSW. Sin embargo, cuando la mezcla
desaparece los niveles se repelan unos a otros y los niveles resultantes evitan cruzarse. Para pequenas
probabilidades de transiciéon entre dos eigenestados de materia, los neutrinos los cuales son producidos

como v, en densidades altas también se propagan hacia densidades pequenas [16].



4.5 Oscilacién en materia del neutrino 26

Figura 4-2: Niveles de energia del neutrino en materia vs la densidad de niimero de electrones N,. Linea
cortada: ausencia de mezcla. Linea solida: presencia de mezcla.



Capitulo 5

Neutrinos en supernovas

Para estrellas masivas, el proceso final en la evolucion de un estrella es una gigantesca explosién conocida
como supernova, dando como resultado que el niicleo estelar llegue a ser una estrella de neutrones o un
agujero negro, mientras que el manto explota y los elementos que la componen son arrojados al espacio
interestelar. El aspecto de la supernova que nos concierne es la emisiéon y atrapamiento de neutrinos
durante la explosién de supernova. Como veremos, durante la supernova, casi el 99 % de la energfa es
liberada en forma de neutrinos, con dnicamente del 1 — 2% de la energfa liberada como luminosidad.
La supernova 1987 (SN1987A), la cual fue observada en Febrero de 1987 y fue bastante bien estudiada,
no unicamente confirmé las teorias existentes sobre supernovas sino también nos planteé desafios en la

fisica de neutrinos. Es el propdsito de este capitulo discutir estos temas.

5.1. Estudio cualitativo del colapso en supernova

Mientras las estrellas evolucionan, estas obtiene energia por medio de las combustiones nucleares. Co-
menzando con la combustién del hidrégeno a helio, el helio al ser més pesado se establece en el nicleo
estelar. La duracion de este proceso depende de la masa de la estrella; el proceso dura mas para estre-
llas menos masivas y es més corto para estrellas mds masivas. Al final del periodo de combustién del
hidrégeno, un periodo de contraccion gravitacional calienta al nicleo y comienza la fase de combustién
de helio a carbén. El carbdén siendo méas pesado se establecerd en el nicleo estelar con el helio y el
hidrégeno alrededor de este. El proceso de contraccién y calentamiento se repite y hacia el final de la
fase de combustién del helio cuando el carbén comenzara su combustién a neén. Un proceso similar
entonces conduce al neén a oxigeno, y el oxigeno a silicio. Si una estrella es mas masiva que 5 — 10

masas solares, la combustién del silicio puede comenzar a los T &~ 3.4x10°K dando origen al hierro.

27
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Cuando el niicleo estelar de hierro crece, la masa del nticleo estelar exceders la masa de Chandrasekhar!
(1.4My), a la cual la presién de electrones degenerados de Fermi fallard en soportar el empuje gravita-
cional y el niicleo estelar comenzard a contraerse y a calentarse. Sin embargo, el hierro es de los nicleos
mas estables, su combustién no puede conducir a ningin otro nticleo méas pesado. En vez, el hierro se
fotodesintegrara como sigue:

%Fe — 13*He + 4n — 124.4MeV. (5-1)

La fotodesintegracion absorbe energia y acelera el colapso aun més. En este tiempo la temperatura es lo
suficientemente alta para que los electrones sean absorbidos por los protones para resultar en neutrones y
en neutrinos. La absorcién del electrén conduce a una mayor perdida de presién, de nuevo incrementando
el ritmo del colapso. Esto incrementa la densidad del niicleo estelar y la temperatura, hasta que el colapso
es de repente detenido por la repulsién nuclear, resultando en una especie de rebote. En este proceso de
rebote, por medio de un mecanismo no completamente entendido, la envolvente de la estrella explota
causando el resplandor que es visto. En el proceso del colapso, el niicleo estelar es cerca de 1.4 a 2 masas
solares, que forma una estrella de neutrones (o un agujero negro, si la masa es mds grande). El resto de
la masa de la estrella es expulsada en el espacio intergalactico. Cuando el nicleo estelar colapsa, este es

sometido a una mayor fuerza gravitacional, asi que este libera la energia extra. La energia que se libera

AFE es dada por
AL — <GNM2> B (GNM2
estrella

. (5-2)
R R >estrella de nuetrones

Note que el Resireiia € de 10°cm de veces, mientras que una estrella de neutrones (NS) tiene un radio
de tinicamente de unos pocos kilémetros. Por lo tanto, incluso pensando que la Mcgtreiiq €s més grande

que la Myg, el AE? es dominado por el segundo termino y tenemos que:

10km Mys \2
AE = 5.2210%%¢rg. . 5-3
ey ( Rus ) (1.4M@) (5-3)

Si la energia de enlace nuclear es cerca de 3.2MeV por nucleén y el numero de nicleos por uni-

023

dad de masa es 6x1023, entonces la energia total de fotodesintegraciéon es My sx6x10%23x3.2MeV =~

(6Myg/1.4Mg)x10% erg. La energfa cinética en la explosién es

1 M v 2
—Mv? = 25210 erg. 5-4
9" T\ 100, ) \5000km/s ) (5-4)

en unidades (erg),la cual es muy pequena incluso bajo las suposiciones extremas en la masa y la velocidad.

La energia éptica es aproximadamente menor de (< 10*%erg). Por lo tanto, es claro que la energia de

1La méxima masa que puede soportar una estrella sin colapsar
2Donde Mg es la masa del Sol.
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enlace gravitacional liberada debe ser tomada por los neutrinos (cerca del 99 %) [16].

5.2. Produccién de neutrinos en supernovas

Los nuetrinos del nicleo estelar colapsado tienen algunas caracteristicas tinicas, estos llevan informacién
desde la profundidad del nicleo estelar de la SN y mientras emergen interactian con el manto exterior.
Estos neutrinos llevan en su espectro informacién clave no tinicamente acerca del colapso de supernova
sino también acerca de las propiedades del neutrino. Que aun no se pueden explorar en el laboratorio.

Ahora discutiremos los diferentes estados del colapso del niicleo estelar en SN y la produccién de neutrinos

[2] 1.

5.2.1. Evolucion estelar y colapso del ntcleo estelar

Una estrella durante su evoluciéon se mantiene en equilibrio por dos fuerzas opuestas. Una es la fuerza
gravitacional que trata de colapsar a la estrella y la otra es la presion térmica que trata de expandirla.
La estrella atraviesa por una serie de reacciones de combustion nuclear como es descrito abajo.

Al comienzo el hidrégeno en la estrella es transformado en helio a través de reacciones nucleares de fusion,
el proceso es exotérmico, i.e., el exceso de masa es convertido en energia. La atraccién gravitacional la
cual trata de colapsar a la estrella es contrarrestado por la presiéon de radiacién que proviene de las
reacciones de fusion. Esta combustion de hidrégeno continua hasta que el hidrégeno en el nicleo estelar
se agota. Esto es seguido por una contraccion del niicleo estelar la cual calienta el nicleo y a sus capas que
lo rodean. Cuando el ntcleo llega a ser suficiente caliente los siguientes estados de reacciones de fusién
son iniciados secuencialmente, i.e., He se fusiona en C, C' en Ne, etc, O en finalmente Si. La combustién
de silicio conduce a un nicleo estelar de dtomos de 55 Fe el cual tiene maxima energfa de enlace por
nucleén y no hay més fusién. Debido a estos estados de combustion la estrella adquiere una estructura
de distintas capas de: Si, S, O, C, He con forme se avanza en el radio de la estrella y finalizando con
una capa de hidrégeno que envuelve a la estrella. Para estrellas grandes esta estructura de capas se
mantiene, mientras que para estrellas del tamano del Sol se detiene en el estado de combustion de He
mientras que para estrellas mas pequenas esto se detiene con la fusién del hidrégeno. Unicamente las
estrellas masivas (> 8M)) continua hasta la combustién del Si. Si la masa del nicleo estelar es més
del limite de masa de Chandrasekhar (Mcy,), entonces la presion de electrones degenerados no pueden
compensar la presion gravitacional y la estrella colapsa después de alcanzar la fase de produccién de
hierro en el niicleo estelar. El colapso es iniciado por las reacciones de fotodesintegracién y por perder a
los neutrinos producidos en la captura del electrén, los cuales ambos reducen la presién de soporte (ver

Figura 5-1 panel: “Initial Phase of Collapse”).
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Con el colapso del nucleo estelar la densidad se incremente con el tiempo. Cuando la densidad alcanza
el valor de 10*! gm/cm?®. En densidades tan altas aun los neutrios que interacttian débilmente consiguen
ser dispersados varias veces. Eventualmente estos neutrinos escapan pero el proceso tiene una escala de
tiempo mayor que la escala de tiempo del colapso. El atrapamiento de los neutrinos significa efectivamente
que la energia no puede salir del niicleo estelar (ver Figura 5-1 panel: “Neutrino Trapping”).

Para un simple modelo uno puede definir una esfera de neutrinos con radio (R, ) y los neutrinos escapan
libremente desde la superficie de la esfera de neutrinos. Mas precisamente la esfera de neutrinos es definida
a tener una superficie donde la profundidad éptica de los neutrinos es la unidad. Pero ya que los neutrinos
no emergen radialmente, la profundidad dptica es considerada a ser 2/3 en vez de 1. Este atrapamiento
de neutrinos es importante para la evolucién restante de la estrella. Después del atrapamiento la mayoria
de los neutrinos generados a través de la captura del electrén permanecen en la estrella y por lo tanto,
el nimero de leptones por barion (Y;) en este estado no cambia. Ahora en la parte interior del niicleo
estelar el colapso es homogéneo con la velocidad de caida siendo proporcional a la distancia del centro
de la estrella. Por lo que, el niicleo estelar interno colapsa subsénicamente y existe un tamano del radio
para el cual la velocidad llega a ser supersénica, en el punto al cual la velocidad es igual a la velocidad
del sonido es llamado punto sénico (ver Figura 5-1 panel: “Bounce and Shock Formation”). Por lo
que, nucleo estelar interior se desacopla del niicleo estelar superior y colapsa homogéneamente como un
todo. Este colapso homogéneo del niicleo estelar continua hasta que la densidad llega a ser alrededor de
8x10' g m ™3, la cual es aproximadamente 3 veces la densidad nuclear. El colapso se detiene alrededor
de esta densidad cuando los nicleos atémicos compactados en el nicleo estelar sienten la repulsion de la
fuerza nuclear a una corta distancia. En consecuencia el nticleo estelar interno endurece, lo que conduce
a un rebote del nicleo interno, enviando una onda de sonido propagandose exteriormente a través de
la materia que ésta cayendo en el niicleo estelar. Esta onda no consigue ir muy lejos cuando el material
cayendo desde el nicleo estelar superior actia en contra de esta. Por lo que, los materiales que caen
tienden acumularse en el punto sénico, dando un aumento a la discontinuidad de la densidad, presién
y velocidad. Esto es conocido como onda de choque. Esta onda de choque adquiere més energia con el

tiempo y comienza a viajar hacia a fuera del nicleo de hierro.
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Figura 5-1: Representacién esquematica de los diferentes estados de evolucion de la supernova. Los
paneles muestran los estados desde el comienzo de la explosion supernova hasta la fase de enfriamiento
por neutrinos. La mitad superior de los paneles muestran las condiciones dinamicas, donde las flechas
representan los vectores de velocidad del medio. La mitad inferior indica la composicién del nticleo de
la estrella junto con los procesos nuclear y debiles. El eje-X denota la masa en unidades de masa solar
(Mg). Mcp y My, significan masa de Chandrasekhar y masa del colapso subsonico respectivamente. El
eje vertical indica los correspondientes radios, con Rp., R, Ry, Rns y R, siendo el radio del niicleo
de hierro, radio de choque, radio de ganancia, radio de la estrella de neutrones y radio de la esfera de
neutrinos, respectivamente. La Proto-estrella de Neutrones (PNS) tiene maxima densidad (p) por encima
de la densidad de saturacién de la materia nuclear (pg) [11].

5.2.2. Enfriamiento por neutrinos

La onda propagandose hacia el exterior en su camino va disociando a los nicleos en nucleones libres. Los

protones que se obtienen debido a esta disociacion son candidatos perfectos para la captura del electrén.
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La seccion transversal de la captura del electrén sobre protones libres es mucho més grande que sobre
ntcleos. Por lo tanto, uno puede esperar la creacién de un enorme niimero de neutrinos del electrén en

la parte de la estrella afectada por la onda.

e +p—>n+rv,

e +(N,Z)—>ve+(N+1,Z-1)

Estos neutrinos estan normalmente atrapados dentro de la esfera de neutrinos como neutrinos de neu-
tronizacién debido a la enorme densidad del medio. Sin embargo ahora algunos de los neutrinos pueden
escapar libremente cuando la onda de choque disocia a los ntcleos de hierro en la esfera de neutrinos
liberando algo de presién. Este repentina emisién de neutrinos es conocida como estallido de neutroni-
zacién y conduce a un aumento de corto tiempo en la luminosidad. Esto también es conocido como el
pronto estallido de los neutrinos cuando la escala de tiempo o duracién de este pico es cerca de 10 ms.
La onda de choque se detiene a unos pocos cientos de kilémetros del centro del ntcleo estelar cuando
tanto la disociacién de los nicleos de hierro y la emisién de neutrinos toman energia del choque (ver
Figura 5-1 panel: “Shock Propagation and v. Burst”). La reactivacién de esta onda de choque es todavia

un problema que se discute.

5.2.3. Neutrinos térmicos

En el centro de la onda de choque en expansién radica una Proto-estrella de Neutrones (PNS). Al final
de la explosién de SN la PNS se forma un estrella de neutrones o agujero negro. La PNS tiene una
parte més fria por debajo del inicio del radio de choque mientras que arriba de este radio de choque
la region afectada es mas caliente y menos densa comparada con la parte interior. Los electrones en el
manto caliente de la PNS son no degenerados y los positrones térmicos relativista pueden también ser
creados (ver Figura 5-1 panel: “Shock Stagnation and v Heating, Explosion”).La presencia de positrones

es realmente importante ya que estos pueden aumentar los neutrinos por medio de las interacciones

et +n—7v.+p

y reacciones.

e+—|—e+—>?3,—|—vx

Note que contrario al estallido de neutronizacién los neutrinos y antineutrinos pueden ser producidos en

todos los tres sabores denotados por un subindice x. La emisién de estos neutrinos térmicos eventualmente
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enfrian el manto. Mientras tanto el nticleo estelar externo incrementa su masa por encima de la PNS. Los
neutrinos térmicos se llevan la energia térmica que se obtuvo de la energia gravitacional liberada en el
proceso. Este estado es méas grande comparado a la fase del estallido de neutronizacién y dura entre 10ms
y 1s. De manera que el aumento y neutronizacién/deleptonizacién da un incremento al enfriamiento de
las regiones exteriores. Después de la fase de aumento cuando la explosién comienza, la luminosidad cae
exponencialmente. Esta caida es una caracteristica basica de la formacién de una estrella de neutrones

y de su enfriamiento (ver Figura 5-1 panel: “Neutrino Cooling and Neutrino-Driven Wind”).



Capitulo 6

Procesos de Markov

En este capitulo discutimos los procesos de Markov y su aplicacién a un modelo basado en un estado
idealizado del colapso donde las fuentes de neutrinos se han agotado y la densidad es muy alta de tal
manera que el camino libre medio de los neutrinos es mas pequeno que el radio del nucleo estelar. Por lo
que, estan atrapados. Primero comenzaremos dando la definicién de un proceso de Markov, para después

pasar a sus propiedades y a la demostraciéon de algunas de sus propiedades. Por ultimo a su aplicacion.

. L
Definicién
En ciertas situaciones, en fisica tratamos con estados que evolucionan de manera:

Xestado siguiente — f (Xestado anterior) .

Mientras que un proceso de Markov describe la evolucién de un sistema. Pero, en presencia de ruido
haciendo que sea aleatorio i.e., ya no es posible predecir de manera exacta cual va ser el siguiente estado.

(Muy similar a mecédnica cudntica).

Xestado siguiente — f (Xestado anterior; TUZdO) .

Aqui el estado del sistema tiene que incluir cualquier informacién actual que sea relevante para determinar
la posible transicién que va a tener el futuro. Como un ejemplo determinista consideremos una pelota
moviéndose en el espacio todo lo que necesitamos conocer es su posicién y velocidad actual para predecir
su trayectoria un segundo después. Por lo que, su posicion y velocidad definen su estado. En procesos de

Markov el estado actual es aleatorio asi que vamos a considerarlo como una variable aleatoria. X,, es el

34
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estado en el que termina el sistema después de n transiciones, n segundos! después de que el sistema, fue
puesto en marcha. Asi que, el sistema fue puesto en marcha en algin tiempo inicial ¢ = 0 y después de
n transiciones se mueve hasta el estado X,. Un proceso de Markov puede tratar tanto con un niimero
finito de estados, como con un espacio continuo de estados que van ocurriendo de manera aleatoria uno
tras otro, y con ciertas probabilidades de transicién. Donde las probabilidades de transicién significan
probabilidades condicionales i.e., la probabilidad de que el siguiente estado sea i dado que actualmente
es el estado j. Lo que hace a un proceso ser un proceso de Markov es la suposicién; s6lo importa
el estado actual en el que el sistema estd, para predecir el posible estado siguiente sin

importar que camino siguié. Matematicamente se expresa como:

Pi—>j = P(Xn :j|Xn—1 :Z)a
- P(Xn:j|Xn—17Xn—27”' )XO)'
Un proceso de Markov ésta bien descrito si:
(I) Identificamos los diferentes estados del sistema (X,).
specificamos todas las posibles transiciones entre los estados.
II) E ifi das 1 ibl ici 1 d
(IIT) Damos las probabilidades de transicién.

Una vez que se tienen todas estas piezas de informacién podemos comenzar hacer predicciones proba-
bilistas del siguiente tipo: Si el proceso inicio en un estado y dejamos que evolucione un tiempo n. ;jEn
qué estado va estar después de ese tiempo?. Ya que, el proceso es aleatorio no hay manera de conocer
exactamente donde va estar. Pero podamos dar la probabilidad de que éste en ese estado después de un
tiempo n.

En los procesos de Markov algunas veces aparecen matrices? cuadradas con la siguientes caracteristicas

Ay = 0 Vi,j,
Y A = 1V
Donde a partir de estas caracteristicas se pueden deducir las siguientes propiedades:
(a) A1 =1 es un eigenvalor.

(b) El eigenvector x; correspondiente a A\; = 1 es no-negativo.

LAqui el tiempo es discreto
2Llamadas matrices de Markov
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(c) Los otros eigenvalores satisfacen que |\;| < 1.
(d) A es una matriz diagonabilizable.
(e) AF es una matriz de Markov V k € N.

(f) El producto A*ug es un multiplo del eigenvector x; correspondiente al eigenvalor A; = 1 el cual es

el estado estable de probabilidades.

Demostraremos las propiedades (a),(e) y (f), las cuales son las mas importantes para el desarrollo de
este capitulo [23].

Demostracién de (a).

Sea A una matriz de Markov por demostrar que A; = 1 es un eigenvalor i.e., |A — 11| = 0.

App—1 A o Ay e A
A1 Agp—1 - Ay e Agy
A1) = : . : |
Ay v Ay =1 e A
A R R |
s An) =1 (T A) —1 o (T Ay) =1 - (0 Ain) — 1
Aay Agp — 1 Agj Aan,
B Ail Ay —1 Ain '
Ay A, —1
0 0 0 0
Agp A —1 - Ay e Aan
- Azl Aij 1 7
Anl Ann 1
= 0.

La segunda igualdad es debido a que el determinante de una matriz no cambia si a uno de sus renglones

le sumamos un miltiplo cualquiera de sus otros renglones. La tercera igualdad es por la definiciéon de
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una matriz de Markov y la ultimo igualdad es por que el determinante de una matriz con un renglén de
Ceros es cero.

Demostracién de (e).
Sea A una matriz de Markov por demostrar que |A;| < 1.

La demostracién es por contradicciéon supongamos que existe un \; tal que |A;| > 1. Por lo que, A; > 1

0 A\;j < —1.Sea \; > 1y usando el hecho de que A es diagonabilizable (A = S A S™1)3 tenemos:

A A
—— ——
Ak = SGASTISASTL.9ASTE
N—_——
A
= SAKSL

Donde A es una matriz diagonal con elementos en la diagonal de la forma AF. Si A\; > 1 entonces
)\f > 1. Si k es lo suficiente grande. Asi que, A* tiene una columna con un elemento en ella que es
infinito. Pero, por la propiedad (e) la suma de la columna que contiene este término debe sumar 1. Por
lo que, llegamos a una contradiccién.

Demostracién de (f).
Sea A una matriz de Markov por demostrar que si uy = A¥ug = Uk—0o = C1X1.

Ya que, A es una matriz diagonabilizable los eigenvectores forman una base para el espacio de dimension

n. Por lo que:

Uy = X1+ -+ Xy,
U = Akuo,
— Ak
- C1X1 + + CnXn,
= A%+ + e, AFx,,

= Akcl)\’fxl + 4 cn)\flxn.
Si k — oo entonces, tenemos por la propiedad (e):

Uestado de probabilidades estable — C1X1- (6_1)

Lo que se queria demostrar.

3Donde S es la matriz formada con los eigenvectores como columnas de la matriz y A es una matriz diagonal donde los
elementos de la diagonal son los eigenvalores
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6.1. Teoria de Markov para neutrinos en supernovas

Consideremos el problema en el que las fuentes de neutrinos se han agotado y que la estrella alcanza una
densidad® de pyrqp ~ 10'2g/cm=3. Donde la energfa total que los neutrinos atrapados podrfan tomar de
la estrella después de salir es

Eeap =~ 1.6210% J. (6-2)

Esta energia es llevada lejos de la estrella por esta primera rafaga de neutrinos ver [17]. Si los neutrinos
escaparan libremente, la duracion de esta rafaga seria comparable con la escala de tiempo de milisegundos
con la caida libre del ntcleo estelar. Sin embargo, muchos de los neutrinos interactian con la densa
materia formada por el colapso de nicleo estelar. En efecto, célculos tedricos indican que el camino
libre medio del neutrino (Ayqp) llega a ser comparable con el tamafio del nicleo estelar cuando el
radio del ntcleo estelar es de unos pocos kilémetros y la densidad es de 10'* kgm=3. Debido a esto,
la mayoria de los neutrinos estaran atrapados por unos pocos segundos antes de que se difundan fuera
del nucleo estelar colapsado. Es facil estimar la posible energia del neutrino del electrén formado en la

captura del electrén. Primero, notemos que un nicleo estelar de hierro con una masa igual a la masa de

057 057 neutrinos del electrén.

Chandrasekhar contiene cerca de 10°" electrones los cuales podrian producir 1

Por lo que, la energfa del neutrino del electrén (Etqp) es de aproximadamente (ver [17])
(Beap & 1.6210% J) /10°7 =10 MeV. (6-3)

En resumen no hay fuentes de neutrinos y no pueden escapar, debido a esto los neutrinos sélo van
estar teniendo transiciones de un sabor a otro. Podemos usar la teoria de Marvok para determinar las
probabilidades de los sabores después de n transiciones (sélo consideraremos dos sabores). Comenzamos
tomando uno de los neutrinos que esta atrapado, aqui el sistema es el neutrino y sus estados son los

sabores v, y v,. Por lo que, primero consideremos que el sistema comienza en el estado v, y lo dejamos

Pz/e%u,,,

PVE e a.e PD“ o

PV“—>V6

Figura 6-1: Proceso de Markov para un sélo neutrino

evolucionar un tiempo n. Denotamos la probabilidad de comenzar en el estado v, y terminar en el estado

Ve. Después de un tiempo n por P, _,,, (1), esto puede ocurrir de dos maneras; una en la que en el

4ver Capitulo 5
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tiempo n-1 se encuentre en el estado v,, y después desde este estado pase al estado v. por medio de otra
transicion. La otra manera es que en tiempo n-1 se encuentre en el estado v, y después regrese al estado

v, por medio de otra transicién. Por lo tanto:

P, .(n)=P, 5 (n—1)P, L, + PVE—>V;L (n— 1)PV,‘,—>VE~ (6-4)
Mientras que si termina en el estado v,, después de un tiempo n tenemos:

P, (n) =P, . (n— 1)Pye%u“ + Pue*)uﬂ, (n— 1)Pl/,l,~>u“~ (6-5)

Estas dos ecuaciones recursivas se pueden expresar en forma matricial como sigue V n ¢ N:

PVE—WE (n) _ PVE—)VE PVH—)VE Pue%ue (n - 1)

PI/e—)l/,_L (n) PI/e—)I/M Pl/u—)l/“ Pl/e—n/u (TL - 1)

Denotando A por

Pue%uc Pu“%ue

«Pue~>1/M PI/“*H/H

Y u, por

w, = Py, (n) (6-8)

Pue—wu (n)

Entonces, la ecuaciéon 6-4 toma la forma Vn e N

u, = Au,,_;. (6-9)
Paran=1,---,k tenemos:
u; = Allo, (6—10)
Uy = AII1 = A2u0, (6—11)
) (6_12)
u, = Akug. (6-13)

De la teorfa de oscilacién del neutrino en materia con densidad constante (ver Capitulo 4) de dos sabores
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sabemos que:

A ra
Pl/e—wu = Sin2 2¢ Sin2 <7rLtp) 5 (6—14)
mat
2
Lmat = 4 - ) (6_15)
\/ (zﬁ%ﬁ,, cos 20 — \/iGFNe) + (@—%) sin? 20
Pooov, = Puov. (6-16)
26 = tan~! (A3 /2E}rap) sin 20 . 617)
(A%1/2Et7'ap) cos 20 — \/iGFNe

Si consideramos Ayrqp = 1 km junto con la ecuacién 6-14. Donde ¢ es el d&ngulo en materia con densidad

constante y la Tabla 4-1 (Capitulo 4), tenemos que P, ,, ~ .75.

Py, = 0.75

Py, vy, = 0.25 e.@ Py, =025

0.75 = Py, 0,

Figura 6-2: Proceso de Markov para un sélo neutrino

Por lo tanto, la Eq. 6-5 se transforma en:

0.25 0.75
0.75 0.25

La matriz A es una matriz de Markov. Ya que, cada una de sus columnas suman 1 y sus entradas son
positivas, porque son probabilidades. De las propiedades de una matriz de Marvok en especifico de la

propiedad (a), sabemos que, uno de sus eigenvalores es A\; = 1, y el otro eigenvalor lo obtenemos de la

ecuacion caracteristica. Por lo que, Ao = —0.5. Y sus eigenvectores son, respectivamente
0.707107
X1 =
0.707107
-1
X9 =

1
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Estos eigenvectores forman una base. Por lo tanto, el estado inicial expresado en esta base es

P, .. (0
w = Chd ( ) 7 (6—18)
Pl’e_n/p (0)
1
u = (6—19)
0
0.707107 -1
. up =C1 + C2
0.707107 1
Con ¢; =1/1.4, co = —0.5. Por la propiedad (f) sabemos que el estado estable es:
Uestado estable — C1X1, (6_20)
0.707107
Uestado estable — 1/1-4 s (6_21)
0.707107
0.505
Uestado estable — . (6_22)
0.505

Por lo tanto, después de un tiempo es igualmente probable encontrar un neutrino del electréon que
encontrar un neutrino del muén en la esfera de neutrinos, si inicialmente era un neutrino del electrén.
Una pregunta que quizds nos venga la mente es, jpor que después de un tiempo es igualmente probable
encontrar un neutrino del electrén que un neutrino del muén?.

Para responder esto consideremos el caso de violacién de T-Invariante i.e., P, ., #* P, ... En este

caso podriamos tener el siguiente proceso de Markov:

Py, = 0.75
Py sy, = 0.25 e.@ Py, =02
Py = 0.8

Figura 6-3: Proceso de Markov con violaciéon T-Invariante
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Comparando graficamente los dos procesos de Markov con violacién y sin violacién T-Invariante tenemos:

Probabilidades Probabilidades

I Neutrino del Electron ) i
| _— I o Neutrino del electron

S —

] .
1 / Neutrino del Muén

L L L L L s L L L L L )
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura: Proceso de Markov con T-Invariante Figura: Proceso de Markov con violacién T-Invariante

Donde claramente se nota que los dos procesos converjan al mismo valor es consecuencia directa de la T-
Invariante. Ahora hagamos lo mismo. Pero, considerando que el sistema parte del estado v,,. Denotando
la probabilidad de comenzar en el estado v, y terminar en el estado v, después de un tiempo n por
Py, v, (n), esto puede ocurrir de dos maneras; una en la que en el tiempo n-1 se encuentre en el estado
Ve, y después desde este estado pase al estado v, por medio de otra transicién. La otra manera es que
en tiempo n-1 se encuentre en el estado v, y después regrese al estado v, por medio de otra transicién.
Por lo tanto:

Pz/u%u# (n) = PVH*)IJ“ (n - 1)PVM~>V“ + Puuﬂue (n - 1)PI/E—>V“~ (6'23)

Mientras que si termina en el estado v, después de un tiempo n tenemos:
PI/“*}VC (n) = PV‘,,*)V“ (n - ]-)PV“*)VE + PU“*)VC (TL - 1)PI/E~)VE' (6-24)
Anélogamente estas dos ecuaciones se pueden expresar en forma matricial como sigue V n e N:

Pl/u—n/u (TL) PI/H—HI“ PIJEHV“ Puuﬁu“ (TL - 1)

Pu“—we (n) PVM—H/e Pue—n/e Pyu—>ue (ﬂ - 1)

(6-25)

Definiendo B como:

Puuﬁu“ Pueﬁz/u

B= : (6-26)

Pyu—n/e Pye—nje
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De la Fig. 6-3 tenemos que

0.25 0.75
B = . (6-27)
0.75 0.25
Por lo que, A = B de aqui vemos que no importa de donde partié el sistema, es igualmente probable
encontrar un neutrino del electrén que un neutrino del muén después de un tiempo.
Ya que, tenemos sus probabilidades consideremos su comportamiento global i.e., la densidad de ntimero.
Consideramos que inicialmente todos los neutrinos son neutrinos del electrén (ya que, eventualmente no
importard como inicie el sistema). En la etapa de atrapamiento tenemos una densidad de niimero de

neutrinos del electrén de ~ 10°7m =3, usando la relacién uy,1 = A¥ug, donde ahora ug es

10°7 m =3 neutrinos del electrén
= . (6-28)
0 m~3 neutrinos del mudn

Gréficamente obtenemos lo siguiente:

n(m=3)
1x10%

8x10%

6x 10

4x10%

2x10%

| | t(S)
1

Figura 6-4: n., n, vs t.
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Como muestra la gréfica (6-4), el nimero de neutrinos del electrén comienza a disminuir cuando el
tiempo avanza, éstos se mueven hacia los neutrinos del muén, pero manteniendo constante el niimero de
neutrinos, éstos sélo se mueven de un sabor hacia otro llegando a un punto al cual dejan de cambiar;

tanto la densidad de nimero de los neutrinos del electrén como la de los neutrinos del muén.



Capitulo 7

Conclusion

Nuestro conocimiento en explosiones de supernovas ha crecido enormemente en los ultimos anos debido
ala SN 1987A, ya que vino a confirmar que las supernovas del tipo IT son realmente fendmenos en la fase
tltima de una estrella masiva, y que la energia liberada en este evento es tomada en su mayoria por los
neutrinos. También la deteccién de neutrinos tiene que ser considerado como un evento particularmente
notable. En cuanto a los datos que se observaron son en especificos de la SN 1987A, para tener una validez
general mas supernovas de esta clase deben mostrar estos mismos resultados. La supernova SN 1987A
inicio una fuerte actividad experimental en el campo de los detectores de neutrinos (Superkamiokande,
Sudbury Neutrino Observatory (SNO)).

El objetivo de esta tesis fue dar una pequena introducciéon a los procesos de Markov, y mostrar la
importancia de los neutrinos que como vimos estan involucrados en muchos procesos de transcendencia
para la vida de una estrella. Utilizamos como ejemplo a los neutrinos atrapados en el colapso de una
estrella masiva, para introducir a los procesos de Marvok. De ésto vimos que las probabilidades sean
T-Invariante es fundamental para que ambos procesos converjan al mismo valor, ver (figuras proceso
de Markcov con T-Invariante). Ademas vimos que no importa en que sabor inicien estos neutrino, ver
(ecuaciones 6-5 y 6-26). Al comienzo pasan poco tiempo en su sabor (ver Fig. 6-2). Pero, conforme
el tiempo avance éstos pasan més tiempo en su sabor haciendo més dificil su transicién. Globalmente
significa que las densidades de los neutrinos del electrén y neutrinos del muén se estabilizan (ver Fig.

6-3).
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