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2.2. Esquema de la obtención de la enerǵıa de fractura adaptada de [S. I.]. . . . 9

3.1. Modos de Falla . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2. Evolución de la formación del agrietamiento, prueba a tensión. . . . . . . . 17

3.3. Curvas: a) ablandamiento esfuerzo-apertura de la grieta b) curva esfuerzo-
desplazamiento. Bazant y Planas (1998). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.4. Grietas paralelas en el modelo de agrietamiento distribuido . . . . . . . . . 19

3.5. Modelo de discontinuidades interiores. a) discontinuidades débiles, b) dis-
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Dr. Mauro Niño, por su dedicación y brillantes comentarios.

Al Consejo Nacional de Ciencia y Tecnoloǵıa (CONACYT), por la beca otorgada du-
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Abstract

On this thesis work the thermal and mechanical properties of the young and mature
concrete in function of the hydratation degree and age, has been compiled. The porpuse
of the compilation of this properties is to subsequently introduce them to the numerical
model of the cracking of the concrete at different ages. A model validation of isotropic
ongoing damages has been made by using numerical examples that consist of an essay
of a strain test tube. The results were compared with experimental data, to an interior
discontinuities model and to a fracture model. The numerical model previously described
was implemented, considering the mechanical properties of concretes at different ages.
This model does not include the thermal effects produced by the heat of hydratation of
the concrete.
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Resumen

En este trabajo de tesis se recopilaron las propiedades mecánicas y térmicas del concreto
joven y maduro en función del grado de hidratación y de la edad. La recopilación de estas
propiedades es con el fin de posteriormente introducirlas en un modelo numérico de agrie-
tamiento del concreto a diferentes edades. Se validó un modelo de daño continuo isótropo
por medio de ejemplos numéricos, que consisten en el ensayo de una probeta a tensión. Los
resultados se compararon con datos experimentales, un modelo de fractura y un mode-
lo de discontinuidades interiores. Se implantó el modelo numérico descrito anteriormente
considerando las propiedades mecánicas de concretos a diferentes edades. Este modelo no
incluye los efectos térmicos producidos por el calor de hidratación del concreto.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el concreto se presentan cambios, como consecuencia del calor generado durante el
proceso de hidratación del cemento, pocas horas después de su colocación y hasta antes
de llegar a su endurecimiento total.

En el proceso de hidratación del concreto se pueden identificar dos etapas. En la primera
etapa el calor de hidratación produce cambios de volumen y de temperatura en el concreto
mientras éste desarrolla una resistencia baja, por lo cual en esta fase sólo se desarrollan
esfuerzos de compresión. La segunda etapa se da con el proceso de enfriamiento del con-
creto, cuando la resistencia del concreto es mayor a la inicial y se desarrollan esfuerzos de
tensión, los cuales provocan agrietamientos en el concreto, [10]. El agrietamiento a edades
tempranas en el concreto afecta la durabilidad de la estructura, pues facilita la corrosión
y la carbonatación.

En el presente trabajo; primeramente se recopilaron las propiedades mecánicas y térmicas
de concretos jóvenes y a diferentes edades, con el fin de poder introducir estas propiedades
posteriormente a un modelo numérico de agrietamiento del concreto a diferentes edades.
Se evaluó un modelo numérico de daño continuo isótropo con superficie de daño diferente
tensión-compresión, desarrollado por Méndez (2012) [44]. El modelo consiste en el ensayo
de una probeta de concreto a tensión y la evolución del agrietamiento hasta la fractura;
este modelo numérico se evaluó comparando con los resultados experimentales y el modelo
de fractura obtenidos por Wagoner et al. (2005) [68] y con el modelo de discontinuidades
interiores, Retama (2010) [54]. Evaluado el modelo numérico, se utilizó para el implemen-
tarlo con las propiedades mecánicas de concretos a diferentes edades, estas caracteŕısticas
son las reportadas por Kim et al. (2003) [30].

El principal aporte es la recopilación de las caracteŕısticas térmicas del concreto en fun-
ción del grado de hidratación para su evaluación a diferentes edades y aśı posteriormente
poder incluirlas en un modelo numérico; y la implementación de un modelo numérico con-
siderando el agrietamiento inicial y el desarrollo del mismo hasta la fractura utilizando
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propiedades mecánicas de concretos a diferentes edades.

1.1. Planteamiento del problema

El concreto como material de construcción es un material versátil, por sus propiedades
de rigidez, resistencia y durabilidad. Una de las caracteŕısticas particulares del concre-
to es su alta resistencia a compresión; en comparación con su resistencia a tensión. Por
esta razón el concreto tiende a desarrollar grietas ante un bajo nivel de esfuerzos a tensión.

Actualmente se han desarrollado concretos de alta resistencia o que la alcanzan de forma
acelerada. Es importante la evaluación del módulo elástico de estos concretos, aśı como
de sus propiedades mecánicas a diferentes edades y de manera part́ıcular a edades tem-
pranas, para evitar un deterioro prematuro, pues este puede presentarse antes de que las
solicitaciones para las que fueron diseñados actúen en la estructura.

La evaluación de las propiedades en los concretos jóvenes no es sencilla, ya que las mismas
vaŕıan a medida que avanza el fraguado y se libera el calor de hidratación en el concreto.
Uno de los problemas en los concretos jóvenes es que el calor de hidratación que se libera
durante el fraguado, puede producir deformaciones importantes que inducen un agrieta-
miento a edades tempranas, lo cual trae como consecuencia que la estructura presente
daño, antes de que ésta entre en funcionamiento.

Hoy en d́ıa se intenta evaluar el comportamiento mecánico de los concretos maduros en su
evolución a la falla de forma experimental y numérica. Sin embargo, existe poca literatura
en la que se haga referencia a modelos numéricos que simulen el comportamiento de
concretos jóvenes considerando la no lineal del material.

1.2. Antecedentes

La teoŕıa de daño continuo fue presentada por primera vez en el año de 1958 por Kacha-
nov en el contexto de problemas relacionados con la fluencia, posteriormente fue aceptada
como una teoŕıa válida para simular el comportamiento de diversos materiales [29].

Los desarrollos numéricos alcanzados por diversos investigadores como son: Lubliner (1990)
[34] sobre el análisis de endurecimiento y ablandamiento no-lineal para modelos constitu-
tivos de plasticidad y daño; los efectos de tamaño y de gradiente realizados por Bazant y
Planas (1997) [4] , y los desarrollos computacionales sobre comportamiento inelástico de
los materiales, fundamentados por Simo (1987) [60, 61] han marcado el desarrollo de los
modelos constitutivos.
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Para describir el proceso mediante el cual fallan los materiales en medios continuos, se han
realizado estudios en los que se concluye que la falla es precedida por la aparición de una
concentración de deformaciones localizadas en alguna zona del continuo, donde se genera
el daño y otros efectos no lineales, Bazant y Planas (1998) [4]. Lo que ocurre en una falla
a nivel microscópico primeramente es la formación de vacios o dislocaciones de cristales;
que posteriormente evolucionan a un nivel macroscópico formando discontinuidades [4].

La mecánica del daño tiene principalmente dos enfoques para obtener la respuesta a nivel
macroescala de una estructura de concreto, un enfoque discreto y un enfoque continuo.
El enfoque de la mecánica de daño discreto asume que el daño es un proceso discreto y
estocástico, este tiene la ventaja de mantener detalles estructurales heterogéneos a nivel
microescala. Mientras que la mecánica del daño continuo provee de ecuaciones constitutivas
de la evolución del daño degradando la rigidez del material mediante una variable escalar
conocida como variable de daño, [42]. La interpretación f́ısica de la variable de daño se
introduce como el área de la superficie dañada, [29]. Existen dos tipos de varibles de daño
que pueden incluirse en los modelos: escalares (isótropos) y tensoriales (anisótropos). El
uso de la variable escalar es el tratamiento más sencillo, ya que representa un estado isótro-
po de la degradación del concreto [41], sin embargo cabe señalar que se han introducido
a la variable daño escalar nociones de daño a la tensión y a la compresión, respectivamente.

En estudios anteriores se ha encontrado la dependencia que existe entre el grado de hidra-
tación y las propiedades mecánicas de los concretos a edades tempranas. Mientras el calor
producido por la de hidratación del cemento es liberado, se desarrollan esfuerzos térmi-
cos que provocan el agrietamiento del concreto joven. Los factores de mayor relevancia
en la aparición de esfuerzos térmicos en masas de concreto durante la etapa de colado y
fraguado inicial (en las que se producen grandes cantidades de calor) son: el incremento
de temperatura, el comportamiento mecánico del concreto jóven y el grado de restricción
impuesto (por apoyos y estructuras vecinas) [2].

Yi et al. (2003) [70] han realizado múltiples estudios para encontrar las propiedades
mecánicas del concreto a edades tempranas, aśı como de sus propiedades de fractura,
obteniéndose buenos resultados en comparación con los experimentales y modelos numéri-
cos de daño. Schutter y Taerwe (1997) [58] han obtenido experimentalmente la curva
esfuerzo-deformación del concreto en relación con el grado de hidratación.

La manera en la que se ha abordado anteriormente el agrietamiento en el concreto a di-
ferentes edades es el desacoplamiento del problema termomecánico, de forma que primero
se lleva a cabo un análisis térmico y posteriormente se realiza el cálculo de los esfuerzos
inducidos, [10].
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1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Modelar numéricamente el problema del agrietamiento en el concreto a diferentes edades
mediante el modelo de daño continuo propuesto por Méndez (2012) [44], valindándolo
por medio de resultados experimentales y con el modelo de discontinuidades interiores
propuesto por Retama (2010) [54].

1.3.2. Metas

Para lograr el objetivo general se establecen las siguientes metas:

Recopilación de las propiedades mecánicas y térmicas de concretos jóvenes y ma-
duros que intervienen en el agrietamiento del concreto a diferentes edades hasta su
endurecimiento.

Simulación numérica de problemas de agrietamiento por medio del modelo numérico
de daño continuo.

Evaluar el modelo numérico de daño continuo isótropo con superficie de daño di-
ferente tensión-compresión, mediante resultados experimentales y el modelo de dis-
continuidades interiores.

Estudiar las diferentes propuestas de cómo involucrar el agrietamiento en concretos
a diferentes edades.
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Caṕıtulo 2

Propiedades del concreto

El concreto es una mezcla de materiales, constituido por un aglomerante (principalmen-
te cemento y agua) aśı como agregados finos y gruesos. Por lo tanto sus caracteŕısticas
obedecen a la propiedad que brinda el aglomerado al unir las part́ıculas de los materiales
inertes que lo componen. El concreto no es un material isótropo por que no mantiene las
mismas propiedades en diferentes direcciones. A continuación se presentan las propiedades
mecánicas y térmicas del concreto medidas a diferentes edades, principalmente a edades
tempranas.

2.1. Propiedades mecánicas de los concretos jóvenes

y maduros

Durante el proceso de endurecimiento, cuando la resistencia del concreto es baja (durante
los primeros 7 d́ıas), existen cambios de volumen y de temperatura. El esfuerzo producido
por la expansión volumétrica (principalmente a compresión) del concreto es moderado, sin
embargo, en la fase de enfriamiento y debido a que que el concreto ha desarrollado rigidez,
se producen esfuerzos de tensión, los cuales podŕıan agrietar el concreto antes de que éste
haya sido sometido a cargas. Es importante considerar el comportamiento elástico y de
flujo plástico del concreto a edades tempranas sometidos a niveles de esfuerzos elevados.
Para lo cual es necesario conocer sus propiedades mecánicas y de fractura a diferentes
edades, aśı como sus propiedades térmicas.

2.1.1. Resistencia a compresión y tensión del concreto

Se define como resistencia a la capacidad para soportar cargas y esfuerzos. Por la natura-
leza de la adherencia de la pasta de cemento, el concreto tiene un mejor comportamiento a
compresión que a tensión. Esta propiedad es dependiente, principalmente, de la concentra-
ción de la pasta, la cual se expresa principalmente en términos de relación agua/cemento.
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Generalmente en la literatura el término concreto joven se refiere a uno cuya edad es me-
nor a los 7 d́ıas. Aunque el proceso de hidratación se da sólo durante las primeras 4 horas,
las propiedades de un concreto joven son diferentes a las de un concreto maduro, cuya
resistencia se ensaya hasta los 28 d́ıas (prueba a compresión y tensión uniaxial).

Los datos experimentales reportados por Schutter y Taerwe (1996) muestran curvas del
desarrollo de la relación fc(r)/fc(r = 1) en función del grado de hidratación. De estas
curvas experimentales aparece una relación casi lineal de la resistencia a compresión y el
grado de hidratación r; cuya formulación está dada por ec. 2.1, [58].

fc(r)

fc(r = 1)
=

(
r − r0

1− r0

)a
(2.1)

donde fc(r) es la resistencia a compresión para el grado de hidratación r, fc(r = 1) es
la resistencia a compresión para el grado de hidratación r = 1, r0 y a son parámetros
obtenidos experimentalmente.

La resistencia a la tensión está dada por ec. 2.2:

fct(r)

fct(r = 1)
=

(
r − r0

1− r0

)c
(2.2)

con c = a ·m donde m es un parámetro obtenido experimentalmente.

En pruebas realizadas por Jin y Li (2000) se midió la resistencia a compresión y tensión
uniaxial a edades de 12, 18, 24, 48, 72 y 168 horas, con lo que se obtuvieron curvas
esfuerzo deformación de un concreto joven bajo compresión y tensión uniaxial, en función
de la madurez del concreto. Estas pruebas experimentales han dado como resultado que un
concreto joven es muy dúctil hasta los 3 d́ıas. Estas pruebas se realizaron a una temperatura
de 20 ◦C y con un 95 % de humedad relativa [25]. Los resultados se muestran en la fig.
2.1.

2.1.2. Módulo de elasticidad

El concreto no es un material elástico como es posible observar al llevarlo a la falla en
compresión, sin embargo su módulo elástico queda definido por la primera parte de la
curva esfuerzo-deformación. El módulo de elasticidad es una propiedad caracteŕıstica de
los concretos maduros (generalmente se evalúa cuando el concreto ha alcanzado una ma-
durez en resistencia), sin embargo es posible obtenerla en concretos jóvenes para evaluar
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Figura 2.1: Resistencias a la compresión y a la tensión en función de la edad

su comportamiento con fines de estudio.

Los experimentos realizados por Schutter y Taerwe (1996) [58], muestran una comparación
entre la resistencia desarrollada y la rigidez en función del grado de hidratación, en la cual
se observó que la primera se desarrolla más rápido que la segunda. En la literaura se ha
observado la relación entre la rigidez y la resistencia. Schutter y Taerwe proponen la ec.
2.3:

Eco(r)

Eco(r = 1)
=

(
r − r0

1− r0

)a
3

(2.3)

donde Eco(r = 1) es el módulo de elasticidad en el grado de hidratación r = 1. De manera
general, y tomando en cuenta que a partir de la resistencia se puede obtener la rigidez,
Schutter y Taerwe (1996) definieron la ec. 2.4:

Eco(r)

Eco(r = 1)
=

(
r − r0

1− r0

)b
(2.4)

donde b = a · n; n es un parámetro obtenido experimentalmente.
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Cuadro 2.1: Módulo de elasticidad a tensión y a compresión

Edad (d́ıas) 1.0 2.0 3.0 7.0
Módulo elástico a compresión (GPa) 15.46 16.93 18.68 24.90

Módulo elástico a tensión (GPa) 14.79 24.60

Jin y Li (2000) realizaron pruebas experimentales para el concreto jóven. Los resultados
de estas pruebas se muestra en la tabla 2.1. El módulo elástico a compresión se obtuvo
de la curva esfuerzo-deformación tomando como módulo elástico el módulo secante, y este
último se obtuvo como la pendiente desde el origen de la curva hasta el 40 % del pico de
esta.

2.1.3. Relación de Poisson

Se trata de una constante elástica que proporciona una medida del estrechamiento de la
sección de un prisma de material elástico lineal e isótropo cuando se estira longitudinal-
mente y se adelgaza en las direcciones perpendiculares a la dirección del estiramiento. Esta
relación para concretos se encuentra entre 0.15 y 0.20.

Schutter y Taerwe (1996) hallaron mediante estudios experimentales que la relación de
Poisson ν no es constante durante el endurecimiento del concreto. Aunque algunos autores
no toman en cuenta este cambio o se toma como constante en el proceso de hidratación,
[66, 50, 58]. A partir de los resultados experimentales y de la literatura existente Schutter
y Taerwe (1996) dedujeron un nuevo modelo de la relación de Poisson basado en el grado
de hidratación mostrado en la ecuación 2.5:

ν(r) = 0.18sin
(πr

2

)
+ 0.5e−10r (2.5)

donde las variables indicadas en la ecuación, ya fueron definidas anteriormente.

2.1.4. Enerǵıa de fractura

Esta es una propiedad muy importante para el estudio del daño en materiales. Uno de
los métodos más utilizados para la obtención de este parámetro en concreto es un ensayo
tipo RILEM, [55]. De este ensayo, resulta la enerǵıa disipada en todo el sólido Wf y de

alĺı puede obtenerse una enerǵıa media de fractura como Gf =
Wf

Af
(ver fig. 2.2).

La enerǵıa de fractura debe ser independiente del tipo de ensayo que se realice a un
material, esta debe ser la misma. Aunque de los resultados que se obtienen de diferentes
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Figura 2.2: Esquema de la obtención de la enerǵıa de fractura adaptada de [S. I.].

ensayos existe una disperción muy grande y más cuando se utilizan diferentes métodos de
medición.

Existe limitada evidencia experimental en la literatura sobre las propiedades de fractura
del concreto joven. Se acepta que para concretos jóvenes la enerǵıa de fractura es una
función del tiempo, [23].

2.2. Propiedades térmicas del concreto

Una de las dos principales causas del agrietamiento del concreto a edad temprana son
los efectos térmicos (dilatación y/o contracción debidas a la enerǵıa en forma de calor
liberada) y la contracción (por la pérdida de humedad).

Un concreto t́ıpico puede primeramente experimentar altos gradientes de temperatura y
expandirse debido al calor producido durante su edad temprana, producto de la hidrata-
ción del cemento. Si subsecuentemente el enfriamiento es muy rápido, el concreto puede
agrietarse particularmente si está restringido, local o globalmente. Para comprender ade-
cuadamente la contribución de los efectos térmicos que producen el agrietamiento a edad
temprana, se requiere de una caracterización cuantitativa de las propiedades termof́ısicas
del concreto, su calor de hidratación y su interacción con el medio ambiente, [7].

2.2.1. Conductividad térmica

La conductividad térmica de un material es la propiedad que mide su capacidad para
conducir calor. Se define como la relación entre el flujo de calor y el gradiente térmico
necesario para que exista ese flujo. Esta propiedad mide la rapidez con la que se transmite
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el calor en el material, [2].

Es cierto que las caracteŕısticas térmicas del concreto están influenciadas por las de sus
componentes, la conductividad térmica es dependiente de la composición de sus agrega-
dos. En general un concreto es un mal conductor de calor, por lo que su conductividad
térmica es particularmente baja. Sin embargo, en el periodo de fraguado, se encuentran
temperaturas no despreciables, como seŕıa el caso ante una exposición ambiental, [2].

La conducción térmica es una propiedad que depende del grado de saturación del concreto,
por lo que a edades tempranas, cuando por lo general se encuentra saturado, es objeto de
estudios de flujo de calor. Para variaciones de proporción agua- cemento, no se muestra
variación considerable; sin embargo, esta variación si se muestra debido a la composición
mineralógica del tipo de agregado, [2, 3]. Su valor vaŕıa de 1.2 a 2.5 W/m◦C. Al inicio
del proceso de hidratación, alcanza valores mayores que cuando el concreto ha fraguado
completamente. Sin embargo puede considerarse constante e igual al final del proceso,
[3, 7].

2.2.2. Calor espećıfico

El calor espećıfico de un material es la cantidad de calor que hay que suministrar a una
masa unitaria para elevar su temperatura en un grado. En los concretos el calor espećıfico
está en función de la densidad, la proporción agua-cemento, el grado de saturación y
la temperatura de la pasta. Sin embargo, puede considerarse para esta propiedad una
variación de tipo lineal, [8, 2]. En algunas investigaciones se ha considerado constante
debido a que la variación es del 5 % en comparación con su valor al inicio de la hidratación
y al final del proceso. Se toma el calor espećıfico al del concreto completamente endurecido,
cuyo valor oscila entre 800 y 1170 J/kg◦C, [3].

2.2.3. Calor de hidratación

Durante el proceso de hidratación del cemento, se libera una cantidad significativa de
enerǵıa en forma de calor. Este calor de hidratación se debe incluir en un modelo de edad
temprana de transferencia de calor en concreto, [7].

El calor de hidratación es usualmente medido bajo condiciones adiabáticas lo cual es dif́ıcil
de lograr en grandes masas de concreto y fuera de un laboratorio, [7, 2].

2.2.4. Coeficiente de dilatación térmica

Se denomina como coeficiente de dilatación térmica de un material a la relación entre las
expansiones y su cambio de temperatura. En concretos su valor depende de la composición

10



de la mezcla, debido a que la pasta del cemento y los agregados poseen coeficientes de
dilatación térmica diferentes, [2]. Esta propiedad es particularmente dif́ıcil de medir a
edades tempranas debido a las variantes durante el curso de la hidratación. Los valores de
10× 10−6[ 1

K
] a 12× 10−6[ 1

K
] son comúnmente usados para el concreto, [7].
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Caṕıtulo 3

Aproximaciones al proceso de falla

Anteriormente en épocas pasadas se atribúıa el proceso de falla en medios continuos a
la localización de deformaciones, la cual se caracteriza por una concentración de microfi-
suras que llevan al material a incursionar en el rango inelástico, Bazant y Planas (1998) [4].

Generalmente los materiales empleados para la fabricación de estructuras presentan ini-
cialmente comportamiento elástico, hasta alcanzar cierto valor en el que comienza su
comportamiento no lineal. A menudo este comportamiento se idealiza como plástico o
elastoplástico. El concreto al alcanzar un valor umbral, i. e., esfuerzo último de fluencia,
presenta un ablandamiento por deformación, por lo tanto es considerado como un material
cuasi-frágil. En la literatura podemos encontrar varios modelos para tomar en cuenta la
pérdida de rigidez en el concreto debido a su incursión en el rango inelástico, [36, 19, 26]

3.1. Mecánica de fractura

La Mecánica de fractura es la rama de la mecánica de sólidos deformables que se encarga
del estudio de los cuerpos agrietados, principalmente en materiales frágiles, en los que bus-
ca determinar la distribución de esfuerzos y deformaciones, particularmente en la punta
de la grieta, donde las deformaciones son no acotadas.

La mecánica de la fractura es clasificada como Mecánica de Fractura Elástica Lineal
(MFEL) que es cuando cuando los esfuerzos desarrollados durante el proceso de generación
de una grieta no superan el ĺımite elástico, no aśı cuando en la punta de la grieta los esfuer-
zos provocan un comportamiento plástico o cualquier mecanismo inelástico, tratándose en
este caso de la Mecánica de Fractura no Lineal.

Las formas o modos de falla en las que una estructura puede romperse fueron introducidas
por Irwin (1957) y permite estudiar la concentración de tensiones en la cabeza de una
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grieta, [49].

Se identifican tres modos básicos de fractura (ver figura 3.1), que muestran tres movimien-
tos independientes:

a. Modo de apertura o “Modo I”, en el cual las caras de la grieta se separan casi
paralelamente entre si. Se supone que en este modo sólo se desarrollan tensiones de
tracción, (fig. 3.1a).

b. Modo de corte o “Modo II”, en el que las caras de la fisura se deslizan una sobre la
otra. Se supone que bajo este modo sólo pueden generarse tensiones tangenciales,
(fig. 3.1b).

c. Modo de cortante fuera del plano o “Modo III”, donde las caras de una grieta se
deslizan lateralmente una respecto a la otra. Se supone que también en este caso se
desarrollan tensiones tangenciales, (fig. 3.1c).

La MFLE simula el proceso de falla en los materiales con el apoyo de los métodos numéri-
cos, principalmente mediante el Método de Elementos Finitos (MEF) y el Método de las
Ecuaciones Integrales de Frontera (MEIF). La propagación de la falla, por ejemplo en el
modo I, se lleva a cabo en incrementos que siguen cuatro pasos, [28]:

1. Análisis de esfuerzos.

2. Cálculo del factor de intensidad de esfuerzos.

3. Cálculo de la dirección de propagación
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4. Determinación de un nuevo frente de grieta y remallado

La MFEL da resultados satisfactorios en materiales frágiles. Ésta, modela la presencia
de grietas mediante la aproximación del MEF, para ello es necesario considerar que las
discontinuidades ocurren en los bordes de los elementos usados, considerando la existencia
de una grieta; esto implica que se tenga que realizar un remallado del modelo. Esta es su
mayor desventaja, el costo computacional por remallado en cada paso del análisis, lo que
representa una demanda computacional excesiva y la inherente necesidad de contar con
una grieta para realizar el análisis.

3.2. Mecánica de Daño

La Mecánica del Daño surgió en base a una formulación que pudiera contemplar el daño
experimentado por los sólidos, partiendo de los principios de la Mecánica del Medio Con-
tinuo. Ésta considera dos aproximaciones, el Modelo de Agrietamiento Distribuido y el
Modelo de Agrietamiento Discreto.

La mecánica del daño es la rama de la mecánica que se encarga del estudio de los mecanis-
mos involucrados en el deterioro de los materiales cuando se someten a fuerzas, mediante el
empleo de variables mecánicas. A fin de describir el proceso f́ısico de falla, con los modelos
constitutivos de daño se puede representar el comportamiento inelástico de los materiales
en los que ocurre una degradación de rigidez en cuanto se alcanza un valor ĺımite de un
material.

3.2.1. Agrietamiento discreto

Durante la aparición de microgrietas hasta la aparición de grietas como tal, se producen
fuerzas de cohesión en las caras paralelas a la grieta. En el MEF, el campo de esfuer-
zos, perteniciente a las fuerzas de cohesión, queda determinado en función de un modelo
conocido como relación tracción-salto, y asume su existencia entre las fronteras de los
elementos sólidos que forman la malla. Esta aproximación es conocida como Modelo de
grieta discreta. Se crean nuevos grados de libertad en la localización del nodo. Se asume
que se produce una discontinuidad entre el nodo viejo y el recién creado, Ngo y Scordelis
(1967), [45]. El método tiene la desventaja de que se requiere de un continuo cambio de
la topoloǵıa de la discretización, y que la propagación de la grieta está restringida a las
ĺıneas de la malla.

Se hicieron dos mejoras principales al modelo de agrietamiento discreto una de ellas es la
posibilidad de remallado y el uso de un elemento interfaz como grieta predefinida a lo largo
de los elementos. Las técnicas de remallado fueron desarrolladas por Ingraffea y Saouma
(1985), [24].
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Aunque el procedimiento consiste en una serie de cálculos elásticos lineales, en el enfo-
que de Rots (1991), [57], para utilizar elementos interfaz en un agrietamiento predefinido
tiene un enfoque totalmente no lineal. Los elementos interfaz de espesor cero se insertan
sobre la malla de elementos finitos en donde se espera se propague la grieta, estos lugares
se eligen en base a un análisis de agrietamiento distribuido o de la evaluación de datos
experimentales. Los elementos de la interfaz tienen nodos duales, que tienen las mismas
coordenadas, y como en los elementos continuos los esfuerzos se muestrean en los puntos
de integración entre los grupos de nodos individuales. Cuando el esfuerzo normal en un
punto de integración se encuentra por debajo de la resistencia a tensión de la relación
esfuerzo-deformación en la interfaz se toma como elástico-lineal, con una rigidez ficticia-
mente alta del orden necesario para que no exista la deformación en la interfaz. Cuando
se excede la fuerza de tensión en un punto de integración, la fuerza desequilibrada puede
causar desplazamientos entre los dos nodos del conjunto de nodos de la interfaz. Obte-
niéndose aśı los modos de comportamiento tipo I, apertura, y tipo II, deslizamiento a lo
largo del elemento interfaz. El éxito de este enfoque depende de la estimación correcta de
la trayectoria de propagación de la grieta. El enfoque es principalmente aplicable cuando
existe una grieta dominante que conduce al fallo. Si estas condicionantes no se cumplen,
el análisis de agrietamiento discreto puede ser poco exitoso, [9].

Durante los años 70’s, Hilleborg y colaboradores extienden el concepto de grieta discreta
en concreto, proponen que una grieta cohesiva se puede desarrollar en cualquier lugar de
un sólido, aun cuando no exista la presencia de una macrogrieta. Ellos llamaron esta exten-
sión del modelo de grieta cohesiva como Modelo de grieta ficticia, [22]. Hilleborg describe
una prueba a tensión en una barra de concreto, la cual ya hab́ıa sido realizada por varios
investigadores en los años 60’s (e. g., Hughes and Chapman, 1966; Evans and Marathe,
1968). Los estudios experimentales muestran que la formación de grietas en el concreto
es un proceso evolutivo de la acumulación de deformaciones antes de que se alcance el
esfuerzo máximo a tensión, aśı como la localización de deformaciones y la formación de
una grieta visible despues de alcanzado el esfuerzo máximo a tensión ft,[69] como se ilustra
en la fig. 3.2. Por lo tanto en el modelo de fractura del concreto, a la zona de localización
de deformaciones lo idealizaban como una zona con una grieta ficticia, que corresponde a
una zona microagrietada con algunos ligamentos restantes para la transferencia del esfuer-
zo. Destacando que una grieta ficticia puede estar presente en una zona microagrietada
siempre que los correspondientes desplazamientos sean pequeños. Como se muestra en la
fig. 3.2, para una barra de longitud L la deformación total en la región después del punto
más alto de la curva se encuentra dada por ec. 3.1.

∆L = δe + δine +W (3.1)

donde δe es la deformación elástica, δine es la deformación inelástica, y W es el despla-
zamiento de la apertura de la grieta ficticia. Al alcanzar el esfuerzo a tensión último del
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Figura 3.2: Evolución de la formación del agrietamiento, prueba a tensión.

material, aparece una grieta cohesiva, normal al eje longitudinal de la barra, con una aper-
tura finita W , en la que aún existe transmisión de esfuerzos, al mismo tiempo, el resto del
espécimen se descarga y sus deformaciones decrecen uniformemente a lo largo de la curva
de ablandamiento (fig. 3.2). Lo anterior llevó a Hilleborg a suponer que la transferencia
de esfuerzos a través de la grieta cohesiva es función de la apertura de la misma, [59, 28].

σ = f(W ) (3.2)

En la ecuación 3.2, f(W ) es una función caracteŕıstica del material que se determina ex-
perimentalmente, y que graficamente está representada por la curva de ablandamiento.
Se puede extraer del comportamiento global de un elemento (fig. 3.2) y graficar de forma
separada como se muestra en la figura 3.3a. Esta curva de ablandamiento cumple con la
propiedad de alcanzar el valor de esfuerzo a tensión último ft, para el cual se tiene una
apertura de grieta W = 0. El ingrediente principal del modelo de grieta cohesiva es la
curva de ablandamiento, que vaŕıa para cada material.

Para simplificar los análisis, manteniendo los fundamentos del modelo, Hilleborg supuso
no tomar en cuenta las deformaciones inelásticas en la curva de carga-descarga, i.e., el
comportamiento global del material es elástico lineal, por lo que para la curva de ablan-
damiento de la fig. 3.2 la elongación ∆L, se construye como se muestra en la fig. 3.3b.

17



Es
fu

er
zo

, s
 

ft

W

W

s=f(W)

Es
fu

er
zo

, s
 

Deformación, DL

ft

L

WLs/E

s s

W

a) b)

Figura 3.3: Curvas: a) ablandamiento esfuerzo-apertura de la grieta b) curva esfuerzo-
desplazamiento. Bazant y Planas (1998).

3.2.2. Agrietamiento distribuido

Este modelo tiene tres enfoques: modelo de grieta fija, fija direccional y grieta giratoria.
El modelo parte de la noción de que cuando se produce una grieta en un elemento, el
material que en principio es isótropo continuo cambia a ortótropo, en donde los ejes de
ortotroṕıa están en función de la dirección de iniciación de la grieta. Con este procedimiento
se mantiene la topoloǵıa inicial de la malla de elementos finitos, puesto que no impone
restricciones con respecto a la orientación de los planos de agrietamiento. La aproximación
ha tenido popularidad en el análisis de estructuras de concreto, aplicando el método de los
elementos finitos. Este enfoque fue introducido por Rashid (1968), [52], parte de la noción
de esfuerzo y deformación y permite una caracterización del proceso de falla en función
de la relación esfuerzo-deformación. El modelo hace la aproximación numérica mediante
un conjunto de grietas paralelas distribuidas en un área de elemento finito (fig. 3.4) [28];
el cuerpo agrietado se considera como un medio continuo y la presencia de la grieta se
incluye por medio de la modificación de las propiedas mecánicas.

Modelo de grieta fija

Cuando el esfuerzo principal mayor supera el esfuerzo de tracción, aparece una fisura
en dirección perpendicular al esfuerzo principal máximo, entonces se modifica la matriz
constitutiva en ejes locales, anulando la resistencia en la dirección normal a la fisura,
manteniéndose la dirección de ésta, [56, 28]. El modelo considera que la transferencia del
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Figura 3.4: Grietas paralelas en el modelo de agrietamiento distribuido

esfuerzo normal y del esfuerzo cortante es independiente entre ellos (anisotroṕıa inherente).

En esta aproximación la deformación se descompone ∆ε en: la deformación por grieta
∆εgr y la deformación del material sólido entre las grietas ∆εco (generalmente concreto),
es decir, [56, 44]:

∆ε = ∆εgr + ∆εco (3.3)

Este modelo tiene la principal desventaja de que es imposible combinar proporcionalmente
el agrietamiento y otro fenómeno no lineal (efectos térmicos, plasticidad) cuando se adopta
una relación total entre esfuerzo y deformación.

Grieta fija distribuida multidireccional

La deformación por grieta en el concreto se puede sub-descomponer las deformaciones
de la grieta en turno y de la siguiente grieta. La sub-descomposición de la deformación
está dada por la contribución las diversas grietas multidireccionales que simultáneamente
se producen en un punto determinado, es decir:

∆εgr = ∆εgr1 + ∆εgr2 + . . . (3.4)

donde ∆εcr1 es el incremento de la deformación global del primer agrietamiento, ∆εcr2 es
el incremento de la deformación global del segundo agrietamiento, y aśı sucesivamente.
En este modelo la orientación individual de cada grieta permanece fija durante el análisis,
[56, 44].

19



Grieta distribuida giratoria

Este modelo fue propuesto por Cope et al. (1980) [16]; a diferencia de los modelos de
grieta fija admiten que la dirección normal a la grieta puede girar siguiendo la dirección
del esfuerzo principal mayor durante todo el proceso de agrietamiento.

El modelo tiene la suposición de que la dirección del esfuerzo principal y el vector de
deformación coincide durante todo el proceso de fractura, es decir son coaxiales; debido a
ello, este modelo no establece expĺıcitamente el tratamiento del cortante por deslizamiento
y cortante por transferencia a causa de la unión mecánica de los agregados, [9].

La principal ventaja del modelo de agrietamiento distribuido es que no necesita remallado,
sin embargo presenta problemas cuando hay ablandamiento de deformaciones en el análisis,
las cuales son: [28]

Objetividad de la malla. Los resultados son afectados por el tamaño y la orientación
de los elementos, problema que puede reducirse al utilizar mallas refinadas.

Modos cinemáticos falsos. Producidos por la falta de convergencia en el análisis y,

Atoramiento de esfuerzos. Este fenómeno ocurre como consecuencia de la compati-
bilidad de desplazamientos entre elementos y de que la grieta no está alineada con
el borde del elemento finito que la contiene. En consecuencia, el elemento interior en
la banda de ablandamiento impone deformaciones a los elementos que lo rodean; si
estos elementos limitan dichas deformaciones, entonces se produce un atoramiento
de esfuerzos en el interior y no se descarga la banda por el ablandamiento.

3.2.3. Discontinuidades interiores

Esta aproximación surge de la necesidad de encontrar un modelo que tenga las ventajas de
los modelos de grieta discreta y grieta distribuida; es decir, un modelo que localice el daño
sin requerir remallado, sin que presente las dificultades de los modelos ya mencionados.
La aproximación permite introducir discontinuidades sin necesidad de modificar la malla;
además no existe la necesidad de definir con anterioridad las zonas potenciales de falla,
debido a que las discontinuidades pueden ser introducidas en cualquier momento en el
análisis.

El modelo de discontinuidades interiores, para el seguimiento de las discontinuidades,
recurre a un criterio de falla para determinar el momento en el que se produce una dis-
continuidad, y de un criterio de propagación para definir la ubicación geométrica de la
discontinuidad en el sólido durante el análisis.

Los aspectos fundamentales que considera el modelo de discontinuidades interiores son la
cinemática de desplazamientos y de deformaciones, y el equilibrio de la discontinuidad. En
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Figura 3.5: Modelo de discontinuidades interiores. a) discontinuidades débiles, b) discon-
tinuidades fuertes y c) discontinuidad discreta.

este modelo debe satisfacerse el equilibrio interno, entre las tracciones en el interior de la
discontinuidad y las tracciones que se encuentran en el material vecino a ésta.

En los elementos finitos con discontinuidades interiores se tienen dos tipos de enriqueci-
miento, el local y el nodal. El enriquecimiento nodal se apoya en el criterio de la partición
de la unidad, Melenk y Babuska (1996) [43], en el que se representa al salto a través de
la suma de grados de libertad en los nodos existentes. El enriquecimiento local utiliza un
nodo interno que captura los saltos de la discontinuidad.

Se establece que el modelo de discontinuidades interiores se puede clasificar deacuerdo
al tipo de discontinuidad y a las relaciones constitutivas, considerando una barra sujeta
a tensión (fig. 3.5), hasta que alcanza su resistencia máxima, el proceso de falla se rea-
liza introduciendo una discontinuidad en el campo de desplazamientos y con la relación
constitutiva, de las que se tienen las siguientes aproximaciones: [19]

1. Aproximación continua. Esta aproximación considera al sólido como continuo en
todos los puntos que lo componen, empleando relaciones constitutivas estándares (
esfuerzo-deformación) en todo el dominio. Al presentarse la falla del material aparece
la concetración de deformaciones debido al deterioro.

Discontinuidades Débiles. Consideran al campo de desplazamientos continuo,
sin embargo consideran al campo de deformaciones como discontinuo debido a
que se presenta un salto en el campo de deformaciones a través de los bordes de
la zona de localización, Belytschko et al. (1988) ,[6], y Berrends y Sluys (1998),
[64].

Discontinuidades Fuertes. En esta aproximación el campo de desplazamientos
es discontinuo y el campo de deformaciones es no acotado, es decir que no se
encuentra definido en la discontinuidad. Esto es posible haciendo que la zona
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de localización tienda a cero; Regueiro y Borja (1999) [53]; Simo et al. (1993)
[63] y Oliver (1996), [47].

2. Aproximación discreta. La aproximación considera al sólido discontinuo, por lo que
se forma una grieta, empleando una relación de tracción-salto en la discontinuidad
y en el resto del sólido se emplean relaciones constitutivas estándares; Lofti y Shing
(1995) [33]; Klisinski et al. (1991)[31] y Dvorkin y Assaneli (1990) [17].

3.3. Modelos de daño continuo

El daño de los materiales es el proceso f́ısico progresivo por el cual se rompen los mismos.
La mecánica del daño continuo es una herramienta importante para describir el deterio-
ro de las propiedades de los materiales antes de la aparición de macrogrietas, [37]. En
la actualidad, estos modelos se han empleado para describir el comportamiento consti-
tutivo de materiales considerados frágiles. Uno de los materiales más interesantes debido
a su anisotroṕıa inicial y a que sus propiedades elásticas cambian con el daño es el concreto.

Es importante mencionar que la funcionalidad de los modelos de daño dependen de la
elección de la variable de daño más adecuada (escalar, vector o tensor de segundo o cuarto
orden). Las variables de daño escalar han sido las más utilizadas para los modelos de daño
isótropo, el cual es el modelo de daño utilizado en este trabajo.

En la literatura existen diversos modelos de daño, de los cuales se describen los más
comunes a continuación.

3.3.1. Modelo de daño escalar (caso particular del modelo de
daño isótropo)

Los modelos de daño escalar utilizan una única variable de daño. Son muy atractivos por
su simplicidad, aunque tienen ciertas limitaciones. La variable de daño escalar fue definida
por primera vez por Kachanov (1958) [29], ésta conduce a la conservación del coeficiente
de Poisson y es incapaz de representar daño direccionado. En los modelos se emplea una
variable de daño escalar que afecta por igual a todas las componentes del tensor de rigidez
elástico. Casi todos los modelos de daño escalar encontrados en la literatura se basan en
que el daño está ı́ntimamente relacionado con el proceso de deformaciones.

La forma que utilizan estos modelos para interpretar el daño consiste en la definición de un
espacio ficticio que es obtenido del espacio de esfuerzos y deformaciones reales por medio
de una transformación. El esfuerzo en el espacio ficticio no dañado se denomina esfuerzo
efectivo σ. El esfuerzo real σ se puede representar mediante:
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σ =
σ

(1− d)
(3.5)

donde d es la variable de daño escalar, cuyo dominio es [0, 1], cero para el material sin
daño y uno para el material completamente dañado. Considerando un bloque sometido
a un esfuerzo de tensión que se incrementa desde cero hasta la ruptura del mismo; se
dice que se parte desde que d es sigual a cero mientras que no se supere el ĺımite elástico
del material; y d se irá incrementando hasta que llegue a la unidad lo cual indica que el
material ha fallado (el bloque representativo se ha separado en dos partes).

Aunque la variable de daño escalar es apropiada para representar materiales que tienen
similares resistencias a tensión y a compresión, no son apropiadas para representar mate-
riales cuya resistencia a tensión es diferente a su resistencia a compresión, como es el caso
del concreto. Simo y Ju (1987) [62] y Mazars (1982) [40], desarrollaron unas funciones de
daño que son apropiadas para materiales que tienen una resistencia similar tanto en ten-
sión como en compresión. En la literatura encontramos funciones que presentan el umbral
de daño diferenciando las propiedades de daño en tensión y compresión: Lubliner et al.
(1989) [35], Oliver et al. (1990) [48], Luccioni (1993) [38], Barbat et al. (1997) y Hanganu
et al. (2002) [21].

3.3.2. Modelo de daño direccionado o daño anisótropo

Todos los materiales bajo condiciones de carga especiales, y la mayoŕıa de los materiales
frágiles, desarrollan lo denominado daño direccionado o daño anisótropo, lo cual significa
que los defectos se orientan siguiendo la historia de tensiones y no es posible trabajarlo
con una variable de daño escalar, [36]. A continuación se presentan las ideas básicas que
originan a los distintos modelos de daño direccionado, Lemaitre (1996) ,[32].

Vectores de daño

Concibe que una forma simple de modelar el daño direccionado es considerar que éste sólo
ocurre en el plano normal a los esfuerzos principales máximos. Entonces el daño puede
ser determinarse por su intensidad D y por el vector unitario que le da la orientación del
esfuerzo principal máximo ~n, [36].

Tensores de daño de segundo orden

Es utilizado para un tipo de anisotroṕıa más compleja o para un caso de carga no pro-
porcional. Esta idea se basa en la extensión del caso unidimensional de la correlación de
espacios real o dañado y ficticio o no dañado al caso tridimensional, [36].

23



Tensor de daño de cuarto orden

Otra forma de definir la variable de daño es utilizar el concepto de esfuerzo efectivo σ̄ y
el principio de equivalencia de deformaciones para elasticidad lineal, considerando el caso
general de anisotroṕıa, esto es lo que lleva a un tensor de cuarto orden Dijkl, [44].

Variable de daño doble escalar

Se utiza para materiales , en donde los mecanismos de daño pueden ser distitos en tensión y
en compresión. En este enfoque se emplean dos variables escalares que son independientes
y que caracterizan el daño que influye en la enerǵıa elástica de corte y en la enerǵıa elástica
hidrostática:

Ds actúa en las tensiones desviadoras.

Dn actúa sobre las presiones hidrostáticas.

Si un determinado material no está propenso a sufrir daño en determinadas direcciones,
el daño puede considerarse del tipo isótropo o anisótropo.

Formulación de la degradación elástica anisótropa

El modelo usa una formulación de degradación elástica y daño en pequeñas deformaciones
similar a la de la elastoplasticidad clásica. De manera similar al umbral de fluencia, en esta
formulación se hace uso de una función que depende de un grupo de variables internas con
las que se define una superficie elástica que, una vez alcanzada, comienza el proceso de
degradación debido al daño. En este modelo se emplea un tensor de segundo orden para
interpretar el daño de manera consistente y la suposición de equivalencia de enerǵıa. Una
de las ventajas de este modelo a comparación de otros modelos de daño direccionado es
que se pueden obtener soluciones cerradas para algunos casos cuya carga es simple, como
la tensión uniaxial, [12] [11].

3.3.3. Modelo de daño unilateral

La naturaleza unilateral del daño está relacionada con el hecho de que si bien el daño es
irreversible, puede estar activo o no dependiendo de las condiciones de carga. En diversos
materiales, la reducción de la rigidez en tensión puede deberse al desarrollo de microfi-
suras. Se ha confirmado experimentalmente que con la reversión de la carga las fisuras
pueden cerrarse, consiguiendose la recuperación de rigidez, [36].

En los trabajos hechos por Chaboche en 1992 y 1993 se revisó la capacidad de varias
teoŕıas basadas en escalares, vectores, tensores de segundo y cuarto orden para la modela-
ción de la anisotroṕıa y de la recuperación de la rigidez en materiales frágiles inicialmente
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isótropos (i. e. concreto). Se llegó a la conclusión de que la mayoŕıa de estos modelos
eran incapaces de describir simultaneamente el carácter anisótropo de daño (relacionado
con la direccionalidad de la historia de carga pasada) y el carácter unilateral de daño que
corresponde al cerrado de grietas bajo cargas de compresión, [13, 14].

Un modelo de daño unilateral para concreto debe ser capaz de diferenciar el daño debido a
cargas a tensión y a compresión, el cambio producido en la rigidez cuando las deformacio-
nes o los esfuerzos principales cambian de signo (unilateralidad), la matriz de flexibilidades
debe de ser simétrica, y la respuesta debe de ser continua aun en condiciones de daño uni-
lateral, [36].

Algunos de los modelos de daño unilateral existentes en la literarura son los siguientes:
modelo de daño unilateral con variables escalares Mazars et al. (1989) [42], modelo de
daño anisótropo con enfoque de unilateralidad por descomposición espectral del tensor de
deformaciones Ju (1989) [27], modelo de daño isótropo y unilateral Chaboche (1995) [15]
y modelo de daño escalar unilateral Mart́ın (2001) [39].

El modelo de daño unilateral con variables escalares, hace la suposición de que el mate-
rial es elástico y frágil. Usa dos variables de daño, una para los esfuerzos a tensión Dt y
otra para los de compresión Dc. Para considerar la unilateralidad, el tensor de esfuerzos se
compone de la suma de una parte positiva y otra negativa. Este modelo no puede describir
la anisotroṕıa que se induce por el daño, [42].

En el modelo de daño anisótropo con un enfoque de unilateralidad por descomposición
espectral del tensor de deformaciones, se utiliza un tensor de cuarto orden como varia-
ble interna. Para considerar el concepto de unilateralidad dentro del modelo se hace una
descomposición espectral del tensor de deformaciones con los que se tienen que definir
operadores de proyección espectral [27].

En el modelo de daño anisótropo y unilateral se propone la combinación de la condición
unilateral para la apertura y cerrado de grietas con la ecuación que describe la evolución
del daño anisótropo, creando una herramienta importante para predecir la anisotroṕıa
inducida por el daño en materiales que en un principio son isótropos sometidos a cargas
variables complejas, [15].

El modelo de daño escalar unilateral nace al generalizar el modelo de daño escalar expĺıcito,
incorporando además la condición de unilateralidad considerada por Chaboche (1995), [15],
pero extendida para tomar en cuenta el daño en compresión. Emplea dos variables internas
de daño, d+ y d− para el daño en tensión y daño en compresión respectivamente, y cuyos
valores vaŕıan como se ha mencionado desde cero a uno.
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3.3.4. Modelo de daño viscoso

Para el análisis dinámico transitorio de estructuras con altas velocidades de deformación
(i. e. impacto o explosiones),es importante que las ecuaciones constitutivas sean depen-
dientes del tiempo. Lo que motivó la formulación de modelos dependientes del tiempo, [36].

Debido a que en estudios experimentales concluyen que la resistencia y el ablandamiento
de diversos materiales como el concreto se ve afectada cuando se someten a velocidades
de deformación que rebasan el valor de 0.1/s. A mayor velocidad de deformación, los
materiales presentan mayor resistencia tanto en tensión como en compresión; a diferencia
del módulo de ablandamiento el cual tiende a disminuir, este efecto no puede predecirse
en relaciones constitutivas que son independientes del tiempo.

Si se realizan análisis con modelos constitutivos independientes del tiempo, una vez que
aparece el ablandamiento, las ecuaciones que rigen la condición del tensor de rigidez tan-
gente positivo se pierde, presentándose un problema de ablandamiento mal condicionado.
Por ejemplo en problemas dinámicos, las ecuaciones son inicialmente hiperbólicas y pue-
den transformarse en parabólicas o eĺıpticas en presencia de ablandamiento. El problema
de valores iniciales se vuelve mal condicionado y la velocidad de onda se hace imaginaria.

Si se considera adecuadamente en los modelos constitutivos la dependencia de la veloci-
dad de deformación, se puede eliminar el mal condicionamiento del problema debido al
ablandamiento, esto hace que las ecuaciones de movimiento permanezcan hiperbólicas du-
rante el ablandamiento. A la localización de deformaciones en problemas dinámicos se les
denomina “regularización viscosa”. En algunos modelos formulados con ayuda de la teoŕıa
de plasticidad, se ha considerado la velocidad de deformación lo que origina los modelos
llamados visco-plásticos.

En los trabajos hechos por Simo y Ju (1987) y por Ju (1989) [62, 27] se propone un mode-
lo de daño escalar expĺıcito dependiente del tiempo. A partir de la regularización viscosa
de las ecuaciones de daño independientes del tiempo puede caracterizar la dependencia
de la velocidad de deformación observada experimentalmente en muchos materiales. Esta
regularización es similar a la regularización viscoplástica de Perzyna, [51]. Este modelo
solo requiere un parámetro adicional, el coeficiente de fluidez de daño µ. Si el coeficiente µ
tiende a infinito, se trata del modelo de daño escalar expĺıcito independiente del tiempo.

Luege (2002) propone un modelo de daño escalar impĺıcito dependiente del tiempo pa-
ra concreto, este modelo es una extensión del daño independiente del tiempo por medio
de una regla de evolución similar a la deformación viscoplástica de Perzyna, [51]. Esta
formulación es espećıfica para simular problemas dinámicos transitorios de elementos de
concreto debido a que se realiza la correcta predicción de la sobre resistencia y la modi-
ficación en la forma de la curva endurecimiento/ablandamiento que presenta el concreto
bajo altas tasas de deformación, [36].
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3.3.5. Modelos de daño y plasticidad

Las deformaciones permanentes y el daño se encuentran ligados. Sin embargo, los meca-
nismos de interacción entre las deformaciones permanentes y el daño son de deformaciones
complicadas y no pueden simularse mediante sólo un modelo fenomenológico, [36].

El daño está relacionado con alguna deformación irreversible. Todos los mecanismos de
daño crean microdeformaciones plásticas. El daño influye en las deformaciones plásticas,
ya que el área elemental de resistencia disminuye a medida que decrece el número de li-
gaduras. El daño no influye directamente en el mecanismo de deslizamiento que causan
las deformaciones permanentes. Lo que quiere decir que hay un desacoplamiento de estado.

Las formulaciones de daño antes descritas se refieren al comportamiento elástico. La teoŕıa
sin acoplamiento, la hipótesis de elasticidad desacoplada y el acoplamiento entre endureci-
miento plástico y daño son las opciones que se tienen para que al momento de formular un
modelo, éste considere tanto el comportamiento elástico como el endurecimiento plástico.
En el caso de las leyes de evolución existen tambien distintas posibilidades, de acuerdo
a si se considera que los mecanismos de plasticidad y daño son idénticos o no. Para esto
existen tres enfoques: El primer enfoque consiste en considerar un único mecánismo, go-
bernado por la plasticidad, es decir, que no habrá daño si no hay plasticidad y viceversa.
El segundo enfoque consiste en considerar un único mecanismo disipativo dividido en dos
partes. El tercer enfoque y el más usado en la formulación de modelos de daño es cosiderar
por separado los dos mecanismos por lo que habrá dos potenciales de disipación.

Modelo de daño escalar impĺıcito acoplado con plasticidad

Este modelo emplea una ecuación que corresponde al acoplamiento entre el endurecimiento
plástico y daño para considerar la plasticidad y el daño de manera simultánea. Para el
caso de definir las leyes de evolución de la plasticidad y daño, este modelo usa la opción
de considerar por separado los dos mecanismos. Para resolver el modelo se utiliza de un
procedimiento matemático del tipo de retorno mapeado, el problema se resuelve de manera
separada, es decir, primero se resuelve el problema de daño y luego el problema plástico,
[60, 61].

Modelo de daño escalar acoplado con plasticidad

Este modelo resuelve la parte de degradación de la rigidez al igual que la parte plástica
simultaneamente. Para considerar el comportamiento elástico y de endurecimiento plástico
el modelo hace uso de la hipótesis de la elasticidad desacoplada. Para representar el proceso
plástico el modelo se basa en la teoŕıa de la plasticidad. Este modelo puede escribirse como
un modelo de múltiple disipación, es decir, con varios mecanismos disipativos que pueden
escribirse en forma idéntica a los modelos elastoplásticos clásicos, [37].
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Modelo de daño escalar viscoso unilateral y plasticidad

Este modelo fue desarrollado basicamente para el análisis śısmico de presas de gravedad.
El modelo tiene en cuenta el comportamiento diferenciado en tensión y compresión, la
recuperación de la rigidez en la descarga, la dependencia de la velocidad de deformación y
la presencia de deformaciones permanentes cuando se superan ciertos umbrales de esfuerzo,
[18].

Modelo de daño anisótropo y plasticidad acoplado

Este es un modelo incremental de plasticidad y daño acoplados independiente y depen-
diente de la velocidad de deformación. En su formulación se establece una variable interna
definida por un tensor de daño simétrico de segundo orden que caracteriza el fenómeno
anisótropo de distribución de fisuras en el material y puede ser interpretado como una
reducción del área efectiva causada por las microfisuras y cavidades debido al daño. El
modelo se basa en la hipótesis de la elasticidad desacoplada y en la de considerar un
mecanismo de disipación compuesto por dos partes, [67].
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Caṕıtulo 4

Modelo Constitutivo de Daño
Isótropo

Se han desarrollado diversas formulaciones matemáticas que describen el comportamiento
f́ısico macroscópico de sólidos ideales, que resultan de aplicar hipótesis simplificadas al
problema real, es decir “Modelos constitutivos”, cuya aplicación depende de las hipótesis
usadas para simplificar el problema.

Los modelos constitutivos intentan representar el comportamiento de los materiales usados
em la ingenieŕıa, el cual a menudo es de comportamiento no lineal. La mecánica del
daño cuenta con formulaciones que permiten estudiar la evolución del daño en un medio
continuo; ésta utiliza variables continuas relacionadas con la densidad de los defectos a fin
de describir el deterioro del material antes de la iniciación de macrofisuras.

Las ecuaciones constitutivas para un material con daño se pueden obtener a partir del
concepto empleado, micromecánico y/o fenomenológico. Al utilizar el concepto micro-
mecánico se refiere a la formulación del comportamiento a nivel de mesoescala basándose
en los mecanismos de la microescala, sin embargo se obtienen ecuaciones muy comple-
jas. Las ecuaciones constitutivas derivadas de un concepto fenomenológico no consideran
los detalles a nivel microescala, es decir, se modela el daño de una manera indirecta al
introducir variables internas basándose en asegurar que se cumplan los principios de la
termodinámica, [32]. Los modelos desarrollados con un enfoque fenomenológico de daño
hacen uso de la termodinámica de los procesos irreversibles.

El daño puede verse desde tres perspectivas diferentes:

microescala, mesoescala y macroescala

Microescala. El daño se debe a la acumulación de microesfuerzos en la vecindad de las
imperfecciones y a la rotura de ligaduras, dañando ambos mecanismos al material.

Mesoescala. Este nivel de daño se debe al crecimiento y coalescencia de fisuras mi-
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croscópicas y microporos que, en conjunto, inician una fisura.

Macroescala. Es evidenciado el crecimiento de dicha fisura.

La mecánica del daño fue introducida por primera vez por Kachanov (1958)[29], quien
propuso el empleo de la variable de daño escalar cuyo valor vaŕıa entre cero y uno (daño
isótropo).

4.1. Modelo de daño isótropo: Superficie de daño igual

tensión y compresión

El modelo de daño isótropo se basa en la hipótesis de que una vez alcanzado el ĺımite
elástico, se presentan fisuras en el material, lo que con lleva a la disminución de la capacidad
de las propiedades mecánicas. La forma en que el modelo interpreta el daño es mediante
una variable de daño escalar. La variable caracterizará el nivel del deterioro del material.

El modelo de daño isótropo ha sido utilizado para representar el comportamiento de la
alteración de las propiedades mecánicas durante la aplicación de cargas como consecuencia
de una disminución del área efectiva resistente, cuya causa es el crecimiento microfisuras.
Este proceso puede simularse, en el contexto de la mecánica de medios continuos, introdu-
ciendo una variable interna de daño representada cuya magnitud puede estar representada
por un escalar o un tensorial, [36].

El daño puede interpretarse como la transformación cinemática de dos espacios, uno real
y uno ficticio sin daño que es obtenido del real si se remueve el daño. La variable de daño
caracteriza el nivel del deterioro del material y transforma el tensor de esfuerzos real σ a
otro tensor de esfuerzos efectivos σ.

σ = (1− d)σ (4.1)

Para comprender mejor la idea principal de un modelo de daño, se presenta un esquema
en la fig. 4.1; donde el esfuerzo efectivo está definido por:

σ =
∑
i=1

n
σi (4.2)

El área dañada Ad y el área efectiva de la sección transversal A quedan definidas por:

Ad =
∑
i=1

n
Adi ≥ 0 (4.3)
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Figura 4.1: Representación esquemática de un sólido degradado sometido a un esfuerzo
uniaxial de tensión.

A =
∑
j=1

n
Adj ≤ A (4.4)

Por lo que A se define como:

A = Ad + A (4.5)

Para entender el efecto del daño es necesario conocer el concepto de esfuerzo efectivo. La
relación de equilibrio entre el tensor de esfuerzos de Cauchy σ y el tensor de esfuerzos
efectivos σ en el caso de la probeta dañada de la fig. 4.2 es:

σ · A = σ · A (4.6)

de donde despejando se obtienen las ec. 4.7 y 4.8

σ =
A

A
· σ (4.7)

σ =
A

A
· σ (4.8)

Para el caso unidimensional y con base a la ley de Hooke, se puede expresar que para el
esfuerzo efectivo:
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Figura 4.2: a) Área dañada b) Tensor de esfuerzos de Cauchy σ y tensor de esfuerzos
efectivos σ

σ = E · ε (4.9)

El problema principales encontrar la relación existente entre el tensor de esfuerzos apa-
rentes y las deformaciones. Usando la ec. 4.6 se obtiene:

σ =
A

A
· σ =

A

A
E · ε (4.10)

Para relacionar el área dañada con el área total de la sección transversal se emplea la
variable d, la cual es la variable de daño escalar que propuso Kachanov (1958) [29]. La
variable d se puede expresar matemáticamente como una función del área.

d =
Ad

AT
; 0 ≤ d ≤ 1 (4.11)

Puede verse que el daño d es igual a cero cuando el área dañada Ad = 0, y que el daño d
es igual a uno cuando el área dañada Ad = A. Haciendo algunas operaciones algebraicas
se encuentra que la relación entre los esfuerzos aparentes y las deformaciones se puede
expresar de la siguiente manera:

A

A
=
A− Ad

A
= 1− Ad

A
= 1− d (4.12)

Despejando A de la ecuación 4.5 y sustituyendo en la ecuación 4.10 se obtiene la relación
fundamental empleada en los modelos de daño isótropo:
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Figura 4.3: a) Degradación del módulo elástico por daño.

σ = Eε(1− Ad

AT
) = Eε(1− d) = σ(1− d) (4.13)

La ecuación 4.13 muestra la relación entre el esfuerzo y el esfuerzo efectivo a través de d.

Es posible hacer dos comentarios en base a los siguientes puntos de vista [46]:

1. Microscópico El esfuerzo efectivo debido al efecto observado solamente desde un
punto de vista microscópico está relacionado con el esfuerzo aparente o a nivel ma-
croscópico a través de la variable de daño, que a su vez depende de las deformaciones,
σ = (1− d) · σ; σ = Eε.

2. Macroscópico El esfuerzo aparente está relacionado con las deformaciones por me-
dio de un módulo no-lineal que es dependiente de la variable de daño d, σ = Ed · ε;
Ed = (1− d) · E

La degradación del material a nivel macroscópico se muestra en la figura 4.3.

A este punto se pueden hacer las siguientes observaciones:

a) Una vez que el material ha sufrido daño, este no puede recuperarse; por lo que el
área degradada permanecerá degradada, sin embargo puede degradarse más, hasta
llegar a la ruptura local d = 1.

Si d = Ad

AT
→ ḋ = Ȧd

AT
≥ 0 ∴ d siempre crece.

Si Ed = (1− d)E → Ėd = −ḋE ≤ 0 ∴ E siempre se degrada.

b) Sólo puede existir daño si se sobrepasa un umbral de deformación o de esfuerzo, esto
es:
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Figura 4.4: Degradación en un modelo de daño escalar

d = 0 si σ < σ0

d = 0 si ε < ε0

c) En caso de que las deformaciones se reduzcan:

ε̇ < 0 → Ȧd = 0 → ḋ = 0

Por lo que al derivar la ecuación 4.13 con respecto al tiempo obtenemos:

σ̇ = (1− d)Eε̇− ḋEε = (1− d)Eε̇ = Edε̇ (4.14)

En la figura 4.4 se representa lo descrito anteriormente.

4.1.1. Ecuación constitutiva

La densidad de enerǵıa libre de Helmholtz (enerǵıa del sistema) por unidad de volumen
para un proceso de daño isotrópico y para el caso uniaxial viene dada por la ecuación 4.15.
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Ψ = Ψ(d, ε) = (1− d)Ψe (4.15)

donde:

Ψe Es la enerǵıa libre de Helmholtz inicial del material no dañado (elástico), la cual está en
función del campo de deformaciones (ε). Se encuentra definida por la ecuación 4.16

Ψe =
1

2
ε : C : ε =

1

2
C : ε2 =

1

2
σ : ε (4.16)

Sustituyendo la ecuación 4.16 en la ecuación 4.15

Ψ(d, ε) = (1− d)
1

2
C : ε2 (4.17)

El esfuerzo se puede expresar en función de la enerǵıa libre de Helmholtz de la forma
siguiente:

σ =
∂Ψ(ε, d)

∂ε
= (1− d)C : ε = (1− d)σ (4.18)

La ecuación 4.18 tambien es conocida como ecuación constitutiva secante del modelo de
daño.

Para problemas térmicamente estables es válida la siguiente forma de desigualdad de
Clausius-Plank, conocida tambien como potencial de discipación.

Ξ = (σ − ∂Ψ

∂ε
) : ε̇− ∂Ψ

∂d
ḋ ≥ 0 (4.19)

La ecuación 4.19 permite hacer las siguientes consideraciones, [44]:

a) La desigualdad de la ecuación 4.19 debe cumplirse para cualquier variación temporal
de las deformaciones (ε), y ε̇ debe de ser nulo. Esta condición proporciona la ley
constitutiva para el problema de daño escalar.

σ =
∂Ψ

∂ε
;
∂Ψ

∂d
= −Ψe → −Ψe conjugada de d (4.20)
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b) Considerando la ley constitutiva, el valor de la discipación del modelo de degradación
resulta.

Ξ = Ψeḋ ≥ 0 (4.21)

De la ecuación 4.21 se obtiene la siguiente forma de la ecuación constitutiva.

σ =
∂Ψ

∂ε
= (1− d)

∂Ψe

∂ε
= (1− d)C : ε = (1− d)σ (4.22)

4.1.2. Componentes de un modelo de daño

El modelo constitutivo de daño queda totalmente determinado si se conoce el parámetro
de daño d para cada instante del proceso de carga; para lo que definimos los siguientes
parámetros de la ecuación constitutiva, [46]:

La norma de esfuerzos de tensor de esfuerzos o de deformaciones.

Criterio de daño. La superficie de daño o criterio de daño define el ĺımite elástico,
es decir, establece cuando el material está en un proceso de daño o en un proceso
elástico.

Un conjunto de leyes de evolución para las variables internas.

Para poder definir una función de daño se requiere una norma en el espacio de esfuerzos
(ec. 4.23) o de deformaciones (ec.4.24).

τσ = ‖σ‖Ce−1 =
√
σ : Ce−1 : σ (4.23)

τε = ‖ε‖C =
√
ε : C : ε =

√
2Ψe (4.24)

Las normas de espacio de esfuerzos y de deformaciones pueden relacionarse entre si me-
diante la ec. 4.25

τσ =
√
σ : Ce−1 : σ =

√
(1− d)σ : Ce−1 : (1− d)σ = (1− d)τε (4.25)
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Figura 4.5: Representación de normas: a) campo de esfuerzos b) campo de deformaciones.

Es posible especificar una zona elástica en el espacio de esfuerzos (ec. 4.26) y una zona
elástica en el espacio de deformaciones (ec. 4.27), [44].

Eσ = {σ|f(τσ, q) < 0} (4.26)

Eε = {ε|f(τε, r) < 0} (4.27)

donde:
q = Es una función que determina el ablandamiento y/o endurecimiento y regula el ta-
maño del espacio de esfuerzos.
r = Es la variable interna, su valor determina el ĺımite elástico.

Las siguientes funciones de daño, en el espacio de esfuerzos (fig. 4.5a) y de deformaciones
(fig. 4.5b) definen el ĺımite elástico del comportamiento del material y son definidas por
medio de las ecuaciones 4.28 y 4.29 respectivamente, [44].

f(τσ, q) = τσ − q (4.28)

g(τε, r) = τε − r (4.29)
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4.1.3. Variable de daño y ley de endurecimiento/ablandamiento

En la sección anterior se menciona la variable q, variable de endurecimiento; la cual es
función de la variable interna r y de la variable de daño d. La variable de endurecimiento
regula el tamaño del espacio de esfuerzos, y se define como, [46]:

q(r) = (1− d)r → d = 1− q(r)

r
→ d = (r − q(r))r−1 (4.30)

Para poder determinar la razón de cambio respecto al tiempo de la variable de daño (d),
es necesario aplicar la regla de la cadena a la ecuación 4.30 de la siguiente manera (ec.
4.31):

d(d)

dt
= ḋ =

[
q(r)− (q′(r))r

r2

]
ṙ = d′(r)ṙ ; q′(r) =

dq(r)

dr
(4.31)

En base a las ecuaciones 4.1 y 4.30 se obtiene una expresión para el esfuerzo en función
de la variable de endurecimiento/ablandamiento (ec. 4.32):

σ =
σq(r)

r
(4.32)

De la ecuación 4.30 que define la ley de endurecimiento y retomando que la variable de
daño tiene como ĺımite los valores d = [0, 1], es posible observar que cuando la variable de
daño (d) es igual a cero, la variable interna (r) toma el valor de r0, y cuando el daño el
igual a uno, r vale ∞. Es decir que para el caso en el cual r vale ∞ el valor de q(r) tiene
su valor máximo.

La ecuación 4.29, que representa la función de daño en el campo de deformaciones, puede
igualarse en un punto ubicado sobre el umbral que delimita la superficie (ec. 4.33).

τε = r , τε =
√
ε : C : ε = r r = [r0,∞) (4.33)

Para el caso unidimensional la ecuación 4.33 toma la siguiente forma (ec. 4.34):

r0 =
√
ε : C : ε =

σu√
E

(4.34)

donde:
r0 = Es el valor umbral inicial
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Figura 4.6: Regla de ablandamiento/endurecimiento: a) lineal b) exponencial.

σu = Es el esfuerzo último que delimita el comportamiento elástico.

La regla de endurecimiento se define mediante la ecuación 4.35 la cual se muestra a través
de la figura 4.6, [44].

ḋ = Hd(r)ṙ; Hd(r) = q′(r) q ∈ [0, σu]q0 = r0 (4.35)

donde:

Hd = Es el módulo de endurecimiento y/o ablandamiento continuo.

En la literatura existente se presentan dos tipos mas comunes de endurecimiento/ablandamiento,
los cuales son de tipo lineal y de tipo exponencial.

La regla de endurecimiento/ablandamiento lineal se define mediante la ecuación 4.36:

q =

{
r0 r ≤ r0

r0 +Hd(r − r0) r > r0

(4.36)

En la que la variable de daño (d) se define, para el caso lineal, como (ec. 4.37):

d =

 0 r ≤ r0

1− r0

r
−Hd(1− r0

r
) r > r0

(4.37)
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La regla de endurecimiento/ablandamiento exponencial está descrito mediante la ecuación
4.38.

q =

{
r0 r ≤ r0

r0e
−Hd(1− r0

r
) r > r0

(4.38)

Y la variable de daño (d) para el caso exponencial se define como sigue (ec. 4.39):

d =

 0 r ≤ r0

1− r0

r
e−H

d(1− r0
r

) r > r0

(4.39)

De las ecuaciones 4.36 a 4.39 y de la figura 4.6 se puede analizar lo siguiente, [46]:

1. Cuando Hd > 0 existe un endurecimiento y por lo tanto la variable de endurecimien-
to/ablandamiento (q) crece, es decir, mientras más deformación sufra el material,
resiste más esfuerzo.

2. Cuando Hd < 0 existe un ablandamiento, por lo que la variable q decrece, es decir
que mientras más deformación sufre el material, resiste menos esfuerzo; agregando
que para que exista un ablandamiento, el material debe empezar a fallar.

3. Si Hd = 0, q no crece ni decrece sino que se mantiene constante, lo cual es conocido
como daño perfecto.

Las siguientes ecuaciones (ec. 4.40 y 4.41) representa la ley de evolución de la variable
interna y de la variable de daño:

ṙ = γ (4.40)

ḋ = γ
∂f(τσ, q)

∂r
(4.41)

donde:

γ = Es un escalar llamado parámetro de consistencia de daño.

En base a lo anterior se concluye lo siguiente:

El rango de la variable interna es de [0,∞], y los ĺımites de la variable de daño son d = [0, 1].

Cuando la variable de daño es cero, la variable interna (r) toma el valor de r0, y cuando
el daño es igual a la unidad r = r∞.
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4.1.4. Condiciones de carga y descarga

Desde el punto de vista matemático, estas condiciones son conocidas como las condiciones
de Kuhn-Tucker. Estas condiciones permiten obtener el valor del multiplicador de daño γ
haciendo las siguientes observaciones

γ ≥ 0; g(τε, r) ≤ 0 (4.42)

Si el valor de la deformación ε es menor que el ĺımite de deformación, entonces la variable
de daño no cambia y la variación del daño con respecto del tiempo es igual a cero ḋ = 0.
Por lo tanto, la función de daño g(τε, r) < 0. Este resultado implica que la variable interna
ṙ no evoluciona, encontrando que γ = 0. Por el contrario, la función de daño g(τε, r) y en
consecuencia el multiplicador de daño toma el valor γ ≥ 0. Lo que implica que, [46]:

{
g(τε, r) < 0 ⇒ γ = 0

g(τε, r) = 0 ⇒ γ ≥ 0

}
(4.43)

Requiriéndose la siguiente condición:

γ · g(τε, r) = 0

Esta condición se conoce como la condición de carga/descarga.

Para determinar el valor para γ ≥ 0, se hace uso de la condición de persistencia o consis-
tencia, [46].

γġ(τε, r) = 0 (4.44)

A partir de la ecuación 4.44 se establecen las condiciones de carga y de descarga (ec. 4.45
y 4.46).

g < 0 ⇒ γ = 0 ḋ = 0 (No hay una evolución del daño, condición elástica) (4.45)

g = 0


ġ < 0 ⇒ γ < 0 ḋ = 0 (descarga)

ġ < 0 y γ = 0 ḋ = 0 (carga neutra)

ġ < 0 y γ > 0 ḋ > 0 (cargando)

(4.46)
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El criterio de daño se satisface śı g(τε, r) < 0.

Para que se cumplan las condiciones de Kuhn-Tucker es indispensable que γ = 0, y para
que el material no presente daño, la variación temporal de daño debe ser nula (ḋ = 0).

4.1.5. Operador Constitutivo Tangente

Apartir de la relación existente entre la evolución de los esfuerzos aparentes y de la evo-
lución de las deformaciones es posible obtener el operador constitutivo tangente, [46].

σ̇ = CT : ε̇ (4.47)

donde:

CT = Es el módulo constitutivo tangente. Este operador es diferente al tensor de las
constitutivo elástico C aunque en el rango elástico el módulo constitutivo tangente es
idéntico al tensor constitutivo elástico C (fig. 4.7).

De la ec. 4.47 se puede deducir:

CT =
∂σ

∂ε
(4.48)

El módulo constitutivo tangente se define partiendo de la ecuación 4.49.

σ = (1− d)C : ε (4.49)

Entonces derivando la ecuación 4.49 con respecto al tiempo se obtiene (ec. 4.50):

σ̇ = (1− d)C : ε̇− ḋC : ε (4.50)

Sustituyendo la relación σ = C : ε en la ecuación 4.50 se obtiene (ec. 4.51):

σ̇ = (1− d)C : ε̇− ḋσ (4.51)

Apartir de la ecuación 4.51 se pueden hacer las siguientes observaciones:
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Figura 4.7: Módulos constitutivos, tangente y elástico.

Considerando que el material no presenta incrementos de carga (ṙ = 0 la variable
interna no evoluciona), es decir, se encuentra en el caso elástico, inelástico en descarga
o inelástico en carga neutra, por lo tanto ḋ = 0, se obtiene la ecuación 4.52.

σ̇ = (1− d)C : ε̇⇒ CT = (1− d)ε (4.52)

Por lo cual para este caso particular, el operador constitutivo tangente es el mismo
que el módulo elástico degradado, es decir CT = Cd.

En el caso de que se presenten incrementos de carga (ṙ > 0, la variable interna
evoluciona), entonces se trata del caso inelástico en carga, por lo que se procede de
la siguiente manera. De la ecuación 4.31 se sabe que ḋ = d′(r)(ṙ) y de la ecuación
4.35 se tiene que Hd = q′(r), por lo cual sustituyendo 4.35 en 4.31 se obtiene (ec.
4.53):

ḋ = d′(r)ṙ =
q(r)− (q′(r))r

r2
ṙ =

q(r)−Hd

r2
ṙ (4.53)

Al estar en la condición de carga se sabe que ṙ = τ̇ε ya que τ̇ε − ṙ = 0, y tomando
que la norma de deformaciones está representada por la ecuación 4.24. Derivando
con respecto al tiempo la ecuación 4.24 se obtiene:
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ṙ = τ̇ε =
1

τε
σ : Ce−1 : C : ε̇ =

1

τε
σ : I : ε̇ (4.54)

Donde:

I = Ce−1 : C

Si a partir de la ec. 4.51 tenemos:

σ̇ = (1− d)C : ε̇− ḋσ

σ̇ = (1− d)C : ε̇− σ ⊗ d′(r) · 1

τε
σ : I : ε̇

Agrupando obtenemos:

σ̇ = (1− d)C− d′(r)

τε
[σ ⊗ (σ : I)]︸ ︷︷ ︸

CT

: ε̇ (4.55)

De donde el operador constitutivo tangente se define para este caso como:

CT = (1− d)C− d′(r)

τε
[σ ⊗ (σ : I)] (4.56)

Es importante hacer la observación de que este operador es no simétrico. En el caso
particular de que el tensor C−1, entonces el valor del tensor I = 1 y el operador
constitutivo tangente se reduce a:

CT = (1− d)C− d′(r)

τε
[σ ⊗ σ] (4.57)

Donde ahora el operador constitutivo tangente es simétrico. Ahora bien recordando

que el valor de d′(r) = q−Hd

r2
se oobtiene el valor:

CT = (1− d)C−
[
q(r)−Hdr

τεr2

]
[C : ε︸︷︷︸

σ

⊗ ε : C︸︷︷︸
σ

] (4.58)
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El operador constitutivo tangente CT es empleado para determinar la tangente a la curva
esfuerzo deformación, lo cual permite en un programa de elementos finitos aproximarse a
la solución cuadrática a través del método de Newton-Raphson para determinar el resul-
tado del sistema de ecuaciones no lineales, [46].

Lo visto anteriormente en este subcaṕıtulo, el modelo de daño isotrópico con una superficie
de fluencia igual en tensión y compresión se resume de la siguiente manera, [44]:

a) Enerǵıa libre de Helmholtz

Ψ(ε, d) = (1− d)Ψe)

b) Variable de daño

d = 1− q(r)
r

; q ∈ [r0, 0]; d ∈ [0, 1]

c) Ecuación constitutiva

σ = ∂Ψ
∂ε

= (1− d)C : ε

d) Ley de evolución del daño

ṙ = γ

 r ∈ [r0,∞]

t = 0→ r0 = r =
σu√
E

e) Criterio de daño

g(τε, r) = τε − r =
√
ε : C : ε− r;

{
r ∈ [r0,∞]

t = 0→ r0 = r

f) Regla de endurecimiento/ablandamiento

q̇ = Hdṙ; Hd = q′(r) ≤ 0

g) Condiciones de carga y descarga

τε − r < 0; γ ≥ 0; γg(τε, r) = 0

h) Condición de persistencia

γġ(τε, r) = 0 si g(τε, r) = 0
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Figura 4.8: Modelo diferente tensión-compresión. a) superficie de daño b) curva esfuerzo-
deformación

4.2. Modelo de daño isótropo: Superficie de daño di-

ferente tensión-compresión

Las funciones umbrales de daño mostradas anteriormente son apropiadas para materiales,
como por ejemplo, metales, que tienen comportamientos similares en tensión y en com-
presión. Sin embbargo en el caso de los geomateriales, concreto por ejemplo, se presentan
umbrales de daño muy distintos en esfuerzos de tensión y de compresión. En el caso del
concreto, el umbral de daño en compresión es de alrededor de diez a veinte veces mayor
que el umbral de daño en tensión, (ver fig. 4.8).

Oliver et al. (1990) [48] proponen una función umbral de daño que diferencia los estados de
tensión y compresión, donde aparece una relación n entre los umbrales de daño en tensión
y compresión uniaxial. En la literatura se encuentran diferentes alternativas para presentar
esta superficie de daño como las utilizadas por Barbat et al. (1997) [5] y Hanganu et al.
(2002), [21].

Para la formulación de este modelo de daño, se parte del modelo de daño explicado en el
subcapitulo anterior. Haciendo diferencia entre ambos modelos de daño en la definición de
la norma de esfuerzo y/o deformación, siendo afectado por un parámetro propuesto por
Lubliner et al. (1989), [35].
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Para tener una superficie con estas propiedades, la norma de esfuerzo (ec. 4.23) o de
deformación (ec. 4.24), son modificadas por el parámetro M de la siguiente manera (ec.
4.59):

g(τε, r) = τε − r = M
√
ε : C : ε− r;

{
r ∈ [r0,∞]

t = 0→ r0 = r
(4.59)

El operador constitutivo tangente CT para el rango de carga no lineal, definido en la
ecuación 4.58, queda modificado como sigue:

CT = (1− d)C−M2

[
q(r)

r3
− Hd

r2

]
[C : ε︸︷︷︸

σ

⊗ ε : C︸︷︷︸
σ

] (4.60)

El parámetro M queda definido de la siguiente manera (ec. 4.61):

M = θ +

(
1− θ
n

)
(4.61)

donde:
n = es la relación entre los umbrales de daño en compresión y tensión uniaxial respecti-
vamente.
θ = es un factor de peso dependiente del estado de esfuerzos principales, se expresa como:

θ =

∑3
i=1 〈σi〉∑3
i=1 |σi|

(4.62)

En la que σi corresponde a los esfuerzos principales, en el numerador de la ecuación 4.62
(〈σi〉) se indica que sólo se consideran los esfuerzos principales positivos, y el denominador
corresponde a la suma del valor absoluto de cada uno de los esfuerzos principales (|σ|). Los
valores extremos que puede tomar el factor θ son [0, 1], cero para el caso de compresión
triaxial (0 ≥ σ1 ≥ σ2 ≥ σ3) y uno para el caso de tensión triaxial (σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ 0). Los
valores extremos para el parámetro M son [1, 1

n
], uno para el caso de tensión triaxial y 1

n

para el caso de compresión triaxial.

La función del parámetro M es escalar los esfuerzos a compresión en 1
n

veces para que
estos sean comparados con el valor umbral de daño, el cual está en función del esfuerzo
último a tensión del material, y aśı poder determinar de esta manera si existe falla en
compresión del material, [44].
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La figura 4.8 muestra la representación gráfica de la superficie de daño correspondiente a
τε − r en el plano de esfuerzos σ1 − σ2, aśı como la curva esfuerzo-deformación uniaxial
para el modelo propuesto.

El modelo de daño isotrópico son superficie de fluencia diferente en tensión y compresión
es resumido mediante las siguiente ecuaciones, [44]:

a) Enerǵıa libre de Helmholtz

Ψ(ε, d) = (1− d)Ψe

b) Variable de daño

d = 1− q(r)
r

; q ∈ [r0, 0]; d ∈ [0, 1]

c) Ecuación constitutiva

σ = ∂Ψ
∂ε

= (1− d)C : ε

d) Ley de evolución del daño

ṙ = γ

 r ∈ [r0,∞]

t = 0→ r0 = r =
σu√
E

e) Criterio de daño

g(τε, r) = τε − r = M
√
ε : C : ε− r;

{
r ∈ [r0,∞]

t = 0→ r0 = r

f) Regla de endurecimiento/ablandamiento

q̇ = Hdṙ; Hd = q′(r) ≤ 0

g) Condiciones de carga y descarga

τε − r < 0; γ ≥ 0; γg(τε, r) = 0

h) Condición de persistencia

γġ(τε, r) = 0 si g(τε, r) = 0
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Caṕıtulo 5

Ejemplos de aplicación

Con el propósito de validar la eficiencia de los modelos de daño mostrados en este trabajo
se presenta el siguiente ejemplo de aplicación para la simulación del comportamiento del
material sujeto a carga monótona por medio de desplazamientos. Para su simulación se uti-
lizó un modelo de daño continuo con diferente superficie de fluencia a tensión-compresión
y el de agrietamiento discreto. Los resultados aqúı obtenidos se compararon con resultados
de pruebas experimentales reportados en la literatura.

La metodoloǵıa seguida para la realización de estos ejemplos es la siguiente:

1. Preproceso: Generación del mallado a utilizar.

2. Cuerpo del proceso: Elaboración del archivo de entrada (caracterización del modelo)
para su ejecución en el programa de elementos finitos FEAP (Taylor, 2008), [65].

3. Postproceso: Visualización e interpretación de resultados.

En todos los análisis se utiliza una ley de ablandamiento de tipo exponencial.

5.1. Simulación númerica de la prueba de fractura

ASTM D 7313-07a

Este ejemplo numérico corresponde a una prueba estándar para la obtención de la enerǵıa
de fractura en un estado de deformación plana a una probeta de concreto ya sea hidráulico
o asfáltico, [1]. Este ejemplo es de tipo bidimensional y la forma en que se presenta la carga
es para producir un modo de falla tipo I.

Este ejemplo numérico ha sido realizado anteriormente por Wagoner et al. [68] para mos-
trar el efecto que tiene la temperatura en la propiedad de fractura del material.
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150 mm de Diámetro

25 mm de Diámetro
2 Orificios

Figura 5.1: Dimensiones del espécimen.

Esta prueba consiste en la apertura de la muesca de la probeta a partir del desplazamiento
de uno de los pasadores que se encuentran en los orificios de la probeta, mientras el otro
permanece fijo; tomándo medida desde la apertura cero hasta llevar la probeta a la falla.

Geometŕıa de las probetas estudiadas

A continuación se presentan las dimensiones de las probetas utilizadas, haciendo mención
de que esta geometŕıa es la más óptima para el tipo de prueba realizada. (fig. 5.1).

Una de las observaciones a la geometŕıa de las probetas es que la longitud inicial que va
desde la muesca hasta el otro extremo de la probeta debe ser lo más grande como sea
posible para producir una propiedad de fractura y una prueba de fractura fiable, [68]. Las
dimensiones fueron tomadas de la norma ASTM E399. Después de varias iteraciones en
base a la geometŕıa de la probeta, se encontraron las dimensiones adecuadas para tener
la mayor longitud donde se desarrolle la grieta sin que sea vea afectado por la falla de los
orificios donde se aplica el desplazamiento durante el ensaye.

La razón por la cual el espesor de la probeta es relativamente delgado es para evitar una
propagación de las grietas en otras direcciones (hacia arriba o hacia abajo) y orientarlas
sólo en el plano del pavimento, por lo cual la simulación realizada es compatible.
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Figura 5.2: Modelo I Condiciones de frontera, modelo al que se le aplica un desplaza-
miento al nodo.

Condiciones de frontera

Para la modelación se utilizaron dos tipos de apoyos.

Modelo I Este modelo consiste en considerar un hueco en la zona donde se ubicaŕıan
los pasadores y articular de manera que se implida el desplazamiento en un nodo en el
hueco inferior y a su vez se provoca un desplazamiento en uno de los nodos superiores,
(fig. 5.2). De esta manera se permite la libre rotación a medida que se propaga la grieta.

Modelo II Este modelo corresponde a considerar que en la zona de huecos sea modelada
con resortes elásticos con una alta resistencia en compresión y nula resitencia a tensión.
Este modelo ha sido usado anteriormente por Geers (1997) [20]. Usando este modelo se
soluciona el problema de contacto y se evitan zonas con concentración de esfuerzos, pues se
distribuye el desplazamiento. Este modelo asegura que no exista rotación por la apertura
de grieta y se evita la tensión en los puntos de contacto. El desplazamiento se aplica al
centro del conjunto de resortes superior (fig. 5.3).

La comparación de los dos modelos se muestra en la figura 5.4. Se puede observar la
similitud de los resultados a pesar de las diferencias en las condiciones de frontera.
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Figura 5.3: Modelo II Condiciones de frontera, modelo al que se le aplica un desplaza-
miento al nodo central de resortes, (los resortes sólo actúan a compresión).
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Figura 5.4: Comparación entre los modelos con diferentes condiciones de frontera.
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a) b)

Figura 5.5: Mallas con elementos cuadriláteros. a) malla gruesa b) malla fina.

a) b)

Figura 5.6: Mallas con elementos triangulares. a) malla gruesa b) malla fina.

Mallas usadas en el modelo

Para la idealización del modelo se utilizaron 2 tipos de mallado. Una malla con elementos
cuadriláteros que se muestran en la figura 5.5, otra malla triangular, figura 5.6. Aśı como
una serie de mallas derivadas de las mismas haciéndolas más finas.

La razón por la cual se utilizaron los dos tipos de mallas se debe a que para la formulación
del modelo de daño continuo es recomendable el uso de elementos estructurados para poder
distribuir el daño en un ancho del elemento, por lo que se eligió una malla cuadrilateral;
sin embargo para el caso del modelo de daño discreto es necesario utilizar elementos
triangulares, debido a su formulación. Otra de las razones es para evaluar la objetividad
de la malla y eso es debido a la flexibilidad que se puede ganar al hacerla más fina. Las
comparaciones al utilizar los diferentes tipos de mallados se muestran en la figura 5.7.
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Figura 5.7: Comparación del refinamiento de los tipos de mallado, triangular y rectangular.

Propiedades de los materiales reportados

Las propiedades mecánicas del material, utilizadas para este ejemplo son, las reportadas
por Wagoner et al. (2005) [68]

Módulo Elástico E = 14.20 GPa
Relación de Poisson µ = 0.35

Para la utilización de los modelos de daño se reportan las siguientes propiedades:

La densidad de enerǵıa de fractura Gf = 328 J
m2 y,

el esfuerzo máximo a tensión del concreto σu = 3.56 MPa.

Interpretación de los resultados

Para que los ensayes a la probeta proporcionen una propiedad de fractura útil, la variabi-
lidad de la enerǵıa de fractura debe encontrarse en un rango aceptable. La repetición de
la prueba influye en gran medida a encontrar una enerǵıa de fractura fiable.

La comprensión de las curvas (carga vs CMOD1) da una idea del proceso de fractura. En la
primera parte de las curvas la rigidez inicial y el pico de las cargas debe ser muy similares

1Crack Mouth Opening Displacement
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Figura 5.8: Distribución de esfuerzos en la probeta.

en las curvas. El ablandamiento o las respuestas post-pico pueden variar en la forma y
en la longitud de la cola de la curva debido a la estructura del agregado del material y
la interfaz del aglutinante; dado que la estructura del aglutinante y del agregado de cada
repetición de la prueba es diferente, la respuesta ante el ablandamiento tambien lo es. Por
la razón antes mencionada es de esperarse cierta dispersión entre las repeticiones de los
ensayos después de la carga máxima; esto no debe afectar de forma significativa la carga
requerida para la iniciación de la grieta.

Es posible observar en el modelo empleado que el daño se inicia en la vecindad de la muesca
(fig. 5.8). Los resultados se presentan en la figura 5.9 y son comparados contra las pruebas
experimentales obtenidas por Wagoner et al. (2005) [68] para la validación de resultados.2 3

Es posible apreciar que los modelos de daño empleados tienen una buena aproximación
con los resultados experimentales obtenidos por Wagoner et al. (2005) [68].

5.2. Modelación numérica del concreto a diferentes

edades

En este modelo se utilizan las caracteŕısticas f́ısicas y de fractura en concretos a diferentes
edades hasta los 28.5 d́ıas. Estas caracteŕısticas fueron tomadas del trabajo realizado por
Kim et al. (2004), [30]. Para la modelación numérica se usaron 2 modelos, uno de daño
continuo y otro de discontinuidades interiores [44, 54].

2Para la obtención de la gráfica del modelo de daño continuo se utilizó el coeficiente de 0.83 σu.
3Para la obteción de la gráfica del modelo de agrietamiento discreto se utilizó el coeficiente de 0.83 σu.
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Figura 5.9: Comparación de resultados experimentales y numéricos, daño distribuido y
discontinuidades interiores.
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a) b)

Figura 5.10: Mallas con elementos cuadriláteros y triangulares para el modelo de daño
continuo y de discontinudades interiores, respectivamente.

Geometŕıa

La geometŕıa usada para esta simulación es la mostrada anteriormente en la fig. 5.1. Esta
geometŕıa se encuentra estandarizada por la ASTM [1], ya que en la geometŕıa usada por
Kim et al. no se utilizaron las propiedades geométricas normalizadas por RILEM.

Condiciones de frontera

Se utilizó el modelo mostrado en la figura 5.3 pues este modelo soluciona el problema de
contacto, evita la concentración de esfuerzos y permite la libre rotación por la apertura
de la grieta.

Mallas usadas en el modelo

Se usaron dos mallas finas en el modelo una con cuadriláteros y otra con triángulos para
usar los dos modelos de daño, daño continuo y discontinuidades interiores. Las mallas
usadas se muestran en las fig. 5.10.

Propiedades del material a diferentes edades

Las propiedades utilizadas son las reportadas por Kim (2004) [30] para un concreto de
resistencia media de 33.24 MPa a los 28.5 d́ıas. Las propiedades reportadas se enlistan en
la tabla 5.1 de acuerdo a la edad de los concretos.
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Cuadro 5.1: Propiedades f́ısicas y de fractura de un concreto de resistencia media a dife-
rentes edades.

Edad Resistencia Esfuerzo último Módulo Elástico Enerǵıa de Fractura
(d́ıas) f ′c (MPa) σu (MPa) Ec (MPa) Gf (N/m)

1.5 5.49 1.56 12,945 83.93
3.5 16.48 2.23 22,948 142.38
7.75 22.36 3.27 26,184 106.80
14.75 26.58 3.70 26,870 104.65
28.5 33.24 3.92 28,832 127.74

Interpretación de resultados

Es posible observar en la fig. 5.11 que el inicio de las curvas presentan una rigidez inicial
similar, sin embargo el pico de las mismas no. Tambien puede observarse que la respuesta
en la rama descendente no es similar aunque se hallan utilizado las mismas propiedades.

No es posible hacer una comparativa con los resultados experimentales obtenidos por Kim
et al. pues no se utilizó la misma geometŕıa, esto es debido a que la geometŕıa utilizada
por Kim et al. fue impuesta por el mecanismo que ellos usaron para hacer la prueba, por
lo cual no siguieron una geometŕıa estandarizada.

En las fig. 5.12 y 5.13 se observa el comportamiento del material a diferentes edades, la
variación de la rigidez, del esfuerzo último y el desplazamiento al que se encuentra éste,
aśı como la enerǵıa de fractura.
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Figura 5.11: Comparativa de las respuestas de los modelos utilizados a diferentes edades.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis, se implementó el modelo numérico de daño continuo con una
superficie de fluencia diferente tensión-compresión, Méndez (2012) [44] y se cotejó con los
resultados calculados por el modelo numérico de discontinuidades interiores propuesto por
Retama (2010) [54]. En el primer ejemplo se compararon estos modelos con el modelo
numérico de fractura y los resultados experimentales obtenidos por Wagoner et al. (2005)
[68]. En el segundo ejemplo de aplicación se implementaron los dos modelos, el de daño
y el de discontinuidades interiores mencionados anteriormente usando las propiedades de
Kim et al. (2004) [30].

Se demuestra que el modelo de daño continuo con superficies de daño diferente tensión-
compresión y el de discontinuidades interiores representa adecuadamente el fenómeno de
agrietamiento en concreto.

Con base a los resultados obtenidos se hacen las siguientes observaciones del primer ejemplo
y se concluye con lo siguiente:

Se recomienda el uso de una malla estructurada para el uso del modelo de daño
continuo ya que la longitud donde se distribuirá el daño en el elemento es una
variable que afecta abruptamente los resultados.

Se observa que en modelo de daño continuo no existe gran variación de los resultados
al utilizar una malla más fina, no aśı con el modelo de discontinuidades interiores,
donde se gana una mejor aproximación y se observa mayor suavidad en la curva de
ablandamiento al utilizar una malla más fina.

Se recomienda el uso de las condiciones de frontera propuestas en el modelo II, ya
que distribuye mejor los desplazamientos impuestos, evitando la concentración de
deformaciones en los orificios de los espećımenes.

En los resultados reportados por Wagoner et al. (2005) [68] para sus resultados
numéricos usando un modelo de fractura reduce el σu a un 74 % y en los modelos
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usados en este trabajo se redujo a un 83 %, esto puede deberse a la forma de obtención
de este parámetro experimentalmente.

Existe una variación entre los resultados experimentales y los modelos numéricos en
la curva de ablandamiento, esto puede deberse a que en las pruebas experimentales
el aglomerante y el agregado puede hacer variar la trayectoria del agrietamiento, y
en los modelos puede deberse a la distribución de deformaciones en los elementos y
al modelo constitutivo usado.

Se observa que la regla de ablandamiento exponencial usada en los modelos tiene
una buena aproximación con los resultados experimentales.

En el modelo de daño continuo aunque no necesita un remallado para obtener resul-
tados, una desventaja que presenta es que se debe tener idea de la ubicación donde
se presentará la falla para poder establecer la banda de agrietamiento distribuido, lo
cual puede presentar complicaciones si no se sabe con exactitud donde comenzará el
agrietamiento, por ejemplo en estructuras irregulares en geometŕıas o cargas. Esta
desventaja no se presenta con el modelo de discontinuidades interiores.

De las respuestas obtenidas del segundo ejemplo puede concluirse lo siguiente:

No es posible comparar el comportamiento de la curva Carga-CMOD obtenidas
con respecto a los experimentales obtenidos por Kim et al. (2004), pues aunque
la enerǵıa de fractura es una propiedad del material, para este caso interviene en
gran manera la geometŕıa debido a que ésta en la prueba experimental realizada no
está estandarizada por lo que las caracteŕısticas se ven influidas por este factor.

Es posible observar la variación de la enerǵıa de fractura y el módulo elástico de
menor a mayor con forme aumenta la edad del concreto aśı como el desplazamiento
en el que se presenta el pico en cada curva que muestra un material muy dúctil a
temprana edad haciéndose cuasi-frágil conforme avanza la edad del concreto.

Es posible observar una diferencia en el ablandamiento del concreto por los diferentes
modelos de daño usados, esto puede deberse a que la ley de ablandamiento de cada
modelo de daño es diferente.
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Autónoma de Metropolitana, Mexico, D. F., 2012.

[45] Ngo, D., y Scordelis, A. C. Finite element analysis of reinforced concrete beams.
ACI Mat. J. 64 (1967), 152–163.

[46] Olivella, X. O. Métodos numéricos en la mecánica de sólidos no lineales. Barce-
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