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Resumen

El presente trabajo estd dedicado al calculo y estudio de los potenciales de Kahler a se-
gundo orden para los mdédulos geométricos que surgen tras compactificar en orbifolios
toroidales abelianos las teorias de cuerdas heteréticas. Para lograr esto, primeramente se
determina el nimero y estructura de los campos modulares presentes en este tipo de com-
pactificaciones, lo cual permite entonces determinar los potenciales de Kéhler empleando
calculos de funciones de correlacion en la teoria conforme de campos asociada a la teoria
de cuerdas y una comparacién con las amplitudes de dispersion en SUGRA obtenidas
previamente en la literatura. Por dltimo, usando los resultados obtenidos, analizamos la
viabilidad cosmolégica de nuestros hallazgos estudiando un potencial sencillo con cuali-
dades cosmoldgicas para inflacion.

Abstract

This work is devoted to the computation and study of Kéhler potentials up to second order
in the geometric moduli that appear after compactifying the heterotic string theories
on abelian toroidal orbifolds. To achieve this goal, we first determine the number and
structure of the modular fields appearing in these constructions, which allows one then to
determine the Kéahler potentials by using standard correlator function computations in the
conformal field theory associated with string theory and a comparison with the scattering
amplitudes in SUGRA found in the literature. Finally, using these results, we analyze
the cosmological viability of our findings in studying a simple potential with cosmological
inflationary properties.
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Introduccion

Uno de los mayores deseos de los fisicos tedricos es formular una teoria unificada capaz
de describir las 4 interacciones conocidas en la naturaleza simultdneamente. En este sen-
tido, uno de los grandes éxitos de la fisica tedrica ha sido el Modelo Estandar, el cual,
si bien tiene varios problemas que deben ser resueltos, ha logrado unificar tres de las
cuatro fuerzas fundamentales (la fuerza nuclear fuerte, la fuerza nuclear débil y el electro-
magnetismo) mediante teorfas de campo cudnticas con simetrias en un grupo de norma
SU(3). x SU(2), x U(1),. Entre los problemas que atn faltan por resolver en el Mod-
elo Estandar se encuentra la explicaciéon de la materia y energia oscura, la inclusién de
la gravedad, las masas de los neutrinos, ademas de las inexplicables diferencias entre las
escalas energéticas de las fuerzas fundamentales. Este tiltimo problema, llamado el proble-
ma de jerarquias tiene una particular forma de explicacién si se agrega una simetria entre
bosones y fermiones llamada supersimetria.

A pesar de los éxitos del modelo estandar, todas las inconsistencias llevan a pensar que
existe una teoria fundamental detrds de éste y que ademds contendria a la gravedad, de-
jando la descripcion de todas las fuerzas conocidas de la naturaleza a todas las escalas
energéticas a partir de esta.

Un intento de unificar a la gravedad con otra de las fuerzas fundamentales, el electro-
magnetismo data del ano 1919 [1] cuando Kaluza mostré que una teoria de la relatividad
en 5 dimensiones contiene a ambas, relatividad general de Einstein en 4 dimensiones y
la teoria de Maxwell del electromagnetismo. En la teoria de Kaluza, él justificaba el por
qué la fisica seria 4 dimensional con una condicién sobre las derivadas con respecto a la
dimensiéon extra X4, con esto Kaluza obtuvo las ecuaciones de campo de Einstein en pres-
encia de un campo electromagnético; ademés, obtuvo una ecuacién de Klein-Gordon para
un campo escalar sin masa que fue suprimida por Kaluza.

Klein mostr6 en 1926 [2], que la condicién de Kaluza podria surgir naturalmente si la
quinta dimension tenia una topologia circular, de tal modo que los campos tendrian condi-
ciones periddicas en esa dimensién y si la escala de compactificacion era lo suficientemente
baja como para tener modos con energias muy altas e inobservables para nosotros. La
fisica seria entonces independiente de la quinta dimensién como Kaluza decia.

VI
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En la bisqueda de teorias unificadas es donde aparece la teoria de cuerdas, que, si bien
es una teoria aun en construccién, ha mostrado tener ciertas caracteristicas que deberia
cumplir una teoria unificada. Teoria de cuerdas fue construida originalmente como solu-
cién a ciertos problemas que aparecian en la descripcién de la fuerza fuerte. Fue en 1974
cuando nace la teoria de cuerdas bosénica, cuando se encontré que uno de los modos de
vibracién tenia propiedades que encajaban con el “gravitéon”, la particula mensajera de la
fuerza gravitacional. Esta teoria no solo contiene un graviton entre sus modos de oscilacién,
también, se reduce a la gravitacion de Einstein a bajas energias. Sin embargo, pronto fue
descartada pues sélo contiene modos de vibracién asociados a estados bosoénicos y tiene
ademas otro problema: un taquién, un signo de la inestabilidad de la teoria. La teoria
fue formulada partiendo de la accién de Polyakov y el requerimiento de la cancelacién
de la anomalia conforme indica que las vibraciones de la cuerda bosénica habitan en 26
dimensiones.

La materia que observamos estd compuesta de fermiones, de modo que para que la teoria
de cuerdas explicara el origen de éstos, fue necesario agregar grados de libertad fermioni-
cos a la accion de la cuerda. De esta forma, aunque no es obvio el por qué, se obtienen
modos de vibracion fermidnicos en el espacio-tiempo, que ahora es de 10 dimensiones como
resultado de la consistencia mateméatica de la teorfa. En un principio, existen 5 maneras
distintas de formular teorias de supercuerdas en 10 dimensiones, incluyendo cuerdas cer-
radas y en ocasiones cuerdas abiertas. La teoria de cuerdas tipo IIA incluye tanto cuerdas
cerradas como cuerdas abiertas; ésta se diferencia de la tipo IIB en que no posee un es-
pectro quiral. La teoria tipo I es una teoria que incluye cuerdas abiertas y cerradas no
orientadas. Finalmente las teorfas de cuerdas heterdticas son dos: heterética SO(32) y
heterética Fg x Fg. Estas dos tultimas son teorias de cuerdas cerradas cargadas bajo el
grupo de norma correspondiente. El inico parametro con dimensiones de una teoria de
cuerdas es la longitud de la cuerda: ls, la cual no deberia ser mayor que la longitud de
Planck [,. Con base en estas teorias, para fines fenomenolégicos, se estudian los limites a
bajas energias ET < [;!, en donde solamente las vibraciones o modos no masivos de las
teorias pueden ser observables. En este limite, es preciso el empleo de supergravedad.

Durante las aflos noventa fueron descubiertas todo un conjunto de dualidades ' que
conectan a las teorias entre ellas. En particular los limites de bajas energias de las teorias
IIA y heterética Eg x Eg se presentan como un caso de compactificacion de una teoria de
supergravedad en 11 dimensiones. Los hechos anteriores, han conducido a la conjetura de
la existencia de una teoria en 11 dimensiones cuyo limite es supergravedad en 11 dimen-
siones. A esta teoria se la ha dado el nombre de “Teoria M”, y se sugiere que su principal
componente ya no son cuerdas, sino otro tipo de objetos.

'Llamadas dualidades S y T. Las dualidades son cierto tipo de transformaciones en los pardmetros de
la teoria que llevan de una teoria a otra, ver por ejemplo [3] en el capitulo 8
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Como se mencioné antes, las cinco teorfas de (siper) cuerdas son consistentes matemati-
camente solo en 10 dimensiones. Por lo tanto, si se quiere hacer contacto con el universo
4 dimensional que observamos, una de las primeras tareas de los fisicos tedricos dedicados
a cuerdas es formular una teoria efectiva en 4 dimensiones. Siguiendo la idea de Klein,
compactificar las 6 dimensiones extras y postular que estas son muy pequenas es uno de
los caminos mas usados. En términos fenomenolégicos, las teorias heterdticas son quiza las
mas prometedoras debido a que ya tienen incluido un grupo de norma, aspecto que en las
otras teorias no es facil de conseguir pues requiere la inclusién de efectos no perturbativos,
tales como las llamadas D-branas, que no siempre estan bajo control. Por esta razén, en
esta tesis analizamos un tipo de compactificaciones en teorias heterdticas: compactifica-
ciones en orbifolios.

Un orbifolio heterético surge al compactificar alguna de las dos teorias heterdticas en
un objeto llamado orbifolio (en inglés orbifold). Existen varios tipos de orbifolios, entre los
cuales se incluyen orbifolios abelianos y no abelianos, en esta tesis solo nos enfocaremos en
orbifolios abelianos. A estas construcciones también se les puede agregar lineas de Wilson
(ver e.g.[4] para mas detalles de orbifolios heterdticos). Son éstas y las caracteristicas del
orbifolio las que determinan la teoria efectiva 4-dimensional.

La compactificacién en estos objetos permite definir otro tipos de estados que no se tienen
en las otras teorias de cuerdas. Estos provienen de una cuerda abierta, la cual al aplicar
la condicién del orbifolio se cierra, estos son los llamados estados en el sector torcido.
Aparte de los estados en el sector no torcido y en el sector torcido, una caracteristica de
cualquier compactificacién es la aparicién de mdédulos, es decir, pardmetros que pueden
tomar cualquier valor y que en la teoria 4-dimensional se consideran como campos. La
aparicién de estos moédulos esta relacionado con los modos cero de la reducciéon dimen-
sional de los campos de la teoria. Relacionados con la métrica existen dos tipos de moédulos:
los médulos de estructura compleja y los médulos de Kéhler, en los cuales nos enfocaremos.
Ademaés, de los moédulos geométricos mencionados anteriormente en orbifolios toroidales
suelen aparecer mas modulos que provienen de los puntos y toros fijos que cualquier orb-
ifolio posee, a estos se les llama moédulos “torcidos” (en inglés twisted).

En este trabajo buscamos caracterizar los potenciales escalares de los campos modulares
que aparecen en las compactificaciones en orbifolios toroidales, para lo cual es fundamental
primeramente tener conocimiento del potencial de Kdhler asociado en su limite de super-
gravedad. Ademds de aportar informacién sobre la energia cinética de los (stiper)campos
considerados en el limite de supergravedad, el potencial de Kahler es determinante en la
estructura del potencial efectivo de la dindmica de todos los campos resultantes de las
vibraciones de las cuerdas no masivas en una teoria de cuerdas compactificada. Aunque ha
habido varios esfuerzos por obtener a partir de la teoria de cuerdas todos los posibles poten-
ciales de Kahler que emergen en compactificaciones heterdticas (ver e.g. [5, 6, 7, 8, 9]), atn
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no se tiene una clasificacién completa de ellos. Incluso en los casos en los que se tiene infor-
macién sobre éstos, no se han logrado describir mas que a primer orden en una expansion
en la que se considera que el volumen del espacio compacto es grande. Uno de los puntos
medulares del presente trabajo es precisamente contribuir a un mejor entendimiento de
los potenciales de Kéhler emergentes de la cuerda heterdtica compactificada en orbifolios
heterdticos.

Tras un andlisis del potencial de Kahler, el siguiente paso es conocer los acoplamien-
tos entre (stiper)campos que conducen a la construccién del llamado superpotencial en
una teoria de supergravedad. El superpotencial es una funcién holomoérfa de los campos
que contiene los acoplamientos de Yukawa de los campos . En este sentido se ha dado
un gran progreso en los dltimos afios (ver e.g. [10, 11, 12]). En este trabajo, nosotros no
calcularemos las propiedades del superpotencial; cuando sea necesario, propondremos la
existencia de un superpotencial tipico, basado en los trabajos existentes.

Con estas dos herramientas, el potencial de Kéhler y el superpotencial, es posible calcular
el potencial escalar de los problematicos médulos de las compactificaciones heteréticas de
nuestro interés. El problema obvio a resolver ahora es lo que se conoce como estabilizacion
de médulos, un problema que, aunque ha sido explorado desde los origenes de la teoria
de cuerdas y es la fuente del llamado String Landscape, aiin no es resuelto en teorias het-
eréticas debido a la dificultad del mismo (ver e.g. [13, 14, 15]). En esta tesis abordaremos
este problema sélo tangencialmente, con la finalidad de conocer el potencial de los campos
modulares caracterizados en la resolucién de urgentes interrogantes cosmolégicas, como el

origen de inflacién?.

Como es bien sabido, a la etapa temprana en la que el universo se expande casi expo-
nencialmente se le denomina inflaciéon y fue propuesta para resolver la falta de naturalidad
en las condiciones del universo en sus inicios en el modelo cosmoldgico de Friedmann-
Robertson-Walker. Un ejemplo de la poca naturalidad es denominado el problema de la
“planitud”. Dado que el universo actual es (casi) plano, de acuerdo a las ecuaciones de
Einstein, el universo debié haber sido plano desde un inicio, lo cual es un escenario que
es muy improbable ante la multitud de posibles condiciones iniciales [16]. Otro problema
de este tipo es el problema del horizonte: surge de la observacién de que la temperatura
de la radiacién de fondo coésmica es isotrépica, lo cual resulta dificil de imaginar si partes
del universo que hoy observamos no estuvieron en contacto térmico en el momento de la
ultima dispersién. La solucién mas sencilla a este problema corresponde a postular una
época en la cual el pardametro de Hubble? fue casi constante, H = cte..

2En esta seccién se dard una muy breve introduccién a algunos conceptos importantes en cosmologia y
en especial del escenario inflacionario, los cuales seran utilizados en el capitulo 5. Para una introduccién
mas detallada se sugiere consultar [16, 17, 18]

3El pardmetro de Hubble se define como H = a/a, en donde a(t) es el llamado factor de escala, el cual
tiene unidades de longitud y se puede interpretar como el “radio” del universo al tiempo ¢.
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En un universo inflacionario, el factor de escala a(t) del universo crece exponencialmente,
ie.
a(t) = a;e ) = g;eN | (1)

Es sabido que, para resolver estos problemas, es necesario que el llamado nimero de e-
folds N tenga el valor aproximado N 2 60. Una expansién acelerada del universo puede
explicarse mediante una fuente de presion p negativa o una densidad de energia p casi con-
stante dominando la dindmica del universo. El modelo més simple para generar inflacién
es el que introduce un campo escalar ¢(t) homogéneo (llamado inflatén) que dominaba en
el universo en sus inicios. La presién y densidad de energia de este campo esta dada por

p=30-V(9) @)
p= 50+ V(®) 3)

El potencial V() de este campo tiene que ser lo suficientemente plano durante un peri-
odo en cual se puedan conseguir los e-folds necesarios. La aceleracion del universo ocurre
entonces cuando la energia cinética de este campo es despreciable con respecto a la en-
ergia potencial del mismo. Cuando ambas energias son comparables, inflacién termina.
Las cualidades que debe tener un campo escalar para producir inflacién de la manera en
la que se ha descrito se pueden codificar en dos parametros: los parametros de slow roll
o rodamiento lento 1 y €, dados en términos de las derivadas de V. Inflacién ocurre en-
tonces cuando estos pardmetros son lo suficientemente pequenios y termina cuando éstos
se aproximan o llegan a 1.

La generacién de perturbaciones escalares y tensoriales es otra cualidad del modelo in-
flacionario. Con este se puede explicar la formacién de estructura a gran escala pues las
fluctuaciones del inflatén proporcionan las semillas necesarias para el crecimiento y la
formacion de las estructuras que vemos hoy en dia. Si se generan o no perturbaciones
tensoriales (de la métrica) en un modelo inflacionario se puede saber calculando r o el
cociente entre las perturbaciones escalares y tensoriales?. Los tltimos avances hacia la
medicién de este pardmetro [20] indican que su valor debe ser pequeiio.

Esta tesis estd organizada como se describe a continuacién. En el primer capitulo se
presenta una breve introduccién a supersimetria, para después introducir los conceptos
basicos de supergravedad poniendo énfasis en las herramientas necesarias para construir
el potencial de los campos escalares en la teoria. El capitulo 2 es una breve introduccién
a las ideas de cuerdas y supercuerdas, presentando la idea principal detrds de las cuerdas
heteréticas. En ese capitulo también se muestra la definicién de un orbifolio toroidal con
un ejemplo facil. Se muestra la aparicién de moédulos como consecuencia de la reduccién

“Para un estudio detallado consultar [17, 19, 18]
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dimensional y la forma de contarlos. El capitulo 3 presenta la forma explicita de calcularlos
en términos de las longitudes y angulos de los vectores que forman la red del toro sobre
el cual se construye el orbifolio. En el cuarto capitulo se procede a comparar amplitudes
de dispersion entre médulos de orbifolios y campos en los sectores torcidos y no-torcidos
de la teorfa para obtener la forma del potencial a segundo orden valida para cualquier
orbifolio. En el quinto capitulo se analiza un potencial muy sencillo, en el que el potencial
de Kahler puede ser obtenido bajo algunas consideraciones de un orbifolio heterético, y
las consecuencias si éste fuera utilizado como inflatén.



Capitulo 1

Supersimetria y Supergravedad

El limite de bajas energias de una teoria de supercuerdas es una teoria de supergravedad
en 10 dimensiones con N'= 1 o N' = 2 supersimetrias, en donde el valor de N depende de
cada una de las 5 teorias de cuerdas a las que nos podemos referir: I, ITA, IIB, heterética
SO(32) y heterética Eg x Eg. Este trabajo estard enfocado en las teorfas heterdticas. Si
se realiza una compactificaciéon de las dimensiones extras se tiene una teoria de super-
gravedad en 4 dimensiones, la cual puede tener un niimero de supersimetrias menor si las
caracteristicas de la variedad compacta son especiales.

El estudio de supergravedad es entonces crucial en teoria de cuerdas; ésta es la conex-
i6n entre una posible teoria final unificada y la teoria efectiva a bajas energias que puede
ser comprobada experimentalmente. En este capitulo revisaremos los conceptos claves en
supersimetria (SUSY) y supergravedad (SUGRA) que son importantes para el andlisis de
las teorias efectivas a bajas energias de supercuerdas.

1.1 Supersimetria

El teorema de Coleman-Mandula [21] establece que es imposible combinar una simetria
interna con una simetria en el espacio-tiempo (Simetria de Poincaré) con generadores
que obedezcan un algebra de Lie. Sin embargo, poco después [22] se encontré que se
puede generalizar la nocién de un algebra de Lie a la de un &lgebra gradada de Lie, o
mas especificamente a una stper algebra de Lie y evadir el teorema. De manera simple,
un algebra gradada de Lie es un &algebra en donde los generadores satisfacen leyes de
conmutacién y de anticonmutacion. La forma esquematica de estas relaciones es:

{Qa,Qa} = 20h,P, (1.1)
[P*.Ql = [P".Q]=0,
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en donde se estd usando la notaciéon de espinores de Weyl. En esta representacién, un
espinor de Dirac de cuatro componentes es escrito en términos de dos componentes, com-
plejos y anticonmutantes con dos tipos distintos de indices espinoriales « = 1,2y & =1, 2,

Up = <Zi> . (1.4)

Debido a la naturaleza fermidnica de @), la cual se puede observar en las relaciones an-
teriores, al actuar @) sobre un campo bosénico se debe obtener un campo fermiénico y
actuando sobre un campo fermiénico se debe obtener un campo bosoénico. De esta forma,
una transformacién supersimétrica, es una transformacién que convierte estados bosénicos
en estados fermionicos, y viceversa. Es, por tanto, una transformacién que une particulas
de espin entero y semi-entero en un supermultiplete comtn:

Q|Bosén) = |Fermion), Q|Fermién) = |Bosén). (1.5)

Cada supermultiplete contiene un ntmero igual de grados de libertad bosénicos y fer-
miodnicos. La teoria més simple invariante bajo SUSY es una teoria libre con un espinor
de Weyl 9, (2 grados de libertad) y un campo escalar complejo ¢ (2 grados de libertad).
Su accion estd dada por!

5= [ do(-0,00"" — 1o 9,0) (L6)

la cual tiene una corriente conservada en la capa de masa y es invariante ante las siguientes
transformaciones

56 = e (1.7)
Se = —i(0"€)adus. (1.8)

Para describir teorias més generales, es necesario que la simetria se cumpla fuera de la capa
de masa. Esto se logra agregando grados de libertad extra que desaparecen en la capa de
masa, es decir, utilizando las ecuaciones de movimiento de los campos. Al supermultiplete
anterior se le suele agregar un campo escalar usualmente llamado F'.

1.1.1 Supercampos y Superespacio

La construccién de Lagrangianas supersimétricas se puede realizar introduciendo la nocién
de superespacio y supercampos. El superespacio se obtiene al extender el espacio-tiempo
utilizando coordenadas anticonmutantes (espinoriales o grassmanianas) 6, 04 (ver e.g. [24,
seccion 1.5]). La construccién se hace a través de supercampos, los cuales dependen de

las coordenadas del superespacio (x*,0,,05) y unen a las diferentes componentes de un
supermultiplete.

!Para una primera y ttil introduccién a SUSY, se recomienda por ejemplo [23].
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Los dos supercampos necesarios para construir Lagrangianas son el supercampo quiral
y el supercampo vectorial B B
O(x,0,60) y V(x,0,0).

Debido a las caracteristicas de los nimeros de Grassmann las expansiones de cualquier
supercampo general S siempre terminan, i.e. son series formadas de unos cuantos términos
facilmente calculables.

Supercampo Quiral

En teorias supersimétricas el supermultiplete mas simple es el quiral, el cual contiene un
campo escalar complejo @, un espinor de Weyl ¢/ y un campo auxiliar F'.

Un supercampo escalar puede expresarse como un polinomio a segundo orden en las vari-
ables 6 v 6. Esta forma general de expresarlo es reducible con respecto a las transforma-
ciones de SUSY; es por eso que es necesario imponer condiciones extras. De esta forma,
un supercampo quiral se caracteriza por Dy® = 0 (D,®* = 0 para su correspondiente
anti-quiral), en donde las derivadas covariantes quirales se definen de la siguiente manera:

D, = aaa—l—iagdéd‘@“ (1.9)
Dy = —;)e_—w%gdau. (1.10)

En la expresién anterior es importante notar que la integracién con respecto a variables
de Grassmann de una derivada covariante quiral de cualquier expresién es siempre una
derivada total con respecto a x*, dado que la integral de la derivada con respecto a
variables de Grassmann se anula. La estructura de un supercampo quiral es con esta
restriccién impuestas:

P(x, 97§) = d(y) + \/597!}(21) + 00 F, (1.11)

con y* = x* + ifo* un cambio de variable hecho por conveniencia, v/2 es agregado por
convencion.

Para construir Lagrangianas de un supercampo quiral, basta notar que el término F' trans-
forma como una derivada total en el espacio tiempo [25, 23], de tal forma que al integrar
sobre las componentes fermiénicas del superespacio se obtiene un término invariante bajo
las transformaciones SUSY. Por lo tanto, la integral en el espacio-tiempo del término F'
de cualquier polinomio de supercampos quirales es invariante bajo SUSY. La forma mas
general de obtener acoplamientos renormalizables de supercampos quirales es

1. 1 . .
/dQQW@i) +he = /d29(§hwkq>iq>jq>k +SmUB; + XDy + e
W(®)]F + hc., (1.12)
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en donde se ha introducido una funcién holomoérfica W (®;) a la que se le llama el super-
potencial.

Para obtener una Lagrangiana completa sélo falta considerar los términos libres de los
campos, los cuales ya conocemos y se obtienen de considerar

/ d?0d*00*d; = [, p. (1.13)
La densidad Lagrangiana completa es entonces

Las ecuaciones de movimiento de los campos auxiliares F; permiten eliminar estos ex-
plicitamente induciendo una contribucién al potencial de los campos escalares. A esta
contribucién se le llama término F' del potencial

Vi (9) =) ‘ 9

(1.15)

Supercampos vectoriales

Al imponer la condicién de realidad V' = V*, se obtiene un supercampo vectorial. El
contenido de un supermultiplete vectorial es: un bosén de norma A, un espinor de Weyl
en la representacién adjunta llamado normino (gaugino) A, y un campo auxiliar escalar
real D. Utilizando la llamada norma de Wess-Zumino [23] la expansiéon de un campo
vectorial es

_ _ __ 1 __
V(@,0,0) = ~00"04,(x) + i000)(z) + 50900 D(x). (1.16)

Para construir Lagrangianas de teorias de norma (abelianas o no abelianas) es necesario
definir un supercampo quiral W, (y su correspondiente anti-quiral) que es invariante de
norma y contiene el tensor de intensidad de campo usual (F),,). Si la teoria es abeliana,
éste se define como

1_-_
Wa =~ DDD.V (1.17)

y se generaliza para teorias no abelianas de la siguiente forma
1_
Wy = —ZDDe_VDaeV, (1.18)

en donde ahora se tiene una matriz V' =T,V con T; los generadores correspondientes
de la simetria no abeliana.

Los términos cinéticos para bosones de norma, gauginos y sus interacciones se obtienen de

1 1 -1
2T / dO*WoW* + h.c. = Tr (2D2 R 4F’“’FW> : (1.19)
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Y los acoplamientos de un supercampo vectorial V' con un supercampo quiral ¢ se obtienen
al considerar el siguiente término:

/d20d2é<1>*evcl>. (1.20)
En resumen, una Lagrangiana de manera general se escribe como
L=Tr W, W g+ h.c. + [@*i(ev)g<1>j}[) + ([W(®)]F + h.c.). (1.21)

Es posible también agregar términos no renormalizables a las Lagrangianas anteriores

(1.14)-(1.21):
/d29d2§K(CI>,<I>*), (1.22)

en donde K es una funcién que, a diferencia del superpotencial W, es funcién tanto de
supercampos quirales como de anti-quirales. Este dltimo término puede contener términos
cinéticos no canénicos de la forma K,;;0,2'0"®’ con

2
K- UK (1.23)

i T
DO

Otro término admisible en una Lagrangiana supersimétrica y que contiene términos cinéti-
cos es

/ &0 f(B)Tr(Wa W), (1.24)

en donde a f(®) se le llama la funcién cinética de norma y es una funcién holomérfica de
los supercampos quirales tratados como variables complejas.

1.2 Supergravedad en d=4

Si en una teoria supersimétrica se quiere tener en cuenta a la gravedad, supersimetria debe
ser promovida a una simetria local, la teoria resultante es llamada Supergravedad (SUG-
RA). La versién local de SUSY involucra transformaciones generales de coordenadas en
el espacio-tiempo ya que SUSY global contiene al generador de traslaciones en el espacio-
tiempo P*. Por lo tanto, SUSY local es la version supersimétrica de la gravedad. Esto
puede ser visto explicitamente al tratar de construir una teoria invariante bajo transfor-
maciones supersimétricas locales en donde la necesidad de introducir campos de espin 3/2
y 2 es clara (para ver la construccién completa de una Lagrangiana supersimétrica, se
recomienda ver ([26],[27],[25],[28]). La particula que se acopla a la corriente conservada,
tal como en una teoria de norma, es el gravitino ¢, de espin 3 /2y que pertenece al su-
permultiplete de gravedad junto con el gravitéon g, .

Los acoplamientos de los supercampos quirales ® estan determinados por una funcién
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G(®;,P;) la cual es una combinacién de una funcién real, el potencial de Kéhler K y de
una funcién analitica, el superpotencial W. En unidades en donde la masa de Plank es 1
esta funcién se escribe

G(®;, ®1) = K (D;, D) + In [W (D). (1.25)

Una propiedad importante de G (y por lo tanto de la Lagrangiana) es que resulta invariante
ante transformaciones de Kéhler, que estan definidas como sigue,

K — K+ H(®)+ H*(®")
W o— e H®y, (1.26)

Esto expresa el hecho de que el espacio de los campos escalares en supergravedad es una
variedad de Kéahler. Los campos escalares deben ser pensados como coordenadas y la
métrica de Kéahler estd dada por la ec. (1.23)).

En supergravedad, el término F' del potencial escalar es
Ve = e (KUD;WD;W* — 3|W ), (1.27)

en donde D; = 0; + 0;K es la derivada de Kéhler y K% es la inversa de la métrica de
Kahler. Al igual que en supersimetria global, surge cuando los campos auxiliares F' que
aparecen en los supermultipletes quirales son eliminados mediante el uso de sus ecuaciones
de movimiento.

Los términos cinéticos de norma se escriben en términos de funciones holomorfas f,;(®;)
(funcién cinética de norma) y el término D del potencial es

Vi = SRef (TN K (T (128

Esta contribuciéon al potencial escalar surge al eliminar los campos auxiliares D de los
supermultipletes vectoriales con ayuda de sus ecuaciones de movimiento. T son los gen-
eradores del grupo de norma en la representaciéon adecuada.

La parte de la densidad Lagrangiana que contiene exclusivamente campos bosénicos es
i * ]. _ ) 1 E3
Ly = e(e®(KYD;WD;W* —3|W[*) — 5 Ref N9 K (T,) L %) [ K (Th ), @]
1. ~ 1
+ Zlfm(fabFﬁyFWb) - ZRe(fabFﬁyFWb)
4 1
+ K;D,®;D"®7 — §R) (1.29)

con e el determinante de ez.
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1.3 Supergravedad extendida

En una teoria de campos es posible tener mas supersimetrias, es decir, tener mas siper
cargas () que permitan transformaciones entre bosones y fermiones y viceversa respetando
la invariancia. De este modo, las teorias de supergravedad extendida son definidas en
términos del niimero de stper cargas Qr, Qs con I = 1,.., N que satisfacen un 4lgebra
generalizada

{Qéa QJdc} = 20—ZQP#5§ (130)

las cuales contienen tantas simetrias entre bosones y fermiones como gravitinos, ya que
QrIAN=2)=|A=3/2) VI, (1.31)

en donde A es la helicidad. Las teorias de SUGRA extendida son solo viables para 1 <
N <8,
Q1Q2.-Qu A =2) = A =2-N/2), (1.32)

pues para A/ mayor se tendrian campos con espin 5/2 e incluso mayores y mas campos con
espin 2 serian necesarios; aunque, recientemente el interés en teorias con espines mayores
ha resurgido y mas en teorias de cuerdas en donde se tienen estados de la cuerda asociados
a particulas con todo tipo de espines.

La extensién mas simple es N’ = 2 supersimetrias, en donde:

QiIN=2) = |A=3/2) I=1,2
QiQ2A=2) = |[A=1), (1.33)

dando lugar a un solo supermultiplete de gravedad con un gravitén, dos gravitinos y un
foton. Aunque esta teoria parece convincente al unificar la gravedad con el electromag-
netismo, es no finita (la teorfa es no renormalizable). El caso A = 8 es interesante también,
pues toda la materia perteneceria al mismo stuper multiplete. Pero, otra vez las divergencias
estan presentes.



Capitulo 2

La Teoria de Cuerdas Heterdtica y
sus compactificaciones

La teoria de cuerdas surge como candidata a una teoria de unificacién y por lo tanto a una
teoria de gravedad cudntica, sin embargo, la consistencia matemaética de la teoria (ver por
ejemplo [29], [30],[3]) requiere que el nimero de dimensiones aumente. La primera teoria de
cuerdas que surgi6 fue la teoria de cuerdas bosonica, la cual solo contiene estados bosénicos
en su espectro y vive en 26 dimensiones. Cualquiera de las teorias de supercuerdas vive
en 10 dimensiones. Las teorias de supercuerdas se convirtieron en teorias mas realistas al
contener en su espectro estados fermiénicos.

Histéricamente la idea de compactificar dimensiones extras, como se ha mencionado en
la introduccién vino de Oskar Klein [2], quien propuso unificar la gravedad con la teoria
electromagnética de Maxwell ampliando el espacio-tiempo a 5 dimensiones. Algunas con-
clusiones importantes pueden aprenderse de la compactificacién “a la Kaluza-Klein” (ver
por ejemplo [29, cap. 8], ahi se trabaja en el contexto de teoria de cuerdas):

e La compactificacién de una dimensién produce una cuantizacién del momento en la
direccién compactificada.

o El espectro de masas se ve modificado.
e El radio de compactificacion puede ser totalmente arbitrario.

En el contexto de teoria de cuerdas se busca compactificar las 6 dimensiones extra, prin-
cipalmente porque no se han observado indicios experimentales que nos conduzcan a con-
siderar mas alld que de forma tedérica una teorfa de dimensiones extras y para reducir el
numero de supersimetrias y de esta forma tener un acercamiento con el modelo estandar
o alguna de sus extensiones supersimétricas.

En este capitulo revisaremos primero, brevemente la teoria de cuerdas y especificamente
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A) B)

Figura 2.1: A) Cuerda cerrada, B) cuerda abierta

las teorias heterdticas, asi como las compactificaciones de las dimensiones extras y sus
consecuencias en la teorfa efectiva 4-dimensional (Para profundizar se recomienda [29],
[30],[3] v en el dltimo tema [4])

2.1 Teoria de cuerdas

La teoria de cuerdas postula la existencia de objetos unidimensionales, similares a una
cuerda (ver imagen 2.1), que conforman toda la materia que conocemos. Estas cuerdas
pueden ser abiertas o cerradas y su longitud caracteristica es del tamafio de la longitud de
Planck [,. Las cuerdas pueden oscilar y moverse libremente por el espacio-tiempo y son
estas caracteristicas las que determinan las propiedades de particula que observamos a dis-
tancias mucho mayores a la longitud de Planck. Es decir, cada modo de oscilaciéon de una
cuerda se traduce al cuantizar en el espacio-tiempo como un estado con las propiedades
conocidas para una particula fundamental: masa, espin, etc. De esta forma, de una sola
cuerda se pueden obtener infinitos estados de particula.

Al moverse la cuerda en el espacio-tiempo, ésta va trazando una superficie dos dimensional
llamada hoja de mundo (Ver imagen 2.2). Para describir el movimiento y oscilaciones en
el espacio-tiempo es necesario parametrizar las coordenadas de la cuerda z* en el espacio-
tiempo, para esto, se usan dos parametros o que identifica la posicién en la cuerda y 7
el tiempo. Cada coordenada ahora depende de estos dos pardmetros y las funciones que
parametrizan usualmente se denotan por: X*(1,0). Al espacio que forman & = (7, 0) tam-
bién se le llama hoja de mundo. Toda la descripcién de la teoria se hace en el espacio de
Minkowski, sin embargo se tiene la aparicién de un modo de oscilacién no masivo con espin
2 que representa un gravitén, una fluctuacion del propio espacio tiempo. Esta y algunas
otras caracteristicas hacen que esta teoria sea considerada por muchos como un candidato
prometedor para una teoria cudntica de la gravedad.
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Hoja de mundo
ull
//—"_\ X
\_—/ # ) Enelespaciotiempola
T I | [ /| cuemdava trazando
X' | T.0 | f~__~"{  también una hoja de
i ) | mundo

9

a ¥o-2

Figura 2.2: Hoja de mundo para una cuerda cerrada

2.1.1 Cuerdas Bosodnicas

La cuerda bosoénica es una cuerda de la cudl solo se pueden obtener estados de particula
bosénicos, su accion es la accién de Polyakov

1
Spol = el /dzav —99""0, X 0, X ., (2.1)

en donde g, es la métrica en la hoja de mundo y a,b = 0, 1. Las simetrias que esta accién

posee son :

e Reparametrizaciones en 2-dimensiones, es decir en las coordenadas de la hoja de

mundo.

« Transformaciones de Weyl. Estas son transformaciones a la métrica del tipo:
Gab — 9oy = 2(0)gap, con Qo) una funcién arbitraria

e Reparametrizaciones en el espacio-tiempo.

Las simetrias anteriores nos permiten trabajar en la norma plana (g = 74 0 dap). Cabe
mencionar que para que las simetrias anteriores se preserven a nivel cuantico se necesita
que la dimensién del espacio tiempo sea D = 26, a ésta se le llama dimensién critica.

La variacién de la accién de Polyakov nos conduce a la ecuacién de movimiento para
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las variables X*, que es la ecuacién de Klein-Gordon sin masa:
00,X, =0. (2.2)

La solucion a esta ecuacién para una cuerda cerrada, en donde las condiciones de frontera
son X¥(1,0) = XH(1,0 4+ 27), es

N\ 1/2 1 ) 1 )
Xt = at+adptr+i <2> Z ﬁ&ﬁe_m(T_U) + Z Eaﬁe_m(T'H’) (2.3)
#0 n#0
= Xk(r—0)+ X[(7 +0), (2.4)

en donde la parte derecha (R) es la asociada con &y, y la parte izquierda (L) la asociada
a Q.

Ademis de la ecuacién de movimiento para X* la variacién con respecto a g*® proporciona
su ecuaciéon de movimiento,
Ty =0, (2.5)

con Ty, el tensor de "energia-momento” en la hoja de mundo.

Al cuantizar candénicamente «, p y x se convierten en operadores asociados a un espa-
cio de Hilbert, con reglas de conmutacién usuales, en donde se construyen los estados
actuando con los operadores de creacién y aniquilacién oy & en |0,0, ...., p). Este espacio
de Hilbert de estados de oscilacién cuanticos en dos dimensiones constituye el espectro de
particulas en el espacio-tiempo de la teoria de cuerdas.

Se tiene entonces una teoria de campos en 1+ 1 dimensiones para cada una de las X*. Es
comun pasarse a un espacio complejo para expresar la forma de los modos de oscilacion
de las coordenadas y trabajar con la teoria conforme de campos que se tiene en dos di-
mensiones.El espectro no masivo de esta teoria consiste en un graviton G sy, un tensor
antisimétrico Bysny vy un escalar conocido como dilatén ®. La teoria también contiene un
taquion.

Las cuerdas abiertas pueden tener dos tipos de condiciones de frontera: condiciones de
frontera de Neumann y condiciones de frontera de Dirichlet, estas ultimas estan asociadas
con la aparicién de las D-branas en la teoria [31], ya que una cuerda abierta con condiciones
de Dirichlet tiene adheridos sus extremos a esta. Una D-brana es un objeto extendido con
dimensién y aparecen naturalmente en las teorias que contienen cuerdas abiertas. Hacien-
do cumplir estas condiciones en la ecuacién de movimiento (2.2) se obtiene la expansién
en modos para estos dos casos. Para condiciones de frontera de Neumann la expansién en
modos es la misma que para la cuerda cerrada, con la condicién de que & = «. El espectro
de cuerdas abierta ademds contiene un campo vectorial AP que vive en una D-brana, lo
cual puede ser 1til si se quiere describir una teoria de norma.
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2.1.2 Supercuerdas

La teoria de cuerdas bosénicas como fue presentada en la seccién anterior es incapaz de
describir la naturaleza pues carece de fermiones y sufre de una inestabilidad taquiénica. Lo
anterior propicié la aparicién de una nueva teoria de cuerdas capaz de contener fermiones
en su espectro.

A la accién de Polyakov se le puede agregar una parte correspondiente a espinores W

de Majorana en dos dimensiones
\I,H
PH = . (2.6)
(‘P’i>

y hacer a la teoria en la hoja de mundo supersimétrica. Tener SUSY en la hoja de mundo
no asegura SUSY en el espacio tiempo, sin embargo, mas adelante se verd que con esto
se obtienen fermiones en el espacio tiempo. Agregando la accién correspondiente a estos
fermiones se tiene

1
A

Sp

) / BPo/=gg™ (0. X" 0p X, — iUFT 40T ,,). (2.7)

En la hoja de mundo, aprovechando las simetrias de la accién anterior se puede fijar la
métrica g% a una métrica plana o de tipo Minkowski. Las matrices I', dos dimensionales

0 —i 0 i
r0:<1 0) F1:<i 0) (2.8)

y cumplen {T'% T%} = 2¢*1, y ¥ se define de la manera usual. La dimensién critica de
esta teoria es D = 10.

Las ecuaciones de movimiento son

9°0,X,, = 0 (2.9)
V19, TH = 0, (2.10)

y los espinores pueden satisfacer condiciones de frontera periddicas o antiperiddicas

U(r,0+2r) = Y(r,0) Neveu— Schwarz (2.11)
U(r,o0+21) = —¥Y(r,0) Ramond. (2.12)

Las soluciones clédsicas a las ecuaciones de movimiento para las dos distintas condiciones
de frontera son

vho= Y dhe ™) R (2.13)
neL
vho= Y e o) NS (2.14)

r€Z+1/2
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Las soluciones W* combinan los diferentes sectores R y L con los dos tipos de condiciones
de frontera, existen entonces 4 sectores para las supercuerdas etiquetadas por las condi-
ciones de frontera que cumplen sus modos derechos e izquierdos: R-R, R-NS, NS-R,NS-NS.
Campos bosénicos surgen de los sectores R-R y NS-NS, mientras que campos fermiénicos
surgen de los sectores R-NS y NS-R (para ver explicitamente los estados que aparecen en
cada sector se recomienda [30]).

Para construir una teoria consistente, sin estados taquidénicos es necesario realizar una
proyeccion, la llamada proyeccion GSO [32](Gliozzi-Scherk-Olive). El modo en que se hace
esta proyeccién en los dos sectores da lugar a las dos primeras teorias de cuerdas ITA y
1IB.

2.2 Cuerdas heterdticas

La cuerda heterética es una cuerda cerrada con la caracteristica inusual de tratar las
compactificaciones en el sector derecho e izquierdo separadamente. El sector derecho o
modos de oscilacién derechos, son supersimétricos y viven en 10 dimensiones. El sector
izquierdo o modos de oscilacién izquierdos son puramente bosénicos y por lo tanto viven
en 26 dimensiones, razén por la cual 16 de estas dimensiones se compactifican en un toro
16-dimensional 7', La dimensién de estas teorias es por lo tanto 10.

2.2.1 Modos Derechos

Los grados de libertad derechos fermiénicos y bosénicos son denotados como 1!1}%(7' —0)y
Xi(r — o) respectivamente, en donde i toma valores i = 0, ..,9. De estas 10 coordenadas
solo n — 2 = 8 son independientes y para fijar 2 de esos grados de libertad se puede
utilizar la norma del cono de luz . Los modos bosénicos satisfacen condiciones periédicas
de frontera X% (o, 7) = X&(o + m,7) y tienen expansiones

.

. Z’ ) i .
™
n#0

en donde z* denota la coordenada del centro de masa y p* su momento; los coeficientes a?,
son llamados osciladores derechos y después de cuantizar satisfacen reglas de conmutacién
caracteristicas de operadores de creacién y aniquilaciéon. Los modos fermiénicos pueden
satisfacer dos condiciones de frontera distintas, ec. (2.11); y sus expansiones en modos
estan dados por

Vilo—71) = Y die”® 79 raMOND (2.16)
neZ
Vhlo—71) = > bhe 77 NEVEU-SCHWARZ, (2.17)

r€Z+1/2
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en donde d’ y b’ después de cuantizar obedecen las reglas de anticonmutacién usuales
[30, 33]. De esta forma, se definen estados al actuar estos operadores en el estado del vacio
|0) g, el cual es aniquilado por los operadores con r,n > 0. La ecuacién para la masa de

estos estados es 1
M= N —2v(1 —v), (2.18)

con v = 1/2 para el sector NS, y v = 0 para el sector R. Los respectivos operadores de
nimero son

~ ZOO (Ozl, Qin + di, dm) R
N=¢ S0 " : 2.19
{ 2 ns0 Oy Qin + 2r=1/27b"bin NS ( )

2.2.2 Modos Izquierdos

En el sector izquierdo solo existen grados de libertad bosénicos X%, X ]{ cont=0,..,9y
I=1,..,16, su descomposicién en modos esta dada por

11, Ay
X7 = Qxl + ipz(T +0) + 2 Z ?ne in(r=0) (2.20)
n#0
Xl = Lot + EPI(T +0)+ ! > &—{le_Qi"(T_o) (2.21)
2 2 2 oo T ’

en donde o' son osciladores izquierdos. Los estados izquierdos también se forman al per-
turbar el estado de vacio izquierdo |0)7,. La masa de estos estados es

1

1
M;=-P>+N -1 2.22
1ML =5 + ( )

en donde P? = P! Py; el operador de niimero en este caso esta dado por

o0
N = Z(of_nam + ol am). (2.23)
n>0

P! pertenece a la reticula 16 dimensional con la cual se define 716, La invariancia mod-
ular de la funcién de particién a un lazo de la teoria requiere que la reticula que define
T'6 sea par, auto-dual y euclidiana (ver por ejemplo [30] capitulo 11). De manera usual
una reticula se puede definir utilizando una base de vectores €} de dimensién igual a ella.
En 16 dimensiones existen solo dos reticulas que cumplen con las condiciones anteriores.
Estas reticulas estdn definidas en términos de las raices de los grupos SO(32) y Eg x Eg de
manera que la teoria heterdtica puede tener a uno de estos grupos como grupos de norma.

El espectro de la teoria se construye tomando el producto tensorial de excitaciones derechas
e izquierdas. Como siempre en cuerdas cerradas se debe satisfacer la condicién de “em-
patamiento” de niveles My = Mp.
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2.3 Compactificaciones de la Cuerda Heterdtica
Los campos 10 dimensionales de la teoria son

Stper multiplete de gravedad : (GrvnNs Bun, &, Una, X/J")
Super multiplete de Norma : (Anr, Aa)s (2.24)

en donde Gy es la métrica, By un tensor anti-simétrico, ¢, ¥ara, y X son el dilatén,
gravitino y dilatino. En el multiplete de norma se encuentran los bosones de norma Ap; y
sus correspondientes norminos A, (gauginos).

Las simetrias de la teoria son demasiados grandes: super Poincaré en 10 dimensiones y de
norma SO(32) o Eg x Eg . Si queremos tener teorias mas realistas necesitamos Poincaré
en 4 dimensiones y un grupo de norma mas pequeno.

Para tener una teoria en 4 dimensiones una de las propuestas més concurridas es la de
compactificar las dimensiones extras

Ml,g X X67 (225)

M; 3 es el espacio de Minkowski en cuatro dimensiones al que estamos acostumbrados y Xg
es una variedad compacta de tamano arbitrario pero que convenientemente se supone muy
pequena. De esta forma, a escalas grandes comparadas con el radio de compactificacién
efectivamente se tiene una teoria 4-dimensional.

La primera opcién que se puede probar es Xg = 7% un toro 6-dimensional, sin embar-
go, esta lejos de ser fenomenologicamente aceptable. La razén es que de una teoria con
N = 1 supersimetrias en diez dimensiones al compactificar se finaliza con una teorfa con
N = 4 en cuatro dimensiones que ademds no es quiral, por lo que no puede contener al
Modelo Estandar. Para obtener teorias que compitan por describir el universo que parece
tenemos se busca que la teoria efectiva en d=4 solo tenga una supersimetria. Usando el
ansatz (2.25) y la condicién de N' =1 SUSY se encuentran una serie de requerimientos
([34], para revision rapida ver capitulo 9 de [3]) que debe cumplir la variedad compacta
Xg, en donde se puede compactificar y obtener algo aceptable en 4 dimensiones, éstos son:

e X4 admite un grupo de holonomia SU (3).
o Xg es una variedad de Kéhler con Ricci plano (R, = 0).

Al tipo de variedades compactas que cumplen con los enunciados anteriores se les llama
Calabi-Yau. Otro tipo de espacio en donde es posible compactificar reduciendo el niimero
de supersimetria son los orbifolios.
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Variedades de Kahler

Una variedad compleja n-dimensional (para entender bien variedades complejas se re-
comienda ver [24], [35]) es una caso especial de una variedad real 2n-dimensional en donde
se pueden definir coordenadas complejas z% y sus complejas conjugadas z% (con a = 1,..n)
de manera local.

En una variedad compleja se pueden definir (p,q)-formas con p indices holomorfos y q
indices anti-holomorfos

1 _ _ _
Wpa = i Waieapanagde®™ Ao A2 A dZ" A A2, (2.26)

La derivada exterior, ahora se compone de una parte holomorfa y una anti-holomorfa

d=0+0 (2.27)
con J p
8 = dZ % 8 = dZ dzfl . (228)

Por definicién una variedad de Kéhler es una variedad compleja, con una métrica Her-
mitiana (gmn = gma = 0) y con forma de Kahler cerrada, es decir dJ = 0. La forma de
Kéhler se define como

J = gmadz™ N dZ". (2.29)

La métrica de una variedad que cumple con los requerimientos anteriores puede ser escrita
en términos de una funciéon IC

o 0
8ﬂ5§m

Imn = (2.30)

a K se le llama potencial de Kéhler.

2.3.1 Orbifolios Toroidales

De manera general, un orbifolio se define como el cociente entre una variedad suave y un
grupo discreto de isometrias I' = X/H. En X existen puntos que no se transforman bajo
la accién de H; estos puntos fijos se convierten en singularidades de I', de forma que I’
no es en general una variedad. Debido al enfoque en teoria de cuerdas de esta tesis nos
concentraremos solo en los orbifolios toroidales.

Existen dos maneras de construir un orbifolio toroidal: 1) se puede comenzar con el espa-
cio n-dimensional R" y dividirlo por un grupo discreto S. 2) Como otra opcién, se puede
iniciar con una reticula n-dimensional A, que define un toro T™ y dividir entre un grupo

discreto de simetria.
0=R/S=T"/G. (2.31)

Las geometrias resultantes son localmente planas excepto en un conjunto de puntos sin-
gulares. Estos puntos son singulares desde el punto de vista geométrico, sin embargo, las
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teorias de cuerdas estan bien definidas ahi.

El grupo S es llamado cominmente el “grupo espacial”. Estos grupos aparecen en crista-
lografia como los grupos de simetria de las estructuras cristalograficas. Cada elemento g
del grupo puede ser escrito como la composicién de un mapeo 6 (puede ser pensado como
una rotacién) que deja al menos un punto invariante y una traslacién por v:

g=(0,v). (2.32)
La accién de g sobre un vector V € R es
V— 0V +o. (2.33)
Si h = (w,T) es otro elemento de S la composicién esta dada por
hog= (wh,wv + 7). (2.34)

Para un grupo S con elementos de la forma (2.32), el conjunto P formado por todos los
forman un grupo finito, el llamado grupo de punto. Este grupo no es necesariamente igual
a G utilizado en la definicién (2.31) debido a la presencia de roto-traslaciones (ver [36]).
A los elementos de este grupo se les llama “twist o rotaciones.

El subgrupo A que consta de todas las traslaciones se le llama reticula de S. Cada reticula
es descrita por un conjunto de n vectores A = {e]'} independientes, de tal forma que
podemos escribir v = n;e’ .

Si el grupo de punto es un subgrupo de S, entonces se puede escribir
O=1"/P. (2.35)

Considerando solo grupos abelianos, como grupos de punto validos se tiene a los grupos
ciclicos Zy, y Zyp, X L,

Zn = {0=0% |0<k<n} (2.36)
Dp X Ly = {0 =00 |0<k<n; 0<1<m). (2.37)

En las coordenadas complejas del toro el “twist“actiia como
0: (21,22,23) — (21€*™, 20€*™1 23€2™3), 0 < |v] < 1. (2.38)

Para que el grupo de holonomia sea SU(3) (y en consecuencia se preserve SUSY N = 1)
se necesita que la (3,0)-forma € del toro sea invariante, lo cual se cumple si

:|:U1 + 9 + vy = 0. (239)
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Zy, ‘ V= %(1/1,1/2,1/3) ‘

Zs 1(1,1,-2)

Z4 i(1,1,—2)
Ze—1 %(1,1,—2)
Ze_i1 1(1,2,-3)

7 f1 2. —3)
Zs_1 %(1,2, —3)
Zs_11 §(1,3, —4)
Zio—1 (1,4, -5)
VARG, %(1,5,—6)

Tabla 2.1: Generadores de los grupos de punto Z,, que satisfacen N' =1

Lpy X Loy, ‘ Un = > (Vnys Vng, Vng) ‘ U = %(le,vmmumg) ‘
Zy X T 1(1,0,-1) 1(0,1,-1)
Lo X 7y %(1,0, ) i(o,l,—l)
Zo X Ze_1 ?(1,0, 1) %(o, 1,-1)
Zo X Z6_[] 5(1,0, 1) §(1, 1, —2)
Z3 x 73 1(1,0,-1) 2(1,0,—1)
Z3 x T i(1,0, -1) i(o, 1,—1)
Ty X Ty %(1,0, —1) %(1,0,—1)
Zg x Zg 5(1,0,-1) 5(1,0,-1)

Tabla 2.2: Generadores de los grupos de punto Z,, x Z,, que satisfacen N’ = 1

En las tablas 2.1 y 2.2 se muestran los vectores v, y vy, que cumplen (2.39) para cada uno
de los grupos de punto Z,, y Zy, X Zp,

La accion de los elementos del grupo también puede ser expresada mediante una matriz
@ que actia en los vectores de la base como

feq = egQsa, (2.40)

esta matriz () tiene que ser invertible y debe tener entradas enteras. Algunas veces los
vectores de la base pertenecen a una reticula de un grupo de Lie, en este caso a @) se le
conoce como Matriz de Coxeter. La métrica del orbifolio debe ser invariante bajo la acciéon
de esta matriz, es decir

Q"9Q =y (2.41)

Sectores torcido y no-torcido

En el orbifolio existen dos tipos de estados no masivos importantes en la teoria efectiva:
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« Estados no torcidos, son los estados que existen en T correspondientes a cuerdas
cerradas y son invariantes ante la accién del grupo de punto.

o Estados torcidos, son estados que aparecen después de la aplicacién del grupo de
punto, ya que algin elemento del grupo podria identificar puntos (cerrar una cuerda)
y cumplir la condicién de frontera matematicamente

Xt(o+ 1) = gX"(0). (2.42)

Ejemplo
A continuacién se presenta un ejemplo sencillo de un orbifolio en dos dimensiones: T2/Z,

(Fig. 2.3).

Para formar la reticula 2-dimensional del toro tomamos como vectores base de ésta a
e1 = (1,0) y e1 = (0,1), ésta reticula tiene simetria bajo la accién del grupo Z4. El
orbifolio consta de todos los puntos identificados por

2t ~ 0zt + nle (2.43)

2im/4 ¢ p entero. La matriz Q es

Q:(i@. (2.44)

Los puntos fijos de orbifolio estan dados por todos los V' que cumplen

conf =e

Figura 2.3: Se muestra en gris la reduccién del dominio fundamental del toro y los puntos fijos
bajo la accién de los elementos del grupo
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Vo=V 4+l leA (2.45)

Las representaciones matriciales de 6™ estan dadas por Q". Resolviendo las ecuaciones que
surgen de (2.45) se tienen los puntos fijos mostrados en la tabla 2.3.

’ Twist ‘ Puntos fijos ‘
6', 6° 0

0> |0, 5(e1 +e2), 2(e1)

Tabla 2.3: Puntos fijos del orbifolio %j

2.4 Mobdulos

Cuando se realiza la reducciéon dimensional de los campos de la teorfa 10 dimensional,
que en general son formas diferenciales, éstos deben expandirse en una serie que contenga
otras formas de menor dimension y luego substituirse en las ecuaciones de movimiento.
De las nuevas ecuaciones que se obtienen para estos nuevos campos que surgen al descom-
poner la forma principal en 10 dimensiones se pueden extraer los modos zero, es decir los
campos sin masa que son importantes fenomenolégicamente, estos campos corresponden
a médulos de la teoria 4-dimensional ya que no tienen un valor definido.

Usualmente el operador que aparece en las ecuaciones de movimiento es el operador Lapla-
ciano A en el espacio compacto. El nimero de campos escalares d-dimensionales sin masa
por lo tanto corresponde al nimero de Betti, (Ver por ejemplo [24], [35]) b,, pues éste
determina el nimero de formas armonicas independientes en una variedad dada o la di-
mensién del grupo de cohomologia. En variedades complejas, como las de Kéahler, existe
una generalizacién de los nimeros de Betti que cuenta el nimero de (p,q)-formas arméni-
cas independientes a estos nimeros se les conoce como ntimeros de Hodge h(P9).

Por ejemplo, el tensor antisimétrico B,,, se descompone como
Byn — Buu@Bum@ana (2.46)

en donde los indices griegos son usados para referirse al espacio tiempo en d = 4 y los
indices m,n a las coordenadas en el espacio compacto. Entonces de B, se obtienen by
modos cero, de By, b1 modos que son vectores en 4 dimensiones y de B,,, se obtienen
by campos escalares. En lo anterior debe notarse que dado que la descomposicion de la
ec. (2.46) corresponde a los campos en 4-dimensiones y que los correspondientes coefi-
cientes deben ser la forma diferencial tal que en 10 dimensiones se tenga una 2-forma (en
este caso), es por eso que para By, el coeficiente es una constante o una 0-forma y para
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By, una 2-forma. En variedades de Calabi-Yau b; = 0, asi que del tensor anti-simétrico
Bjsn solo se obtienen campos escalares como modulos.

Por otro lado, la métrica se descompone como

en donde solo se tiene un modo g,,, que corresponde al gravitén en 4 dimensiones. Se
obtienen campos similares a bosones de norma si b; es diferente cero y de gn,, se obtienen
modos que corresponden a campos escalares en 4 dimensiones. Para poder estudiar mas
a detalle los campos escalares que surgen de g, es necesario estudiar sus fluctuaciones.
Las fluctuaciones de la métrica son estudiadas realizando una pequenia variacién

Imn — Gmn + 0Gmn, (2.48)

tal que se siga cumpliendo las condiciones mencionadas anteriormente
Ryn(g+dg) = 0. (2.49)

Esta ultima expresion conduce a ecuaciones diferenciales para d¢g y el nimero de soluciones
cuenta las formas posibles en las que se puede deformar la métrica preservando la topologia
y SUSY N = 1. Los coeficientes independientes de esas soluciones son los médulos y son
valores de expectacion de los campos escalares sin masa.

Como se explica en ([3]) una variedad de Calabi-Yau puede ser deformada de dos for-
mas: variando su estructura compleja (esencialmente su forma) o variando su estructura
de Kahler (tamano). Al resolver la ecuacién (2.49) se encuentra que las ecuaciones para
variaciones mixtas dgm,nz v puras dg.,, se desacoplan. A las variaciones mixtas se les puede
asociar la siguiente (1,1)-forma

10 Gmndz™ A d2", (2.50)

y a variaciones puras de la métrica §¢mn y 0gma, se les asocia una (2,1)-forma
i Qmng " Pdgpgdzt A dz™ A dZ, (2.51)

Qunn es la 3-forma holomérfica. Debido a la correspondencia anterior el ntimero de médu-
los de Kihler y de estructura compleja estan dados por A:D y A2 respectivamente.

Los moédulos provenientes de la métrica, en varias compactificaciones de teorias de cuerdas
en donde existe el tensor anti-simétrico By, suelen juntarse con los médulos provenientes
de éste ultimo y forman moédulos complexificados

Tj =7+ ibj. (2.52)

Los médulos de estructura compleja ya son nimeros complejos.
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En compactificaciones en orbifolios ademds de los médulos que provienen de las varia-
ciones a la métrica, existen los médulos "twisted” o torcidos que estan en correspondencia
con los puntos fijos del orbifolio, de manera que se tienen un nimero grande de médulos
totales si el orbifolio tiene muchos puntos fijos.

El espacio de médulos de estructura compleja y de Kéahler forman una variedad de Kéhler;
es por eso que se les puede asociar un potencial de Kéhler IC el cual resulta ser la primera
contribucién al potencial de Kéhler necesario para describir la teoria en supergravedad.



Capitulo 3

Obtenciéon de Mddulos de Kahler
en Orbifolds

3.1 Ejemplo en 2 dimensiones

Para ejemplificar en su forma maés sencilla el calculo de médulos en un orbifolio, se comienza
con un ejemplo 2-dimensional, el cual se empez6 a trabajar en el capitulo anterior: T2 /7Z;.

En un toro 2-dimensional se pueden definir las siguientes formas complejas:
dzNdz, dz, dz;

de modo que A1) = p(1L0) = O — 1 En el orbifolio definido por T?%/Z, , se tiene
que h(HD =1, sin embargo, R(10) = p(O1) = (. Se tiene entonces un solo médulo y es de
Kahler. Para encontrar la forma en que se parametriza éste con respecto a los radios y
angulos que definen la base de vectores del toro primero es necesario encontrar la métrica.
Esta métrica tiene que satisfacer la ecuacién (2.41). Las restricciones puestas por el grupo
Zy4 en el toro para formar el orbifolio permiten que esta métrica sea muy sencilla

R? 0
Las coordenadas complejas también pueden ser halladas fiacilmente

z =2 +iz?, (3.2)

y la métrica hermitiana es g,; = R?. Es esta tinica componente de la métrica de Kéhler el
modulo de Kéhler del orbifolio.

23
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Z, A0 [ RO

Z3 9 0
Zy 5 1
Ze—1 5 0
Le—11 3 1
L7 3 0
Zs—1 | 3 0
Ls 11 3 1
Zao—1 3 0
Zao—11 3 0

Tabla 3.1: Numeros de Hodge en el sector no-torcido para los orbifolios formados con Z,,

T X Ly, | KBD [ D ]

ZQ X ZQ 3 3
Z2 X Z4 3 1
ZQ X ZG_[ 3 1
ZQ X ZG—II 3 0
Zg X Zg 3 0
Z3 X Zﬁ 3 0
Z4 X Z4 3 0
Z@ X Zﬁ 3 0

Tabla 3.2: Niimeros de Hodge en el sector no-torcido para los orbifolios formados con Z,, X Z,,

3.2 Mobdulos geométricos del Orbifolio IZ;:

Para definir la accién que Z7 tendra sobre las coordenadas complejas con las que se define
la red del toro, se requiere encontrar el vector que cumple con la ec. (2.39). En Z7 hay un
solo vector que cumple (tabla 2.1) y es v = (1/7,2/7,—-3/2).

Para saber el nimero de médulos de Kéhler presentes, basta contar el nimero de (1,1)-
formas invariantes definidas en T bajo las transformaciones del grupo Z7. En un toro
6-dimensional se pueden definir 9 (1,1)-formas, sin embargo al formar el orbifolio solo 3
contintian siendo invariantes,

dzt ANdzY, dz2? A dZ2, d2B A dE (3.3)

se tienen entonces 3 modulos de Kéahler. Para saber si existen mdédulos de estructura com-
pleja se necesita contar las (2,1)-formas invariantes bajo la accién de los elementos del
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grupo, en este caso no existen (2,1)-formas invariantes por lo que la estructura compleja
esta totalmente determinada.

La matriz que define la transformacion de los vectores (los vectores fueron tomados del
programa Orbifolder [37]) de la base que forman la reticula del toro es

O O O O O
OO OO
O O O = O
O O = O O
O = O O O
_ o o O O

-1 -1 -1 -1 -1 -1

Para encontrar la métrica del orbifolio, recurrimos a la ec. (2.41) y resolvemos. De la
ecuacion ec. (2.41) se obtienen 21 ecuaciones las cuales no son todas independientes y las
que nos dicen como se relacionan las componentes de la métrica. Para este orbifolio la
métrica debe ser escrita en términos de tres componentes:

g1 g12 913 —Y —Y 4gi3
gi2 911 gi12 913 —Y —Y
g= 9_13 g12 911 912 413 Y ’ (3.5)
Yy 913 G912 4gi11 G912 413
—Y 912 G913 G12 9g11 912
913 —Y —Y g13 gi12 g1

con y = %(911 + 2912 + 2¢13). Parametrizando la métrica en términos de las longitudes de
los vectores base y los angulos entre ellos

gij = <6¢, €j> = RZR] CcOs 9” (36)
La métrica es entonces:
1 cosfiz cosbBis T T cos 013
cos 012 1 cosfi2 cosbi3 x T
2 | cosbiz  cosbiz 1 cosfia cosBi3 T
9="F cosf13 cosfia 1 cosfia cosbiz |’ (3.7)
T cosf@ia cosBiz cosbia 1 cos O12
cos 013 T T cosfi3 cosBi2 1
con x = —1/2(1 + 2cos b2 + 2cosby3). Para encontrar la forma en la que los médulos

de Kéhler dependen de los radios y los dngulos entre los vectores de la red del orbifolio
se deben encontrar las coordenadas complejas en las cuales el “twist” actia diagonal y
después encontrar la métrica compleja. Utilizando

QT zj = z;e*™i (3.8)
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y suponiendo una forma general
Zj = aj;T1 + Qj, T2 + Ajs T3 + A5, T4 + Ajs T5 + GjsTe (3.9)

se pueden encontrar las coordenadas complejas. En este caso se tiene que:

a = alz+ 27/ T 4 AT T gy 4 O T o/ Ty 63”i/7x6) (3.10)
zog = bz + AT gy — ™ Ty — O™ Ty, 4 2T Ty 4 66”i/7$6) (3.11)
zg = c(x] — ™Mo + 2 g — 3™/ Ty 4 AT Ty 65”i/7x6). (3.12)

Haciendo las constantes a = b= c = W por cuestiones de normalizacién, las coorde-
nadas complejas que describen el orbifolio son las siguientes

1 . . A . .

A= e (Pt Xy + ™ g + 57 Twy — ™y — ™/ Tzg)  (3.13)
1 . 4 4 . .

2 = 61/675/12’(331 + et Mgy — ™/ Tag — ™ Ty 4+ 2 5 4 5™ T06)  (3.14)
1 . 4 . . A

23 ($1 o 67”'/7282 +€27r7,/7$3 - e3*7r1/7x4 + €4m/7$5 - 657”/7.%,6)_ (315)

61/675/12

Ahora para determinar la métrica compleja, sabemos que
gijd:pi ® da) = gﬁdzi ® dz

Resolviendo las ecuaciones que se siguen de la igualdad anterior usando la métrica real y
las coordenadas complejas, se encuentra que las componentes de ésta métrica son

R2 T T 3mi T T T
g = m[(félJrGe T 8”7 4 5e®™/T — 6™ /T 4 6”7 — 7e577)
— Te2mi
+ (4 _ 667”'/7 + 8627ri/7 _ 8637\'1'/7 + 4647ri/7 _ 8657\'1'/7 + 4667ri/7) cos B9
+ 2637”‘/7(72 + 671'2'/7 + e27‘ri/7 o 2637T'£/7) oS 913] (316)
R2 T T T T 57i ST
9 = G o 77y 10— 6e T4 3e>™T — 6e®™ /T 4 72T 55T 4 65T
— Te2mi
— 22— 3e™T 4 42T _ 9BTIT | AT _ g obmi/T L 4 57Ty g0,
+ 2(1 o 6271'2'/7 + e37r/'7 + e47r'L/7 + e571'7,'/7 + 6677'2/7) cos 915] (317)
R? )7 2mi )7 3m/7
933 = (76 + 561”'/7 _ 4627”'/7 + 3631“'/7 _ 2647”'/7 + 657”;/7) [(_3 + 3e - 3e +2e
647\'1'/7 + 6571'1'/7 _ 667r/7) + 2(1 _ 637\'1'/7 + 2647ri/7 _ 2657\'1'/7 + 6671'1'/7) cos f1a

+ 2T (—1 4 €*™/7) cos 0y3]. (3.18)

Los médulos de Kéhler se leen directamente de escribir la ec. (2.29)

hay
iJ = Tw, (3.19)
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se necesita entonces una base real w; de 2-formas, si escogemos la base real que forman
directamente las (1,1)-formas invariantes de la eq. (3.3)

w! = idzx ANdA (3.20)
w? = idzg Adz (3.21)
w? = idz Adz, (3.22)

los médulos seran directamente las componentes de la métrica compleja:

T = 911 (323)
T3 = (¢33 (3.25)

Los médulos en su forma complexificada se obtienen al agregar una parte correspondiente
a la 2-forma B que tiene el mismo nimero de pardmetros libres h; 9) que Gap, como se
escribi6 en ec. (2.52). Otra forma usual de definirlos es

=7+ (3.26)

Es importante mencionar que existe un modelo de la teoria heterdtica Eg x Eg compacti-
ficada en este orbifolio (T%/Z7) que al agregar una linea de Wilson y un vector de “shift”

estandar rompe el grupo de norma original, y dentro de los grupos en los que se rompe se
encuentran los del Modelo Estandar de particulas SU(3) x SU(2) x U(1),, los detalles del
espectro se encuentran en el apéndice A.

3.3 Mobdulos geométricos para algunos otros Orbifolios

3.3.1 TG/Zg X Zg

El orbifolio formado con Zg x Zg tiene 3 mdédulos de Kéahler y no tiene médulos de estruc-
tura compleja.

[A] 7 l ™ l 7 |

’1‘ 2173 3576 2 ‘ 213.356R§ ‘ 213.356R§ ‘

[ 2 [ =35 .2"5(—R? + R% cos 024) | 37/6 . 213 R2 \ 3176 2'3(RY + 2R3 cos 024) \
I e R R e (e o)

[ 4] 2173 . 35/6 g2 |  2'°.3°°BR}-R3-R}) | 2173 . 35/6 p2 \

’ 5 ‘ 21/3 .35 6(R§ + 2R? cos 012) ‘ 21/3 . 3% 6(R% + 2R? cos 014) ‘ 21/3 .35 6(R§ — 2R? cos 612 — 2R? cos 014) ‘

Tabla 3.3: Médulos de Kéhler 7; en Zsz X Zs
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, s 6 . .
Todas las reticulas con las cuales se puede hacer un orbifolio ﬁ, sin roto-traslaciones
se encuentran en [36] y en total son 5. Los vectores de la base que forman estas reticulas

se pueden encontrar en los archivos de geometria del programa Orbifolder [37].

El ntimero de médulos de Kéhler en estos orbifolios es 3, no se tienen médulos de es-
tructura compleja de tal forma que se tienen sélo 3 parametros libres. En la tabla 3.3 se
observan las parametrizaciones de los médulos en términos de los radios y dngulos de los
vectores que conforman la red de cada orbifolio para las cinco reticulas con las que es
posible formar el orbifolio. En la primera columna se encuentra el nimero de reticula tal
como se encuentran enumeradas en los archivos de geometria del programa orbifolder. Se
observa también, que el tnico orbifolio factorizable es el correspondiente a la reticula 1.

En el apéndice B se pueden ver los detalles de cada orbifolio.



Capitulo 4

Potenciales de Kahler a partir de
amplitudes en cuerdas

4.1 Interacciones y operadores de vértice

Hasta ahora hemos descrito solamente cuerdas libres; sin embargo, las cuerdas también
pueden interactuar para dar lugar a estados finales de cuerda que podrian ser diferentes a
los iniciales. Al utilizarse el formalismo de primera cuantizacién en teoria de cuerdas las
interacciones tienen que meterse a mano, es decir, se tiene que decidir que es lo que se le
permite hacer a la cuerda y después describirlo. Una cuerda por ejemplo podria partirse
en dos o viceversa, dos cuerdas unirse y formar una sola. Ya que la teoria heterdtica es
de cuerdas cerradas y orientadas el proceso descrito anteriormente es el inico que puede
llevarse a cabo y por tanto las interacciones da la cuerda heterética son determinadas en
su totalidad por la amplitud de probabilidad de una cuerda de “partirse en dos”.

Para calcular la probabilidad de que cierto proceso ocurra, al igual que en teoria de campos
es necesario conocer la amplitud de dispersiéon de éste. Esto también nos permite construir
una accion efectiva a nivel de teorias de campos.

La amplitud de probabilidad de que una cuerda en una configuracién dada Xfm- cial(Tis 0)
se propague a otra con configuraciéon X}maz(T,U) en 7 = 7, es simplemente (como en
cualquier teorfa cudntica)
A M) | v

<X}inal(0—)‘e (s T)| ;nicial(a» (41)
en donde H es el operador de traslaciones en 7. El propagador anterior puede ser calcu-
lado de otra forma: como una integral funcional sobre todas las configuraciones posibles
X*(1,0) pesadas por la accién de la cuerda. Por ejemplo, para calcular la amplitud de que
una cuerda se rompa en dos estados de cuerda solo se necesitaria calcular la integral fun-
cional sobre la superficie con la topologia que ejemplifica el proceso (ver [29, 30, 38, 33]).

29
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A nivel “arbol” entonces, la dispersién de cuerdas estard dada por la integral sobre todas
las hojas de mundo en donde los cilindros de cuerdas al final se reducen a puntos sobre
una esfera (ver 4.2) . La manera en la que se distingue un proceso de otro es a través de

.

Figura 4.1: Dispersion de estados asintéticos de cuerdas, la hoja de mundo es equivalente a una
esfera con cuatro inserciones en diferentes puntos (Imagen tomada de [39])

la topologia de la hoja de mundo. En un proceso que en una teoria de campos usual seria
a nivel arbol, en cuerdas la topologia de la hoja de mundo puede reducirse a una esfera,
mientras que un proceso a un lazo la topologia de la hoja de mundo que describiria este
proceso seria la de un toro. Para incorporar todas las posibles interacciones es por tanto
necesario sumar sobre todas las posibles topologias de la hoja de mundo que puedan tener

estos procesos.

Figura 4.2: Diagrama equivalente en cuerdas a un diagrama de Feynman a un lazo (Imagen tomada
de [39])

Antes de explicar como se calculan explicitamente las interacciones en cuerdas, es necesario
hacer una serie de cambios de coordenadas para obtener una descripcién en coordenadas
complejas (z, z) y asi trabajar més facilmente en la teoria de campos conforme en la hoja
de mundo. Primero es necesario hacer una rotacién de Wick en la coordenada 7, it — o2,
de manera que en la hoja de mundo se tienen coordenadas (o!,0?). Después, es usual

cambiar a coordenadas w y w definidas como:

w =0’ +ioc' =i(r — o) (4.2)
2

w=o* —ioct =i(r — o). (4.3
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Conviene de hecho, hacer una transformacion mas de coordenadas que en caso de la cuerda
cerrada mapea el cilindro (hoja de mundo de la cuerda cerrada) en el plano complejo; esta
transformacién es

z=e". (4.4)

En términos de la coordenada z el tiempo corre radialmente, de modo que el orden tem-
poral ahora estd dado por la norma de z, |z|, siendo el origen el pasado remoto (—o0).
Bajo estos cambios de coordenadas los modos izquierdos pasan a ser funciones holomérfas
(por ejemplo X1 = X1.(2)), y los modos derechos funciones anti-holomorfas.

Aunque, en principio uno podria calcular cualquier amplitud de dispersién en cuerdas
mediante el uso de técnicas del cdlculo funcional, el método con operadores es méas usados.
La teoria de campos en la hoja de mundo, en dos dimensiones, tiene una simetria que no
es usual en todas las teorias de campos, esta simetria es la simetria conforme (invariancia
ante el grupo conforme de transformaciones). Una de las caracteristicas més importantes
de estas teorias de campos es la existencia de un mapeo entre estados cuanticos y oper-
adores. El mapeo estado-operador [40, cap. 5 y 6] es un isomorfismo y se trabaja facilmente
en teorias libres como la teoria en la hoja de mundo de la cuerda, éste nos dice que cada
estado cudntico |=) tiene asignado un operador @ que lo representa.

Para definir una integral de camino es necesario especificar el estado inicial (en el pasado
remoto) de los campos, en las nuevas coordenadas z esto equivaldria a especificar el valor
de los campos en el origen. Esto define un operador local conocido como operador de
vértice asociado con el estado. Los operadores de vértice Vz son operadores definidos en
la hoja de mundo, que representan la emisién o absorcién de un estado de la cuerda |=)
en un punto de la hoja de mundo. En cuerdas cerradas se definen en el interior de la hoja
de mundo y en la integral funcional entran de la forma [ d?zVz(z, z) ya que no se tiene
un punto especifico de insercién.

Para la cuerda bosénica se tiene por ejemplo, la correspondencia entre el siguiente es-
tado y operador: '
|0; k) =: & X(00) (4.5)

:: significa operadores en orden normal conforme [29]. En la cuerda heterética, los op-
eradores de vértice estdn dados por productos de vértices de la supercuerda derecha y
vértices de la cuerda bosénica izquierda.

Un elemento de matriz de la matriz S, es dado entonces por

o [dGdX] S[G,X]n/z (ks 3
S]l7"y]n - dlff % Weyl 71;[1 d Z‘/Ji (k“Z,Z), (46)

Topol oglas
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en donde dG significa que se debe sumar sobre todas las posibles métricas (sobre la hoja de
mundo), sin embargo, debido a la simetria ante transformaciones de Weyl y difeomorfismos
se debe tener presente que solo se deben tomar métricas no relacionadas mediante las
transformaciones antes mencionadas y es por eso que hay que dividir entre el volumen de
estos grupos.

4.2 El potencial de Kahler para los mdédulos a partir de
amplitudes

El potencial de Kéhler para los campos modulares es a segundo orden
K =K(M, M)+ G, 5(M, M)®®° + ..., (4.7)

en donde M y M denotan los médulos de Kéhler y de estructura compleja y sus respec-
tivos conjugados. Los campos % son campos de materia del orbifolio.

La parte solo dependiente de los médulos geométricos K ha sido obtenida de varias formas.
La forma mas simple es utilizando argumentos geométricos aprovechando el hecho de que
los espacios de médulos de Kéhler y de estructura compleja forman cada uno una variedad
de Kéhler con una métrica de Kéhler definida y al que por lo tanto se le puede asignar un
potencial de Kéhler que coincide con el potencial de éstos como campos escalares. Otra
forma es calculando las amplitudes de dispersion de 4 médulos y comparando con las am-
plitudes en SUGRA. Para calcular la métrica G, 5(M, M) también se requiere de conocer
las amplitudes de dispersién y de compararlas con SUGRA, solo que ahora se necesita
la amplitud de dispersiéon de 2 mdédulos y 2 campos de materia de los diferentes campos
que se pueden definir en un orbifolio. En general, para orbifolios con solo tres médulos
de Kéhler esta forma se conoce y se comprueba mostrando la invarianza modular de K.
Entonces, trataremos de ver la forma que se obtendria para orbifolios de manera general
y no solo con 3 médulos pues existen estos casos. Si se quiere saber el K a mas ordenes es
necesario calcular a mas 6rdenes amplitudes de dispersion.

4.2.1 Amplitudes de dispersion de 4 mdédulos

Primero se calcularan las amplitudes de dispersiéon de 4 médulos, para esto es necesario
conocer los operadores de vértice que corresponden a éstos.

En toda compactificacion de la teoria heterdtica de cuerdas en un orbifolio toroidal, como
se vio en el capitulo anterior, siempre aparecen 3 médulos de Kahler correspondientes a la
diagonal de la métrica g,; de la variedad en donde se compactifica, los estados correspon-
dientes son de la forma

M) = b7, [0 a4 [0) ., (4.8)
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con r = 1,..3 que etiqueta al médulo con respecto a g; (911, --923), de igual manera 7 eti-
queta el plano al que corresponde, por simplicidad r = %(azz —ix;+1) con i en la dimensién
compacta (Si el orbifolio no es factorizable se pueden reetiquetar los planos invariantes de
manera que se tenga esa forma).

Para un estado como ec. (4.8) el operador de vértice correspondiente es
1 . .
Vo(Me, k, 2, 2) = (0-Xg + Yk - Yp)et XrRY XT XL (4.9)

La amplitud de dispersion de 4 campos modulares en el formalismo Hamiltoniano y a nivel
arbol ! estd dada por

A(Mg, My, ME, M) = /d2 My, —ks|Vo (ML, ki, w, ) Vo(Ma, ky, 2,%)| My, ko), (4.10)
que sustituyendo los operadores de vértice y sus conjugados

A(M, My, ML M) = — /CF Mo, —ks|Vo(MY, by w, 0) Vo (Ma, ki, 2,7)| My, ka). (4.11)
7

Una parte que es comiin para todas las amplitudes de dispersién a nivel arbol es la parte
que corresponde a las exponenciales, que se puede separar ya que solo contienen elementos
en las direcciones del espacio-tiempo. De esta forma, es correcto calcular aparte la funciéon
de correlacion de las exponenciales [41]:

(eikl' (21,21) gik2-X (22,22) H |z — -|O‘lki'k.7'7 (4.12)
1<J

ademds, se sabe que es posible fijar 3 operadores de vértices en cualquier punto [29] (es
equivalente a dividir el volumen de los grupos de simetria que aparecen dividiendo en la
ec. (4.6)2 [29]), si elegimos 23 — 0, 20 — 00 y w — 1 (se mantendra w hasta realizar las
integrales) tenemos,

/ / ’
[ — 2| 1k Kaks || ks, (4.13)

Esto puede ser escrito en términos de las variables de Mandelstam usuales en teoria de
campos:

—(k‘l + k2)2 = —2kq1-ko = —2k3- k4

= —(]4}1 + k‘4)2 = —2k1-ky = —2ko- k3
— (k1 + k3)? = —2k;- k3 = —2ko- ky.

1Se emplea este método porque es més sencillo, a nivel de integral funcional este célculo serfa equivalente
a calcular solo sobre la esfera
2 Ademés es necesario considerar el jacobiano de la transformacién que llevo a esos puntos.



4.2. EL POTENCIAL DE KAHLER PARA LOS MODULOS A PARTIR
DE AMPLITUDES 34

De esta forma se tiene, con a = 1/2 que
A(Ma, My, M}, M1) = i /szw*S/Bz*“/é‘(z )t/ 58 (5 )t/
T 5 T s 1 T s el
(M.|0aX50:X5|My)  x ((Mc|8@XRE)gXR|Mb) — (MWW My )k kﬁ<Mc|\pRa\pRﬁ|Mb>)(4.18)

Para que la amplitud anterior sea distinta de cero, se requiere que a = dy b = ¢, o
a = b= c=d, es decir, que dos mddulos estén en el mismo plano o los cuatro en el mismo.
Para el primer caso, el cdlculo es mas sencillo.

Si a = d (que tomaremos como plano 7) y b = ¢, los valores de los correladores de la
ec. (4.18) son

(My|0p X[ O XT | M) = Gowe (4.19)
(M|, X50. X | My) = (_1w> (4.20)
(MWW |My) = —(le), (4.21)
(M| U o U | My) = (w"‘iﬁz). (4.22)

Para conocer entonces el resultado es necesario calcular:
1
A(Ma,Mb,Mg,Mg) = E/dzzw_s/gz_“/g(z —w) "By /Bw/8(z — )T
1 1 t 1
X ( + L ) . (4.23)

(z—w)2 \(z —w)?  8(z—w)?

La integral anterior es ficilmente llevada a una forma bien conocida (ver apéndice) en
términos de funciones gammas, esta integral es :

1
E/d%\zrau APl — ™ = (1) F(1+n+a/2)T(1+m+ /3/2)r(7117 n—m-z(@+p) (4.24)
™ I(=a/2)0(=B/2)T(2 + 3(a + B))
Ahora, recordando que w = 1 el resultado final es
ra- ra-— ra-—t
Ay My M ) = 20 LU= /9L — s 9T = 68) (4.25)

© 32t (1 +u/8)T(2 +t/8)I(1 + 5/8)

Si los 2 médulos estdn en el mismo plano r, es decir si a = b = ¢ = d, la amplitud tiene un
valor diferente, pues ahora existen operadores que pueden actuar en los estados externos,
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cambiando los correladores por:

(Mo|0a X[ 0:X]|My) = wzzj(izfz_)Qw), (4.26)
(M0 XFOXFIM) = (127)
(Mo |VRWR|IM,) = —i(z_lw) (4.28)
(M| o W ps|M,) = %. (4.29)

Sustituyendo los correladores anteriores,

A(My, My, M} M) = 4i /d2zw—5/8z—“/8(z —w) "By /Bzu8(z — )8
7r
_2 (5 _ o
w_—|—2_z(z_ W) ( 1 tw 1 ) (4.30)
z22(w — z)? (z—w)?2 8z (z—w)?

Para conocer A es necesario entonces realizar dos integrales:

1
Al _ Z d2zw75/827u/8(z . w)ft/872,@75/827u/872(2 - w)ft/872(ﬂ)2 + 22(2 o QI))),
v
t
A, = — /d22w75/8+127u/871(z —w) "B 232 (7 ) THE 2 (1 — 2w3).
- am

(4.31)

Las integral anteriores nuevamente se pueden llevar a la forma de la ec. (4.24); para esto
es necesario igualar algunos exponentes, lo cual se logra expresando los términos como
derivadas totales y el término extra en la derivada total. La derivada total no contribuye
a la integral y el resultado es

—s2(u? + 12 —8s) T(1 — u/8)I'(1 — s/8)'(1 —t/8)
256ut (24 u/8)T(2+t/8)(1 + s/8)

A(Mqy, Mg, M1, M) = (4.32)

En un orbifolio con méas de 3 médulos de Kéhler, de manera general se puede escribir una
matriz de moédulos, que en la base adecuada coincide con g;5,

My Mz M;
M =1 My; My My (4.33)
Mgy Mgz Mg

Los estados correspondientes a estos mdédulos son de la forma

‘MaJ> = bil/2‘0>Rai1’0>L7 (434)
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en donde a y d etiquetan uno de los tres planos a = %(xj — izjy1) y su conjugado

d= %(wj +ixj41). Sus operadores de vértice son
1 . .
Vo(Maz, b, 2, 2) = (0 Xy + 5 Wi - @ r)eFXRYZXC kXL (4.35)

Las amplitudes entre los médulos no pertenecientes a la diagonal de la métrica de Kéahler
son diferentes a las que se han mostrado anteriormente. La amplitud por ejemplo

1
A(Mua, Mia, (M), (o)) = [ /88 ) t/Sqms/8 55z — a0
w? +2z(Z — w) 1 t 1
— 4.
ST ((z—w)2+8(z—w)2> (4.36)

es igual a

A(Maa, My, (Mya)T, (Maa)t) = ( s(8+1) 8u> P(1—u/8)T(1 — s/8)I(1 —1/8)

32(u+8) ' 32t) T(1+u/S)T(2+t/8)T(1 + s/8)’
(4.37)

mientras que

—s2T(1 — u/8)T(1 — s/8)I'(1 — t/8)
32t T(1+u/8)0(2+/3)D(1 + 5/8)

A(Mag, M

ab’ (MaE)T> (Ma&)T) = (4.38)

Ademés, también se tiene que el valor de las amplitudes para el caso de tres médulos se
obtiene ahora en méas casos
20,2 4 42
- +12 — 8s) T(1 — u/8)T(1 — s/8)T(1 — t/8)
A Ma& MaEL Ma& f Ma& f = - i (u {4.
(Maa, Maa, (Maa)', (Maa)') otu(ut 8 T+ u/RT2 /st sm Y
32usT(1 —u/8)T(1 —s/8)T(1 —t/8)

A(Mg, Moe, (Mae)', (M) = t T(1+u/8)(2+t/8)T(1+s/8) (4.40)

Juntando todas las amplitudes diferentes de cero en una férmula general,

) 1T —u/8)T(1—s/8)I(1—t/8
A(Mae, Myf, (Mcg)T, (Myp)") = 32T(1 + u/8)T(2 + t/3)0(1 + 5/8

(8+1) st
W(S(Sbc(saddf@ (0270 75] + Eéac(sbd))- (4.41)

) us
) (65,;5];@6@0151,67

+35ac5bd5g;}5f§ + 5]?;3(55@
El término con ¢ entre corchetes significa que también se tiene que cumplir esa condicién.

Para poder comparar con Supergravedad, es necesario tomar el limite de bajas energias
de cuerdas (el cual debe coincidir con SUGRA si es cierto que es el limite de la teoria),
es decir, se debe tomar |s| < 1, |[t| < 1y |u| < 1y orden cuadrético en los momentos. El
limite de las funciones gamma I' es sencillo en este caso, y calculdndolo

o D= /8L = s/8)T(1 = 1/8)
sl 1 Tel<<t T(1 + u/8)T(2 + ¢/8)T(1 + 5/8)

=1. (4.42)
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A bajas energias entonces se tiene
A(Mag, My, (Meg)t, (M g)1) = (5eh5f95 d5bc 4 $0ac0bdd570 75 +

5fﬁéé§(35b06ad[6éﬁafg] + E(Sacébd))' (443)

Comparacién con las amplitudes en SUGRA

Para conocer la forma general del potencial de Kéhler es necesario comparar con las
amplitudes de SUGRA. En SUGRA las amplitudes de dispersiéon para un orbifolio con
una matriz de moédulos de Kéahler M, ; es [9, 7]

1

A(Maé) be’ (Mcg)T, (Mdfz) ) 32

us
(50t + S ducbadihsy, + 50,1 e (00))

(4.44)
La métrica de Kéahler para las moédulos a segundo orden se puede aproximar como

gbf,cg(M7 MT) = 5bc5fg + gbf,cg;j;;lmMjlemT + ... (4.45)
De comparar las amplitudes en SUGRA y en cuerdas se tiene

91 g (M M) = 84055 + Mo Myl 875 + MigM -6y (4.46)

en donde se ha usado la convencién de la suma de Einstein. La forma de I se obtiene
2K

recordando que gy 7 ; = 5.
g = om] 70Meg

Forma final del K

Si se realiza la siguiente redefinicion holomorfa en los médulos de Kéhler, el potencial
se podra expresar de una forma en la que se ve como un potencial modificado por una
transformaciéon de Kéhler. Esta redefinicién es

1+ Ta
1-T,
Para orbifolios que solo contienen los tres médulos correspondientes a la diagonal, es muy
facil ver que el potencial estd dado por

K=- 1n(T1 -+ Tl)(Tg + T2)<T3 + Tg) . (448)

M, —

(4.47)

Para orbifolios con un nimero mayor de médulos, siguiendo la légica de la referencia [6],
no es dificil suponer que esta expresion puede ser simplificada a

K=—In det(Tij + TZ]) , (4.49)

en donde Tj; es la matriz de médulos.
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4.3 Amplitudes de dispersion entre médulos y campos de
materia

4.3.1 Sector no-torcido

En el sector no-torcido, las cuerdas asociadas a los campos de la teoria efectiva no estan
localizadas, por lo que tienen menos restricciones para interactuar entre ellos. Sin em-
bargo, las simetrias de la teoria (locales y globales) determinan si las interacciones entre
los campos elegidos estan permitidas o no, es decir, si las correspondientes amplitudes son
diferentes de cero o no. De particular relevancia para la teoria de supergravedad (SUGRA)
resultante son las interacciones entre los campos modulares M y los campos de materia ®,
yva que estas determinan el potencial de Kéhler, es decir, la normalizacién de los términos
cinéticos de los campos de la teoria efectiva.

La amplitud de dispersion de dos campos de materia ® en el sector no torcido y dos
moédulos M estd dada por:

1 _ _
A(Ma,cbg,((I)v)T,M;-) = E/d%@)wkg%(M}, ka,w, 0)Vo(Ma, k1,2, 2)|®s, k). (4.50)
La forma de los estados asociados con estos campos en el sector no-torcido son
|®-) o b11/2|0>R, (4.51)

en donde se escribié proporcional debido a que en el sector izquierdo que no se escribe
estan osciladores que crean los niimeros cuanticos del grupo de norma para el estado. La
amplitud de dispersién esta dada por

A(M,, @5, (), MT) = A2 2w B8 (g —w) B B8 (7 — ) T/E

d 4

r S T s 1 r s a
(®,100 X5 0-X5|®5)  x (<q>7|awaang|q>,3>—1<<1>W|\1:R\1:R\<1>5>k kﬂ<¢w|wRawRﬁ@B>)(452)

Para que A sea diferente de cero, claramente a = d, lo que significa que un médulo no
puede convertirse en otro médulo durante el proceso, de la misma forma v = . Si sucede
lo anterior la amplitud de dispersién arroja el mismo resultado que ec. (4.25) Se obtiene
otro resultado si por ejemplo, a = d = v = (; esto significa que el campo de materia esta
en el mismo plano que el médulo.

Ya que los campos en el sector no-torcido cumplen las condiciones de frontera usuales,
los correladores anteriores se calculan utilizando las expresiones para X y W que son solu-
ciones a las ecuaciones de supercuerdas con condiciones a la frontera de cuerda cerrada.
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Los modos para el sector derecho e izquierdo estan dados entonces de forma usual

O:Xp = > apz ' (4.53)

0: X7 = i oz (4.54)

Uy = mzsooas_,,z_lp_r, (4.55)
Z+1/2

UR o= > af (4.56)
Z+1/2

y calculando con estos los valores esperados en la ec. (4.52), se tiene:

(©]05 X70:X]|®,) = G—a)? (4.57a)
(|00 X0, X5D,) = (Z_lwy (4.57b)
(@, W0y = Y (4.57¢)
L T Tl (4.57d)
Sustituyendo en la amplitud (4.18), se obtiene
A(Ma,CI)a,CI)g,Mg) = /d2zw_s/8z_“/8(z—w)_t/gw_s/gé_“/S(E—u?)_t/g
w=om * (Gmor Tsremap) (459

Realizando las integrales, la amplitud queda finalmente como:
toahy L u  (s=8)\I'(l—u/8)I'(1—s/8)I'(1-1/8)
AMa, @q, ®a, My) - = 4° (t(t +8)  8(t+8)) I'(1+u/8)T(2+t/8)[(1+ s/8)
—s*T(1 —u/8)T(1 - 5/8)L'(1 —t/8)
32t T(1 4+ u/8)(2+t/8)L'(1+ s/8)"

A(M,, ®,, ®L, M)

(4.59)

Ahora, si se tienen més de 3 médulos |Mge) en el orbifolio, s6lo basta observar la forma
de estos para concluir que amplitudes seran cero y cuales no, ya que en las amplitudes
anteriores se han calculado todos los correladores necesarios. Las diferentes de cero daran
resultados como los anteriores.

B —s2T(1 —u/8)0(1 — 5/8)T(1 — t/8)
A(Mgz, @, (®p)T, (be)T) = 0gp0yadss 32t T(1+u/8)T(2 4 /)L (1 + s/8)’

“us I'(1—u/8)I'(1 —s/8)['(1 —1/8)
I32tT(1+u/8)T(2+4t/8)T(1 + s/8)

A(Mae, q)'yv((I)B)T’(be)T) = 55’75‘155

(4.60)
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Escribiendo los resultados anteriores en una férmula general,

1

A(Mae, @, (®p)T, (Myp)T) = 390F (5575@? + S%a@@b[%ﬂ}) LU= w8 = o/ — 1/8)

F(1+u/8)I'(2+t/8)I'(1+s/8)

(4.61)
Para poder comparar posteriormente con SUGRA es necesario obtener el limite de bajas
energias, es decir |s| < 1, [t| € 1y |u| < 1y orden cuadrético en los momentos. El limite
del término que contiene las funciones Gamma es

(1 — u/8)D(1 — s/8)0(1 — t/8)

1 4.62
N1+ u/8)T(2+t/8)I'(1+ s/8) ’ ( )
de tal forma que a bajas energias en teoria de cuerdas
+ + 1 us
A(Maz, @, (Pg) ,(be) ) = 3—25€f 5575(15,7 + 50~a08b[045] | - (4.63)

Comparacion de amplitudes con SUGRA y la métrica de Kahler

En teorias de supergravedad han sido calculadas ya las amplitudes de dispersién entre
2 campos de materia ordinarios y 2 médulos de Kéhler (lo mismo vale para médulos de
estructura compleja), es decir médulos que por si solos forman una variedad de Kéhler, y
es precisamente apoyandose en este hecho la forma en que se calculan. De este modo, en
SUGRA [42, 7]

1 us
(f&abééf*&y@ + SGWB;aévbf(O’ 0)) (4.64)

A(Mae, D, (<I>5)T, (be)T) = 39\ ¢

Ahora, si se expande la métrica de Kéhler

v &b
G 5(M, M) =05+ G j,0,7M* (M), (4.65)
De comparar la amplitud en cuerdas y en SUGRA se puede concluir
La métrica de Kéhler para los campos en el sector no-torcido es entonces
G5= 0.5+ 8700 M e (MPT)1, (4.67)
En general, si se tiene un orbifolio con 9 moédulos de Kahler,

Gy = 14 M Mpdrp =1+ Myj Mg+ My5M5 + MyzM3 (4.68)
Gy = 1+ MQi]\ffzé + Mzi]\?ﬁ + M23]‘f-f2:§ (4.69)
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En la ecuacién anterior se ha quitado el simbolo T y se ha puesto una barra para indicar a los
campos conjugados. Las amplitudes anteriores son tomadas a segundo orden, de manera
que recordando que esto debe ser una aproximacién, podemos inferir la forma general
para GWB teniendo en cuenta que debemos recobrar la métrica anterior si mantenemos
solo términos de segundo orden, de esta forma

Gip = (1- Mﬂ]\?ﬁ)_l(l - Mli*]\?li)_l(l - Mlg‘]\?lf'))_l (4.71)
Gy = (1-— M2I]\7421)_1(1 - MQéj\?zé)_l(l - Mzz’a]\?ﬁ)_l (4.72)
Ga3 = (1— MyiMap)™ (1 — My3Maz) ™' (1 — MazMz) (4.73)

El término final que aparecerd en el potencial de Kéhler sera
D Gwm (L = MygMyg) ™ (1= MyM5) ™! (1= MyzMig) '@y el +
Z Snm (1 — Myp My7) ™ (1 — Moz M)~ (1 — M2§M§3)71¢'§n(p£n +
> G (1 — Mgz Mag) ™ (1 — Mg Maz) ™" (1 — MazMsyg) 05 @L". (4.74)

Realizando la redefinicién holomorfa de campos llevada a cabo para transformar X en la
seccién anterior y una redefinicién en los campos del sector no torcido dada por

1
" s P _ _ _ (4.75)
¢ ¢ (Mg + M7)(Mys + M ,5) (M3 + M,3)
1
¢ ¢ (Mg + M3)(Mys + M 5)(Myz + M 3)
la ecuacién (4.74) se escribe
Z Spm (Mg + M 7)™ (M3 + M)~ (M3 + Mlé)_lqﬂlnq)%n +
> G (Mo + Mog) ™ (Myg + M) ™! (Myz + Moz) "' 050"+
> G (Mg + Mag) ™ (Mag + Myz) ™ (Mg + Mg) @5 01", (4.77)

en donde m y n cuentan el niimero de campos no torcidos en ese plano.

4.3.2 Sector torcido

La amplitud entre dos campos en el sector torcido y dos médulos nos proporciona infor-
macion sobre el potencial de Kéhler a segundo orden en estos campos. Un campo en el
sector torcido estd representado por el estado:

|?) o |0)g, (4.78)

en donde hacen falta los osciladores izquierdos que crean los nimeros cuanticos del grupo
de norma correspondiente a la compactificacion.
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La amplitud se calcula de la misma forma que las anteriores solo que ahora calculan-
do los correladores con estados en el sector torcido, y utilizando las expansiones en modos
para X y W con las condiciones de frontera apropiadas

[e.9]
0.X; = Y apz (4.79)
n=-—00
[e.o]
n=-—oo

W = Yl
\IJER — Z bs_p_nz—l/Q'i‘T"H?'
endonden =60si0>0yn=1-0sif <0 (fesel elemento del grupo de punto con el cual

se tiene el estado torcido correspondiente). Para uno de los 3 médulos correspondientes a
la diagonal de la métrica de Kéhler, la amplitud es

1 ) )
AUy, @5, 8%, Ut = E/d%(gzs,y,kgy%ﬁ(U},m,w,w)WQ(Ua,kl,z,z)\qﬁg,@. (4.80)

Los operadores de vértice tienen la misma expresién que la ec. (4.35) con las expresiones
de los modos dados por las ec. (4.79)., de esta forma la amplitud es

A(Mo, 5,85, M1 = 4i/d%w*s/sz*“/g(z7w)’t/8w*5/82*“/8(57@)’”8><
78
T 5 T s 1 T s o
(@105 X10:X1105) (03100 XR0:Xiul05) — § (@[ VRVRIP)K K (| Vo Unals) ) - (151)

La amplitud anterior es distinta de cero solo si v = 8y a = d, esto se puede deducir tan
solo de observar la forma de los estados en el sector torcido. Los correladores en este caso
son

(6,00 XL 0-XE|B,) = (f)n ﬁ(wa — ) +92), (4.822)
@10 X0 X1) = (2) =) <), (4.82D)
@) = - (%) = (4.82)
(P4|¥Ra W Rp|®y) = (wniﬁ 3 (4.82d)
La integral que hay que calcular para conocer la amplitud es entonces
A(M,, 05,01, M) = i o858 (5 — )R 858 (5 — )/ (%)n ﬁ x

w 1

(@(1—n)+nz) x ((2)77 oG wpp W= +n) + é (%)n G _1w)2) . (4.83)
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La integral anterior también se puede expresar en términos de funciones gamma, que son
mucho mas faciles de manejar y que en el limite a bajas energias tienen un valor finito bien
definido. Para esto hay que llevarla a la forma de la identidad utilizada anteriormente, el
resultado final es

T —m —u/8)T(m — s/8)I'(1 —1/8)

A= (u+t(l—- n))r(m+u/g)p(2+t/8)r(1+s/8—ns)'

32t

(4.84)

Cuando se tienen mas de tres médulos, las amplitudes correspondientes a los moédulos
fuera de la diagonal y 2 campos de materia también contribuyen en la métrica de los
médulos de materia en el sector torcido. Una amplitud de este tipo se ve como

A(Mada¢ﬁ7@ (Mbe — 7/ —s/8 —u/8 _w)—t/Sw—s/SE—u/S(g_@)—t/s ~

9

e 1 b a «
(D105 X70:X]|5)  x (( |00 X 30 X 32| Bp) — = (D | W U |p) kK (@ wl‘I’Ra‘I’RM%)) (4.85)

4

la cual es distinta de cero si vy = 3, a =by d = €, los correladores son entonces:

(0,105 X70:X]|®,) = (g)new(wu—%)még) (4.86)
@0, X50.X500) = (%) Tl - tme) (45)
@ vviey) = ()" = (4.88)
(DU U sl By) = (@%ﬂz)‘ (4.89)

en donde 7, y me corresponden al “twist” del sector (nétese que al ser un médulo no
correspondiente a la diagonal de la métrica de Khéhler no necesariamente se tiene el
mismo “twist” en el sector izquierdo y derecho).

A(M, g, D5, DL, (Mye)') = 0,50107:(A1 + As), (4.90)
con las integrales dadas por
A = 4i /dzzw*5/8+77€*12*u/8*77a (Z o w)7t/871@75/8+n57127u/87775(2 - ,u—})ft/Bfl
™

(5 +nat (5 +ne)
(t+8) (t+8)

Ay = 4i /d2zw—s/8+na—1z—u/8—na(z - w)—t/S—lw—s/S—né—lg—u/S—ng(2 - ’U_})_t/8_1
s

(5 +net (s — 8na)
(t+8) (t+8)

(4.91)
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Sumando las dos integrales anteriores

F(l — Na — U/S)F(na - S/S)F(l - t/8)
T(ne +u/8)T(2+t/8)T(1 +5/8 —ne)
(4.92)

Para poder comparar posteriormente con SUGRA es necesario obtener el limite de bajas
energias, es decir |s| < 1, |[t| < 1y |u| < 1. El limite del término que contiene las funciones
gamma es

A(M, g, P, P, (My)) = 6550010 u+t(1 = 1ne))

de32t(

D=0 —u/$)T (10— s/T(L—1/8) _ sin,

F'(ne +u/8)T'(24+t/8)T'(1+ s/8 —ne) sin 7z (4.93)
que tiende a 1 si 1, = ne. En el limite de bajas energias la amplitud es entonces
A(M 3, 3,83, (Me)1) = Sypbasdzeg s (u -+ (1 = 7). (199
Comparaciéon con SUGRA
Para el sector torcido la amplitud reportada en SUGRA [9] es
A(M, g, 85,85, M) = 312 ( Sab0s 08y + 5G g0 pe (0, 0)> (4.95)

Ahora se expande la métrica de Kéhler de igual manera que en los casos anteriores
G5 (M, M) = 855 + Gys. o4 MO M. (4.96)
De comparar la amplitud en cuerdas ec. (4.94) y en SUGRA ec. (4.95) se puede concluir

G 5radpe(0,0) = (1 = 16)0,50ab0 45 = 1z0~50ab0 - (4.97)

De esta forma se tiene que a segundo orden,

3
Ga,@ = 6&,@(1 + Z n/éMaéMcJ[é)a (498)

a,e

en donde la suma es hasta tres solo en el caso de Z3 ya que es el Unico orbifolio abeliano
con este nimero de moédulos de Kéhler. Si este no es el caso habra términos iguales a cero
en la suma.

Nuevamente se debe recordar que las amplitudes anteriores son tomadas a segundo or-
den, podemos inferir entonces G“/B teniendo en cuenta que debemos recobrar la métrica
anterior si mantenemos solo esos términos, de esta forma

Gog = 0,51 — My My7) 7" (1= Mg Myg) ™2 (1 — MyzMy3)~"s (4.99)
(1 = My My7) ™" (1 — Moz Ma3) 22 (1 — Mz Mag) "%
(1= My My7) ™" (1 — M3z Myzz) "2 (1 — MyzMgg) ™"

X
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en donde en la ecuacién anterior se ha escrito
nij =15 =1—n; (4.100)

para cada médulo M;;. Como se ha encontrado en los renglones anteriores esos valores
para n;; coinciden en algunos mddulos. También es importante notar que el valor de n;;
depende del sector en donde sea definido el campo de materia torcido, pues de este sector
depende el valor de n;, asi que para identificar cada sector deberiamos escribir n?j. Estos
exponentes usualmente se definen con el signo negativo y son llamados pesos modulares
del campo en cuestion, los cuales se especifican en un vector para indicar el médulo al
que afectan. El nombre proviene de la invariancia modular del potencial de Kéhler y si el

modulo es no-torcido como se ve en ec. (4.77) el peso modular es 1 o 0.

El término final que aparecerd en el potencial de Kéahler sera

— _ 0 — _ 0 — _ 0
Z‘Sa,é(l — MypMyg) "1 (1 — MysMy5) " "2(1 — MygMy3)~"s (4.101)
— _ 0 — _ 0 — _ 0
(1 = My Myy) ™" (1 — Moz Myz)"22(1 — MygMyz) ™"
(1 — My Mag) ™51 (1 — Myy Migg) ™52 (1 — M33M33)_”§3q§g52.
El potencial de Kahler lo podemos escribir realizando la misma redefinicion holomérfica
que se hizo para el sector no torcido,
1
2e(Maé + Maé)an
1
3o (Mg + Mye)™a
ne(Mag 4 Mz)™ab

456’

a

— @ (4.102)

P — (4.103)

la parte correspondiente a los campos de materia en el sector torcido se escribe entonces
D 8 (Myg + Myy) ™™ (Myp + Myp) ™" (Mys + Myg) "o (4.104)

(Myg + Myy) ™51 (Mo + Mag) ™22 (Myg + Mag) "2

- - - —0

(Mg + Myy) ™" (M + Myp) ™52 (Mg + Mys) 552085

4.4 Potencial de Kahler a segundo orden para orbifolios

abelianos

Es importante notar que aunque el calculo se hace para médulos de Kéahler, los resultados
son validos para médulos de estructura compleja.
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La manera general de escribir el potencial de Kéhler para cualquier orbifolio es:

K = —lndet(Tij +Tij)
3 N B 3 B B
+ Z Z(Uz +U)! H(Tz] +Tij) '@, By,
- j=1

(3

.
[y

1,7=3
(U +T)™ (Tyy + Tiy) i1, B, (4.105)
] 1

— 1

N he1)

+ 211

t =1

en donde los términos que contienen médulos de estructura compleja desaparecen si el

orbifolio en cuestion no tiene ninguno de estos médulos, como es el caso de varios orbifolios,
y en donde se ha puesto Tj; en lugar de M;; a la matriz de médulos de Kéhler.

,L?j

T T2 Tis
Tij = | To1 1o To3 | . (4.106)
T31 T332 T33



Capitulo 5

Potenciales modulares en
cosmologia

En este ultimo capitulo nos interesa mostrar que, incluso de los resultados mas modestos
obtenidos en los capitulos anteriores (que aparecen genéricamente en otras teorias de
cuerdas), surgen propiedades cosmoldgicas que podrian ser consideradas prometedoras.
Consideremos el potencial de Kdhler méas simple encontrado en compactificaciones de la
cuerda heterética dado por la ec. (4.48) y supongamos que alguna simetria (por ejemplo,
la simetria modular de orbifolios tipo Zg X Zg, Z7) impone que 171 = Ty = T3. Bajo estos
supuestos, y agregando un campo de materia, el potencial de Kéhler propuesto es:

K=-3n(T+T)+®(T+T) " (5.1)

Debido a la simetria indicada, naturalmente los campos de materia no torcidos ® aparecen
con multiplicidad triple (un campo asociado a cada Tj;), por lo que la estructura de Kéh-
ler para dicho campo es la supuesta, salvo por la redefinicion & — %CI). Otro aspecto

importante que hay que notar, es que en este modelo nunca se incorpora al dilatén S*, el
cudl de alguna manera tendria que haber sido estabilizado al igual que los otros campos
que aparecen en la teoria a energias mas altas que los campos considerados aqui.

El segundo aspecto de un modelo supersimétrico de moédulos que debemos considerar
es el superpotencial. En este capitulo, dado que el objetivo es s6lo mostrar las cualidades
generales de nuestras construcciones, proponemos el superpotencial mas simple posible,
el cual incluye un término ciibico para el campo de materia y la posible apariciéon de
—aT asociado a la interaccién de ® con otros campos a nivel
del superpotencial (no del potencial de Kéhler) que no son relevantes para la dindmica
cosmolégica del modelo:

un término con coeficiente e

W = A®e T + BO3. (5.2)

'Este campo aparece en el potencial de Kihler como In(S + 3)

47
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Las constantes A, a y B son nimeros reales. Es importante mencionar que éste se ha
propuesto con base en otros ejemplos en donde se tiene estabilizacién; sin embargo, para
proponer un modelo realista es preciso calcular todos los acoplamientos permitidos siguien-
do, por ejemplo, el tratamiento de [10, 11]. Las constantes A, B y a pueden ser obtenidas
de forma aproximada siguiendo también dicho tratamiento.

Con ejemplos como los encontrados en [13], se puede inferir que en el superpotencial
estéan contenidos términos como e~ f (Ti)<¢i>"g0j<pkgol en donde los campos 1; son aquellos
que obtuvieron un valor de expectacién previamente. Los campos ¢; son aquellos que en
esa etapa del universo ain no han sido estabilizados. De manera que A, a, B y constantes
similares en el superpotencial dependen usualmente de los valores de expectacion de los
campos (1;) de la teoria estabilizados en una etapa previa.

En compactificaciones arbitrarias de teorias heteréticas el término D del potencial de
los campos escalares (ver ec. (1.28)) sufre una pequena modificacién debido a la presencia
de un grupo U(1) anémalo, dando lugar al comtinmente llamado término D de Fayet-
Iliopoulos ¢ [43, 13]. Para un grupo U(1)anom con esta contribucién el término D del
potencial escalar es:

2
Vi, (uzqﬁmmw#) . (53)

Si suponemos que el término D del potencial de los campos escalares es cero (suponiendo
que los campos 1; se estabilizaron supersimétricamente en una etapa previa), entonces, de
acuerdo a ec. (5.3) los valores de los campos estaran restringidos y en general son ntimeros
complejos. En nuestro ejemplo, la constante B que acompaha al término ®3 puede ser
negativa y muy grande si se tienen muchos campos 1; como en el caso de orbifolios het-
eréticos. De esta forma en este ejemplo, supondremos que la gran mayoria de los campos
se estabilizaron primero de manera supersimétrica y cuando entran en el juego ® y T su-
persimetria se rompe como se observa al obtener un valor distinto de cero para el potencial
de estos campos.

Con los elementos anteriores, estamos listos para calcular el potencial escalar Vr em-
pleando la ec. (1.27). Por simplicidad, consideramos que las partes imaginarias de los
campos Ty ® se anulan y buscamos minimos adecuados para sus componentes reales.

En el potencial obtenido, se encontré que para valores positivos de A y a y valores nega-
tivos de B se tienen dos minimos simétricos con respecto al origen en ®, pero, tomaremos
el positivo como el valor en el que se encuentra el campo (ver figura 5.1). Estos minimos
son positivos, es decir dS y los minimos que se pueden obtener son usualmente muy pe-
queiios. Las masas que se obtienen varian mucho dependiendo de los valores que se tomen
para A, By a.
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Como ejemplo, tomemos A = 1/10, B = —10000 y a = 1/10. Con los valores anteri-
ores el minimo se obtiene en

(Re T)ml’m’mo ~ 143, (54)
(Re (I))ml'nimo ~ 0.0017.

Para saber si el potencial para alguno de los campos tiene las cualidades para ser usado c6-
mo inflatén (en inflacién del tipo rodamiento lento y con un solo campo) es necesario saber
cémo evolucionan los parametros 7 y € en los alrededores del minimo. Estos pardmetros

son [18]
1 (v
€ = 2<V> (5.5)

771/:77

en donde las primas denotan derivadas con respecto al campo.

0.0008|
0.0006 |
0.0004|

0.0002]

0.0000 -
0.0000 0.0005 0.0010 0.0015 0.0020
¢

Figura 5.1: Corte a Re T = (Re T')minimo del potencial

Debido a que las férmulas tipicas para describir el comportamiento cosmolégico de un mod-
elo de campos se encuentran dadas en términos de campos canénicamente normalizados,
es importante realizar las transformaciones de campos necesarias para que los términos
cinéticos de los campos dindmicos de nuestro modelo tengan un coeficiente canénico. Este
cambio requiere definir los campos canénicamente normalizados x y A a partir de la iden-
tificaciéon 1

5(8,»(8“)( -+ 6M/\6“)\) = Z Kijé)ullli(?“\I/j , (56)

]
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en donde ¥; se refiere a los campos Ty .

Los valores de las masas de los dos campos son

Mr = 3.8 x 107°M,, (5.7)
My =~ 50.35Mp. (5.8)
El campo Re ® tiene una masa mucho mayor a Re T por lo que consideraremos que se
estabilizé primero. De esta forma, podemos fijarnos ya solo en el potencial para el campo

Re T y normalizarlo canénicamente para usar de la manera definida en (5.5) los pardmetros
de rodamiento lento. El campo y normalizado canénicamente estd dado entonces por

(Re T)1/?2 V2

Asi, encontramos que se obtienen condiciones de rodamiento lento (slow roll) para el campo
X, i-.e. se cumple que

_ 1 (Re @3 inimo | , 3
X = 7 <3 In(ReT)+ 2) v In(ReT) (5.9)

| <1 vy la|<1 (5.10)

en una determinada regién en el espacio de campos cercana al minimo. Ademas, se satisface
que
lev| ~ 1

para un valor antes de llegar al minimo X,ninimo, al cual llamamos X finq y 1o identificamos
con el valor del campo para que inflacién termine. Este valor, asi como la estructura
del potencial inflacionario resultante, se muestra en la Fig. 5.2. Ahi mismo, también se
muestra el valor Xjnicia correspondiendo a una posible condicién inicial de x que permite
la correcta duracién de la época inflacionaria de nuestro universo (que resuelva los tipicos
problemas de planitud, entropia y homogeneidad del universo observable). El ntimero N
de e-folds asociado a esta duracién puede ser calculado como [16]

Xinicial (|
N = / () dv, (5.11)
X final V

donde x denota el campo usado como inflaton.

En nuestro caso, es suficiente tener un trayecto relativamente corto para tener suficientes
e-folds de inflacién; al iniciar por ejemplo en Y;nicial S€ Obtienen aproximadamente 80 e-
folds de inflacién. Otra cantidad de valor en cosmologia es r la razén entre perturbaciones
escalares y tensoriales. El valor de r por tanto es una medida de la generacién de pertur-
baciones tensoriales en un modelo de inflacién. En la aproximacién de rodamiento lento
se tiene que [18]:

r ~ 16e. (5.12)
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El valor que se obtiene si se inicia en Yiniciar € casi cero r ~ 2 x 108 de forma que no se
tiene generacion de perturbaciones tensoriales. El valor del minimo es

V ~3.78 x 10719,

7.x10°6 F
6.x10°6 ’
5.x10°6 ’
4.x10°% ’
3.x10°® *
2.x10°6 ’

1.x106F

Xminimo  Xfind 2.5 Xinicial 5
X

Figura 5.2: Corte a Re ® = (Re D)minimo del potencial del campo canénicamente normalizado
X- La regién entre lineas punteadas cumple las condiciones de rodamiento suave con un nimero
suficiente de e-folds

Con un ejemplo simple como el anterior, se muestra un posible uso de los campos modulares
que aparecen en teorias de cuerdas, en donde ademas se encuentra estabilizacién. Pero para
poder considerar una teoria de cuerdas como la descripcion del universo que observamos
es necesario tener control sobre todos los médulos. La estabilizacion de los potenciales
completos en valores adecuados se deja como tarea futura. También es importante idear
nuevas formas de estabilizar en estas construcciones como se hace en otras teorias de
cuerdas.



Capitulo 6

Conclusiones

El objeto de interés en este trabajo han sido las compactificaciones de la cuerda het-
erdtica en espacios llamados orbifolios abelianos. En esta teoria, al igual en otras teorias
semejantes, al compactificar las dimensiones extra en un orbifolio toroidal se obtienen
varios parametros geométricos libres que se pueden interpretar como campos escalares
en la teoria 4-dimensional. Estos campos deben ser tomados en cuenta fisicamente en la
teoria efectiva. Uno de los principales problemas a los que se enfrentan estos modelos, es
al problema de estabilizacion de mddulos, segin el cual todos los médulos deben tener
un minimo estable en su potencial asociado y, por lo tanto, una masa. Si los campos de
materia son pequenios (como se supone habitualmente), el potencial de Kéhler a segundo
orden constituye una buena aproximacion de sus contribuciones al potencial escalar, por
lo que puede ser utilizado como punto de partida para analizar la fisica emergente a bajas
energias.

En nuestra bisqueda por una mejor comprension de la fenomenologia supersimétrica emer-
gente en 4 dimensiones en estas construcciones, notamos que, mientras que se calculan
algunos acoplamientos del superpotencial explicitamente, frecuentemente se hacen suposi-
ciones serias sobre la estructura del potencial de Kéahler, el cual puede incidir crucialmente
en la dindmica efectiva de los campos de la teoria resultante. Asimismo, no todos los orb-
ifolios abelianos han sido completamente caracterizados en su estructura modular. Por
estas razones, estudiamos con sumo detalle la forma de determinar los campos modulares
que surgen en estas construcciones para posteriormente concentrarnos en el calculo explic-
ito del potencial de Kéhler, el cual requiere de técnicas avanzadas en teoria conforme de
campos y cierta comprension de las interacciones gravitacionales entre cuerdas.

Aunque en principio pueden existir muchos modelos de teorias de cuerdas heterdticas
en orbifolios abelianos, a nivel de los médulos provenientes de la métrica los potenciales
de Kahler son muy similares. La principal diferencia reside en el namero total de campos
en los sectores torcido y no-torcido que aparecen en la teoria y en los llamados pesos mod-
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ulares de los campos en el sector torcido que aparecen como exponentes en (4.100), ya que
estos dependen del sector en donde estd definido el campo de materia de cada orbifolio.
Otra diferencia se encuentra en los orbifolios con mas de 3 médulos de Kéhler porque
los médulos que provienen de términos no diagonales en la métrica de Kéhler asociada
también contribuyen (ec. (4.92) y ec. (4.60)) en procesos de dispersién tanto con médulos
en el sector no-torcido como en el torcido.

En esencia, encoontramos que existen 5 formas de potenciales de Kahler a segundo orden,
las cuales se enumeran a continuacion, indicando mediante los grupos de punto para qué
orbifolio abeliano son utiles:

e Orbifolios con 3 médulos de Kdhler T; y 0 mddulos de estructura compleja

Grupos de punto: Zz, Zg_1, Zio_g

3 N N 3
— — — — — — t —
K =—n(Ty + T0)(To + T)(Ts + Ta) + Y D (Ti +T0) " @, @, + > [ [0 +T0) 7 01,8,

i=1 my t =1

donde ®,,,, denotan campos de materia no torcidos, ®,, campos de materia torcidos,
t
y n;? son sus pesos modulares.

e Orbifolios con 3 médulos de Kdhler y 3 mddulos de estructura compleja Uj;

Grupo de punto: Zo X Zo

3 N
K = —In(Th+T1)(To+Ts)(T5+T3) + Z Z(Ui +U) N +Ti) 1,9,
=1 my
N 3 B .
o S st e,
t i=1

e Orbifolios con 3 mdédulos de Kdhler y 1 mddulo de estructura compleja

Grupos de punto: Zeg_r7, Zg_i11, Zia—ir1

3 N
K = —ln(T1+Tl)(T2+Tz)(T3+Tg)+ZZ(Ul+Ul) (T 4+ T) " D, By,

i=1 m;
N 3 .
+ ST +T)™ (T + o)~ @4, B,

te i=1

El término d;; se afiade para indicar que ese término es no nulo sélo cuando el
moédulo de estructura compleja U; esta definido en el plano en donde el campo @,
se define. Puesto que sélo existe un U; para cada orbifolio, el término (U; + U;)~!
sélo aparece para campos de materia tales que m; = m;.
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e Orbifolios con 5 médulos de Kéhler y 0 mddulos de estructura compleja

Grupo de punto: Zg_g

K = —In[(Ts3+ T33) ((Taz + To2)(Th1 + T11) — (The + T12)(To1 + T21))]
2 N 2
+ Z Z H ﬂ T 1(I)mJ (I)mJ + Z T33 + T33) ¢m36m3
j=1 mj; i=1 ms
N 2 y ) 6
+ Z H (Thi +Tvi) " (T + Tin) "0 (T3 + Taz) "33y, Dy,
te 1=1

e Orbifolios con 5 modulos de Kihler y 1 modulo de estructura compleja U,

Grupo de punto: Zy4

K = —In[(T33 +T33) (T2 + T22)(T11 + T11) — (T12 + T12)(T21 + T51))]
2 N 2
+ Y D TTW+T) ™ (i 4 Tji) ™ B B, + Z Ui+ U0) =% (Ta3 + T33) ™' @iy B
j=1 mj; i=1 ms3

<

2 nev lal —ne laal —ne 5
U +U;)~ Tu + T1;) ™ (T + Tin) " (Tss + Ta3) "33Dy, Dy,

i
Mz

~+

o 1=1

e Orbifolios con 9 médulos de Kéhler y 0 mddulos de estructura compleja

Grupo de punto:Zs X Zs

3 N 3 N i,57=3
K =—Ilndet(Ty; + Ti) + > > [ (T + Ti) '@, @, + > [[ (T + Tig) "4, 80,
=1 m; j=1 tg 1,j=1

Como parte final de esta tesis se analizé un potencial modular que podria ser encontrado
en construcciones de cuerdas heterdticas en orbifolios toroidales, sin embargo para poder
estabilizarlo se dejaron de lado los muchos campos de materia que aparecen, que se supo-
nen poseedores de una masa superior a las escalas de interés. En el potencial propuesto
se encontrd toda una serie de pardmetros para los cuales se obtiene un minimo dS (con
constante cosmolégica positva) y ademés condiciones favorables para inflacion del tipo
slow roll o rodamiento lento, suficientes e-folds y r pequeio.

Para saber si los potenciales provenientes de cuerdas podrian tener cualidades cosmolégicas
reales, serfa necesario primeramente extender el trabajo presente para considerar correc-
ciones al potencial de Kéhler provenientes de acoplamientos entre campos de materia ®
y campos modulares. Las correcciones esperadas serian del tipo |®|™ con n > 2. Posteri-
ormente, se deberian calcular acoplamientos de campos de materia en el superpotencial,
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para lo cual avances recientes [11, 10] podrian ser de enorme utilidad. La tarea final con-
sistiria en estabilizar y analizar el potencial considerando todos los campos que aparecen
en cada teorfa. Ese trabajo ya se encuentra bajo andlisis y serd producto de alguna(s)
publicacién(es).



Apéndice A

MSSM con Z-

El grupo espacial con el que se construye un orbifolio, en la teoria de cuerdas heterética
puede ser “incrustado” en los 16 grados de libertad compactificados en términos de un
vector de desplazamieto y lineas de Wilson (Ver e.g. [4, secciones 5.2 y 8.3]):

X' — XT 4 kV 4 n A% 1=1,.16 (A1)

En este apéndice se muestran las caracteristicas y el espectro del modelo mencionado en
el capitulo 3, con el cual al agregar una linea de Wilson y usar “standard embedding” se
rompe el grupo de simetrias original de la teorfa heterética Eg x Fg y se obtiene el grupo
del modelo estandar.

El vector de Shift es:
V= (_%7 _%7 _%7 _%7 _%7 -3, -3 _%) (07 07 07 07 07 Oa 07 0)
La tnica linea de Wilson es

_ (1 5 5 3 3 5 2 2 2 2 3
W - (77 Ty 7y 07 07 Ty T _7) (07 07 T Ty Ty Ty T _1)

El grupo de norma es: SU(2)xSU(3)xSU(8)xU(1)¢

Los grupos U(1):

Uanom = (£ —4 &~ —f1 £ 110 13 ) 0,0,0,0,0,0,0,0)
Uly = (-3, 3% -2.0,0,¢, ¢ 3)(0,0,0,0,0,0,0,0)
U(1)p = (17320 8799 3073 945 945 —%, —%, 5891 (0, 0,0,0,0,0,0,0)
U(1)s (0,0,0,00000)(00 — 770)
U(l)y = (0, —%29, 1197 3388, 3388, 1197 o7 1953)(0, 0,0,0,0,0,0,0)
U(l)s = (0, 12, 1, 0, 0, 198, 1%, —7) (0, 0, 0,0,0,0,0,0)

La notacién que se usa en las tablas es:

o6



57

e U; denota el sector no-torcido en el i-ésimo plano complejo.

o El k-ésimo sector torcido es Ti(n, nyn3m4,n5n6), €0 donde los tres pares de indices
(n1,n2), (n3,nq4) y (ns,n6), especifican los puntos fijos en el primero, segundo y
tercer plano complejo, respectivamente.

e U(1)anom denota el generador de el grupo U(1) anémalo y Ganom Su correspondiente
carga.

o U(1)y es el generador de la hiper-carga. La carga es denotada por gy .

l Sectors [ Repr. [ Ganom qy Q2 qs qa qs [ mi  ma M3 [ Labels ‘
Ur (1,1,1) Rt 0 1575 0 %I 33 1 0 0[N
(2,1,1) g 1 8288 0 —3388 0 1 0 0| Ly
Us (1,1,1) —é 0 945 0 6776 0| 0 1 0|M
(1,3,1) 2 -4 1288 0 A 21 0 1 0D
Us (1,3,1) 2 L 2863 0 756 —112 0 0 1| Dy
(2,1,1) § —z —9233 0 —3388 0] 0 0 1|L
T3(0,0,0,0,0,0) (1,1,1) —? 1 1176 0o -1 -7 El 4 51 B
(2,1,1) i -1 537 0 637  —63 § é 5| Ly
(1,1,1) 2 0 —4760 0 %1 202 2 2N
(1,1,1) 2 0 —4760 0 2 212 B N
(1,1,1) -2 0 2240 0 —4704 56 § 2 2| Ns
(1,1,1) -2 0 8400 0 —119 49| 2 2 2| N
(1,1,1) % 0 —4760 0 =L 2L % 2 % N7
(1,1,1) z 0 —4760 0 VA — 22 12 N
(1,1,1) ,é 0 8400 0 119 49 é 72 é No
(1,1,1) 2 0 —4760 0 a2 2 S 2| Ny
(1,3,1) 2 3 —833 0 —3507 9 2 2 21D
(2,3,1) | -¢ Iome o -z 2 E 0 3)g
(1,1,1) | -2 0 -—3185 0 —2072 5| 2 2 2| Nn
(2,1,1) 8 i 93528 0 -8B 2 2 5 5|
(1,3,1) i L5537 0 637 —63| 2 2 2| Ds
(2,1,1) = -4 —833 0 -3507 49 2 ¢ 5| Ls
(1,1,1) | -2 0 3185 0 2072 —56 % % 2| Nz
(31| & i s o -me 24 b oip,
(1,3,1) -5 -2 1w o MBI 2 £ 517
T3(0,0,0,0,0,1) (1,1,1) -2 1 _9513 g 261 97 2 4 2 | ST,
( (2,1,1) é %Z C1225 8 1321 3 é § % X1y
(1,1,1) g -1 2702 8 S8 U3 25 5]
T3(0,0,0,0,1,1) (1,1,8) -2 -2 2051 -2 52 64 g g 5 852
T5(0,0,0,1,1,1) (1,3,1) -3 2 5740 -4  —461 19 2 2 2 X2
(1,1,1) i -2 1379 -4 T 32 % 5| 83
(1,1,1) é 2 -3388 -4 —1896 12 é L 29y
(1,1,1) i -2 -—179 -4 T 8L 3 2 5 Gy
(1,1,1) -2 -13719 -4 N % 2 2|53
(1,1,1) | -2 2 2443 -4 4880 12 2 2 254
(1,3,1) 0 —% 2548 —4 —3849 v 2 2 2] X3
(1,3,1) 2 2 5845  —4 1492 12| 2 2 2 X2,
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Apéndice B

Detalles de los orbifolios Z3 x Zs3

En este apéndice se muestran las métricas, matrices de transformaciéon y coordenadas
complejas de los orbifolios formados con Zs x Zs en las 5 diferentes redes disponibles sin
roto-traslaciones. Los orbifolios estan enumerados como en la tabla 3.3.

Los elementos mostrados son suficientes para el calculo de los médulos de Kéhler.

Reticula 1

Las dos matrices que definen las transformaciones de los vectores de la reticula son:

1 0 0 O 0 0 0O -1 0 0 0 O
0 1 0 O 0 O 1 =10 0 0 O
0O 00 -1 0 O 0 0 1 0 0 O
@=1lo01 -1 0 o' |0 0 01 0 o0 (B.1)
0O 00 0 -11 0O 0 0 0 -1 1
0O 00 0 -—-11 0O 0 0 0 -1 0
De resolver las ecuaciones QZ-TgQi la métrica que se obtiene es
R?  —R%2 0 0 0 0
—R2/2 0 0 0 0 0
| o 0 R? —RZ2 0 0
I=1 o 0 —-R?)2 R? 0 0 (B.2)
0 0 0 0 R2  —R2/2
0 0 0 0 —RZ/2 RZ/2
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y, de resolver las ecuaciones (3.8) y (3.9) se encuentran las siguientes coordenadas com-

plejas:

1/6 ,

2 = (1> (1’14—627”/31'2)
1/6 .

zZ9 = <> (.’L‘g +62m/3$4)

1 1/6 )
23 = <> (x5 + >/ 3xg).

Reticula 2

En la reticula correspondiente las matrices que codifican las transformaciones son:

001 0 0 0 00 1 —-1200
1 00 -1 0 0 0 -1 -1 0 0 0
010 1 0 0 01 0 0 00
Ql_ooo 1 0 0 y 2=y 4 -1 0 0
000 0 0 -1 00 0 0 10
000 0 1 -1 00 0 0 01

La invariancia ante las dos matrices anteriores da como resultado la siguiente métrica:

R? BRE(L—2cos0a1)  $R(L— 2cos02) _8 0
1R2(1 — 2cosba4) R? 3R3(1 —2cos24) R cosbay 0
2
g= 1R3(1- 22(:05 024) SR3(1—2cosbay) R%z —% 0
—% R? cos 64 —% R? 0
0 0 0 0 R?
0 0 0 0 “R2/2

y resolviendo (3.8) y (3.9) se obtienen las siguientes coordenadas complejas:

1 1/6 omi/3
71 = — T1 + 20+ a3+ T2
1 <54\/§> (x1 2 3 1)

1 1/6 omi/3

_ + e2m

) (54\@> (z5 +e 6)
1 1/6 ) ,

zZ3 = (54) (1'1 - 67”/3.732 + 27Ti/3$3 — 6”1/31'4).

w

o O O O

—R2/2
R2%/2
(B.7)

(B.8)
(B.9)

(B.10)
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Reticula 3

Las matrices (); son:

OO OOO
OO~ O
OO~ O

3z(1—2cosf12)

001 -1 0
1 0 0 1 O
o010 00
"o oo 1 o0
00 0 0 O
00 0 0 1
La métrica es:
6x cos 012
€ 1+2cos 12
62 cos 012 6x
14+2cos 612 14+2cos 612
6x cos 012 6x cos 012
g= 142 cos 619 14+2cos 619
3x(1—2cosbr2) 3z
1+2cos 612 1+2cos 612
X X
X X

(B.11)

(B.12)

con x = (6R2 cos? 015)/(1+2 cos 12). Las coordenadas complejas que describen el orbifolio

son

R
: = (;

Reticula 4

Las matrices que definen las transformaciones de los vectores de la reticula son:

Q1=

-1
0
0

-1

-2

-1

(x1 +e

(z5 — ™/ x).

OO OO O =
O = OO OO
_o0 oo oo
SO O = OO
—_ === OO
o= OO oo

0 0
0 -1
1 -1
0 0
0 O
0 O

(21 + 2o + 23 4+ 2™/3 4 24 + (1 + 2™/3) a5 + (1 + e¥™/3)26) (B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)
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La métrica es:

R2 1 2 2 R?
0 3 (-Ri+R) -7
R% _ R R3 0
2 2
R3 2 R}

-3 B T2 0
R R R2 _B3
2 2 }%2 2

2
0 0 s R2
0 0 0 R5®

y las coordenadas complejas que describen el orbifolio son

<1

22

z3

Reticula 5

(e

(1621\/§

(1621\/?:

Mm}o o O O

2

X

1/6 A

> (21 + 24 + (=2 — 2™/3) a5 + iv/36)
1/6 )

) (371 - €m/3x4)

1/6 4 .
> (21 +iV3x2 + (2 — ™) x5 + 2™ /32).

(B.17)

(B.18)
(B.19)

(B.20)

Las transformaciones de los grupos de punto en los vectores de la reticula estan dadas por:

0O 01 0 0 O 00 0 O 0 -1
1 0 00 0 O 00 0 -1 0 0
01 0 0 0 O 00 0 0 -1 0
@=lg 0000 1" 100 0 -1 0 (B.21)
0O 001 00 01 0 O 0 -1
000 0 10 001 -1 0 0
La métrica es:
R? R2cosfp R2cosfia R?cosfyy — R; x
2
R2 cos 612 R? R2 cos 612 T R? cos 614 — %
2
g R2cosfy R cosba Ri —% T R2? cos 14 (B.22)
R2 cos 14 x i R? R2cosfa  R?cosfo
—R12/2  R2cosfyy T R? cos 612 R? R? cos 612
2
T — % R2cosflyy R2cosfly R3?cosbia R1?
con r = —R%(COS 012 + cos 014). Las coordenadas complejas que describen el orbifolio son
las siguientes
1

zZ1 =

22

zZ3 =

(
(
(

486v/3

486+/3

486+/3

1

1

1/6
> (961 + 627”/3£C2 _ 67”/3533 + x4+ 627”/3£C5 _ 67”/3.%6)

1/6
> (-Tl _ 6”7’/31‘2 +62Tm/3.’1}3 _ 67r1,/3aj4 +62ﬂZ/3x5 +x6)~

1/6
> (z1 + 2o + 23 + €2™/3 4 24 + 2™/3 4 a5 + eap®™/Pug)  (B.23)

(B.24)

(B.25)



65




Apéndice C
Algunas funciones de correlaciéon

Para el calculo de los correladores usados, se hard uso de las relaciones de conmutacion
y anticonmutacién entre los operadores de creacién y aniquilacién correspondientes. Y se
procedera a calcular paso a paso, teniendo cuidado de la forma de los estados y de los
operadores que podria actuar en ellos. Ademas, se utiliza el hecho de que los estados estan
normalizados.

Para modos bosénicos izquierdos,

=) [eS] =) =]

T o r — —1+m-+ T — —1—m-+ v -—1l—n—n T ——14n—

05 X10: X1 = E al,_,w T+ g Qg T E QpynZ + E al, i,z K
m=0 m=1 n=0 n=1

s 13 T i3 ——1l4+m4n_-—1—n— T T ——14+m+4n-—14n—
05 X1 0:X] = E al Oy @ nz T4 g al,_pal 0 nz m

m,n=0 m=0,n=1
+ Z QT Qg TR Z (0 = M)mn + "y, o TmHz= o
m=1,n=0 m,n=1
(C.1)
En donde se ha usado la relacién de conmutacion
T r
[an+n’ a—m—n] = (n + 77)5mn (02)

El término que contiene la delta es una serie finita

1 w\" w z
o ——1l+m+nz—1—n—n — _— [ = N “\n
min;(n 7)6mn D : = <Z) (7;1 n(2) nzzjln(@) ) C(C3)
Haciendo las sumas
AN w1
_ 5~ 1+m4nz—1-n—-n _ E
> (n—=n)dmnw z ( Z) G tn—, Go) (C4)

m,n=1

Ahora, si hacemos el correlador con campos de materia en el sector torcido con v # r,
dada la forma de estos estados |®) o |0)g y el orden normal los otros términos produciran
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valores nulos, de modo que

_ o\" 1
@105 X30:X510,) = (£) g @l =) + ) (©:5)

z) w(z—w

Para los modos derechos se tiene el complejo conjugado del resultado anterior.

Si n = 0 las expresiones (4.79) igualan a las expresiones (4.53), que son las utilizadas
para calculas si se tienen estados no-torcidos o los médulos mismos. Entonces, si r # s

1

(M;|00 X1,0:X1| M) = (=272

si r = s existird un término de operadores de creacién y aniquilacién que actuara en la
forma de los estados | M) y se obtendra el resultado mostrado en el capitulo 4.

Ahora, pasando a los modos fermiénicos, el ordenamiento normal de los modos fermiénicos
es:

5 7,8 _ 5 s —1/24p+n _—1/2—r—n 5 s —1/24p+n _—1/24r—n
rVYR = E U, Vo w z + E v, vl w z
p,r>0 p,r>0
5 s —1/2—p+n _—1/2—r—n B s —1/2—p+n _—1/24r—n
+ E U,V w z + E U,V w z (C.6)
p,r>0 p,r>0

ordenando el cuarto término

Z \I’f,,n\I»"i”nw*l/%pwzfl/%“" — Zw71/2fp+nzfl/2+rfn(6rp o ‘llfdrn\ljf)fn) (07)

p?r>0 r7p

en donde se us6 .
{\ij“-i-n’ \Ijs—p—n} = 6rp- (08)

El primer término es una suma finita

Z w—1/2—p+77z—1/2+r—775m — (w)ﬂ

z
7’7p

1

w—z

(C.9)

Si hacemos el correlador con estos estados en el sector torcido @ la ec. (C.6) los otros
términos seran cero, de modo que

([T 05| ) = <w)n L (C.10)
YIFR*RIFY P w— 2

Ahora con eta = 0 y actuando sobre estados no-torcidos |®,) o b”, /2|O) R CON ¥ = s,
también existird un par de osciladores de creacién y aniquilacién que actuaran, por lo que
el resultado es ahora

(@ v = (2) L (C.11)

z w—z
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