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INTRODUCCION 

la utilid:ld de las técnicas de teorra de grupos en fl'sica atdmica y 

molecular es bien conocida. Primero desde el punto de vista de los grupos de invariancias 

tales como los grupos simétricos cuyas representaciones de simetrra permutacional definida 

son muy utiles en relaci6n al principio de exclusi6n de Pauli, como los grupos puntuales ­

cristalogrdficos indispensables en el aneSlisis de 'as moleculas y las estructuras cristalinas ; 

ademeSs el descubrimiento de Fock de qu e la degeneraci6n accidental del eStoma de hidrd~ 

no es debidJ a la simetrra :lnte un grupo de rotaciones en 4 dimensiones permiti6 entender 

la estructura de los niveles en una forma muy natural ( ver Cap. 11. secc.2). En 20. lugar 

las técnicas de Racah permitieron mostrar que un conjunto de Y\ estados de un eStomo se 

transforman entre si bajo un grupo V l Y\ ) y adem6s permitieron usar cadenQs de 

grupos para clasificar los estados. 

Pero a pesar de que el trab.::Jjo original de Fock tiene meSs de 30 años 

de haberse publicad:> y a pesar de que Racah mismo ;¡plic6 sus ideas a sistemas atdmicos ha­

ciendo ceSlculos para las tierras raras y los actrnidos, en realidad la teorra de grupos han sido 

consideradas por los qurmicos te6ricos y fisicoqurmicos como técnicas elegantes pero compli­

cadJs y ciertamente que su uso es "evitable". Esto contrasta un poco con la tendencia gen~ 

rol en :>tras ramas de la frsica como en frsica nuclear y partrculas elementales de ver en la 

Te-.,rra de grup:>s no un mero auxiliar sino uno estructura subyacente pora los fen6menos fisicos. 

INTRO DUCCION 

l.Il ut ilidad de las técni cas de teorra de grupos en fl'si ca a tdmica y 
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Ejemplos de esto son el éxito obtenido al extender las ideas de Racah en fTsica n;,¡clear co­

mo en las teorras de Moshinsky 'f de Elliott, y los espectaculares altibajos del''eight­

fold way" y otros esquemas de clasificaci6n de partTculas. 

El propósito de este trabajo es mostrar que algunos de los nuevos 

aspectos de la teorra de gru~s que se desarrollan actuolmente tienen un gran interés y mu­

chas ~sibilidades en su aplicaci6n ¡>rdctica en problemas de fTsica atómica y molecular. 

En el capnulo I se analizan las pasibilidades pr6cticas de la a¡>li­

caci6n de los estados de () p:lrtTculas en un potencial de oscilad:>r arm6nico, obtenidos 

oon tecnicas de teorra de grup-:>s ~r M. Moshinsky y colaboradores, para calcular valores 

de expectoci6n de la energTa en sistemas atómicos y moleculares, usancb técni cas de aprox.!. 

moción como métodos variocionales y de Hartree-Fo:k. Se analizan varias docenos de 6~ 

mos y moléculas. El moterial de este capnulo consiste b-,ssicamente en el a rtTculo "Harmonic 

Oscilator in Atomic and Molecular Physics" de M. Moshinsky y O. Novaro de l Jour . Chem" 

p}, ys. 48 4162 ( 1968 ). La dltima secci6n sin embargo oorresponde a trabajos desa rrollados 

por M. Moshinsky y A. Calles y M. Duvoboy pero se incluyó p:lra tener un p:lnorama m6s 

completo de las aplicaciones de los estadas de oscil achr armónico en problemas atóm icos y 

mo leculares . 

El capnulo 11 corresp-:mde a los primeros resul tados de lo que p:>si­

blemente serd una serie de art Tculos pa r E. Chac6n, M. Moshinsky, O i' lova ro y C. Wul fman . 

El ler. artTcul o de dicha serie se rd presentado proxi ma men te para su publica ció n e inclu ye 

bdsicamente la informaci6n contenida en las TablC1s ( 11.6) d~ és ta tésis. La idea fundamental 

es la utilizaci6n de diversas cadenas de gru~s p:lro clasifi ca r los estad:>s de las dife rentes co~ 

figuraCiones de una capa at6mica. Un') de la: clasificaciones m6s interesantes es usando como 

, 
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que segl1n demostró Fo::k tendrra los 

estadJS de un:> capa atómica como base p:!ra una de sus representaciones. Esto .,.JS per­

mite analizar que tanto se rompe la simetrra ot l"1) debidJ a las interacciones en 

tre los electrones evaluando que tan buena es la clasificación con esa caden:!. Elandli­

sis detallado de dicho rompimiento se ha realizado en la ca?:! ). S -1 f • También 

en esa capa se ha estudiado una clasificación alternativa con la cadena UL4.)::>U l~) 

cuya relevancia para la obtención de las matrices de Hartree-Fock también se estudia en 

este capnulo. 

El caplTulo 111 comprende las ideas de los grupos de no-invaria~ 

cia como un intento de reducir la dindmica ( por ejemplo transiciones electroma3néticas 

entre los niveles atómicos) a expresiones de teorra de grupos, enfatizando el punto de vi,!. 

ta que se uso en el artrculo "Non-Invariance Groups of Dyn:Jmical Systems" de O. Nova­

ro Rev. Mex.Frs. ~ 65 (1969) que consiste en construir explrcitamente los generadores 

del grupo mayor con las variables dindmicas del problema en cuestión mostrando que dicho 

grup:> oo:ltiene al grupo de simetrras del Hamiltoniano oomo subgrupo y que sus operadores 

de Ca;imir son nl1meros lo que muestra gue todos los estados del sistema ( si el grupo mayor 

es no oompacto) pertenezcan a un::J sola representación irreducible de dicho grupo, lo que 

permite generar tooo el espectro con solo conocer un estado y aplicar sistematicamente los 

generadores dal grup::J de no-invariancia. T::Jmbién se presenta la extensión de estas ideas 

en relación a las técnicas de 2a. cuantización. En este caso se procede a construir los g:. 

nera:bres de un gru¡>:> mayor con los operadores de creación y aniquilación. Dicho grupo 

contiene a U LY\ ) como subgrupo y nos permite mayor flexibilid'Jd en la elección de 

caden:Js de grup:>s p::Jra la clasificación :le estados en sistemas atómicos. 

un grupJ de la caden'J el grupJ 
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CAPITULO I 

TEORIA DE GRUPOS DE OSC ILA DORES ARMONICO~ y SU AP LlCACION 

EN FIS ICA A TO MIC A y MOLECULAR 

En los últimos tiempos se han desarrollado técnicas matemót icas muy poderosas ~ 

ro ana lizar los estados de n portfculas en un potenc ial de oscilador armónico que perm iten 

aprovechar las si metrras del problema p:lI'O construi r las fun ciones de onda en una forma muy 

elegante(I). Es tos estados se construyeron fundamentalmente con vistas a su aplicación en 

ffsica nuclear donde como es bien sabido los es tados de oscilador armónico han jugado un p~ 

pel muy impo rtante pora e l mejor conocimien to de la estructu ra nuclear . El uso de es tos es-

todos de n partrcul as significa una técni ca muy pode rosa y dú ct il. 

El es tudio del grupo de si metrras de l potencial de oscilado r armónico (SU(3 n) ) 

ha permit ido que en vez de usar los estados del oscilador como meros auxiliares en el anó li­

sis num érico en los prob lemas nu::leares aho ra se pueda inclusive entender los dive rsos mode­

los nucl eares (mod elo de capas, modelo col ectivo, e tc.) desde un pun to de vista geométrico 

asociados a diversas cadenas de subgrupos del g rupo U(3 >1)(1) . Quiere decir que a pesar de 

que los estados de oscilador armóni co so lo pueden representar al núcleo en forma li mitada, la 

teer la de grupos de dichos estados nos da un conocimiento pro fundo de la es tructu ra nuclear. 

CAPITULO I 

TEORIA DE GRUPOS DE OSCILADORES ARMONICOS. y SU APLICACION 

Et'~¡ FIS ICA ATOMICA y MOLECULAR 

En los últimos tiempos se han desarrdlado técnicas matemáticas muy poderosas p:: 

ro analizar los estados de n partrculas en un potencial de oscila.dor armónico que permiten 

aprovechar las simetrias del problema p:lro construi r las funciones de onda en una forma muy 

e 'regante(I). Estos estados se construyeron fundamentalmente con vistas a su aplicación en 

frsica nuclear donde como es bien sabido los estados de oscilador armónica ha n jugado un p~ 

pel muy importante para el mejor conocimiento de la, estructura nuclear. El uso de estos es­

tados de n part1"culas significa una técnica, muy poderosa y dúct il. 

El estudio del grupa de simet rras del potencia l de o sc i lador armón ico (SU(3 ,1)) 

ha permitido que en vez de usar los estados del oscilador como meros auxiliares en el anál i­

sis numérico en los problemas nu::leares ahora se pueda in cll usive entender los diversos mode -

los nucleares (modelo de capas, modelo colectivo, etc.) desde un punto de vista geométrico 

asociados a diversas cadenas de subgrupos de.1 grupa U(3 ,1)(1). Quiere decir que a pesar de 

que los estados de oscilador amónica solo pueden representar al núcleo en forma limitada , la 

teoria de grupos de dichas estados nas da un conac imiento profundo de la estructu ro nucl eClr . 
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Esto nos lleva a la siguiente consideración: si la importancia de las si­

metrras del oscilador armónico en fisica nuclear trasciende la similitud de su potencial 

con el potencial nuclear real (cualquiera que este sea), ¿no serd posible aprovecha r ta~ 

bién estas técn icas en problemas en que el potencial frsico sea bastante distinto al de un 

oscilador? En particular la fisica atómica y ;nalecu lar t rata en general con sistemas cuyo 

Hamiltoniano es bi en conocido, del tipo siguiente: 

V1 ~n IV 
l<. \ Z ~ \--:>71 ~. ~~¿ 1 L e , ,,,,e \ , _ .... _¡;e 

- +­H=- L 1..«1 l. \ '{I_'f'\- / L\{ /_O, )-+:i / IO I D' [ (0.1 ) 
_s -x ~ _,," ~ \ '\ - "­

!>::.\ ::4X ol:!.\ .s ~ ( -"'1 .J.'I'(J. _ 01 -r. 

donde HI serra un Hamilton iano de n e lectron es e n el ca mpo 

r 

de N núcleos fijos 

en las posi ciones _R~ y f>~ se rran las coo rdenadas y momentos 

del s-ésimo electrón . 

Las in teracciones son todas Coulombianas y por consiguiente los estados 

del sistema son sustancia lmente d ist intos de los es tados de n part rculas en un potencia l 

annó:"tico común o interaccionando a través de fuerzas de oscilador entre pares de partrcu­

las. Sin embargo el hecho de que el Ha milton ia n:J atómico sea conocido no n ecesariam e~ 

te imp li ca que los problemas estén resue ltos. Es bien sabido que para todos los sistemas m~ 

lecul a res y atómi cos e xcepto los m6:; simples se tiene que re curri r a métodos de apro xima­

ción (tearra de perturbac ion es, método variaciona 1, método de Hartree-Fock, e tc . ) para 

obtener los estados del sistema . Para ap li ca r estos métodos se proponen generalmente :un­

ciones de pru eba que se escogen co nv en ientemente usando el sigu ien te criterio: lo . que 

ten gan caracterrsti cas que por consideraciones frs icas pensamos que deben tener las solu­

ciones exactas del prob lema; 20 . que sean bastante s imples matem6ticamente para que su 

ut ilizac ión en las técnicas de aproximación no complique las ecuaciones matem6ticas tan-o 

to que no puedan resolverse . Para prob lemas en átomos y moleculas complejos no siempre 

6 
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Hamiltoniano es bien conocido, del tip~ siguiente: 

donde H' N seria un Hamiltoniano de n electrones en el campa de núcleos fijos 

R~ en las posiciones _ y f>~ serian las coordenadas y momentos 

del s-ésimo electrón. 

Las interacciones son todas Coulombianas y por consiguiente los estados 

del sistema son sustancialmente distintos de los estodos de Y'\ partrculas en un potencial 

armónico común o interaccionando a través de fuerzas de oscilador entre pares de partrcu-

las. Sin embargo el hecho de que el Hamiltonian::> atómico sea conocido no necesariame~ 

te implico que los problemas estén resueltos . Es bien sabido que para todos los sistemas m~ 

leculares y atómicos excepto los m6, simples se tiene que recurrir a métodos de aproxima-

ci6n (teorra de perturbaciones, método variacional, método de Hartree-Fock, etc.) paro 

obtener los estados del sistema. Poro aplicar estos métodos se proponen generalmente fun-

ciones de prueba que se escogen convenientemente usando el siguiente criterio: lo. que 

tengan caracterrsticas que por consideraciones frsicas pensamos que deben tener las solu-

ciones exactas del problema; 20. que sean bastante simples matem6ticamente para que su 

utilizaci6n en las técnicas de apro>--imaci6n no complique las ecuaciones matem6ticas tan-o 

to que no puedan resolverse. Para prablemas en 6tomos y moleculas complejos no siempre 
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podemos ob+ener funciones que cumplan idealmente ambas caracterfsticas y a veces es 

necesario usar funciones de prueba que de antemano saSemos difieren bastante de las 

ffsicas, siempre y cuando su simplicidad nos permita resolver las ecuaciones. Este ha 

sido el criterio que se ha usado al usar funciones gaussianas o de oscilador en técnicas 

de aproximaci6n en flsica at6mica(2). Sin embargo no se habfa hecho uso de todas las 

propiedades de simetrfa de 105 estados de oscilador arm6nico, propiedades que permiten 

tanto la construcci6n explicita de 105 estados de 'Y1 partfculas como la simplificaci6n 

considerable de muchas integrales que aparecen en el ceSlculo variacional. 

El proposito en esta secci6n(3) es mostrar la construcci6n explicita de 

los estados de n p;:¡rtfculas en un potencial de oscilador y la evaluaci6n de 105 eleme~ 

tos de matriz de el Hamiltoniano HI con respecto a estos estados determinando la ­

frecuencia w del oscilador y la energra total del sistema usando una técnica variaci~ 

nal asociada con la minimizaci6n de la energfa de expectaci6n. 

Para simplificar la notaci6n escribiremos el Hamiltoniano en forma - • 

'me'"adimensio nal dividiendolo entre la energra 1. t{ de la la orbito de Bohr y su,! 

tituir las variables de la ec. (O. Qpor las variables adimensional es: 

. I I 
~ - O ( 0.2 )
-~-'JW\w~ ,~ R..=~ R~ 

En términos de estas defi niciones el Hamiltoniano queda asr: 

n n N'rl N 
'1 '\ ~' I 1/ , 1"\ L ¡'\ e' '\1 ?.... +'\ 20{ Z é 1:-:= ~e~ H :::i f ~ r!>-\' ~ E... L \~!>-it (-L \~~-~, 'L \ o -R -1 (0 .3) 

!>-l !><1" ....:1 S::.. - - .up. ~"" _ ~ 
1 rrn. '1)-X

donde E. =l.'h w)V1 r¡ ~. ¿ es un pordmetro odimensional que se usard oomo po­

rdmetra va riacional. 

La raz6n de las defin iciones anteriores es que si mpl ifican considerable­
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necesa ria usa r fun cion85 de pru eba que de an temano sa:'emos d ifi e ren bastante de las 

frS lcas, siempre y cuando su simpl icidad nos perm ita reso lve r las ecuacion es . Este ha 

sido el c riter io que se ha usodo al usar funciones goussian;:¡so de oscilador en técn icas 

de ap roximac i6n en flsica at6mica(2) . Sin emba rgo no se ha bra hecho uso de toda s las 

propiedad es de simetrfa de los es ta dos de oscilador a rm6nico, propi edades qu e permiten 

tanto la construcciÓn explíc ita de los estados de 'n part rcu las como la simplificación 

considernble de muchas integrnles que aparecen en e l c6lculo variac ional. 

El proposito en esta secci6n(3) es mo strar la const ru cci6n explici ta de 

los estados de n partrculos en un potencial de osci lado r y la evol uaci6n de los eleme..:: 

tos de ma triz de el Hamilton iano H' con respecto a es tas es tados determi na ndo la -

frecuenci a w del osc il ador y la e nergra to tal de l sistema usando una té cnica var í aci~ 

na!' aso dada con la minim izaci6n de la energYa de expectaci6n . 

Para 5impl ificor lo nota ci6n escri biremos e l Hamilton iono en fo rma -

'YYl e 't 
,¡dimensional dividiendolo en tre la ene rgra 1-t[ de la (o orbito de Bohr y su..:. 

tituir las variab les de la ec . (O . O por las va ria bles ad imensio nales: 

cdmetro variacional. 

~ - I O' 
- ~ - \Irv\w~ ,~ 

( 0 .2) 

La razÓn de las definiciones anteriores es que simpl ifican considerable-



8 ­

mente la discusión de los estados de osc; lador • Primero (secc. 1) an::!1 izaremos los 

estados de 1, 2, 3 Y 4 partrculas, en la sección 2 discutiremos la construcció:1 gene .-al 

de estados de Y\ electrones en un osci lador y en la sección 3 la aplicación de di · · 

chos estados en metodo variacional en varios problemas de frsica atómica y molecular. 

i. Construcción de estados de 1, 2, 3 Y 4 partrculas 

a) 	Estados de una partrcula . Para este caso el Hamiltoniano es 

simplemente: 

(1.1 ) 

p:Jra el caso atómico. Este Hamiltoniano tiene solución exacta por supuesto. Si" em­

bargo vamos a analizarlo usando funciones de oscilador armónico \ Y\ Q m) con; 

es la fun­es el armón ico esférico y 

ción rodial siguiente: 

(U) 

donde"- es el polinomio ;:h La::rJerre asociado. El cólculo de los elemento; de ma­

triz de H respecto a estos estados es muy se:1ci 110. Aprovechamos que ~ es inva­

riante ante rotaciones por lo que los unicos elemento; de matriz '1ue nos interesan son: 

<n" mIHI'(t ~ m)::; E.,l el "" -+ e+ %) )"'" -}... El[~'/lt) '(lo R.yJ<),(LJ(1~4 ) 
(,.. \- r;: f: Z Jo R...,,I QL-<) ~ \:(Y\Q \. '< ) {¿ cl -( 
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mente la discusi6n dE: lo> estados de osc; lodor . Primero (secc. 1) an::!1 izaremos las 

estados de 1, 2, 3 y 4 partfculas, en la secci6n 2 discutiremos la construcció~ gene,al 

de estados de Y') electrones en un oscilador yen la secci6n 3 la aplicaci6n de di· 

chos estados en metodo variacional en varios problemas de ffsica at6mica y molecular. 

i. Construcci6n de estados de 1, 2, 3 y 4 partfculas 

a) Estados de una partfcula. Para este caso el Hamiltoniano es 

simpl emente: 

(1.1 ) 

p:lra el caso at6mico. Este HamiltonianCi tiene solución exacta p::Jr supuesto. Si'1 em-

bargo vamos a analizarlo usando funciones de oscilador onn6nico \ 1(\ Q m> con; 

es el arm6nico esférico y eslafun-

ci6n radial siguiente: 

(U) 

donde ~ es el polinomio::l-~ la:;j'Jerre asociado. El cólculo de los elemento; de ma-

triz de '~ respecto a estos estados es muy se'lci 110. Aprovechamos que ;-: es inva-

riante ante rotaciones por lo que los unicos elemento: eJe matriz que nos interesan son: 
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porque \ (l ~ M> es eigenestado de ±~l-t ,(l) con eigenvalor l.V\-tR+;-l. 

La primera integral ha sido calcula da(4), para la 20. ~samos el desarrollo de un potencia l 

c:en tra l a rbi t rario en término. de integra les de Ta lmi(5) que es: 

donde la integra l de Ta lmi se define como 

( 1.6 ) 

y las {?;( '(\1 ~: \'l QJ 1> ) son funcio nes que han sido ca lculadas y tabul adas(5,6) • 

Para nuestro caso V ~:()::: -+ y las integrales de Talmi resul ta : 

1 - --,-f~---:­! 
f - ílll'*'/J ( 1.7 ) 

(l. 8 ) 

En la sección 3 minimizaremos E: para optimizar la matriz de H 
que al d iagona l izarse nos doró la aproximación a la ene rgra de la la órbita de Bo hr. 

Para el caso mo lecul a r (iones con un solo electró n) los núcleos no coi~ 

ciden con el origen de nuestras coordenadas sino se encuentran en un punto B de 

donde tomamos el término de arr ib ::l en e l paren tesis para y el de aba jo 
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\ n > + ¡"l->. ,, 1) p~rque n 1 M. es eigenestado de ~ \( ~, con eigenvalor l.'V\-+R+"1. 

La primera integrol ha sido colculada(4), paro la 20. ~samos el desarrollo de un potencial 

r.entlO'I, arbitrorio en términos de integrales de Talmi(5) que es: 

donde la integral de Talmi se define como 

( 1.6) 

I O { ",I Il J '" ti t"\ \ f" h"d I l' d b I ' (5,6) yas OI.'·.(j.rl(JrJ son uncIOnes que ansl ocacu ,a asyta u odas , 

Para nuestro caso VI.. '() -= ~ y las integrales de Talm i resu l ta: 

1 f ! 
r = lll'i~l/J ( 1.7 ) 

(l. 8 ) 

En la sección 3 minimi za remos E: para optimizar la matriz de H 
'~ue al diagonal izarse nos doró la apro xi mación a la energra de la la órbita de Bohr. 

Para el caso molecular (iones con un solo electn:5n) los núcleos no coi~ 

ciden con el origen de nuestras coordenadas sino se encuentran en un punto .B de 

donde tomamos el té lmino de arriba en el parentesis para y el de ab-:¡jo 
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~i R< y 

Para obtene r los elemento.; de matriz respecto a los estados de osci lador 

f• . d W· (7) . Ilos brakets < 1) son coe IClentes e Igner y aparecen en co;¡exI6;¡ con os 

e lemen tos de mat riz de los a rm6nicos esféri cos, mien tras que las segúrI; ( ~) 
la defi nic i6n de las integra les de Tal mi son : 

con la definiciÓn usual de la integral de errar: 

( 1.12 ) 

Es importante hacer notar que según las Refs . (7,8) f <:.ó\ c) puede 

tomar los valores: 

( 1.13 ) 

y entonces serd entero si '1- e es pa" y semientero si es impar. Pero por otro lado 

po r la regla del triangulo en el Cl ebsh - GordcJn < Q. ,,"00) t'o> (7) tenemos que 

D~ Q( e5 par si y so lo si 'K es par y viceversa y en consecuencia f +- ±: K. 
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~ I R<y 

Para obtener los elemento; de matriz respecto a los estados de oscilador 

los brakets < l ) f· . d W· (7) . I son coe IClentes e Igner y aparecen en conexI6n con os 

elementos de matriz de los affil6nicos esféricos, mientras que las I; (~) segúfl 

la definici6n de las integral .es de Talmi son: 

con la definici6n usual de la integral de errar: 

Es importante hacer notar que según las Refs. (7,8) r <:'0\ u p'.Jede 

tomar !os valores: 

( 1.13 ) 

i .... ~ I Y entonces ser<l entera si ~. t es Po" y semientera si es impar. Pera por otro lodo 

por la regla del triangulo en el Clebsh-Gord'ln < Q ~oo \ t' o> (7) tenemos que 

~. Q I lo ~ , e:; par si y so lo si k. es par y v iceversa y en consecuencia f +- ... 'r<.. 
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siempre es entero. r es la funci6n gama usual y las ~lV\'(."QJf) son conoci­

daslS)aunque solo est6n tabuladas para ~ entero(6) y ~/=l!l.ll 

Entonces todos los elementos de matriz de los Hamiltonianos at6micos y 

moleculares de un electrón respecto a nuestros estados (1.2) pueden evaluarse explicitame~ 

te. 

b) Estados de dos partrculas . Para analizar este problema vamos a recu­

rri r a los parentesis de transformaci6n que se usan en frsica nuclear y que han sido tabul~ 

dos(6) • 

Primero expresamos los estados de dos partrcuJas en un potencial de osci­

lador arm6nico en la forma 

( 1.14 ) 

donde los sub indices especifican las dos partrculas. 

Ahora expresomos estos estados en térmi¡1os de estados de dos partrculas 

asoc iados con coo rdenados relativos y de centro de masa que denotaremos paro distingui!. 

las con un punto arriba. Y pa~a distinguir los estados cuando se usan valores espedficos 

p:¡ra los número~ cu6nticos usaremos kets redondos 1) y reservaremos los otros J) 

La relaci6n entre los nuevos vectores de posición a los otros son, para dos partrculas: 

( 1.15 ) 

y los estados quedan: 
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siempre es e nte ro. r es la fun c ió n gama usual y las ~ l 'y'\ ' l : 'r1Q)f) 

das\,SJ aunque solo estCln tabuladas para ~ e ntero (6) y ~'= 1 ~ l " i 

son co noci -

Entonces todos los e lemen tos de ma tri z de los Hamilton ianos a t6 micos y 

mo lecu lares de un elect rón respecto a nuestros estados (1. 2) pu eden e va luarse expl ic itome~ 

Te. 

b) Estados de dos pa rtrcul as. Para a na li zar es te pro blema va mos a recu-

rrir a los parent esis de transfo nnac ión qu e se usan e n mica nuc lear y que han sido tabul~ 

da,(6) . 

Primero e xpresamos 105 estados de dos pa rtrcul as e n un potenc ia l de os ci -

!<Jdo[" arm6nico en la forma 

( 1.14 ) 

donde los subindices especifican las dos partrculas. 

Ahora expresamos e,tos estados en té rm inos de estados de dos pa rt rcu las 

asociados con coordenadas re lativas y de centro de masa que denotaremo, paro distingui.!:. 

las con un punto arriba. y paca d ist ingui r 105 estadas cuando se usan val ores espec Tf icos 

p:Jra 105 números cu6ntico, usaremos kets redondos j) y reserva remos los otros 1) 

La reloci6n entre los nuevo, vectores de posic iÓn a los orro, son¡ para dos part rcu las : 

( 1.1 5 ) 

y los estados qu edan: 

\ V\ l q \l Y\l ~LJ LM>= .~. ¡.~ .d'Jñ J .) LM) (~ , ' ,", f', i.J \n , Q 'J~¿I,)L> ( f .16) 

",tOJ. 
Los brakets ( \ '> han sido evaluados(8) y tabulado/

6
). 
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Los e lementos de matriz. respecto a los estados ( 1.14) de operadores de 

una parttcula como : 

( 1. 17) 

en los Ham il:onianos at6micos y moleculare~ de 2 electrones pueden obtenerse con técni­

cas standard del algebra de Racah(6,7). Pa ~a la interacci6n Coulombiana entre dos elec­

trones obtenemos (6,8) : 

1.18 ) 

donde por lo visto en la subsecc i6n anterior: 

~/~ V\,..i. ~ ! 
(vi: 1,11 i.llli,i,)=h' elñ:1:, Ü, ~ ) r ,1 .>,) (1 , 19 ) 

o sea que para los sistemas de uno y das electrones los elementos de ma ­

triz. respecto a nuestros estados I > pueden obtenerse explicitomente en térmi nos de cee 

ficientes tabulados. 

c) Estados de 3 partrculas 

En esta secci6n construiremos conjuntos co:npletos de estad:>s de tres par­

trculas en un potencial de osciladorarm6nico y que sean bases para las representaciones_ 

irreducibles del grupa S ( ~) de permutaciones de tres objetos . 

Como U:l primer paso consideraremos el problema de estad:;,.s traslacional­

mente invariantes donde eliminaremos la coordenad~! del centro de masa obteniendo un sis 

tema con una coordenada me n:>s . 
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Los elementos de motriz. respecto o los estados ( 1.14) de operado res de 

una partrcula como: 

( 1.17 ) 

en los Homil:onionos at6micos y moleculare :; de 2 electrones pueden obtenerse con técni­

cas standard del algebra de Racah(6,7). Pa ,a la interacci6n Coulombiana entre dos elec­

trones obtenemos (6,8): 

1.18 ) 

dande por lo visto en la subsecci6n anterior: 

( ., Y\, (l . 19 ) 

o sea que para los sistemas de uno y dos electrones los elementos de ma­

triz respecto a nuestros estados I > pueden obtenerse explicitamente en términas de cae 

ficientes tabulados. 

c) Estados de 3 partkulas 

En esta secci6n construiremos conjuntos co.llpletas de estados de tre~ par-

trculas en un potencial de oscilador armóni co y que sean bases para las representaciones. 

irreducibles del grupo S (':, ) de permutaciones de tres objetos. 

Como U:1 primer po:l50 consideraremos el problema de e, tad:J: traslacional-

mente invariantes donde eliminaremos la coordenad :l del centro de masa obteniendo un sis 

tema con una coordenada menos. 
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la parte del espacio de configuraci6n de los estados traslacionalmente 

invariantes puede expanderse en términos de estados de I parttcula: 

( 1.20) 

donde usamos puntos para indicar que los ndmeros cu6nticos corresponden a las coorden~ 

das de Jacobi definidas como: 

( 1.21 ) 

que es una transformaci6n ortogonal de las coordenadas ordinarias de los el ectrones I, , 

! ~ y 'f.~ ,y donde empleamos la notaci6n de Dirac completa: 

( 1.200) 

Alternativamente podemos expanderlos en términos de estados acoplados 

a momento angular 1\ y proyecci6n M : 

( 1.22 ) 

El Ket (1.22) también puede expresarse como un poi inomio en los opera­

dores de creaci6n: 

. I . ") ( 1.23 ) ~. ::::\(i (1.,- A f!. 

actuando sobre e l estado base \ O,> ,o sea: 

( 1.24 ) 
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La parte del espacio de configura ci6n de los estados traslac ionalmente 

inva rian tes pu ede expanderse en términos de es tados de 1 parttcula: 

( 1.20 ) 

donde usamos p'Jntos pa ra indicar gue los nt1 me ros cudnticos corresponden o los coorden~ 

dos de Jocobi defi nidos como : 

( 1.21 ) 

que es una t ransFo rmaci6n ortogona l de las coordenadas o rdinarias de los electrones !1 , 

:f ~ y !~ I Y donde empl eamos la no ta ci6n de Dirac completa: 

( 1.2Ch) 

Altemativamente podemos e xpanderlos en términos de es tados acopladO!i 

a momento angular 1\ y pro yección M : 

( 1.22 ) 

El Ket (1 . 22) también puede expresa rse como un pol inomio en fos opera -

dores de creación: 

• I • • ) 

~" = fll !. ... - ¡fs. 
( 1. 23) 

actuando sobre el estado base I o sea: 

( 1. 24 ) 
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donde P se defi ne como: 

( 1.26 ) 

El estado base 10> es claramente invariante bajo permutaciones de 

las coordenadas '!l' i lo Y !l y la discuci6n de las propiedades de si metrra de las 

com binaciones linea les de los Kets ( 1. 22 ) se redu ce al anólisis de las mismas combina­

ciones lineales de los po li no mios P . 
P,;¡ra obtener es tados de 3 pa rt rculas trans lacionalmen te inva riantes de 

sim etrra arbitraria ante permutaciones introduc imos los operadores auxil ia res 

( 1.27 ) 

en esta secci6n los operodores ~ . es tón dados po r e1.11 '> y no deben co nfu ndirse _A 

con los operadores de creaci6n a so c iados a las coo rdenodas ! \ . 

Todos los elementos de se ~) pueden const rui rse de la t ransposi ció .-, 

( 1,2) Y la permutaci6 n ercl ica ( 1,2,3 ) qUE' ,egún ( 1. 21 ) Y ( 1. 22 ) ti enen e l efecto si­. 
gu iente e n los operado res ~¡ y ~1 

( 1. 27 a ) 

( 1. 27 b) 

Ahora cons idera mos polinomio,; ~L YI\~ \ J 1'1. QtJ" M) qu e estón 

definidos como e" ( 1.25 ) pero con ~ ~ ) y, > ) ~ ~ reempl a zando a ~.sJY\!>J Os 
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donde P se defi ne como: 

( 1.26 ) 

El estado base 10> es claramen te invariante bajo permutaciones de 

las coordenadas 'X" i ~ y !l y la discución de las propiedades de simetrta de las 

combinaciones lineales de los Ke>s ( 1.22 ) se reduce al an61isis de las mismas combina­

ciones lineales de los polinomios P . 
Pura obtene r estados de 3 parilculas translacionalmente invariantes de 

simetrra arbitraria ante permutaciones introducimos los operadores auxiliares 

( 1.27 ) 

en esta secciÓn los operadores ~ . _A estón dados por (\.ll) y no deben confundirse 

con los operadores de crea ción asociados a las coordenadas ! ' . 

Todos los elementos de se 21) pueden construirse de la transposiciód 

( 1,2 ) Y la permutación c lel ica ( 1,2,3 ) qU E' . egi.Jn ( 1. 21 ) Y ( 1.22) tienen el efecto si-. 
guiente en los operadores ?Á y ~í 

I~\\ (' ü)(~\) \ 
( tI ~) \~. I :: .) - \ ~ 1 .J 

(1.27a) 

( 1.27 b) 

Ahora consideramos polinomio; ~L y')\~'J n. QtJ" M) que est6n 

definidos como e,-¡ ( 1.25) pera con ~ ~ I V1 > ) ~ > reemplazando a ~s J Y\!> J O.> 
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La aplicaci6n de ( 1,2) , ( 1,2,3) a P co rresponde a aplicar la operaci6n inversa (ref.9) 

a ~I Y ~~ asr que de ( 1.'0) tenemos: 

( 1.280 ) 

(1.28b) 

con ( 1.29 ) 


Pa ra obtener polinomios de simet rra pennutacional definida necesitamos 

aplicar operadores de proyecci6n aprapiados (ver p. ejem. Hammennesh Ref. 10) donde 

los operadores de proyecci6n pt a50ciados con una R. l. (representaci6n irreduci­

ble) de un grupo finito C; est6 dado por: 

pt=: ~\L, ).t(f) t' (1.30) 

con r un e lemento del grupo, -Xl c.p) es el cardcter asociado a éste e lemento 

para la representaci6n ~ , \ G \ es el o rden del grupo y df la dimensi6n de la 

R.I. ~ 
(10) . • .

hay 3 R.I caracterizadas por las partIcIones 

de dimensi6n dt igual a 1,2 y I 

P.:Jra e l grupo 

respectivamente. La la y la JO 50n las representaciones totalmente simetricas y totalme~ 

te a ntisimétrica, Los operadores de proyecci6n de ~(!) (ver Hammennesh Ref. 10) 50n 

( 1.310 ) 

( 1.31b ) 
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( 1.310 ) 

( 1.31b ) 
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( 1.31c ) 

donde e. es el elemento identidad. 

P~ú1 ()
Aplicando a l polinomio r (Yl,Q,)YllQ~)A,t1) obtenemos 

p~~\1 PCY\\ t,) ",Ql/AM).:: t o.- e~4h.~_ e-~15) Pe",,~,) YlLP ..)AM): 

::: i ~ ).9) P lYJ, ~'I Yh.P~JAJ.t)= Il- ~vo) re~l f,)V\¿/~J f\ M) ( 1. 32 )1. ~ 

donde 1> est6 dado por la relaci6n de congru encia: 

( 1.33 ) 

De ( 1.32) vemos qu e V se rd 6 I 6 2 ya qlJ~ \:J= O da el estado p n~, 

yectado eV\ tll~ igual a cero. 

Como la dimensionolidodde la R.I. P=\1.1\ da 5(3) es J~='l 

tenemos dos estados en e l la que est6n caracteri zados por los dicgramas de You ng 

( 1.34 ) 

o bien px los ;irnbolo , d,? rcma ·lOU :.:h i ('(~ J Y ~ ) '<, ) que especi fican el rengl6 n en 

que se encuentra cada número 3. 2, l. 

Dei diogr6ma de Young se concluye que los estados caracteri zados po r 

lossimbolos de YomanOl.:ch¡ (21 1) y (12.) son respectivamente simétricos yantisimétricos 

ante intercambio de ¡a~ partrculas I y 2. p'ra obtener los estados caracterizados por (211 ) 

con los 

op~radores de proyecci<in que don los estados simet rico y antisimétrico en las primeras dos 

partrcu los, esto e,,; 
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( 1 .31c ) 

donde e. es el elemento identidad. 

P~l \1- () 
Aplicando al polinomio r ( Vl,iuY\J Q"1) A M) obtenemos 

p~\.\1 PCV\¡ t,) \'h Ql/ AM)::: t (1 - e4i31 _ e-~ 15 ) p( Y1 \ ~I) Yll.Pl.) A M)= 

::. 1 ~ 1. ~ 19) () (YJ, ~'I Yl .. O'/' J¡\~)=Il- ~vo) 'Pe ""l ~\) Y1 J lJ J\ M) ( 1.32 ) 

donde l,) está dado por la relación de congruencia: 

( 1.33 ) 

De ( 1.32 ) vemos que lJ será 6 I 6 2 ya qU A \IJ ::: O da el estado pn:, 

yectado eV\ i. l l~ igual a cero. 

C'1mo la dimensionalidad de la R.I. P== \ li\ da 5(3) es J~='l 

tenernos dos estados en ella que están caracterizados por los diagramas de Young 

'1 ( 1.34 ) 

o bien pJr los ;irnbolo; de 'rcma'lOU .·.hi ('f~) y~} '<,) que especifican el renglón en 

que se encuentra cada número 3. 2, l. 

Dei diagráma de Young se concluye que los estados caracterizados por 

los simbolos de YamanoL;;;h¡ (21 1) y (12.) son respectivamente simétricos y antisimétricos 

ante intercambio de ¡a~ partrculas 1 y 2. P..,ra obtener los estados caracterizados por (211; 

y (121) necesitamos úplicar a los polirnios ~(Vl\ t\JV\l.L.JI\ M) con los 

ope'rod:>res de proyecci0n que dan los estados simetrico y antisimétrico en las primeras dos 

partrculas, esto e,,; 
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( 1.35 ) 

que de (l. 28b) nos da p:Jra U :::: 0 

?{1.
l \> (VII QI}Y\1011 AM)= i. [~(V1I'I)\>\¡,,~¡I\Mh c._/,t.kA PLY1¡,Q1.JVlll IJ I\M)] 

(1.360) 

(1.36b) 

donde las q, son los polinomios normalizados caracterizados po r la partici6n 1l.\\ 

P.:Ira obtener Ios estados simétrico y cnt,slm trlCO po emos ap Icor y 

y el correspondiente simbolo de Yamanouchi osr como por \1\, tI ) Y\l 01. J 1\. L. fase 

..i, (.-) )) es prescrita por el 11 Ladder procedure" (ref.l) 

· · .. é· d l· (")-\l~ 

y respectivamente. Pero un método más elegante es to ....ar en cuenta que del 

análisis desarrollado para ~ -= -\.11 ~ se concluye gue solo las combinaciones lineales 

de poi inomios Pe \JI 1tI, h. Q1. J AM) para la~ gue 

(t-Aod .3) pueden ser simétricas y antisimétricas. Las gue son simétricas están caracteriza­

das por el diagrama de YOU:1g: 

( 1.37a ) 

y serran simétricas ba jo permutaciones de las part i culos I y 2 como es obvio. Los que son 

antisimétricos están caracterizados por e l d iagrama de Youn3. 

( 1.37b ) 
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( 1.35 ) 

qu e de (1. 28b) nos da pa ra U:::. () 

?{l.} 'P (VI, ~ '1 '(\10 11 J\ M) = ~ (~( .,,'., .... 1.'11" ~ h (.-) R,t-l~-r\ P ('111.01./ Y), L"I\M)] 

( 1.360) 

(1.36b ) 

donde las <p son los po i inomia; normal iza dos caracterizados po r la pa rtici6n {l \ \ 

y el ca rrespondiente simbolo de Ya rnanou(;hi ast comu po r 'II,t,)\'1, 01.) f\.l.fase 

..i. L - ) )) es p rese ri ta por el 11 La dder procedu re" (reF . I) 

Pu ra obtene r los estados simétri co y antisimét ri co podemos apl icor p-\}\ 

y respec tivam en te . Pero un método mds elegante es tomar en cuenta que del 

and Jisis desa rro llado para ~.=o \.1.1 ~ se concl uye que so lo los eombi na cione$ I ¡neales 

de poi inomios p( \11 , t,¡ h. Q1. , A M) para 1m que 

(M::J d . 3) pueden ser sirnét r:cas y an tisimétr icas . l a s que son simétricas estdn ea rac te riza-

das por el diagrama de YOU:1g: 

TI I ;L I :l/ ----:> (1\ \ ) ( 1. 370 ) 

y serian simétricas ba ¡o pemrutaciones de Ilas particu l1as 1 y 2 como es obvio. Los que son 

ant"isimétricos estdn ca racterizados por el diagrama de Youn3. 

--? e 1..11) ( 1.37b ) 

http:c._/,t.kA
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y serfan antisimétricos bajo permutaciones de I y 2. Entonces podemos obtener los 

estados normalizados i~'t (\1\) y {\ \, 1 (321) aplicando respectivamen­

te los operadores ~ -1 ~ \ y ? -\ \\\ al polinomio P(Y\, t IJ Vh t~) 1\ M ) 
í p~l)l
L1>o\.lI~ JPtni l II VIl ~ L /IIM)= ±[\>C.Yh1'j'flL.ll-/A M): (- }\.-+Jl 

-/\ Pú'¡ J1)'fII'./\ M)] 

( 1. 38 ) 

expresión que es v61ida pora l.VI.+ (,- 1 Yl 1 - ~ 1 ~ O 

diferente a obtenemos: 

Asrhemos obtenido polinomios con simetrfa permutacional para los est~ 

dos de 3 partrculas en el problema translacionalmente invariante en términos de los ope­

radores de creaciÓn ª\ '! ~ 1. • Ahora los queremos en término.; de los operado-

Esto es f6cil si conside­res ~l 'f ~1. 

ramos que la matriz de la transformación ( 1:0 ) con ectando ~\} ~1. con ~\J ~1 

puede descompon erse : 

( 1.40 ) li ~)(_..i O) =A ~ 
- .~ O 1 -.-"""""'fi u. 

La aplicación de !l a d6 una combi naciÓn lineal de ? 
cuyos coeficientes son paréntesis de t ransformac iÓn ord inarios, mient ras qu e el efecto de 

e:, es mul t ip licar el palinomio por <._ .. )l~ l+t . Combinan do estos resu ltados se 
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y serran antisimétricos bajo permutaciones de I y 2. Entonces podemos obtener los 

estados nonma l izados i ~, (\1\ ) y {\ \, ~ (321) aplicando respectivamen-

te los operadores pi l
\ y pt\\\ alp:llinomio P ('il, t' J VI ~I~) I\M ) 

í p{l)l 
l ~,II ~ j ? l n, tl l Yl l 41. ¡AM)= ± [? C""l '/ "'Lt~ /A M): C_/,-tJ.t- 1I P('IIl'lJ""'IJ !\ M)] 

__ ' l-~ ( ni ti) f\L 11. / " M..; ~ ~ \ (", ) l 
- '{l 4 ( ~I~!J W\1."l. JA M ~'\\\~ln\)~ ( 1.38 ) 

expresión que es vó lida para lo.+ ' . - 1 VI l - º ~ ::= O pero con el par ('f'11)~1) 

dife rente a obtenemos: 

Asrhemos obtenido pol inomios con simetrra penmutacional para 'os est~ 

dos de 3 partrculas en el problema lranslacionalmente invariélnte en ténminos de los ope-

radores de creaci6n ª\ '1 ~ ~ . Ahora los queremos en ténm ino; de los operado-

res ~\ 'r ~~ o sea de ? ( ';d, I YI,J l ) J\ JJl ) Esto es fÓcil si conside-

ramos que lo motriz de la transfonmac i6n ( 1. '0 ) conectando 

puede descomponerse : 

( ' L) 1. 1 (_.t O) = A e 
- .r- o 1 ~ --. fi H. 

( 1.40) 

La aplicación de !l. a dó una combinación lineol de P 
cuyos coeficientes son paréntesis de transformaci6n ordinarios, mientras que el efecto de 

e, es multiplicar el polinomio por <._.)l~, ""r. . Combinando estos resultados se 
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llega a: 

De lo anterior se sigue que: 

\ VI¡ l.} \1¡ ~ 1-,I1M, t '(') ::. q()t, 21¡ r\¡, t)\ ~; t '(') I o> =. 


A('¡))k¡ '<)[\)Ú\'~IJI1¡,ll.l''\)o\h C.-)'I'\~.-I\ ~(\'hf~,Y\,11J A ~J 10') ::. 


'\ l' J' •• )JAl I )/ A)2Yt,+t'[Ü(-J i 'l<·· .' 1\.\ t 1\1
~ ?-:- ,Y\, I/YI~ l~JAM 1 'J) t/'f ...- 'tl1~I}YI.JII'\ ni vll"I,/A/J 
\1,1, ""J. . 

=, .~. \~,i'J';¡)¡,)AM'><~, ()ñJ.) In,l,,"',I&./A¡Ly> ( 1.42 ) 
~\l, 'IÍ"t .. 

con ~ y y abreviaturas para la partici6n y el simbolo de Yamanouchi yen la deri ­

vaci6n se usaron las propiedades de simetrfa de los paréntesis de tronsformaci6n. Los co=. 

ficientes A ( »,¡ J'(' ) y el valor + Ó - est6n especificados par las ecs. ( 1.36 

y 1.38 ). Es claro que el ¡jltimo paréntesis es o real o imaginario puro porque el factor 
• 

[1.1 e-l t ,] restringe a valores pares o impares. Una redefinici6n tri ­

vial nos permitirfa tener el dltimo parentesis siempre real. 

Entonces hemos construido explicitamente estados tronslacional mente in-

variantes de 3 pa rtfcu las • Pero en el problema atómico o molecular tenemos un sistema 

de referencia fijado por el sistema de coordenados en que los nucleos de los 6tomos o mo­

léculas estén fijos. Si usamos las coordenadas de Jacobi paro describir dos estados de 3 . 
electrones debemos incluir también 105 coordenadas del centro de masa !.~ . Esta 

coordenada es invariante ante permutaciones en las coordenadas originales ~s • En­

tonces lo formo m6s simple de construir estados de simetrfa definido y momento angular 

to tal defi nido en el esp~cio de configuraci6n es tener un estado de este t ipa en las coo r­
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llega a: 

De lo anterio r se sigue que: 

\ VI , f . )'I1lll,./~MI t '() :: q ('~'hl"Y\d~)I\~; t .. r) l0>::: 
A[v¡IJ '()[~Ó\ttiJt1¡,f\.}"Mh [_)f,"'~~f\ ~Ü'hLll'\lllJJ\ MI] lo,> 

'\ \' i. " )JAl')/ .¡)lñl+i,[~:+<._)i,l<.' .' "\ 1\1 ~ t-.- ,'t\, "'JYI~ t,l\M l 'lJ) tl'( \.- ,1 'tl'~')"'I'II'\ n.lv/l,'{¡A¡) 
\'\,., .... Al 

( 1.42) 

con ~ y y a breviaturas para la partici6n y el simbo lo de Yamanouchi y en la deri­

vaci6n se usa ron las propiedades de simetrro de los parén tes is de transformaci6n. Los co.:. 

fi ci entes AC ""/f)'<) y e l va lor '" Ó - est6n especificodos por las ecs. ( 1.36 

y 1.38). Es c laro que el dlti mo paréntesis es o rea l o imaginario puro porGue el factor . 
[1.1 l.- l"] rest ri nge a valo res pares o impares. Una redefi nici6 n tri-

via l nos perm itirra ten er e l altimo parentesi s si empre real. 

Entonces hemos cons tru ido expl icitam en te estados translac ional mente in-

varian tes de 3 partí'cul as. Pero en el problema a tómico o mo lecula r tenemos un si stema 

de referen cia fiiodo po r el sistema de coordena das en qu e las nucleos de los dtomos o mo-

lécl5las estén fijos. Si usamos las coordenadas de Jacob i pa ra describ ir dos estados de 3 . 
electrones debemos inc luir tamb ién las coordenadas del centro de masa !;) . Esta 

coo rdenada es invariante ante permutacion es e n las coordenadas o riginales :fs • En-

tonces la forma m6s simple de cons t ruir estados de simetrfa d\:finida y momento angul Qr 

total definido en el esp;:¡cio de coní;'guraci6 n es tener un estad.a. de este tipo en las coor-
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denadas translacionalmente in variantes 'fl 't il. y acoplar su momento angu lar 

con el de la coordenada 'Í, . O sea const ru i r el estado ; 

donde el paréntesis cuadrado corresponde a acoplamiento vecto rio l de 1\ 
a mom ento a ngular total '>. proyecci6n f' 

Los estados ~ I O"> pueden desco mponerse en términos de los esta ­

dos con a yuda de los bro ckets \ YÍ, J,) Ytl it J 1\ M':> 

( 1.44) 

definido en ( 1.42 ) 

De la defini ci6n (1.43 ) de los estados genero les de 3 pa rt rcu las vemos 

que podemos usar el mismo bracket ( 1.44 ) poro descompo:1 er e l Ket ( 1.43 ) en té nn inos 

del estado 

\"'1 R, J Y\J 1 (1\)) I'\l Q1> : ).J '> = L[<:!\ \'r\, i\><~. \ ~Jl'>ll\<''!~ IV\lgl>l~jI = 
::*I<.!\ \ ~ ,t>~~J Yt.i.><is \ V\~~01J:A}t<í,)¿i~(AJI ~ \11 iil\))sJ >.)::: 

:: I \ ~ , i,}Yi) l¡ \Í\~i~0\) ~ ).f) ~(l l\-t I)O A'tU' W ( f, t ~ ~.3 j A7\ ) (1.45) 

i\ 
donde en las últimas e cuaciones se reacoplaron los estados de una so la coorde nada(II )(con 

ayudJ de los coeficientes de Racah W) para usarlos en la interac ci6n 

Podemos ahora considerar los elemen tos de motriz de un Homiltoniano de 

3 electrone~ en un ótomo o mo lécula respec to a estos eslados . En otra secéi6n haremos ­

dicho onólisis. 

Poro e' problemú de 4 particulas se han desarrollado tamb ién métodos 
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denadas tronslacionalmente invariantes r' 
:'í_ y acoplar su momento angular 

con el de la coordenada 'Íl . O sea construir el estado; 

donde el parc:;ntesis cuadrado corresponde a acoplamiento vectorial de A 
a momento angular total \ proyecci6n f' 

Los estados cf I O,,> pueden descomponerse en términos de los esta-

dos \ v1 1 J, ) v\~ L ) [\. M) con ayuda de los brockets 

( 1.44) 

definido en ( 1.42) 

De la definici6n (1.43) de los estados generales de 3 partrculas vemos 

que podemos usar el mismo bracket ( 1.44 ) para descompo:1er el Ket ( 1.43 ) en términos 

del estado 

\ Y\I i. ¡,(\, L CA») Yi ~ ~~ : ). J ,>::: L[<i\ \~, i \X~ .. \ ~.i,)l/1<:i~ I V11Qj>1~)C= 

:: t l<.'!1 \ Y1 lr> [<~J YI. i.)<. i sl Y\~ l0l;J ~}\<i , ))~lAJj) \ÍI "LA)))) >') := 

:: L\V\lg'JYÍ .i >/Y\ .\il O\J~ ).f>fci J\-'I\)u.7\-t;) Wc f,i.>. A
3
jJ\7\J (1.45) 

X' 
donde en las últimas ecuaciones se reacoplaron los estados de una sola coordenada(II)(con 

ayud:l de los coeficientes de Racah W) para usarlos en la interacci6n 

Podemos ahora consideror los elementos de matriz de un Hamiltoniano de 

3 electrone~ en un 6tomo o molécula respecto a estos estados. En otra secéi6n haremos -

dicho anál isis. 

Paro e' problemú de 4 partlculas se han desarrollado también métodos 
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para construir estados con simetrra definida a nte S['1) . Sin embargo en las aplicaci~ 

nes de este troba jo(3) usaremos la técnica desarrollada en la siguiente secci6n tomando 

el caso pa rt icular Y1=1..( También en algunos problemas de 3 electrones en sistemas 

atómi cos y moleculares hemos seguido la técnica general para l'\ partrculas y no el mé~ 

do de proyecci6n presentado aqur. 

2. ConstI'\Jcci6n de estados de Y\ partrculas. 

Para obtener los elementos de matriz del Hamiltoniano atómico respecto 

a estados de VI partrculas en un potencial arm6nico, se aprovechar6n técnicas desorro­

liadas para la obtenci6n de dichos estados en que permi tan obtenerlos en forma sistemdti­

ca. Los Hamiltonianos de las partrculas en un patencial de oscilador arm6nico en térmi­

nos de nuestras coordenadas ad imensionaies tienen la forma 

( 2.1 ) 

con ( 2.2 ) 

Como la companente d'¡ ~ (operador) t ;:. 1,2,3 s~ 1,2 ... Vi es el transpue~'1 

to conjugado de , vemos que es inva riante ante transformaciones unita­

rias de 3 dimensiones que afectan los rndices ..l , S • Entonces U e~ Y\ ) es 

el gl'\Jpo de si met rras de HCI • Si consideramos separadamente las transformaciones en 

los ¡ndices':' y ~ tenemos que pademos usar los subgl'\Jpas UU) y U l Y'l) 

para caracteriza r los estados de 'n pa rtrculas de l oscilado r por medio de la cadena: 

( 2.3a ) 

P,;¡r úl timo si caracterizamos los estados por e l momento angular total L 
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para construif'estad05 con sime trra definida ante SL~) . Sin emba rgo en l asap l icaci~ 

nes de este t rabajo(3) uso' emos la técni ca desa rrol ,ada en la siguiente secci6n tomando 

el casa pa rti cular VI = L-f También en a lgunos prob lemas de 3 electrones en sistemas 

atómicos y molecul'ares hemos seguido la técnica generol paro l'\ part ícu las y no el mét~ 

do de proyecci6n presentado aqur. 

2. Construcci6n de estados de \1 parti'culas. 

Faro obtene r los elemen ~os de matriz del Hamilto r. iano atómi co respec to 

a estados de VI partrcu las en un potencial a rm6n ico, se ap rovechar6n técnicas desa rro -

liadas paro ra obtenci6n de dichos estados en que permitan obtene rlos en formo sistem6t i-

ca. Los Hamiltonianos de las partrculas en un potencia l de oscil a dor arm6nico en té rm i-

nos de nuestras coordenadas ad ' mensio no ies t ienen la forma 

( 2.1 ) 

con ( 2. 2 ) 

Como la componente d. . 5 (operador) t -=. 1,2,3 '( ~.::- 1,2 ... V'¡ es e l t ranspu~ 

to conjugado de , vemos que es invariante ante transformaciones unita-

rias de 3 dimensiones que afectan los rndices .... , S • Entonces U L 1 Y\) es 

e l grupo de simetrras de HQ • Si consideramos separadamente las t ransformaciones en 

los indices ~ y tenemos que podemos usar los subgrupos Uu) y U l i'l) 

para caracterizar los estados de 'r\ partrculas del oscilador por medio de la cadena: 

( 2.30 ) 

Pur últ imo si ca rac terizamos los estados por el momento angular total L 
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que nos caracteriza una represen taci6n irreducible de O"C~) e U(~) y también 

de y\ que o su vez especi fico uno rep. 

i rr. particular de l gru po simé tri co S (.V\) c. U c. V\ ) , lo cuó l nos do estados 

con momento angu la r total definido y simetrra ante intercambio de partrcul as definidos, 

tendremos lo cadena 

U l \\) ~ . -- ::> S l V\)
J ( 2.3IJ ) 

donde 01"(1) es e l subgrupo de O'tC~) de rotaciones alrededor de un eje . Los pu~ 
tos suspensivos indican lo exi stencia de subg rupos de U(Y\) qu e cont ienen S [VI ) 

Dichos grupos pueden usarse pora c lasi fica r nuestros estados con nuevos númeras cuónti cos(l) _ 

Lo cadena tiene la ventaja, para nuest ros propósitos de que en los números cuan ti cos f y 

l el Hamiltoniano a tómico es diagonal y aún en el caso molecular r es un buén nl1me 

ro cu6ntico porque los estados f rsi cos tienen simetrra defi nido en el espacio. de configu ra­

ci6n, 

En esta cadena de grupos, el Ket para N 'IA.~\I\\D~ puede expresarse co­

mo un polinomio homogeneo de grado N en los operadores de creac i6n que 

actúo sobre el estado base: 

( 2 .4 ) 

Dicho polinomio ~YI ( ~:t.) , siendo uno funci6n de un solo vec­

tor de 3 V\ dimensiones, pertenece o lo representación irredu cib le LN1 del grupo U(~~) 

estón dadas respe:=..Los representaciones irreducibles de 

ytivamente por la~ partrciones 

es U.1 subgrupo de U L~ (\ ) y la rep . ¡rr. de Ula~)como 
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que nos caracterizo uno representoci6n irreducible de O''(, ~) e l..A. C. !» y también 

de Y\ que a su vez especi fico uno rep. 

i rr. particular del grupo simétrico S (VI) e U l V\ ) , lo cuól nos do estados 

con momento angular total definido y simetrro ante intercambio de portrculos definidos, 

tendremos la cadena 

Ul~) -::> O"\"C~ ) ~ l ~(1.) f) ) U L n):) .. - :::> S C. V\) ( 2.38) 

donde 01"(1) es el subgrupo de ote~) de rotaciones alrededor de un eje. Los pu~ 

tos suspensivos indican lo existencia de subgrupos de U(Y\) que contienen S e VI ) 

Dichos grupos pueden usarse para clasificar nuestros estados oan nuevos números cuónticos(l) _ 

Lo cadena tiene lo ventaja, para nuestros propósitos de que en los números cuonticos f y 

L el Homiltoniono atómico es diagonal y aún en el caso molecular ~ es un buén mlme 

ro cu6ntico porque los estados frsicos tienen simetrra definida en el espacio, de configura-

dón. 

En esto cadena de grupos, el Ket para N c.v..~\I\io~ puede expresarse co-

mo un polinomio homogeneo de grado N en los operadores de creaci6n 
t 

~ü. que 

actúo sobre el estado base: 

( 2.4 ) 

Dicho polinomio ~ V'\ ( ~.:t.) , siendo una funci6n de un solo vec-

tor de 3", dimensiones, pertenece o la representación irreducible L Nl del grupo U(~~) 

Los representaciones irreducibles de y est6n dados respe~ 

tivamente por la~ partrciones y 

como es U1 subgrupo de l1..L2:, (\ ) y la rep. irr. de ULa~) 
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es la totalmente simétrica LNl ,las rep. irr. de UL~) y 

est6n relacionadas por(l) 

Entonces el Ket toma la forma: 

donde -(::,l'f",\'Í.,-- - t) es el simbolo de Yamanouchi, '). representa todos 

los posibles números cuónticos extra en la cadena Ul~)-:;,- - . ::J S(~) y l\.. es 

el unico número cuóntico adicional(12) en la cadena UL~):> ot(;) . 

El efecto de una permutaci6n l' en los VI indices de portrcula es 

el siguiente 

donde la matriz El I L,,) es una representaci6n irreducible de S ("v\ ) ca­
'f't 

racte rizada por t 
Aprovechando las simetrra ante intercambio de partrculas de los diferen­

tes términos del Hamiltoniano molecular podemos escri birlo como: 

( 2.8 ) 
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es la totalmente 5imétl"icc, [Nl I las rep . ¡rr. de \..Á l !l) y 

est6n relacionadas por(l) 

f">l ( 2.5 ) 

Entonces el Ket toma lo fonn a: 

es e l simbol o de Yamanouch i, 'J. representa todos 

los posibles números cu6nticos e xtra en la cadeno Ul ~)";:) - -" .::> SCn ) y 1l.... es 

el unico número cu6n tico adiciona J(l 2) en la cadena U L"» J ate;) _ 

El efecto de una permutación f en los VI ind ices de partrcula es 

el siguiente 

donde la matri z. B;" I L\l ) 

ructeriz.ado por t 
es una representaci6n irreducibl e de S ("" ) ca -

Aprovechando las simetrra ante intercambio de part rculas de los diferen-

tes términos del Ha miltoniano mo lecular podemos escribirlo corno: 

_ E. l 1 "\ -1 1 L -\ 1 H -T lVH)\ L ~ l!M) P-tIT€ ¿l., _ )lL ~ --- ~-
" l' lo " ~ \ r ll;-'!,,\ 

"" \ ") ~ L ['\-\ \ Z "Z ~ fi 1;: \.'(1-\)\ L L ... ~ \'( -1<. \ "P -t L.. _.. jl :lo ~ 
.. p -" '" ",,,~ \ s.. ... - g ~ I ( 2.8 ) 



- 24 ­

En consecuencia de lo anterior los eleme~tos de mot¡jz de H respecto 

a los estados resultan: 

Para especificar totaimente IflS e~.tad()s tenemos que interca lar un grupo 

entre U LV1.') ~ . - .:) SL'I\). Un grupo que no:; permite caracterizar los estados de 

'n partTculas en e ' oscilador p',r ei número que hay en cada capo es el grupo kCf\) 

definido como el producto semidirecto entre el grupo de matrices diagonales unítúria:; en 

Y\ dimen~iones A(V\) y el grupo simétrico S('f\~1 (i )I o sea : 

Ahora trataremO$ de construir estados caracterizados p:)r rep . irr. en la 

cadena p:>niendo ~ntre 

( 2.: I ) 

P.Jrael c61culo explrcito de los estados es preferible trabajar en lo cade­

( 2 12) 
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En consecuencia de k anterior los eleme~tos de matriz de H respecto 

a los estados resul tan : 

Para especificar totaimente hs e ~. tados tenemos que intercalar un grupo 

entre U lVl ')::> ___ ::> SL ..... ). Un grupo que no ::. permite caracterizar los estados de 

Y\ partrculas en e ' oscilador p',r ei ndmero que hay en cada capa e~ el grupo k c.'t'\) 

definido como el producto semidirecto entre el grupo de matrices diagonales unitúria; en 

Y\ dimensiones A (Y\) y el grupo simétrico S ('t\~1 (i) I o seo: 

K(n)= A(Y\) 1\ S(l\) (2.10) 

Ahora trataremos de construir estados caracterizados por rep.irr. en la 

cadena p:>niendo ~ntre UlVl) y Se,,) 

( 2.: I ) 

P.Jra el c6lculo explicito de las estados es preferible trabajar en la cade-

ro can6nica 

(U(Y\-i) O) 
V l V\) :::> l Q ! ( 2 12) 
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que nos permite clasificar los estados(13) con las particiones [hI 1- - - htt1 que 

caracterizan las rep . i rr. de -U (~:: 1) ~J - - - 'r\) Esto nos da los estados de 

Gelfand 

( 2.13 ) 

que tienen .10 venta ja de que nos permi ten expresar el estado de YI parttculas en térmi­

nos de un producto de un estado de las las '(\-1 partrculas por un estado de la parttcu­

·10 Y1 de la siguiente manero : 

( 2.14 ) 

el brocket l J LM 

implica acoplamien to del estado de las las n-l parttcu las con el estado \ y\ J W\'> 
de la última partrcu la y e l brocket <:.. \ '> es un coeficiente de Wigner reducido 

de U l ~) en la cadena U ( ~) :J O't( ~) que a su vez puede descomponerse en un 

coe fici ente de Wigner en la cadena: 

U Cl) 
Ul~) ~ ( O ( 2.15 ) 

p~'(.¡. un solo rengló n, que han sido derivados explici ta mente(14), y un paréntesis de tron,! 

formación en tre estados de esta últ ima cadena y estados de la cadena Ul"))::> OTL)) 

que tambi én est6n cal culadas y tabulados (14) (15): 
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qu e nos permite clasificar las estodosll 3) con los particiones [h1i - -- hu.1 que 

corocterizon las rep. irr. de lA ( ~::: 1) L) -' - Y\ J Esto nos do los estados de 

Ge lfand 

( 2.13 ) 

que ti enen .10 ventaja de 'lue nos permiten expresar el estado de 't1 pa rt rculas en térmi-

nos de un producto de un estado de los las 'rt-! partrcul as por un estado de la pa rtrcu-

lo n de la siguiente manero : 

( 2.14 ) 

el brocket l JLM 
implico acoplamiento del estado de las las n- l partrcu las con el estado \ Y\ t "'" '> 
de la última partrcula y el bracket <. \ '> es un coeficiente de Wigner reducido 

de l.J. l ~) en la cadena U(~) ~otc~) 'lue a su vez puede descomponerse en un 

coeficiente de Wigner en la cadena: 

( 2.15) 

p~"''' un solo ren916n, que han sido derivados explicitamente(14), y un paréntesis de tron.:. 

formación entre ','stados de esto última ca::hna y estados de ia cadena l;~ l") J -:. O t () ) 

que también estén calculados y tabulados (14) (15): 
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( 2.16 ) 

Entonces los elementos de matriz de l Hamiltoniano H molecula- entre 

estados de la cadena canóni ca, usando la descomposiciÓn quedan para los términos de 

de una so la partrcu la como lY~)l. y \ 1", - R... l- ' reducidos a un producto de cae'" 

ficientes de Wigner de U ( ~) en la cadena u n) :J Ot (. ) ) , coeficientes de 

Rocah y Wigner ordinarios y elementos de matriz de una sola partrcu la como los de la 

:iecc. l. Faltarran los elementos del potencial repulsivo interelectr6nico para lo cual ,e 

usan las coordenadas de Jacobi como veremos m6s adelante. 

Pera antes necesitamos p::>der pasar de la cadena can6nica donde como se 

ha vis to es f6c il construir explicitamente los estados de Y\ port rculas y donde los eleme!2. 

tos de matriz de H oporecen en términos de coeficientes conocidos y tabulados y eleme!2. 

tos de una soJa partrcuJa a la cadena U lV\) =' \< LV) ) -=:> se",,) que nos provee 

con los números cu6nticos apropiados (1.J-x. ) 'f) al problema flsico puesto que 

del Hamiltoniano tiene simetrra defin ida ante permutaciones en los rndi ces de partrcu­

la. 

Para esto han sido determinados en formo g:merul los paréntesis de transFo.:. 

moc i6n (16,17): 

( 2.17 ) 

que nos permiten posa r de una cadena o otra. 

FU:1damentalmente lo que se hace(l) es tomar combinaciones lineales de 

los estados de Gel fand que corresponden a rep. irr. definidas de la cadena 'J(,.,) J kLVl) 
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( 2.16) 

Entonces los elementos de matriz del Hamiltoniano H rnolecula- en're 

estados de la cadena can6nica, usando la descomposici6n quedan para los términos de 

de una sola partrcula como L,\:~)l y \ ~'o\ - R ... ¡- \ reducidos a un producto de coe" 

ficientes de Wigner de "lH~) en la cadena UD)::::J oté)) , coeficientes de 

Racah y Wigner ordinarios y elementos de matriz de una sola partrcula como los de la 

:iecc. l. Faltarran los elementos del potencial repulsivo interelectr6nico para lo cual ,e 

usan las coordenadas de Jacobi como veremos m6s adelante. 

Pero antes necesitamos p:lder pasar de la cadena can6nica donde como se 

ha visto es f6cil construir explicitamente los estados de V1 partrculas y donde los eleme~ 

tos de matriz de H aporecen en términos de coeficientes conocidos y tabulados y eleme~ 

tos de uno sola portrculo o lo cadena UlVl):::> \«Yl) =:>S(\.'\) que nos provee 

con los números cu6nticos apropiados (tJ!..)'f) al problema frsico puesto que 

del Hamiltoniano tiene simetrra definido ante permutaciones en los indices de portrcu-

la. 

Para esto han sido determinados en formo g:meral los paréntesis de transfo,:. 

mac i6n (16,17): 

( 2.17) 

que nos permiten pasar de una cadena a otra. 

Fu"domentalmente lo que se hace(l) es tomar combinaciones lineales de 

los estados de Gel fand que corresponden o rep. irr. defin idas de la cadena 'JC V1) J k LVi) 
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Para encontrar esas combinaciones lineales caracterizamos los estados de la cadena canóni­

ca por los pesos (w,'1h.· . w .... ) definidos como los eigenvalores de los operadores 

de peso. 

( 2.18 ) 

y relacionados con [ "" ,,11 como sigue: 

( 2.19 ) 

la acción de los el ementos de \< LV\) sobre el con junto de .operadores de peso 

\ t 
( C, ) el.) ... solo lo transforma en sr mismo, ya que se reduce a permutar los 

indices entre sr. Esto se ve facilmente si recordamos que todo elemento de k (Y\) es 

el producto de una permutación en los rndices de portrcula por una matriz unitaria diago­

nal y la aplicación de una matriz diagonal unita ria sobre no afecta el conjunto 

ya que dicha matriz y son conjugados entre sr. 

En tonces clasificamos todos los estados de Gelfand que corresponden a 

una rep. irr. de U LVI ') en subconjuntos que estén caracte rizados por sus pesos tal' que 

en cada subcon junto estén sola estados cuyos pesos sólo difieren en su ordenamiento. 

Respecto a la apl icación de los elementos de k (V\ ) todos los estados de un subcon­

junto asr defin idos corresponden a una rep. i rr. de los grupos k L\'\) :::> S ( Y\ ) 

Ast se pueden construir los p;:¡réntesis de transformación. 

rep. irr. repet idas de k l'tl ) que estdn contenidas en U (Y\J y los rep. irr. 
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Para encontrar esas combinacion es lineales caracte rizamos las estados de lo codena canóni-

ca por los pesos (vJ1W/.. __ . vJ,,) definidos como los eigenva lores de los operadores 

de peso . 

( 2 .1 8 ) 

y relac ionados con [ h v~"1 co mo sigue: 

( 2.19 ) 

La acción de los el ementos de \< L 1fI ) sobre el conjunto de operadores de peso 

so lo lo transforma en sr mismo, ya qu e se reduce o permutar los 

indices entre sr. Esto se ve focilmente si recordamos que todo el emento de k ( V\) es 

el producto de una permutac ión en los rndices de pa rtrcula por una matriz uni ta ria d iago-

nal y la ap li'Ga ci6n de una matriz d iagonal unitaria sobre na afecta e l conjunta 

ya que dicha ma triz y son conjugados entre sr. 

Entonces clasificamos todos los estados de Gelfand que correspo nden a 

una rep. irr. de ULY1 ') en subconjuntos que estén caracterizados po r sus pesos tal que 

en cada subconjunto es tén sol a estados cuyos pesos só lo difieren en su ordenam ien to. 

Respecto a la aplicación de los elementos de K (Y\ ) todas las estados de un subcon-

j un to as r defi n idos ca rresponden a una rep. i rr. de los grupos \<. t \f\) ~ S ( Y\ ) 

AsT se pueden constru ir los p;:¡réntesis de transformación. 

~ /~)\i'f1\~~"i ~nil) \[~t~1') = \L;:"i";fM1> ( 2.20 ) 

~~ 

d d "V I - ó . (1). d'" I on .e ~ representa os numeros cu ntlcos extra que sirven pa ra Istlngulr entre os 

rep. irr. repetidas de k C'il) queestó n contenidasen U(Y1J y los rep. ifr. 
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repetidas de S( VI) contenidas en }( (Y\) • los brakets ha n sido de term inodos(l) 

y la suma es sobre los esta dos de G elfand cuyos pesos difieren so lo po r uno pe rmutac i6n . 

Entonces podemos eva luar los e lementos de motriz de H ( 2.9), por 

lo menos para los térm inos en H que dependen de una solo portrcula como y 

---L­ i 
\'{) - ~I Fa lta mostra r como se c) btienen los elementos de motri z d e \ !"_ ~,,,.... \ 

. 
Poro es to introducimos las coo rdenadas de Ja co bi ! 'ti de fin idos como: .r",= 'fi 

, 
C! "- 'S~ -I) 

1Y1-1:=' J¡ (~ n ~ "!'I\-I - 2. r ""-1) 
. . 

( 2. 21 ) 

Podemos definir estados l) respecto (] estas nuevos coordenadas, ~ sandc. lo 

notaci6n de poner un punto sobre las particiones l ~ t 'i ""\ que dan las rep . irr. de 

n- I . - I[} ¡los grupos en la cadena canónica . Los elementos de matri z de 1 'fl-\-~n-'IJ :::-I'CV\\ 

en estos estados 1) : 

( 2. 22 ) 

se pueden ahora calcular en identica forma que los otros términos del Homiltoniano H 
Solo falto desarrollar los estados \ [hnl> en térmi nos de los 

\ L"" n1 ) , o sea desarrollar \ ['VI u1) cuan::Jo apl icamos la tronsfo-.':.estados . 
moción ortogona l de las coordenadas ~S a ~!> Podemos descomponer eso 

transformaci6n en productos de matri ces ortogonales de dos por dr,s O jt donde los su b-

Indices s,. y"t implican que so io las columnos y re"glores y t son a fecta ­
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repetidas de S (VI) contenidas en k (VI ) . Los brakets han sido determin:td:ls(l) 

y la suma es sobre los estados de Gelfand cuyos pesos difieren solo p:lr una permutación. 

Entonces podemos evaluar los elementos de matriz de H (2.9), p:lr 

lo menos para los términos en H que dependen de una sola partrcula como y 

! ~ 
\'[>- ~I Falta mostrar como se ,>btienen los elementos de matriz de \Y- _( \ 

_'" _\0'\-1. 

Para esto intraducimos las coordenadas de Jacobi S", definidas como: 

( 2.21 ) 

Podemos definir estados
l
) respecto o estas nuevas coordenadas, ~sandc, la 

notación de poner un punto sobre las particiones l ~ ","1 que dan los rep. i rr. de 

los grupo5 en la cadena canónica. Los elementos de matriz de J.lh:\o\ -~"-,n- ':; 11::\1\ f I 
en estos estados 1) : 

( 2.22 ) 

se pueden ahora calcular en identica forma qv~ los otros términos del Hamiltoniano H 
Solo falta desarrollar los estados 1 [\-.ul> en términ:ls de los 

estados \ L~ n1 ) ,o sea desarrollar \ l~H1) cuan:Jo aplicamos lo transfo~ . 
maci6n ortogonal de las coordenadas ~~ a ~> Pode'Tlos descomponer esa 

transformoción en productos de matrices ortogonales de dos p:lr de,s O l1 d:lnde los sub-

,ndices S. Y 1- impl ican q'Je soio las columnas y re"g:ores y i son ofecla-
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(18) O
das po r la transfa rmaci6n ortogo na l • A su ~ez o:, t puede expresarse como 

( 2.23 ) 

donde los paréntesis son t ransposic iones de dos rndices de rengl6n o columna. Estas t ran~ 

forma ciones pue,den expresarse siem pre como productos de t ransiciones contiguas (rn.- \J~) 

la matriz <[ l-¡ ~$l \(~-IJ"") I[hf~1') ha sido evaluada(16) ex­

pl ici ta mente pa ra el caso general yen consecuenc ia podemos obtener <['I,~~1\ {1Js)I[~1~) 

etc. Adem6s como 0\ 1. actúa sólo e n los ulti mos dos renglones del Ket '[hn1> 

su efec to est6 dado (I) por la rep. irr . : 

\C\-t (~'L-h.J (O O)
U \ _1 ( ' 1 I ) \ -l( I ) F» ( 2.24 ) 

"11 ""i. h" + .... ,. ) nI! l.. 1".+1'\,, ) 

del grupo sU. c.l.) I con ~ 6ngu lo de rotaci6n. Entonces podemos obtener 

los paréntesis de t ran~fo rmaci6n entre los estados \ ') y \ '> esto nos permite cal­

cu lar todos los térm inos de la matriz de H calculados entre estados de oscilador arm6­

nico para \1) part rcu las. Todos los pasos necesarios han sido dete rm inados a lgebraicame~ 

te(I), aunque el paren tesis de transformaci6n qLie nos lleva de la cadena Ul~)J\<.(")::lS(n) 

a la can6nica sólo se tiene explrcitamente(l) para V\= 2,3 Y 4 partrcu las. 

En la pr6xima secci6 n procederemos a a pli ca r es tos resul tados sistem6tic~ 

mente a problemas at6micos y mo leculares. 

3. Aplicaciones en Frsi ca At6mica . 

En es te tipo de problemas el Hamil to niano (0.1 ) es m6s simp le en el se~ 

tido de que hay un s610 nucl eo que hacemos co incid ir co n el origen de coordenadas y con 

e l cen tro del po tencial de osci lador . El té rm ino cons tante intemucléonico desaparece y 

podemos toma r e l momento angu lar total L y su p royecci6n tv\ como buenos númeras 
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(18) O 
das por la ~ransformac ión ortogonal . A su vez S t puede e xpresarse como 

( 2.23) 

donde los paréntesis son transposic iones de dos rndices de renglón o columna. Estos tron! 

formaciones pueden expresarse siempre como productos de transiciones contiguas (m-tJ ~) 

ha sido evaluada(16) e x-

plicitamente para el caso general yen consecuencia podemos obtener <[I\~$l\(1J s )I [l,'t~) 

etc. Adem6s como 0\ 1. actúa sólo en lo s ultimos dos renglones del Ket \ [hnl) 

su efecto est6 dado(l) por la rep . irr.: 

\ C\- t ( ¡',.- .\',J (O O) 
U \ _ 1 (1 1 I ) 1 -11 1 ) ~) 

~II ""i. h" .. r." ) n" ~lh .. +~ u ) 
( 2. 24) 

del grupo s U l ).) , con 0- 6ngulo de rotación. Entonces podemos obtene r 

los paréntesis de tran~forma ción entre los estados \ ") y \ ) esto nos permite co l-

culor todbs los términos de la matriz de H ca lculados entre estados de oscilador armó -

nico para VI partrculas. Todos los pasos necesarios han sido determinados algebra icame!2 

te(I), aunque el parentesi,s de transformac ión que nos ll eva de la cadena Ul'l\) :::lK (\I\):>S(n) 

a la canónica sólo se tiene explrcitamente(l) para VI= 2,3 Y 4 partrculas. 

En la próxima sección procederemos a aplicar estos resultados sistem6t ic~ 

mente a problemas atómicos y moleculares. 

3. Aplica c iones en Frsica Atómica. 

En este tipo de problemas el H'amiltoniano ( 0.1) es mós simple en el se~ 

tido de que hay un sólo nucleo que hacemos coincidir con el origen de coordenadas y con 

el centro del potencial de oscilador. El término constante intemucléonico desaparece y 

podemos tomar el momento angular total L y su proyecc iÓn M como buenos números 
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cuónti cos. Aprovechando gue los paréntesis de transformación entre lo cadena canónica 

han sido explicitamente determinados hasta estados de 4 partrculas, presentaremos có lcu ­

los pa ra ia~ e nergras de los estados mós bajos para ó tomos ligeros del hidrógeno hasta el 

be ril io usando técnicas va ria cionales simple s usando ia constante del oscilador E. como 

pa rómetro variacional . 

a) . - Sistemas a tóm icos de I electrón . En los ótomos hid :'ogeno ides na­

turalmente permiten una solución exactu de la ecuación de Schrtldinger . Pero usaremos 

las funciones de la secci6n 1.0 para ilustrar el anólisis gen e ral y para probar la conver·· 

gencia en un prob lema en gue podemos comparar con la soluci6n exacta. 

En particular tomemos el estado base (.Q '"" yY\ = O) . Por ser bue·· 

nos ndmeros cuónticos R y 'v)1 tenemos gue tomar fu nciones de uno parti'cula de-

oscilador también con R-=.W\::.o en nuestro anólisis. Los eiementos de matriz 

del Hamiltaniana guedan como : 

Aprovechando la fórmula de las integraies de Talm: la matriz paro Y\ hasta 5 o sea 

tv =- 1.. V\ -=- \ O quanta estó dada 

1\<.V\ I OO \ H \ '(¡ O 0'>\\ ::. 
\·s U.S? • 


U,S? 3.5 fS " \ 

\ 
\rs S.S flOS' . 1 ­
'\ 

ilos' 	7,5 ~ \ 

~ 9,S ~J.1.S' : 
 3.2 ) 

. {i:M' ti oS / 

Tomando Z = i. el el emen to de matri z 	 toma su mrnimo valor 
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cuánticos. Aprovechando que los paréntesis de transformación entre la cadena canónica 

han sido explicitamente determinados hasta estados de 4 partrculas, presentaremos cálcu-

los para :a~ <3nergras de los estados más bajos paro átomos ligeros del hidrógeno hasta el 

berilio usando técnicas variacionales simples usando ia constante del oscilador E. como 

parámetro variacional. 

a). - Sistemas atómicos de I electrón, En loó átomos hid,ogenoides na-

turalmente permiten una salución exacto de la ecuación de Schrtldinger. Pero usaremos 

las funciones de la sección I.a para ilustrar el análisis general y para probar la conver" 

gencia en un problema en que podemos comparar con la solución exacta. 

En particular lamemos el estado base (~ "" yY\ = O) . Por ser bue" 

nos números cuánticas R y \Il1 tenemos que tomar funciones de uno parti'cula di' 

oscilador también con p-= Wl =- O en nuestro análisis. Los eiement06 de matriz 

del Hamiltoniano quedan como: 

Aprovechando la fórmu!'J de las integraies de Talm: la matriz paro Y\ hasta 5 o sea 

~ =- 1.. 'f\ = \ O quanta está dada 

l \ <. '(\/ O O I ~ \ '() 00 >t\ = 
¡·SU.s? • 

U, S)' 3.s rs 
rs S,S f¡O,S • 

'. \ 
\-
\ 

ilos' 7.5 W \ 
~ 9,S ~lÚ' : 

~ lIoS I 

~'~~:;~~'>SlO . §.. .7 7i.¡, \, IS15 1..0'07 

fiI . s'm .íl'fS L12J'd' 1,~LS'1 
! .~q30 ·'(,I" ,<a~ LOf~ I.JH~ 
I 

\/i~1 S7"C1 .''1I:!J .~1' \.ow. \.~m 
3.2 ) 

Tomando Z= t el elemento de matriz toma su mtnimo valor 
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para : 

E:.::: \. O " ( 3.3 ) 

con este valor de E. ,el porcentaje qu'e se obtiene de la energra exacta para calculas 

hasta un número par de quanta N (o sea el eigenvalor m6~ bajo de las submatrices con 

est6 dado en la siguiente tabla: 

No. de quanta : Porcentaje de la energra 
electrónica total 

hasta: O 84.9 % 

2 84.9 % 

4 93.33% 

6 93.73 % ( 3.4 ) 

8 95.77 % 

10 96. 19 % 

Es in teresante hacer notar que para E..::: 1.06 la matriz hasta 2 quanta 

es automdt icamente diagonal y no mejoramos al pasar de O a 2 quanta. De hecho, tenemos 

que los aumentos significativos en la precisi6n de nuestros resultados solo se obtienen por 

brincos de 4 quantas y no par 2. 

Si en vez de diagonalizar la matriz para el valor €. = 1.06 ajustamos 

'= para minimi za r el eigenvalor m6s ba jo de la matriz, obtenemos E.:: 1.40 y 97.35 % 

para e l porcentaje de la energra electróni ca total hasta 10 quanta. 

Ultimamente D. F. Kirwan(19) de la Universidad de Rhode Island extendi6 

el a n61isis hasta 36 quanta, completando el andlisis de lo convergencia de la energra con 

la de o tros observables, como la raiz media cuadrotica del radio, el momenta (-I )-ésimo 

estadrstico p:¡ra foto absorci6n dipolar y e l cuadrado del traslape de las funciones de osci­
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para: 

E.::::\ .O (, ( 3.3 ) 

ca !') este valor de E. , el porcenta je que se obtiene de la energra exacta paro ca lculos 

hasta un número par de quonta tJ (o sea el. eigenvalor m6~ bajo de las submatr ices con 

~J ) O~'r'\J V\1 ~ T estó dado en lo siguiente tabla: 

No. de quanta : Po rcenta je de la energra 
e lectron ica to tol 

hasta O 84.9 % 

2 84 .9 % 

4 93.33 % 

6 93 .73 % 

8 95.n % 

10 96.19 % 

( 3.4 ) 

Es interesante hacer notar que poro E. -= 1.06 la matri, hasta 2 guanta 

es avtom6ticamente diagond y no mejoramos al pasar de O o 2 quanta. De hecho, tenemos 

que los aumentos significativos en la precisi6n de nuestros resultados solo se obtienen por 

brincos de 4 quantas y no por 2. 

Si en ve, de diagona l iza r la matriz pa ro el valo r E. = 1.06 a justamos 

'= pora minimizar el eigenvalor mÓs bajo de la matriz, obtenemos E =- 1.40 y 97 .35 % 

poro el porcentaje de la energro electróni ca to tal hasta 10 quanta. 

Uh imamente D. F. Kirwan(19) de la Un iversidad de Rhode Island extendi6 

el anólisis hasta 36 quanta, completando el anólis is de lo convergencia de la energra con 

la de otros observables, como lo roiz media cuodrdtica del radio, el momento (-I) ~simo 

estodrstico para foto absorciÓn dipo la r y el cuadrado del traslape de las funciones de osci-
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lador calculadas ca n el criterio de mrnimo energra y las funciones exactas. Llamando con 

Kirwan a las funciones de oscilador con E. ajustado para mrnima energra \Vt ya las 

funciones exactas '-Velas definiciones de estos observables son : 

Energra ( 3.5 ) 

Raiz cuadr6 tica media del radio _ ~ t :::D1J(: ~1.'P"t J\fy1' ( 3 . 6 ) 

Trasl ape cuadr6tico ( 3.7 ) 

/IAomento (-I)-ésimo de fotoabsorci6n ( 3.8 ) 

donde r,(~ ) es el secci6n total de fotoabsorci6n dipola/20) para fotones de ener­

gra E 
El c6lculo de Kirwan confinna que e l valor 6ptimo de €. es fuertemen 

te dependiente de l nlimero de quanta y para N-= 36 llega a 1.85::: ~ 

la figura en escala semilogaritmica (fig.3 .1 ) representa los errores re la­

ti lias absolutos como funci6n del nlimero de quanta y muestra que para reducir el erro r ,a 

1% se requiere, para Pr llegar a 6 quan ta para E a 16 quanta, para R. a 28 

y para ;M-, hasta 36. 

b) . - Ata mos de 2 el ectrones . 

( , - + -++ oH eH)
Para este tipo de 6tomos H ) He) L¡) ~e J \) ..J usa-

mas las técnicas de la sección C.2, p:lra c6 1cu los del es tado base . Usando los estados de 

oscilador cama en dicha secci6n tenemos que para el caso de O quanta hay un solo estado 

posible 

( 3 .9 ) 
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ladür calculadas, con el criterio de mrnima ernergra y las funcione s exactas. Llamando con 

Kirwan a las funciones de os c ilador con €. ojustado para mrnima energra \t't 
funcion es exactas \V e las de fi ni ciones de estos observab les son: 

Energ ro Et =- r~; H \Vt dV 

Ra iz cuadrotica media del radio 
.[) - r \ 'I\J ~ 1..'\1) 1\ /l\ll 
\\1 -L) 'L~ , 1"t cL J 

f rc.slape cuadrotico 

Momento (-I)-ésimo de fotoabsorción 

ya las 

( 3 .5 ) 

( 3 .6 ) 

( 3.7 ) 

( 3.8 ) 

donde r- ' - \ " le) es el se cción total de fotoabsorc ión dipola/20) po ra foto nes de en er-

gro E 
El c6lculo de Ki rwan confinna que el volar óptimo de E. es fue rtemen 

te dependiente del número de quanta y pa ra N:::: 36 llega a 1.85:::: ~ 

l a fi gura en escala semi loga ritmica (fi g .3 . 1) representa los e rro res rel a -

tivas absolu tas cama función del número de quanta y muestro que pa ra reduci r el e rror ,o 

1% se requiere, para Pi" llegar a G guanta para E a 16 quanto, para R o 28 

y P,l!"Q ~-l hasta 36. 

b) . - Atamos de 2 electrones. 

( , - + +.¡. H 'i+) 
Para este tipo de átomos ti ) He) L¡ ) ~e J Q. -J ( usa-

mas la s técn icas de la sección C. 2, p:Jra cálculos del e3tado base, Usando los estades de 

osc i lador como en dicha secciÓn tenemos que para el caso de O guanta hay un solo estado 

posibl e 

( 3.9 ) 
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y en tonces el valor de expectoci6n del Hamiltoniano ,e~pe,.. to (J dichr, estadc es 

(:.10) 

Minimizando respecto a E. se obtienen los sigui entes vaíores paro las ene.·gras de los 

sistemas a t6micos de 2 electrones, en unidades at6micas de energra 

Z. E: 
Energra 

ca lculada 
Energra 
experim. 

p:Jrcenta!e 

\4­ 0.684 - 0.702 - 1.053 67% 
He. 2 1.748 - 4 . 582 -5.8075 79 % 

Li 3 2 .812 -" .86 -14.560 81 . 5 % 

~ 4 3.874 -22.512 -27.311 82 % ( 3." ) 
1!1~. 5 4.937 - 36.561 -44.602 83 % 
C'H 6 6.000 -54 -64.812 83.3 % 

Vemo:¡ que la apmximaci6n de O quanta mejoro al crecer Z·. De hecho 

para L.-OO podriamos despreciar la energra de interacci6n, lo que según la sec ­

ci6n anterior nos dari'a el 84.9 % de la energra total electrónica . Los valores experimen­

tales pueden obtenerse con buena precisi6n usando un análisis variacional del tipo Hylleros, 

que hace u.so de más parometros que e! sólo parámetro E... usando aqur. El caso ."ás •. 

desfavoroble de \-1- (donde incidentalmente usamos el valor variacional en la tabla y nc 

el experimenta!(21)) se debe básicarnente a la mayor importancia relativa de la energra de 

interacci6n. 

Paro posar a mayor número de quanta debemos fijamos que los estados que 

pueaen mezclarse con el estado 100,00,00 > deben ser simétricos y con L-:: M=0 

pues Hl) L '1 M son buenos números cuánticos. Paro estadas hasta 2 

quanta denotaremos los estados por brevedad, como: 
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y entonces el valor de expectación del Hamiltonianu :e~pe ,'" to o dich r , estadc es 

( :::.10) 

Minimizando respecto a E. se obtienen los siguientes valores para las ene.'gras de los 

sistemas atómicos de 2 electrones, en unidades atómicas de energra 

Z. E: 
Energra Energfo p::>rcenta!e 

calculado experim. 

\4- 0.684 - 0.702 - 1.053 67 % 

\4~ 2 1.748 - 4.582 -5.8075 79 % 

L1 3 2.812 -11.86 -14.560 81.5 % 

~ 4 3.874 -22.512 -27.311 82 % ( 3.11 ) 
?,~;. 5 4.937 -36.561 -44 .602 83 % 
c"· 6 6.000 -54 -64.812 83.3 % 

Yemo; que lo apmximaci6n de O quanta mejora 01 crecer Z ' . De hecho 

poro L.-OO podriamos despreciar la energra de interacción, lo que seglÍn la sec-

ci6n anterior nos dari'a el 84.9 % de lo energro total electronico. Los valores experimen-

tales pueden obtenerse con buena precisi6n usando un onólisis variacionol del tipo Hylleras, 

que hace uso de mós parometros que e! sólo par6metro E... usando aqur. El caso 'l1ÓS ., 

desfavorable de \4- (donde incidentalmente usamos el valor variacional en la tabla y nc 

el experímenta!(21)) se debe bósicamente a la mayor importancia relativa de la energra de 

interacci6n. 

Para pasar a mayor número de quanta debemos fijamos que los estados que 

pueaen mezclarse con el estado 100,00,00 "> deben ser simétricos y con L -= M =0 

pues U'c; L '1 M san buenos números cuónticos. Para estados hasta 2 

quanta denotaremos los estados por brevedad, como: 
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Para este caso usando los parén tesis de transformaci6n discutidos en I.b la matriz de ¡ . 

tiene la fo rma : 

\\< ~/\ HI1'>11 ~ E,Ji 1~)-lW,Z~ (~ ~ _~)+
~o O ~ O O ~ . 

(3.12)+ ~ ~~ r ~)
-.1..L " 
~, "' 

Para el caso del 6tomo de t\. y el valor 6ptima de G el parcent~ 

je de la energra to ta l crece solo hasta 80.72 % . Este pequeño mejoramiento ' es consis­

tente con los resultados en el 6tomo de H donde, de hecho no habra mejoramiento 

desde O a Ot 2 quanta. El an6lisis hasta 4 quanta desarrollado por M. Duvoboy permite 

obtener 92 % de la energra electrónica tota l . 

e) • - Atomas de 3 e lectro nes. 

Coma en la secci6n I.c queremos fu nciones de tres partrculas con si­

metrta definida . A los estados: 

( 3.13 ) 

les aplicamos los proyectores que nos llevan a fu nciones que corresponden a representac~ 

nes irredu cibles de l grupo simétrico. (10) 

'() ~~Hin) .:::: *[e ~(~l.)+ U,lJ+(l.)})-+ ( \,2., ~h U.)lJl.)l 

F~' 11 \ u.l.'>::h [e-l\)1.) - ll)~) ~ ( \) l.)~) - (1.) » t-~l~.l.n 
( 3.14 ) 

il,'¿I)(.l.I\) .:: "h fe + (1./ t) - ¡ l l)l)- ~ ( t) ~) - t L\) t.!» - \:.ll) ~)¡)] 


p1.-\.H \ ll l..l) : - ~[e - (t/l). i (L3) ~ ~(2./3)-i (1.) 11 ~)-~lll~)l.J] 
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Para este casa usando los parén tesis de transformaci6n discutidos e n I. b la matriz de j o 

tiene la forma: 

\\ < CJ' \ \-1 11 '>11 ~ 

~
l 11 _...L) E I 'O. 

-t ffii ' fi I~ ~ 
-.1...l.. 1/ 

6, " 

( 3.12) 

Pa ra el caso del 6tomo de \-\. y el valor 6p timo de 6 el porcent~ 

je de la energra total crece solo hasta 80.72 %. Este pegueño mejo ramiento' es consis­

tente con los resultados en el dtomo de ti donde, de hecho no habra mejo ramiento 

desde O a 0+2 quanta. El and /isis hasta 4 quanta desarrollado por M. Dvvoboy permite 

obtener 92 % de la energra electrónica total. 

c).- Atamos de 3 electranes. 

Como en la secci6n I . e queremos funciones de t res partreulas con si-

metrra definida. A los estados : 

( 3.13 ) 

les aplicamos los proyectores que nos llevan a funciones que corresponden a representaci~ 

nes irreducibles del grupo simétrico.(IO) 

~ ~}IC\I \) :::: -k le + (\.,l)+ U )lHll..) 3J+ (I)', l,} ... a ¡lJl.ll 

~ ~ l 11 t (n,l>:: :h [e- u, 1.) -U,,~) -; (\) l.¡~) - lL, 3,) t-(1)~ll.n 

f\'¿ 1,0-11).:: -h ~ + ( !.¡l.) - t l tI 3.)- \ (' ¡ ~) - H \) 1.1~) - ~ ll, ~JlJ ] 
( 3 .14 ) 

p¡,~H \ ll u) : - A [e - ( 1)1 ) ... ~ (L!) .. ~U.,3) --i {l., 1, ~)-i l l}~)L)1 
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Los dos primeros son los proyectores simétr icos y anti simétrlco respectl 

vamente y los otros dos ambos corresponden a pero a los d iagramas 

de Young re specti vam ente, pero estos últImos no son "partners"ffiTI yUfl 
en el sentido (p .ej em . Hal1merme5h) . Los partners pueden constru i rse con ladder 

~ 3 !5 ) 

Veamos que estados y qu e rep. irr. de l grupo simétrico neC I?Sltamos pala 

calcular la energra del estado base del Litio . El estado base tI e ne paridad par ("= 1- ) 

o S,eOl "l- Y\l"t tl~ Lvh-t~ ~-t u,) ... I!o par . El momento angular es o 
y el spin es ~:-\ • Entonces.Q, y ~ L deben acoplarse a ~ I

-"' 
momento angular 

intermedii : t~ ) para que 'e l acoplar con 1~ de' O • Entonces el orden dei 

acoplamiento es irre levante y escri bimos \ VI, O" ~ l Ql. ¡ V\ !o ~ !t') independiel"teme'2­

te del orden que sigamos p;:¡ra acopla r y la transposición de dos part rculas cont igu c, ~; en €;I 

Ket lo deja igual . En otras palabras : 

( \) 1) \ VI¡ l,) Yl /.. Qlo c.e.J; VI ~ Q ) ') .:: L- } , 'tJL - O~ \ Yl J l , V\ , Q \ (J ~) ~ VI ~ ~ ~') 
(l.)~) \ V\ , DI ; Yl L QL J Yl ~ 1, L ~ \ ) >= (- /..tQ~ -O, \ -(\ ,' ,', .1, Ql>¡" 1i . d i) '> (3 .16) 

pero 

Como d ij imos en el estado base del lit io ).;.0 

J -:: '/'1. , lo que implica que los estCl dos curresponden a la partic i6 n EP 
n o\u\ 

Entonces debemos usar lo s 4 proyectores "'- Adem6s como vi mos ya 

ta mbién nos inte resan estados con Q, -+ P1. '¡" R-" pJ I Y con nú mero de qua nta par 
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Los dos primeros son los proyectores simétricos y antisimétr,co respect, 

vamente y los otros dos ambos corresponden a pero a los diagramas 

de Young ffiTI y ~ respectivamente, pero estos Jlt,mos no son "pa rtners" 

en el sentido (p.ejem. Ha-nmermesh). Los partners pueden construirse con ladder 

Ve,;¡mos que estados y qu e rep. i rr . del grupo sim é t~ico neCi"SI tamos POlO 

calcular la energra del estado base del Litio. El estado bose tiene paridad pa r (1\ '" -t ) 

o ~~" l-V\l1"t,~~'I\~~~~~l.l\l'+~~ par. El momento angular es o 
Y el spin es ~<:: -\ • Entonces ~, y eL d eben acoplarse a ,!! momento angular 

intermedii -: i~) paro que el acoplar con ..(!. de o • Entonces el orden del 

acoplamiento es irrelevante y escribimos \ 'f\, 0, I VIl Q!. , \Il!. ~ ~ "> independie"teme~ 

te del orden que sigamos paro acaplar y lo transposici6n de dos partkulas contiguc·:; en él 

Ket lo dejo igual. En otros palabras : 

pero 

Como dijimos en el estado base del litio ). =-0 S" '1 .. 
¡) 

y 

. lo que impli co que los estudos cvrresponden a la partici6n EP 
Entonces debemos usar los 4 proyectores 

p~ll\ 
Ad em6s como v i mas ya 

también nos interesan estados con Q -\- n +- ~ pJ i Y con número de quanta par 
I ~ L ~ -'.J 
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Los estados obtenidos al aplicar los proyectores conP; v 

J=Ü 1\Vasimbolo de Yamanouch i y .,( '" \ ; J.. los denotaremos : 

( 3.17 ) 

los cuales usaremos para calcular la matriz del Hamiltoniano H 

que es diagonal en ~ ) '(.J ot porque H es simétrico e independiente del spin. 

Por la forma de H para el Li 

( 3.19) 

l ~¡ 3e~ )
habrd qve calcular estados de operadores de una sola partrcula üM 't ~ usando 

los coe ficientes ~ y de 2 partrculas usando los paréntesis de transformación 

definidos en las secciones la. y lb. 

Vamos a proceder a construir la matriz para el Litio para estados de 'hasta 

6 quanta. Primero vemos que para O quanta no hay ninguna función que se pueda proyec­

tar con i= {l.!\ porque solo hay el estado 

100,00,00) ( 3.20) 

que pertenece a la representación simétrica ~ =~ 

Pasamos a 2 quanta y tenemos 2 estados : 

( 3.21 ) 

7 -

P.JY 
Los estados obtenidos al aplicar los proyectores., con 

l=~ll\'6simbolo de Yamanouchi y .,(::> \ b.l.. los denotaremos : 

( 3.17 ) 

los cuales usaremos pora calcular la matriz del Ha miltoniano H 

que es dia gonal en ~ J 'f.J o(. po rgue H es si mé tri co e independ iente del spin. 

Por la forma de H para el Li 

( 3.19) 

(
91 .3e~ ) 

habr6 gue calcular estados de operadores de una sola partrcula ü;". '1 "(~ usando 

los coefici en tes ~ y de 2 partrcu las usando los paréntesis de transfonnación 

de fin idos en las secciones lo. y lb. 

Vamos a proceder a const ru ir la matriz para el Litio para estados de hasta 

6 quar.la. Primero vemos que para O guanta no hay ningu na fun ciÓn gue se pueda proyec-

tar con f:= ~ 1. i. \ porque solo hay el estado 

100,00,00) ( 3.20 ) 

que pertenece a la representac i6n simét ri ca f = ~ 
Pasamos a 2 quanta y tenemos 2 estadas : 

( 3.21 ) 
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En este caso tenemos la ventaja de que : 

( 3 . 22 ) 

Si adem6s recordamos que toda pe rmutac i6n puede pon erse como produr.tn de transposic io ­

nes 

( 3.22) 

si usamos esto ( (t 1.) =e ) en nuestros operadores de proyección ' 

( 3 . 23 ) 

Aplicando esto tenemos ' 

\ 00) 00) (0)111."\ (ll\) i) :: H[1 00)00)10'>--\: \00) lo,l OO)-t\!OJ OO¡ OO")] 

100)00,110,11.\\ ( \ l i.H)-= ~[\oo,10)OO>- \10)00/00>1 

\ Di) «' 1, 00.1 ~111 (0.1) i'> =~ l)O !.JOO, of)- \,00, O 1.) O L'>1 (3. 24 ) 

\ ol)ol) 00/41.11 (1.1\) i)::::~h\}~)o~ 00)- ~ \OIJ O()jol)-±)DO/01j Oi)] 

y estos estados tienen ya la simetrra apropiada correspondiente a ':,;:111. 

Procediendo en igual forma para 4 quanta donde tenemos los estados : 
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En este caso tenemos la ventola de que: 

( 3.22 ) 

Si adem6s recordamos que toda permutación puede ponerse camo produr:tf1 de tronsposicio-

nes 

si usamos esto ((t 1.) = e) en nuestros operadores de prayección-

Plt')(lll) = ff [e--1Üj~)--±L.i,~)] 
P.-ILI}( 11.\) = & [(¡) ~) - 6.1~)] 

1"\~1\)(111) _ 0111 \t\lU _ 
Yl. -'"'l. -O 

Apl ¡cando esto tenemos ' 

( 3.22 ) 

( 3.23) 

100.1 00) -LO)Üi."\ (11 \) f) :: JI [1 00)'0) tO,>~-'¡ \00) lo" O 0> -~ \10J 00/00')] 

loo)OO,,10,tl\~ (11tH')=- ~[\oo/!OjOo>- \1 0.1 00-,,00>1 
\Oi,OiJoo/~~I)(il1)i>=~l)D~'J()O,Df>-\. OD)OL)OL')1 (3.24) 

\ 01., oL, 00-" -1 Úl (l.\ \) i) = ~ l\1> ~)O~ 00')- 1. \ 01) DUjO 1) -± ) 00-,,01./01.) ] 

y estos estados tienen ya la simetrra apropiada correspondiente a S~'h.. 

Procediendo en igual forma para 4 quanta donde tenemos los estados: 

http:00/41.11
http:produr.tn
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y p:HO 6 ~uanta con los estados : 

\0 ~J0:!>(Oo'); \Ol)Ol)O~» I Ol.,Ol.,Lo'> ji 1.1,01) 00»; 101,01, 10'»; 

\~IJoi)OO>j \ll)UJoo"':>;.lli,oL) Lo'); loo/OOj.!O>; IlOjOO...,!..o'); 

\~OJio/ !.o'»lo!>pljot)~ loi)o!) U ..'); lii¡oi)oi'::;> ( 3.26 ) 

y proyectando los para tener simetrra definida podemos construir la matriz de H que 

hasta 6 ·:¡u:mta es de dimensi6n 'O x 'O ya que ciertos estados no penniten tomar (1/2J=e 

"t'<como por ejemplo \ L l) ot) 00'> y como ~ -:;: O contribuyen con dos 

estados proyectados. 

El c61culo hasta 2 quanta ha sido hecha dandO la matriz: 

_-L)'fi 
( 3.27 ) II 

" 
cuyos eigenvalores al ser minimizados respecto a € nos. da : 

( 3.28 ) 

(3.29 ) 

Vemos que )., es ~ 60 % del valor experimental E~ = -14.967 

(Paul ing-Wilson pago l41 

I 
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y pora 6 quonta con los estados : 

\0 ~¡03(OO'); \Ol)OlJO~,» I Ol.J ol,lo') j I !lJD1) 00') ; ¡DIJO!, 10"); 

\ll)oi,OO); \ilJUJoo,);.IU.)~L) Lo'); lo%o)~o>; Ilo)oo)lo,>; 

\ LO)lO).o,> ) lo~p 1 pi); lo i) oi) ll. ') ; lUJo {) 01'':::;> ( 3.26 ) 

y proyectandolos para tener simetrio de fin ida podemos c;onstruir la matriz de H que 

hasta 6 ·:¡uanta es de dimensi6n 17 x '17 ya que ciertos estados no permiten lomar (1)2,)= e 
C\t" como por ejemplo \ L L) Di) 00'> y como ~ 1= O contribuyen con dos 

estados proyectados. 

El cólculo has ta 2 quonta ha sido hecho dando la matriz: 

( 3.'17 ) 

cuyos eigenva lo res al se r mini mizados respecto o € nos. do : 

( 3.28 ) 

'" .' 

) 
( 3.29 ) 

Yemos que ),,1 es ........ 60 % del va lor experimen ta l EC-tt = - 14 .967 

(Paul ing-Wilson pag. l Y 1 
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P<Jra el cas') de '+ cu:,nto,; e l valor de € q'J: minimizo el eigO'nva lor 

mós bajo d: la matriz de ? x 9 es : 

E::: 1.71 (3 . 30 ) 

dando un ,] energra : 

E=- -9. 2301 ( 3 . 31 ) 

que ~é 62 7'c de la energra exp:r 'menta l . Actualmente B. Silva desarrol lo el cólcu lo ,] 6 

cu::mtos. 

Como hemos visto el estado de O ,porta esta prohibida ¡x>r el p:-incipio de 

Pauli : asr que el estado permitido mós bajo es el de un cu:mto . Para el cófcu lo del estado 

base del Lit io empezamos con 2 qU.:lnta porque el estado de un cU':mta oorresponde aL::: 1 

Pero ahora analizaremos ese estada para poder calcular problemas de 

fTsica molecu lar con L = 1 
El estada oon N::: L se pJede obtener como en 2 . 

o 
( 3. 32 ) 

• -T 
donde es ta re lacionado con '! '> y igu:J1 que d~~ ~ ""~ 

", u ) 
oon ~~ y f.,. . A dicho e'itad-:> lo proyectamos con ~ obteniendo : 

) [11 
L,:l K 

[1.1 

) f ~i'\\ 
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Püra el caso de q. cu:.nto3 el valor de E q'J: minimizo el eigcnvalor 

m6s b::¡io de la matriz de 't x 9 es : 

E: = 1.71 (3.30 ) 

dando un:! eqergra : 

E =- -9.23(11 ( 3.31 ) 

que=:, 62 "le de la energra exper·menta l . Actu::¡lmente B. Silva desorrolla el c61culo :! 6 

cu:mtos. 

Co:no hemos visto el esto do de O (FJarto esta prohibido ?or el p:-incipio de 

Pouli : osrque el esta:lo permitido m6s baio es el de un cu:!nto o Para el c61culo del estado 

base del Litio empezamos con 2 qu:mta porque el estodo de '-In cu':!nto corresponde a L == 1 

Pero ahora an:Jlizaremos ese estodo p:Jra poder colcular problemo> de 

fTsico moleculor con L=l 
El estodo con se pJede obtener como en 2. 

donde 
• o\" 
c:. '/"r<.~ esto relocionodo con '! '> y 

con '!.,. y 
~tI) 

2~ . A dicho e,tad0 lo ¡:>royectomos con \l obteniendo 

) [11 Ct1 
L:l K I f::.p,\ 
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i-
Las expres io nes en términos de d",u nos pelm iten eva luar lo s té~ 

mi nos de una sola p:lrtrculo de H Las que est6n e n télm in::>s de n::>s dan 

los Kets 1) que permiten eva luar lo repulsión intere lectrón ico como se mu estra en 

I .c. Para estos estod::>s el va lor de expectación de H ,que es independiente de '<' y 

M es : 

( 3.34 ) 

El estado m6s bajo del Litio con L== 1 es un dob lete(21) cu ya ene rgia 

experim en tal es -199. 58 eV. Usando <)1> y minim izando tenemos que pora ~ " 1. 807 

e l va lor es -1 21.49 eV o sea un p::>co m6s de l 60'/c del va lor experimenta l . 

d). - Atamo s de 4 e le ctrones . 

Para e l p rob leolla de 4 e le c t ro nes e l principio de Pa ul i n::>s impide p::>ner 

m6s de 2 en la capo! S de l oscilador o sea e l estad::> m6s b:ljo es de 2 quanta N,: 2 . 

Este estado(l) incluye bases para los reps. irr. de S U,) siguientes 

( 3.35 ) 

pero el efecto de l princ ipio de Pau li exc luye los 2 primeros . Usamos los proyectore s que 

nos lleven o los reps. 

\ 

[.ll . 

Lro.l\ ) 

( 3 .36 ) 

-11 -

Las e;'pl~2;;iones "n térm inos de nos pelmiten e val uo l los tél' 

minos de una sola po,-ticulo de H Las que es tán en té lminos de n.)s do n 

los Kets 1) que penn ; llen eva lluar la repulsi6n inte,-clectn:'ínica corno se muestl'o en 

I.c. Para estos estad.); el valor de expectació n, de H ,que es ind",:o:;ndiente de '< y 

M es : 

( 3.34) 

El estado más bajo del Litio con L== 1 es un dobl ete (21) cuya energra 

experimental es -199.58 eV. Usondo < rl> y minimizando teC1emo s que paro é -= 1.807 

el valor es -121.49 eV o seo un poco m6s del 60c/c del valor experi me n tol. 

d). - Atorras de 4 electrones. 

Para el problena de 4 elect rones el' pl'incipio de Pau ll i n,)s impid e poner 

más de 2 en lo copa! S del oscilador o sea el estad,) má s bo'io es de 2 guanta N", 2. 

Este estado(l) incluye bases palD las r'eps. irr. de SCt.¡) s iguientes: 

( 3.35) 

pero el efecto del principio de Pauli excluye los 2 pri meros. Usamos los proy e ctores que 

nos lleven a las re ps . 

1[.l.1 . (ll 

1 LM) ~= i l.l\ 

( 3.36) 
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\ 
[ \ \1 . 
1 M J 

( 3.37 ) 

- L€-·t . t lfi '~'-\ fi ·.. ·t ..!- .+ '+ .!t .+ .+ J.~ · t ' t ) \ ~ - [ ~ ~~ O.,+- 't dJ,~+C¡ ~J ~ \.+Ja~' ~'f +- 4 ~Jd3~.1,-¡d!>Ó'f .h, 0/ 	 ( 3.38 ) 

( a,b, ) 

( 3. 39 ) 

'( a,b, ) 

( a,b, ) 

\ 

[\ 11 , 
1 M ) 
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( 3.37 ) 

- I_'é·t.t .lfi·~.-\ fi. ...... -L"+ ' -\ ~·t·'t l.rT· t·t) \ - [~~~~'If- q dl~~.:z d¡~'-+J{iÓ¡d'f+If;),Ólt-"¡\"~d!>d'f.t~ O) (3.38) 

[\\1 

1M J 

( a,b, ) 

( 3.39 ) 

,( a,b, ) 

( a,b, ) 
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donde el paréntesis [ l LM. quiere significar acoplamiento de los vectores a mo­

mento angu lar L-:::: O) 1 para la partici6n ill \ y L.. i para ~ll/! 

Con estos estados obtenemos la matriz de H diagonal en L , M , 

( 3.41 ) 

(a,b,c,) 

El estado base para 6tomos de 4 electrones tiene L,: O y correspo~ 

de a la configuraci6n del p:>tencial Coulombiano. Tomando la la expr=. 

si6n de <H') tenemos para ~~ , con 'Z= 4 el mrnimo en 6 =1.97 Y obte­

nemos 53 % de la energra electrónica total. que es experimentalmente(21) -389 eV. 

4. Aplicaciones en Moleculas Diatómicas. 

Con las técnicas desarrolladas en las secciones I y 2 vqmos a llevar a ca­

bo algunas aplicaciones a sistemas diat6micos. Escojeremos el eje z. en el direcci6n 

del eje de la mol~cula, y entonces M asr como t y y son buenos ndmeros cu6n 

ticos (simetrra ante O'" (2) ). Adem6s como el problema es invariante ante permutaci~ 

nes de los electrones los elementos de matriz son independientes de '(". Nos vamos a 

restringir a moléculas diat6micas hasta 4 electrones, para los que los estados tengan el m..!: 

nimo ndmero de quanta compatible con el principio de Paul i. En consecuen cia todos 

I?s estados que necesitaremos han sido dados en lo sección anterior. 

a) Caso de un electrón : 
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donde el pa réntesis L l LM 'lui e re signi ficar aco plami e nto de los vectores o mo-

mento angular L--=O)l pa rolapartici6n {ll\ y 

Con estos estados obtenemos la matr iz de H diagonal en L , f'v1 , 

( 3.41 ) 

(a,b, c, ) 

El estado base paro 6 tomos de 4 electrones tiene L -: O y correspo~ 

de a la configuroci6n del p:)tencial Coulombiano. Tomando lo 10 expr=. 

si6n de < H '> tenemos paro ,~ , con "L: 4 el mrn imo en 6: I ~97 Y obte-

nemas 53 % de la energ ro e lectrónico tota l. 'lue es experimentolmente(21) - 389 eV. 

4. Ap licaciones en Molecufas Diatómicos . 

Con las técnicas desarrolladas en las secciones I y 2 vqmos a ll evar a ca-

be algunas aplicacianes a sistemas diatÓmicos. Escojeremos el e je z. en el dirección 

del eje de la mol~culo, y entonces M ast como J y y son buenos números cu6n 

ticos (simetrra ante Di (2) ). Adem6s como el problema es invariante ante permLltaci~ 

nes de 'los electrones los elementos de matriz son independientes de '(" . Nos vamos a 

restringir a mol é culas diat6 rr icos hasta 4 e'lectrones, poro los qU? los estados tengan el' rT'~ 

nimo número de quanto compotibl'e con el principio de Pou '! i. En consecuencia todos 

los estados 'lue necesitaremos han sido dados en la secci6n anterior. 

a) Caso de un electrón: 
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1 I 11"+ 
Ej emplos de moleculas diatórnicas con un solo electrón son Hl , n~l , 

~-t

HLi , etc. Escogiendo el origen de nuestro potencial de oscilador armónico en el ce':l. 

tro de ca rga y llamando 'l R a la distancia entre los núcleos de la molecula (ver fig . 

(11.1)) vernos de la di scusi6n en la secc. (2.0) yen particular de las ecs. (1.10) y (1.11) 

que para un estado de un electr6n de O quantos el volor de expectaci6n dei Harniltoniano. 

( 4 . / ) 

se convierte en 

(4.2 ) 

con lz.. R ~ 1 
~ lR) -= z, -z~ L.!.. _ ézrt '21.) ~. ~rt'Z1. _. (2,.2J""1 "Z-'1"'-) ( 4.2 b ) 

-r; lR. Z}· R 2\'1. R 

Es claro que el valor mfnimo de H se alcanza cuando .' 

( 4.3a ) 

Llamando R. 7 el valor de R paro el cual ¡(~) es un mrnimo vemos que el mfcli­

mo de la energra se al canza cu::tndo '. 

( 4.4 ) 

El mfnimo del valor de expectación de H , que nos dá el potencial 

de interacci6n entre 2 nucleos como funci6n de R. está dado por : 

(4.5 ) 

· 44·, 

., 1'+ 
Ejemplos de moleculos diotórnicos con un 5010 electrón son Hl ,H(¡, , 

!>-t 
H Li ,etc. Escogiendo el origen de nuestro potencial de oscilodo,- armónico en el cel2. 

tro de carga y llamando "l R o la distancia entre 105 núcleos de la molecula (ver fi9. 

(11.1)) vemos de le.; discusi6n en la sece. (2.0) y en pnrticulor de las ecs. (1.10) y (1.11) 

que para un estado de un electrón de O quantos el volar de expectación dei Hamiltoniano. 

( 4.1 ) 

se convierte en 

E: f. ( R) (4.2 ) 

con ¿z .. R ili1S¡ fCR)-= 21-z~L.!.._ L:zrt2z.}~, ~rt'i"L _, C.2,-\-2Joj "2-11-l..1 
fi" (~ Z;¡.l. R 2\1 R 

( 4.2 b ) 

Es claro que el valor mrnimo de H se alcanza cuando,' 

( 4,30 ) 

Llamando R? el valor de R paro el cual i [i.) es un mrnimo vemos que el mrni-

mo de la energra se alcanza cU:Jnda " 

( 4.4 ) 

El mrn',mo del valor de expectación de \-l ,que nos dá el potencial 

de interacción entre 2 nucleos como función de R está dado por : 

(4,5 ) 
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Para ~nco n tra r las curvas para los potenciales E (R) primero gra ficarernos t l'a.) 

como funci6n de R ,encontrando e l va lor de ~o en el cual tiene un mrnirno asr co­

mo el valor de fe Qo) de éste ~Itimo. Susti tuyendo este valo r en (4.5) , graficamos 

E.lR) , usa ndo las f6 rmu las dadas en la introducci6n a este capnulo, para expr=. 

sor E.CRJ en e l ectr6 n vol ts y R. en 8ngst rO ms. 

En la fi gura (11 .2) damos E. e.. Q.) para y la comparamos con el 

có lculo exac to, qu e es posible hacer usando coordenadas e lrpticas(22). Se ve que 105 m~ 

nimos de ambas curvas son muy cercanos; de hecho obtenemos un 84 % de la energ ra ele~ 

trónica to tal (22), y es razonab le esperar que có fculos que vayan a mós cuantos nos per­

mitir6n aproximamos a~n mós a la curva exacta. Nuestra predicción para la distancia 

o o 
intemucl eares 1.022A mien tras qu e el valor expe rimenta l es 1.06A . Dentro de nuestra 

teorra ti ~ serra estable respecto a la descomposición ti;-» r\ ""\' \-\+ , ya que de 

la fig. 11.2. E:.l~D) ":" -\3..~~ t.V mi ent ras que en la secci6n a nterior habiamos ca~ 

culado la energra - 11 .77 eV (que era 84.9 % de 13.53 eV) p:¡ra N::.Q cuantos. 

H: 23
Pa ra Bende / ) rea lizó cal culos co n funcion es de oscilador arm6 

nico has ta 4 cuantos. En su a nólisis e l t ra ta ene rgras electrón icas, o sea no incl uye e l té.!:. 

mino de repul si6 n nu cl ear, Usando los resultados de Bender para la dista ncia expe ri menta l 

R:: .53 ~ con el valor para la fre cuenc ia del osc ilado r que mini miza la energra para 

e2 

una R dada y agregando .1 ~ se obti ene: 

a) Las energra p:¡ra e l es tado 1000 > es 84 % del va lor experi men­

tal , co inc idiendo con nu estro a nól isis . 

b) Para una combi naci6 n lineal de esta dos IODO) y 1100) la ener­

gro ca lculada es 88.66 % de l valor exac to . 

e) Para una comb inació n li nea l de los estados 100J) y 1020 ) 
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Para ~ncontrar las curvas para los p::>tenciales E CR) primero graficaremos ? l~) 

como función de R ,encontrando el valor de '({o en el cual tiene un mrnimo OSI co-

mo el valorde t Ca,o) de éste (ll timo. Sustituye,-¡do este valor en (4.5), grafica mos 

E.. l R) , usando las fórmulas dadas en la inlroducci6n a este ca p n-ulo. para expr=. 

sor E. Ut) en el edron va I ts y R e n 8 ngstrtlms. 

En la figura (1/ . 2) damos E L~) para y la comparamos con el 

cólculo exacto, que es posible hacer usando c.oordenadas elrpticas(22). Se ve que los m.! 

nimos de ambas curvas son muy cercanos; de hecho obtenemos un 84 % de la energra ele.:. 

. (22} 
tr6nlca to tal , y es razonable esperar que cdlculos que vayan o mds cuantos nos per-

mitiron aproximamos aún mds a la curva exacta. Nuestra predicción para la distancia 

o o 
intemucleares 1.022A mier.tras que el1 valo r experimental es 1.06A . Dentro de nuestra 

teorra H: serra estable respecto a lo descomposici6n H~ --» H -\" \-1+ , ya que de 

la fig. 1/ .2. E:. l 'Q.~l':" - \1 ,b~ 't V mientras que en la secci6n anterior habiamos caJ. 

culada la energla -11.77 eV (que era 84.9 % de 13.53 eV) p~ra N~o cuantos. 

Para r\: Bende/
23

) realizó co iculos con fu nc iones de oscilador arm6 

nico hasta 4 cuantos. En su an 61isis el trata energras electr6nicas, o sea no incluye el té~ 

mino de repulsi6n nucleol·, Usando los resultados de Bender para la distancia experimental 

R::: .53 i( con el valor para la frecuencia del oscilador que minimiza la energla para 

e"l 
una R dada y agregando .1 ~ se obtiene: 

a) Las energra poro el estad8 1000 > es 84 % del valor experimen-

tal, coincidiendo con nuestro anólisis. 

b) Para una combinaci6n lineal de estados 1000) y 1100) la ener-

sro calculada es 88.66 O;e del valor exocto. 

c) Para una combinaci6n lineal de los estados 1008> y 1020) 
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la ene rgTa calculada es 88 . 88 % de la exacta . 

d) Para la combinación siguiente· 

que corresponde a la a proximac ión de hasta 4 cuantos se obtie ne del an61 isis de Bender 

el 93 .46 % de la energTa exac ta y los siguientes valo res pa ra los coefici entes . 

C\\,: 0 . 96396 , ~-: 0 .1 8707 , 'h= 0 .15880 

a. 'i=0 . 07847 , Ct..= 0 . 06226 ' , Q,= 0. 02334 

Se ve que la convergencia es tan buena como en el caso atómico. 

b) Caso de dos Electrones ; 

El pri ncipio de Paul i aún perm i te el caso de cero cuantos poro este caso. 

El c6lculo de el valor de expectación de la energTa para mole.:ulas diatóm icas cuando se 

tienen 2 electrones es directo, dandones la expresión: 

< \-+) = ff.~~E )CK) ( 4 .6 a ) 

( 4 .6 b ) <\l>",,- ECR>={- t(~,,)[Ffo)-l ~l~) J 

( 4.6 c ) 

La gr6fica de la energTa como función de R para \1 2 est6 dado en la 

figura 11.3, donde se compara con una curve de Le. A.O. por Heitler-London que usaron 

3 par6metros en lugar del único par6metro de nuestro on6lisis. Poro H~, E.(~o)= 

f-;.5.15 eV (19% del valor experimentol(22)) lo que en nuestra aproximación muestra que 

L.. 
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la energta calculada es 88.88% de la exacta. 

d) Para la cambinaci6n siguiente' 

que correspande a la aproximación de hasta 4 cuantos se obtiene del an61isis de Bender 

el 93.46 % de la energra exacta y los siguientes valores para los coeficientes. 

ú,.,:: 0.96396 , 

a.'j= 0.07847 , 

~~ 0.18707 , 

Cl~:: 0.06226 o, 

~= 0.15880 

Se ve que la convergencia es tan buena como en el caso at6mico. 

b) Caso de dos Electrones; 

El principio de Pauli alln permite el caso de cero cuantos para este caso. 

El cólculo de el valor de expectaci6n de la energra para rI'lOIE;~ulas diat6micas cuando se 

tienen 2 electrones es directo, dandonos la e .xpresi6n : 

<\4)= f~).\-E )(K) ( 4.6 a) 

<\4> ....... ECR>={- ~(~D)[.F~o)-l ~l~) J ( 4.6 b ) 

(4.6 c ) 

La grMica de la energra romo funci6n de R para Hz est6 dada en la 

figura 11.3, donde se compara con una curve de Le. A.O. par Heitler-London que usaron 

3 parometros en lugar del único parometro de nuestro an6lisis. Paro H~, ~l~o)= --
I 1

(22» 1 . . , -25.15 eV (79% del va or experimenta o que en nuestra aproxlmacl6n muestra que 

J. 
) 

t , 
l 

http:f-;.5.15
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es esta ble an te la desin tegración 111- H ya que en la sección anterior obtuvimos 

E::. -11.77 eV (84.9 % del valor experimental) para la energra de t\ asr que 

1 E'> E (~) . La distancia de equil ibrio predicha es ~ Qo =.82 ~ contra el va 
o 

lar experimental de .74 A. 

La aproximaci6n de hasta 2 cuantos para el H1. usando los estados: 

y usando el valor de R que minimiza la energra en el problema de O cuantos, y adem6s 

minimizando numéricamente el menor de los eigenvalores de la matriz de 5 x 5 respecto a 

f. 	 , nos da una energra de -26.66 eV que es 83.77 % del valor experimental. 

c) Caso de 3 el ectrones. 

El principio de !'auli en éste caso nos forza a poner sólo 2 electrones en 

la capa l~ , asr que el mrnimo número de cuantos se obtiene cuando el tercero estd en 

la capa 1r . Los estados correspondientes fueron dados en la secci6n ( 3.c ) y nueva­

mente notamos c¡ue estos estados ti enen paridad impar . Si c¡ueremos estados de paridad par 

hay que ira 2 cuantos. En ésta sección usaremos estados con N:: L y los aplicaremos 

a H_ * .. .J H~ - • Para moléculas diat6micas horno nucleares, la paridad es un buen 

mlmero cu6nt ico y los estados ( 3.33 ) nos podrran dar una buena aproximoci6n para esto­

dos de paridad impar. Para estados de paridad par debemos ir a N-=. l. . tv\oleculas 

t 
diat6micas heteronucleares como HL¡ no tiene la paridad como buen mlmero .::udntico 

y pueden mezclar estadas con N=t y N=l. Como ademds hemos visto que pa­

ra el Li la ene rgra electrónica total para N={ , L-:l y san casi 

iguales, no podrramos despreciar N=.\ cuando pueden mezclarse con estados con 

Por esta razón no d iscutiremos aqur el Hli para estados con W::.1 
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es estable ante la desin tegraci6 n H"t- H ya que en la secc i6n ante rior obtu vimos 

E ::.. -11.77 eV (84.9 % del valor experimental) para la energra de t\ asr que 

1 E"> E (~) . La dis tancia de equilibrio predicha es ~ ~o = .82 A cont ro e l va 
o 

lar expe rimental de .74 A. 

la aproximaci6n de has ta 2 cuantos paro el H 1. usando los estados: 

y usando el valor de R que minim iza la energra en el problema de O cuantos, y adem6s 

minimizando numéricamente el menor de los ei genva lores de la matri z de 5 x 5 respecto a 

(¿ , nos da una energra de -26.66 eV que es 83.77 % del valor experimental. 

c) Caso de 3 el ectrones. 

El principia de Pau li en és te caso nos forza a poner só lo 2 el ect rones en 

la cap.:J l!. , asr que el mrnimo número de cuantos se o btiene cuando e l tercero es td en 

la capa 1. f . Los estados correspondientes fueron dados en la secci6n ( 3. c ) y nueva-

mente notamos que estos estados tienen pari dad impar. Si queremos estados de pa ridad par 

hay que ira 2 cuantos. En ésta secci6n usaremos estados con N::: 1. y los aplicaremos 

a H+ -
e .. J H .. • Para moléculas diat6micas hamo nucleares, la paridad es un buen 

número cu6ntico y los estados (3.33 ) nos padrran dar una buena aproximación para esta­

das de paridad impar. Para estados de paridad par debemos ir a N-=. l. . Moleculas 

t 
dia t6micas heteronu cl eares como \-\ L¡ no tiene lo pClridad como buen ndmero .:udn tico 

y pueden mezclar estados con N = t y Como ademds hemos visto q.¡ e pa-

ra el li I~ a energra elect rónica total para ~h{ y son casi 

iguales, no podrramQs despreciar N = ). cuando pueden mezclarse con es tados con 

Por esta raZÓn no discu tiremos aqur el H Li para estados con N::::. 1 
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Los elementos de matri z paro un Hamiltonianú ,. molecular con 3 e lectro ­

nes son independie ntes de "..- y diagonales en J y fv1 , pero no independientes de 

esto:; últimos. Usando la abrevioturo 1M) paro los estados con M,,::: l) o/ - L 

muestra ma triz quedo asr : 

( 4.7 a ) 

( 4.7 b) 

Ahora comparondo las curvas para ft,lf) 

vemos que la última es la m6s baja y pOI tanto ser6 la que nos interese para calculos del 

estado base . Por eso solo daremc~ la Forma explicita para tD LR) 

fig. 4, donde vemos que ¡;~l~)::: - lOeV lo que la hace inestabl e, en nuestro 

\ ,"," ­ CLO,,\' aproximaci6n, respecto a desintegraci6n en n l.*e.. yo que la \.,... ..... 

de \-L, es -25.15 eV. 

-+ 
Paro He. la gr6 fi ca aparece en la fig . 5 con 

1- . 
que lu hace inestable en nuestra apro ximaci6n en H-e;- He , cuya energra es 

i" 
-106 eVo Es importante notar que aunque los estados de Nc . que he:nos calculado ti e ­

"en p::lridad impar y al desintegrorse en ~: T He p:Jsarran por ejemplo, p:>r 

un estado excitado de pa ridad par y e:oerg ra m6s al la y lo I vez la campa ra e i6n 

r 
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Los elementos de matriz para un Hamiltonia nú.. molecular con 3 electro-

nes son independientes de y diagonales en i y ¡\11 ,pero no independientes de 

esto~ últimos. Usando lo abrevicturo 1M) para los estados con M-= lJ o/-L 

muestro matriz queda asr : 

(4.70) 

(4,lb) 

Ahora comparando las c urva~ poro f! \ l'f) 

vemos que la última es lo m6s baja y po, tanto ser6 la que nos interese poro calculas del 

estado base. Por eso solo daremc~ la formo explrcito para tD (R) 

·z ~ -G:. ~~[.I.~& 1 ir;· -tL "1.\f( 1~ ) 
- 1. l:)\l-t [1 ~]¿ r 2 ~""Zl' - fi ~ [*11 ~ e - z,-t- 2}. ( 4.8 ) 

2\.2, L1 ~2 .:L ~ ffi 
2,T a "1112. 

L-, Lo gr6fica de E /-~J ,como FunCión de R para H ~ es la 

Fig. 4, donde vemos que Eul~)::: - lOeV lo que la hace inestable, en nuestra 

apro xi mación, respecto a desintegración en 

de es -25./5 eV. 

\ ,~ -
nl.-\-e. CCO.',. ya que la L.. ..... 

Para 
-+ He. la gr6fica aparece en la fig. 5 con 

que lo hace inestable en nuestra a proximaci6n en H-eT- -t H~ , cuyo energra es 

-106 eV. Es importante notar que aunqu e los estados de que he:nos calculado tie-

~en poridad impar y 01 desintegrarse e n ~: t He: p:Jsorran por ejemplo, p:lr 

un estado excitado de paridad par y e~ergra m6s olla y tal Vez. la comparaci6n 
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correcta serra con la desintegraci6n 

d) Caso de 4 el ectranes. 

Como se indica en la secci6n a nterior los estados de mrnimo n6mero de 

cuan tos compatibles co n el principio de Pau li poro 4 electrones tienen N-::. l y es­

t6n dados por (3.36) y (3.34). Usando estos estados, el c61culo de los elementos de 

matriz para una molécula di a t6 mica de 4 electrones es directo. Como en el caso de 3 

electrones los elementos son independientes de 'f ,y diagonales pero no independientes 

en f y M . Adem6sno son diagonales en L ,en elcaso t=.t...1. l1, 
M~O en que hay m6s de un va lor del l . Las matri ces a evaluar son entonces: 

(~~~~\~~~\) <~¡~l)H\~~l) \ 
( 4.9 a ) l <1~~\1H \ {~~) <t~;Yl ~ ¡1¿~3)~ 


<{:~\t1\{~~) 
 ( 4.9 b) 

( 4.9 c ) 

Nos inte resan en particular los estados de f =:.{1.1.) con M=o 

para los que la ma triz, seg6n (4.90) puede escribirse: 

como la e nergra ci né tica es 

(l(. ID) 

para todos los es tados de igual número de 
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cam'cta serra con 1'0 desintegrac ió n 

d} Caso de 4 electro nes . 

Como se indica en la secc ión anterior los estados de mrnimo número de 

cuantos compat ibl es con el principio de Pa u li pGra 4 electrones t ienen N-::.l y es-

t6n dados por (3.36) y (3.34). Usando estos estados, el cólculo de los elementos de 

matriz para una mol'écula diat6mica de 4 el,ect,-ones es di'recto . Como en e l caso de 3 

elec trones los e lementos son independientes de 'f I Y diagon al es pero no independientes 

en y . Adem6s no son di'agonal es en L , en el caso 

M-=-O en que hay m6s de un valor del L . Las matrices a evaluar son entonces: 

r < ~ ~ ~ ~ \ \~ ~ \) < ~~~} I H l t~l) \ 
l <1~~\ 1 \-1 \ t~~ '> <t~~Yt ~) t~j) j ( 4.9 a ) 

<{:~ \ H \'~~) ( 4 .9 b ) 

( 4.9 c) 

Nos interesan en particular los estados de ~ =- 1 L 1.) con M= O 

para los que la matriz, según (4.90) puede escribi rse : 

(L¡ . ID) 

como la energra cinética es ¡ \IJ T ~ Y1) para todos los estados de igual número de 
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cuantas y diagonal en L Podemos ll eva r a ca bo una tra nsfonnac i6n ortogona l O(~) 

que diagonal ice la matriz sin afecta r la energra 

, cinética, que es una matriz esca lar, y obtener 

( 5.11 ) 

donde hemos llama do 1-) J1' ) (f.- J E-t-) las funci ones (energras) que son mds b~ 

jos (-) o mds a ltas (+ ). Lla mando Ro el mrnimo de 1_ un , la energta ele~ 

trica tota l es 

u 
( 5.12 ), 

La grdfica de ésta energta como funci6n de R para 

en la fig. (11.6), donde vemos que E_ C.~) -!. -I07eV asr que en nuestra aproxim~ 

ción es inestable ante desintegraci6n en He. ~ \+41' que según la secci6n anterio r te~ 

drtan una de -124 eY 

Para HLi la grofica est6 en la fig . (11.7) con eJ~)= -133.5eY 

que es estable respecto aH ... L ¡ cuya energra en nuestra aproximaci6n es -131 eY . 

Por jltimo incluimos L~: fig. 11 .7 con E_l~.. ) =-236 eY 

..... "t 
La desintegraci6n en L', -+ L', es posible en nuestra aproximaci6n pués su energra 

serta E::. -320 eY. 

5. Moléculas Triat6micas. 

En las secciones 3 y 4 se muestra como apl icor las técn icas de ¡ y 2 en 

problemas at6micos y en moléculas diat6micas. La generalizaci6n a moleculas polialÓmi­

cas es, por supuesto, directa, considerando qu ·~(]horo en vez de un solo par6metro R , 

- 50 -

cuantos y diagonal en L Podemos llevar a cabo una transformaciÓn ortogonal Ouu 
que diagonal ice la matriz 

. cinética, que es una matriz escalar, y obtener 

donde hemos llamado J _) JT ) (f.- J E-t-) 

jos (-) om6saltas(+). Llamando Ro 
trica total es 

sin afectar la energra 

( 5.11 ) 

las funciones (energras) que son m6s b<:: 

el mrnimo de 1-L Q) , la energra ele=. 

\ 
( 5.12 ) 

La gr6fica de ésta energra como función de R pora , ap"rec~ 

en la fig. (11.6), donde vemos que E_ C.~) == - \ 0"7 e.V asr que en nuestra aproxim~ 

ciÓn es inestable ante desintegración en He. -+ tt4l' que según la secciÓn anterior te!2. 

drran una de -124 eV 

Paro HL la gráfica est6 en la fig . (11.7) con LL~,..)= -133.5eV 

que es estable respecto aH ... L ¡cuya energra en nuestra aproximaciÓn es -131 eV. 

PorJltimoincluimos L~: fig.II.7con E_l'((")=-236eV 

-1- "t 
L', -+ L', La desintegración en 

serra E::' -320 eV . 

es posible en nuestra aproximación pués ;u energra 

5. Moléculas Triatómicas . 

En las secciones 3 y 4 se muestra como aplicar las técnicas de ¡ y 2 en 

problemas atómicos y en moléculas diatómicas. La generalizaci6n a moleculas poliat6mi­

cas es, por supuesta, directa, considerando qu·eohoro en vez de un sol e parámetro R 
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tend rramas un conjunto de par6metros pora especificar las posiciones de los nucleos en la 

molécula. En ésta secci6n discut iremos moléculas triat6micas y en particular, H ... ~ 

que presenta interés actual para los fisicos experimentales(24). Primero notamos que po­

demos escoger el plano ~'1 en el plano definido por 3 nucleos de cargas :z I , 21. y 

-Z!l con la portrcu la I en el eje )(. (ver fig. 9). En el centro de carga debemos po­

ner el origen, obteniendo las relaciones : 

L.,X,'" 22.Xl.T Zl.Xl::Q 
( 5.1 )

Ll.'1l.-+ Z~"Il =0 
que implica que solo 3 de los cinco par6metros de las posiciones de los nucleos en el pIa­

no son independientes. Escojemos los 3 pordmetros independientes como las funciones R, 
R\. y ~1 de las X .. y y~ segón la fig. 9. De las relaciones entre las 

distancias entre las cargas \ B\- gl. \ I 

y las relaciones entre estas óltimas y las R~ obtenemos, uso!:!.X .... ' '1-.. 
y 

( 5.2 ) 

y crclicamente las dem6s. 

Las coordenadas esféricas para los 3 ndcleos 

dondeest6n dadas por (~\.1 lf) (») 

de la fig. ( 11.9) tenemos 

( 5.3 ) 

y si milarmen te para Ci3 . En consecuencia toda la inform~ci6n necesaria pora las con 

figuraciones de nucleos en una mo lécula triat6mica puede ponerse en términos de los po­
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ten d rramos un conjunto de pardmet ros po ra espe cifi car las posiciones de los nucleos en la 

H ~ molécula. En ésta secc i6n discuti remos molécu las t riat6micas y en particular, .. 

que presenta interés actual para los físicos experimen ta les(24) . Primero notamos que po-

demos escoger el plano ~'1 en e l p lano defin ido por 3 nu cleos de cargos 2 1 , 21. y 

¿~ co n la portrcula I en e l ej e ). (ver fi g . 9). En e l centro de carga debemos po-

ner el o ri gen, obteni endo las rel ac iones : 

L1X 1"" 2~ Xl.. -t Zl.Xl ::: () 

21.'11.+ Z~'i3 =0 
( 5 .1 ) 

que imp lica que solo 3 de los cinco pardmetros de los posic iones de los nucleos en e l pIo­

na son independientes. Escojemos los 3 pordme tros independientes como las fu nciones R, 
R\. y 'Rl de las Xoil. y Y.. seg(ln Jo fig . 9. De los re laciones entre 105 

distancias entre las cargos \ ~\- g.l. \ I '~1. -~ll , \ B~ - g\ l y 

X ..... I 't..... y las relaciones entre estas d lt imas y las R oc. obte nemos, usa~ 

do ( 5.1) 

y d cli camente las dem ds. 

las coordenadas esféri cas 

estdn dadas por (~ \J ~ J (» ) 

de la fi g. ( 11 . 9) tenemos 

) ( ~\.)"'i ) <L.J 

( 5.2 ) 

para los 3 n(lcleos 

donde 

( 5.3 ) 

y similarmente para q.l . En consecuencia toda la inform~ ci6n necesaria po.(tl las con 

figuracion es de nuc leos en una molécu la t riat6mica puede ponerse en té rm inos de los pa-
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rámetros R \ , ~l Y I(".!. 

Veamos ahora el caso de 

e lectrones, el Ha mil toniano est6 dado por: 
:3 

42... \ '\ I 
-+ L ( 5.4 )t-I ;;:: t~~[f~ +f;1+fi~\'C\\-iL\ -I'L \!!>-~~\ \ ~.,. - g~l 

- ~:I ." , a(,~=l. ­

Como en e l caso de H1.. podemos empeza r el an61is is tomando ambos e lec trones en ei 

estado i § del osc i lado r arm6n ico en cuyo C () SO el valor de e xpectación de H resu lta : 

y 2 

( 5 .5 a) 

( 5 .5 b) 

El valor mrnimo de <\.\') para una t. dada se ob telldrr:: p<1ro \<.0( tal que 

~ ~ (~'J~l)~d=O 
( 5 .6 )

~ Q.... 

Claramente estos 3 ecuaciones est6n relacionadas por pe rmutacion es de los Indices 1,2,3, 

asr que se reducen a una sola ecuaciÓn si : 

; 5.7 ) 

o sea un trrangulo equilatero ¡ También si : 

( 5.8 ) 

La ecuaci6n, ( 5 . 6 ) co r e>t ~ ..l. se satisface automóticamente, y las 

o,ros dos son idénticas y tenemos tambi én una sola ecuación para la mo lé cula diat6mico 

con los nucleos I y 3 equ idi stantes de 2. 

Lla mando t(~I) ~lJR~ ) pa ra el Tri a ngu lo t~ l~) y para la lineal 
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r6metros R\ , ~~ y R" 
Veamos ahora el caso de , que tiene y 2 

electrones, el Hamiltoniano est6 dado por : 

( 5.4 ) 

Como en el caso de H 1. podemos empezar el anu li sis tomando ambos electrones en el 

estado i S del oscilador arm6n ico en cu yo coso el valor de expectaci6n de H resulta: 

( 5.5 a) 

( 5.5 b) 

El valor mrnimo de <\.\) para una E. dada se obtet,d rr::: pn ro Q <>/. tal que 

~ ~ (~,S1J\<.d = O 
~ R ..... ( 5.6 ) 

Claramente estos 3 ecuaciones est6n rela c ionadas por pe 'TTlutaciones de los Indices 1,2,3, 

ClSr que se reducen a una sola ecuaci6n si : 

; 5.7 ) 

o sea un trrangulo equilatero ¡ También si : 

( 5.8) 

La ecuaci6n, (5.6) co r .,¡::.. 1 ~ e satisface Qutomóticamente, y las 

airas dos son idénticas y tenemos también una sala ecuacicin para la molécula diat6micCo 

con los nucleas 1 y 3 equidistantes de 2. 

Llamando k(R\j~IJR!.J para e l Tri angula t~ ( ~) y para lo lineal 
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obtenemos de ( 5.5b ) Y ( 5.2) que: 

( 5.90 ) 

( 5.9 b) 

Como en la secci6n anterior primero obtenemos la 

nimiza las La energfa electrónica total min im izada respecto a é queda oSI: 

( 5.10) 

Las gráficas de E.A L~) aparecen en la fig. ( 11.10). En ésta la 

aproxi mac i6n la forma triangular es sustancialmen~e m6s estable dando un mfnimo de 

EhL~o)::: -30.5 eV y una distancia inte muc lear (ver fig. 10) de fi ~o= .845.t 

H: 1Dentro de nuestra aproximaci6n ~ es estable ante desintegraci6n en H1.~ H 

Para poder pasar a estados de un ma yor número de cuantos es necesario 

ana lizar que clase de reglas de selecci6n nos proporciona la simetrfa que presenta el tria~ 

gu lo equil6tero. El grupo de simetrfa es ~lk producto di recto del grupo dihedral \>~ 

y e c¡. I que es e l grupo ciclico generado por la reflexi6n en el plano molecu lar . Las 

representaciones irredu cibles l R 1) de ~h est6n caracte rizadas por las 

de c... y 'D~ . Las 'R.l . de (~ se pueden caracterizar por 1- 6 - segun 

si los estados son inva riantes o cambian de signo ante re fl exiones en el plano '1.,/ Las 

I IR.1. de si endo este isomorfo a SO) tienen \<.1 . que pueden cara~ 

terizarse por las particion es {~\ y ~ \ \ \ \ • A su ve z \)1 tiene como 

subgrupo al g ru po cfe li co C~ (10) cuyas R.l. so n 1\.1 E. '1 E_ relacio nadas con 

los de \),!. como sigue: 
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ob~enemos de (5.5b) Y (5.2) que: 

( 5.9a ) 

( 5.9 b ) 

Como en la sección ar.tcrior primero obtenernos la que mi-

nimiza las La energro eleclr6nica 1()~C11 minimi:wda respec~o a € queda asr: 

( 5.10) 

Los grtíficas de aparecen en la fig. ( 11 . 10). En és~a la 

aproximación la forma ~riangular es sus~ancialmente m6s es~a b le dando un mrn imo de 

E ~ L ~o):: -30.5 eV y U:1a dis~anc¡a in~emuclear ( ver fig . 10 ) de fi ~o: . 845~. 

H~ i Defl~ro de nues~ra aproximación ., e s es~able an~e desin~egroción en H¡. ~ t-\ 

Paro poder pasar a es~ados de un mayor número de cua rl tos es ne cesario 

analizar que clase de reglas de selección nos proporciona la sime~rra que presen~a e l t ria~ 

gula equiI6~ero. El grupo de s:me~rra es \>'!'k produc~o directo del grupo dihedrol t>~ 

Y C"" I que es el grupo ciclico generado por la reflexión en el plano mó llecular. l as 

represen~aciones irreducibles l R 1) de ~h es~6n cara'c~eril wda$ por las 

de c... y D~ . Las R.l · de C~ sepueden carac~erizarpor"t ó -segun 

si los e$~ados son invarian~es o cambian de signo an~e reflexiones en el plana '1.,/ Las 

R.1. de I siendo este isomorfa a s O) I tienen ~.1. que pueden caro:., 

terizarse por las par~iciones {!I\ Y 

C 3 (10) cuyas R.l. subgrupo al grupo crclico 

las de V J, como sigue: 

~ \ \ \ \ . A su vez \).l. tiene como 

son relacionadas con 
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( 5.11 ) 

De la sección ( I.b ) lo, es tad,) s de 2 aiec tronei con , ime trra definid ::! 1»­

dran denotarse como : 

ó ó ambos . Pa ra Vl, ::: VIL:' Y! 

el estado : 

ser6 simétrico o ::! 'l tisimétrico depe ndiendo de si L es p::!r o impar . 

Lo . estados (5.12) e:¡t6n cara cterizados f>Or la, 1<. r , 

( 5 . 13 ) 

del gru~ ortogonal en 3 d imension es OL~) qu e es producto del grupo ordinario de ~ 

ta=iones Otl~) y la inversión 1 Este grupo contiene::l \) ~h como subgruf>O asr 

que ahora requerimos la reducc ión de los estad,)s correspondientes a las ((, T. ( 5 . 13 ) con 

respecto o este subgrupo. Como '\) ?o,,::: \)~® ~s ll evamos esta reducci6n i ndependient~ 

mente para C.,. y \)3, Para e ~ es simple, ya que bajo reflex iones en el plan::> 't 'i 

( 5. 14 ) 

asY que p':IIU e,tao)s de 2 p:Jrtlculas las R.1. d e es estó caracte rizada p::>r (-)
\(-M 

( _ ) "'-M ( 5. 15) 

Para \)~ empezamos por su sub;:¡rupo C~ de rotaciones de lT/3 
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( 5.11 ) 

De la secci6n ( l. b ) lo:; estod'Js de 2 d: ectrone; con ;imetrro definida P')-

dran denotarse como : 

ó 6 ambos. Para V'I,=VlJ."==-VJ 

el estado : 

seró simétrico o a"tisimétrico dependien:lo de si L es p:>r o impar. 

los estados (5.12) e'it6n caracterizad:>s po:>r Ja.; 1(,1. 

( 5.13 ) 

del gru~ ortogonal en 3 dimensiones OL~) que es producto del grupo ordinario :le ~ 

ta=iones ()+l~) y la inversi6n 1 Este grupo contiene a \) ~~ como subgrupo:> asr 

que ahora requerimos la reducción de los estad'Js corresp:>ndientes a las R.l. (5.13) con 

respecto a este subgrupo. Como t>~~:::\)~® C~ llevamos esta reducci6n independient=. 

mente para C"" y \}:!. Para e o;, es simple, ya que b:>jo reflexiones en el plan:> '1 'f 

asr que p-:¡ro e.tachs de 2 pJrtlculas las R.1. de e s 

c- ))c:.-M 

( 5.14 ) 

\(-M 
estó caracterizada p:>r ~) 

( 5. 15) 

Para \)~ empezamos p:>r su subJrupo C~ de rotaciones de lT/3 
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alrededor del eje Z • Como C~ e, subgrupo del grupo otO.) vemos inmediata­

mente que los estad·)s esMn caracterizados por las siguientes R.l de e"!. 

M=o 

1\0\:1 

mo:blo 

" 
3, A ~ 
3, E-t R.T. de C~ ( 5. 16 ) 

M=.2 3, 1:._ 

Ademós, bajo reflexiones en el plano )."Z ,la ¡lnica operación adicional independien­

te de D~ ,tenemos 

Por consiguiente, bajo ésta operación los estados de dos partrcu­pues 

las sufren el cambio: 

( 5.17 ) 

Se concluye que los dos estad::>s M '1 -M p:Ha M=!.~l. modulo 3 

corresponderron a R.! . [1.1] de D~ Para M:::: O el estado coriespo~ 

derra a la R.l . [~1 ó [\\ t1 de D~ seg¡ln si K+ L es par o imp:u 

Finalmente M:o mo~. 3 pero Mi-O ,podrramos de (5.17) construir comb..!. 

n:Jciones lineales con ::!:. M que corresponderran a las R.l, [~1 y tui) de 

Podemos caracterizar todos los estados (5.12) por la R.!., de los g~ 

. Como H es invariante ante ~.lh , no mezclar6 es 

tad)s de diferentes representacione~ de lo~ grupos e... y \)..1 ::> ( .! , lo cual no~ 

dó las reglas de se l ecci6n reque rid:Js. 

Nuestro estado inicial de O cuantos 100,00,00> pertenece re.!. 
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alreded:>r del eje Z . Como C~ e, subgrup:> de l gru p:> Ot(1) vemos inmediata-

mente que los es tad.,s estón cara cte rizad :>s por las siguientes Q..1. de C ~ 

M::: O mo::!.;lo 3, 

~\ 1\\ =1 3, ~.T . de C ~ ( 5.16 ) 

M;. 2 3, s,_ 

Ademós, bajo reflexiones en e l plono ). "2. , la llnica :>peroción adicional independien-

te d e l>?t , tenemos 

pues Por consigui ente, bajo ésto opera ción los estados de dos part Tcu-

las sufren el cambio: 

( 5 .17 ) 

Se con cluye gue los dos estad". M '1 - M p:lra modu lo 3 

corresponde rran a R.I. [~i 1 de D~ Para M:: O e l e$lado COrT'espo~ 

derra a la R.l. [~1 ó [ \\ q de D~ seglln si K;- L es por o imp:.r 

Finalmen te M:: O mo::!. 3 pero M -:t- O , p-:>drramos de ( 5 .17 ) construir combi. 

n:lcione, lineales con .:t M que corresp-:lnderran a las R.l , [ .\j y tu l] de 

Podemos coracterizar tod:ls los estados ( 5 .1 2 ) p:>r la R. L , de los gl!!. 

. Como H es invariante ante \).l~ , no mezclard es 

lad,s de di ferentes representa c iones de los grupos e.. y \) ~ ~ e.! , lo cual nos 

dó las reglas de selecci6n requerid:ls. 

Nuestro estadc¡ inicia l de O cuantos 100,OJ,OO > pertenece re,!, 
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pectivame nte a las R.l. + y A de es , y (~ 

a demós es simétrico ante intercambio de e lectrones . En tonce; solo n:>s interesarón es tados 

de mayor número de cuan tos que pe rtenezca n a las mismas R.I de los grupos en cuestió n . 

U;
Pa ra 11 ... Y I,asta 4 cu:mtos los úni cos es tad:>s ( 5 . 12 ) qCle servirón son : 

\ LO) 0 0) OU~t-
La matri z d e ¡..¡ respe cto a estos estados se obtuvo como función de E:; 

y R Tomando para R el va ior que min imizaba la energra a cero cuantos, mini mi­

zomas el e igenvalar m6s baio d e la mat riz de 5 x 5 respecto a € y obtu v imos la e ne r ­

gro -31.86 eV . 

No se dispuso d2 resul lad:>s e xpe rim .ent :tles paro comparación pero en 

un trabajo, Conroy(25) usando 26 términc,3 obtuVJ uno en ergra de - 36.73 eV y una dista~ 

cia internuclear de .89 A . 

6 . Extensi6n a Capas Cerradas en el O sc ilad:>r Armónico. 

En la se cción 11 se discuti6 el problema de ótomos y moléculas con 'YI 

electrones y aunque se desa(olló el método geCleral pa ra :malizar esos problemas vimos que 

todavra faltaban muchas tablas para cólculos expllcitos . Por otra parte en los elementos 

de matriz de la se c ción I co;i :odas los tablas ,1ecesorias existen : Es to sugiere la utilidad 

de discutir problemas de f\ parttculas d:>nde los ·;!Iementos de matriz pued:m reducir.;e 

a elementos de matriz de ló d:>s partrculas. 

Un problema osi' es el de.opas cerradas en el osc ilador a rm6nico, Paro 

'1\ =2,8,20,40, etc . p::>demos tener canfigJraciones electrónicas q .l e Ilen ?n comple­

' amente estos estad:>s h::>s ta 15, I p o' 2.)-ld, 2p -l d, e tc . En este coso para ope radores de 
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pectivamente::J las ~.1.. -t y A de es , 

ademós es simétrico ante intercambio de electrones. Entonce, solo n::JS interesorón estados 

de mayor número de cuantos que pertenezcan ::J las mismos R.l de los grupos en cue,ti6n. 

Para u: 
n~ y I,asta 4 cu::>ntos los únicos estados (5.12) q'~e servirón CQ'l : 

\ lO) 00) OU'->t-

La matriz de ¡..¡ respecto a e;tos estados se obtuvo cama Funci6n de E:: 

y R Tomando p::Jra R el valor que minimizaba la energra ::J cero cuantos, minimi-

zomas el eigenvalor mós baio de la matriz de 5 x 5 ,especto a €. y abtuvimo; la ener-

gro .. 31.86 eV. 

No se dispuso d2 resul:ados experim " ,-, t:des p::J-a comp::Jraci6n pero en 

un trabajo, Conroy(25) usando 26 t"'rminé.:i obtuvo lino energra de - 36.73 eV y una distan 

o 
cia intemuc/ear dEo .89 A • 

6. Extensi6n a Capas Cerrod::Js en el Oscilador Arm6nico. 

En la secci6n 11 se discuti6 el problema de ótomos y moléculas con 11 

electrones y :Junque se desa"ol16 el método ge,.,erol poro ::Jnolizar esos problemús vimos que 

todavra faltaban muchas tablas para cólculos expl kitos. Por otra parte en los elementos 

de matriz de la secci6n 1 ca;i :odas las tablas ,1ecesarias existen: Esto sugiere la utilidad 

de discutir prablemas de i1 parttculas donde los ,"Iementos de matriz pued:Jn reducirse 

a elementos de matriz de 16 d:Js p::Jrtrculos. 

Un problema as" es el de.ap::Js cerradm en el oscil::>dor arm6nico. Paro 

Y\ = 2,8,20,40, etc. podemos tener configJrociones eleor6nicas q-,e Ilen:;n comple-

comente estos estados h::Jsta 15, 1 p .. 2::'-ld, 2p-ld, etc. En este coso p::Jro ope,adores de 
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una sola p:Jrttcula W1 y de d::>s parttcula; V, lo , los elementos de matriz respecto a 

e;tas co nfigJrac iones de capa cerrada est6n d:Jdos p::>r(21) 

( 6.1 ) 

(6.2 )~ L <S, S1.1 'J \1. \s I S~>-<<:> ,S l ) \f 11. \ ~ l S,> 
S,Sl. 

donde la suma e3 sobre todos los es tados de una so la partrcula en la capa cerrado incluye~ 

do, p::>r supuesto , el rndice del spin de la porttcu la. El rnd ice S se puede de;componer. 

( 6.3 ) 

d::>nde la }Al carac teriza p:lrte o rbital y v:. el spin • Como nuestros operadores "VJ, 

y \J'L n::> dependen del spin obtenemos de ( 6.1 ) Y ( 6.2) 

( 6.4 ) 

( 6.5 ) 

En nuestro problema el operador \¡J \ est6 dado por 

camo e; un esca lar, su elemento de matriz no depende de "M , , y usando ( \8 ) 

o btenemos: 

l L<1'\, t I '" I \ ~ ~ \ Y\ I Q, ..,:) =.1 fQ ~ Q. .. L'e¡ r'\ I + ~ I T t i ( 6.7 ) 
'rIt \\ mol \ I 

Pa ra la 20. pa cte en ( 6.ó ) hocemos la descomposi c ión ( \.' ) o sea 

- 5i' .. 

uno 5010 p::lrtrculo W1 y de d:Js porttcu lo¡ VIl. ,las elementos de mat·rl z re$pecto a 

ce JS configJrociones de C:JpO cerToda estO" d:Jd:Js p:J,-(21) 

( 6. I ) 

~ L <s ,S1.I"J\l. \ SI~h,> - <') , Sl}~ \ 1. \~lS I> ( 6.2 ) 

S, SL 

dQnde la suma e¡ sobre todos los estad:JS de una sola partrcula en la capa cerrada inc luye!: 

do, p:Jr supuesi'o, el rn:lic e del spin de la partrculo. El rndice S se puede de¡componer. 

( 6 . 3 ) 

d:Jnde la }A, caracteriza p:Jrte Qrbito l y (J.. el spin . Como nuestros operodores VJ I 

y \J, .... n:J depen::J en del ; pin obtenemos de (6.1) Y (6.2) 

( 6.4 ) 

( 6.5 ) 

En nuestro problema el ope rador 'vJ \ est6 dado pJ~ 

e¡ un escalar, su e lemento de motriz no depende de 'M , ,y usond:J (\ .L{ ) 

obten emos : 

:2. :[<1'\, ' ,'"1\, ~ ~ \fI\ O,,,, , > = ( 6.7 ) 
h, l \'tf\, 

Para la 2u. parte en ( 6.ó ) h:Jcernos la descomposici6n ( \ .' ) o sea 
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l,) 
tenemos que evalua r térm inos de la forma. 

( 6 .8 ) 

( 0.9 ) 

'vYI, dó ('lQI..¡.!) rlC.O ~~O yporlotanto 

l ~l~~ , t ,m I\-~ 2\;~ ;04 \1~ I tI ~ ;) ::: 

- I -~n f- 2 ...L(J.~ 1"' 1) <~ \ti \\ t~~1\\\1 1~ 1,> 
.... 'rI. \ ~ I 

donde el elemento de matriz reducido es de un potencial centrol que es une consta~ 

te 
n- I

"ti. si '( \ ~ ~" y'< ; ~ i "'( 1 "> R.. 

El operodor de dos cuerpos \[\'1. de nuestro probiema es :: 

( 6 .1 0 ) 

que es un escalar. Paro calcular ( 6.5) poro éste potencial es conveniente usar las propi~ 

dodes de ortogonol idad de los coeficientes de Wigner y escribir : 

Sustituyendo ( 6.11 ) en (6. 5 ) Y usando otra vez las propiedades de ortogonol idad de los 

coeficientes de Wigner vemos gue ( 8.5) toma la forma 

( 6.12 ) 
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n) 
tenemos que evaluar términos de la forma. 

y por lo tanto 

:L ~l~ ~ \ t \ ~ I \ - ~ 2\; ~ ; .. 1 1 ~ I ti W1 :> =: 

- L -:LIT t2 ... I~1.~1-\ 1)<Y1\t\\ t Y¡:~1\\ \1, ~,) 
.... '1\ \ Q I 

( 0.9 ) 

donde 

n- I 
te "-01. 

el 

si 

elemento de matriz reducido es de un potencial central que es une consta~ 

'( \ ~ R .... y-.<" '\. i "( 1 "> R el 

El operador de dos cuerpos \/\1. de nuestro probiema es : 

( 6.10 ) 

que es un escalar, Para calcular ( 6.5 ) p;:¡ra éste potencial es conveniente usar las propi.= 

d;:¡des de ortogon:J1 idad de los coeficientes de Wigner y escribir: 

Sustituyendo (6.11 ) en (6. 5) y usando otra vez las propiedades de ortogon:Jlidad de las 

coeficientes de Wigner vemos que ( 8.5) toma la forma 

( 6.12 ) 
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van ::1 tod~s los estados en la capo cerroda. 

El valor de expectación de H p::lI'IJ una configuroción de capo cer~ 

da estd dada po r la suma de (6.7) (6.9) Y (6.12) yel tennino de repulsión intemucl!, 

ar 
( 6.13 ) 

En esta sección discutiremos problemas con canfigurociones de capas ce­

rr-adas hasta la I p del oscilador ann6nica, es decir (\1, t, m,) estdn restringidos a 

los valores: 

( 6.14 ) 

y e l n6mero de p::lrtrculas, que es el doble del m1mero de estados es n= 'is 

El valor de expectación de H paro nuestros ejemplos serd función de 

~ y de los p::lrdmetros que den las posiciones de los nucleos. Minimizaremos éste va­

lor de expectación respecto ::1 éstos pardmetros y o € poro obtener una estima­

ción de la energra electrdnica total paro los dtomos y rodicales siguientes: O , N H , 

o) Energh total el ectró ni co del O 

1) el an61isis anterior el valor de expectación del Hamiltoniano del 

dtomo de oxigeno es : 

( 6.15 ) 

t= [- 9bTh + ~41~ -S S I ,~ ( 6.16) 
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van :J tod~s 10 5 es ta dos en la capa cerrada. 

El volor de expectac ión de H p:Jra una configuraciÓn de capo cer~ 

da est6 dada p:Jr la suma de ( 6 .7 ) ( 6.9 ) Y ( 6.12 ) Y el temillO de repulsi6n intemucl!, 

ar 
( 6.13) 

En esta secciÓn discuti remos problemas COn configura ciones de capas ce-

rradas hasta la I p de l osci lador arm6nico, es deci r (Yl . t. \In 1) estdn restringidos a 

los valores: 

( 6.14 ) 

y el número de p:Jrtrculas, que es e l doble del ndmero de estados es "= c¡¡ 

El va lor de expectac ión de H para nuestros e jemplos seIÓ fun ci6n de 

~ y de los p:Jr6metros que den las pasiciones de los nu cleos. Min imizaremos éste va-

lor de expectaci6n respecto :J éstos palÓmetros y a € para obtener una esti ma-

ci6n de la energra e ~lectrdn i ca tota l para los dtomos y radical es sigu ientes: O t N H t 

a) Energra. total electrdnica del O 

1) el a nlílisis anterio r el va lor de expectaci6n del Hamil toniano del 

6tomo de oxigen::> es : 

( 6.15) 

t == [- 9 ~ Th + ~Jr 1~ -S S . '~ ( 6.16 ) 
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as i que minimizando respec to a &. obiellemos ( e n unidad~s 

-78.55, co rrespo ndiente 0151 .76 % del valor e xperimenta l(26) ( - 151 . 02) . Es inte re ­

san te no tar qu e el porcen taje de la en erg ra para O con \1 = 'iI electrones es sola li ­

ge ramente peor que p:J ra Be. con ~ =4 . Esto mue stra c¡ue la a p ro x imac i¿n toman 

do estados con 'un núm ero mrnimo de cuantos compatibles con e l principio de Pauli puede 

ser un p~nto de part ida p:J ra 6tomos con muchas partkulas . 

b) Energ ra Elec t ronica total de NH 
Est6 e ; Urla me lé cula di at6mica asr qJe llamando 1 R a la distancia 

(en nues t ras unidades) entre los nucleos, e l valor de e):peetaei6n de H , iene lo fonma 

\ 6 . 15) pero co n J(liD dad:> p:>r 

en nuestras un idades '1 ~(~,,)~-44 . 81. Minimizando respec to a E: en (6.15) 

obtenemos \ '< & = - e(f.o) , asr que la energra rpsulta E= -55.78 y :t. R... ent 

e ,ta dad:> por : 

( 6. 18) 

Un cólculo independiente p:>r Reeves(2 7
) usan::b muchas Goussian .is d,:: 'Jn:> energra de 

o o 
-105.31 y l~. dJdJ entre .954A y 1. 08A 

e) Energra Elec t r6niea total de eH, 

Esta es una molécu lo rrio r6mica del , ip" discu l id:> en iu , ,,, cc . J ounque 
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osi que minimizando respecto a €;. obienemus ( en unidadtls 

-78.55, correspondiente 0151.76 DiC del va lor experimental(26) ( - 151.02). Es intere-

sanie notar que el porcentaje de la energra para O con 'V\='iI electrones 2S solo li-

geramente peor que p;¡ra Be. can . Esto mue¡ !m que lo :Jpro ximociün toman 

do estados con Jn número mrnimo de cuantos compatibles con el principio de Poulí puede 

ser un p'Jnto de partid:J p:Jra ,~itomos con muchas partrcuias. 

b) Energra Electrónico total de N ti 
éstó e¡ U;¡o molécula diat6mica asrcF-'e llamando lR a la distancia 

(en nuestras unidade¡) entre los nucleos, el va lor de e ;:pectaci6n de H ,'iene la forma 

(6.15)peracon lCR) 

el1 nuestras unidades '1 

obtenemos \~ ~ = - ? ( '1.0 ; 

e~to dad:> por: 

dad:> p:>r 

t'(~¡)J::--44.81, Minimizando respecto a E: en (6.15) 

,00rque la energra r<;>su lto E= -55.78 y 1 J(" enX 

( 6.18 ) 

Un cálcvlo independiente p:>r Reeve/ 27) usand:> muchas Gaussian.'s de 'Jr.:J ener g ta de 

o a 
-105.31 y "ll(. dJdJ entre .954A y I.OBA 

c) tn"rgro Electrónica total ele e \-1, 

t5tO es uno moléc~lo rriOi6rrti ca del ~;p:1 disculid:> en iu )~C G . j oun que 
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no E:, nomonuclea r como y en comecuencia su forma es la de un t ri6ngulo isocelesH: 
con (fig . 11 .9). El va lor de expectación de H esta dado por ( 6.15) 

pero ahora ! es funció n de ~\ y Rl o :le ( 5. 1) Y (5 . 2) Y fig. 9 de R\= R 

En términ:ls de estos dltimos par6me tros , la t de ( \t l tiene la 

fo rma ; 

( 6.19 ) 

Min imizand:l I (~J ~) respecto a R'f ~ obtenemos mrnimos 

poro <1== \0 ~. y 'Q.:.l ( en nuest ras unidades) y pa ra ~= \ \ 4 • y 

con las energras ; 

El segundo mrnimo da .un 6ngulo entre las un iones de los hidrógen'.:ls ( ver 

fig . 9 ) de 1/90 compa rable con el valor reportado (28) paroCHl.en ciclopropano qu ~ es 

d) En~ rg ra tota l El ectró nica de B'"'3 

En este caso tenemos una mole cu la tefra-atóm ica y p:ldrramos proponer 

una estruc tura piro midal similar a N H3 co mo en la fig . /1 , donde damos las coo rden~ 

) ( 6.20 ) 

das de ~ y los ' 3 ~ idrógenos en tal forma que el centro de 

ca rgo est6 en el o rigen, Tenemos entonces 2 parcSme tros libres a. y c. po ro la con ­

figurac ión ~ O eq'Jiva lentem ente y meSs dt il para noso tros, los radio vectores a los 6to ­

mas Ió y H ,o sea R\ y Rl.. de la fig . /1.10 
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n::l E;S nomonuclear como H: yen comecuencia su forma es la de un t ridngu lo isoceles 

con (fig , 11.9). El valor de expectaci6n de H esta dado por ( 6. 15 ) 

pero ahora J es funci6n de R\ y Rl o::le (5.1) Y ( 5 . 2 ) Y fig. 9 de R\~ R 
• En términ:Js de es tas alti mos paré!metros, la ~ de ( '11 3 tiene la 

forma: 

( 6 .19 ) 

Minimizand:J 1 ( ~J~) respecto a R '1 ~ obtenemos mrn imos 

y 'Q.:. . 1 ( e:l nuestras un idade5 ) y para i == \ \ 4 • y 

con las energras : 

) ( 6 .20 ) 

El segundo mrnimo da.un 6ngulo entre las uniones de los hid l'Ó gen::>s ( ver 

o , (28) , ll , ' 
fig . 9) de 119 comparable con el va lo r reportado po ra 11 1. en clclopropano que es 

d) En=rgra total Electrónica de B "'3 
En este caso tenemos uno molecula telra-at6mica y p:Jdrramos proponer 

una estructuro piramidal similar a N 1'13 como en la fig. 11, donde damos los coorden~ 

das de ~ y 1053 l,idl'Ógen:Js en tal forma que el centro de 

carg J esté! en el origen, Tenemos entonces 2 parélmetros I ibres ~ y C. p:¡ra lo con-

figuraci6n J O eq'Jivalentemente y mc:ls útil para n::lsotros, los radio vectores a los 6to-

mas ~ y I-l ,osea R\ y Rl.. delafig.II .10 } 

http:paroCHl.en
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La funci6n en este caso est6 d:Jd:> p:>r : 

Ha y po r lo menos 2 conjuntos de valores que minimi 

zan (6 . 21) , (. 5 .1.3 ) y ( 0.1 .6 ) con energras correspondientes - 25.82 y -24.43 en 

nuestras un idades . 

El segundo de los mrnimos corresp:>nde a configuración plana, que es la 

que se observa p:Jra moléculas s imilares como e, F~ \"3, C.~l . Para el caso plana r 

la distancia ~-H es .725.R. comparado con el valor medid:> (28) de !. Z9.2. p:lfa el 

o 
caso plano de BFl y de 1.75 A para \\ (\ l 

Los c6lculos para los ej emplos en las configuraciones de capa cerroda 

fueron realizad::ls p::lr A. Noguera 

7. Aproximaci6n de Hartree-Fock en el Problema de YI Electrones. 

Las técnicas desa rro lladas en las secciones anteriores ( I y 2) que han sido 

aplicadas a problemas at6micos y moleculares con hasta 4 electrones ( 3, 4, y 5 ) pueden ser 

extendidas tl m6s partrculas, pero las complicaciones anal rticas impiden de hecho la const!'\J=' 

ción de los elementos de matriz. Aqur recurriremos a métodos de aproximaci6n para c6lcu­

los' de muchos cuerpos, en particular usando la técnica de Hartree-Fock con los estados de 

oscilador arm6nica. Antes de hacer el c6lcula vamos a hacer varias consideraciones, prime­

ro que tón buena es la aproximaci6n de Hortree-Fock ( H-F ), después record:Jremos la apli­

coci6n de H-F en problema de capas cerrados y .por dltimo veremos un ejemplo de su aplica-­

ci6n al ótomo de berilio. 

• 
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La funci6n en este casa est6 dad:> p:>r : 

Hay por lo menos 2 conjuntos de volares que minimi 

zan (6.21) , (.5.1.3) y ( 0.1.6) con energras correspondientes - 25.82 y -24.43 en 

nuestras unidades. 

El segundo de los mrnimos corresponde a configuraci6n plana, que es la 

que se observa paro moléculas similares como ~ F:\ Ü C.~l . Para el caso planar 

I d n L I O • (28) o 
a istancia \)- n es .725 A comparado con el volar medido de I.V A p:Jra el 

caso plano de ~ F:!o 
o 

y de 1.7 5 A po ro ~ (\ l 

Los c6lculas para los ejemplos en las configuraciones de copa cerrado 

fueron realizados por A. Noguera 

7. Aproximaci6n de Hartree-Fock en el Problema de YI Electrones. 

Las técnicas desarrolladas en las secciones anteriores ( I y 2) que han sido 

aplicadas a problemas at6",icos y moleculares con hasta 4 electrones ( 3, 4, y 5) pueden ser 

extendidas u m6s partrculas, pero los compl icaciones anal rticas impiden de hecho la cons!'\!=-

ciÓn de los elementos de motriz. Aqur recurriremos a métodos de aproximaci6n para cólcu-

los' de muchos cuerpos, en particular usanoo la técnica de Hartree-Fock con los estados de 

oscilador armónico. Antes de hacer el cólculo vamos a hacer varias considerociones, prime-

ro que tón buena es la aproximaci6n de Hartree-Fock ( H-F) , después recordaremos la ajJli-

cacidn de H-F en probl ema -:le capas cerradas y por di timo veremos un ejemplo de su a?1 ica·· 

ciÓn al dtomo de berí I io • 
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• a. ¿Que tan buena es la aproximación de Hartree-Fock (29)? 

Consideremos un modelo muy simple, dos portrculas de igual masa movien­

dose en un potenc ial coman de oscilador'arm6nico e interaccionando entre sr a través de ­

unafu cl'zaarmónicaconconstante i< • El Hamiltaniano,enunidades ~:n,~C..J:::.{ 

con W frecuencia del potencial co man, es : 

( 7. I ) 

en ténninos de coordenadas relativa y de centro de masa : 

) 
(7.2 ) 

e igualmente para los impulsos ( 7.1 ) queda: 

(7.3 ) 

cuya solución es : 

, (7A) 

La energra del estado base ( cero cuantos) es : 

(7.5 ) 

Estos ( 7.4 y 7.5) son resultados exactos, lo que haremos es aplicar ahora 

el anólisis de Hartree-Fock y comporar los resultados obtenidos lo que nos dird que tan bue­

na es la aproxima ción H-F. Suponiendo que las portrculas son electrones l~fi", "--tJ 

y su dependencia orbi tal es la misma y estó nonnolizodo la función 

de prueba es : 

- 63 -

• a. ¿ Que tan buena es la aproxima ci6 n de Hartree-Fock (29)? 

Consideremos un modelo muy simple, dos portrculas de igual mosa movien-

dose en un potencia l común de oscilador arm6nico e interaccionando entre sra través de -

una fu ,.¡,za arm6nica con constante J< • El Ham iltoniano, en unidades ~:n.t,:t cv:{ 

co n W frecuencia del po ten cial común, es : 

(7 . I ) 

en términos de coordenadas rela t iva y de centro de maso : 

(7.2 ) 
) 

e igu olmente para lo s impulsos ( 7.1 ) queda: 

( 7.3 ) 

cuya soluci6n es : 

, (7.4 ) 

la energra del estado base ( cero cuantos) es : 

( 7.5 ) 

Estos ( 7.4 y 7. 5 ) son resultados exactos, lo ~e haremos es aplicar choro 

el ané'i lisis de Hartree-Fock y comparar los resu ltados obtenidos lo que nos diró que tan bu e-

na es la aproximaci6n H-F. Suponiendo qu e las portrculas son electrones l :'fi", :::. {) 

y su dep:mdencia orbita l es la misma y astó normalizada la funci6n 

de prueba es : 
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• 
~ (iL ) '"l -i( ¿) )_ 

c,b l t~)1.d l l.) ­
1­

( 7.6 ) 

es la eigenfunci6n de spin con • La ecua .. 

ci6n de Hartree-Fo::k para (7 . 1) es : 

Ahora desarrollamos \ 'f,- fl.. \1. en el integrand0 reiulta pJr conside­

raciones de p:lridad que: 

( 7.8 ) 

adem6s : 

(7 . 9 ) 

resuho un':! constante que p-Jdemos incluir en é . La ( ec.7.7 ) qu~d:l asf : 

(7010) 

cuya soluci6n ti; : 

( 7.1/ ) 

Su-.tituyen::b (7.11 ) e:-¡ (7.9) Y usand·;) (7.10) ten'!mos : 
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~CiL)"L-il¿) 1-
cP l ~~) 1-_1 l t) -

1. 

es lo eigenfunci6n de spin con 

ci6n de Hartree-Fo::k para (7.1) es : 

• 

(7.6 ) 

• Lo ecuo· · 

Ahora desarrollamos \ 'fl-!L \ t en el integrando resulto p:>r conside-

raciones de pJridod que: 

(7.8 ) 

adem6s : 

(7 .. 9 ) 

resuLa un:> constante que p-:>demos incluir en E: . La ( ec.7.7) qu~dJ asr : 

(7 "10) 

cuya soluci6n t:s ; 

( 7.11 ) 

Su·;tituyen:b (7 . 11) e:"\ (7.9) y usancb (7.10) ten'!fOOS : 
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(7.12 ) 

(7.13 ) 

que son I~ resultados que compararemos con ( 7.4). 

La energra de H-F es el volor de expectaci6n de H respecto a '1'\4 F 

Como H puede escribirse: 

( 7.14 ) 

obtenemos: 

Comparando (7.15) con la energra exacta vemos que para \<"=0 

ambos coinciden, ce .11O era de esperarse. En apl icaciones frsicas el potencial de interacci6n 

es en ocasiones del mismo orden de magnitud que el potencial comdn, asr que es int~resante 

comparar con )(:::! • Para dicho caso E"F' es 96.5 % de la energra exacta. 

Podemos también anal izar el traslape entre \f (ec. 7.4) Y \f~F 

( 7.13 ), el qu e esta dado por la expresi6n : 

('4' f 
J 

s 1. 
roo _ (\(.~\}"i (1\(.-+1)'t 

~F -li:U~{i:;k>r r.H~ +~~.,,¡tp 
(7.16 ) 

k=! di cho traslalle es del 95 % lo que nos da una idea de que tan bu ena es 

la aproximaci6n H-F . Para este modelo simple es de hecho ~uy satisfacto ria. 

b. Método de Hartree-Fo;;k usando estado. de oscilador arm6nico para el 

caso de cap':lS cerradas. 

- 65 -

(7.12 ) 

(7.13 ) 

qu e son los resultados que comp:lI"C1remos con ( 7.4 ). 

La energra de H-F es el v.J lo r de expectació n de H respec to :J "'V\tF 

Como H puede escribir;e : 

( 7.14 ) 

obten emos: 

Com parando (7 .15) con lo ene rgra exacta vemos que po ro \<"=0 

ambas coinc iden, co:no e ro de esperar;e. En :lpl icociones mi cas el potencial de interacción 

es en ocasiones del mismo orden de magnitud que el potencial comdn, asr que es i nt~resante 

comp:J ror con Ko::: 1 • Paro dicho caso E,,¡:- es 96.5 % de la energrcl exacto. 

Podemos tamb ién ana lizar el t roslape entre \f (ec . 7 .4 ) Y \f~F 

(7.1 3), el que esta dado por la expres ión: 

i .! 
("4' ~ )1. _ C"'\'Ü"i (1\(:+\)'1 

) HF - tHhw ))ll..l{~ 1"~~+ i'P ( 7 . 16 ) 

dicho tro sla~e es del 95 % lo que nos da un::! idea de que tan bu 6'lQ es 

la apl1Jximaci6 n H-F . Poro este modelo simpl e es de hecho :'I1 uy satisfactoria. 

b . Métod::> de Hartree-Fo;k usando estados de o~<; ilodo r armónic;o po ra el 

caso de cap·:Js cerrad::!s. 
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Tomemos el Ho:n il toniono ot6mico usual en la fonna 

V\ '"H=L Ho (5)"t- 1 Vü J1) (7 .17 ) 
S::. I S~r~l 

H..= .¡,lpl_ 7Jf1oon a sea la parte que depende de una sola partrcula y 

la porte dependiente de pares de pa rtrcula s (repul si6n interel ectro :1ica) 

Para la aproximaci6n H-F usua l tomaremos los estados de un so lo electron 
. 

\.(> la fo nna : 

( 7.18 ) 

donde \ V\... 1.... 'tYI.,"> son los estados de oscilador que hemos estado mane jando en las 

secciones ante rio res y 1cr...> es la fun ci6n de spin . Co:no tanto Ho como V 
no dependen del spin bastara usa r o rtononnalizadas y suma r ~obre e l núm=. 

ro cudntioo de spi r. v trabajar en el espacio de configuraci6n. 

La~ ecuaciones de H-F usuales(" . 6.II)toman la forma: 

( 7 .19 ) 

donde usando las propiedQdes de ortononnalidad de los ooefici entes de Clebsh-Gordon y ta~ 

bién el desarrollo de los elementos de matriz de dos parHcula'i en tenninos de elementos de 

matriz de una partrcula y los paréntesis de transformaci6n junto con las propiedades de tra"2. 

'6 d ' I . b . (30)fo nnacl n :;; estos u timos se o tiene : 
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Tomemos el Ha:niltoniano :¡t6mico usual en la forma 
V\ \1 

H= I Ho (5) "t L v eS,-J) ( 7.17 ) 
5::.' s¿ r~~ 

can H .. =1~lpl-~ o sea la parte que depende de una sola p:¡rtrcula y 

VCs;t ) la p:¡rte dependiente de pares de p:¡rtkulas (repulsión interelectró:1ica) 

Para la aproximación H-F usu:¡1 tomaremos los estados de un solo electrón 

\ -<'> la forma: 

( 7.18 ) 

donde 1\'\ ... t. .. '01 .c."'> son los estados de osciladar que hemos estado manejando en las 

secciones anteriores y I 0-... '> es la función de spin. Co:no tanto H. como V 
no dependen del spin bastara usar ortonormalizadas y sumar sobre el núm~ 

ro cu6ntico de spir. v trabajar en el espacio de configuración. 

Lm ecu:lciones de H-F usuales(II.6.II)toman la forma: 

( 7.19 ) 

donde usando las propiedades de ortonormalidad de los coeficientes de Clebsh-Gordon y ta~ 

bién el desarrollo de los elementos de matriz de dos partkula, en termin:>s de elemen~os de 

matriz de una partkula y los paréntesis de tronsformación jun~o con las propiedades de tran2. 

fo °ó d ' I o b o (30) rmacl n '::: estos u timos se o tiene : 
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Va hemos visto en las seccio;,es anteriores de este capitulo como obtener 

los elementos de matriz reducidos de H" y de V 

Ahora escribimos los coeficientes C..eA. como: 

(7.22) 

y vemos que ( 7.19) queda completamente definido. Pero nas interesa su soluci6n para el 

caso de que los \'\ electrones ocupen 6rbitas en un cierto potencial central cuyas cara~ 

terrsticas seron determinadas par el andlisis de H-F. Esto implica que el rndice -'. de los 

estados en que se encuentran las portrculas puede descomponerse 

( 7.23 ) 

· . I d J ,,' \N\¡ 6'~' )) I 

teriza el estado radial en el potencial central que debemos determinar. Claramente el coe­

ficiente e i.eI. puede ahora escribirse como : 

con las inte rpretaciones usu" es e ~ y con ..i e nllmero que cora~ 

(7.24 ) 

Ahora supondremos que las p-artrculas llenan todas las órbitas hasta un nivel 

tenemos p"rtrculas con todos los valores 'fY\J ::­dado, o sea para cada 

depende 5610 de( ___-..0.. J <í.;"± ¡ . Probcremo:¡ que en e$te co;o 

t", que nos permitird escribir: 
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Ya hemos visto en los seccio~es anteriores d e este c:apitulo como obtener 

los e lementos de matri z redu cidos de H o y de V 

Ahora escribimos los c:oeficientes c. ..... oomo : 

( 7.22) 

y vemos que ( 7 .19 ) queda oompletamente definido. Pe/tl nos interesa su soluci6n pora el 

caso de que los Y'\ electron es ocupen 6rbitas en un ci erto potencial central c uyas cara=. 

terrstica s serón determinadas por el a ndlisis de H- F. Esto implico que el rndice ..\ de los 

estados en que se enc:uentra n las p.:n t rculas pu ede descompone r.;e 

(7.23 ) 

oon las interpretaciones usu.:Jles de y con )). .. e l m1me ro que cara=. 

teriza el estado radial en e l potencia l central que debemos dete rminar. Claramente el cae-

fi ci ente e;. el puede ahora escrib ir.;e como ; 

(7.24 ) 

Ahora supondremos qu e los P':Jrtrculas llenan todos las 6rbitas hasta un nivel 

d;¡do , o sea p:Jra cad~ tenemos p.:Jrtrcula s con todos 10$ valores vt\J :: 

l. -_.-1)~ J \l .. "-± ~ . ProbarefTlQ,j que en este coso depende sólo de 

.t '01. que nos permitiró e,cribir : 
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( 7.25 ) 

Bastaro sustitu ir (7 , 25 ) en (7,19 ) Y mostrar que las ecuaciones resultan ­

tes san independientes de los indices YV\, '1 cr . 

la la consecuencia de ( 7.24) es que : 

(7.26 ) 

Intraduciendo esto en ( 7.19 ) Y sumando sabre todos los valores de Wl(!> 

y ~ obtenemos 

LL[C~ v~uci¡l=ILI Ic:'~JD,)L I. ~~~~~~I)~{~)JL)t~l"p~,,}))I

i ,,~ )1, ",,"¡I,. t 'T )~ ",,,,1 o( . 

fll. 

[hc_}l+~1.(~llI1V(~2,)\l \I\')'¿ "O,~t,).\~rlt Y\fOp ').) Ly 'l\~lp)"~" ,r... ¡ (7. 'O ) JI. • ,"'c"'. 4fd,G'"1' 

donde hemos usado relac iones de coe fi cientes de Clebsh-Gordan : 

L epa;! ~~m ...'rr\p l'>.jt)(Q'r Q ~ h\~lYls\).r)~Wlp",,¡ -= 
'II~--'Jy. 

(7.28 )~~~){I..)':;'\L 0~\ "", r\lt~)(o~).~" IO " ~ l') = ;t+~ ~~o/ I~I,"o/"" l" 
.....,..f 

e igualmente en la parte de sp in . 

Sustituyen do (7 .27 ) en (7 .'E ) . recordando que \j( t)l) nJ depen­

de de l spin y el iminando el fac tor común ~ J n r"", """". ~r r." 
..1J!.. ·" A"­ ~ u~ 

obtenemos : el 

siguiente co njunto de ecua ciones p-ara las L...v
i 
n..., lo....) 
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( 7.25 ) 

Bostam sustituir (7 .25 ) en (7.19) Y mo strar que las ecuaciones resultaCl-

tes son independientes de las indices m 'l . cr . 

La la consec uencia de ( 7.24) es que: 

( 7.26 ) 

Introduciendo esto en ( 7.19 ) Y sumando sobre todos los valores de m(-> 

y C;; obtenemos 

donde hemos usado relaciones de coeficientes de Clebsh-Gordan ; 

( 7.28 ) 

e igualmente en la p::llte de spin. 

Sustituyendo (7.'27 ) en (7.'lt ). recordando que \j (1.) 1) na depen-

de del spin y eliminando el factor común ~l~" r~A""'-~Er. G 

siguiente conjunto de ecuaciones p':Jra las L-v.¡y\"""lLJ 

obtenernos : el 
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~fRIN LJ\llltL~, '1\"~~)<t\t\lt)).I~.,t..}\¡-Q,,»<~fl\\\I(~l~\ tll»[lIiJ:.U(\I'¡~U.J:: (7. 'E ) 

:::. é.,( Cv.~,JD.. ) 
Con lo que se demuestra que p;:¡ra capas cerradas p:>demos tomar la forma 

( 7.25) p-:ua los coeficientes C.4.l. con la forma (7 .'E ) poro las ecuaciones ( 7.19 ) 

lo que implica una considerable reducci6n y simplificaci6n de las ecuaciones al desapare­

cer la dependencia en los rndices ~ , tr Y cr en (7.'E). 

Si hubieramos deseado usar como estados de una sola P:Jrtrcu la \-«-') es-

todos con el momento angular orbital y el de spin acoplados, a momento ongular total defi­

nioo: 

(7.30 ) 

el an6lisis hubiera sido muy similar con la diferencia que en la reducci6n de elementos de 

matriz de 2 electrones a un electron se usarra acoplamiento 1-1 , pero nuevamente 

en caso de capas cerradas las ecu·;¡ciones de H-F no dependen de m . 

c) Aplicaci6n:1I 6tomo de berilio~~) 

El 6tomo e,c es un sistema cerrodo de 4 electrones que en la notaci6n es­

pectroscópica usuol se caracteriza por la configuración Cl.S)t O.S)l \ So . Esto 

implica :¡ue los estados de un solo electron en H- F son todas de ~ "1 W\ cero. Esto 
• 

deja :Jún la p:>s ib ilidad de <r:::! \ para la proyección del spin, pero siendo 4 electro­

nes, debemos pone r dos en un esta:lo radial que lIa marramos )):::! y otros dos en uno 

que lIamorromos \) == 2. • De éstas consideraciones vemos c¡ue las ecuaciones de H-F 

( 7:l'J) p:Jrticularizadas al ~ con toman lo forma: 

L<Yl:0\\ h:'f,l_ t.~\ ll~,o)c~~,+IL,~ [C~'t\1.tLlktl}l).-L-l'l X ( 7.31 ) 
V\, 11. v ",~~ ,,,-,u 

<'1\: 0/ I'l~ Op \V\'~/W~J O).(:V\'tll ~\\'f\~XV\l~AVltO.l,~oJo»C~,,,J (y!\,;:' t.vCV\'\í 
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~' g/~ LJ\h' ... lts 't\ro t>,.,~)<"t\l\.¡'> .. l~\" .. },,,Qp)X\'l'l\\V(~ 1~\ hi) )[ViJ:.~(V4l\¡(I..):( 7, 'R ) 

::. é.,i. e +J.Y\.JD .. ) 
Con lo que se demuestra que p::¡ ra C'J,oas ce rradas podemos tomar la rorma 

( 7 . 25 ) p:J ra los coe ficientes C,.¡..I, con la forma ( 7. 'F ) p ro las ecuaciones ( 7.19 ) 

lo que impl ica una cons iderable reducci6n y sim pli ficació n de las ecuaciones 01 d esapore-

cer la dependencia en los rndices yt\ , a- y G"" en ( 7.'l9 ), 

Si hubieromos deseado usar como estados de uno sola p::!rtrcu la \-«.') es-

todos con e l mo~e"to angular orbital y el, de spin aco plados, a momento angular total defi -

nich : 

(7,30 ) 

e l an61isis hubiera sido muy simil ar con la diferencia que en la redu cci6n de elemento, de 

mat riz de 2 electrones a un electrón se usa rra acoplam iento 1- 1 , pero nuevamente 

en ca;o de cap::!¡ cerrados las ecu;¡ciones de H-F no dependen de m 

) Ap l' '1 b ' " (l.S) c Icacl6n J 6tomo ae en 10. 

El Mama ~~ es un sistema cerrado de 4 electrones que en la notac i6n es-

pectrosc6pi ca usual se camcte riza p.:>r la confi gum ci6n ( l S)l O. S) lIS O ' Esto 

implica que los estados de un soio electrón en H-F son todos de ~ '1 W'\ cero, Esto 

de ja Jún la posibilidad de croo! \ para la proyecci6n del ¡pi n, pera siendo 4 electlQ-

nes, debemos poner dos en un estado mdial que lIamarramos )) ::: ! Y o tlQS dos en uno 

que " amorromos \) =: l. , De éstas considemciones vemos que las ecuaciones de H-F 

( 7, 'll) pJrti culorizodas al ~ con toman la fo rma: 

L <'t'l: 0\\ ~ (~r,t -t~1 II VlIO)Cvn l+LI,¿;:' [C~'f\~LJLlktl}I).-l-I~1 'le. 
V\ I ,"" lo) " .. 'n. ..',,~ 

( 7,31 ) 

< 'r\:C>/ "'~Op \""'tN~JO)(~/.tÜm\\,ÜX't\t~A'I'ltoJI~OJ6>\C~,,,J (}>II,;:-C.VC\>\I\( 



- 70 ­

( 7.32 ) 

y donde V't u' sólo toman los va lores I Y 2 Y adem6s defini mos e~y\ =: L\J\I1 (c,) 

El conjunto de ecuaciones ( 7 .31 ) es igual en número a l de los estados de 

osci lador considerados en el desarrollo: 

'" 
( 7.33 )ylJ -= i C))y\ \\1 00,"> 

N 
o sea, ~ t- 1. donde N es el m6ximo número de cuan los en la exp~nsión recorda~ 

do que por paridad de los estodos rv est6 restringido a valores p·::Jres. 

Las ecuaciones (7 .31) pueden resolverse par el método de ~cu rrencia 

usual, obteniendose los coeficientes C})\'\ de ( 7 .33 ) y ;Jermitiendonos ca lcular el 

valor de expectación de la energra paro el estado ontisimétrico de 4 elect rones . 

Este programa fué implementado par Calles y DuOovoy para el Be. p"Jrtie~ 

do de los estados de una partrcu la : 

( 7.34 ) 

• 
para los que el va lor de expectación es : 

(7.35 ) 

y minimizando respecto a ES obtenemos 

(7 .3ó ) 
(a,b) 

• 
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LOY\ (7.32 ) 

y donde» 't ¡J' sólo toman los valores I Y 2 Y odem6s definimos e \JY\ -= CVYl lb) 

El conjunto de ecuaciones ( 7,31 ) es igual en número 01 de 105 estados de 

oscilador considerados en el desorrollo : 

~ 

y ~ -= i C)iY\ \h 00'> (7.33 ) 

"'~ 
N 

o seo, ""i. r i donde N es el m6ximo número de cuan 105 en lo exp;:msión recordo~ 

do que por paridad de 105 estados i\J est6 restringido o valores p·:Hes. 

Las ecuaciones (7.31) pueden resolverse por el método de recurrencia 

usual, obteniendose los coeficientes de (7.33) y ;Jermitiendonos calcular el 

valor de expectaci6n de la energra para el estado antisimétrico de 4 electrones. 

Este programo fué implementado por Calles y DuSovoy para el S e p'Jrtie~ 

do de los estados de uno partrcula 

~\~ 1 000"> 

pora los que el va lar de expectoci6n es : 

y minimizando respecto::l 6 obtenemos 

( 7.34 ) 

(7.35 ) 

(7 .3ó) 
(a,b) 
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Para el siguiente paso tomaron el desorrollo 

y mostraron que la soluci6n autoconsistente de ( 7.31 ) en que tomon para 6. el "~\O'f 

(7.36 a) se alcanzo en cuatro posos. Los valores de t.v y los C\l~ obtenidos son: 

E. -=-~'1l) f:a:=o.IO)C\o=O.~C&') C.\I=o.lSCl)C\L~O.l.l~)Ct~:::O.lt'1 ( 7.38 )
I . 
(1.0 =-O.ll' J L:l.1 =().~ ~~) C-a.:I. = -o, l'iS.J eu :::: 0.1'1 '5 

Con estos C,-, n obtenemos o su vez para el valor de expectación de lo 

energra : 

(7.39 ) 

Lo energro experimental po~ el estado base del ~ e es en unidades 

atómicas -28.74. Entonces obtenemos un 74 % de la energra de amarre en la aproximaci6n 

( 7.38). 

) 
J J 
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Para el siguiente p,:¡so tomaron el desarrollo 

y mostroron que la soluc ión autoco nsistente de ( 7.31) en que tomon pa ra é. el ,,~\,'C 

( 7 .36 a ) se a lcanza en cuatro pasos. I.J:> s valores de ~v y los '\1\0\ obtenidas son : 

él -::-(;,'12 J E 1.'=0. 10 ./ C\o=O'(¡""J c.\I=OllsctjCtL:;O.l.l~)~'!.=O.I''1 
(1." =-0.1'" J C.¡'I = O.t¡ ~~.J C'1.¡.;.-O,l'fS J en = O.l'fS 

(7.38 ) 

Con estas C\.J n obtenemos a su vez paro el valor de expectaci6n de la 

energra : 

« \.f>: -2.Lll (7.39 ) 

La energro experimerHo I po ~ e ! estada base del % ~ es en unidades 

atómicas -28.74. Entonces obtenemos un 74 % de la energra de amarre en la aproximoción 

(7.38) . 
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CAPITULO 11 

CLASIFICACION DE ESTADOS EN LAS CAPAS ATOMICAS 
USANDO CADENAS DE GRUPOS. 

El uso de cadenas de grupos para caracterizar un can junto de funci~ 

nes de onda de sistemas frsicas no es una ideo nueva. Racah(l) hizo notar que para 

estados can mo mento angular definido (simetrra ) y que satisfacen el el (3 ) 

principio de exclusión de Pauli, podemos, introducir grupos que contengan ot(:~) 

y a su vez estén contenidos en el grupo V ( '( ) de la cadena U (1'1() :>5Ull)ól\)l'( ) 

que sep:>ra las transformaciones del espacio orbital y del spin. La R.I. de U Cl'() 

es la completamente antisimétrica y las R.I. de los otros dos grupos carresponden a di~ 

gramas de Young conjugados y quedan determinados por el nOmero de partTculas h y 

el spin S , la R.I. del gru¡>o unitario fija la simetrTa permutacional de los estados. 

En el caso particular de la capa 2S - 2 P que nos interesa partic~ 

Iarmente(2,3) , hay 4 <.. " I esp·:JCIO " d f"" fe rman entrefunCiones en e e con Iguraclón que se trans 

sT ba jo el grupo U ( t.t) . Los grupos Vl3) o alt~mativamente O'" l '-tJ 
cumplen la caracterTstica de ser subgrupos de U ( 4) y cantener a O'"l~) 

(lo que es obvio del hecho de que el conjunto de las matrices ortogonales es un subca~ 

junto del de las matrices unitarias). 

El 20. caso nos permite analizar el rompimiento de la simetrTa 

en la capa Y\::. J. , la cual en ausencia de interacciones interelectrdnicas nos da 
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una base paro la R.I. (1,0) de OT(lf) (ver secc. 2) . Clasi fi cando los estados con 

la cadena Ul'i)::> O"t(l{)::> ot ['~)y constru yendo k. ma triz de l Hamilto­

niano respecto a estos estados podremos anal izar e l rompim iento de la simetrra 01'(Lt) 

viendo la di ferenc ia de esa matriz respecto a su fonna diagonal (ve r secc. 3). 

La cadena Vl'-1) :> VL b) :::> 01"(~) nos penn ite clasificar 

los estados usando el ndmero de estados de la ca pa 'l S. y de la ¿f independienteme~ 
te ya que el operador de Casimir lineal de U l.~) es precisamente e l operador de n~ 

mero de pa rt rculas e n l f . Esto nos penn ite usa r la clasificaci6n con V(3) paro 

obtener las matrices de Hartree-Fock que precisa"llente usan el n6mero de estados e n 1 S 

Y 1.(1 (ver seccs. 3 y 4) . Pero antes haremos una breve sintesis de la técnica que se 

usar6n en este capnu lo. 

l . Técni ca de 20. Cuantizoci6n para un Sistema de Yl Electrones(4t¡ 

El Hamiltoniano atómico para n . ~ ! ectrones tien e la fonna 

( 1.1 ) 

oon 

\1. =_Le' ( 1. 2 ) . \ '( ., '1 
_A 

en esta expresi6n \-\ aparece convenientementes separado en 2 términos uno que de ­

pende solamente de las coordenadas y los momentos de I partrcula y otro asociado a i~ 

terocciones entre p·ares de partrculas. 

Si ahoro definimos los operadores de creación y o'1iquilación b~, ~ 

a troves de sus propiedades de ·;:¡nticonllutaci6n 
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( 1.1 ) 

oon 

'1 '{ .. 
'1 

( 1.2 ) 

en esta expresi6n \-\ a¡JOrece convenientementes separado en 2 términos uno que de-

pende solamente de las coordenadas y los momentos de I partrcula y otro asociado a i~ 

terecciones entre pares de partrculas. 

Si ahora definimos los operacbres de creaci6n y a'"1iquilaci6n b~J ~ 

a través de sus propiedades de ·;:¡nticon-nutaci6n 
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( 1.3 ) 

donde el rndice (' indico los estados posibles pora los electrones. Para caracterizar 

estos estados usarramos un ?Otencial central arbitrario lo que nos proporcionarra 3 n()­

meros cu6nticos .1) ~ ~ , los dos 6ltimos correspondientes al momento angular total 

y su proyecci6n(que son buenos nos. cu6nticos por ser un compo centrol), la 1,) serra 

er no. cu6ntico total correspondiente a dicho potencial. También podramos incluir 

el spin y usar la letra r pora un conjunto de nos. cu6nticos dados: 

( 1.4 ) 


Se puede mostrar que los estados de \'\ electrones pueden representa! 

se usando nuestros o?eradores de creación y aniq.Jilación como sigue: 

Ir. f\.- -· f..'>:: \'~,b~•... b;..l o> (1.5) 

con '0') estodo de vacio definido como 'ti \o,> =O para toda f 

Ahora construiremos operadores formados con b~ y 'bt tales 

que sus elementos de matriz, respecto a los estados \ tI - .. (",') sean iguales a los 

de los o?eradores de I y 2 portrculas respecto a los estados ordinarios. Para esto re 

cordomos que los estados de 'O electrones pueden construirse en tfrminos de combina­

ciones lineales de productos de estados de 1 portrcula en un potencial Coulombiano 

y que una forma de obtener estados compatibles con el principio de Pauli basta construir 

el determin.:mte de Slater correspondiente 

( 1.6 ) 
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ca rdamos que los estados de Y'I electron es pueden constNirse en t'minos de combino-
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( 1.6 ) 
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con el srmbo lo D indicando todas las posi bl es permutaciones de la;¡ p::¡rtrcvl as 1, 2"0 

Entonces queremos constru ir o pe rado res a ,:l-Jrtir de lo; potendales de I y 2 part rC'Jlas 

y Los definimos asr : 

\t- 1-~ "'< pp )\/ 'p' ')\ + \ T \f.'I '~ ( 1.8 ) 
- :lo L L- \1 ", ~\1. I \, ft Df b. b b 

f I f,' ft f.' • " 

Los e lementos de ma triz de estos operadores respecto a los estad'Js \ f, tL 
• " r,,) 

son idénticos a los e lementos de los o ¡>eradores de I y 2 partrculas respecto a dete rm in ::J~ 

tes de Stater. 

Para los probl emas a tómi cos q:.Je vamos a tr:;ta r na vamos considerar 

interacciones dependientes del spin. Entonces podemos definir o¡>eradores cómo combi­

1 + \ \.>.t .... ,8'
naciones de O ).Jt"'l, O" ' \ b oontroidas en e l rndi ce G" , o sea d·"fi­

nirnos : 

( 1.9 ) 

Nuest ro Ha'Tl il ton iano at6mioo es independi ente del sp in y en co nsecue~ 

cia podemos escribirlo asr 

( 1.\0 ) 

y 
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con el srmb:Jlo D indicando todas las p:lsibles perrnutaciones de la, p-Jrtrculas 1,2 •• , 

Entonces queremos construir operadores a ,:l·;¡rtir de lo; poten::iales de I y 2 p-Jrtrculas 

f 1.7 ) 

v - l '" ""' < p r 1\ 1 ) pi '» \ t \ T \ f,' I r; ( 1.8 ) 
-:l L L \, ~ I 'i n,\,fl D ~ b. b O 

f I e,' f L f.' \ • " 

Los elementos de matriz de estos operadores respecto a los esta~':>s \ e, r • . " f ",) 
son idénticos a los elementos de los operaoore; de I y 2 pCl rtrculas respecto a determin;¡~ 

tes de Stater. 

Para los problemas atómicos q;Je varr:os Q tr::; ta ~ no vamos considerar 

interacciones dependientes del spin. Entonces podemos definir operadores cómo combi-

naciones de '1 contra idas en el rndice C- ,0 sea dúi-

nirnos: 

( 1.9 ) 

Nuestro Ha'Tliltoniano at6mico es indepe"diente del spin y en consecue~ 

cia podemos escribirlo asr 

( 1.10 ) 

y 
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Si e (l vez d= J .;a r un p:>te'l cia l ce:,tra l arbitrario usallOS el potencial 

del 6torno de hidróg=:lo p'Jra caracter izar los esta:!:>s ten dre,l1os simplemente que: 

UJ='L ! E'f"'JI ) t \ f I.f>f 
( l . 13) 

p:>rqJe lo s es tad·); 1el -. - e\11 > serran :lJtom6t icamente eigenesta:bs de W 

(0.110 vimos a·,tes esto implica q'Je 105 esta :bs del siste:lla para un valor da:h de Er 

o:> rresp:>n Jen a un R.I. del grup:J 0\ y ) . Pero e l ténmin,) IJ rK) es inva­

riante ante 0"\ L"'\) un:) pregunta interesa,te es cu:m b\J e(lJ es la clasificaci6n usa:: 

d:> ot Ll...l) J 01l~y~ Üi-(¿) cuand:> incluimos aTlbos términ:>s de ~ 

Antes de proceder a dicho an61isis es interesa,te estudiar las reg las 

)-1' 
de con.llutación de los opera:bres ~)J arriba definidos. Usa l cn la, reglas de 

a"l t ioonmutac ión de las br: b se pu ede mostrar que:J \ JI 

se c ierron en un :>Igebro de 

( l. 14 ) 

L ¡e que se puede id"2. 

tificar 0):1'10 e l algeora de l grupo) U l -<) con f = dim e,lsión del gru¡>o d:¡:j;¡ 00­

mo e l nCme ro p)sib le de valores de f' == 

O-t L
f U ) 2 . El g ru?:> I y la Degeneración Accideiltal en el Atomo 

Desde los pri me ros estudios de Ni el s S? hr so bre e l 6tomo de h idr6geno 

se CO "l:>ce e l hecho de q:Je su; nivele.; de eilergra oorresp':>nJe,l caJ;¡ Ul'l':> a varios esta :bs 

de movimiento d~ 1 sistema. De hecho cad.:! nivel de Bahr, cuya e,,'~gra es : 
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se cierran en un :Jlgebro de l \ e que se puede id"'2, 

tiFicClr w:no el algebra del grup':> U l '() con '(= dime,lsi6n del gru;>o d:d:J 00-

mo el nCmero p:Jsible de valores de )1.1. = 

Q"t( U ) 2 . El gru¡:J:l '- I y la Degeneración Accidental en el Atomo 

de Hidrógeno o 

Desde los primeros estudios de Niels B:>hr sobre el 6tomo de hidróg'eno 

se c,y'::>ce el hecho de q:Je sus nive le5 de energra corresp::>n:le,l ca::l:J unJ a varios esta:hs 

de movimiento del sistema. De"l, echo cCld:J nivel de Bohr, cuya e:l,~gra es : 
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tiene uno degeneracidn Y\1. que en el lenguaje de lo teorra de SchrtSdinger nos di­

ce que hay 'V\~ ei genfunciones de la ecuacidn de Schltl dinger asociados o un eigen­

valor Eyt. 

Es sabido que en general uno degeneracidn corresponde a uno simetrra 

ya su vez una simetrro t ielle asociado un teorema de conservacidn. El potencial de 

Coulomb, que depende de lo '11agnitud del vecto r de posicidn del electrón respecto ::JI 

n6c1eo pera no de su orientación: 

( 2.2) 

es obviamente invariante ante rotaciones respecto 01 ori gen (tomando en e l nucleo mis­

mo). Esta simetrra ante el grupo 0+ L~ ) de rota ci~ne!. implica como es bien ~ 

bido la conserva ción del momento angular orbita l L del electrón . En mecónica cuón 

t ico ::J I observable momento angula r le asociamos el n6mero cu6nti co 1 y a su proye~ 

ción sobre el eje Z. el ndmero cuó"t ico Y"YI ==-- O)-J... 1) _ _ _ ~ • Este 61timo esto 

asociado al grupa 0+( lo ) de rota ciones alrededor de un ej e, y el hecho de qu e 

la energfa no depende de Yrl se cal ific6 como una degen eración "natural" debid~ a 

q '.le e l sistema presentaba simetrfa ante un grupo mayo r que p rec isa m e!:: 

, Sin embargo la energfa de los niveles de Bohr depende solo del nd­

mero cu6ntico principal Yl y no de Q-:: O ) J J - • - Y\ ~ i y a ésto se le dió el 

no:nbre de degeneración "accidental". 

Entre 1926 Y 1935 los esfuf- rzos de Pauli, Fock y B-arg:11ann(5) llevaron 

•
el esclarecimiento de lo simetrfa responsc.b:e de la degeneración accidental . Primero 

Pauli(5) demostró q'Je aparte del momento anglJlar hobra otro vector q'Je era unJ comtan 

te de movimiento en el problema cou lombian:J, hecho que ya Ha'll ilto n habfa n-:)tach 
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p:lra el potencial gravitacional que geometricamente es idéntico a aquél. Llamo a di­

cho vector el vector de Runge-Lenz definido (p:lra el problema cu6ntico) como : 

( 2.3 ) 

Casi diez años después Fock(.5¡ hacia el an6lisis de la transformada de 

Fourier de la ecuación de Schrt1dinger del 6tomo de hidrógeno que la lleva al espacio 

momental 

(2.4 ) 

con p momento lineal y • Podemos tomar la f en coordena 

das esféricas (f j eJ '1 ) y pasar de estas coordenadas a tres 6ngulos (O¿ J Gl./ ~ ) 

con la definición: 

( 2.5) 

lo que corresponde a un mapeo estereogr6fioo del vector tridimensional f sobre, una 

esfera uni torio en un espacio tetradimensional (I!;.I =1J ,.¡ j 6l~ rt ) . Esta mis­

ma esfera tiene como coordenadas.cartesianas tetra dimensionales: 

( 2.6 ) 

El elemento de volumen en espacio momental es : 

( 2.7 ) 
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p:.ra el po tencia l gravitacionol qu e geometri comente es idéntico o aquél . Uamo o di-

ch.:> vecto r e l vector de Runge-Lenz definido (fl'lra el problema cu6n ti co) como : 

A'.x.. ~ ( - L) _ = \!I + lvn'2.e' h~(' - ~ ~- ( 2.3 ) 

Casi d iez a ños después Fock(5) hacia el anólisis de la transfonnada de 

fo urier de la ecuac ión de SchrCJdinger del 6tomo de hidr6geno que la ll eva 01 e$pacio 

momental 

( 2.4 ) 

con p mo:nento I ¡neal y po = r-l.~Er • Podemos tomar la 9 en coordena 

das esféri cos ( f J e) <f ) y posar de estas ooorde nadas Q tres 6ngulos (~J G1 Cf ) 

con la de fin ic ió n : 

( 2.5 ) 

\.P que co rresponde a un mapeo estereogr6fico del vector trid imensional .f sobre,una 

esfe ra unita ria en un espacio te tradimensiona l ( I~ ,; 1 J .,.¡ J G ~ " ) &ta mis-

;na esfera tiene como coo rdenadas,ca rtesianos tetra dime nsiorY.Jles: 

( 2.6 ) 

El el emento de volumen en espacio mom en tol es : 

( 2.7 ) 
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( 2 . 8) 

en términ::>s de (2.7) Y (2.8) la e CoJ::Jci6n( 2.4) q'Jedo 

( :.9 ) 

( 2.10) 

obte:1emo~ 

{ 2. JI ) 

q'Je Fo:k recon·::>ci6 como la eC'J:]ci6n integral de las orrr6nicoJs esféricos e,l cuatro di­

1 
mensiones. El Kernel e, invariante a,te ratacio:le, e:1 ",j esp::Jcio tetr':'. 

dimensionJi o 

En ·Jtrm p::Jlabras hay U.1::\ corre;p:>n~encia 1 a I eMre los orm6nicos es­

fericos en cuatro dimen¡ione:i, q ·)e son ;:>reGÍso11ente las bo,e" d e las repre:iecotociones 

irredJcib:es (R. l.) del gru,:>.:) y los e"to~')S del 6tomo de hidroge,loJ (e" e2­

pocio momentol ). 

Sin emborg.;) e:; impJrto'1te n::>tor q'Je en la ecuoci6n ( 2.11 ) o;J:lrece el 

2 
factor PU q:Je según (2.1) es /"V n y este cOllbio p::Jro CO~:J C:J,JO del 6tamo de h~ 

dr6geno hecien:b 9Je la n,~rmalizaci6n d"p '~n~e de 'n 

La identificaci6n de la, funciones del 6tomo ::le hidrogen::l con los arm6­

nicos e:ifeoica5 e 'l 4 dime,lsiones permiti6 a Fo~k de,l1ostrar qJe e l 9;u;>::> ::le;imetrros del 

y di6 la ex,olic:Jci6n de la deg=.y=roci6n "o:cide,itol" ei'l ( , ya610.110 era 
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( 2.8) 

tn términ::>s de ( 2.7 ) Y ( 2.8) la e,~·j~ci6n ( 2.4 ) qjeda 

( :;:.9 ) 

( 2.10) 

o~te:1emo~ 

( 2.11 ) 

q'je Fa:!': recon-::>ci6 como la eC'J:lci6n integral de los arm6nic')s esféricos e" cuatro di-

1 
mensiones. El Kernel \ ~ ~ ~' \ ! e-¡ invariante a,te rotacio:1e, e:1 el esp:Jcio telr':. 

dimension:Ji o 

En)lras p:Jlobras hay U.1J corresp)n:lencia I a I eltre los aml6nicos es-

fericos en C-Jatro dimen¡iones, o,Je so!'] ;:lrecisa11ente las ba,e,¡ de las represe:"llaciones 

irredJcib:es ( R.I.) d~1 gru;>-) y :05 e,¡la:l,)s del 6tomo de h idroge:l') (e:1 e2. 

pacio momental ). 

Sin emborg':> e; imp)rta'lte n::>tar q'Je en la ecu::lci6n ( 2.11 ) a¡:>:lrece el 

2 
factor p" que según (2.I)es "'-'Y:¡- y aste canbia p:Jra ca::b C::l,)a del 6tomo de hi 

d~geno hecien::b qJe la n.~rmaliz:aci6n d"p'~n.:Je de Yl 

La identificaci6n ::le la~ funciones del 6to,11a :le hicir6genJ con los amlÓ-

nicos esfe,icas e:1 4 dime:1sione¡ permiti6 a Foo::k de:nostrar qJe el g;U?::> ::le¡imetrras del 

6to:no ero y dió la ex,olic::l::i6" de la deg~leroo::i6n "a::cide:1lal" en ( , ya 
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q:Je en este contexto '(\\ el n(imero cu6ntico osociadJ al grupa 01' c..~) (i) ~\ 

el asociad:> a O'"el.) (\It\) van o :I¡¡arecer en la expresi6n de la energra, q;,¡e 

solo depender6 de el n(imero cu6ntico del grup:> mayor que es precisa­

mente Y'\ e<Jmo veremos m6s adelante. 

Fock extendi6 su an61isis a las regi6n del continuo o sea E>o 
mostra,d.:> qu~ en éste caso el grupo de simetrra es el grupo O't(3~!) que es un 

grupo no-comp:lcto que corresponde a rotaciones en U:l espocio con métrica de Minkowsky 

Esta situoci6n de tener diferentes grup:>s de invariancia para diferentes regiones en el 

espectro de energra ser6 da suma importancia en el an61 isis de los llamados grupos din~ 

micos del potencial de Co;,¡lomb (ver C6pitulo 111 ). 

Fué Bargman,(6¡ el que hizo uno sintesis de los trabajos de Fock y 

Pauli. Procedi6 de la siguiente forma: 

Si definimos U.1 nuevo operador en funci6n del vector de Runge-Lenz como: 

A=. /--zl....,e" A' ( 2.12 ) 
- ~ H ~L _ 

con \-t el hamiltoniano del 6tomo de hidr6geno y tomamos los conmutadores de A y 

( momento angular) obtenemos: 

( 2.13 ) AxA=-t' L 

(2\) es idéntica al algebra de Líe del grupo otCtt) o sea L y A nos 

don los G gen~radores del grupo de rotaciones en cuatro dimensiones. 

I 
Adem6s de la definici6n de A tenemos que: 

( 2.140) 
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q'Je en e¡te::o:1texto "11\ el n6 me ro cuónti co 3~ cia:b al g rupo O"t C.~) U.) '1'1\ 

el asoc ia:! :> a O"t e.L) ( 'ft\) van a :J?arecer e lo expr~i6n de la energra, que 

solo :lepender6 de el ndmero cvónt ico del grupo mayo r O\li) que es preciso-

mente "" como veremos mds a :l.al ar¡ te. 

Fo ck e xtendió su anó l isi s a las regi6n del continuo o sea 

mostm.,do qu:! e:1 és te co~ el grup·:J de simetrra es e l grupo O"'(3~!) 

E>o 
que es V:1 

grupo no - comp:¡cto q-.Je correspo nde o rotaciones en U .'l esp3<;io con métrica de Minl<.owsky 

Esta situ ::lci6 n de te,ler dife rentes g 'lJ¡>:lS de invariancia paro d iferentes reg iones en el 

espectro d e ene rgro seró d ~ sumo impo rtan cia en e l anólisis de 105 llamados grupos din~ 

micos dd potencia l de CO.Jlo:nb ( ver Cópitulo 111 ). 

Fué Bargman:1(SJ el que hi~o un:¡ sin tesis de los t rabajos de Fock y 

PaJIi. Pro cedió de lo sigu iente formo : 

Si de fini mo, U:1 "J evo operad:>r e n fu nci6n del vector de Runge-Lenz como; 

A =1-:21~e 'f A' 
-- ~ H ",1. 

( 2.1 2 ) 

con r+ el ham il tonian·:) del ótomo de hidrdgeno y to mamos los conmutadores de A y 

L ( momen to a;-¡gu lar) ob tenemos ; 

A).A ::. .... : ~ - - -
( 2.13 ) 

\ 
(2.2) es idéntico al a lgebra :le Líe de! grupo o seo L y A nos 

d :Jn los G ge n :!rodo re. del grupo de rota ciones en cuatro d imensione,. 

I 
Ad,~m6s de lo defini ci6n de A tenemos qu e : 

( 2.140) 
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( 2 . 14b) 

de donde despejando Hobtenemos: 

( 2.15 ) 

que muestra claramente que los generadores de 0-\- [ 4) conmu 

L+ L't.tan con H ya que A es precisa"llente uno de los operadores de Casimir de 

O'LI{) 

Es importante hacer nota r que segdn ( 2.1 ) y tomando H-= f". \1 

o sea un nive l de Bohr y ento nces A y ~ sa tisfa cen el algebra de Líe para 

una 	Y'I dada que es a~logo a lo que sucedra en el anólisis de Fock. 

Po r o tra parte, de ( 1, \ S) resul ta que ~~ operador de Casi,mi r de 

le corresponde el namero cu6nt ico Y)\.. • 

Sin embargo el grupo 0+ L4 ) tiene dos o?eradores de Casimir 

y en general nos proporcionar6 2 ndmeros cuónticos para caracteriza r los estados corr~ 

pondien tes a sus R.I. I.P que pa~a en el caso del hidrógeno es que el 2> . operador de 

Casimir de 0i(4 ) que es bósicamente ~. k es siempre cero, o sea : 

A·L-=L· A=O 	 ( 2.16 ) 

pa ra el probl ema de una sola portrC:1JIa • Esto se puede visualizar geomét ricamente si r=. 

cordamos que el momento angular es perpendicular 01 plano de la órbi ta y e l vector de 

Runge-Lenz est6 dirigido a lo largo del semi eje mayor de la elipse teniendo como m09­

nitud la excentricidad de la misma.¡ 

El grupo 0-1- Ll{ ) nos darra dos nOmeros cuónti cos ( ~) ~ ) 

t /V) 
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¡ '1 

Al _- 2 me _(L2..,. i) 
- - .l.~H ( 2.14b) 

de donde despejando H obtenemos: 

( 2 .1 5 ) 

que muestra claramente que los generadores de 0"'"[4) conmu 

tan con H A'+ Ll. yo que es precisa'Tlente uno de los operadores de Casimir de 

O'L'i) 

Es importante hacer notar que segdn ( 2 .1 ) y tomando H:=: E.., 

o seo un nivel de Bohr y entonces A y ~ satisfacen el algebro de Líe poro 

uno Y'I dada que es an610go a lo que sucedra en el an61isis de Fock. 

Por otra parte, de ( 1. \ S) resulta que 0\ operador de Casimir de 

le corresponde el ndmero cu6ntico y\\. • 

Sin embargo el grupo 0+ L t.¡ ) tiene dos operadores de Casimir 

yen general nos proporcionar6 2 ndmeros cu6nticos para caracterizar los estados corr~ 

pondientes a sus R.I. 1..0 que pma en el caso del hid~geno es que el 2.J. operador de 

Casimir de O-t( Lt) que es b6sicamente 1· ~ es siempre cero, o seo : 

( 2.16 ) 

para el problema de una sola porti'cula. Esto se puede visualizar geométricamente si r=. 

cardamos que el momento angular es perpendicular 01 ::llano de la 6rbita y el vector de 

RU(lge-Lenz est6 dirigido a lo largo del semi eje mayor de la elipse teniendo como mag-

nitud lo excentricidad de la misma.j 

El grupo O-t ll{ ) nos darra dos níÍmeros cu6!1ticos (~) S ) 
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asociados a los dos operadores de Casimir. Pero por (2.16) <::\.= O pora todas las 

R.I. de O; (\{) que aparecen en el caso del 6tomo de hidrcSgeno lo que nos per­

mite caracterizar los estados de dicho 6tomo con solo el ndmero cu6ntico o como es 

usual con 

( 2.17) 

la degeneración de los niveles es ~1. yaque l-:o __ V\-1 y ~= -1---1 
Para ~uestros propdsitos ser6 conveniente definir dos nuevos operadore~) 

M y N en función de A y L 

( 2.18 ) 

cuyas regl as de conmutación son : 

( 2.19 ) Mx/ll/=J. M- - - '/ 

o sea.M y t! conmutan y las componentes de M entre sr y las de N entre 

sr obedecen reglas de conmutación de momento angular. Esto es consecuencia(') de que 

OT(4) es isomorfo al grupo construido oomo el producto directo: 

( 2.20 ) 

er¡tonce. en vez de lo. ndmeros cu6nticos f y ~ asociados a los operadores de 

Casimir de Ot l "i) podemos caracterizar las representaciones de Oi ( \.{) con las 

p:lrejas L).., I >.t) donde ~ I '1 ~L son los ndmeros cu6nticos asociados a ~ 

y}J respectiva-nente. Para las R.I. generales de O""'L"\) )..., '1 >-L pueden 

to:1'1ar c'Jalquier valor ente ro o semientero, pero para el caso de las R.I_ que aparecen 
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aso ciados a los dos operadores de Casimir . Pe ro por ( 2 .16) c:t. = () para todas las 

R.I. de 0 ' (4 ) gue aparece en e l ooso delótomo de hidr6geno lo gue nos per-

mite ca racteriza r los estados de dicho ótomo con solo el ndmero cuóntico o corno es 

usual con 

(2.17 ) 

la degeneraci6n de los niveles es '1\1. ya que \-::'0. - V\-l y ~= -1 - '- 1 

Para nuestros propc:Ssitos ser6 conveniente definir dos nuevos operadore(6) 

M y N en fu nc i6 n de A y b 

( 2.18 ) 

cuyas reglas de conmutaci6n $O n : 

M'l..M=:l M - - -
( 2.19 ) 

o sea M y ~ conmuta y las componentes de M ent re sr y las de N entre 

sr obadecen reglas de con'llutaci6n de mo:nento angul a r. Esto es consecuencio(') de 'Pe 

OTLLt) es isomo rfo a l grupo constru ido romo el producto d irecto: 

~UU.) ® SUc. L) ( 2.20 ) 

e"ton·::;es en vez de 105 nómeros cu6nti cos f y ~ asociados a los operado res de 

Cas imir de O te 'i) podemos caracte rizar tas representa ciones de 0 1'( l() oon las 

p;:¡ re jas l \ " >.t) do nde ~ I '1 ~ L 50n los nt:lmeros cuón tioos asociados a M 
y '¡J respectival1ente. Para las R.I . gene rales de O""L'-\ ) '>.., '1 )..\ pueden 

tOl1ar cual9uier volor entem Q semiente ro, pero po ro el 10<;1$0 de los R. 1. que aparecen 
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en el 6tomo de h idr6geno tod:>; la; pare j as so~ del t ip:> l).." )..,, ) o seo 

Esto es asr porq'Je e:1 términ:;,s de M y IV los opera:bre" de Casim ir 

se expre;a , CQ,no : 

( 2.21 ) 

y"i • Adem6spor ( 2.18) 

í = ;" ,- ">-L ( 2 . 22 ) 

Si pasallOS ahora o el caso de 005 partrcul as e:1 el poten::ial de CO'Jlomb 

pero si n interacciones e'l t re las partrculas, la restricci6 n desa,:¡:!rece yL·~=o 

de hecho tenemos: 

( 2.23 ) 

En el lengu:!je de te-:>rra ::le grupos, el prob:ema g.eneral d e estados de 

dos electrones implicarra usar represe:1tacio:les de tipo ge:1eral ()..') ~l) Ló Lf.J ~j) 

para el sistema de 2 electrones. .1 

:tLU) 3. Estimaci6n de l Rvmpimi ento de 1a Simetrra O , en la capa :U ­

1~ (2) 

En los niveles del p::ltenci al coulo mb ian::l n,:;,s fijamos en oquellos con 

~ - ___l._V_--] 
( 3.1 ) 

Si no existiera rep'Jl si6n eo1tre lo s elec trones en la ca,:>:! 

serra el grup.? de simetrras de lo:; e5 ta::bs de di c!'a ca ,:>J (5). El Ha ,niltoniano ti ene la for 

y 
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e>l el 6tomo de h idlÚgenv to:b, 1<.1 , p~rej as 50:1 del tip) lA" )..,) 

Esto es a srpv rq'Je::1 términJs de ['vi. y N los o,::lera:bres de Casimir 

se ex,vresa'l cO.TlO : 

( 2.21 ) 

y si y )., ::: >''t. • Adem6s por ( 2.18 ) 

te,lemos: 

j ( 2.22 ) 

Si pasa'nos ahora ::l e! coso de do-H PQrtrc ulas e:1 el poten::ial de COJlomb 

pero sin interacciones e'llre ras portrculas, la restricción L- ~ -=o - - d esa,::> J rece y 

de hecho tenemos; 

( 2.23 ) 

En el ler13U;¡je de te-::nra de g ~upos, el prob:ema g,enerol de eslO:J.:>s de 

dos electrones impl icorra usar rep resentacio:1es de tip.) g=;lera l ().') ~~) L ó '- f, ~ j) 

p':Jra el sistema de 2 ¿Iectron es. 

U'-i
t

L U )' 3. Estimacion del R0mpímiento de la Símetrra , 

l~ (2) 

En los niveles del p::ltencial coulomb;an::l n,)s fijamos en ",::¡.;e llos con 

'~--~~ ---::--j ( 3.1 ) 

ls --

Si no existiera rep'Jlsión eMre los electrones e,l la CCl,::>~ 2 S-:L p J "f) 
serra el grupo de simetrras de los esto:b , de dicha cél,::>:J(5) . El Haniltoniano ti en e la fo r 
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( 3.2 ) 

namero de p:Jrtrc 'Jla; hay 4 esta:J..;ls p:>rq'Je y 

I W1= a p·;:¡ra i =t I m = 1)OJ - { • Si adem6s to:namos en 

C'J ei1ta el spin hay 8 valore. de ~ =- 1 Q""" ¡Ir co n • Entonces 

\~ 'bf 
CO:1 los opera:hre. de cre·.JciÓn of y de aniquilaciÓn p:>demos construir los 

U(,,) l'1)
ge"era.:hres de u., gru;>:> o 

( 3.3 ) 

Co:no H no depende del spin es conve" iente contraer en v obteniendo los 16 

g~nera(bre; de UL~) 

L \,-t 0<J -= r;)A I ( 3.4 ) 
a )1,tr r 

en :l tras p:.la bras caracterizaremos los estados de la ca,):! 2 S - 1. ~ p:>r la caden::!: 

( 3.5 ) 

~UL l) d.~ spin ~ q'Je es u., buen namero cu6ntioo co:no lo es tam­

bién su proyecci6n I\{.s ,0 sea clasifica"os oon : 

( 3.6) 

Para :Jcabar d·e caracterizar lo; estados p:>dra11Os oompletar los n6meros 

cu6nt icos ag:1J¡J(:md·) o la cadei1 a subg<'U¡Jos de \J l t..t ) . Nuestro interé" run:la­

mental e" ésta se..:ci6n es ver a (pe tan buen:! es la cla:¡ifica::i6n 'J~a"do el grupo Ü-t{~) 

y e·l ton:es pro ¡:>.:>n emos~.. co·:b,<:;¡: 
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( 3. 2 ) 

con '-1'\ nclmero de p:lrtrcula; hay 4 e;¡ta:bs p:HqJe y Q=c.\ 1 

Po,-a Q =- O W\ == i) o) - { • Si adem.6s tO,l1amos en 

c,Jenta el spin hoy 8 valore, de e=- 1 Q vY1¡1r con • Entonce:> 

\ ... 
CO:l las o?era:brei de cre'.JciÓn of y de a-¡ iq<J il a ción 'bf 

fAlde,na s const ruir los 

U (,,) l "l ) 
genera.::bre; d" 0.1 grup'J o 

( 3.3 ) 

CO,110 H no depen:le del spin es conve,liente contraer e n (j obteniendo [0516 

9'3nera:bre; de UL l-t ) 
I , 

L b \ ~/r -== e]A 
a f.JIT' )" 

( 3.4 ) 

en ::>trm p::dabras caracterizaremos los estados d~ la Ca,J3 2 5. - 1. 9 fAlr la caclen :;] : 

( 3.5 ) 

:, u '( l. ) d'3 spin S q'J~ es u., buen nclmero cu6ntico como lo es tam -

bié;l su proyecciÓn 1\{ 5 ,0 sea clos ificaOlos con : 

( 3.6 ) 

Para :lcaoor d: caracterizar los estad:>; pJdranos completar los ndmeros 

cu6nticos ag;lJ¡J3"d'J a la ca;]ena Sub9"'¡.rJs de \j L t-t) . NU:lSlro interés fun::la­

mental e,l é;ta ;esciÓn es ver a :fJ: tan bu:n:> e;¡ la clasifica:i6n 'J;ando el grupo Ü"tL'-i) 
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que 005 pro¡x>rcioi1orra, aparte de los no)s. cu:mticos correspondiente. a O~L't) que 

anal izaremos meSs adelante el momento :¡,gular orb¡tal total L y su proyecci6n ML 

En principio podrramos esperar que no bastareSn estos nos. cueSnticos o en otras palabras 

queentre \)('1.) y o"t ll...\) necesitaremos intercalar un '10. cueS"Hco o( extra. 

COIllO veremos meS. adelante en esta capa ¡:Y.lrticular (:1 S -lf) no aparecen 

repetidas las reps. de O~ (4) contenidos en V l '1 ) en los estados y no 

es necesario un no. cueSntioo La!.} adicio nal. 

Los estados qued:¡reSn cqracterizados po r los ndmeros c~ 6nticos siguien­

tes: 10 por Pauli tenemos pora Ul~) la R.I. to tal mente antisimétrico y es sab ido 

que la R.I. [\"1 de V ( ~) co ntiene a las R.I. de Vlt.¡} ~ CSUU.) cuyos 

diagramas de Young son del tipa 

...- .... ,- -; 

l S 1 ~u.cr(l.) ( 3.8 ) 
... ".--t 

r 
podemos obtener 

nd me ro de port rcul as y V ,- \1"1. =.l S 0:>11 S el spi n total(?) 

y estos dos nClmeros Y\ y .s bastan pa ra caracterizar las representaciones de 

v e,lt ) ® ~U"·t2.) I si adem6s agregamos la proyección del spin ~ ~ tenemos la 

cadena 

pero SU U.) es el spin. De las longitudes 

(3 .9 ) 

Para la caden:l U(4) ~O;-(t.¡ ) ~ O"(~) :::J ü i-(¿.) ( 3.10 ) 

con:lcemos los nos. cucSnt ioos d e otc~) y Oi- O) L L,¡ M) 
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que (l0~ pro¡:xHcio~v]fra, a¡:¡arte d= los n,)s. clJ:m~ico~ correspondiente, o Ol"Ll{) qu= 

ana lizaremo~ m<Ss adelante el momento o'lgular orb ital total L y :;u proyecc i6n ML 

En p rincipio po-:l rramos esperar que no bastar6n estos nos. cu6ntiO)s o en :ltras palabras 

que entre V ('1 ) y 01" L "\) necesitaremos intercalar un 10. cu6"tico .,( extra. 

Como veremos mÓ5 adelante en esto capa ?articular (:l ~ -l.f ) no oparecen 

repetidos la s reps. de O"t L l.() contenidos el1 V l ~ ) en los estados y no 

es necesario un no. cu6ntico lo/.) adicional. 

los estados qued;:¡rón caracterizados por los números cu6ntiGOs siguien-

tes: 10 po r Pauli tenemos p:¡ra Ut~) lo R.I. totalmel1te a'ltisimétrica y es sabido 

quela R.I. [\"1 d ,= U( ~ ) contienealasR .I. de U ly } ~~Ul J.) cuyos 

diagra"as da Young son del tipo 

4ír-" ,--, 

l S 1 <;:¡ \J.."""'(2.) ( 3.8 ) 
... " .. --

pero 
r su U.) es el spin. De los longitudes podemos abtel1er 

número de partrculos y V ,- \Jl.. = .l S oon S el spin total(7) 

y estos dos números Y\ y .s bastan para caracterizar tos representacio:les de 

U LI1) I!) <:::, \ ..... ( -(¿.) I si ademós agregamos la proyecci6n del spin [\A ... tenemos lo 

cadeno 

( 3.9 ) 

Para la codeno ( 3.10 ) 

con:lcemos los nos. cu6ntioos de otC.)) LL'I M) 
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$:>10 falto ver que nos. cu6nticos caracterizan los reps. irr de O"t él() . Pode­

mos usar los nos. cu6nticos asociados a las constantes de movimiento b y A 
(momento angular y vector de Runge-lenz ) Pero es mas conveniente definir las opera­

--;> ....,-.. 

y N =-HL-A) que tienen las siguientes reglas 

/ 
( 3.11 ) 

o sea se compartan cada uno como ganeracbres de un grupa OTC,l) y de hecho su 

utilizacicSn en el problema es consecuencia del isomorfismo entre los grupas 

( 3.12 ) 

Si u>Qmos los eigenvalores de M ().J y de N (>'1.J para caracterizar los 

estados de la ca¡:>o 1 S. - J.. 'P .. tendremos que dichos estados tendrdn la forma: 

( 3.13 ) 

adem:5s dichos estados nos permiten escribir las interacciones entre pares de partrculas 

como interacciones entre solo dos de ellas: 

y ade:T16s estos brackets son independientes de M~ y tv\ y diagonales en 'n I ~ 

y L . 
VaTOS a trabajar en el esquema de ~ cuantizaci6n que discutimos en 

"P~::~~tar~~~-:t~~-~s~:~s -caracterizados con Dt (I.f) n~ tienen poridad definida 

ya que ante inversiones 11 cambia:l ~ Y viceversa. Necesitarramos formar combi­
naciones de estos e$todos oon ?.::Iridad def_ 
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5':110 falto ver qu e nos . cu6nticos corocterizon las reps. irr de O'" L \.() . Pode-

mos usar los nos . cu6nticos o5Qciodos o las constont~ de mo vimi ento b y A 
(momento a .• gulor y ve c tor de Runge-Lenz ) Pero es mas conveniente definir los opera-

y 
- ') ......, ~ 

N :::'HL-A ) que tienen los siguientes reglas 

MxM=M - - - / 
( 3.11 ) 

o sea se comportan coda urn como g.::nerooores de un grupo 01"(3) y de hecho su 

utilizaci6n en e l problema es consecuencia del i5Q morfiWlO entre los grupos 

( 3.12 ) 

Si u~mos los ei genvolores de M ()..¡) y de N L >-.I. J paro caracterizar los 

estodos de la C'.l?O .l. S. - ). p * tendremos que d ichos estados tendr6n lo fonno : 

( 3.13 ) 

ade!íl1s dichos e,todos nos pe rm iten escri bir las in teracciones entre pores de portrculcs 

como interacciones en tre solo dos de ellas: 

y ode:l16s estos brackets son independientes de M~ y tv\ y diagona les e n h I ~ 

y L . 
VaTIOs a trabajar en el esquema de 20 cua"tizoc:i6n 9ue d iscutimos en 

*Pe ro n~tar 9:.J9 estos estad:» ca racter iza dos con O t e y) no ti enen p'lr idod definida 

ya que :Jnte inv e~iones H cambia:J ~ Y viceversa. Necesitorramos fo nnar combi­
naciones de esto~ e;¡ta ~k)s oon p,:¡rida d def. 
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4
la ¡ección :mterio/ ) . En :licho esquema la 'l1atriz del Ha;l1iltonian:l de la O:J;):J ':"'S-::'f 

es 

- U' '" " , ,}{~L<f ,1'W,\f.") C./"~ L<~I UJ\JIJ~/ lI:')fCIl'tL ~~' ~ J4~ \ (3 .15)-

!I,r.' JI )4 , ti J)' '} F, \ l'. ']J. )l. 'e,.. , ' 
.1(. ~ ~ 

paro Ir'> -=- \ 2. Q'M') son la. fun cio nes del pJte.1cial COJlombian:J ye ,-üon­

ces el término de operador de un':J so la ¡:>:Jrtrcula es simplemente la e ,lergra de la ca?:J 

2.S, -1.. f 

con El) en erg ro de Bol, r . 

El operador de dos p:J rt rcula, en ca·nbio no es dia:¡onal . Va¡110S a con, 

truir un:J matriz y co:nparar la '1lag;litud de los térmiMS nJ diag)nales respecto a los ­

diagon,~les, lo q;Je nos perrnitir~ oon::lcer cu6n buen::. es la ceden::> U (Lf) ::>útC4) 

'l <:.- L r . en ~ cu:mtización: 

~ I 1­
Las CI son genero.J,lres de ULy) pero noJ son te'1.:;ore'i irredJcibles en O ¿L( ) 

)1\' 

Procedere!11Os a ::onstruir ten:;ores d ·~ Rac'Jh con las Cj4 p:l ra ,:>:>:Ier con>truir los e!e-

mentas de matri z u';a"dJ el te-;>rema de Wig1er-Eckart e;l 01'( Lj ) 
]t' 

Pero o,tei procederemos o cOClstruir con lo; C;!" 

u; (O J ~/) que corresp:J n:bn ::. momento a'dular total definid:> k ,e5to es q;Je 

-:00 

la ¡ecci6n :mterior(4). En :licho esque,na la 'Tlatriz del Ha;TliltonianJ de la C'J;)J ':"'S-:''f' 

es 

I 

}{~)<II,r~,¡ \f,/) CU'T~L/ ~IUJ\JIL\¡\/ :)(C¡J't.¡}~_~~/T'~:\(3.15) 
~ /J' I '1' ~ ~J)' y}, \ ')1'1" )I~ \tr , ' 
Ir I )( 1", 

. L f. 
pero jI'> '=:. \ 2 Q ""') son la. funciones del pJte.lcial COJlo:nbianJ yenton-

ce> el ténnino de operador de un:> sola p:Jrtrcula es simple:nente la e,lergra de la ca?J 

lS-l.f 

0= -:::> <11 \W 1¡A'')f';{''=- "2l'MeY __ 'Z¡;,¡~~_ [;e 
¡A.,j1,' r' I J' 4' /, 1'" ~- "1 r1 l - ~- ( 3.16 ) 

con E~ energra de Bol,r. 

El operador de dos partrculas en C(Fnbio no es diagonal. Vainas a cons 

truir unJ matriz y o::>:nparar la 'Tlag.litud de los ténnin.)S nJ diag)nales respecto a los -

diag:mJI,~s, lo q;Je nos pellTlitir6 o:¡n::>cer cu6n buenJ es la caden:J U(4):;::)C t(4) 

• en :za cU:Jntizaci6n 

LJ::: ~ L<;,J¡IV\l.llA,'j:> Lb: a- h: ó. 'r(,ú'b,')~:::: 
r,jo,' r J e e I'L). J '1, , 

J't, lA: . ... 
I I I;J. I 

- .l. "'< 1 1, / r~If'¡),'" \'~' í .. J' (3.17) 
- J.. ~ J, jA 1. I V \ l. ,., J' ¿ ) l '(' r' ~)AL. - d]A ,,-..(J )A I 

>"Ji, 
~"A; V 

donde hemos a?rovechado que \ L no depe;lde del spin p:lfa CO:1traer erl G, y el 
r.' 1-

Las (:1 son genera:bres de ULy) pero T1':> son te'1JOres irredJcibles en O ¿ '1) 

~' 
Procederemos a ::onstruir temores d·~ Racoh oon las Cr pJ'C ,JJ:ler cOT1'itruir lo, ele-

meMos de matriz u'¡a,d'J el tEY..lrema de Wigler-Eckart el 0'\ '1) 
ll' 

Pero a1tes procederemos o c'J:1struir o)n las 0 .. 
que OJrresp:>!1:bn J momento 0'3ulor totol deFinid:> k ,esto e, q'Je 
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se-.Jn te,1sores irred-J cibles e,1 01"L,;,J • Pa ra esto u.aTlOS coeficientes de Wigner 

ordi n':Jrios qu e acoplen los mo:nentos a'9ulares ~ '11/ ¡¡. momento angulor 1<. 

U; ~ I = 01 L) 

( 3.18 ) 

También, o~rovechand-:J las propiedades de ortogonal idad de 105 coeficientes de Wígner 

En la expresieSn :l e V hay un término cuadr6tico en las '( 

po:de:nos expresar las el'}A' 
en runcieSn de las U i y expresar 1) en funcieSn de 

estas 6ltimas. 

1~ ~/,}A' 

k 
q'Je sefa ta 'llbién cU::Jdr6tioo en las U t para que sig<l siendo invariante ai1te rotacio­

Uk o 
nes. Hay ~ que son autom6ticamente escalares como U o (O) O) y 

ti ~ l L) ~j que son las que pueden ::JfJ'::Irecer en el término lineal (- ~;/ r;.~,') 
~ , ~t 

cU-:l'd:> lo expresa¡nos en las LA ~ . También hay U't. que son vectores (U; (i}ot 

LA le¡. (o) -L) ) LA. ~ l1¡ t) y tensores ( ti ~ l l, U) y estos afJ'::lrecer6n en 

"\J- como productos escalares o sea como ex¡:>resiones cuadr6ticas invariantes ante 

rotacio:1es. Tend remos las sigu ientes expresiones cU::Jdr6ticas : 

( 3.19 ) 

raciones de ¡J::Jridad ) . 

Pero rr:> toda. las ex,:Jresiones cu·:dr6ticas son independientes. P"r e jem­

plo, de la definicieSn de ~?erad"r de ndmero en U(t..¡ ) , tenemos que: 
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seéln fe"sores irre.J.Jcibles, e" o't [ Jj . Para esta u,a1lOS coefi cientes d .~ Wigner 

c.rd in'Jrio:; que Qcop l'en los mo:nentos a,gul c¡ re:; ~ ~ 1/ ~ momento angular \<. 

U) ~' == 0/ LJ 

( 3.1 8 ) 

También, a ';> lUvechancb las pro piedajes de ortogonalidad de 105 coeficientes de Wigner 

JA ' 
¡».:bnos expresar las e J en fun deS'! de las U ~ yexpresar V en func ieSn de 

estas ¡jltimas. 

1 a.. --(',.IA' En la expresieSn je V hay un térm ino cuadr6ti co en las ~ 

k 
q'Je se fo ta-nbién cuadr6ti co en las U t para gue si g<J siendo invariante c"te rotacio-

Uk e 
nes. Hay l qu e son autom6ticamente esca lares como U O ( O) O) y 

( }4' ' ) que son las qJe puede" apa rec er e" el térm ino lineol - ~JA." r;.'A, 
~ I ~l 

cu·.:l'1do la expresa,nos en 1m 1;. ~ . Ta,-nbién hay U't qu e san vecto res (U;O.)ot 

U ICj" lo) U ) U I~ l 1¡ !,) y rensares ( U i l t, U) y estos a parecer6n en 

¡J- como productos escalares o sea como expresio;')es cuadr6ticas invariantes ante 

rotacio:1e,. Tendremos ras siguientes expresiones cuadr6ticas : 

u : (O) O) U : U) 1) 

( 3.19 ) 

raciones de paridad). 

Pero n) tod as las e x,::lre:;ione; cu,.:dr6ticas son independientes. P':¡f ejem­

plo, de la definición de ·operad-or de nómero en U t y) I te'lemo~ que: 



- 102 ­

r tl~ " o ) o ( 3.20 )
LIe.e )n :::: U O (O) ü + Le Ce L) 
~~ 

con \'\ ndmero de partrculas e:1 la cCJ?a '1<:.-l.f • Esto implico que ¡lO to:los los 

escalares son independientes, solo U:lO de ellos lo es ya que los 3 pueden considerarse 

potencias de U ~ (O) O) 

El operador de ndmero es el operador de Casimir de ler. orden de V(tt} 

ya que conmuta con tochs los generadores de ese ¡¡rupo. El operador de Casimir da h). 

orden es : 

"'\ · ,Pt'....,II'J.,.,.. --=:;-..., ~Ul< J)u"(n ni) ( 3.21 ) L \QJ WI f..t' J'~I - L, L. c..-) '1 (O) -~ lIJJi 

1. Wl ~J~ i 
tI "" I 

a sea podemos eliminor uoo de los otros 5 té nn ioos cuodr6ticos. En total tenemos 5 tér­

mioos independientes. 

Primero trataremos de identificar cu61es de estas e xpresiones cuodróticas 

est6n asociados al operador de Casimir de ot l t.;) , lo que nos indica rra autom6tic~ 

mente que esos términos son d iagonales en nuestra caden::l. El operador de Casimir de 

es : 

(3.22 ) 

Una forma de lleva r a cabo dicha identi fi cación es exp resa .'1do las gen=. 

)1 ' 
radores de tyt- ( "1 ) (t'L 1) e n funció n de las U ~ o simpl emente de las t;~ 

ya que sa bemos camo pasar de un::lS a otras. Ta" to A como L so n <:>pera :lo res de 

una sola p :l rtroJ la y cumplen la rel a ción general : 
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",,(' lIn o ) JO, 
L~.tj n- ::: U o(c))ü -tU~L·C L ) ( 3.20 ) 

'IV! 

con y\ n6mero de flortrculas e" la capa 'l.<:..- l.f . Esta implica gue nQ tOJO; los 

esca lares son independientes, solo U:lO de e llos lo e:¡ ya que los 3 pueden consideror.;e 

potencias de U ~ ( O) O) 

El operodor de namera es el operador de Casimir de ler. orden de V[ lt} 

ya que conmuta con tocbs los generodores de ese 3rupo. El operodor de Casim ir de 2.). 

orden es : 

'L"c: I

: , e;,:, = L¿ C.-)~ U~ (0-,0 1
) U_~ (QJ~ /) 

! WJ 4/~' i 
( 3.21 ) 

ti ~I 

o sea podemos eliminar uno de los otros 5 términos cu:dr6ticos. En total tenemos 5 tér-

minos independientes. 

Primero trotaremos de identificar cu6Ie"¡ de estas expresiones cU(ldroticas 

est6n asociadas al o?erooor de Casimir de 0+ L 4) I lo que nos indicarra autom6tic:=.. 

mente que esos términos son diagonaies en nuestro cadena. El o?erooor de Casimir de 

es : 

( 3.22 ) 

Una forma de llevar a cabo dicha identificaciÓn es expresa 'Ido las gen=. 

i- ) (A . 1 I l< rodores de U C" _)1) en funCión de las LA ~ 

ya que sabemos como pasar de unas a otras. Talto A 
una sola partrcu la y cumplen la relaciÓn generol : 

T'}I I 

o simpl emente de las I.f)'o 

como L son 'Jperadores de 
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sfr.Jn te ,1so res irred'Jcibles e,1 otL~J . Para esto u.aTlOS coeficientes de Wigner 

ord in'Jrio. que :J coplen los mo:nentos a,gulare. ~ 't 1/ ¡¡. mome nto angular 1<. 

Ct ~' = 01 d 

( 3.18 ) 

También, a,Jrovechand'J las propiedades de ortogonal idad de los coeficientes de Wigner 

En la expresi6n :le V hay un término ~uadr6tico en las 

pxle:nos eX?resar las ef 
)lo' 

en runci6n de las U i y expresar V en funci6n de 

estas dltimas. 

1~ ~:t 
~/ 

1< 
q'Je sefa ta'Tlbién cU.Jd r6tico en las Ut para que siga siendo invariante a;¡te .rotacio­

nes. Hay U ~ qlJe son au tom6ticamen te escalares como 'U: (O) O) y 

<3 • ( I!' J(/)U () ( l) iJ que son las que pueden :Jparecer e,1 el término lineal - "$~' r;. I 

k I ~, 

cU·.J,dJ lo expresa;T1OS en las U~ . También hay U '1. que son vectores (U; O.) 0t 
U~ lO).L) ) )J ~ l 1 tJ y tensores ( U ~ l t, U) y estos aparecer6n enJ 

lJ- como productos escalares o sea como expresiones cuadr6ticas inva riantes ante 

rotacio:les. Tendremos las sigu ientes eX?resiones cU:Jdr6ticas : 

( 3.19 ) 

¿l-it Ul 
1(1) ())U ~~ (°/ 1) j 2 C-J~ )A ~(tJ) U ~~ (i) 1);2(-)'1 U~(!)J U~~l{'l) 

~ ~ ~ 

(nopodel'l1os me~clar U' (I, \J con \.) 1( \,0 ) o U' ( o)1.) par~nsid.: 

raciones de p:J ridad ) . 

Paro no tod:J:; las expresiones cU·.Jdr6ti cas son independientes. P.:¡r ejem­

plo, de la definiciÓn de ojJerador de n6mero en U(l.j ) ,tenemos que: 
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Ot/ i.) se.]n te,lsores irre.J.Jcibles e,l L..::l..l • Para esto usaTlOS coeficientes da Wigner 

ordin'Jri05 que Clcoplen los mo:nentos a,gulares ~ '1 JI do momento angular 1<. 

U, ~I ::; 0/ L) 

( 3.18 ) 

Ta'Tl bién, a,:>rovechand-:J las propieda:ies de ortogonal idad de los coeficientes de Wigner 

~' k 
pod'=:nos expresar las e Jo en fun ciÓn de las U 1 yeXjxesar V en fun ción de 

estas dltimas. 

1~ ~: ' En la exp resió n::le V hay un término cuadr6ti ca e n las "(, 

k. 
que ,efa ta'Tlb ién cU:ldr6t ica en las U 1. para que si goJ sie ndo,) invariante a"t e .rotacio-

nes. Hay U; que son autom6ticamente escalares camo U: ( O) O) y 

( 
}t' t) U ~ l L) ~j que son las que pueden :lpa recer e" el términ:J lineal - ~ ~ r;.X. 

J4., )AL 

CIJoJ,¿,) lo expresaiTlos en las LA ~ . También hay U ~ que son vecto res (U; (i)ot 

U ~ lo) -L ) ) )) I~ l 1) !.) y rensores ( U ~ l it U) y estos aparecer6n e n 

LJ- camo pra::luctos escal ares ° seo como expres iocoes cuadr6ticos invariantes ante 

rotacio:1es. Ten::lremos los siguientes expresiones cU:ldr6ticas : 

( 3.19 ) 

raciones de p:lridad ). 

Paro no:> tod:l, las expresiones cv·;!::lr6tieas son independ ientes. Puf e ¡em-

plo, de la definición de ',:¡pera:br de n6mero en U (t..¡) , tenemos. que: 
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r hn~ o ) O ( 3.20 )L'e~ 'M := U O (O) () -1- 'Le (,L¡ L) 
~ 'M 

con \"\ ndmero de partrculas en la capa l.<:.-l.f . Esto impl ico que 00 to:lo. los 

escalares son independientes, solo U .1O de ellos lo es ya que los 3 pueden considerorse 

potencias de U ~ (O) O) 

El operador de ndmero es el operaoor de Casimir de ler. orden de VI4.) 

ya c¡ue conmuta ocn todo:>,; los generado res de ese ;¡ rupo. El operador de Casimir da 2., . 

orden es : 

~ ( 3.21 ) L..c:':' e;/:, =L2c.-)~ U~ (0)1) U_ (Q) I) 
.l ~ ~/~I i 
ti ",,' 

o sea podemos eliminar uno de los otros 5 términos cu:!dr6ticos. En total tenemos 5 tér­

minos independientes. 

Pri mero trataremos de identifi car cu61es de es tas expresiones cuodr6ticas 

est6n asoci adas a l operador de Casimi r de 0+ L4) ,lo c¡ue nos ind icarfa autom6tic::, 

men te que esos términos son diagonales e n nuestra codeo:!. El o?eraoor de Casimi r de 

es : 

( 3.22 ) 

Una fo rma de ll evar a ca bo dicha identi fi cación es expresa'ldo las gen=­

f")I.
radores de Oi-(L{) (¿L1) en función de las U ~ o simpl eme nte de las 4']A. 

ya que sabemos como pasar de un:ls a o tras . Tar'\to A como L son Qpera::lores de 

una sola port fcu la y cumplen lo relac ión general : 

I 

- 102 -

'<- ( im o o 
L~Jl "'" -= Lt (O) ü) + te U J L) 

( 3 . 20 ) 

l 'M 

con 'f\ n6m ero de p~rtrcu las e,l la copo l.s.-l.'f . Esto implica que (lO to:los lo,> 

escalares son independientes, so lo U;¡Q de ellos lo es ya que los 3 pueden conside rarse 

potencias de U~ ( OJO) 

El operador de n6mero es el operador de Casimir de ler. orden de Vl4.) 

ya que conmuta con todo); los generadores de ese 3rupo. El operad.or de Cas im ir de 2,.). 

orden es : 

L'c;':' ~:,:, = L¿L-) ~ U~ (0)D 1
) U_~ (Q/~/) 

t Wl 4/1' i 
( 3.21 ) 

ti f\I\ I 

o sea podemos elimin~r uno de los otros 5 ténninos cu:d.-6ticos. En totol tenemos 5 tér-

minos independientes. 

Primero trataremos de :dentificor cu61es de estas expresiones CU:ldr6tic~s 

est6n asociados al operador de Casimir de ot [y) , lo que nos indicarra autom6tic::, 

mente que esos ténninos son diagon:!jes en nuestra coden:!. El operador de Casimir de 

0+( t{ ) es : 

(3.22) 

Una fonna de llevar a cabo dicho identificaci6n es expresa'1do las gen=. 

radoresde ()i-(l{) (iL1) en funci6nde las lA ~ f" '" J o simpl emente de las 4',tI 

ya que sabemos como pasar de un:!s a otras. Tar¡to A como L son ,operadores de 

una sola p::utrcula y cumplen la relaci6n general: 



- 103 ­

donde el bracket corresponde a estados de la ca¡>o ") S - ). P ( n: ~ ) . A 

ese bracket podemos a?licarle el teorema de Wigner-Eckart(8), que para el grupo O"t(3) 

nos d;¡ I a ex¡:> res ión 

Para el caso 'vJ; = L~ como los estados de la capa 1 !o-LP 

50:1 eigenestados del momento angular, tenemos: 

( 3.25 ) 

( 3.26 ) 

yen consecuencia el térm ino cu;¡dr6tico : 

( 3.27 ) 

, 
también la expresión en términos de las f,: es simple: 

( 3.28 ) 

Pa ra el vector de Ru.1ge-Lenz la situacidn es, an610gamente : 

JL~=~<J\A~IJ~ e.:':::2<~\\J)lf)¿<.t'1,,'~IO~) C;:I (3.29)
Jr r DQ' ""It\' 

Pero ;¡hora ~ \l A)\ R' ') no es diago nal ya que A no es generador de O+(:~) 

De hecho como A es un vector ¡nlar no puede conectar estados de igual paridad -;) sea 

en otra matriz redlJcid::l de A necesariamente 01=Q:1! . Antes de considerar esa ma 

triz en deta ll e reoord:rnos que esta-nos trabajando con A generador de O"tL4) 
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donde el bracket corresponde a estaoos de la ca?=! ") S -1 P e ~ := ~ ) • A 

ese bracket podemos a?1 icarle e l teorema :h Wigner-Eckart(8) I que paro el grupo O-t(~) 

nos d:¡ la expresión 

Para e l caso '0; ~ L ~ como los estados de la capa 1 ~-:Lp 

50 :1 eig,;nestaoos del mo:nento angular, tenemos : 

( 3.25) 

( 3.26 ) 

y .:lO consecuencia el término cuad r6t ico : 

( 3.27 ) 

, 
tamb i~n la expresi6n en t ~rm ino s d2 las ')1JA.. es simple: 

( 3.28 ) 

Para el vecto r de RU:Jge -Len:: la situacidn es, an610gamente : 

R~:=: ~ <J \A~I}~ ,:/= 2<H\ ~)1 ~()¿ <.t ll.,I~ IO ~'> C~':I (3.29) 
J.r .í' D Q/ ..... "" 

Pero :¡hora <J. \l A \\ ~f ') no es diagona l ya que "\ no es generador de 0 -+ (3) 

De hecho como A es un vector p:Jlar no puede ronectar estados de igual p<:Iridad o sea 

en otra ma triz reducid ::t de A necesariamente 01
::::: Q i i . Antes de consideror esa ma 

triz en detalle reoord :lTOs qU9 estaTlOs traba jando con A generodor de 01'[4) 
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que difiere del vecror de R¿,lq8"Lem ~' p)r el factor 

( 3.30) 

Los elementos de matriz de /j e" la base I Y\ ~ m') ha'1 sieb obte­

OIidas(9) y tienen la fonna 

<o \1 A\\ Q- L) = Y\ .( Q \\ A' 11 ~ - l.) = ~ ~~1~r 
( 3.31 ) 

<~ \IA-\\!+ i)= - lhl)['f\L-!l-tIJl] 
l.Q-+I 

( 3.32 ) 

Este no ;e puede identificar en 105 términ':>s cuadr6ticos, hay 3 de allos que eil principio 

dependen de Jt~ e{ st; 
Ante; de proceder serra conveniente tener definidas la; de:n6:; expresi() 

1( 
n~ de la, U 'l- pJr ejemplo deFinimos:I 

( 3.33 ) 

que as indepen~iente de Ji 1- y que de :nome:lto no e, Ul temor de R'lcah no,pecto a 

()-+l~) . 

. . . ~. d I U kf'j.l1tenemos Ias siguientes expresiones en t",rmlrlOS ~ as ~ ~ IQp 

dadas arriba genera:lores diagonales y los siguiente; 

operadores (l<J-diago ,10!es : 

( 3.34 ) 

104 -

qeJe difiere del vector de Re,lg2--i.e.1Z /j' p)r el fa::tor 

( 3.30) 

Los elementos de motriz de 6 e,l lo base I Y\ ~ W\") ha,., sich obte­

;1idos(9) y tienen lo forma 

< D 11 A \\ Q- L) = V\ <: t \ \ A' 11 D- i') = ~ ~ ~~~r 

< ~ \IA-\\hJ..)= - lhl)['t\L-U .. ¡Jl] 
,H-+{ 

( 3.31 ) 

( 3.32 ) 

Este no 5e puede identificar en los términQs cuadr6ticos, hay 3 d: ellos q'Je eil principio 

dependen de Jt~ ó -R'l,l 

Ante; de proceder serra conveniente tener definidas la, de:n6:; expresi() 

le:: 
n-:s de las U '). , ¡nr ejemplo definimos: 

( 3.33 ) 

qeJe es independiente de Si '+ y que de mome:1to no e;; U.l temor de R'JCQh re'5pecto a 

Di
(\{) 

k 
tenemos los siguientes expresiones en términos d~ las U ~ 

(operador d·: nú:nero, d:ap"J' e,l lo co-:hnJ) 

dadQS arriba genero:lores diagonales y los sigeJiente; 

operadores n,?-diago.l0'es : 

o JI -== ,-
:.J? ') I ( 3.34 ) 
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el vector ~~ dado ::miba y un tensor de .:>rden chs definido asr : 

( 3.35 ) 

Ca" 105 oparado .e, no diagonales procederemos a construir expresiones que se comporten 

oomo tensores irredu::ibles ante 01-(1.{) • 

P¿ro ::mtes va"TlOS a aprovechar que conocemos otro operador diagonal 

en la cadena U( I.() :> 01-l4.) ~ O+(~) :> üiÜ) que eS el operador de Casimir 

d¿ 2;). orden de IJ l'1) : 

~ t'lo\l ti'\1 ~ 'P .... ' .,o ~ 2. ()I W. ") ~ QI

0= L CQIM Cj(~1 = L \410\ " ....' CWI 'COI +LCCJI'..,-tJ,t\i01 ~~' 
-T "'" ..... 

l' "",' 

()I O' - ~ 1< iI:: ( 3.36 );- 'COl 'C", = '¿(.-J U~ ( Q,I() U_ (JJ~I)t 
~ ~' 

donde en la última ecu::lción ::Jprovechamos la ortogonalidad de los coeficientes de Wigner 

de O'" C.~). Como g es función de expresio:1e5 cuadr6ticas en las Ui 
qued::lr6 expresado en función d,~ expresiones cuadr6t icas en los operadores fj JJI 

~ y- \ y en consecuencia podemos despejar de dicha ec~ación 

f. T en función de ~ y los d em6s operadores. Procedamos a hacerlo. De la expr~ 

,,1 01 \~¿ 
sió:1 d~ la ~ vemos qJe hay un término t rivia l porque • Usando las Cul '0' :::: J..J 

expresiones de Jt y ~ oonstruimos J2 ' y ~ 1. obteniendo : 

( 3.37 ) 

( 3.38 ) 

( 3.39 ) 
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el vector ~;. da.*, :Jrribo y un tensor d," orden chs dafin ido asr : 

( 3.35 ) 

CO'l (o, operado ,e, no d io!;p (l,:::¡ les procederemos a construir expresiones que se comporten 

como tensores irredu::ibles a nte O'\ 'tJ . 

Pe ro :Jntes va 'TlOS a ::Ipro vechar qu e cono cemos o tro ape rado r dia gonal 

en la cadenll U(I.():> O'l4.) -:;, 0+(\) :> 0'.'(1) que es el ope rador de Casimir 

de 2;). orden de U l Lt) : 

~ t'l' ..... ¡ t.., ~ 'C"'" >","" ~ 'r' c}1 W\ I "" <1 / 

O = L "-\'QINI Cjl.", = L "" (, ,,,,, -t L ~Wt CUI + COl ' ... 1 
J t"'1 ~..,' """ -

1' ...... ' 

1)' o ' - t 1< le (3.36) 
-T COl ,,,, = 2(-) U~ t QJI ') U_~ (J)QI) 

~ Q/ 

donde en la dltimo ecu ::Jc i6n ::J,Jrovechamos la ortogonalidad de los coefi cientes de Wigner 

de OT C ~ ) . Como g es fu nciÓn de expresio :1e5 cuadr6 ticas en las U i 
qued:Jr6 expresado en fun c ió n :j,~ expresiones cuad rót icas en los operado res 1J 1 JJ 

~ y-\ y eil consecuencia podemos despe jar de d icha eC ~':J ciÓ n 

f· T en función ::le ~ y lo o; d em6s operado res. Plt>cedamos a hacerlo. De la expr! 

,,1 01 \ ~1 
sióC\ ::I~ la ~ vemos que hay un ténnino trivial porque 'ul ,"0' ~ V • Usando las 

ex¡}r-esiones de Jt y \) constru irnos J[ ¿ y '6S 1.. obteniendo: 

( 3.37 ) 

( 3 .38 ) 

( 3.39 } 
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es b6sicamente al opera:hr de Casimir da Ul3) 
(el grupo de la subcapa 2 ~ ), q'Je como ha sido demostrado es : 

1 ~:' c;':: == i (¿ e':Y+ -111. -t- T·T - (3.40) 
"'" '"" 

do:1de 2 ~:- es el operador de nljmero en \.J. L) ) y correspon:le a JJ - fj
""" 

en nuestra caden:l. El resultada final es : 

( 3.41 ) 

ecuación :¡ue oos pelTTlite reemplazar \ . T po r : 

( 3.42 ) 

Antes de proceder a expresar lJ- en términos de nuestros o'perackHes 

( 5 ) B .) 0J .1 1.. ) Jt.l ~ ) necesitamos identificar los operadores b; y 

\! mismos C0:T10 a<;ociados a reps. i rr. de Ut'( 11) y 01"( 3) . Pa ra esto es m6~ 

cómodo trabajar con los o¡>erad:>res : 

( 3.43 ) 

q'Je generan, como ya vimos el algebra da Oi-(~) ® Oi' l j) 

Construyendo los con Tlutadores de estos operacbres y los 

( 3.44 ) 

e. de m6ximo ¡>eso y su peso es L\/¿ I ,/,)o ieo en 

se genera., ::I ;:> l ica :,,:b e l ope ra d:>r de descenso en el peso 1_\ do b7., 
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es b6si camente el opera~b r de Casimir d ,~ U L~) 

(el grupo de la subca¡Ja 2 ~ ), C¡'Je como ha sido demostrado es : 

. ( 3.40) 

do:de 2 e::: es e l operador de número en \J L3,) y corresponde a JJ - J3-
"" 

en nuestra cadena. El resul tado fina l es : 

( 3.41 ) 

ecuación :¡ue nos perm ite reemplazar \ , T por : 

(3.42 ) 

Antes de proceder a expresar 13- en términ::ls de nuestros o'pero:bres 

( 5 ) B ) 0J / t. ) JL.J (3, ) necesitamos identificar los operadores b; y 

bJ'. mismos co:no a-;ociad • .)s a rep>. i rr. de L) i( '1 ) y 01"( :,) . Para esto es m6s 

CÓmodo trabajar con los o;>erad::Jres : 

( 3.43 ) 

C¡'J e generan, como ya vimos el olgebra da o"+-(~) ® 0'1' l j) 

Construyendo los oJwnutadores de estos operocn res y las 

(3.44 ) 

o seo en L\/ I ' e, de m6ximo ;>eso y su peso es ¿, !j¿) 
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sobre para generar en cambio como implica cambiar la ~ de h: I 

a t ::: O :10 podemos Uiar t -\ sino St._( , como se ve : 

( 3.45 ) 

Pero esto indica q.;e todos los operadores pertenecen a la misma rep. irr. de'o; 

O+[y,) =~l{(2.)~ SUlt) yo que 1_, y Jt-l son generadores de Oi-(4) 

En :ambio en Di- (~) los operadores ~ ' } b! J b~, pertenecen a la rep. irr. 

y a la rep. irr. L= O • P"demos entonces cambiar la na­

taciÓn a: 

-l t 
b2 O1t1,5"= b('¡l,!.IiH "") cr- ( 3.46 ) 

y entonces: 

( 3.47 ) 

tendremos que usarlos para construir otros que corresponden a reps. irr. en dicha co'dena, 

primero pasando a los operadores U i con momento angular total definido ( o sea pe.!:. 

tenecientes a reps. irr. bien definidas en at[)) y ate,)) y luego a nuestros O?!, 

, de los cuales 4 son ya diagonales en la ­

cadena : JJ que es el operador de n(imero en U l L¡ ) , 9 que es otro operador 

de Casimir (el cU;Jdr6tico ) en U{c-f) y JI: 1 '1.. que son los generadores de 

Oi-Cll ) 

Los tres o¡:¡erad::lres restan tes 1J y T (aunque esto 

(iltimo lo habramos eliminado de la interacci6n despejando T · T en fU:lciÓn de j 

- 107 -

sobre para generar en cCL"'I1bio como implico cambiar la O de h '! l 

a ~ :: O ".;:¡ podemos u.;ar t -, sino Ji - I , como se ve: 

( 3.45 ) 

PGro esto ind ico 'foJe todos los operadores 'o; pertenecen.:¡ la misma rep. irr. de 

ot/y') ;::: )U(2.) ~ SUü.) y.:J que i_l y Jt-l son generadores de 0 "1-(4) 

En :crnbio ei1 Oi-(3) los opt!radores b 1 I b! j b~, pertenecen o la rep. irr. 

y a 'a rep. irr. L = O • P.:Jdem05 entonces cambiar la no-

tacidn a: 

;- t 
bl OItt,.,..= b(l/lJ!..Vl~ ) a- ( 3.46 ) 

y e nton ces: 

tendremos que usa rlos para construi r otros que corresponden a reps . ¡rr. en dicha cadena, 

p rimero pasando a 105 operudores U i (Dn momento a ngular total definido ( o sea pe.!. 

tenecientes a reps. irr . bi en definidas en otO) y Ot-Cz)) y luego a nuestros O?=. 

, de 105 cU.:Jles 4 son ya d iagonales en lo -

caden::! : JJ que es el operador d e ilÓmero en U l Y' ) 
de Cas im ir ( el cu:dr6tico ) en U[c..¡) y Ji: 1 '1. 

('.-j-l \ 
,- '~t 0.

1 

los tres o¡:Jera-::b re'i restantes j) 

ü , J que es otro operador 

que san los generadores de 

y T ( aunque esto 

Jltirr:o la habramos eliminado de la in teracci6n despeian:b T· T en fU:lci6n de ~ 
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y los dem~s operad.:>res ) p~ede., integ ra rse e :l u 1 ten;or irredJcibl e CI nte 

P.)d ra'Tlos pro ceder para e sto d .~ d iversas maneras, U.la Forma es exte.,der la defini c ió n 
(~ ) 

de tensor i rredu cib le en O c ~) • 

( 3 .48 ) 

donde L 1. es e l generad.)r de 0-+ ( :!, ) (momento on9'-1 la r ) y u r. 

• tensor irreducible en Oi-C"» ) • An6 loga .'nente un tensor i rreducible en Oi-[ '1 ) 

(10) 
debe cumplir : 

,().¡)JJ- ptA,,), . ) \ ~ --, . l'~\J l~U[Mr ) I k ~ - ,¡. )( !- (1 ~,i- ¡)eLA,-+ \)ll~.\P < i lc ... íll~)i~ \ 11 l, \< . ~ 
1"'" 

fu --,...1), Ul l(>-./~cl\ ro \ \ 1 (},>.:( 3 . 49 )
L:r¡ I Ki j = k ?- (¿ht ü(L>'+I)(Lb¡)3 < i kmgI1V>\) l~~~~l&k~ 

I~ t 1 
Donde Mr y Nr son los gen e radJrei de OC.~) il\l Ol.» , 

t>¡A¡.J e,.~'nfcctarquea, ~I\,,= ~ ¡.=._{i Y l¡-:::l . El sfmbolo 

es un coeficiente de q-~ que ,nultiplica:L por el radical y el OJeFiciente de Wig<1er 

usuol corresponde al coeficier'te de Wigner de 0+ (I.t) 6~ . 

Si comparamos e~tas reglas abstractos con los conmutadores de \'v\f< y 

podamos identificar : 

(3.50 ) 

Ü:tLlJ)' Otra formo de construir los tensores i rreducibles en "\ es 

la siguiente, tenemos las definiciones: 

r7:::U:LOjO)) JJ-=-U~lO./O ) i-U\l~Ú) .~ 1+=LJ\~lIJ\) 
( 3.51 ) 

\J1~=U; ( iJO)-~~\j~ltJL); ~i=U~U)O)t-~~ \ . Á~l)-,i) ./ T~ =H U~ lLJ1) 

- 108 -

y los demás operad.)res ) p~e~e;1 integrarse e" u 1 tensor irredJcible -.:.nte 

P,:¡dra11os proce~er para esto d.~ diversas maneras, U.1a Forma es exte,der la definici6n 
(~) 

de te;1sor irreducible en () (!» • 

( 3.48) 

donde L ~ es el generad.:Jr de O" (~) (momento ong;_dor) y ur. 

- tensor irreducible en Oi- l ")) . Análoga.11cnte Jn tensor irreducible en Oi-('i) 

'-10) 
debe cumplir: 

:1- 1 
son los generad.:Jres de OC~) (l\l Ol» , 

• El sfmbolo 

es un coeficiente de q-~ que Inultiplica:1:> por el radical y el Ct)eficiente de Wig1er 

usucd corresponde al coeficier-.tedeWignerde 0-+-('1)60). 

Si romparomos e~tas reglas abstractas con los canmutad:>res de r'v'f< y 

con ~f ' \?, podamos identi ficor ; 

( 3.50) 

0 "1 \l)' Otra forma de construir los tensores irreducibles en l"\ es 

la siguiente, tenemos las definiciones: 

i)::: U: [ O} O) ) JJ -= U ~ C. 0./ O) T U \ L ~ Ú); 1 -'1- = LA ¡~ lI; \ ) 
( 3.51 ) 

Te; =H U:, LL, 1) 
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Si definimos: 

y pasamos a acoplar asr : ' ~ k'1j ) defin iendo (ver DeT [ ti!d t Q

Shalit-Talmi pago 124) : 

? (.1 I \ 1 1) . k ) - I(~' ~L)Tenemos que 11 )."i 1'" ~).., 'i- :=:- G "'1 son tensores irreducibles en nuestra 

cadena, ahora podemos expresorlos en funció n de ;9 ,Ji ,-ft,'f> ,1 y \" 
como por ejemplo: 

1:( ~ ±O ¡ ±l i; L1) == i[ñ U~(oJ!)- U~ (!,O}J+kU~ (1, IJ:> ~[r~-Jljl='n= b:~u 
L:(-i ~ t) ¡ io; 1¡)=-t~~ U~(tJOJ+U~(OJ!.J}~U~(\)'J=H1!J-tJlJ:YY\=-r(~~ 

7(.1 lO .l I .\ -....l...[-'10 ( U'(i 1\1 I ~I -; (o,u)Iv ~ ~ / lo. l. o) Oo) - ~ "" o o) O) + !J ) 1) -:: -¡ VV == c.. 11 o 

( 3.54 ) 

y procediendo en igual fO rma tenemos en resumen 

( 3.55 ) 

Ahora procederemos a expresar la interacción en términos de los ope~ 

dore5 f) , JJ , St. ,~ ,1 y ~ • Tenramo. la expresión 
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Si definimos: 

y pasamos a acoplar asr : Te -l t~ 1 ~ t ± q' ~ \o:'~ ) definiendo (ver De 
1' - j '''' 

Sha li t-Talmi pago 124) : 

'r (.l I \ 1 1) . k ) - I(),' ~ ,) 
Tenemos que G ~ l ~') "~L J 'i. = G k'l son tensores irreducib les en nuestra 

cadena, ahora podemos e xpresa rlos en funci6n de J9 ,Ji,A, 1) ,l y I 
como por eiemplo : 

(:( ~ ; O j ± i i; L i) = -= [-h U ~ (oJ!)- U ~ (t OJ]+k U ~ (I, \) = t[r~-Jl.,l='n= l:~1I 

G (~ t i) ¡ i o; 1 í ) ::\bE U~ {LJ o}1- U~ (OJ !j}a li~(IJ I>= tt1~'t~1}m:: 'l(I~:J 

y procediend;) en igual forma tenemos en resumen 

(2 _ _ r:- "7 LI, 1) 

\,)í - 'il ~ 1.1. 

. T = 7(1,1) 
/ "lo \.Jl~ 

( 3 . 54 ) 

( 3.55 ) 

Ahora procederemos a expresa r la interaccidn en t6rminos de los ope~ 

dore~ ~ , JJ , Si. I ~ I L y ~ . Tenrama. la expresión 



L y en el ket al. Entonces debemos acoplar también 
)A'

'Cj4 

,,)H1::.L I <~,11LM1VII. \J,'J;L' ~'>I <j , O~Wl''''L I LM)(l:'L'~~'''~\LIM')}.t~JII(,~''! 
l, 1\. LM ""'~l ~. "'~ J,." 
l:J~~~' ...:~~ 

( 3.51 ) 

donde aprovechamos que \jI 1. es central, es decir diagonal en L y,ll1 e inde­

pendiente de M . Aprovechamos ahora la ortonormalidad en los coeficientes de 

Wigner (Rose pag. 34 ) 

v[l1=~<i,~ \. llV".\I~~,L> 1L+!c_l,+O¡-L""'I ~l..,¡,.,\_ 
Ll,l\. 1',.' -;;-, \e .,""" ­

:::.(ooolv\ 1-\ 000'> 1) +<0111\111. \ \0 \) ~ 11-4- <\0 I1 V\t.lÓ \l') ljJ - ÍJ)1­

-t~<H.L\V \ ¡)LiL'> 2 L~1 l_)L (-jJ -B ) ( 3.59) 
L 

. ,~OO ~ 
Ahora pasemos a LT , procederemos a expresar lo en las U t 

11" 1')4 ' primeramente. La expresi6n de las í en fun ci6n de las 'e}< njS permite 

obtener, usando la ortonormalidad de los coeficientes de Wigner de 01-( ) ) 

d¡.,, ' I )~!t", ­
-p - \..- "> (jI< (. H'k) \< [/\ 1) ( 3.60 )\pJW¡ - ~ L - (l\{+l)_I.,Ioo'J U~ v) /

)ci 

L y en el ket aL . Entonces debemos acoplar también 
)Al 

~r 

,,) LH=. L 1<~,R1 LM lVa " ,'))' M')¿ <1 , OLW\ , IotLllM)<.:I~' ~~ln: \L'~)~~~(,~"! 
l , l L L/"1 "" ' ~l ~ ...... ',,,,, 
1: J~ ~ ~ ' :...,~ 

donde aprovechamos que VI t es centra l, es decir diagonal en L y ,lt1 e inde-

pendiente de M . Aprovechamos ahora la o rton:¡rmal idad en los coeficientes d~ 

Wigner (Rose pag. 34 ) 

1)t l1 = L<i, ~.L 1V\ \.' I~ g, L> 2 L+ 1 C_/,+Dl-L""I .p t ,w,\_ 
L 1 1 1~,-4-1 L ~ t L. -

I 1. W\, t .., I 

::: <. O O O Iv, 1. \ O OC>,> 1) + < O nI \j \ l \ \ o \) 3, 11 -+ < \ D I \ v \ 1. I ó \ 1') (-N -1)) 1-

+ ~ <H.L\V\¡ JLi L) 2L~ 1 C_)L (~-B) ( 3.59) 
L 

"I~[l.l \( 
Ahora pasemos a LT , procederemos a expresarle en las U ~ 

1 11( 'f'./'.' 
primeramente. La expresiÓn de las U í en funci6n de las V' l' n:¡s permite 

obtener, usando la ortonormalidad de 105 coeficientes de Wigner de otC)) 

rf ¡", , C. P4-1OI -eJ k1 =- ~~~-+ j1 L (-j }{ (n~+ I)C~ ~,~) U ~< lO) 0' ) 
lci 

( 3.60 ) 
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' O' Ie::.)( es el coeficiente de 3- J • Por otra parte al aco­donde -"" f'i'\' 1 


piar los elementos de matriz, tenemos en el Ket por ejemplo: 


\l'~I.,o~\rtJ_~l':-!,-f~-(~~,L",,)flL-t" \ f.ll LM> ( 3.61 ) 
11W 

( 3.63 ) 

La altima suma da ~.)O ~'I'" yel otro coeficiente de 
C.-)"'\!

Wig1er vale r r I • Finalmente:
"", 'l-!t ~ 
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( 
D Q' Ie::.) 

donde -\t\ ...... ' t es el coeficiente de 3- f . Por otltl parte aloco· 

plor los elementos de matriz, tenemos en el Ket por ejemplo: 

Il,~, .. ~~\fi;>=-¡~!,-f~t40C!:.~,L~)flL~( 1 f, 1, LM> ( 3.61 ) 
l lW 

pOItl obtener ( ver p .ejemplo De Sholit-Tolmi pog 'Zl ) 

( 3.63 ) 

l o dltima suma da X'~o ~.C7 y el otltl coeficiente de 
_ _ C._)k."t 

Wi g"ler va le ~ .... I~.I_O _ • Finalmente: 
... 1( .."' i 1. " ... , I 
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( 3.6ó ) 

que 5e puede expresa r en términos de nuestros operado res 

V [1.)=. «000 IVll \ 000") [u.~ to,oJr+ 14>\ I\\1 11.\0\\)U~OIO) U~( \J I) 

-~<\\0\ 'J\I. \000> LL-)'iLU~(I/O)U~UJoh~U~L~U U~i~t)j 
~ 

_~ <.0 \\ \'J l1. \ \ O \) 2: C-)'4-[U~L\,o) \,l ~~(~lhU ~(o,t) \{ ~ _(j) 0)1 
~ 

1­

+L<II L \V''l \ \l l) L-JL 1 ~+ J. L( 2.I(~ \ ) W(\\ \\;Lk.)L C.-}"- lA ~(\I'H(~tI)1) ( 3.69 ) 
~ K~ ~ 


Aho~o u'¡omos las definicione5 


y adem6s r')tamos q'Je 

y ten emos q'Je : 

- 11 2 -

usando ( 3. 65 ) 

( 3.67 ) 

que ;e puede e xpresar en términos de nuestros opera::lores 

'ú [lo) =:. <: 0 0 O IVll \ 000",> [u.~ (O) oJf ... l~\ \ \\J ,JO \ \)11 JO, O) U~l ')1) 

-~ < \\ D\ \JI!. \ 000') I L-) 'iLU~lIIO)U~ UA-t ~ U~L~!) U~i~ L)1 
~ 

_ -.E ¿O \ \ \ \JI l \ \ O,) 2 (-)~[u ~ LI,o) \A~~(O,L)TU ~ Co) L) \.{ ~ _(') 0)1 
~ 

'1. 

+L <\1 L \V''l. \" l) L-J
L 1~+1 ¿ U.Ie:-+ 1) \N (1 \ \ \~Lk)I(-J~ LA ~(\I\) U.~~ll)l) ( 3.69 ) 

~ ~~ ~ 

Ahaca u¡omas los definicione5 

y o::lem6s 1' 1ta mos q'Je 

y ten emos q";e ; 



- 113­

2(-)~ U~(lJO)U~~(~C):: ~ [Jl\~t_l~.t\+lJJ -« t)]
;. 

( 3.72 ) 

~"i (:-)!t U~(Oli) U~i(0,1) -=­ ~ [J'.\.~\. +2..A. 0 -1J.J +<tí B1 ( 3.73 ) 

~ . 

LG)~ U~(\,\)1.A\l\J\): ~ )-T ( 3.74 ) 

~ 

t(-)~U'l.('J\) l.{\(IJI)::: ~ 1.1 ( 3.75 ) 

Entonces tenemos: 

U-C1.
1=<0001 V,t.\ooo,>B1.- *. "¿\I olV\l. \000':) ~(Jtt.-+ (!2.J 

+1 ~ ¿O\, \VII_ \ (o \') ~fl. (Jt~~l.) + 2..<0\\ I\lH.\ 01\) 11 (~-13) 

- ~ .(\I0''J,z.\\I0) [_11+ C'J _B1.+ t('Gl_~l)] 

-< I \ \ \ \J I 1. \ \ \ \)t ~ JJ \. jJ tJ - 'f) \ i ~ - ~ JLL + ~ B1.1 

y la expresi6n total e. simplemente 

( 3.77 ) 

Entonces tenemos la matriz LJ en funci6n de los elementos de matriz 

de la repu lsi6n coulombiana respecto a estados de potencial de Coulomb multiplicados 

p:>r las matrices de los o¡>erad-:>res diagonal es JJ, JJ l, 5 ,Jtl Y 't 1 

Y nos d iagon:Jles ~1. , jj 1. I ~ l' y jl- . 

Primero veamos los elementos de matriz, estos siempre pueden expresarse 

F COII O,)
como combinucione:l lineales de integrales radia les d irectas K. o de inter­

- 113-

2(-) 1 U ~(lJO) 1J~~(~b) = ~ Ef+~t-1Jt,t\+1~ -("Lt~] 
;. 

~ L <=J~ U~(O/{)U ~i(o/l) ~ ~[Jt\~\. +LJl. 'B-1JJ +~.Bl 
~ . 

I.(;-)~ U~(\\)U\lIl\ J ; ~ ,-, 
t 

~J -)~ U '1 (1,1) l~\t\l\) ::: -k. 1.2 

Entonces tenemos: 

( 3.72 ) 

( 3.73 ) 

( 3.74 ) 

( 3.75 ) 

L}(l.] = <.0001 V'L\ 000':> BL_ * <.uoIV\t ~OOO") ±(Jtt.-+ ,(!l.J 

+15 ¿o\ I \V Il. I lo 1') ~(~(Jt~~l)+ 2.<.o\lI\l\Llol\,;>:B [~-t1) 

- ~ <'\\0)\1,2.1\10> [_1 1 + Cj _B1.+ -t.lOI.-.R l
)] 

-< ¡ \ \ \ \J 11. \ \ \ \') t ~ JJ \- jJ 13 - 'f) \ t q - ~ Ji. L+ ~ B ~ J 

y la eXi:>resi6 n totol es simpl emente 

( 3.77 ) 

Entonces tenemos la matriz 1J- en fun ci6n de ros el ementos de matri z 

de la re¡:¡OJlsi6 n coulombia na respecto ::J estados de potencia l de Coulomb multi pli cados 

por las matrices de los o¡:>erod:lres diagon::Jles JJ, JJ l , 5 I Jt l Y '"1 l 

y nos diagon;¡ les ~ '1.. I :f'"l. , JJ l' y 17 . 
Pri mero veamos 105 el ementas de ~atri z , estos siempre pueden exp resa rse 

F(~,A,) 
como cambin;¡ciones lineales d~ in tegl"Ol es radiales directas K o de inter-
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cambio p . 176 ) 

que pueden expresarse como productos de poi inomios y exponenciale5 eil '( • Lo 

evaluaciÓn de estos integrales nos dd : 

<ooo\~\:IDoo>= t="ooo= 2 e 2. (77 ) 
"<. \..Sll 

<
0\11 el. \\0\) = GOI=2e'1(I~)

'<\1. I 0.. \$11­

<0\\\~\'O\ i') -==- fOI.::::, 2~~(U)
'('l- O ú. S\ 2­

el. \ ~ _ r:-" - l' 'Ze L (.JlL)<\\0\'('lo \\o"->-'o'T\ot='1.::= el. lSIl.­

/ \ \ 01 e \000' =. -E G/n = Ze ll-I~-5. )

, Ya '/ I ((o s 12. 

<\\ \I el \ \ ú' =- EI1_S F": 2et.¡ <W'i )
'C\~ 1./ ~ "Lo 4..\5\, 

( 3.78 ) 

Poro eval uar 1:; 'l. , dLl.. , etc. podemos o?rovechor que los tene­

mos expresados como tensores irredvcibles eil Ul~) .::>Oi-L'-t)::::> O;-("~) ::>01'(2) 
1" l>-.,A.) 

1 
o través de los recombinacione5 ~~ • Entonces p:¡ra las matric es de estos 

O'I/~) :1" ,\ (10)
mismos podemoi aplicar el Teorema de Wigóler- Eckart para O ('1.J

I(~ • 

«V\.sJ( Q. ~J LM \1~~>'t)ll Y\ c;) ( O~ J:) L' M' '> = 

donde como antes vimos todo el factor del ei emen to de ma triz reducid:> < \\ \\ > 
D:1-( u) (1 0j

es e l coefi ci ente de Wigne r de , • Como la ecuación es v6lid:¡ poro to ­

da L , L , M ,M I Y el el emento de matriz reducido es inélepend iente' 

de L , LI , M y M I, pél ra de termin :lr estos e le!l1entos de matriz red'Jcidos 
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cam bio G(I"PJ e I ,< ( ver ejemplo 0'1\ óc)\I\ p . 176 ) 

que pueden exp resal'$e como productos de polinomios y ex,oonenciale; en "C' • la 

evalu:Jci6n de estas in tegrales nos dó : 

<ooo)~\:looo>= t=";O= 2e
t

( 77 ) 
c(o "-Sil 

<0\1 \ el. \ \0\) = GOl = "2e'l (15 ) 
'f\l. 1 0. 0 \SI}, 

( 3.78 ) 

Para evaluar 'h 1.. I &.l. I etc. pode:nos o?rovechor que los ten e-

donde como antes vimos todo el factor del eiemento de matriz reducido <. \\ \\ > 
D:t-{ u) (lo) 

es el coeficiente de Wigner de l , • C O'110 la ecuación es vólid:J paro to-

d'J L I L' I M 1M ' y el ele'11ento de matriz red0cido es in:lepen:liente 

de L I L I , M y M I, p-:Jra determin:Jr estos elementos de motriz re.J"Jcid::>s 
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podemos calcular el miembro izquierdo de ( 3.75) pora un caso particular por ejemplo 

m6xima proyección':) sea 

( 3.80 ) 

Antes de evalu::Jrlos hagamos una tabla de los estados que tendremos en 

la capo 2S-ly> de la 8portrculas. En la la. oolumnase expresa la R.I. de 

\jL1.( ) caracterizada ?or Y\ 'f s. ,en la 20. las R.I. de ot('{) contenidas 

acadaR.I.de Ul'1) enlaJa. las de O"L~) contenidasen 0'"('1) 

Del hecho de q"Je ning;ma R.I. de 0+( 't) aparece repetida en una R.I. de Ul4.) 

se confirma que no es necesario agregar un n6mero cu6ntioo extra entre UL"i) y O'l'tJ 

por lo menos poro la cap::J ).~ -loP . Como estamos caracterizando los estados con 

los eigenvalores de M y \\J c.). 'J ).1.) es importante recordar que estos esta­

dos no tienen paridad definida, hay que formar combinaciones apropiadas. 

Tabla de Estados hasta 8 portrculas Capo ~~-l.f [11.11 
(V\ S ) (}, J )"\.) L 
( I ~ ) (l­'1. ')Ji DI! 

( 2 O ) tOJu) ; (IJ 1) 0;0.1 1)2. 

( 2 I ) lo,t)~ (l)0) i ; .1 
(3 !) (! .!.)'{.! ') -(1 !)

..)~ , ~J"i: J l.J1 qi; 1., l; 1.)2 
( 3 {) (1 ')

~ J "i (0,1) 
( 4 O) lOJ(»;(o)})~ U)L);UJo) O~ 2~ 0.,1)1) 2. 
( 4 I ) Lo) U; ÚJo) ~ (L/!) j 11 ; o... !.) 2­
( 4 2 ) (OJO) D 
(5 U (1.1).(, ~) _(~')Lo, ... .1 'i.J"i. J ~/i O) i; j) 2..,: i J 2 
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podemo; calcular el miembro izquierdo de ( 3.75) para un caso part icular por ejemplo 

m6ximo proyecci6n o sea 

(3.80 ) 

Antes de evolu:!rlos hagamos uno tabla de los estados que tendremos en 

lo cap:! 2. ~-l. ~ de lo 8 partrculas. En lo Jo. columna se expreso Jo R.I. de 

U L y.) carac te rizada ?or Y\ 'f So , en lo 20. las R.I. de OTl\() contenidas 

acodaR.I. de VLLf) enlaJo. las de O'Ü) contenidos en O"(Lf) 

Del hecho de epe ning'-'na R.J . de O~'(\() aparece repetido en uno R.I. de Ul4.) 

se confirmo que no es necesario agregar un n6mero cu6ntico extra entre Ul~) y O'l"l) 

por lo menos fY.lro la cap:! ),~-l f . Como estamos caracterizando los estadas con 

las eigenva lares de M y \'i ().. ') ~ .. ) es importante recordar que estos esto-

dos no tienen paridüd definida, hoy que fo rmar <XImbinociones apropiadas. 

Tab la de Estados hasta 8 portr<:;ulos Copa ~S-l.f [11.11 

('v'I S ) O" J ). . ..} L 
( I ! ) (i,D o ... i 

( 2 O) COJO) ; (1),) 0 ; 0 ... 1)2-

( 2 I ) lo .. 1.); eL) o) 1 ; .i 
( 3 , ) (! .!.)'p 1),(1 ') 

"'J~ J "i")~ j lji qi ; l.1 l ; i)2 
( 3 { ) e -'- 1) 

• J 1- (o .. 1) 
( 4 O) l Ojo); to))) ~ (l,t); (Jlv) o~ 2~o....l)1)l 
( 4 I ) Lo) t)~ (1) o) ~ (t,!) q i ; ~ 1., 2. 
( 4 2 } (Q)O) o 
( 5 U (J_l )'(1 lo ) . ( &' ) 

~/" .J '¡J"i .J '&;'1 o) 1; J) L ... : i J 2 

http:acadaR.I.de
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(5 t ) (-tI .t.) O... i ) 

( 6 O) (q,O); ( I,1) O) O/ t, l. 

( 6 1 ) (0,0; lijo) t ~ i 

( 7 ~ ) ({,U 0.-1 
( 8 O) (O) ()) O 

P"demos I imitarnos a los estados hasta 4 parttculas ( ~::- 4 ) Y tratar los 

estados de 5 .J 8 ¡>;J rt tculas con técni ca particula -aguiero . Pa ro esto se procede asr, 

habramos defi nido los esta~s 

T .... 
D l~d"" ---..b . \0) 

, ~ A~~~ r 
corresponde a la rep. ¡rr. [r'1 de lJ l ~ ) pero no de Oi-CLt) 

Para cl asificar en Oi-(~) y O;-( ~) necesi tamos un:! combina ción: 

con V\ -= 1,. -. " 

Defin imos el estado ~e Ilen:> ( con 8 ¡>:!rti culas) CU:lndo 

Y\ > 4, por ejemplo 7, e;1 vez de ¡:>:mer 7 operad<:>res en 

\0) usamos 

L A"'~.,'~,)qLM. ~""")c; .. ~~ ... ~G'., 1 X') (3.82) 

- 1, ... ,"i._9....... ~o" 
\ I ....,d"" 

que en nuestro ejemplo especl'fico implicarta una solo b 

\;- -k-" \ l.,<f" 
Pero hoy q,Je demostrar que el cambio 1o~ ¿",-::> \ x) y 0''''0- b 

n::> cambia los elei'nentos de matriz de los opera:lores. Definimos 

( 3.83 ) 
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( 5 t ) (-tI ·U 0.1 i) 

( 6 O) LO) o) ; (\/1) OjO/t,l. 

( 6 I ) (0,0;(1)0) t; 1 

( 7 ~ ) (LU 0.-1 
( 8 O ) Co) O) O 

P0demos I imitamos o los esto dos hasta 4 partrculos ('1\= 4) Y tratar los 

estados de 5,J 8 ¡Jortrculos con técnica porticula"""\lgujero. Poro esto se procede osr, 

habromos definido los estados 

t \" 
D 1,~,,0' ' - """'" bJ~M" o 1 O) 

corresponde o la rep. irr. [r1 de lJ (<6) pero no de O\L¡) 

necesitamos uml combinación: 

con VI. -:: t,' - , ~ 

Definimos el estado :le lleno ( con 8 p:¡rticulas) Cuondo 

Y\ > 4, 

lo) 

por ejemplo 

usamos 

7, e;¡ '!ez de ¡Y.>ner 7 operocbres 

que en nuestro ejemplo especTfico implicarra una 'iOla 

e:1 

( 3.82 ) 

\;- ~? \1 •• <1" 
Pero hay q'Jt" d=mostrar que el cambio I O~ ¿,,-:> \ x) y 0''''1r h 

no cambio los elementos de matriz de los opera:lores. Definimos 

""'O' , • (O '" ~ IN"'," \i-
'el = ¿ b b I , t."., 0-' ' , .. " I c-

( 3.83 ) 
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que recordJndo las reglas de a~ticonmutaci6n de las 101' '1 b y la definici6n de 

t ' 
t: ~ W1~

I 

nos do 

( 3.84 ) 

Queremos demostrar que: 

+ O' ,<01 ~ (L'f\S), n'~l)LM),O: 'O(c~S)(),:,)!) l/M') l0> = 

( 3.85 ) =<xl ~y(nS)l),;>-')L¡\{) ~::' ?((nsH~:)\!J L!J..1(J Ix') 
A 

donde naturalmente p(Y\S L~,).,) LM) }X') debe corresponder a un estado 

P ( Vi S ():,~..) I ,.\:t)l ()> pero, ¿ a q'Je valores de '(\ , S etc. corresponde? 

-n es el ndmero de partrculas y debe ser 'is' - \11 lo que se puede ver también del 

hecho que 

'[ 

Asr podemos obtener los otros nos. cu6nticos. para 

y en resumen 

a al ponerlos como estados 

y los estados P" I~,> corresponden 

P \ O") • Los 
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10
1 

\¡ b q' e reo:>rd~ndo las reglas de a~1ticonmuta ció n de las , y la definición de 

f' ' 
C~.: n'::Js d::J 

( 3.84 ) 

Queremos demo:;trar que: 

+ O' I <01 ~ (L'ñ e, ), L).',)l)L M ) \';0: p lcVl)JL).:,)~) L/M') 10> := 

=<x.t ~1(n",)l).'l). 1) L/~ ) e::' ?(( ~S )l~: )\!J L' ''-'l IJ Ix) ( 3.85 ) 

A 

d'::Jnde naturalmente P ( Y\ S ( ~, )'.J LM ) ) 'X) debe co rresponder a un estado 

? (Vi; ( ',:., ).,, ) I t:1)¡ () > pero, ¿ a q'Je valores de '" , S etc. corresponde? 

-
'f' es el nómero de pa rtrcu las y debe ser ~ - VI lo que se puede ver también del 

hacho que 

\1 

Asr podernos obtener los otros nos. c\J6nli cos. para 

" yen resumen y los estachs P 1'1.') corresponden 

a al fy.>nerlos como estad.:¡s P \ O,,> • ws 

opera:bres est6n re 'lacion::JÓ)s asr 
~ A ~ 

JJ:::: ~-JJ I i9~ .l- tJJ.J ~l= s.l. ./ ~1=::L1. ) Jil:=.- Jt.l. 
JI", 1. 1\ A l. -1 L 1.1'\ 

~:: B ) t 7.,,:::-1. 2 J YYl =ml 
) Yl -=Y) /' ~ =' 5 -L.fUJ~ \ (, ( 3.88) 
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A 

La relaciÓn entre los estados ? \ X ) y ? 1O) nos da 

<~1Y\ 5. Ü. )\.) lt-t \ T~tJ IV'! s(~. }~ IL' Ml l)() ::.(_)"\4i"M '... ~ X (3.~ ) 
<~Yl).s (>.,'>.¡,)LM r~~:')I()-Y)) ~().~.,)D L'/IA'> Od.) 

Ahora procedamos a construir los elementos de matriz reducidos de \ Ir: ~ 
;t ell} 

Los estados de móximo peso en O (4) han sido calculados ( ChacxSn tésis p.79)
(\\) 

Los usamos para construir los elementos de matri z de T Ic:~ obteniendo: 

Y\ ==!. ~=~ «l ~ 1J \1 T" \\C t 1J) -:: ~ 

'" : lo S -=. O 	 <(O, L) \\l' In (o) 1.)>= () 

<ü)O) \\T ll nl1.)oJ) =: o

<u)o) 1\1" \\ lo)U)::-6 
<l~ t) \\1'4 \\( i) O) =-fj, 

\1~~ s~-i <ct-l)\\T" \H-l;D) -= ~ 
«t~)Hl\' l\ (t -t))= ~ 
«t~) \\1" 11 [.lJ1.» =~ 
<[1}~)ll T Il !llL ~)~ -{i [lI .l l 
« +A) ll111l l (~.I~» ~ -0 

<éb1)111"\\a {):: [l 

<(t-i)/11 1111{1 t))::~ 

<ti i) I} T " I)(~ -u):: - .1. 
<a 1))/1 

1I l1 (1: D)~ -).. 
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" 
La relacid n entre los estados Y \ X') y . \> 1 O) nos da 

«).l Y\ ~ L)I)J LM \ T~t,) ['1\ S(~I X Itl M ' lx) :.(_) M .. M /+ ~ ).: ( 3.GY ) 

<~-Vl).5o (>-, }.,,) LI\.\ rr~: ')1 ~-Yl) ~ C. ).~J) D L'M'> Od.} 
Ahora procedamos a constru ir los elemen tos de matriz reducidos de \ ,,~ 

~ CII, 
~s estados de m6ximo peso en O (Lf) han sido cal culados ( ChaCÓn t&is p . 79) 

T
(\\ ) 

~s usamos para construir los elementos de matri z de I(~ obteniendo: 

V\:: ( ~". ~ <'l ~ -U \1 T \1 \\ U: -U') ~ ~ 

"':::.:lo S -=. O « OA.)\\l"tl Lo) 1.) > = O 

<Ü)o) \\T"l\llJoJ') = O 
<UJ O) 1\1" \\ [o) U)=-fi 
« ~ 1.) \\1 ~ IH \J o)=-fJ. 

V\~~ s~-! « tt) I\ T\' \\<.t~» -.:: ~ 

<e tt))lI" 1\( t i))= :f} 
« t~) n 1" 11(1)-1)';>= ~ 
«1}JIITII 

IIlt~»~-~ 
«+)~l\l"[[(~J~ » ::-0 
<&)1)\)111\ \u {) =={l 

<{t1)ln'III{~ t))::Ji 

«± i) ¡¡TlIl) (~ 1:)::-.). 

. <ti 1))rT"ll (~~):::-1 



'() ='1 ~ -:::. 1 

'n=,-\ s=-o 
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<' (O) ()) \\1 11 
\ \ (0.1 oS) ::: o 

<...(0)0) 1\ T'I \\ Co.;o)):::; o 
<(\J \) \\"\" 11 L\) \)>:= O 
«{l"o)I\1-'\\\ (¿Jo» = () 

<LO"l)\\"! U(O.lL) = O . 
«Jo)2)\\I"\\ (lJOJ):::: O 
<f¿)D) 11111 

\\ (C)jl) =o 
<lop)\\l"\\t\,\)')= :L~ 
<L\)\)\I1 I' \\(O)D»= ~ 
<(\I\)\\T"\I bp)::: ~ 

«~\)\\1\1\\ lo) 1)) -= W 
<ú)o) \\1'1 U(\) U>:.{r
<(0)1) \11'\ \\ (~ 1»= f' 
«0)2) )}T\l1( (~O»~O 

<...lL) O) \\1" \\ (O) oy> ::: o 
«~oJ \\1' \\ lL)O) ~ O 
<CoJo) \\1" \\ Lo) 1):: O 

<Li,l)IITlI llci,U)=O 
¿(o)!.)lIT"1l (0)1)= o 
<. U)oJlIlII na, 0):= o 
<.lDjL)llT"11 lijO)::: o 
«J1JO) \!l"ll [ o)l)'~::: o 
<PI!) \11"/Ili,ü')2-{(: 
<ll)o)ln~!1 ({JO):: \f 
<-a,L)ll1" 11(1,0)).= - fl 
<ll)i) )JT"II (0)1))= ~ 
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Y) = ~ S -:::. lo <' ( O) ()) n ," \ \ Lo.J o)'> :: O 

h=~ S=- O <...LO)O) I\T11\\ ( 0..) 0)).:=0 
«\) \) \\1"\1 [\) U> == O 
<.D)DJl\i" \\ 12;o» = () 
«0)2)\\," Ulo.JL) :: O . 
«oJ i )\11"\\ (l)O.5)::: O 
«2.)0) 11111 

\\ (O)l) = O 

<to)o) \\1"\\(\, \):: ~-5: 

«\;\)\\1II\\(O)D)= * 
<(\,\)\\T\l1I (l,o)== ~ 

«~\J\\l\1\\ lOJ1))~W 
..(ú)o)\l1"lI (\) U)-=-fr 
< (0)1) \)1'\ \\ (~I)= v¡-

«D)l) )IT"I[ L ~o»::.O 
<. lL) o) \ \ 111 

\ \ (~o y> := o 
«~oJ \\T1 

\\ ll)O)::; O 

<Co) o) \\1" \1 Lo) 1)')::: O 

< (iJ i )lI TII II u,o') = O 

.((o)t )lIT" ll [0, 1»= O 

<' LL)oJlll "H aJoJ) ::: o 
< (D;i) JIT" I/ (L j o):::: O 
<ú.j O) \11 11 11 (0)1) =: O 

. <PI! ) llT"ll li,Ü) :::- rc:­
<u,ó)ll1 \lI (iJ O) :: ~ 

<JL l)ln" 11 (1,0) = - n 
< [i, !) JI TI! 11 (0)1 ) :: ~ 
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C O :1 estos elementos de matri z reducidos podemos construi r los ope rad')res 

(S ? y :f9'lo que son los óni cos cuad ro ticos no) dia gon:Jles en la interacción. 

Ahora u;ando la técn ica pmtrcula-agujero podemos construir estad)s de 

5 ~ 8 part rculas pero en este ca'iO son idlint ic,); a los estad·)s de O ,J 3 partrcul as. 

• \~1.
Entonces procederemo. a constru ir .l/ y ~l. • Recordarnos que 

-11 -1 ~ 0.1" I -1 D'jt ol. ~ :: '(i í y que por hermit icidad \) I = - l. ~ u' ~ , \ = \:)- I 


Ú ~ n+ 4~\o

OD-::-~"')~~I~~I osea: o~ ::: c..-) t)_~ 

.'. <.."1\~ (k,~dLMI ~ll Y\S ().', A~) L M>::: 

=1. 2S-)~<'t1SL}.,).JL.M \T:~ \M~': )~)L"~"><Y\S(~:~)L'Uw/1:~ \~S(~ )~)lM)
!l }.:' )I~ LUM" .f. 

=-l 2.~~[>,,}.JLMIT,';I~sü:~~)L"M"><~ ~ (~)'t)l~ \T,I~\~SÚ:( >!!)l'M') 
}.~ ~.~ é' 

}' por Wigner-Eckart 

(3 .91 ) 

( 3.92 ) 

Para 

- 120 -

CO:"l eótos elementos de matriz reducidos podemos construir 105 operad':>res 

L 
y)9 'l'Je son los únicos cuadroticos noJ diagoJn:Jles en la interacci6n. 

Ahora uianda la técnica p.:utrcula-agujero podemos construir estadJs de 

5:J 9 partrculas pero en este ca';() son idéntico; a los estad·:>s de O :J 3 p!Jrtrcu las. 

,Q1. Y C) l. Entonces procederemo, a construir ,j..I 1).) . Recarda'11os que 

-11 - I ~ n 1" I -1 o' \1 O 1,,, = 'fi ~ yqueporhermiticidad U,=-Leu/'t-',) .:: U_, 
~ ~+ 44 \ 0 

13o-::- ~",}!I_,.::.~) O,e<:J: o~ :::c...-) ~_~ 

.'. ~'V\S (>-, ~JLMI'(1llY\s().', A~ )LM> :: 

::: ~ 2S-)~<.Y\SL). ,X~)LM n":~ \M(}.',' )~) L'If.4/><Y\S (~~ ~)L·U~(1 :~, \~ S¡~ )~)LM) 
!t A:' )I~ l" M" -t 

=-~ L 4~{)..,}JLM IT/~I\'\s (~~ )'~)L" M" )<~ ~ (;.: )'t)l~ \T 11 ~\'t\ SÚ:C ~!)l'M') 
}~ ~'!~' 

>' por Wigner-Eckart 

L.. ~J~ ' iM"gl LM')<.~/LM"11 LM)::: L ( 3.91 ) 

M./I $. \. 1" \ ti 
Para calcu/ar..9 recordamos que oo'::J.'6t'ib-.jJ) ) To:=¡J,J 

(3.92 ) 

Para 
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<t}.JJLM \CI:~)\\b: Xl,) LM')::: L<1), )JU.\n.~ I():' A~ )L~'X().~~~)lHl\!\(~>!JLM'\.
).,t~: V 

=?-'<C1 )..1.) LM\ 1~~ \~: )~I Lr"f:>«'>.~)./.)LMn~~ lO,~ )~JLM>-=A
>, ).~ )~')."Ll!)."):IL} 

::: {(l.}.¡+\){l).l;\)(l)~"I)l~~+ U· (lL+t)~f~f t.~ n~ ~~, «~I)J'\1I1¡¡(~~5)4~'I>'~\IT"I~~~ 

=<:},,+~: 'Í~:~.+(il).l+ U~~I+(lú).~.. \}'E-JtA:W (X'~·L>'I>.y lO\J{~~~).'lj L1,J<Ú,)..~IT"lIl}.~ ~)),,( 3.93 ) 

<l>-: ~D1I1"l\\A!' A'~)) -¡" ~It. 
Adem6s: 

«~,)~)LM1~\:.lc'~: A~)lJ():o ~y'-'l $),+JlÜa+IXlLt'J'~~~ ~~1. ~1~1~~ \)T"I/ l~:J.~J) 
-:: ~ íL~"I:i¿Ac.11Y (;-t~t}.i+Lti WlA', ~~~~t~Li) «~~JII1I1I10.~ X.)':) (3.94 ) 

Entonces podemos construir los elementos de matriz hasta 4 portrculas y 

como los elementos de matriz reducidos de 5 a 8 partrculas, coinciden con aquellos pa­

ra O ;:¡ 3 partrculas podemos tener la matriz completa de B1 Y de ).9 1. hasta 8 po!. 

trculas : 

n:::o '>=0 1 n:::.-. '::.==-o 

<COJO) 00 1 n 2 
\ (0,,0) O O,>::: O 

h : i ~ :::. -i "l Y\ :::: 7 

«t l) 1Ml ~tl(~ t)iM):::.-l ~ «t1.HMI J9l/(f ülM)::-. O 

«r-k)oo 1 s~)~ i)OO':>==-- 3; <(±J)O()I~~I(ti}oú)::: 1 
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<l).,~JLM 1 CI:~) \ \().: )',) LM) == ¿<Ü, ~Ju.~n.~ Ir):' ~nu~'X('>.ft~~)lHl1!\(~~LM) 
~~: 

= L<C>., L)l..M\ T~~ \~: )~J LM><.(~:),'.)L""I1;~ l(~~ )~)Uv(> ~ 
x' j.~ ~}l/).1I LH~ 'I ). " L} 

== ~(l'~+ I )(l~l~I)(l~/\~\ )[l~~ .f ULÜ)~f~' t.~ n~ ~~. <L~I)J)\1I1Jj(}\~5)4)'I>-JUTII ¡~~~~ 

= <..-}).\+'>.: ~\"I~l .. i)~~;.I)ú).~"üLi-l'\':W (XI)·'>'I~I.O""'{~~~).'\jL1J<~I~¡mW1I(}.:~))X( 3.93) 

<l>': ).~)IIl\lI\~·),':)) ),:'}. ... 
Adem6s: 

<.c>-, )¡.)LM 1 ~ 1:.\C')', ~~)LM)'" ~'11)J Jl).+UlÚe~IX1Lt'J"jt~ ;~1. r 1~1 ~~ \)T"lIl~f~J) 
":: ~ ~J)'¡~ )~¿A .. i/)' t- )>.~t}.i"Ld. vJl~', ~'~~~t~Li) «~~J II T"¡¡~~ >!,)') (3.94) 

En tonce5 podemos constNir 105 elementos de matriz hasta 4 partrculas y 

como Jos e lementos de matriz reducidos de 5 a 8 partrculas¡ coinciden con aquellos pa­

ra O :r 3 partrcu las podemos tener la matriz completa de B 1 
Y de 19 1 hasta 8 PO! 

trcu las : 

[11. i) 

< COJ O) 00 1 n l ¡ ( 0-,0) O O,> = O 

'f\ :!' s:::.'i. ''l 'v\ ~7 

<e t~) iM¡ ~tl(-k i)lM')=.-.! ~ «t~HMI.l9ll(f i)iM>~ o 

«r-k)oo i g'- )~ t) OO')=-- 3; <(i:J) oc} j j)"ljC± t}od):: 1 
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n=~ J ~::.o ~ Y1 =b S == O 

<(9/0)00\ ~l\(l?IO)DO»:=- b «~O)oo\1)ll(o.JO)oo)~i 
«(0)0)00 \B1 

\ (J.) i) OO) =-1{1 <c.o)oJoo).132. I~J!) 00)=-J1

«( iJ)O()\ ~11 UJ1)c>o')=--l. <ClA.) 00L~¿ ICl) L)iH»)::.3 

<Cl} L)lM) ~1.\ (1)1) iM):=. -b <. (!Ji)lM \.B l ¡(ll!) iM)=! 

(L\,i) 2-MI 61!(i)1) l.M):: -1 .(Cl,l)JNI ~tl (!J!).lM)~O 

'r\~l.l ~=f '1 n.:::,,) s:::.d 

(to)l) LM.l ~21(OjlH_M)::-1 <lo)L)LHI»"lI(o)!J~'):: ± 
«Ct)o)LM \al.l(l)O)lM)=-l <J1P~lMI.J9t.1{1JO)W)=-t 
¿(!.,D)LM \ 'S1.I ~) !J i.1\A)= O «!}»!.N \ ~l)lOJ!)LM)~-i 
't\=~I~:'\ 't 'V\=S J 5. .: -\ 

<,Ci)t)ool ~t I L~)~)oo)=-~ <tt\)ool~J (itj o o')= O 

«-LD!MI ~t \ l~ tB.M)=-i «i-ü!HIEl~ii}.!~ == 1 

<C-t -\.) 001 ~t\(t iJoo)::-~ <l~i)OO) 1)tlli t)OO):: ! 
«~A)lM 1 ~t.\t±t)LM)=-~ <li1)U{1 ~1.1 (\ !JLM) -::! 
« tUiM l ~l l(i{ ) U,f>=- ~ «1: ~)i (14 )191Il~ i )!.M)= ~I 

<\1. t )l /1-\ I~tll! -i )l}-\) =- ~ <Jl i)lMlí)'-l({ i )1M): ~' 

« ~ iH,l4 /B t lli-U1M):::. - '; <(i i)j.1~\í}lla i)iM) ~-~ 

<(;: i:H~ \~~ If:l~) iM)::--1 «{ -i.)H-t I :p¿la i) 1M):: 1­
<L-i ~iM )G1 )(1J1)!M)= t < l-\ ~Ht-1)D~ \ l\ ~ tM)= - ~ 
<C-i~)¿M l~"t\l-!i)lM)::: - ~ <.({ -D1H).D\\L1Ü2.M')= ~ 
<o. -D ¿M I~ \(1 ! )2N)=- ~ «± t)ulAl ~L\ l~~)2.lu),:- ~ 

<H ~)lN 1.lYlli~)t ~I(y:: --i.\(t i)u.1jB1 lCt!) 2M) :: O 
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V\ := ~ , ~::. o "1 Y\ = b S== O 

< (9/ 0)00\ ~l \ (~O) OÓ»:::- b «~ O) 00\ .!Y~J ( 0.10) O o):.i 
« (0)0)001 \31. \ UJi) OO»=-l{l < CO)O}OO),BL I~J!)oo)=fi 

«( tJ)O()\ ~ll UJ!)OO)::.-l. < (l/l)ooLs¿ I (ll L)oo)-=3 

«l, L)LM ) ~l.\(L) l) 1M>:::: -b .(Clj l)1M \))l J (t,L) uo\)::i 

(U,i.) l.MI G1ICiJ l) l..M)= -1 <C!¡l)lHlpl j (i)!).lM)~O 

'r'I ~1 .1 ~:::f '1 '0:= (, ) s::d 

«0)1) LM.l S2¡CO) l H.M)::-1 <lojL)1.H Ij}1.I Co¡1.)l.R): 1 
..(Ctjo)LM 1 a' J(t)o)lM)=-.). <JiJ~lMI.BLI{1Jo)W)~-i 
¿ Ci JO) LM \ 'Si I~) 1) 1. 1\.4) -= o <0.,0) LN \ JS) 1.)loJ l) !M):: - i 
't\::~I ">:'~ "t V\=S ) S. ~1 

<'Cf)t)OOI ~t IL~J~)Oo)=-~ <t± t)t>Oll)"l.JC:HJ ~o)= o 
«ti)!.MI ~1.llt tj tM)=- i « -tü~lJ9tkii) l~ ::: 1 

<e -L-t) 00 I ~t \(¡ 1)00) ==-:!> 

«t~)H' 1 ~1.\{¡ i) iM)= - '-t 
<Lt u tM I~ll (i ~ ) U.f)=- '; 

<\-i t)lMI~1.I~ ·UH.\) :::- ~ 
«~ iHM I SlM.-U 1M) ::: - '{ 

<~ iHM \~~ I ~~HM>:::--1 
<L-tt)1MI~11(1)i)iM)= ~ 

<Li ~)¿M l ~1.\H t.)lM) = - ~ 
<lt -D UA I ~ \ C-t !)2N)=- '!> 

«~ i)u.t J\31( (l !) 2M):: o 

<l1:i)OD) >>l)li ~)OO) := ! 
. <li ~)LA{ I ~l.1 ( \ hll~.i) -:: t 
« ¡~)H-4)19lll~ i)lM) = ~' 
«i-l)lM)í)'-!({ iHM)~ ~I 

< (3. lH"i \.í}ll a i)i L{) := -i­
«ii)1~1 ~ll(HJi~>= 1-
< (~~li~)Dt\l-t~) tM) = - ~ 
«{ i)lH).D\\L1Ü.2.M)= t 
«± i)ll~l }~i\L~{)lII.().:-i 
<H ~)lN 1 .lYlli{)l~''y=- - i 

http:l~~)2.lu
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V'\ ~ '-( <" -: O 


<COP) 00\ Bll (0)0)00'> : - ~ <'(010)00\,B1. \ (0)0)00')::: l. 


<U,l)oOI ~11 (1,1)0 0")=0 . «u,Ooo\ l't lCi,l) 00»:: 1. 


~top)OO\ f,t\U,Uoo')=: O ZCJ>jO) 00 l.etl~,!)oo»::!.l.. 


<U)J1M \"31 l(1) t) LM)::--b 	 . <({,l)LM b911(1,jJ!M»:: i 
<.. (1p) l~\ »). \LLp)lM)= t<J.2j O)l.H ~ gl.!U.¡O)2M)=-'1 

<(o)l)2.M\~ tILO)l)lJ.\)=--t
«0)1) lM I~l\ (O)l)lM)=-~ 
«O/Z.) lM I ~1.1 (1.,0) l.M'):: 1:~(o)l)~)Sl.\(l.p))'M>-=-l. 
<JoJl.)lMIj}1.1 U.,i);z.M):: {i«(o))J.lMIBl 

\ l\) \) lf.\)= O 
¿ (~p)lM)Bl\l!)!h~):: fi<0.)0) LN\ ~1. \ l~, t} lV\): () 


<(tI t) 2.M lB ti (i) L) z..M):: 1.
<l!)Ül.tv\\~l \lt,D ).M)-=-b 

'v1=\.f 5-=1 «\\Jool '81 \U,OOO')= - ~ <.li,ÜOO\ ,."\(.1/1) 00':>':: 1 
<~LO)iM1\)l \ lip) lM')'~ - \.f «{,oHM \ J91.lli)o) !.M,>~ ~ 

<\.O,OlMlet ICo)!') lt-\) =-4 <Loji.HM I ,Bt 1Lc,A.J 1M)= f: 
<l!,OHF-1,~l.\~)!)!.M)-=-l. <a)(»)LHI19~1 tO)L)tM)=1:. 

<(!jo)1M.\\3tJ(j¡l)!~>:: O <l-iJo)LH }.b1.1 Lti)~M>=- fi 
<(Q)!)lM\~~\U¡!)!M> -=' O <lo)l)i.M(JjlIU,i)l.M>=ú 

«(1/ i) 1H \~t)( t) UiM) ~ -1 ¿ l!)DLM \1)1\ (i, D1M>:= 1 

<UJ~.) 1M1al. I lij lh.M')= -1 zti) l~ \ ~l.\(~Jl)lM)= 1 
Y)~ y. ) ~::::..l. 

<J%) ool ~'tI lOjo) 00)=0 «lO}»D 0\])1.\ (Oj DJ 00)=1 
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Y\ = L.{ ~ -:::. O 

<(.0,,0)00\ B1ILo)o)oo,>~-~ 
<UrL>ool ~ll (i,U O 0')=0 
~.Lóp)OO\ B2.lu,lH)o')=> O 

< ll).)iM \ -gl\l1,D lM)=--b 

<J.2j O)l.M \ gl,!ll¡O)2M)=-'1 
«0)1) lMI f¡1\ (O)}.) 2M)=-'i 

..(CO) l)2M\S"\() .. p))'M)~l. 
«(o)l)J.M lsl \ l\) \} l~>= O 

< ll.)O) l.N\ ~l \ l ti t) l~ ')~ () 

<l t, Ü l.t..\ \ ~1 \(tA.) }.M)=-(, 

't1=\i s:L 

...((.0)0)00\ B¡ \ (op) 00')::: ~ 

<(LIt) 00 \ 1Jt lc!) 1) 00::>:: 1. 

l...(J)p) 00 I pt I ~,l) 00::> - .l.. 
. «{,l)LMb91Ici,.LHM)= i 
1..... (lJ O) lt-.\ \ J}~ \ Ll.¡O) lM) = t 
< (oJl)Hi\~lILO)l)l~)=--1 
«0)2.) J.~ \ b t ll1.,o) u.f>::: t 
Z Lo)2.)lMI:91 Ilt.,Ü¡M):: fi. 
¿ (~p)l~)B1.\ltJ!h~'>:: fi 
< (\J!.) 2.M \lP·l (i, t) z..M'):: 1. 

<(\\)00\ ~1 \U,iJOO)-= -~ <'l1,ÜOO\l'l.\(i,1.)OO,::>;:j 
<~LO)iM \ \\l\ Hp) tM')-:. - ~ «{¡oHM) .l91.llt)o) lM'>~ t 
<\.{lIt) lMI6 t 1(0)0 U.\) =-4 < Lo)L)!M ¡.st I (o)t) 1 M.)= f 
<UPHH\~\..\~)1)1.M>= - .l. .(Ct)DHHI19!1 LO)L)tM>=t • . 

<(!.Jo)1V\\BqC1,l)!~>=- O < l-ijo)LH ).b1Il tiHM>=- fi 
<\9,!)1 M \~ 1. \ t.J¡!) D-\) ~ O < \ o)!.\1.M l jjLj (l,!) tM>:=: .Ji 
«(1/!.) tH \ ~ 1\( L, tHJA) ~ - l .( LtJDl..., \ B' Ilt, D!M):: ~ 
<(!/!) lM la1.ll1J!)2.M)= -1 <.aJ) 2.J"1\ .»-l.\{~/l)¿M)= i 
Y)~'-{ } ~~¿ 

<.lO/O) OCJl~L l lD)O)OO>= O «l%) oo\bl.\(OJ ojoo)=l 
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los dem6s o?e ro c!.nes cuadr6tico s son diagonales y rr:>s basta CfJ nten er 

o~ 
sus eige nvalares. Para n. por ejemplo los elementos de ma tri z han sid :> calclJlach~ 

(Flamand R.eJ. '1 ) B:Jsta recordar que -fl~ es un vector en O\_:~) y 

diagonal en O'" (~) . Usando e l teorema :le Wigner-Ecka rt en 0;-L~) 

(3 .95 ) 

Adem6s h= M + N y los e lementos de matriz reducidos de ~ solo dependen 

de ).., no de ).. L Y viceve rsa paro N yadem6s M y N se compar­

tan como momentos angulares asr q'Je n:> es dific il obtener (De Shalit-Ta!mi 522 ) 

'll \.... \ '- ),.-\-~1+1 .<(~/~J L: m+l\\ O"~I.) L/ = (-) ~1.L'+i x. 
L L'I \)..1 1.. h t L.t "' \}.L L >. ,l ( 3.96 )~-) \I),l>.¡+I)ll l.r+ 1) , \~ ~, i 1- l-) \I).L~)..L+11Ü)....+1) l.L' }., i \ 

( '1J 
Se tienen entonces los si guientes elementos poro J1. 

«~I AJ Lll dt \)l>'1\)L+ f>= ­ fu.'+).L+\) l_LLH)11\1l~\ )t_\). ,-).. J\.]
1

\L+ 1. )( ¿ L+ 1) 

Los eigenvalo res del o pe ra:br de Casimir de 0 "+( ~) g tambiél' 

ron muy simples(4) 

( 3.98 ) 

Por ulti mo necesi taremos también lo~ ele:l1entos de matriz de f7 lineale ~ 
'\~ -f),'1 .jJ

pero ?:llU ello; basta recordar que J..I":: -¡- loo -+- -q- y oon:>::emo·;¡ los elemen­
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Lo; dem6s o?eracJ.)res cuadr6tic05 son diagonales y no:>s basta contener 

sus eigenvalores. Para 8.l. por ejemplo los elementos de matriz. han sid:> calculacJ.:>s 

(Flamand Q e. J. 'f 

diagon:ll en 0"'" {l\ ) 

) B:Jsta record:Jf que Jl~ es un vector en Ot-C")) 

Usan o:> el teorema ~e Wigner-Eckart en O"t- C~) 

y 

( 3.95 ) 

Adem6s h = M + N y los el ementos de matri z. reducidos de ~ solo depe~en 

de '1\, no de ). ~ y viceversa para N yadem6s ~ y N se compor-

tan como momentos angulares asrq'Je n':> es dificil obtener (De Shalit-Ta!mi 522) 

< I lll.A \ },.'\-Al+ 1 ' 
(~,)JL: m+l\\ Ü'~L)L> = (- ) ~u'+i x. 

L L' [ \ '>. , Lo ~ L 1 L ( , , ~ )..1 L >., 1 1S-) 'J).,l).. ... I)ll\~I} ' 1. t: ~1 i \-l-) \l).LI..~L+Ij(l'h .. l) 'tL')'t i ~ 

( ~) 
Se tienen e~tonces los siguientes eleme~tos para -A. 

«~I ~h) L 1) Jt \)l~, ).1.JL+ 1>:= - íIt.'+).Lt-\)l_LL~I)11 t!L~\)t_\). ,-). J '"] I 
1 ~ \L .. l)(1.L+!.) 

Los eigenvalores del operad-:>r de Casimir de O-tCli) 9 tambiér· 

sbn muy simples(4) 

( 3.98 ) 

Por ultimo necesitaremos también los elementos de matriz. de fT lineale; 

,C\, {) ,ji .jJ 
pero p:.ro ellos basta record:lr que V -=""i" \ o 0+ '1 y ron:>::emo. los elemen-
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mentos redJcidos de T;~ y los de.!l son triviales. 

Esto nos da ya todo lo necesario poro calcular la matriz 1.t . Nues­

tro interés es an;¡liz'Jr que tanto difiere de una matriz diagonal. La medida de esa di­

feren::ia, tomando por ejemplo la raron de cad;¡ elemento no diagon:J1 con la diferencia 

de los correspondientes elementos diagon:Jles, nos da uno medida a su vez de lo bueno 

que es la c1asificaci6n en la cadeno Ul~ ):) 6'L4) :) O"'t (3) para 

la capo ~~ - 1.P . En otras palabras, la comparaci6n de los elementos no-dia~ 

nales respecto a , la ::liagonol nos dice que tanto se rompe la simetrra del potencial de 

Coulomb por las término:>s interelectr6nicos. 

Si analizamos la tabla de estados en la capa ) S-"l~ vemos que 

solo los estados con igu:J1 '(\ 't S (simetrra VL4) ) y adem6s igual L pueden 

mezclarse. Esto limita el namero de términos no-diagonales. 

Otra limitaci6n es que los estados mezclados tengan la misma paridad yo 

que H tiene paridad definida. Pero los estados que hemos construido como vimos a!:!. 

tes no siempre tienen paridad definida. Si >-1 -=t: ~1.. no la tienen. Debemos cons 

truir con los estados de la tabla, estados con paridad definida . Tenemos los sigui'entes 

cosos: 

Construimos estados con paridad definida 

p:Jridad p:Jr \ 'J O\-t-= ~ [LIJO)+ (Oj!}1 

p:Jrida::l impar ~ \)0 r= ii llljO)- LO) 01 
'I'l ~ ~ ':l;, ~ L;::.l Estados sin paridad defi nid(l (i J 'i) y l-\.J-\:) 

paridad ?(l r 
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men~os redJcido$ de T;: y los de ji so n tri via les. 

Esto nos da ya ~od::> lo necesorio p~ ra ca lculor lo matriz V . Nues-

tro inte rés e, an;¡liz<lr q'.le tanto difiere de una 'Tlatriz d iagcln'::!l. l a medida de esa di-

feren:ia, tomando por ejemplo lo razón de cad:! elemento rio diogo n::!1 con la diferencia 

de los co rresp:>ndien~es e lementos di a gonoles, nos da un::! medida o su vez de lo bueno 

que es la clasifica c;ión en lo cadenél UC I.i, ) ~ 6'L Lt) ~ O \~. ~j poro 

la capa 2. ~ - 1. P . En otras pa labras, la comp:Jraci6n de los el ementos no-dia~ 

na les re;pecto a , la diagon :!1 n:lS dice que ta nto se rompe la simetrra del potencial de 

Cau lo:nb po r las té rm i nos i nte rel ec tlÓn i cos. 

Si a nalizamos la tabla de es~ados en lo copa .1 S-1.f' vemos ~e 

solo los e:;tados con igual '(\ '1 S (simetrra UL4) ) y ad~6s igual L pu eden 

mezc l a~e. Esto lim ita el ndmero de térm inos no -d iagona les. 

O tro limi ta ción es que los estados mezclados tengan la mismo paridad yu 

que H tiene paridad de fi nida . Pero los estados que hemos construido como vimos o~ 

tes no siempre tien en fXl rida d definida. Si )..f * )..1. no la tienen. Debemo s cons 

trui r con los e5taoos de la tabla, estados con pa ridad definida. Tenemos los si gu i'en tes 

C<lSOS : 

Construimos estaoos con paridad defin ida 

p::Jridad p::Jr \, J O f- -= -ir [t I)o) -H o) 01 
p::Jridad impar i \) O r -= ~ L li)o) - ( O) 01 
y\ -:;. l,. ':) ~ ~ L: 1 Estad::>s sin paridad definid:! ( i Ji ) y [\. J~ ) 

p-:Jrfdod ;>:Jr 
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sin paridad definida ( 1) O ) ' 1 Lo} 2 ) 

p':¡rida d p:lr ~ l¡O\"t :::! L Ü)O)t-(Oj1.)l 

paridad impar ~),,)o1J ~ [C1.)O) - COjl)l 

Y\ := '1 ~ ::: 1 L : 1 si n paridad definida 

paridad par i 1) D\"t = ~l \. Ijú) "t LO)! )J 

paridad impa r ~ IjOr ::: .rr. [c 'JO) - ce).)l 

Yh. s 5 ::: i L"'" { sin paridad definida lL i} y (L i ) 
parida d par 

paridad impa r 1~ t 1- =...L. r I ! .l.) _r J.. ! ']
¡) \fi. Ll 1 J 2. lz.) z. ) 

\1] :::. G S::: 1 L:::: i sin paridad deFin ida 

paridad par ~ 1)oJ~ :o 72. Le 1,0) + lO)! )} 

paridad impar \J;oy -= ~ LCL;ú)-CO)U] 

Tomando en cuenta entonces todas estas caracte rrsti cas para los e lemen­

tos no diagonal es, que en el bra y el Ket haya igua l Y\ S L y TII I 

(parid:ld) tenemos que solo hay siete submat rices no diagonales de rango 2 x 2 . Hasta 4 

p:l rtrculas tenemos: p:lra VI> 4 


i'\ S L TI
V\ '::> L 11 LA,)~J ~ , > ' ) 
tl..Ql O -+ (0)0) [ 11 . 51 [SI i 1 t l).¡1¡) 

[l. 01 O 04- ( \, \ ) (S,l1 1 {~Af 
1 (t,t) lo; o)\} -n O +~"Jo1 

["lo ~1 1 ~l .lr~,l. [~Jol O --+ 1I J \) 

[~O1 O + lO, o) 

[4u1 O -+ (1, 1) 

[~ o) l + 0, \) 

['10) J. t" ~LIOy 
['1 \1 l 1" ~ \J O)'" 

[~ \1 !. -+ U J 1) 
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11=~ ~:::O L:::.J.. sin paridad definida O)O l '1 LO,l ) 

p.Jridad p:H ~ 2/0\i" =- LC2j o);-(O/l)l 

paridad impar ~2.jO\- -:::: [Cl.)o)- CO)lJl 

sin p:Hidad definida 

paridad par i \) D \ -t :::: ~ L \. \,0) -do)!)] 

1 - \ - l 
paridad impar 1 \)O~ :::. lJl: LC1,O) - ce). Ji 

yJ-,o. es .$::: -t L -= i sin paridad definida eL i) y (L ~ ) 
paridad par J.l 11.1 _l.. rl~ 1) (1. 1.)1 

1 1.) 1..! - 'fi. t.: "J 2. t >.) z--

paridadimpar 1{tr=J....rfl .l.\_f.!. !\] 
, 1{'1..- U'1, 2.) L;t.1 ,) 

sin paridad definida 

paridad par 1 iJ(¡'r~ == 72. [( (JO) -t CO)!)} 

paridad impar tI: oy -= ~ ICLjú) - C 01 t)] 

Tomando en cuenta entonces todas estas caracterrsticos para los elemen-

tos no diagonales, que en el bra y el Ket haya igual Y\ , ':::, , L y TI 

(p-.Jridad) tenemos que solo hay siete submatrices no diagonales de ran~ 2 x 2. Hasta 4 

p:utrculas tenemos: p:Jra Y1 > 4 

Y\ ';) L TI L>',)~J YI c;:. l TI l)" J-(J 
tl.. () 1 O -t (0,0) [11.5] [S, -i 1 i l\.,I¿) 

[lo 01 O -4- ( \) \ ) (5, -i 1 1 {~/l.f 

ü·-n t (J- 1) ", .. lbJO} O + (o) o) 

e"!. ~1 1 il!y 'i,~ [~Jol O -1- l\ J \) 

[tt 01 O + (OJO) 

[11 01 O -+ (\J \) 

['10) 2. + 0, \) 

[If o) ). t" ~"oy 
['1 \1 l T 1 \) 0)+ 

t.~ \1 .\. -t ( \J \ > 



, 
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Para evalu:¡r los elementos de matriz respecto a los estados necesitamos 

usar la ~;ma general de la interacciÓn \J [¡] - '\J {).1 que ya tenemos 

pera que ahora agru¡:>a'Tlos en t~rminos de las integrale$ radiales obteniendo la expresi6n : 

<.000 \ \} \1. \00 O> L-i B1._ -t íJ1t­

4. <0\\ \ \/\1.1 \c\) [- f' - ¡~ -+~Jll._ h- ~l.l~ 
+ < \ , D \ 'J \~ \ O00') t.-~~"l. _ .i. ~?]-+

'''~ 1.f(S 

;'<\\O'VIL)I\O»r-;~+l.l'}-.l.~l.+J.n_.l\(\~.l. 1\'- ..1. 'l)1.] 
,.,. ''1 &J..7 11.\Jt .... \L~ 4 

~ <, \ \ '\J 11. \ \ \ ,> l~ \N - ~ f)+~ ~ 1._ t jJ ~-t.q+t~\.\~"l_\, nt.l i 

+<\\2)\J\l.. \\\1>r-t~-t~~+.l..~1._.l~~+ltl+l.Q+.!bl. ln.'- \ 'rlt.lL ~ '( , l1. J ' -~\J\~¡YUJ 

(3.99 ) 

F
Tenemos todo para evaluar estos elementos de matriz ya que conoce­

oe 
mos las integrales tanto en t~rminos de integrales de Slater o ' etc, como numeri 

comente pora • y los elementos de matriz de los operadores ~1. , t t .. 
f} , etc. también y p,:¡ra V\"> 4 solo hay que recordar como se relacionan A 

con A etc. y sustituir convenientemente en la forma general de la interacci6n. 

En las tablas [11.61 se muestran los elementos de matriz tanto nCl­

mericos como en t~rminos de integrales de Slater. Para el caso de las 7 matrices de 2 x 2 

se ha calculado tanto la razÓn del el emento no-diagonal respecto a la diferencia entre 

los diagonales como el traslape lo que nos da una medida del rompimiento de la simetrra 

O'"t[ Lf) por el término repulsivo. 

4. Clasificacidn de los Estados en la Ca?o }. ~-l.f 

de'la U ( 'i) ~ \) l ~) ~ Ot C~) :> O,. (1) • 
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Para eva!u:¡r los e lementos de matriz respecto a los estados necesitamos 

usa r lo Í>:I-mo genera l de la interacción \J (¡J _ '\JI) 1 
que ya tenemos 

pe ro que ohoro agru ;>o'l\OS en términos de los integra les rad iales obteniendo la expresi6n : 

<.000 hhl. \00 á':> i-i B l._ t 1) 1 t­
-H~O\\ \\I \1.1 \DI) [-f'-¡>JJ+~.Jt'"- t¡~1.1+ 
+<\\o\\J \d ooo'>'-...l. r\"l._..l.. 'fi""t] ... L '-i{1\J"'\ ~{S ~ 7 

~<\ \ O\V1L ) 11 O,> [-~~ + .1. t1-.l."1't. • ...l.q_.l. \o.~ 1.. 11. '" .1 'filo] 
, ,,,.., E,J.J \1.1Jl-+'l-1o.") -# 

~ <, \ \ \ \J 11 \ \ \1) Lt \N - ~ t1-+~ ~ 1._ ~ JJ ~-\q+t~\~~L_ t. n'-1 i 
+ <\ \2) \1\ 1.\ \ \ l>l-~~t t7+~Jll.-~~b+~ 'l+f-t.g.1 b:'~~\~ t)~ 

(3.99 ) 

Tenemos todo poro evalua r estos elementos de matriz ya que c:onoce-

F"· mas las integrales tanto en t~rminos de integra les de Slater o ' etc, como nu meri 

COlme n te para • y los elementos de matriz de los operadores 1fl1. , t t. 
~ , etc. tamb ién '" y p'Jra '" ') 4 $010 hoy que recamar como se relacionan A 

can It etc. y sustitu ir convenientemen te en la fo rma general de la interacci6n. 

En las tablas lll.61 se muestron los elementos de ma triz tanto nd-

med cos c.:>mo en térmi nos de integrales de SIQter. Pa ro el caso de las 7 matrices de 2 x 2 

se ha ca lculado tonto la roz6n del e lemento no-diagonal respecto a la diferencia entre 

los diagona les como el traslape lo que nos da una medida del rompimiento de la simetrTo 

o'tL l.f) por el térmi no repulsi vo. 

4. CIQ5ificocidn de los EstodJs en IQ CO?<;J "l. ~-l.f usando la Ca-

de'1o 
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an:Jl iza d:J en la secc . : 

no es la 6nica que nos puede servir p,:¡ra clasificar los estados en la cap ,:¡ "2. So - l f> 

Otra alternati va es usar el grupo \.J L~) en lugar de O"te '1 ) que como se dis­

cutid al iniciar este capllu lo sirve para clasificar usancb el n6mero de P:Htrculas en l f 

y ). -:, sep:uadamente. En '} ~ tenemos un :! sola fun cid n en e3p:lcia de configuraci6n 

y se transforma bujo el grupo trivial U LL) y las 3 fu nciones de l.f se tra:'lsforma 

bajo Ul,) . 

Ul~) nos puede proporcion:lr 3 ,6meros cu6nticos(7) ( h\ h1. \'l ) 

que especifican el diagrama :le Yo~ng asociado a cad:J R .1. de \J l ~) . Pero prefe­

y 

(que es el m'Jmero de pa rtrcu las en l.. S ) . Entonces tendreonos los kets de la ca;:>:J lS-l.p 

ca racterizados por : 

Para esto va a ser necesa rio caracteriza r los generadores de UL"i) 

como tensores irreducibles en Ul~) y 0+C~) • Para la 2.J. bastc, con ;:>.:ISar 

de las de ( 2.4 ) a las U~~ seg6n ( 3.18 ) g'Je ya est6, :Jcopladas a 

L definida. De los 16 operadores: 

(4. 2) 

los 9 primeros son precisamente los generooores de Ul~) i El último es e l o?erad.)r 

de :'l6'T1ero de partrculas en la capa 1 S que en la lecci6n 2 lIa'Tlamos \J y q'Je b6si­

camente ¡:n:lemos Ila'Tlar el operad:H de Ca,imir line·:! 1 de U l~) . 

E::trictamente dicho D¡Jerador de Casimir e:¡ U ~ l t) 1) pero 
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no es la único que nos puede servir p:Ira clasificar los estados e" la cap:I 2 s. - t p 

Otra alternativa es usar el grupo \J L ~) en lugar de 0;-[1..() que como se dis-

cutió al ini ciar este capllulo sirve para clasificar usandoJ e l ndmero de p:Irtrculas en .l f 

y ).~ sep:Irad:Imente. En }5, tenemos unJ sola función en esp':Icio de configuració;-¡ 

y se transfo rma bujo el grupo trivial U l L) y las 3 funciones de 1.. f se tra,sfonna 

bajo Ul,) . 

Ul :, ) nos puede proporcionJr3,dmeroscu6nticos(7)( "\ hl. h} ) 

que especifican el diagrama :le YO'Jng asociado a cad:I R.1. de \) L ~) • Pero prefe-

y 

(que es el número de p:Irtrculas en lo ~ ). Ento:lces tedre-nos los kets de la Ca?3 lS-l.f' 

caracterizados par : 

1\'\ S (\).t),! ~ ) (4.1) 

Paro esto va a ser necesario caracterizar las generadores de UL '1 ) 

como tensores irreducibles en Ul~) y o+(~) • Para la 2.J o ba,tc, con ?:ISOT 

de las U l< 
de(2.4)alas \ según ( 3.18 ) QIJe ya est6, :Icopla.:Jas a 

L definida o De los 16 operadores: 

UC3.) 
---------~-----------. U l ( 1) t) j U ~ ( 1) L) ; U: (tI 1); U 'll 01 1) " U ~ ( iJ D) j U ~ L 01 O ) 

(4. 2 ) 

los 9 primeras son precisamente los generooores de Ul~) ; El último es e l o;:>erad')r 

de :1ó-nero :le partrcula .. en la cap:] 2. S que e:1 la ,ección 2 "a"Tlamos Ü 

ca'flente po:lemos "a'l1ar el opera~br de Casimir line·,:¡1 de V l)) 

E.:trictamente dicho ::J;:>era:lor de Cmimir es U ~ l t) 1) 

y q'Je b6si-

pero 
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y es mds c6modo 

trabajar con ~ y N y por supuesto es suficiente conocer '{) y N para 

sabar el nómero de P:Htrculas en ~~ y en ¿S separadamente. 

Entonces solo falta caracterizar U ~ .(1) o) ~ U 'i. (o) L) y es­

tos pertenecen a los diagramas de Young siguientes : 

( 4.3 ) 

Ahora tenemos que caracterizar los productos de \l~ lo)l) 

que a?arecen en la interacci6n ).} ( 3.64 ). Pero sabemos que solo aquellos pro­

diJCtos que son escalares en O-t (~) sereSn permitidos pues 1J' es invariante ante 

rotaciones. Entonces en las descomposiciones de los productos: 

8c8=EE61~ 

8~D=~~ § (4.4 ) 

OQsl O=R~ CD 
Solo aquellas R.I. de U l~) que no est6n tachad:ls est6n permitidas, las otras no tie­

!"len L=o 
Estos resultados indican que se p'Jede proceder en completa analogra 

con lo que se hizo en la secci6n anterior usando el teorema de Wigner-Eckart para Ul~) 

y calculando el e lemento de matriz reducido a¡:>rovechando que los coeficientes de Wigner 

necesarios han sido calculado. ( por ejemplo por Hecht o Yergados ) y calculando el ele­

mento de matriz n·:> reducid:> pora un coso p':lrticular, por ejemplo con l'Idximo peso en bra 

y Ket o sea M-= L~ '>.+JA. 
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el operad:>r de n6me ro en \J l yJ es \.A.: ( O JO) + U: t lJ 1 ) y es m6s cómodo 

trab-.Jjar con l> y N y por supuesto es su fi ci ente con:>cer ~ y N para 

saber e l n6me ro de p::utrcu la¡ en ).~ y en ¿S separa da mente . 

En tonces solo fa lto cara cteriza r U ~ .(1) O) ~ U I~J O) L) y ~-
tos perte necen a los d iagramas da Youn g si gvientes : 

(4.3 ) 

Ahora tenemos qu e cara c terizar los p roduc tos de 'U ~ lo} 1) 

que a,J:J re cen en lo in te racciÓn )..} ( 3 .64 ). Pero sabemos que solo a quellos pro-

d,.Ictos que son escalares en O+(~ ) ser6n pell11 itido:; p'.Ias '1)" es invariante a nte 

rotaciones. Entonces e n las descomposiciones de lo. p roductos : 

B®8::rne~ 

8(» D=~ Et> § 
o <lO o=Kell en 

( 4 .4 ) 

So lo aque ll as R . 1. de U l!l) que no estdn tachad:ls e stdn p!'lrmi tidas, los otros no tie -

L= ü 

Estos resultados indica n que se p'J ed e proc eder en comp leto onologro 

ron lo que se h izo e n lo secciÓ n anterior usando el teorema :le Wigner-Eckart para Ul~) 

y colculan:lo e l elemen to de motriz reduc ido aprove ch ando que los co e fic ien tes de Wigner 

necesarios han sido:> calc,Jla dos ( por ejemplo por Hecht o Vergados ) y calculando e l ele -

mento de ,'I1atriz n·:> reducid.:) p-:Jra un CQ50 p;nti cular, por ejemplo con-nd ximo pe:;o e;¡ bro 

y Ke t o seo M-= L~ ~~~ 
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Sin em byrgo aqur segu iremos o tro procedimiento(2). Tenemos carocte 

ri zacbs lo:; estados respecto a 0 +( u . \,) t lo que simbv lizamos con e l Ket. 

( 4. 5 ) 

y queremos pasar al Ket ( 4.1 ) que corresponde o e igenfu nciones del operador D 
eiganvalor J . Al espec ificar el espec l'fica'Tlo. Y'\ - el y po r tanto una re­

presentación de U L ~) . 
Lo idea es posar de los estados ( 4.5 ) a los ( 4 .1 ) t o seél hacer un co~ 

bio de base : 

(4.6 ) 

Recordamos que respecto a los estados ( 4.5 ) la matriz L7' era dio 

gonal excepto por 7 submatrices de 2 x 2. Ob"iamente en los términos diagonales obte~ 

dremos los mismos nómeros en ambas cadenas y por comiguiente lo cf.Je in teresan ;on las 

matrices de 2 x 2. Si paro ningun.::; do;! ellas aparece la misma J repetida entonces po-

de;"1Os diagon<:ll izar las matrices: 

<VI S t17 0.: )~) 1171 V) S ~, O.)J> ( 4 .7 ) 

\~ A~jAJ 
y la matriz que diagond iza aD es precisamen'e la >-. "L que II evo a la base V[3j . 

Que el requisito de que n<:l haya multiplicidad en d se cumple se 

ve de la siguiente tabla: 
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Sin emb.;¡rgo aqur seguiremos otro procedimiento(2J. Tellemos caracte 

0 +( , 
rizad:>s los e,taoos respe cto a L y) I lo que simb.:>lizamos con el Ket. 

( 4.5 ) 

y querernos p:Jsar al Ket (4.1) que corresponde o eigenfuncione, del a?erodor 'V cc)n 

eiganvalor J . Al especificar el especrFica'liOs Y\- d y por tanta un:) re-

presentoci6n de \j L ~) . 
La idea es posar de las estados ( 4.5 ) a los ( 4.1 ) I o sell h.:Jcer un ca~ 

bio de b\Jse : 

(4.6 ) 

Recordarnos que respecto a los estados (4.5) la motri z lJ- ero dio 

gonal excepto por 7 submatrices de 2 )( 2. Obviamente en los términos diagonales abte~ 

dremos los mismos nómeros en ambas caden:>s y por oomiguiente lo epe interesan son los 

motrices de 2 )( 2. Si p.:Jrc ningun-::; d¿ ellas aparece lo misma J repetid;] entonces po-

de;'lOs diagon-:ll izar las motrices : 

( 4.7 ) 

\C\- A \JA J 
y lo matriz que diogon::1 iza a .v es precisomen'e la ).,I-L que 11 evo:) lo base \)[3J . 

Que el requisito de que n-:J haya cnultiplicidad en d se cumple se 

ve de la siguiente tabla; 
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'(\ S llT ¿ [~I "-J'\lJ J' (~~ h'. h'J 
2 O 0+ 0(1.00) l(oCJo) 

3 I 
T 

l~ 0(1 , O) 1..(200) 

4 O 0+ Oll.'()~ l(iOO) 

4 O 'lt O (1 1. O) 1(100) (4.8 ) 

4 t 1+ O ll. \ 1) l.Uto) 

5 .L 
1 

i­ 0(1.).!.) lC1. iO) 

6 O Oof O 0.1. 1) l U_loO) 

En!'():lces hay que escribir las matrices de tJ en a base Ot llf.) 

y Jiagon:Jlizarlas , obteniendo siempre 

( 4.9 ) 

pero obteniendo:> también la transformaci6n ( 4.6) entre las bases, Tal"lto las matrices de 

la tramformación como los elementos de matriz ( ndmericos y en términos de integrales 

de Slater) en la base UC~) aparecen en las tablas, asf como los trasla:;¡es que per­

oniten comparar ambas clasificaciones. Se ve que si bien la clasificación con Ut:~) es 

comiste:1 temente mejor, en realidad a'Tlbas clasificaciones dan un rampimiento m& o me­

1)<;)5 igual indica"do que en cierta forma la interacción IJ tendrfa dos contribuciones 

importantes una diagonal en OtL4) y otra en Ul3l) 

Esto parece confirmarse si al"lalizamos los operadores definidos en ( 3.20) 

(3.28 ), ( 3.32 ), ( 3.33), (3.34), y (3.~6 ) Y que son los que aparecen en fo rma lineal 

o cuadr6t ica ei'l la expresi6n de 1J- (3.59 ) Y (3.72). De estos hay 2, jJ Y ~ 
1.. 

que >on lo:; operadores de Casimir de \JL~ ) y,)tro '1 queeselde O;.(~) 

'(\ S \n 
'-

2 O ü+ 

3 t j-
"I" 

4 O 0+ 

4 O 'lt 

4 t 1+ 

5 .L r 1 

6 o 0-+ 

d[~\ "'J,\J 
O( 1.C O ) 

O (l \ O) 

OlL1()] 

O el LO) 

o lL 1 1) 

o Ll li) 

o U. L 1) 
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J' ( ~~ k'. h3 ) 

l (oCJo) 

1. (2 00 ) 

"l U O O) 

1(1 0 0) 

L U i o) 

1.. 0 - i o) 
ll2- 1.0) 

¡BUOY 
'4t'S O~c.(. • 

( 4.8 ) 

Ento:1 ces hay que 3ic ri bir las matrices de tJ en a base O t ( l{ ) 

y .;liagon :!1 izarlas, obteniendo siempre 

( 1 O) 
\0 O ( 4.9 ) 

pero obteniend0 también la tramformación (4.6 ) entre las bases, Ta'1to las matrices de 

la tramforma ci6n como los elementos de matriz ( nómericos y en t~ rm inos de integ rales 

de Slater) en la b"se U C~) op-ore cen en las tab las , asf co ma las trasla?es VEI per-

miten comparar ambas dasificocio nes . Se ve que si bien la clasi ficaci6n oon Ul:~) es 

co!'niste,1temente mejor, en rea lid0d a"Tlbas clasifica ciones dan un rompimiento mÓS o me­

no)S igual indi(;a:1do que en ci erta forma la interacc iÓn lJ- tendrro das contribuciones 

importantes una diagonal en 01'( '1) y otra en Ul~) 

Esto p"rece confirmarse si a,a lizamos los operoclo res definidas en (3.20 ) 

( 3. 28), ( 3.32), (3.33), ( 3.34 ), y (3 .3~ ) y que son los que aporecen en forma lineal· 

o cucdr6t ica eil .la ex¡>resi6 n de 1)- ( 3.59) Y ( 3.72 ). De estos hay 2, JJ y g 
que .iOn 1m operadores de Cas imir de \j L ~ ) y -Jtro '1. 1. que es el de 0;- ( ~) 
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Otra Ji era e l vector de Runge-Le,1z y uno de los generc!d.:>re, de O-t ( 'i ) 
'\~ Y 0 "­

Veamos los otros dos ; )./ \) • El primera ya vimos que est6 intimamente 

li gado al operador de Casimir ( de ndmera) de \J l~) • Para :J:'1<Jlizar ~ -¡ vamos 

primera a defini r el otra operador de Casimir de UL ~) el cU:ldrat ico : I 

Recordando que el operado r de Casimir cuadr6tico de Vly) es: 

( 4.11 ) 

y las identificaciones: 

( 4.12 ) 

( 4.13 ) 

tenemos 

( 4.14 ) 

y .:lespejan<h ~1. vemos que : 

( 4. 15 ) 

1 
lo que indica qu~ .~ es mixto teniendo una ?:Jrte diagonJlen Ot-( l{) y otra di~ 

gon:l l en VL"~) . Pera podemos sustituir ~l.. por Ji y .:>tros de los operadores 

que tenra'11OS (b~~~9) ' o sea tenemos que la interacciÓn (2.59) Y (2.72 )est6 d:Jda 

I f):t :t . () '¿ ) 
en términ:ls de opera<hres que o son diagonJles en la ca-Jena J Lt{ JO l'1):>ü l'~ ) (,1J. , 

odiagon:¡lesen V[li))U(~ ) ~ Oi"t3) C'i'1b) o:mol'n bos (~JJJJ:t\) 
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Otro Jl. era e! vector de Runge-Le<lz y uno de los generadores de Ji- ( i ) 

Veamos los otros dos i fJ y ~'l. • El primero ya vimos q:.Je est6 intimamente 

ligado al operador de Casimir (de ndmero) de U (~) • Para o:'1olizar ~ 1 

primero a definir el otro operador de Casimir de UL~) f el cuodratico : 

Recordando que el operador de Casimir cuadr6tico de V l y) ~: 

y las identificaciones: 

tenemos 

y .:lespejando ~ 1. vemos que : 

. ü 1. 
lo qve indica que ~ es mixto teniendo una ,o;:¡rte diagon-~Ien 01-( t.t) 

vamos 

(4.11) 

( 4.12 ) 

(4.13 ) 

( 4.14 ) 

(4.15) 

y otra di~ 

gon::¡I en V l'~). Pero podemos sustituir ~ t por Ji y otros de los operodores 

que ten ramas C.~~!~9) o sea tenemos que la interacciÓn (2.59) y ( 2.72 )est6 d,:da 

en términos de operadores que o son diagon'1les en la ca-:lena 'JLLtbdl'i)::)(i\~) \, ~l) 
odiagon;:¡Iese!l V[li))lJ(~) 2101(3) C'i'1 b ) o~nolllbos (~JJ..)):t\) 
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5. Extensión del An61isis a Otras Capas y a Cambin::zcianes de Capas. 

Extender el an61isis de las secciones prec"dente a otras capas del po­

ten:ial de CO:.Jlomb es directo. Por ejemplo la cadena usada en secc.2 se generaliza 

para cualquier capa (degeneraci6n f\ 'lo ) la siguieOlte cad:ma : 

( 5.1 ) 

que permitirla clasificar los estadas eOl lo ca~ V\ . Depende de Y) si bastará con los 

grupos de ( 5.1 ) para caracterizar totalmente los estados o bien si ser6 necesario introdu­

cir operadores o aún grupos en la caden::z ( 5.1 ) q:.Je nos den números cu6nticos extra para 

distinguir representaciones repetid::zs en los descomposiciones. 

El ejemplo m6s simpl e después de :l ~-l. P es la capa con 1(\= ~ 

• AquI lo cadena (4.1) queda como: 

( 5.2 ) 

Alper y Sinano~lu(3) han hecho el an61isis e:1 la cadena ( 5.~) poro 

obtener tonto lo interacción 1.J como energias de correlación aunque sólo en forma 

p:uciol. El an61isis general tiene el problema de que los coeficientes de Wigner de 

no han sid::¡ calculados en general. 

Otra extensión del método de los secciones 1,2 y 3 es analizar una co~ 

binación de .:a?as. Si bien se puede hacer el analisis de lo ca?a :15,-1 p por ejemplo 

agregand::¡ el efecto de la cap::l cerra:la 1sI. como veremos en lo sección siguiente, ta~ 

bién es interesante analizar e l problema de 

( 5.3 ) 
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5. Exten sión de l Aná lis is a Otras Ca pas y a Combin:Jcio nes de Capas. 

Extende r e l an ál isis de la; seccion es prectdente -:¡ otros capas del po-

ten: iol de COCJlo mb e¡ direc ta. Por ejemplo la cadena usado en sec c .2,e generaliza 

para cu-:¡Iqu ier cap:J (degeneración 1(\'1 ) la si guiente cad :mo : 

( 5. 1 ) 

que t>erm itiria clas ificar los e , ta:!os e ;l la c0 P'=l V\ . Det>ende de \1 si bas ta ro con 10$ 

grup:Js de ( 5.1 ) p:Jra carac te rizar tot'alm ente los estados o bien si se rá necesario int rodu-

cir ope rado res o aún grupo:; en la cad en:J (5 .1 ) cpe nos den números cu á nt icos ext ro paro 

dist ingui r representaciones repetid:Js en las de¡composiciones. 

El ej:e--nplo má s simple desplJés de l ~ - .l. P es la ca pa con \'\= ~ 

• Aqur la cadena (4 . 1) queda como 

( 5.2 ) 

Alpe r y 5inano~I)3) han hecho el anál is is e.1 la cadena ( 5 . ~ ) p:Jra 

ob re:"i 8r tanta la i"l tere cción ~ co mo energ ias de co rrelación a unqu e sólo en forma 

¡¡ ;l rcial . El análi,i, genera l ti e r¡ e e l pro blema de que los coefici entes de Wigner de 

n::> han sid::> calculados en g,meral. 

Otra extensión del métod:J de las secciones 1,2 y 3 es ana lizar uno co~ 

binJcián de .:O(l:JS. Si bien se puede h:Jce r el an:Jlisis de la capa :lS-.l P p:Jr ejemplo 

agreg:l~d:J el eFe;:to de la cap:J cerrad-:¡ 1 ':! L como veremos en la secci6n si gui e;¡te, tar:2, 

blén es interesante a na li ¡;ar el prob le ma de 

( 5.3 ) 
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d::mde Y\-¿ '1 d son el número de p;¡rti'culas en ~ f y 1 S ~ X e"" Ls 

tomando e l grup::l U ( S) q-Je cl as i f ica los 5 funcione, eOl e ,p;¡cio de cO:1f ig'Jra cione" 

P.:>de,llOS usar varios cade,l ':¡s, p:Jr e jemplo : 

( 5 . 4 ) 

C. Wulfmon(l~) e ; t6 re.:J lizando este estudio :Jprovechando q~e los grup::lS que ap::uece:1 no 

son demasiado complejo; . Pero también se p::ldran usar las cade,la ; : 

( 5.5 ) 

que consiste en clasificar p::lr e l número de p:Jrtrculas, primero en i S Y ).S- 2f 

sep:Jrad::l'Tlente eu ll{) ) y lueg::> en ¿ c;. y lp sep:Jradamente . O bie:1 

( 5.6 ) 

qUE :1::lS d:. una situ:Jci6n intennedia entre (5.4) Y (5.5) . 

Un:J pregunta imp::>rtante ei si lo; repreie'1taciones irreducible~ de 

contenidas eOl cod:J R.I. de U(s.) aparecen repetid;)s o se-:J si en ( 5.5 ) 

y (5.6) será ::l no necesario :Jg reg:Jr algún número cu6ntico adicion'Jl para distinguir e:1tre 

R.I. repetidas de UlLt) 

Paro averíg'Jarlo h:Jremos lo sigviente I como p:Jrtimos de : 

( 5.7 ) 

To:nand::l la R.1. totalme;lte ·:mtisimétrica de 

\j Ls) estar6n relacionad::>, c,:>n lo; de 

\J l \ O) 

'S U G'c 1.) 

las diagramas 

(spin) de tal 

de YOJn::¡ p-:Jra 

manera que a l 

producto ( 7) de siellpre la R.I. totalmente ::mtisimétrico de UL\O) . Entonces 

va'TlOS a caracterizar las R .1. de V l S) C<YI lo; nU:l1eros LIrq ~ I ~~ h'1 h,1 
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d:>nde Y\-ó '1 d son el número de p:Jrticulas en ¿ r y 1 S '1 '1.. elf\ Ls 

tomando el grup:J U (S) q'Je clasifico las 5 funcione; e, e3p:Jcia ::le c0:1figJracione3, 

un:J e;-¡ 1s, un:J e;¡ "l.'!, y 3 e;-¡ )~ 

P.:>de,llOs usar varias co::le,lJS, p:Jr ejemplo 

( 5.4) 

c. Wulfman{\~) e,t6 re,:Jlizand:J e,te estudio oprovech.:m::lo q'Je los grup.:>s que ap:Jrece,-¡ no 

son demasiado complejo;. Pero también se podran Uiar las code,la¡ : 

ULs) ~ U l u.)::::> U l~) ~ 0-1-(~) (5.5 ) 

que consiste en clasificar p:Jr el número de p:lrtrculas, primero en i S y lc:.- l f 
sep:Jrad:nlente (U l ~) ) y luego en ). ~ y lp sep:Jradamente. O bie:1 

( 5.6 ) 

qw~ ,-¡:JS d:J una situ:lci6n intemedia entre (5.4) Y (5.5). 

Un::! pregunto imp:Jrtante e¡ si la; repre¡e:"\taciones irreducible-¡ de 

conte:lidas e;¡ cod ':J R.I. de UC s;.) aparecen repetid:J> o se·:¡ si en ( 5.5 ) 

y (5.6) sero o no necesario :Jg reg:lr algún número cu6ntioo adicion:ll Dora distinguir e:ltre 

R,I. repetidas de U ly.) 

Para averig'Jarlo horemos lo sigwiente ,como portimos de : 

( 5.7 ) 

To:nan:b la R.I. totalme.,te ':lntisimétrica de U lI0) las diagramas de YOJn:¡ p-:Jra 

VLs) e¡taron relacionad:" con lo; de S U eJe L) (spin) de tal manera que zl 

producto ( 7) de siellpre la R.I. totalmente ,:¡ntisimétrico de \J L \ O) . Entonces 

vamos a caracterizor las R.1. de \JlS) C'Yl lo; números L'r,,'r., \.-~ h'1 \",..1 
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y con e l spin usand.) un suparrndice que especifica e l multiplete de ,pin, tenemas p:UQ 

las R.I. d e U L~) obtenid:1s de las R.I. de U le;) que n03 interesan p:Jr medio de 

la "branchi ng rule " del grupo unitario(7): 

f\ 

O \[01 

"2[tl } ~lol 


2 ~[ülJ \[to1 J. 1[11} i[i1J 1[01 

( 5.8 ) 

3 'i[HLt '1t1toL 't[¡ 11 J "2[11 ) :1.[111 }2 en 
4 $[111 n) S[1111 J lt)· n) ?lii 11, ) [1,1] /[2111, 1[n.1, 1[111) 1[101 

5 ~'(li1il) '1 [L111L '1 [üi1J1i[¡IIU,'f[lIu/"[nil/[n1/[1il/[1\\1 

De ( 5.8 ) fl':Jdemos ver que en este caso tampoco v,] a ser necesario 

int roducir números cuó., t icos adicionales. Por e jemplo en \1\: S las R.I. de Vl '1) 

(o)n excepci6n :le la la que n:J esta perm itida ) o)ntienen las siguientes R.I. de ot[l{) 

6[tHl1 - :;> (0./0) 

4
[Ht11 - ') CLi)

4 	 . 

[1111 -') (!J()h l\) \) 


4\:.H1il - ':> ( oJo) 

( 5.9 )4[1111 ~., (1,\) 


2[nil ~-::> (-f,~) '1 n 11) 


21) 11 - - ") COJo ) ) OJO) , ((J 1) 


2l~i1 -~ L~At~A ) 
2 [Li !1 - _') (IJó) '\ (J , t ) 
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y con el spin usando) U:1 superrndice qJ e especifico el multiplete de ;pin, tenemos p:UQ 

la; R.I. d~ U L~) obtenid:1s de la, R.I. de U ( S) que ,10; interesan p:lr medio de 

la "b:a nching rule" del grupo unitario(7): 

(\ 

O '[01 

~Ltl , lol 
2 ~[lr1) liol 1,1(11} ili1J i [01 
3 '1[Hit '11:HoL ~ [J. il ) "1[1.1 J 'lit1 } ~ en ( 5.8 ) 

4 S[Ul nJ s[1 1 n 1 l í) 11 ) 3. [il l1, ~ [1;11/[21111 1 [11.1; 1[111, 1[1 D 1 
5 ~'(iltn J '1 [ lH 1L '1 [üi]J lf[¡1I11, '1[11 U/[ui1/[n1,'1[til/[11\1 

De ( 5 .8 ) podemos ver que en este caso tampoco V.J a ser necesario 

introd :J cir números cuó.,ticos adicionale5 . Por ejemplo en Y\ ~ S las R.I. de Vl tt ) 

(c'Jn excepción de :10 la que nJ e,ta permitida) o)ntienen las sigu iente5 R'.I. de Ót[ l{) 

6 [tH i1 -:;> COJO) 

4 (l1al -O) (L~ ) 
4 [1111 -') ({,oh 1I, \) 

4(Hlil -'? (D)D) 

4[1111 _? ( ~,\) 

2[nil _J (.f, ~) '1 (LU 

2[n1 ") COJO») l2.Jo)) ((JI) 

21)11 -~ Lt~).J~A) 
2.)1L1 --") (tJD) '\ 0, 1) 

( 5 .9 ) 
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y liemos q'J e no hay representa ciones repe tid::Js. 

6 . CO:1 strucción de la; Matrice; de Hart ree-Fock p::Jra Mezclas de 

Configuracio:1es en Ato:nos del 	20. Renglón -en la Tabla Periódica . 

En ésta sección n:H inte resa ampliar lo. re.ultado s de las Tablas 

( 11 . b incluyenoo el efecto de la cap:¡ ! i 5) t pxa átomos del 2". reng lón (L ' I 
4 

~ I .B ,e ,N ,o , F,Ne )o Primeramente se hará 'Jn breve resume" de lo 

teorra del campo ::J utoconsistent e de Hart ree-FockÚ't ) I p:¡ra luego mostrar la re la c ión de 

los estados c las i ficacJ.o. p,or I a ca dena \J (lo¡ ) .::> U L ~) ::> O -te 3) con los estados 

de Hartree-Fo:k (H-F)o Es to nos permite comtruir 103 ma trices de H- F p::Jra mezcl as de 

con figuraciones en los átomos del segun da reng lón po r la técnica de las seccio nes 3 y 4 o 

Antes de recordor el análisis de H 'F r'1encion:lremos las ideas frs icas 

en que está fundamentaoo. Estos son básicame nte la de la aproximación del' ca-np::> central 

y de la del principio de Pa 'Jli y del spin electr6nico . 

La ::J,oroxima ción de ca-npo centra l implica reempla zar la a cción i nsta~. 

tánea de todos los electrones de un átomo sobre un:> d e ellos, a cc ión q'Je deb id-:J a la com­

plejidad matemática es p ;,(jctica men,-e imp-:>s ib le de ;:le terminJr aÚ:1 e" átomos lig-= ros, por 

un proble,l1a -nu ch" más simple q'Je es co ns ide ra r a cad:¡ elect ron ;iendo actu:Jd-J p:>r la 

dist ribuci6n de carga promediad J de cada uno de los electrone:; restant e; o Esta distribu­

ción de ca rga sumad:! sob re tod:>s lo s electrones, es a?ro ximad-;¡mente es férieamente simé ­

tri e::!. En la ::!pl'Qximaeión de camp::> cen tral se toma el promedio es féri co , pJra q'J e e l 

pote"cia l re:iul tan te de ésta d ist ribuci6n esférica de ca rga y de l efecto del nucleo sea tam­

S;é, esfériea me" te simétrico , esta es seo:! un campo central. Esta es rigurosamente cierto 

só lo para e l caso de ca?::!s cerradas . Para estos casos convieneJ veces el imin:H esta res ­

tricci6n de simetrra esférica. Pe"O lo fund:!mental es que la :¡praximación de Hartree- Fock 
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y vemos q'Je n:J hay repre,e;¡tacione; repetid~;. 

6 . CO:'1strucción de la; Matrices de Hartree-Fock p:lCU Mezclas de 

CO'lfiguracio:'1es en Ato:nos d el 20. Renglón 'en la Tabla Periódica. 

En ésta sección n:J3 interesa ampliar lo, re.ultad:JS de las Tablas 

( 11. b ) incluyei1cb el efecto de la cap:J I i 5) ~ p:lro ótClmos del 2J. renglón (L~' , 

~ , .B , e , Al ,O , F=' , Ne. ). Primeramente se haró 'Jn breve resumen de la 

teerla del campo :l'Jtoconsistente de Hartree-FockÚlt }, p:Jra luego mostrar la relación de 

los estad.:JS clasificado; por la cadena \J( Lj ) :J U L ~) ~ oTe 3) con los estados 

de Hartree-Fo:k ( H-F). Esto n:¡s permite comtruir la, matrices de H-F p:lra mezclas de 

configuraciones en los ótomos del segund·:¡ re • ..,glón p':Jr la técnica de las secciones 3 y 4. 

Antes de record:lr el anólisis de H'F roencion:lre,nos las ideas flsica¡ 

en que estó fundame,..,tacb. Estas son bósicamente la de la aproximación del' ca"Tlp:¡ cenrral 

y de la del prin cipio de Pa'Jli y del spin electrÓnico. 

la :l,:¡roximación de ca-np:J central implica ree,nplazar la acción insta~ 

t6nea de tod:¡s lo; ele::trone¡ de un ótomo sobre un:¡ de ellos, acción ::pe debid.J a la CO,11-

plejid:ld matem6tica es p~6cticomen¡e imp:¡sible de determin:lr aú;¡ e:l 6tomos lig=ros, p':Jr 

un proble,na nuchv m6s simple q'Je es considerar a c':ld:l electron ;iendo octuocb p-:¡r lo 

distribución d·~ c':lrg'] promediadJ de cad::! un.:J de los electrone; re;tonte.. Esta distribu-

ci6n de carga sumad:¡ sobre tod:>s los electrones, es a?roximad:¡mente esféricomente simé-

trica. En la oproximoción de camp::> central se toma el promedio esférico, p:¡ro q'Je el 

p':Jtencial re.iultante de ésta distribuci6n esférica de carga y .:le I efecto del nucleo sea tam-

S:é'l esféricame:lte simétrico, esto es se·:¡ un campo ce'ltral. Esto es rigurosamente cierto 

sólo p:¡ra el caso de ca,Jos cerrada;. Para e3to3 casos conviene=, veces el imin:¡r esta re,-

tricci6n de simetrla esférica. Pera lo fund:¡mental es que la :¡proximaci6n de Hartree- Foc~ 
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tronsfo rmo un problema de Y\ p:lrtrculos con interocci6n o uno de Yl portrculas inde­

pendientes. 

Hortree procedi6 de lo siguiente monera(J't) suponemos que coda electrón se mu=. 

ve en el campo centrol, producido por los electrones, resolvemos lo ecuoci6n de SchrC1dinger 

del electrón en dicho campo aprovechando lo simetrra esférico. Escojemos la funci6n de 

onda del n6mero cu6ntico deseado en dicho potencial y usamos esa funci6n 'P pora 

encontror la densidad de carga debido a dicho electrón. Asr construimos la densidad to­

tal de carga electrónica del 6tomo, obteniendo el potencial por las leyes de la electros­

t6tica y luego requerimos autoconsistencia¡ que el potencia.1 final coincida con el que se 

usó en la ecuaci6n de Schredinger. Paro esto Hartree procedi6 por interoci6n, proponi~ 

do funciones de prueba p:Jro determinar las densidades de carga y potenciales en la ecua­

ci6n de Sch/Odinger Las funciones obtenidas al resolver dicha ecuoci6n no ser6n siem 

pre auto consistentes o sea no ser6n idénticas a las propuestos , asr que se usan a su vez ~ 

ra construir nuevas densidades, potenciales, etc. hasta llegar a una autoconsistencia sat~ 

factoria. 

Paro caracterizar estos funciones en el campo centrol promediado tenemos tres n~ 

meros cu6nticos, Los dos 61timos son los n6meros cu6nticos azimu­

tal y magnético asociados o la simetrra y • El otro 

est6 asociado a lo porte radial en la ecuación de Sch/Odinger •. Lo simetrra esférico nos 

dice que lo energra puede depender de U y R pero no de YYl ,por lo menos 

. en copas cerrados. 

Resta ohoro discutir el spin que poro el caso usual solo implica multiplicor la fun­

ci6n en el espacio de configuroci6n por una funci6n 'f..... a- que toma dos valores pora 

y tomar en cuento el principio de exclusión de Pauli. Este princi­
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tran sform a un pro blema de Yl. p:lrtrcu las con inte rac ci6n a una de \'\ partrculas inde-

pendi entes. 

Hart ree pro cedi6 de la siguiente manera0't) suponemos que cada electron se mu!, 

ve en el campo central, producida por las e le c trones, resolvemos la ecua ci6n de SchrCJdinger 

del el e ctrón en dicho campo aprove chando la sime trfa esférica. Escojemos la funci6n de 

onda del ndmero cu6ntioo deseado en dicho potenciol y usamos esa funci6n 'P paro 

encontro r la densidad de cargo debida a dicho elect rón . Asf construimos la densidad 1'0-

ta l de ca rgo electronica del 6tomo, obteniendo el potencial por los leyes de la electros-

t(jtica y luego requeri mos au taconsiste ncio; que el potencial final coincido con el que se 

u~ en la ecuaci6n de Sch ~dinger . Para esto Hartree procedi6 par in teraci6n, proponie~ 

da Funciones de prueba p,;¡ra determinar las densidades de ca rga y potenciales en la ecua-

ción de Schrodinger las func iones obtenidas al reso lver dicha ecuación no serdn siem 

pre auto consis ten tes o sea no serón idént icas a las propuestas, ast qu e se usan o su vez ~ 

ra constru i r nue vas densidades, potencia les, etc. hasta llegar a una au taconsistencia sat~ 

factorí a. 

Pa ra carac terizar es tas fu nciones en el campa central promediado tenemos t res n~ 

meras cu6nticos/ los dos dltimos son 105 ndmeros cu4nticos azimu-

tal y magné t ico asociados o la si me trra y . El otro 

estd asociado o lo parte ra:lial en la ecuación de Schrtldinger. , La simetrra esférica nos 

d ic e que la energ ra puede depender de \.) y .Q pero no de yy\ ,par lo menos 

en capas cerradas . 

Resta ahora di scuti r el spin que poro e l caso usua l solo implico multiplicar la fun-

ci6 n en el espacia de configuració n por una fu nción '1.... (1'"' que toma do s valores para 

y tomar en cuen ta e l prin cipio de e )(cl usi6n de Pauli. Este princi-
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pio nos dice que las soluciones de un sistema at6mico deben ser funciones to ta lmente 

antisimétricas. Para poder asegu rar ésta antis imet rra se usa la técnica llamada de 

Hartree-Fock 

Hartree propuso originalmente usar como funci6n de prueba pora un 

dtomo de 'n electrones una funci6n constru ida como el producto de Yl funciones hi­

drogenoides o sea de un solo electrón. Como esta fu nc i6n no sat isfa ce en general el ­

principio de paul)l FockÚ&{) propuso constru i r un determinante cuyas col umnas sean los 

dife ren tes ordenamientos de las funciones hid¡;Jgenoides y que presenta caracterrsticas de 

antisimetrra an te permutaciones de di chos estados ya que tal es permutaciones corresponden 

a intercambiar dos columnas en dicho determinante . En la siguiente subsecci6n veremos 

en m6s detalle estas ideas y después calcularemos las matri ce;; de Hart ree-Fock para mez­

(su b-secc. b ) elas de configuraciones en la capa 

a . Tratamiento auto -consistente del problema at6mico. 

El Hamilton iano d e un sistema at6mico de Yl electrones se escribe 

gene ralmente como : 

( 6.1 ) 

donde es el operador de una sola pprtrcula formado de la energra cinéti­

ca y el patencial común para el s-ésimo electrón y \J( S/t) es la interacción entre 

par~s de partrculas para el par S j -t 

Si estamos interesados solo en el valor de expectaci6n de H con 

respecto a funciones de onda totalmente antisimétricas podemos re emplazar H por e l 

operador : 

\-1/='1'1 HolL) 4­ :'v\ l \t\-i)VCL1) ~ 6.2 ) 
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pio nos dice que los soluciones de un sistema atómico deben ser funciones totalmente 

antisimétricos. Para poder asegurar ésta antisimetrro se uso lo técnico /lomado de 

Hortree-Fock 

Hortree propuso originalmente usar como funci6n de prueba pora un 

6tomo de 'rt electrones una funci6n construida como el producto de Yl funciones hi-

drogenoides o seo de un solo electron. Como esta funci6n no satisface en general el -

principio de Poul,!¡ FockÚt¡) propuso construir un determinante cuyas columnas seon los 

diferentes ordenamientos de las funciones hidr:Jgenoides y que presento coracterrsticas de 

antisimetrra ante permutaciones de dichos estados yo que tales permutaciones corresponden 

a intercambiar dos columnas en dicho determinante. En la siguiente subsecci6n veremos 

en m6s detalle estas ideos y después calcularemos las malTice. de Hartree-Fock para mez-

elas de oonfiguraciones en la copo (sub-secc. b ) 

a. Tratamiento auto-consistente del problema atÓmico. 

El Hamiltoniano de un sistema at6mico de Y1 electrones se escribe 

generalmente como 

( 6.1 ) 

donde es el operador de una sola pprtrcula formado de la energra cinéti-

ca y el potencial común para el s-ésimo electron y '\le s /t) 

pares de partrculas para el par 5)-+ 

es la i nteracci6n entre 

Si estamos interesados solo en ei valor de expectaci6n de H con 

respecto a funciones de onda totalmente antisimétricas podemos reemplazar H por el 

operador: 

t-J/=YI H)L) * -!:-'nl\l\-i)\j(Ll) ~ 6.2 ) 
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como dijimos antes tomaremos la función totalmente antisimétrica c~ 

mo el determinante de Slater : 

con la convención de suma de Einstein, y donde t:..,.: \ _ • . .i '" es el tensor 

totalmente antisimét ri co usual defi nido como 

-+t ... \ ~1 .. · i", o fU"""'-\I>.c..i~ t~ ... l~ L-.Y\ 
E · " = -i.-;; .i\ . . . i"t~"f""'''''''''''\o\U-'':'''\,",D1Vl~L •. h (6.4)A, ... A"" Q' 

0 ..... \ e.\~IA"'-~ lJ;..-\"", . 

Las '\'4 (S) son funciones de un solo electr6n incluyendo el spin 

y o rtonorma I izadas. 

El valor de expectaci6n de \-1 respecto a (5.3) es pues: 

l

donde en la integraci6n se incluyen sumas sobre spines y los indices repetidos se suman de 

1 a y\ 

En el primer térm ino de ( 5.5 ) -i =1 o si no alguna de I las l= 

seI'Ó cera; igu::1 lmente en el 20. término ..i-:: \C. y {=.Q y i=-~ 
La suma sobre las dem6s .t da ~-Ü! en eller.término y \..'r\-~) en el 20. 

.'" (\f) \4'f ) =-¡ (Á \ \1ol1) \~)+-t~<j1 )V(IJl}\i;)-<'~1\'J({)1)\1~ (6.6) 
.. A)1 

C. élh <..: \HoU.) \f>::: }'f~( D~.lL) 'f1" ({) el. ZI ( 6.7) 

1<~1 \\Il \, t ) \k~)= )'-P~t)~1.)Vl\Jl)\fI(UJ't~(t) J Z.Jbl ( 6.8) 
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como di¡imos antes tomaremos la fun ción totalmente antisimétrica c~ 

mo e l dete rminante de Slater : 

con la convenci6 n de suma de Einstein, y donde E:.." \ _ .. .t '" es el tensor 

total mente antisimétri ca usual defi nido como 

t
-+ t '>, .4, ... 1", e~ fH>t1 ..... \bC. ~ ~ fl:Y" Á"f l. -.", 

E · .:= . - L .,.; .{ , ... i., ~~ " .......... ..... \.~ u- "" ,,,,,Dl'l ~<!: l. -.h (6.4) A, . . . .... "" tl' 

O __ \ o-\~ \A."'-~ iJ = ~_ . 

Las '\14 ( S) son funcio nes de un solo electrón incluyendo el spin 

y o rtonormal izadas. 

El va lor de expectaci6n de \1 respecto a (5.3) es pues: 

donde en la integración se incluyen sumos sobre spines y los indices repetidos se suman de 

1 a Y) 

En el primer térmi no de ( 5 . 5 ) .\ =- 1 o si no a lguna de , los é 

ser6 cero I Igualmente en el 20. té rmino .i: k. y ,:.0 

La suma sobre las dem6s -i da ~-!)! en eller.té rmino y \..Y\-lj} en el 20. 

.'. (~) ~ 'f ) =-¡ (.i \ \'\oll) H)+t. ~<J1 h, (IJl)\ i¡)-<.i1\'Jlt)lH1-P (6.6 ) 
.. AI1 

( "y\ <Á\\-\I)l t) \ f>~ }\\>~ ( 1,) ti. l L)'f1'(O J.Z . ( 6.7) 

1 .(~ 1 \\Il\) tJ \l<i)= )~~l)~L)Vl\J l) \f\{( V 'ttClJ J Z.r&l (6.8 ) 
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Las '-VA pueden desarrollarse en términos de al guna base com­

pleta de estados de una sola partrcula 

( 6.9 ) 

donde ) ...:":> podran ser las soluciones del 6tomo de hidrógeno o bien como nos 

interesa en el capitulo I (secc. 7) las del oscilador harm6n ico. 

- La suma en ( 6.9 ) es infinita pero para propositos prócticos la corta­

mos en un valor de aJ.. finito lo que nos introduce una aproximaci6n. 

(6.10 ) 

donde las E... son multiplicadores de Lagran ge que permiten la no rmalizaci6n. Un an~ 

lisis variacional de (6.10) implica minimiza r ésta expresi6n respecto a los coefi cientes d~ 

· rivando ( 6.10) respecto a C ~. e igualando a cero y recordando de las e i-. son
.(01 .... 

independientes lIegemos a las ecuaciones de Ha rt ree-Fock. 

( 6.11 )¿<o(\~\)\~'>C.i,.+L ¡Lf;ko(r\V\!'f'>-<-<tl\J,n'»LiJC4)=é,¡ (",'coL 

r ~ 1~f 

La eco ( 6. 11 ) es un sistema de ecuaciones cúbicas en Li..J.. 

y se puede resolve r por interaciones sucesivas dando un valor -inicial a las C.¡ o( susti ­

tuyendo en ( 6. 11 ) lo que reduce a ( 6. 11 ) a un conjunto de ecuaciones linea les en las C¡o( 

Si tenemos N estados ) 00( > los vectores C~..... son orto nor­

males y de N dimensiones y hay N so luc iones independ ientes de las ecuaciones. 
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las '-\'...: pueden desarrollarse en términos de alguna base com-

pleta de estados de una sola partrcula 

( 6.9) 

donde ) 0.('» podran ser las soluciones del 6tomo de hidrógeno o bien como nos 

interesa en e l capi tulo I (secc. 7) las del oscilador ha rm6nico • 

. la sumo en ( 6.9 ) es infinita pe ro para propositos pr6cticos la corta" 

rnos en un vo lor de ""' fin ito 'o que nos introduce una a proxi maci6n. 

( 6.10 ) 

donde las E.. son multip licadores de lagrange que perm iten la norma lizac i6 n. Un an~ 

lisis voriac io nal de ( 6 .10) implica minimizar ésta expresi6n respecto a los coeficientes d=. 

rivando (6 .1 0) respecto a *" C¡.. e igualando a cero y recordando de las C~·o.( son 

independ ientes Il egerroOs a las ecua ciones de Hartree-Fock . 

L ..(0(\ \4 0 \ 'V''> C.i ~ 1"1 ¡¿ r#ko{~\'J \ a' .')-<~\\J\n))LiJCf.== t~ ( ,,'aL 
r \' 1 ~r 

(6. 11 ) 

l a ec. (6.11 ) es un si.stema de ecuaciones cúbi cas en Li,J.. 

y se puede resol,verpor interaciones sucesivas dondo un volor'inicial a las C~o( susti-

tuyendo en (6.11 ) lo que redu ce a (6 . 11 ) o un conjunto de ecuaciones lineales en las C~aL 

Si tenemos N estados) ""> los vectores C~.... son ortonor­

males y de N dimensiones y hay N soluciones independientes de los ecuaciones. 
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L {<o<\\-\.. \~)-+ ¡L\(~~-<~I'I\\I¡) -<-<'\v'¡~)}(i+l }(~l'=f..( (.~., (6.12) 

~ 1 l~$ 

de las que escojemos las Y\ eigenval.ores m6s bajos E.. • Volvernos a sustituir en 
~ 

el paréntesis cuadrado de (6.11 ) Y repetirnos el anólisis hasta alcanzar la autocinsisten­

cia que es cuando la obtenida de la soluci6n de ( 6.12) es igual a la sustitui-C.... 
da en (6.11 ). 

b. Clasificaci6n Ull1) ::> UC~) y matrices de Hartree-

Fock. 

Corno se vi6 en la subsecci6n anterior para calcular el valor de ex­

pectaci6n 	(6.6) hay 3 tipas de integrales que calcular que son ( 6.7 ) y los dos casos 
r, 

de(5.8) con , ;=0 y 

Estas integrales incluyen una integraci6n sobre la parte angular de la 

interacción que contribuye solo un factor númerico (ver p. ejem. Candon-Shartley pag. 

176). Restan las integrales radiales conocidad corno integrales de Slater definidas corno : 

( 6.13 ) 

(6.14 ) 

( 6.15 ) 

donde 'RY\.CO significa la parte radial de la función de anda correspondiente a nú­

meros cu6nticos '(\ '1 O poro un electrón de coordenada radial y y la nota­

ción GI«('n¡~ .. ) "',111 significa dos electrones denúmeroscudnti ­

respectivamente con '1<. proveniente del desarrollo en ces 

la porte angular . A las integrales (6.14) se les llama también integrales directas o de 
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L {<o< \ \-\,,\~) + ¡L\ (~~-<~W \u') -<-<,IVI. ~)) (ji'J1 (~)I=(~ ' • ., (6.12) 

~ 1 ~6$ 

de las que escoj emos las '" e igenva lores m6s bo jos E. . o Va lvemos o sustituir en 
'4 

el p :JrI~ntesis cuadrado de (6.11 ) Y repetimos e l an61isis hasta alcanzar la a\Jtocinsisten­

cía que es cU::Jndo la (... obtenido de la solución de ( 6.1 2 ) es igualo la 5ustitui-

da en ( 6. 11 ). 

b. Clasificación \J L Lt):::> UC~) y motrices de Hortree-

Fad<. 

Como se vió en lo subsección anterior p::lra calcular e l va lor de ex-

pec tac ión ( 6.6 ) hay 3 t ipos de integrales que calcular gue son ( 6.7 ) Y 105 dos cosos 

" 
de ( 5. 8) con y 

Estas integrales incluyen una integración sobre la parte angular de la 

inte ra cci6n que contribuye solo un facto r nú me rice ( ver p . e jem. Condon-Shortley pog . 

176) . Restan 105 integra l es radiales conocidod como integrales de Sloter definidos como : 

( 6.13 ) 

(6.14 ) 

( 6.15 ) 

donde 'R't'\,t l l) signi fica la pa rte radial de lo función de onda correspondiente a nú-

meros cu6nticos '(\ '1 O para un elec trón de coord enada radial '< y la nota-

c;ón G 1( L '(\ ~.~~ I "'; 11 ) significa dos el eetrones derlllmero$Cv6nti-

cos 'f\. ~ . 
... JI .. y V\ . J ' 

1 1 
respect iva mente con '1<. proveniente del desa rro llo en 

la p:nte angular. A las in tegral es (6.14) se les llama tam bién integrales di rectas o de 
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Cou lomb yo los ( 6. 15 ) integrales de intercambio y éstos ú ltimos solo t ienen sent ido si 

y 

P~ro volva mos a las matrices de la interacci6 n V cal culados en 

la capa 1..S -l.f usondo la cadena De hecho esas matri 

ces co rrespon den o un cólculo de Hartree-Fock como ve remos inmed iatamente . 

Primero es necesa rio incl ui r lo copo cerrado lisJ 1. pora pode r 

comparar con las energ ras exactas de los p ro blemas atómicos . Sup:mgamos un sistemc; , 

atómico con la con figu raci6n 

li S)1. [L ~)d ll.~ )YI-Ó :: 6 . 10 ) 

esto es oon 2 electrones ll enando la copo iSo y <::on Yl electrones en la cepa 

,d dee llosen 2.5. (.,\::0.;1) 1.) y Y\ - 4 en 2.. p . En 

esta forma estamos trabajando con Ul"t) ;> Vl») .l< '1\-4 ) es el número cu6n 

tico asociado al operador de Casimir lineal en Ul~) ), pero al mismo tiemp:> :JI 

fijar Y\ y estamos en una configuraci6n d:Jda y podemos obtener el determino~ 

te de Slater corresp:>ndientes. Veamos un ej emplo 'rI := ~ o seo Boro. Según los ta­

bias ( 11 . (" ) hay 6 estados diosonoies p:Jra VI:: ~ y uno motriz de 2 x 2. Anol~ 

cemos primero los cosos con J =! . Según las tablas ( 11.6 ) hoy los siguientes ca­

sos : 

'(\=~ d=! S L "\1 
\ 
... O ~ 

!. 
l 1 + ( 6.17 ) 

I 
1 l T 

! 
lo t -+ 

Tomemos primero el caso L~ L , oomo hoy do:; eiectrones en (L.!, )t. 

y I en '1 S. (.~ -d. ) y ~ en 29< \'\- á = 2) y el spin es t el d,=term;n:mte de Slater 
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Coulomb ya las (6.15) integrales de intercambio y éstas últimas solo tienen sentido si 

y 

Pero volvamos a las matrices de la interacci6n V calculadas en 

la capa 1.. S -l.f usando la cadena De hecho esas matri 

ces corresponden a un c6lculo de Hartree-Fock camo veremos inmediatamente. 

Primero es necesario incluir la cap~ cerrada lisJ 1. para poder 

comparar con las energras exactas de los problemas atómicos. Sup:lngamos un sistemc: '. 

atómico con la configuraci6n 

II ~) 1. L 2. '> ) ~ L L ~ )VI-Ó :: 6 , lb) 

esto es oon 2 electrones llenando la capa 1 ~ y ron Y1 electrones en la cC,:Ja 

,jdeellosen 25. (J:oJl j l.) y YI.- Ó en L P . En 

esta forma estamos trabajando con .c( VI.-¿) es el número cu6n 

tico asociado al operador de Casimir lineal en UL!') ), pero al mismo tiemp :.> ~I 

fijar Y\ y estamos en un~ configuraci6n d~d~ y podemo~ obtener el determina~ 

te de S later corresp:lndientes. Veamos un e; emplo "n := .} o ,ea Boro. Según las ta-

bias ( 11. ~ ) huy 6 estados diasonaies p:lra VI = ~ y una matriz de 2 x 2. Anol~ 

cemos primero los casos con j::: i . Según las tablas (11.6 ) hay los siguientes ca-

sos : 

Y\=~ Jd S L \1 
\ O ~ ... 
1. 1 + ( 6.17 ) 
l 

I .l .,. 
¡ , 
1. t -+ 

Tomemos primero el calO L-= L , oomo ha y do , eiectrone:; en (!.5.)l 

y I en 1. <" ( d :: !.) y ~ en 2" '11- a::: íl) y el spin es ~. e l d-=term ;n:lnte de Slater 
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tiene la forma: 

'f\()()l {.) 'ltLl) 

~\(lI.>Li.) -LtU 
1t1.00 l0 l~U\ 
~l..\\(t) ~+(t) ( 6.18 ) 

'\'1.\\ Lt> 't-Ll} 

en la capa 1. S-l.~ hay 3 estados en el espacio de configuraci6n y dos de spin y este 

estado ( 6.18 ) corresponde a la R. I. caracterizada por §3 ffi1 (s"-t)I 

El caso S=~ L-:. t tampoco presenta dificultad ya que el 

determinante de Slater que cumple esto es "'-1 ) L=! ) es: 

'tloJt) ~+(l) 
\.\' 1. (L) 1. _U.)0 

't...oll)l,A t.) 

lU (6.19 )"1.Ull)'X... 

'\'2.\olt) ~ ti.) 

Los otros casos presentan mós de una posibilidad para el determinante 

y procederemos por el método de trazas. lo . vemos L= L 

La funci6n de H.-f . es: 

~lI(P") 'X.t(i) 
'heoll) 'X_ \t\ 

( 6.20 )~1.oJ..L) ~1"lU 
~u-.lt) 'X. +Ll) 

'tl.\"••,tlt) 'Lll) 

tiene la Forma : 

"f,;,¡()lU'L lt) 
~\ "u L\.) -LtU 
~l.Oo l0 l ... C.~\ 
'* U\ (U '"K+(L) 
\\'¡.I\ LO 1:.-Lt j 
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(6.18 ) 

en la capa J.. ~-l.t> hay 3 estados en el espacio de co nfigura c ión y dos de spin y este 

estado ( 6.18 ) co rresponde a la R.I. caract erizada por ~ I ffi::l l <;, ; 1.) 

El caso ~:;~ Le:. (. tampoco presen ta dificu ltad yo que el 

d~terminante de Sla te r que cumple esta [S = ~ ) L=! ) es: 

'f,,,JO '1-+( l ) 

~Iffl t!.) l _l i.) 

'1'1 .. n li )').·A \-) 

~l..tl u,.) 'X../ .u 

"t 2. \oli.) ~ ti.) 

(6.19 ) 

La. o tros casos p resentan m~s de una posibil idad para el dete nninante 

y procederemos por el mé todo de t razas . lo. vemos L -= i 

La fun ció n de H. - F. es : 

~1"P·) ~(Ü 
,*,toll) --X~ \ tI 

'* l.oJl.} 1..1' l U 
'\\lu",ll) 'X l \.) 

't l.\ ..... Ct ) "'Ll l} 

y S=-i: 

( 6.20) 



- 144 ­

como 

Necesitamos calcular e l valor de expecta ci6n de H (~) ~ ~) que es indepe~ 

diente de M\..) respecto ;:J estos estados. Pero la traza de una matriz es, invariante 

ante una transformaci6n unitaria. Usamos precisamente una transformaci6n unitoria para 

pasar de las funcion es "\.lJ a funciones de momento angular total l'T", ... , 

En nuestro casa tenemos: 

( 6.21 ) 

y las trazas de las combinaciones: 

( 6.22 ) 

son iguales. Pero en el m iembro derecho de ( 6.22 ) vemos que tenemos ~ lo que 

es precisamente ( 6.18 ) entonces podemos obtener ( ) independiente­q, \ ) \-\ <PI 

mente. Es importante notar que las fu nciones <f>L caracterizadas por J C.== ! ) 

'rI l =l,) y L (::1~2) son precisamente las funcio:1 es de la cadena 

U(Y) .:;J u L») :> O;- ( ~) 

Pero pasemos al caso L= O ) ~:: ~ • Como ¡UL.. = O y 

M~=-~ 
"\'\oolü l-tll.) 
~\ooll) ).-lI.) 


~&AI.(L) "4(J) 

( 6. 23 )~1.\",(l)4(t) 

'Vu", l \') 	'X_Ll) 

Tenemos tres casos \.1 T 'ÜT Y ~ Y por una t ransfo_r'!,,-\ ' T _\¡I 0.l D 

,..h ,h La traza es : mac i6n unitaria pasamos a , "+' L=1.. '+'L. :: 1. 
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como tenemos dos casos 'tr">9\J""'-= 'PI/Ji. ~ ~) ¡) 
Necesitamos calcu lar el valor de expectación de H ( '1') ~ ~) que es indepe~ 

diente de M Lo ) respecto ;J estos estados. Pero la trazo de uno matriz es, invariante 

ante una transfo rmació n unitari a. Usarnos precisamente uno transformación un ita ria para 

pasar de las funciones "\11 a funciones 
Y ... "" de momento angular tota l l 

En nuestra caso tenemos: 

(6.21 ) 

y las trazas de las combinaciones: 

( 6.22 ) 

son iguales. Pero en el miembro derecho de (6.22) vernos que tenernos que 

es preci5Qmente ( ó. 18 ) entonces podernos obtener ( ~\ ) \-\ <r
1 

) independiente-

mente. Es importante notar que las funciones cf>L caracterizadas por á (= 1) 

Y\l=l,) Y L (= t .;2.) son precisamente las funcio:1es de la cadena 

u( y ) ::J uL)) => O -t L ~) 

Pero pasemos a I caso L -= O ) s:. ~ • Como I\,t = O y 

Ms=-~ 
,,*,ool{) '4(t.) 
~\oolt) )..-lL) 

"'I.<I.(L) ~(t) 
'VL, .... l1)'4lt) 

'\'LI'I'\ U .. ) "( _ Ll) 

Tenernos tres casos 

moción unitaria pasamos a 

(6.23 ) 

\.1 T ,-1r y 'E y por una transfo_r 
"tl,-\' T_'J 1 0.1 () 

,-h ,\, La traza es : 
'-+' L -=-:1... '+'L'" L 
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y en el miembro derecho ya conocemos los dos últimos sumandos y podemos tener el lo. 

Continu::mdo con el problema del Boro ( \,\-::.. ~ veamos los otros 

casos J: ~ y ( ver Tablas 11. , ) Hay los siguientes casos: 

<; L 1f L '11 
1 
1.. 

2. ­ i (6.25a,b) 

i 
O 

Los casos L-::.. 1 ~:.Oó.l corresponden :l la motriz de 

2 x 2 en las Tablas. Pero empecemos con L=- L. 5:.1 , el determinante es : 
~ 

.1=0 

1'\L-= 1 -~ 

~-: L
;a.. 

~ool!) I+U)
'\fI OC) a)'x.•.({.) 
"l\\U..)~(L)
"+1.IIl ~ )~(L) ( 6.26 ) 

"t1.\Dl\')'lt-ll) 

que se calcula directamente ya que no hay mas que un determinante lo mismo p:lra L-=-o , 

s = .!
L 

con el determinante: 

i'\CIOll.)~TU) 
J .::o "flcl()ltp- (LJ 


L-::..o 1-LlIlOA"tlU 
 ( 6.'0 ) 

~l\o~l) l.,Ü> 

~¿,_\(~)1+lt) 


pora las funciones de la matriz de 2 x 2 CL-{ empezaremos con que do un 

solo caso 

'k 00lL) '4(t) 
"',<X> lt.) 'LUJ 
\\lwolt) '4H.) 

( 6.28 )
lt-1H(t)~_ltJ 

~LI \ (!.) t.~(t) 
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y en e l miembro derecho yo conocemos los dos dl timos sumandos y podemos tener el lo. 

Continu:mdo con el pro blema del Bo ro ( VI.-:'1. ve<Jmos los otros 

casos .1= i) y ( ver Ta bla s 11. ' ) Hay los sigu ien tes casos: 

s L 1f 
1 1 -
~ 

{ 

O 

L '11 
t ( 6.25a,b) 

Los cosos L -::. l ~~ O ó 1. 

L=-'L ~:l 

corresponden o lo matriz de 

2 x 2 en las Tablas. Paro empecemos con 
;t 

, el determinante es : 

.1=0 
~ooL!) I+U) 
'fIlO lO 1.-({j 

'f \ "tl\\ U .. ) "4U.} 
L=l -~ "1.1\ n ) Cl..{L) ( 6.26 ) 

<:,-= ~ "f1.\D t..~)t1"(ll 

qu e se calc ula directamente ya que no hay mas que un determ inante lo mismo p;:¡ra L-=-o I 

S'" .¡ con el dete rminante: 

J .::o 
L-=-o 

i'\ooLtn ... \ 1.) 
'fl,6(lti.p- (LJ 

"1-Lu lO A-tlU 

'+l\O ~ L) k.,Ü> 
"* L H (~J 1+LL) 

p':no las fu nciones de la ma triz de 2 x 2 (L"{ empezaremos con 

solo caso 

'koolL) 'tt(L) 
\l_l t) 1....{!) 

~~olt) '4(lj 

~~ll) "'_ltJ 

1-2.\ ,e!) 't ... H.) 

( 6.27) 

que da un 

( 6.28 ) 
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en cambio para L::. i pero con tenemos varios casos : 

~ooLt)4liJ 

f\f1clvU.JtJi) 
( 6.29 )l:::! "'h.1'"O)'L. (L) 

1'LI'" (l) t-(t) 
1'1.\",u( tn.,l{) 

la restricciones son vn41M.'.",,": 1 y 'wI.:i: ",,1/ ésta últ ima por tener sus de­

rnós números cuónticos igu:!les. Tenemos \:17 y y por un:! transfo.!:,T\o,;> 

maci6n unitaria pasamos a A... y • La traza es : 'fL".1. 

(6.30 ) 

pero <Pt. estó dado por (6.26) Ypodemos obtener ~\ ' de (6.30) Lo ~ue no po­

demos obtener directamente por este método es el elemento fuera de la diagonal en la matriz 

de 2 x 2. Para obtenerlo en el método H-F habrra que hacer una mezcla de configurac io­

nes. Pero de hecho lo tenemos en las Tablas ( 11. b ) 

De este ejemplo podemos ver que las funciones clasiflcadas por 

Uly.) .::>\Jl)))o't"l\) corresponden a las 4>L y que 01 usar dichas funciones al calc~ 

lar el valor de expectaci6n del Hamiltoniano atómica estamos haciendo un c61culo de Hartree 

Fock(H-F) para la configuraci6n (6.16). En las Tab las (11. b ) ya hemos obtenido p':arte 

del valor de expectaci6n de la interacci 'on V , aquella que corresponde a 2.s-1. 'P 

nada m6s. De hecho al incluir la capa ls el valorde expectaci6n es idéntico al que se 

ob tiene del cólculo de Hartree-Fock o sea : 

<\1 ~ el L \ \J \ '1 S.l' L'> -=- ~ F\ls/A.~)·d'[¿.F O(H/iS )-GO(¿~/!.S)1 + 

1\1')_ ~)\jFolL~)lS)-~~ll¿f)!.S)1\ ¡~.'-+ [-\óhl~s Il .6J ( 6.31 ) 
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en camb io para L -::. i pero con te,lemos varios casos: 

d;::o 
"t\ooll)'4(!.) 

1}u",I1J1.JL) 

l = 1 "'tLI~( OL(1) (6.'E ) 

.')=~ "'hll'" (l) 't.lt) 
1..-

1UMU(tn~{) 

la rest ricciones son 'm.+~.: ... ",,'/ :: 1 ésta última por tener su, de·-

m6s números cu6nticos igu::Iies. Tenemos "\:17 r 10<.> y y por un::! transfo.::. 

maci6n un itari a pasamos a A") 'f L -- le y <\\:: ! • La traza es : 

(~OQ) ~ ~oJ -t ('-P; \_1 ~ ti ~I-I)= l ~t) Ii t) r (crl) H ~ J (6.30 ) 

pero <P1. est6 dado por (6.26) Y podemos obtener <t'\ I de (6.30) Lo que no po-

demos obtener directamente por este méto:lo es el elemento fuera de la diagon.::d en la matriz 

de 2 x 2. Pa ra obtene rlo en el método H-F habrra que hacer unCl mezcla de configuracio-

nes. Pero de hecho lo tenema:; en las Tablas ( 11 . {. ) 

De este ejemplo podemos ver que las funciones clasiFlcadas p~r 

UU-t) J \J l'))) oll\) corresp:mden a las 4>L y que al usar dichas funciones al calc:::. 

lar el va lor de expectaci6n del Hami ltoniano::!t6mico estarnos haciendo un cálculo de Hartree 

Fock (H-F) p<Jra la configuraci6n (6.16). En las Tablas (11. 6 ) ya hemos obtenido p':lrte 

del valor de expectación de la interacci~on \J . aquella que corresponde a 2~-1.'(> 

nada m6s. De hecho al incluir la capa ls. el valor de expectación es idéntico al que se 

obtiene del cdlcu lo de Hartree-Fock o sea : 

<. 'v1 S J L\ \J \ 'r'1 SJ I L,> -=- ~ f Ü l1'l¡ i s)+ a L2. F O(l5¡i)l-GO(l.~Jts )1 + 

i \Yl-J) \j.\="°lL~JLS)-~ ~'l¿f¡iS)l \ ¡ ~.\' -+ [~\ ~ b lc\ s I1. 6 J ( 6.31 ) 
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Donde en (6.31) los elemenros de matriz de V est6n caracteriza 

dos en lo caden::J UlLt) :::> UL ~) (ver secc.3) yen las integrales de Slater se 

ha usado la notaci6n espectroscapica l ~l"'~ ~ \~u) usamos ~ , para 1"",- t ~ C!'tc.. 
El Liltimo p::Jréntesis cuadrado in~ica que las integrales de Slater del tipo FtÚg·A, 2~.)I 

p'Jra un::J 1 y 'vi dadas ap:Jrecen en las Tablas ( 11. b ) y solo faltarra calcular la 

correcci6n a los términos diagonales que ap::Jrece como factor de rol.l' en ( 6.31 ) 

Paro para tener la matriz completa de H falta incluir las integrales de H.. Es claro que 

p::Jra la matriz de Hartree-Fock completa tenemos: 

.(ltS)1.l.~J'l.f"-·r L" \»1(l.S)t B.l 1f"-1 l!l>::: ~l~~ .l!.s ...lY\-J) l1.r1"F"(isJl <»)+ 

Jl:n:·O(l.S¡LS)- ~"U~J2-s>1-t~-cn[2F"(!~)2P)-1 C,°(!s)l.,)l\ X.U ' T[-,~ \'l~l (6.32 ) 

Las 7 motrices de 2 x 2 en las Tablas ( 11. b ) corresponden pues a me~ 

elas de configuraciones de H-F en distintos sistemas at6micos de la capa :t~ -2.. f 

Para tener dichas matrices de 2 x 2 para el hamiltoniano completo en fanna mlmerica basta 

contener las expresiones siguientes para las integrales de Slater obtenidas con funciones Cou­

lombianas con 'Z' par6metro variacional ; 
2.'1 z!l Z2' 

1\<;.::' T-Z2' .J ILs=I¡,r="T-T 
(ol!::> L~)=-z'11. G'CiS )j))- IIlZ/ ( 6.33 )
\.:1 ) 72.') )-, - 2.li7 

FO(ü tS)= z's. FC)( is l.S)= ~/. F"( Ls 2..0)= S'1'Z'
) 'lI ) ) ~ \ ) )" 2.'13 

donde Z es la carga del nueleo y -Z' el par6metra introducido en las funciones respecro 

a las cuales estamos calculando '10 matriz de H y que se puede obtener por minimizaci6n de di 

el. J . b f "-7'-_-'Cha matrrz o ien ijar .:.. L. (6.33) est6 en unidades (f."=- 1 

P\lra los 7 cosos en q\le hay mezcla de configuraciones las matrices de 
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Donde en ( 6.31) los el ementos de matriz de V estdn caracteriza 

dos en b caden::! ULl{) :J UL ~) ( ver sec(; .3) y en fas integrales de Slater se 

ha usado fa nota c i6n espectroscopica l flo"" .D e-v) usarnos C;, , para 

El 1I1 timo poréntesis cuad rado in~ica que las integrales de Slater del tipo 

.l.\~t t' ~tc., 

f t (2P_ 20 -) 
AJ J 

pora uno 1. y 'v1. dados ap:lrecen en las Tablas ( 11. b ) y solo faltarra calcular la 

correcci6n o los términos d iagonales que aparece como factor de r"JI en ( 6.31 ) 

Pero para tener la matriz comple ta de H falta incluir las integrales de H.. Es claro que 

pora la matriz de Hartree-Fock completa tenernos : 

.(lt S)1.l.~ J ' l.f"-~· Ln \» 1{L S)t l. ~ .I1r~- ¡ L!T) == ~ l~ "t .l ¡~S +(:fl-.l) l1."T F"( isJ! '»+ 

J Ll.F·(l~,l.S)- &OU\J2.S51-t~-.!)l2FO(!.s)2P}-1 G"(!\)2.,n\ S.U' T [-t~ ~lúl ( 6.32) 

Las 7 matrices de 2 x 2 en IQS Tablas ( 11. b ) corresponden pues a me~ 

elas de configu rocio nes de H-F en distintos sistemas a tómicos de la capo lo ~ -2, f 

Paro tener dichas motrices de 2 x 2 pa ra el hamiltoniano completo en farma ndmerica basta 

con tener las expresion es siguientes para las in teg rales de Slater obtenidas con funciones Cou-

, 
lomb ianos con 2 pardmetro variacional ; 

2 '1) _ 2'1 Zz' 
l \ ... ~ T - 22 .J 11. ... = 11."'= 15 - 1( 

fO I L<:, v;.)=-¿') 1. G1CiS )o)_lIlZ' 
\..:> \. J 72..' ) J-' - :.tln ( 6.33 ) 

F"(is 15)= z's - FC)(!s loS)= ~/- F"(Ls 2.0) = s"rz ' ) ~ ) } .,.. \ } ). 2'U 

, 
donde Z es la carga del nuel eo y -Z e l po rdme t ro introdu cida en las funciones respecto 

a 105 cuales estoma s calculando 'la matriz de H y que se puede obtener por minimización de di 

cha motriz: o bien fij ar 2 '=:"2. el. I 
( 6. 33 ) est6 E!1l un idades elo = 1 

Pa ro los 7 e05O. en que hay mezcla de configuracion2s las mat ri ces de 
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H-F quedan como s.igue : 

l~) 

(e) ( 6.34 ) 

'y\: '1 2=" (I,s-Z'l.-I'f.'flflU
1 

-. OlH21 
\ 

(e)lV:. 1+ -.Ol'l~Z' 1.$2/1.-1'1,7/'12') 

Vl='i 2::(, (I.S 2/~ 11t.'1n72' ,OlQ?>2' ) lC) 
trL :: i~ .01'\3"2.' I.S2.'t..JLt .l~¡-02' 

h=c;z=7 (1.'l.S2/1._".O~)-Z' .OLfILf:Z' ) lN) 
. O'1'l.{'Z' 1.{'l52,1.-1~.~'i.nz' 

YI=b 2..=-~ (1.7S2/
'l-).I,Cl'i'172' • OS07 Z' \ (O) 

• ()';.o7:Z' ).7S2'~1..1.1.l'S"l2' ) 

- 148 -

H-F quedan co mo 5,igue : 

l~) 

Ce) (6.34) 

Y\-='1 2=" (loS'21~'I(.'(l(1.'2.1 - . OlH2' \ 

lV=-.l+ -. OlBZ' 1.'52'"'-11f,7/"I -:Z' ) Ce ) 

\1::'i 'Z=' (I.S2'~I't.'1H72' ,Olq~2/) 
Llf" = i"" .Ol'tl'Z' I.S2'~}Lf .1~to2' 

l C ) 

'n=t; z=7 (1.t.lS2'l-_I\.O~)2' . 0'1IL(2' ) lN ) 
. 0'1/4"2' U)l52,1.-1~.~I.t.nz' 

\1=" 2.=-'lI (1. 7S:Z/~-:1.1.q'i'f72' . 0507 z/ \ (O) 
• Dt:;.07 2' )'7SL'~1..}.1.tS'1Z' j 

http:1.{'l52,1.-1~.~'i.nz
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CAPITULO 111 

GRUPOS DE NO-INVARIANCIA EN FISICA ATOMICA 

En el capnulo anterior ( Cap. 11, secc. 2 ) vimos que si vamos mós 

alió de la simetrra obvia que proviene de las propiedades de transformaci6n de las coorde­

nJdJs ante el grupo y construimos un grupo de transformaciones de 

co·;¡rdenadas y tambien impulsos que deja invariante el Hamilto­

niano del ótomo de hidrógeno, podemos obtener la explicación de la degeneraci6n accide~ 

tal. Cad:! nivel de energra del hidrógeno tiene asociadas entonces un conjunto de eigen­

funciones que forman base para un:¡ R.I. particular de 0+ ('-\) 
Sin embargo los generadores del grupo 01" (Ll) no nos 

p'Jeden conectar estados de diferente energra. Para esto debemos usar operadores que mez­

cle" diferentes R.I. de O-t(I.f) . La forma m6s satisfactoria de hacer es~ es en 

grobar en vn grupo mayor que lo contenga como subgrupo(l). Pero es muy 

importante hacer notar que los generadores de éste grupo mayor no conmutarón CO:'l el Hami,,!. 

toniano, lo que se indica dóndole el nombre de grupo de no-invariancia(l) del problema. 

Ademós ciertamente no tenemos un solo grupo de no-invariancia ya que las Ilnicas condici~ 

nes son que contenga :¡ o'tL'!) como subgrupo (o en general al grupo de invariancia 

del problema que se trote) y que sus generadores depend:!n exclusivamente de las variables 

din6micas que ap:!recen en el Ha'Tliltoniano. CO.11O ciertamente hay varios grupos de no-inv~ 

ri ancia posi bles p·.:¡ra un problema dado y como no le hemos atribuido ningdna caracterrstica 

L 

CAPIT ULO 111 

G RUPOS DE NO-INYARIANCIA EN FlSICA ATOMICA 

En el ca?rtulo anterior ( Cap. 11, secc. 2) vimos que si vamos m6s 

all6 :le la simetrra obvia que provi ene de las propiedades de transformación de las coarde-

n:¡d::¡:¡ ante el grupo o~ C~) y constru imos un grupo de transformacio~es de 

covrden ::Jdas y tambien impulsos que deja invariante el Hamilh:;l-

niano del 6tomo de h idr6geno, podemos obtener lo explicación de la degeneración Qccide~ 

tal. Cad::J nivel de ene rgr::¡ del hidrógeno tiene asociodos enton ces un conjunh:;l de eigen-

funciones que forman base pa ra un::J R.1. fl'lrt icula r de 0+ C'-\) 

Sin embargo los generadores del grupo O t l LI) no nos 

f)"J e-d en con ectar estados de diferente energro. Para esto debemos usor operadores que mez­

clen diferentes R.t. de O-t(~). La forma rOOs sa tisfach:;lria de haceres;o es en 

gl obor en Lln g ru?O ma yo r que lo contenga como subgrupo(I). Pero es muy 

importan te ha cer na tar que los gene radores de és te grupo mayor no con muta r6n con el Hami,!. 

ton iona, lo que se indica d6ndole e l no mbre de grupo de nO-invariancia (l) de l prablema. 

Ad em6s c iertamente no ten emos un solo gn.Jpa de no-invarian cia ya que las únicas condici~ 

nes son que contenga ::J o T L '!) como subg1Vpo ( o en gene ra l al grupo de invariancia 

del problema que se trate) y que sus generadores depend;¡n exclusi vamente de la) va rioble$ 

din6m ¡cas que apy-ecen en el Halli h o nianD. Co:no cierta'Tlente hay varia s g rupos de no-inv~ 

riancia fXJ;ibles p':IIU un problema d:l oo y como no le hemos at ribuido ning Ll na cara<;: te rrstica 

j 
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m6s a los grupos de no-invariancia debemos antes que nada explicar la motivaci6n para i!!. 

trodu ci rlos • 

Dejando de lado el interés que los investigadores en parttculas 

elementales tienen en las ideas de'l;imetrtas intrinsecamente rotas" que aparecen en forma 

autom6tica en tratamientos como los del "camino del octete" y otras métodos de c1asifica­

ci6n de los hadrones y las resonancias (y que fué de hecho la motivaci6n original del co!!. 

cepto de grupo de no-invariancia ), a nosotros nos va a interesar m6s bien su utilidad en 

frsica at6mica. La utilidad de los grupos de no-invariancia proviene del hecho de que nos 

permite en forma natural pasar de un nivel de energta a otro. Esto es consecuencia de que 

en general un grupo de niveles de energta puede tomarse como un solo multiplete del grupo 

de no-invariancia si despreciamos las diferencias de energta entre los niveles. Hay casos 

en que todos los niveles de energta de un sistema ftsico pueden tomarse como una sola R.1. 

de dimensi6n infinita de un grupo no compacto de no-invariancia(I). Sin embargo es impo!. 

tante el hecho de que la diferencia de energta que 'estamos olvidando es proporcional a la 

misma interacci6n qu e es responsable de la existencia del grupo de invariancia del proble­

ma. O en otras palabras los grupos de no-invariancia co rresponden en general a simetrta s 

intrtnsecamente rotas. 

A pesar de ésta situaci6n los grupos de no-invari ancia nos pueden 

propo rci~na r informaci6n '1luy útil (2) • Como dij imos antes los generadores de di chos g rupos 

podrtan cambiar el número cu6ntico V'\ en el prob lema coulombiano. Si escribimos los es 

tados del 6tomo de hidrogeno como: 

( 0. 1 ) 

y queremos posar a un estado con números cu6nticos '(\ 
( y m' P"demos p~ 
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más a lo s grupos de no-invariancia debemos antes c¡ue nada expli car la motivación para i~ 

troduci rlos. 

De jando de lado el interés c¡ue los investigadores en ;>artrculas 

elemental es ti enen en las ideas de'~imet rras intrinsecamente rotos" c¡ue ap;:]recen en forma 

au tom6tica en tratamientos como los del "cami no del octete" y otros métodos de clasifica­

ci6n de los had rones y las resona ncias (y c¡ue fué de hecho la motivación original del co~ 

cepto de grupo de no-invarian cia ), a nosotros nos va a in teresar más bien su utilidad en 

R'sico a tómica . La utilidad de los grupos de no-invarioncia proviene del hecho de c¡ue nos 

permite en forma natural pasa r de un nivel de energra a otro. Esto es consecuencia de c¡ue 

en genera l un grupo de niveles de energra puede tomarse como un solo multiplete del grupo 

de no -invm ian cia si despreciamos las d iferencias de energra entre los niveles. Hay casos 

en que todos los nivel es de energra de un sistema frsico p~eden tomarse como una sola R.I . 

de dime nsió n infi nita de un grupo no compacto de no-invariancia(I). Sin embargo es impo.!:. 

tante el hecho de que la diferencia de energra que estamos olvidando es proporcional a la 

misma interacción que es responsable de la existencia del grupo de invariancia del proble­

ma. O en otras palabros los grupos de no-invariancia corresponden en general a simetrras 

intrrnsecamente rotas. 

A pesar de ésta situación los grupos de no-invariancia nos pueden 

proporci~nar información 'lluy úti l(2) . Como dijimos antes los generadores de dichos grupos 

podrfan cambiar el número cuántico V"I en el problema coulombiano. Si escribimos los es 

tados del átomo de h idrogeno como: 

{ 

y c¡ueremos posar a un estado con números cuánticos '(\ y m' 

( 0.1 ) 

p.,demos p~ 
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L~ L't y L"Z, o bién ceder asr, usar los generadores de 

(0.2 )y 

p;:]ra cam biar el númera cu6ntico m que corresp::lnde al subgrupo de 01'C~) 

( 0.3) 

Pvdemos usa r luego los generadores adicionales de 0+LLf) 


pora mezclar representaciones de O+(:~) C. O+(.'t) ( es decir cambiar la .i ): 


(0.4 ) 

Pvr úl t imo usar un generador del gl\lpo de no-invariancia ( lIamémoslo G ) que cambie 

la '" o sea mezcla las R.I. de su subgrupo O~(1) c. G 

(O.5 ) 

Esto implica que podemos analizar problemas din6micos como las 

transiciones entre niveles en el hidrógeno usando lenguaje geamétrico ( Tearra de gl\lpos ) 

Es decir que entre los grupos de transformaciones que nos interesan no est6n solo 9quellos 

en el hidr6geno ) sino grupos moyo-que dejan la energra invariante ( como 

res que revelen algo m6s de la estructura ot6mica, por e jemplo permitiendo generar el espe=. 

tro • 

En este caprtu lo procederemos primero (secc.1 ) de ejemplificar con 

algunos sistemas din6micos muy sencillos como constl\lir gruPos cuyos generadores sean funci~n 

solamente de las variables din6micas que aparecen en el Hamiltoniano correspondiente y que 

contengan coma subgrupo al grupo de simetrras del mismo, mostrando adem6s que los niveles 

del sistema pertenecen a una sola R.I. del grupo mayor perm itiendonos generar todos los esto-

dos del sistema a partir del conocimiento de los estados de mdximo peso mediante uno Wcnica 

ceder asr, usar los generod::Jres de 

L _1 "t"L 
"!:. = L .,. - ~ "t y 
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L")I. L'{ 

p:HO cambiar e l número cu6ntico m qve corresp:>nde al subgrupo 

P.:l demos usar luego lo. gene radores adic ionales de O+[ t.¡) 

y L-z. o b ién 

(0. 2 ) 

de O"(~) 

( 0. 3 ) 

p:Jra mezcl r representaciones de O+(:~) c. 0+(.'0 ( es decir cambiar la l ): 

(0.4 ) 

Po r últ imo usar un generador del gnJpo de no-invariancia ( lIamémoslo G ) que cambie 

la "Vl o seo mezcla los R.I. de su subglVpo Q"'t(lt) c. G 

\ VI tI ",') ___ G,--.;:.;:. 1\'\' J' mi) ( 0.5 ) 

Esto imp li ca que podemos ana li za r prob lemas din6micos como las 

transic iones entre niveles en el hidrógeno usando lenguaje geomé trico ( l eorra de grupos) 

Es de c ir que entre los grupos de transfo rmaciones que nos interesan no estdn solo 9quellos 

que dejan la energ ra invarian te ( como en e l hidrdgeno ) sino grupos moyo-

res que revelen algo mós de la es tructuro :ltómica, por t: jemplo permitiendo generar el espe=. 

t ro • 

En es te capnulo p roced eremos primero (secc.1 ) de ejemplificar oon 

algunos sis temas d in6micos muy senci llos como construir grupos cuyos generadores seon funci~n 

so lamente de la; variables dinóm icas que aparecen en el Hamil toniano correspondiente y que 

contengan como subgrupo al grup'::l de simet rras del mismo, mostrcmdo odemós que 10$ niveles 

del sis tema p ~ rteneeen a un" sola R. I. del grupo ma yor perm itiendonos generar todos los esto-

do s del sistema a part ir del conocimiento de los estados de máximo peso mediante uno ~cnica 
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(3)
generol • 

Seguidamente (secc. 2) procederemos a analizar los posi bles gru­

pos de no-invariancia del problema coulombiano y la relevancia que tendron cad:l uno en 

el anólisis de la estructuro de los niveles(4). A continu:lci6n se vero ( secc. 3) la releva~ 

cia de los grupos de no-invariancia en relación con la técnica de 2a . cU:lntizaci6n y la ­

construcción de cadenas de clasificaci6n p:lro niveles atómicos(5) • 

l. Construcción Explicita de los Generadores de GrujlOS de No­

Invariancia poro algunos Sistemas Dinómicos(3). 

Escojeremos en esta secci6n dos ejemplos muy sencillos pero que ­

muestron con toda generolidad como construir los generodores de grupos de no-invariancia 

y como usar dichos generodores P':Iro construir todos los posibles estado. de los sistemas con 

solo conocer los estados de móximo peso mediante una técnica generol. 

La forma como procederemos sero la siguiente: usaremos las varia-

bies dinómicas de los sistemas frsicos que vamos a analizor ( rotor rrgido y oscilador armón,!. 

co) paro construir operadores cuyas reglas de con-nutación correspondan al 61gebro de Líe 

de algún grupo. Este grupo debe tener las siguientes caracterrsticas : contener como sub 

brupo al grupo de simetrras del sistema y que sus operodores de Casimir seon constantes paro 

que las eigenfu nciones del Hamiltoniano frsico pertenezcan a uno misma representaci6n del 

grupo mayor. 

a. Oscilador arm6nico un idimension::d . 

El Ha milton iano de este probl eme es 

( 1.1 ) 

o!n so luciones de la forma : 
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(3) 
general • 

Segu idClmente ( se;;c. 2 ) procederemos a anal izar los posibl es gru-

pos de no-invariancia del problema coulombiano y la relevancia que tendrán cad:=¡ uno en 

e l análisis de la est ru ctura de los niveles(4). A continu:Jci6n se veré (secc. 3) la relevan 

cia de los grupos de no-invariaIH; ia en relaci6n con la técnica de 2a o cu:=¡ntiza::ión y la -

construcci6n de cadenm de clasifica ci6 n p:Jra niveles at6micos(5). 

l. Co,1~trucci6n Explic:ta de los Generadores de Gru¡:¡os de No-

Invari ancia pa ra a:g~mos Sistemas Dinám icos(3) . 

Escojeremos en esta secci6n dos eiemplos muy sencillos pero que -

muestron con toda generalidad como construir los generadores de grupos de no-invariancia 

y como usar dichos generadores p,:¡ra construir todos los F,:::;sibles estado~ de los sish~mas con 

solo conoce r los estados de má ximo peso mediante una técnica gene ro l. 

La forma como procederemo, seré la siguiente: usaremos las varia" 

bies d inámicas de los sistemas fTsi cos que vamos a analizar ( rotor rTgido y oscilador arm6n,2. 

co ) para construir operadores cuyas reglas de con-nutaci6n correspondan al álgebra de Lie 

d_ a lgún grupo. Este grupo debe tener las siguientes caracterlsticas : contener como sub 

::',upo al grupo de simetrras del sistema y que sus operadores de Casimir sean constantes para 

que las eigenfunciones del Hami I ton iano Hsico pertenezcan a un':J misma representaci6n del 

grupo mayor. 

a. Oscilador arm6nico unidimension::d. 

El Hami I ton iano de este probl ema es 

( 1.1 ) 

~n soluciones de la forma 
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( 1.2 ) 

CO:11O es bien conocido el grupo de invariancia es ~\J U.) 

Pero tomemos el siguiente p...nto de vista; usaremos las variables din6micas del problema, 

yo se·;] ~ y fI o ;]ltemativamente las operadores de creación y aniquilación Q1 Y 

o.. definidos como: 

( 1.3 ) 

Para construir nuevos operadores que generan el 61gebra de Líe de un grupo que contengo 

a <; U<. t) como subgrupo. Dichos operadores son : 

( 1.4 ) 

Estos forman un 61gebra de Lie, de hecho son los generadores de un 

grupo O[l.." ! ) como demostro Lipkin. No todos los generadores ( 1.4) conmuton 

con ( 1.1 ) Y tenemos un grupo de no-invariancia. 

CO!'lstruimos el operador de Casimir de 0(;,) j ) y de ( 1.4 ) 

tenemos que: 

( 1.5 ) 

. 11­
lo que implica q',Je todas las eigenfunciones del problema son eigenfunciones de con el 

misma eigenvalar, o sea, todas las soluciones ( 1.2) pertenecen a la misma R.I. de 0(2, L) 

P"demos construir todos los posibles estados ( 1.2) a partir del estado de m6ximo ¡>eso y epi.!. 

c6ndole a este el operodor de descenso en el peso 1 _ .. En este caso tenemos dos estados 

de m6ximo peso ya que : 
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( 1.2 ) 

CO;110 es bien conocido el gl\lpo de invarianci a es ~ V ti..) 

Pero tom emos el siguiente p.m to de visto; usaremos las variables din6micas de l problema, 

o ;:¡ Itemati vamente las operadores de creación y aniquilaci6n Ct '1 Y 

Q. definidos como: 

( 1.3 ) 

Paro constru ir nuevos operadores que gene run e l 61 gebra de líe de un grupo que contenga 

o 'S U L i.) como subgrupo . Dichos operadores 50:1 : 

J I~= O-J...Q. ( 1.4 ) 

Estos forma n un 61gebro de Lie, de hecho son los generadores de un 

grupo O U.~ ! ) como demostro Lipkin. No todos 105 generadores ( 1.4) conmutan 

con ( 1.1 ) y te.,emos un grupo de no-i nvorioncio. 

CO:1struimos e l operador de Cas im ir de 0(;.)1) y de ( 1.4 ) 

tenemos que : 

( 1.5 ) 

lo qu e implica q'"e todas las e igenfun ciones de l probl ema son eigenfun cio nes de 11 
oon el 

mismo e igenvalor, o sea, todas I¡;¡s so luc iones ( 1.2) pertenecen o la misma R.1. de Ol2, L) 

P,, -:lemos construi r todas fos posib les e~tO{b s ( 1.2 ) a part ir del estado de móximo ¡leso y apu' 

c6nd;¡ le o este e l ope rador de descenso en el peiO 1 _ . En este caso tenemos dos estados 

de m6ximo peso \0') '1 0.1' \0) ya que: 
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( 1,6 ) 

cuyos pesos respect ivos son : 

( 1.7 ) 1" '0'>= O 

Pero a mbos estados de m6ximo peso pertenecen a e l mismo eigen­

valor del operado r de Casimir de O(l)!) . E.;to 61timo no es tan roro, por ej emplo 

l.. 
al posar de OCL) ::> ot (1.) , el ope ladol de Casimir de OO.) es L-z. 
pero L'Z- mi smo es invariante ante O+(.l..) y no en 0(2-) asr que uiando L

'a, 

z. 
:t 

como operador de Casim ir de 0(1) obtenemos 2 estados de m6ximo peso con el mis ­

......'1. \~.. mo eigenvalor ... de 1-. 

Paro el punto fundameltai :,)5 que todas las eigenfunciones pares 

se pueden obtener ap licando potenc ias de 1_ a l estado \ O,> y todos los estados 

impa res se obti enen apl icando (IJ'< a Q.+ \ O) 

Tamb ién podemos co nstruir los elemento; de matriz de los generad~ 

res del grupo de no-invaria ncia uno vez cO:locidas las e igenfunc iones de la R.I. de ü(~.I L) 

De hecho ten emos : 

<n'\1" IY\)::- ~ (u\+ !) ¡~ ~Vl ( 1. 8 ) 

<Y\ ' IIJ \"\'> =- ~ J('t,""i)l V\~ 1)' ¡\'t') n+ l. 

Esto mu·estra las ca~acterrsticas de los grupo:; de no- invariancia c~ 

mo ~~:tensiones del grupo de simetrras del sistema frsi co . Las e igensolucione:; pe rtenecen a 

varias R.I . del gru,JO de invariancia (generalmente ':J un n6mero infinito de R. I.) Constru i­
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( 1.6 ) 

cuyos pesos respectivos son : 

L \ 0)=0 r~ (l-t 1 0'>= O ( 1.7 ) 

Paro ambos estados de m6ximo ;:>eso p0rtenecen a el mismo eigen-

valor del operador de Casimir de 0(1)!) . E.;to último no es tan raro, por ejemplo 

al pasar de aLl.)::> ot (1.) I el o¡:>e.adclI de Casimir de 

pero L'Z- mismo es invariante ante O+lL) y no~n Ol2..) 

oo.} 1. 
es L-z. 

1-
asr que uiando L2. 

:t 
como operador de Casimir de 0[1) obtenemo<; 2 estados de m6ximo pesa con el mis-

..... 1. l4Z mo eigenvalor ... de 

Paro el punto fundam81tai oeS que todas las eigenfunciones pares 

se pueden obtener aplicando potencias de 1_ al estado \0> y todos los estados 

imp;¡res se obtienen apl icando (IJ k 
a a.. '" \ O) 

También podemos construir los elemento~ de matriz de los genera~ 

res del gru;:>o de no-invariancia un:! vez CO:1ocidas las eigenfunciones de la R.I. de OUAJ 

De hecho tenemos : 

<n'l I., ¡ ~)=-~ ( ~\'l +!)¡~~V1 ( 1.8) 

<'(\ ' 11J \'\ '> =- ~ J ('VhiH\lH 1)' J:'y,'J V\~ l. 

Esto muestra las caracterrsticas de lo. grup:>i de no-invariancia c~ 

mo ~~;tensiones del grupo de simetrras del sistema frsico. Las eigensoluciones pertenecen a 

varias R.I. del grupo de invariancia (generalmente.;¡ un número infinito de R.I.) Construi-
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mos el grupo mayor de tal manera que todos los soluciones sean eigenfunciones de uno solo 

R.I. de :licho grupo mayor. 

Notamos que esto implico que el grupo mayor es no compacto y 

todos sus ojJeradores de Casimir deben ser constantes. 

b. Rotor Puntu:J1 en el plano. 


Anal icemos el problema de uno p:Jrtrcula constreñido o moverse en 


U.1 circulo. Su simetrra obviamente corresponde 01 grupo 01-(1) . Tenemos solo dos 

variables dinómicas, el óngulo <t y su conjugado canónico el momento angular. Que­

remo. extender O+(.t.} o un grupo de no-invariancia cuyos generadores dependen sola­

mente de esos dos variables dinómicas. 

Una formo notural de proceder es extender O"t-t1.) tomando 

las comp:mentes X y '1 del mo.llento angular tridimensionol ( L '11 y L" )¡ 

el iminor su dependencia del segundo óngulo e y ver si ellos junto con el generador de 

foman un ólgebra de Líe. Estos ojJeradores: 

( 1.9 ) 

foman efectivamente un ólgebra de Líe. Sin embargo los dos primeros operadores ( 1.9) no 

tienen hermiticidod definid:J. O seo mientras sus reglas de conmutaci6n corresponden a la 

extensi6n complejo de un :llgebra de Líe de 0"+C!.) ,no son los generadores de dicho 

grupo. De hecho si queremos construir una extensi6n del grupo de simetrras debemos cons­

truir con los ojJeradores ( 1.9 ) otros tres operadores que sean hermitianos, por simetrizaci6n. 

Estos resultan ser : 

( 1.10 ) 
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mos el gru¡JO mayo r de ta l manera que todas las soluciane-$ sean eigenfuncianes de una so la 

R.I. de :licho gru po ma yor. 

No tamos que esto implica que el gru¡x> mayor es no compacto y 

todos sus OiJ radores de Casimi r debe n ser cons tantes. 

b. Rotor Puntu::¡l en e l plano . 

Anal icemos el pro blema de una p::¡rtrculo constreñida a moverse en 

OTI" ... ) u" ci rcula. Susimetrra obviamente corresponde a l grupo ~. Tenemos solo dos 

va ri ab les diná micas, el á ngu lo Cf y su conjugado caoon ico e l momento a ngular. Que-

remo:; extender O+(;L} a un grupo de no-invariancia cuyas generadores dependen 5010-

mente de esas dos variables dinámicas. 

Una forma n;:¡tural de proceder e-$ extender toma ndo 

y '1 del mo,nento angu lar t rid imension;:¡1 ( L "IC y l't )¡ 

eli min:Jr su dependen cia del segundo 6ngula e y ver si ellos junto can el generador de 

forman un álgebra de líe. Estos operadores : 

( 1.9 ) 

fo rman efectivamente un álgebro de líe. Si n em ba rgo los dos p rimeras operadores (1.9) no 

t ien en hermiticida::l defin id :J. O seo mi en tras sus reglas de conmutaci6n co rresponden a la 

extensiÓn compleja de un :J lgebro de lie de Q'te!.) ,no son los gen erado res de dicho 

grup:J. De hecho si queremos construir una extensi6n del grupo de simetrfas debemos cons-

truir con 105 o?e ra-Jores ( 1.9 ) otros tres operado res que sean hermi tionos, po r simetriza ci6n . 

Estas resu I tan ser: 

( 1.10 ) 
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que son los generadores de un grup:l euclideo",~ en dos dimensiones E.. (l.) 

( 1.11 ) 

El operodor de Ca5im i r de fU.. ) es : 

( 1.12 ) 

y de nuevo todas las soluciones del problema pertenecen a la misma R.1. del grupo mayor 

y partiendo de cu:dquier estado podemos obtener todos los dem6s con solo ;¡plicar los gen=. 

rodore; de E(,,).) . En éste caso ta:-nbién ¡>:demo; obtener lo; elementos de matriz de 

los operadores de ascenso en el peso (L)(.:= p)<."t-.i f'f ) 

y de peso (L"2.= Lo) 

<'m'l Lo 1W\)=vn ¡mm' 

<"",1 I Lw Im,>:= -m ¡ ( 1.13 )J 
1'1'11-1),," 

<V'fI' \ L~ 1m) -:::. 'rn rYh-l ~I 

El proceso anterior no e:; único. Pode,l1os tratar de extender el gru­

po de invariancia como sigue; construyamos los operod:lres : 

( 1.14 ) 

que son los generadores usuales de un grupo un imod ular unitario S U L 1) 


minando su dependencia en '(::~ 'x.1.-+ '/1.' que '10 es U:-¡:l variable di n6mica en este 


probl ema . Obtenemos lo; operad::lre; : 

~e \ l:: - /\.J;v"I. 'f C4l. Cf ~ 'f I 

Ó. 
( 1,15 )CLl-= ~ 'f CAl tf ~\f I 
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c¡ue son los generacJD re'; de un grupo eu cl idea:);) en d0s dimensione, E. Col.) 

( 1 .11 ) 

El operad0r de Cmimir de f ( 1 ) es : 

( 1.12 ) 

y ;le n'Jevo todas las soluciones de l probl ema pertenecen a la misma R.1. del grup0 mayo r 

y part , ~ndo de cu;:¡lc¡uier estado p::ldemos o l:,¡-ener tod:Js los dem6s con solo .:JjJlicar los gen:=. 

rodares de E ( .>.. ) • En éste C0~0 !'o:nbi¿n ;Kdemo.i üb :ener 1m elementos de matriz de 

los ojJerad::lres de ascenso en el peso ( L)C,::; P,. ~.i ~'f ) 

y .::le peso (L,= Lo ) 

<Th
l 

I LlI 1m) = - m f ",+I;m I ( 1.1 3) 

< '('n I \ L~ I ~) -:::. 'rY\ r Y"I'I -l ", J 

El proceso an i8'-¡or no es único. Pode.nos tratar de extender el gru-

po de invononcia como sigué; constru yorno; los operad,xes : 

C ,,::: x ·~ 
.(1 • ó'K-i 

( 1. 14 ) 

c¡ue son los generadores usuales de un gn.¡p::l unimodular unitario S U l l ) 
C¡ue "0 es u,,:¡ variable din6mica en este 

probl ema. Obtenemos lo:; operadores : 
~ 

C ,l :: -~ 'f C-ól..'f ;:. f I 

~ e n= /\J-tI. 'f CAl l{J ~ \.f I 

e 1. ~ 
\t=un~¿'f 

d 
(l.\ -= - ~lf ~ ( 1,15 ) 
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Estos ronno, un álgebra de Lie pero otra vez no son hel1Tlitianos, 

asr que construimos tres o¡Jeracbres hel1Tlitianos con ellos (notar que solo 3 de los 

son independientes) y fOl1Tla:1 un álgebro de Lie de un grupo de no-invariancia 

( 1.16 ) 

En este ejemplo sencillo de cbs dimensiones el grupo es otra vez 

pero en general estas dos fOl1Tlas de construir dan dos grupos de no-invariancia 

di ferentes. 

Estos ejemplos muestran que es lo que esperamos de ésta técnica 

de usar las variables dinámicas p:lra construir los generadores de un grupo de no-invarian­

cia, que si bien no deja invariante al Ha"Tliltoniano sin embargo nos pennite resolver el pr~ 

blema con solo conocer la representaci6n p:lrticular de este grupo mayor a la que pertenezcan 

tod:» los estados y de la detenninaci6n de uno de los eigenestados podel1Tlos construir todos 

los demás directamente como hemos mostrado :Irriba. 

La extensi6n de estos problemas sencillos p;:¡ra el caso tridimensional 

es di recta y a¡>:Irece en la Ref . 3 ¡Jero ;:¡q;.¡r nos interesa fund:l'Tl S'ltalmente el problema del 

átomo de hidrógano cuyos grupos de no-invarioncia se on:llizan en la siguiente secci6n. 

2. Grupos de No-Invariancia del "Atomo de Hidr6geno. 

Yolvamos al problema plante:lcb en las ecuaciones ( 0.3 ), ( 0.4 ) 

y (0.5), o se·;] ¿ como p:lsar de eln estado de! átomo de h idrógeno a otro cu;:¡lquiera, inclu­

so de otra cap·;]? Para cambiat la Jl. ( R.I. de 
 ) nos basta con ogregor 


a los gene radores de O-tc.. 2,; L~ , L_ y L-z. el operador A 2 

perQ p;¡ra qu e se c ierre un á lgebra de Lie nece.i tamos también agrega r A.¡. . Lo ante­

rior no es más que una fOl1Tla d iferente de visualizar la co nstrucci6n de 
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Estos forma , un 6 1gebra de Li e ¡:l BItl otra vez no son hermitianos, 

a sr que construimos tres o¡:¡e radores hermiti anos con ellos ( n.:> ta r que so lo 3 de los 

so n independientes ) y forma:'! un álgebra d e Lie:le un grupo de no-invoriancia 

( 1.16 ) 

En este ejemplo senci l lo de dos dimension es el grup~ es otro vez 

pero en generol es tas dos fo rmas de constru ir dan dos grupos de no-inva riancia 

di ferentes. 

Estas ejemplos muestren que es la que espemmos de ésta técnico 

de usar las var iables din<1micos pora co nstruir las gen eradores de un grupo de no-invorian-

cio, que si bien no deja invariante a l Ho-nil toniano sin emba rgo nos permite resolver el pr~ 

blema con solo con :>cer la representoci6n p:uticular de este grupo mayor a la que pertenezcan 

tod:J:; los es tados y d e la determin:lc i6n de uno de los eigenestados podermos const ru ir tudas 

los cl emó, d irectamente co mo hemos mostrado :Jrriba. 

La extensión de estos p ro blemas sencillos p;¡ra el caso tridimensional 

es directa y a¡:¡ :Jre ce en la Ref. 3 ;:¡eltl :Jq",r nos interesa fund:l'T1S1talmente el p ltlb lema del 

ó tomo de h idróg=n:¡ cuyos grupos de rlo-i nvar ian c ia se ·::mali zan en lo siguiente secci6n. 

2. Grupos de Na-Invarian cia del "Atomo de Hidr6geno. 

Volvamos al problema plante:Jcb en las ecuac iones ( 0 .3), ( 0 .4 ) 

y (0 .5), o se·::¡ ¿ corno p:I:;ar de.Jn e.ltadD del <Horno' de h id rógeno a otro cua lquiera, inclu -

~o de :ltra cap::¡ ? Pura cambia~ la o 
-"'. ( R.I. de ) nos basta con :lgregar 

a los generad:> res de el operador 

perO p~ra que se cierre un álgebra de Lie nece,itamo> también agregar A + . Lo GClte-

rior no es m6s que una forma diferente de visual izar la construcción de 
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( usa ndo A.,_ ,A 'Z. , L ... - y como generado res). Pero el supuesto gru­

po G ::> 0+('-1) de ( 0. 5 ) debe proporc ionamos un operado r s que cambie la 

(R.I. de 0"1 (LO ) • A co n t
" 
lnU~Clón mostraremos (~ que p-.Jra forma r un 

álgebra de Li e necesitamos agrega r a los generadores de 01' ( L¡ ) no solo S 

sino po r lo menos otros tres generadores, ya que si : 

( 2 . 1 ) 

en tonces: 

A"S )"'lm>-f\o\h'..t. m>~ 1~ll'm,> ( 2 . 2 ) 

Definimos 

( 2. 4 ) 

Aunque no hemos fij ado aún las reglas de con mu tac ión de S 

es claro que los grupos de no-invaria ncia que construyamos son grupos de 

por lo menos 10 p.Jr6metros q~e conti enen a 01'L't) como subgrupo. 

An.J lizaremos grupos de éstas caracterrst icas . 

0 (5) (2.4)a) Grupo L 

Este grup:> es compacto, y por consigu iente tiene representaciones 

irreducibles unitarias de cln número finito de dimensiones . P.)r lo tanto no p.:¡demos te,1er un:. 

solaR . I. de 05) qcle conteng<J todos los estad·:¡s del átomo de h idr6gen-:>, sino qJe c=. 

d:J R. 1. conte.,dr6 a lo más U1 ci erto número finito ::h estado;. Pu r ésta razón no haremos u., 

. (, 

(' 
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(usando A-t Az ' L;­ y 1 
Lz. como generodores ). Pero el supuesto gru-

G :::> O+(y) de ( 0.5) debe proporcio;-¡arnos un operodor 

( R. I. de Oi CLj) ) A 
" (2) 

• contlnU':lClón mo;traremos 

61gebro de líe nece-;itamos agregar a los generadores de 

sino por lo menos otros tres generadores, ya que si : 

entonces. 

\¡' , 

Definimos 

s que camb ie la 

que P':¡ro formar u;-¡ 

no solo S 

( 2.1 ) 

( 2.2 ) 

( 2.4 ) 

Aunque no hemos fijado aún las reglas de conmutación de S 

es claro que los grupos de no-invariancia que construyamos son grupos de 

por lo menos 10p:¡r6metros q\Oe contienen a otL'iJ como subgrupo. 

Anal izaremos grupos de éstas caracterrsticas. 

0 (5) (2.4) a) Grupo L 

Este grufY-l es cumpacto, y por consiguiente tiene representaciones 

irreducibles unitarias de un número finito de dimensiones. P.Jr lo tanto no podemos te,ler vna 

sola R.1. de 0(5) que conteng':¡ todos los estados del 6tomo de h idr6g,mo, sino qlJe c::. 

do R.1. conte"dr6 a lo más u., cierto número finito ::1= ,,·¡tado;. P.Jr ésta razón no haremos U.l 

r 
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an61 isis del tipo de la secc. I pora la construcci6n de los generadores de 0(5) , an6­

lisis que reservaremos p:Jra los grupos de no-invariancia no compactos que veremos m6s ad=. 

lante. 

Asr es que supondremos los genera.dores de 0(5) dados: 

(...0",,- d., ~ =IJ . .. S l.ol't~) ( 2.5 )LÁ~ 
estos generadores pueden identificarse con L , y S ( ya que ~~ 
podemos tomar L .. :L LAJ {= l}lJ3J ' L... '1;;:~ ) L ..s =~ Y L'1'i- S

"1 

y tienen las siguientes caracterrsticas correspondientes a transro/Tl1aciones ortogonales infi ­

nitesimales en un esp;¡cio pentadimension:Jl. 

( 2.6 )L~oL=- L.. p~ [L..f1Ly¡l·A (L ~¡ ~l' -t L~¡~-<l') 
El grupo OLe;) tiene 2 operadores de Casimir que son : 

' \ 
( 2.7 ) 

tensor totalmente antisim~trico. Estrictamente hablando el 20. 

operador de Casimir es L. Ee. · E~ que es un operador de 40. grado ya que 
E. 


misma no tiene paridad definida pera para nuestras propositos bastar6 anal izar E ~ ya 


que p:Jra sistemas de un solo electrón lo que limita las R.I. de O(S) 

que podemos usar. Vamos a etiquetar esas R.I. con el ndmera cu6ntico k asociado a 

k 1. Y oon los ndmeros Y\ ,J. ,VY\ de los subgrupos de Oes ) 

( 2.8 ) 

y escribimo:; nuestras estados como: 
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an6lis' s del tip~ de la secc . I para la canstrucci6n de los generadores de O (S) , an6-

Ii ~ is q'Je rese rvaremos p:JIU lo, grupos de no-i nvarian cia no compactos que veremos m6s ad! 

ta nteo 

Asr es que supon dremos 105 generado res de O es) dadas: 

( 2.5 ) 

estos generadores pueden identi fi carse con L , ~ y S ( ya q.¡e 

y tienen las siguien tes ca !Ucterrsticos correspondientes Q transfol1Tla ciones o rtogonales infi-

nitesimales en un esp.3c io pentadimensio n:J l. 

L,. oL=- L~p ~ LL"' ~ JL,.J~.l (L p¡ ¡"'l' ... L.¡~.q. ) ( 2.6 ) 

El grupo OLe; ) t iene 2 pe radores de Casimir que san : 

'\ 
( 2.7 ) 

con tenso r to talmente an tisimétrico. Estri ctam ente hablando el 20. 

operador de Casimir es 2. EE. · E E. qu e es un ope rado r de 40. g rado yo que 
i. 

mismQ no ti ene paridad definida pero para nuestros propositos bostard ana liza r E~ ya 

que p:Jra sistemas de un salo e lectrcSn lo que limita las R.I. de 0 (5) 

que podemos u,ar. Vamos a e tiquetar e sas R.I. con el ndmero cu6ntico k. asociado a 

k 1. Y con los ndme ros Yl , ~ I 'vY\ de los subgl1.lpos de O C. S) 

( 2.8) 

y esc ribi mo; nu~tras es tados como: 
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( 2.9) 

El he cho de qu e los gene radores sean he nni tia nos y que el opera ­

. • .. d f' 'd . l ' (11)do r de CaSlmlr sea pOSiti vO e Inl o Imp Ica : 

( 2.10 ) 

t 
( oon núme ro cu6nti co oso ciado o A + L" 

Adem6s se ha demostrado (6) que: 

( 2." ) 

y que la dimensión de uno R.I. caracterizad ;) por k:. V\-! es: 

Pero ahora recordemos que ca do nive l del eStomo de hidrógeno tiene deger-el'ación y\1. 

si oontamos el número total de estados contenidos en los I~ 'Vl niveles tenemos: 

Entonces podemos considera r que nuestra gru;>o comp:Jcto de no·-invariancia Oc.S) t iene 

en su R. l. con k:: Yi. - ! contenidos aquellas R.I. de SUlL)C SULl.J 

que corresponden a todos los estados de los Y\ primeros niveles del hidrógeno . Cada 

R.I. describe dichos Y1 niveles atómicos en un solo multiplete d e OLS) 

o en otras poi abras las representaciones de OC.S) relevan ­

tes al problema (con (K , O) ) cO i" respondien::lo a \<,. y E t = O 

son sumas directas de R.I . ( ~ ,O ) de 0+(Lf) con y\ - i:= ~ ~ k 
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( 2.9) 

El hecho de que los generadores sean herrnitianos y que el opera-

do d C . . .. d f· ·d . l· (11) r e aSlmlr sea ¡JOSltlvo e Inl :) Imp Ica : 

( 2.10 ) 

( con ~;:: Y)- ! número cu6ntico osociado o A't. + L1. 

Adem6s se ha demostrado (6) que: 

( 2.11 ) 

y que la dimensi6n de uno R.I. caracterizad::> por k= V\-i. es : 

lk-+-! )(K.+.l.)(Lk;'3) _ ~ (~+1 )(.l.ñ -t- .0 
G b 

.)9t., l~n. \( ele Oes)) (2.12) 

Pero ahora recordemos que cad,:] nivel del 6tomo de hidrógeno tiene degere.-aci6n y\ 1. 

si contamos el número total de estados contenidos en los 1ClS. Yl niveles tenemos: 

Entonces podemos considerar que nuestro gru,:>o comp:lcto de no·-invariancia Oc. S) tiene 

en su R.I. con k==Yt-! contenidos aquellas R.I. de su eL) )C S00.) 

que corresponden a todos los estados de los Yi primeros niveles del hidrógeno. Cada 

R.I. describe dichos Y1 niveles atómicos en un <;010 multiplete de O c..S) 

o en otras poi abras las representaciones de Oc..S) relevan-

tes al problema (con (K ,O) ) cotrespondien::lo a \< 1.. 

+ 
son sumas directas de R.I. ( ~ , O ) d= O C. Lf) con Y1 - i := ~ ~ k 
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I..os eleí'nento; de matriz de los generadores que nos permiten cam­

biar de cap'.J at6mica estan d;:¡~s por : 

\ ... lk \Il t m>== A,,\(V\tWl):=..{ \\c:V11..1. m> "t ~ \k '" !-!M) 
( 2.\4 )

J'ts \l<~g W\) =. S !k:V\ O~,>::: ~ \\o',.{. ~ \'Y\) -+ ~ \ ~ n-L Q M,> 

p-:lra la forma expl icita de o< , r- , J ver ref. 6 • 

b) Grupo Eucl ideano E.LLi)(2,5) 

P.;¡semos ahora a grupos no compoctos que contengan a O'tLl.f ) 

como subgrupo. Para construir los generadores de estos grupos procederemos como en la 

secc. I • Pero 10 es importante escribir los generadores de 0+('1) en términos 

de las coorden;:¡d,:¡s de Fock definidas en ( 11.2) : P.;¡ra esto definimos los operadores : 

( 2.15 ) 

con coorden:Jdas de Fock definid.Js como en ( 11.2.' ) que obviamente ( pue!. 

to que son generadores de rotaciones infinitesimales) generan el algebra de líe de 0"'(Lf) 

I..os operadores ( 2.15 ) estdn en el esp;:¡cia momental pero dependen solamente de variables 

dinómicas del Ha-niltoniano hidrogenoide ( ~ , E. ). Si ahoro :lgregamos otros cu;:¡­

tro operadores que depend:ln ;010 de dichas variables y mostramos que estos nuevos operodo­

res y las L ~~ forman un dl gebro de Lie habremos construido un grupo de no-invaria~ 

cía segan la receta de la secc. l. 

Proponemos esos nuevos operodores como las m ismas coordenadas 

y liemos qu e : 

[L,.\.I }y" \)1 == x,. 
( 2.16 ) 

[l)"») LjlJ=).' L).>). 
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Lo , elem ento; de mo tri z. de 105 generad';Hes que nos permiten cam-

Siar de cop':] at6mica estan d::d os po r : 

j~ 'i l k vd m>== A'Z. '\(~'WI; =-< \ ~Yll~l m) "t ~ \ le:; V\ .t-! IY\) 

J'{s \I(Y' ~ WI; s S ! K VI Qm> = ~ \\0''''. ~ '(l"\)" ~ \ ~ n-!. ~ t'Y\ "> 
p:no la formo exp licita de o( , \-' , ;r ve r re f. 6 • 

b) Grupa Euc l ideono E.l'1)(2,5) 

( 2.i4 ) 

Pasemos ahora a grupos no compac to s qu e contengan a ot L L.f) 

como subgru po. Poro construi r 105 gene radores de estos grupos procederem~ como en la 

secc . I . Pera 10 es importante escrib ir los generadores de O+UO en t' rm inos 

de las coorden:Jd.:Js de Fock definidas en ( 11. 2 ) : Pu ra es to defi nimos los operadores : 

( 2.15 ) 

con cO:Jrden:¡das de Fock definidJs como en ( 11. 2.' ) que obvia mente ( pu e~ 

to que son generadores de ro ta ciones in fini tesima les ) generon el algebra de lie de 01'['1 ) 

Los operado res ( 2.15) estén en el espacio momental pero dependen sol amente d e variables 

di n6micas del HO"T1 iltoniano hidrogenoide ( , E ). Si ahoro :Jgregamos o tros cu:¡-

tro operadores que depend :J n ;010 de di chas variab les y mostramos que es tos nuevos o perodo-

res y los L ... ~ fo rma n ~m 61gebro de Lie habremos construido un grupa de no-invorio!!. 

cio segón lo receta d e lo secc . l. 

Proponemos esos nuevos operodores como las mismas coordenadas 

y vemos que: 

[ XJlJx J=o [l )'- IJ 1 '" \.>1:- Xf 

[Lr-"'¡ )\",1=0 ~ \ \ ;t)-'J¡) [ l ", ,,) Ljt J=: .i L v). 
( 2.16 ) 

http:definid.Js
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Este grupo se conoce como E (&.I ) , grupo eucl idea'lo en 

espacio tetradimension:¡1 que corresponde a rotaciones ( l"" ~ ) y tra ns laciones (X••) 

en dicho espac io • 

También para Eey) tenemos dos operadores de Casimir que 

son: 

( 2.17 ) '1.... 

y nuevamente W ....=O para estados de una sola partrcula. Adam6s 1< 1.= ! ya 

que de la definici6n original de las X.c. tenem05 L X;- -=. t • Esto es con 
cM. 

gruente con lo que ten ramos en los ejemplos de la secci6n I en el sentido de que los ope~ 

dores de Casimir de los gru¡x>s de no-invarian c ia deben ser cons tar'ltes numéricas lo que impl.!. 

ca que todos los eigenestados del problema din6mico pertenecen :¡ la mismaR. I. del grupo 

en este caso.mayor, 

Antes de continuar con el a n6 1isis de E Ly) recordaremos que 

paro construir el 61gebra de Líe de Ot LI..f ) ( secc; .11. 2 ) defini mos U:1 nuevo operador que 

era fund:lmentalmente el vector de RU:1ge-Lenz di vidido entre la raiz del Hami ltoniano del ­

0 1 
6tomo de hidró geno. Esto perm itra construi r (I..f) pora el caso de eigenvalores de H 
negati vos. Va que, a 'Jn que no lo vimos expl icitamente en ( 11.2) resulta que sr los e igenva­

lores de H est6n en la regi6n del co nti nuo lE> o) , el si gno de algunos conmuta~ 

res del algebra de Líe cambia con lo que el grupo generado es el grupo no compacto O~Jl) 

M6s ad elante ve remos como to mor e n cuento eso si¡u:lción de di feren tes grupos de si metrro ?':. 

ra diferentes reg iones del espectro, pero lo que nos interesa r6 en esta subsecci6n es a'1Jlizar 

el caso de el e igenvalo r E~ O d" H . Este caso inte rmed io entre los gru p;>s de 

simetrra () Llt) y O l~ , L) n·:; se ¡JJede tomar directamen te en el algeS ra de Li e 
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Este grupo se conoce como E ( L¡) , grupo eucl idea.'lo en 

esp~c io tetradimension:ll que corresponde a rotaciones ( l~f' 

en dicho esp~c io. 

) y translaciones ex..) 

También para E(~) tenemos dos operadores de Casimir que 

son 

'1 ( 2.17 ) 

y nuevamente GU ... :: O para es tados de una sola p:lrtrcula. Ademós I< ~-- ! ya 

qu e de la definiciÓn orig inal de las tenemo; '[ )(~ -=- 1. 
DI. 

• Esto es con 

gruente con lo que ten ramos en los ejemplos de la secci6 n I en el sentid:J de que los oper;: 

dores de Casimir de los gru¡:¡os de no -invarioncio deben ser constal'ltes numéricos lo que impl.!. 

ca que todos las eigenestados del problema dinómico pertenecen:J lo misma ,R.I. del grup0 

mayor, en este caso. 

Antes de continuar con el anólisis de E L 4) record:Jremos que 

p'-:Jra construir el ólgebra de Líe de O t[L.() (sec<; .1I. 2) definimos U:1 nuevo operador que 

era fundamentalmente el vector de RU:1ge~Lenz dividido entre la raiz del Hamiltoniano del -

ótomo de hidrógeno. Esto permitra construir 0 1 (I.f) para el caso de eigenvalore; de H 
negativos. Ya ::¡ue, a '·Jnque no lo vimos explicitamente en ( 11.2) resulta que sr los eigenva­

lores de H estón en la regi6n del continuo lE> o) , el sign:J de algunos conmuta~ 

res del algebra de Líe cambia con lo que el grupo generado es el grupo no compacta 00,1) 

Mós adelante veremos como tomar en cu!!nta esa siiu::Jci6n de diferentes grupos de simetrfa?:: 

ra diferentes regiones del espectro, pero lo que nos interesar6 en esta subsecci6n es a'1':llizar 

el caso de el eigenvalor E;:: O d o H . Este caso intermed io entre los grupos de 

simetrfa ÚL'i) y OU,L) n) se pCJeoe tomar directamente en el algebra de Lie 
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d:: A L A _ . .1. A' H O eA'" Y ya que _ - H _ explota si -"'> el -= vactorr 

d~ Ru.'lge-lenz ). ~hm (8) ha mostrado que a pesar de eso es posible obtener el grupo de 

simetrra del 6tomo de hidr6geno para el caso 1-1-> O por un proceso al Irmite y que 

en dicho caso (E. -=-0) el grupo :le simetrras es ~ (~) 

Es interesante notar que el grupo de no-invariancia que hemos co~ 

truido oqur E ('1) contiene no solo al grupo del espectro discreto 0+('1 ) 

sino también a E(~) aunque no a O(~) l..) 
Pcrra terminar el an61isis de E (.., ) solo resta obtener los 

elementos de matriz de sus generadores y operadores de Casimir. Aqur haremos otra cosa, 

aprovechando que la estructura de E ( "i) es muy similar a la de E l~) y que 

éste dltimo grupo ha sido m6s estudiado daremos los resultados ( obtenidos por Pauli(7» para 

• Si caracterizamos las bases de E(~ ) con los ndmeros cu6nticos \( 

:asociado al operador de Casimir k1. de E (~) 1 y W\ tenemos: 

k 1 
\\( tw\). -:::)." \klW\> 


G 1 \<.lm) ::: O 

( 2.18 ) L \ \<. ~ \IY\') := J, \\: h'f\"> 


L\~lklW\'> ': V'M \ktw\> 


con G= L'f=O operador de Casimir de Ec..~) que es cero para R.I. de 

una sola ¡:>::Jrtrcula y \" , )l. Y \)-.. n6meros cu6nticos asociados a los ope~ 

E.('i),O:t(!>.) ·(/1)do res de Casimir de.;> ~ L. y 01"(1.) (L'1:' L~) . Pauli(7) 

obtuvo de (as relacio nes de conmutación, hermiticidad y normal ización : 

( 2.19 ) 

de A y L ya que 
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A...-J.l A' - H- e xplota si H ~ O (A',:: vector 

d~ Ru.1ge-lenz). Bahm(B) ha mostrado que a pese r de eso es posibl e obtener e l grupo de 

sime trra del 6tomo de hid rógeno p:u a el case H -) O po r un fJroceso al I rm ite y que 

en dicho case (E. -=-0) e l grupo :le simetrras es b. C~) 

trvido ;:¡qur 

Es interesante notar que el grupo de no-invariancia que hemos CQ~ 

conti ene no solo al grupo de l espectro discreto ot ('1 ) 

sino también a E( ~) aunque no:l O(~J 1..) 

Pora terminar el an61i5is de E ('i ) so lo resta obtener los 

el ementos de matriz de sus generadores y operadores de Casimir. Aqur ha remos otro coso, 

op rovechando que la estruc tura de E ("i) es muy similar a la de E l~) y que 

éste 61timo grupo ha sido m6s estudiado doremos 10 5 resultados ( obtenidos por Pauli(7)) para 

E.C~) • S i caracterizamos los boses de E (~) ean los n6meros cuóntieas \( 

~asecia:J.:> :11 operador de Casim ir k l 

k 1 
\\( tw\> -:::)." \"t~> 

G 1 kh"'> -= O 

de E C~) 

L \ \<. g, \1\'\ '> =: )!. \ \: ~ ~ '> 
L\JklW\> = V~ \k.tw\> 

t y m tenemos: 

( 2.18 ) 

con a pe rodor de Casimir de El~) que es cero para R.I. de 

un :l sola ¡J:lrtrcula y A" , )J. y v"" ndmeros cuónt ieas asociodos a los ope~ 

dores de Casimir de E.C~) , ot(~) (llo J 

oS tuvo de las relaciones de conmutac i6n, hermit icidad y normaliza ci6 n : 

). 1<. = k 2 
) f.t = ~ (Do .. t) '1 \.1 ... = W\ ( 2. 19 ) 

LO", t:d., l J'" '1 \N\ = OJ 1: !.I:!:.l •• • 
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Si lla mamos a los ge~eradores de E l ~ ) L ... -..L , ~1 ­

¡XHa notaciones y I<~ para traslaciones tenemos segOn Pauli(7) los siguientes elemen 

tos de matriz 'lO nulos p:Jra K!: =k I!"A' \< 1. y 

<\(Qwd k,.1\<.1+1W\>:: <'d11 k \lK!+L) ~ l Q-i\o\ ... I)Lt-....~ 1.) \


<\l.iw. \ K"!.IKh l V\'\+i'> =! (1<1 Hk 1\ \( h l '>JO:¡:IM+L)( Q:¡: ~T 1 ) 1 


<tt~1K~ \K Q~! W\') :::<dI\ K\\ te Q~l> J(~-t....,){Q-W\) 1 ( 2.20 ) 


<\(~I'A \ k't l\( Q- t 'mi- i) =:;<\:(\\k Vk: ~-1,> ~Lt±M)( h....,~t)l 


y escogiendo :Jpro;>iadamente un:! fase Paul i obtiene p':J ra los eleme ntos de ma triz redu cidos : 

<'dll k\lk ~+1,>::.i.1< (- [U.~4-1JL1Q+5 )Tt ) 
( 2 .21 )<\<t n1< 11~ , - L') =A\< [C.l~ -ll (lQ+ l)r~ 


e) G ru?O OLLCL) (4,40) 


Otra forma de co nst ruir un 61 gebra de Líe de un grupo de 10 par6m=. 

tros es agregor a los 6 opera dores de ( 2.1 5) los 4 o¡>eradores definidos como : 

( 2 .22 ) 

qu e satisfacen e l requis ito de estar construido's con las variables dinómicas d el problema del 

hid r6geno. Los o¡>e radores ( 2.1 5) Y las LJI 'S forman un 61gebra de Lí e 

[LAl V J LJA J:: ~ L~ >. ~ [lj4 V) L)( J= t> .. \ I'Vv # lC)./- 1 (2.23 ) 

[L}''i.JLvsl:::--L"..v ~ [LJAv) LJ"sl=L ).Is ~ [L"y) L)~ = 0 ~i~~.r:v 
(~ ~,(4 ...1 n. s ~<>.( ..... ~ ... J~ o\.1ene'l' eS'\é ml':>W\4 ~\je.\' ...~ 'IV( 'Qt.I!O· 10) 

Qu:! co rresponde :JI grupo no comp:Jcto OC '1) 1.) el c'Jól tie 

ne también -:Jos o¡>eradores de Casimir, un:> de los cW:lles es nJlo p':lra estados de un,::! p':J rt rcu ­

la y e l otro : 
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Si llamamos a los ge:1eradores de E l~) L " -:> L J ~1 _ 

f>:lra notaciones y k~ I . • P 1·(7) para tras aClones tenemos segun au I los siguientes elemen 

tos de matriz '10 nulos pJra K:t ==k 1 !:A- \< 1. y 

< d M I k,a 1 K!f!w\>::: <~ ¡¡ K \l ld.+f) ~lQ-tIft"tl)L:-""'T 1) \ 

< \l.im. \ k -t \ K h l 'M-;i> =! < Id \l k l\ Id+l'>JO:¡:IM+L)( o:¡: IYI T 1J ) 

<ti '" 1 \( 1. \ k Q-! W\ '> =-<~ ~I\ K \) K a -1 '> J U-ic1M )(0_",,)1 ( 2 . 20) 

< \( ~ '""1 k"t l \( Q- t W\+ i) = :t <~ ~1\ k ~ k ~-1,> ~Lt"±mH h.....,-i.) 
1 

y escogiendo :lpro¡:¡iad':lmente unJ fase Pauli obtiene p:lra los elementos de matriz reducidos: 

<'dI) k \1 k ~+1)=¡ 1<. (- [UJL .. OlLQ+3)}-t) 

< \({ \\ l< n k: f- i':>::: A \( [Ll~-il(l~+l)r~ 
c) Gru?O O[LCO (4,40) 

( 2.21 ) 

Otra forma de construir un 61gebra de Lie de un grupo de 10 par6m=. 

tros es agregar a 10:5 6 operadores de (2.15) los 4 o¡:¡eradores definidos como: 

( 2.22) 

que satisfacen el requisito de estar construidis con las variables din6micas del problema del 

Que corresponde .JI grupo no CO;TlP;¡cto O ( 't) :L) el c'J61 tie 

ne también -:los o¡:¡eradores de Casimir, Un:l de los cJ:Jles es nulo ¡J:Jra e;tados de un':! p·:!rtrcu-

la y el otro : 

http:LJ"sl=L).Is
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( 2.24 ) 

es u.1a constante . Tenemos p'Jes todos lós estados en una sola R.I. del grupo mayor adem6s 

las R .1. de aL'fJ L) han sido estudiadas(9) lo que pérmite tener los estados caract~ 

rizados como: 

( 2.25 ) 

con 01.. continu:> lo que es consecuericia del caracter no compacto de OLLf I L) 

Podemos adem6s evalu::¡r los elementos de matriz de los generadores del grupo de no-invaria~ 

cia aun:¡u-e algunos no nos interesan mucho como los de l.( ~ '¿J/>::.l •••~ porque 

ya los vimos en relación a O Ls) . Pero los eigenvalores de Jl y de L'i S 

que va a ser precisamente el que nos permite mezclar las R.I. de O.... l"\) son: 

( 2.26 ) 

Ahora vallOS a ob tener O l t.t J ! ) en un::¡ forma diferente 

que permite p::¡sar al grupo Olli,.l.) que veremos en la subsección d) Kleinert y 

Barut(4,4a) ,a?rovecoondo el isomorfismo O(y,) ~ S0ü) )( SUllo) procedieron 

primero a definirlos operadores de creación y an iquilación de spin : 

é\y J 
t 

~y J 
tby) b, ( 2.27 ) 

co n las siguientes reglas de anticonmutación : 
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( 2.24 ) 

es U.1a constante o Tenemos pues to.:Jos los estados en uno so la R.I. del grupo mayor ademós 

las R.I. de OL'fJ L) ha n sido estudiadas(9) lo que p~rmi te tener los estados caroct~ 

rizados como: 

( 2.25 ) 

oon 01.. oontinu:l lo que es censecuen: ia dal ca roc ter na compacto de OL Lf.l L) 

Podamos a.:J em6s evalu:1r los elementas de motriz de los generadores del grupo de no-invario.:! 

cia aun:¡u-e algunos no nos intereson mucho cemo los de Lo(,. .¿,,.::.L ..• ~ porque 

ya los vimos en relaci6n a OLs) . Pero los eigenva lores de J1.. y de L'i5 

que va a ser precisamente el que nos permite mezcl ar las R.1. de O"'l,,\) son : 

( 2 .26 ) 

Ahora vanos a obtener O l '-t J t ) en una forma diferente 

que perm ite pasar al grupo Ol"t,l) que veremos en la subsecci6n d) Kleine rt y 

~rut(4/4a) I a?rovecoondo el iso morfismo O(tt) ~ S\JÜ) )t SV12.) p rocediero n 

pri mero a defin irlos operodores de c reac i6n y aniquilaci6n de spin : 

t t 
é\... J ~'f J 'b y J b~ ( 2.27 ) 

con las siguiente; reglas de onticonmutaci6n : 



- 172 ­

( 2.28 ) 

Usando las matrices de Pauli 

( 2.29 ) 

definen los siguien tes operado res 

L.. ::: -t (~u"d+G()I<. 'o)
"'1 

L. :: -.L (~ (J". d - b+G". h)
4\.( ~ \. ... Jo 

L- .. :: - l /~¡(f.(j~ ~ -dHI~(l.. 'o ) ( 2.30 ).& _ ),.. \. '" 

L'1s=-~ l~lG'~~- ~"' G'1 b ) 

:¡ue satisfacen e l dl gebra de Lie ( 2.23 ) Y qu e actuan sobre la base: 

lue corresponde a lo :; va lores siguientes de los o¡>eracb res de Ca1im ir de OlLj, t ) 

( 2.32 ) 

En la base ( 2 . 31 ) lo:; siguientes operadores son diagon::lles 

L \l..l V\, V\ , M ,> = W\ IV\, Vh \f1I\'> 
L\ 'i \ 'v\, V" 'tV'>.:::{ Y\ ,- Vl¡,J\ n, Vl. YY\"'> (2.33 ) 

N= t l ~t ~ -+ b"t'n t- l.) ~ Nl-., '(\¡m,>::(~,1"V\l"\\ .... \~!h~,n~'M):: Y\\h,VI¡m) 

donde esta relacion':ldo con N ~ 
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) ( 2.23 ) 

Usando las matrices de Pauli 

( 2.'29 ) 

definen los siguientes operadores 

L .. ::: -'t (Ó"t u .... ~ + G () 1<. b) 
.41 

L. =-.Lf.....iU-. "d,- bt(j". b) 
• '-1 l. \..0 .. .. 

L- .. :: - .l/~ .¡cr.G1 \J - ct l G'. (i'~ b) 
..1 .. :l.. \. .4 ( 2.30) 

L'1 S = - ~ l ~ ..i G'~ ~ - ó...A ()~ 'o ) 

~ue satisfacen el 61gebra de Lie ( 2.23) Y que actuan sobre la base: 

lue corresponde a lo; valores siguientes de los o;>eradores de Ca;imir d~ Ol'1} t) 

( 2.32) 

En la base ( 2.31 ) lo; siguientes operadores son diag.:ln::lles 

L \1.- \ Y\I Vh \'Y\ ') = 1M I V\, Vh VY\ '> 
L~'1 \ 'nI ~'hM '> = ('t1,-Vll.)\ ni Vl. VYI '> ( 2.33 ) 

donde N esta relacionado con H 
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N:: I 
( 2.34 ) i-l. \4 

o iea el eigenvalor Yl de N es el namero cu6ntico principal y\ 

Es interesante notar que los generadores de S Ull.) X S Ull.) 

N y M toman uno forma muy sencilla en terminos de los operadores ( 2.'0 ) o 

seo: 

( 2.35 ) 

adem6s SULl.) x. S Ulü es diagonal en (2.31 ) y que 

( 2.36 ) 

Dejaremos a:¡ur el an61isis pora reanudarlo en seguido ( subsecc. d) 

en relación :J la construcción del grujJO 0('1) lo) ~ Oll.{ J !) 

d). Grupo OUt) l) y el an61isis del espectro continuo(4a) 

Como mencionamos en b) el grupo puede c:onsi­

derarse el grupo de simetrras de lo región discreta del espectro del hidr6geno. FOck mismo 

mostr6 en su trabajo original que pora E< O 

ero el grujJO de simetrras para · E >O y mencionamos también en b). que el coso 

\::.=-o implico a6n otra simetrra, la de E C~) Nos interesar6 tratar plObl~ 

mas como las interacciones electromagnéticas no solo en el discreto sino a6n en el continuo 

y otros como los de dispersión Coulombiana, etc, que veremos en la sección siguiente. Para 

dichos problemas e l programa ser6 el siguiente, tener un grupo de no-invariancia cuyos gen~ 

radores permitan reol izar geometricamente ( con operaciones de grupo) las transiciones entre 

estados tanto discretos como en el ~ontinuo. Ninguno de los grupos hasta ahora trataOJs 
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N:=: I 

i-l.. \-\ ( 2.34 ) 

o .ea e l eigen volo r Yl de N es el nll mero cuónt ico pri ncipal Yl 

Es interesante notar que los generado res de S Ull)){ S U U.) 

N y M toman una forma muy se nci 110 en term inos de los operadores ( 2. 'O ) o 

sea : 

( 2.35 ) 

ad emós ~UO .. ) x..s \Jll..) es diagonal en ( 2 .31 ) Y que 

( 2.36 ) 

Dejaremos o:¡ur el an61 i5is pare reanudarlo en seguido ( subsecc. d) 

en relaci6n a lo construcció n del gru¡lO O( I.f ) t) ::> OL 'i J L) 

y el an61isis del espectro continua (40) 

Como mencionamos en b) el grupa puede consi-

derorse el grupo de simetrras de lo regi6n discreto del espectro del h id rdgeno. FOd< mi$R1O 

mostró en su trabajo orig inol que para E < O ten romas o"tl ~) pero 0'"(.3,1.) 

era el gru¡lO de si me trras para E > O y mencionamos también en b). que el coso 

1:::. =- 0 implica aÓn otro simetr rQ, la de E <..~) Nos intere5Clr6 trotar probl!:, 

ma s como los interacciones e l ectromagnéticos no so lo en el d iscreto sino aún en el continuo 

y otros como los de dispersi6n Coulo mbiana , etc, que veremos en la sección sigu iente. Paro 

di chos problemas el programo seró e l si guiente, tener un grupa de no-invariancia cuyos gen=. 

raoores permitan rea li:¡:ar geometricamente ( con operaciones de grupo) las tl'Qnsiciones entre 

estaoos tanto discretos como en el ~ontinuo. Ninguno de los grupos hasta ohol'Q tratados 
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,0(5) sirven p;:¡ra este propósito ya que si bien conti=. 

nen JI grupo de simetrras p;:¡ra E <. O ( 0"\L(» n·:> contienen JI del continuo 

• En realidad e l grupo de no-invariancia pJ ra E> O se ha obteni­

do (l) yes OU.}::t) • Sin embargo nosotros necesitamos un grupo que contenga tan­

to a OUi) como a Ol3.1 L) • Dicho grupo debe ser ma yor qu e OL '1J L) 

y como mostraremos e~ OL l{, l.) que presenta unJ gran utilidad ya que permite 

tra tar las corriente e lectromagnética con una descripci6n totalmente al gebra ica. 

Pora extender OlLf, L) procederemo; asr : aprovechemos el 

( ec o ( 2.33» • Si analizamos las reglas de co!!.operador 

mu taci6n-de N con los generado res de O l'i I L) vemos que necesi tomos agregar 

otros cuatro operadores 

L 'i (, = ~ (d't- .i. (1... 'a1" + d ¡ G'... b ) ( 2.37 ) 

Ls'i ~ N=- -tCd t ó -+ 'b"t- b + .l. ) 

j>Jra que los conmutadores se cierren en el 61gebra ~e Lie : 

( 2.38 ) 

con 
\ 

ü \ 

\ ( 2.39 )
- 1 

- l 

, 0(5) 

nen JI grupo de sime~rras p:lra E <. O 

sirven p:Jra este propósito ya que si bien conti.:. 

( O\~») no contienen :JI d=1 continuo 

• En real idad el grupo de no- invariancia p:lra E> O se ha obteni-

00 (1) y es O U,) ).) 

to a OL<-t) como a 

• Sin embargo nosotros necesitarnos un grupo que contenga tan-

OU.l L) Dicho grupo debe ser mayor que OL 'tI L) 

y como mostraremos el> OC lt J 1.) que presenta 'Jna gran utilid:Jd ya que permite 

tratar las corriente electromagnética con una descripci6n totalmente algebraica. 

Pura extender al ~J L) procederem03 asr: aprovechemos el 

operaoor ( eco ( 2.33)) . Si analizamos las reglas de co~ 

mutación de N con los generadores de O l'i ) L) vemos que necesi tamos agrego r 

otros cU:Jtro operaoores 

L '1 6 = ~ (di-1 <l .. '01" + ti :.. G' .. b) 

Ls'i :;: N =- 1. (~;- d + '01" b + .l. ) 

p:lra que los conmutaoores se cierren en el 61gebra de Lie : 

con 
\ 

u 
\ 
-1 

-l 

( 2.37 ) 

( 2.38 ) 

( 2.39 ) 
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don::le ~ es la métrica en un espacio de Minkowski en 6-dim. 

las relaciones ( 2.38 ) corresponde al grupo Ol'tJ ¿) que re­

sultar6 muy 6til para ~'1alizar transiciones electramagnéticas en el hidrógeno. Pero nues­

tros conocimiento. sobre la clasificaci6n de las R.I. de los grupos ortogonales no compoctos 

en espacios de m6s de 5 dimensiones y la descomposici6n de dichas R.I. en R.I. de su sub­

grupos compactos es tod:lVra incompleta. 

Por lo anterior vamos a necesitar recurrir a las siguientes prapie~ 

desde Ol'1)¿) los generadores L'1S forman una sub­

61 gebra 0+Ll, U que conmuta con O+L~) formado por las 

L¡ \ Ud -::. t) lo) ~ ) • También L~ S '1 L'ts ge­

neran un 61 gebra Ot l2.) L) • De hecho vamos a apravechar el subgrvpo 

(2.40 ) 

genera-:b por 

( 2.41 ) 

o mejor definimos los ojJeradores : 

N~=~(L'~'t-tLs,t N>~(L~stLH)~ N~=-{(L..cll') 

N:=±(Ls,-L!.'t): N~=~(L~CL\~)~ N~=tlll,+L'is) ( 2.42 ) 

con las siguientes reglas de conmutaci6n 

[N ..l
\ 

N11 - Nk 
• fN~ N'1-· NIC 

• ["ji Ni1- O
I ::: .l~k." \ ) L i-/ ~ - ..I~kk ~) \"1) i-­

( 2.43 ) 
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oon:ie ~ es la métri ca en un espacio de Minkowski en 6-dim. 

Las relaciones ( 2. 38 ) co rresponde 0\ grupo Ol '1J L) que re-

su ltar6 muy ótil poro ::J.,a lizar t ransiciones e lect romagnéticas en el hidrógeno. Pero nues-

Iros conocim ientoi so bre lo clasifica ción de las R.I. de los grupos ortogonales no compactos 

en espocios de m6s de 5 dimensiones y la descomposición de d ichos R.I. en R.I. de su sub-

grupos compactos es todavra incompleta. 

Por lo :lnterio r vamos a nec esitar recu rrir a las siguien tes propie~ 

des de Ol4)L) 

61gebra 0+0 .1 U 

Los generadores L'iS fomao una sub-

que conmuta con O"t-<..~) fannada po r las 

L .. , Ud -:.I) L)~) • Tamb iért L!. So 't LO( s. 

ne ran un 61 gebra Ote..l.) L) • De hecho vamos a aprovechar el subgrupo 

genera-::lo por 

o mejor defin imos los ojJe ro-::lo res : 

N~ = ~ (L~'t -t Ls' t N> ~ (l~ST L'tJ ~ N~ ={ (L .. s -lh) 

N~= -t(LH- L!>'{): N~=~(~CL\~) ~ N~=tlL?,+L'ts) 
con las siguientes reglas de conmutaciÓn 

[N~ Nil - Ni(· fN• N;1' NI( . ["ji Ni} O 
\ , =-.l ~\('lt \ ) L 1.1 ~ :: ..I~kk ~ J '"VI) ~ = 

ge-

( 2.40 ) 

( 2.41 ) 

( 2.42 ) 

( 2,43 ) 
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con o :;ea generan Oll) 1.) ® OU..,lj 

Si ahora definimos los o¡>eraoores : 

..... ,
N· =N·+i.N . 

~ 

( 2.44 ) 

obtenemos las expresiones explrcitas siguientes: 

A A A 

+ ~\+N,== - Ó L DI 

N~ = -dL b, 
N~= ~(d~d1.,+hib,,,,l) := ~(WLoJ+Nlb,h!.) 

-t ~ \ -\­N.L ::: ~, ()~ ( 2. 45 ) 

N: ::: ~,\:'l 


N~::: ~Ld¡~,+b~ bl.'" L) =~ Lt'H~I)+ N(b.)+l) 


Si aplicamos ( 2.45 ) a los estaoo5 Iy\ \ Vh vY\) ( 2.31 ) obtenemos: 

N? \V\, Yhm)= - ~(\'\I+1 ~ \K(\,-+M ,* \~ l) }~ I'! i , Y\~I V\1) 

N; 1\'\ I Y\1. 'm,> :: \j\t~ \~~)(nl.i'W1T 1~~} \ Vl, J YI¿! 1, V)\ > 
( 2.46 )N; '"IY\.LV'tI) :::. llrl,¡-TyY\)l't1.Y\¿W\) C¡'-:::' \)L) 

3. Grupos de No-Inva riancia en 2a . CU'Jntizaci6n y su Uso en 

. EspecI'OSCOpra AtÓmica (5 ). 

Hemos visto la apl icaci6n de la Toorra de grupos desde dos puntos 

de vista distintos. Primero como el an61is is de las simetrra del Hamiltaniano ante un grupo 

camo 'S \) l~) para el ascilad01 (Cap.l) y O-t(l.{) pma el 6toma de hidr6ge·· 

no ( Cap. 1I ). Pero también hemos vista las técnicas de Racah qu e a¡:lIuvecha'1 qUf; ed 
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con o :¡ea generan O llJ !J ® O U.¡ L) 

Si ahora definimos los operadores : 

. -t t 1 

N. =N · +~N . 
'" A .. 

obtenemos las expresiones expl rc itas siguientes: 

N't .,+ 
\ :::: - ÓL t) \ 

N~ =- dL b\ 

N ~ = ~ (d~ d1.-+ b~ 'b ,"" 1) :: t (N LoLh N lh,h t) 
'\- ~ \ + 

N l.==~' eh 

N: = di b1 

N¡ = ~Ld¡~\+b~ b¡.+L) = ~ l~Hdl)-+ N(bJ+l) 

Si aplicamos ( 2.45) a los estados \ Vl \ V\ 1 m,> ( 2.31 ) obtenemos: 

NI! \ V'\1 V\1. 'M) ::: -~(n l+~ ~l)(~I-+M-+i¿ 1) 1\1,~i,VlL I \1\-1) 

N; 1'.'\\ V\¡.m) = l)ltt\~~)(~t-twH'1~~} \ V),¡ YJ¿!3) V't\ > 
N; \~\Yhm) ::. llY\.\* YV\ )l h ,Y\!W\) 

( 2.44) 

( 2.45 ) 

( 2.46 ) 

3. Grupas de No-Invariancia en 2a . CU'Jntizaci6n y su Uso en 

EspeCllOscopra At6m ica (5 ). 

Hemos visto la aplicación de la Tevrra de ;JnJpas desde dos puntos 

de vista distintos. Primero como el an61isis de las simetrra del Hamiltoniano ante un grupa 

como S \.J l)) para el oscilad':>! (Cap./) y O't(L{) p-Jra el 6tomo de l,idr6ge" 

no (Cap. 1/). Pero también hemos visto las técnicas de Racah que aprovecha"1 qu~; ed 
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la ::!¡>roximaci6n de campo central p-;:¡ra los 6tomos complejos podemos separar las funcioneS 

de onda en una parte radial y otra que podemos tomar como los esféricos arm6nicos. Esto 

permite que dichos arm6nicos esfericos sean bases para R.I. de un grupo unitario yo que 

las transformaciones unitarias son las m6s generales que re~petan el producto escalar en el 

esp::!cio de Hilbert. los funciones rodiales dependen de los nameros cuanticos princip::ll y 

azimutal Y'\ y ~ , las '{J ~ del azimutal y el magnético. 

Definimos un-::! configuracidn de un 6tomo como N I electranes 

con los nOmeros cu6nticos Y\ y D o sea : 

(n D)N' ( 3.1 ) 

I 

donde N est6 limitado por el principio de Pauli o variar entre : 

(3.2 ) 

A¡!
con <:.::. t spin del electrtSn. El conjunto de rodas los configuraciones con IV 

variando como en ( 3.2) se llama una capo atómica. 

la importancia de este segundo tipo de an61isis de lo teQrra de g~ 

p:>s va ::! ser que como hemos visto los elementos de matriz pueden calcularse por el tearema 

da Wigne r· Eckart generalizado con solo caracterizar los operadores como tensores irreduci­

bies del grupo unitario en cuestidn. Ademds se escoje uno cadena de subgrupos del grupo 

para caracterizar completamente las funciones usando los na meros cu6nticcs 

que nos proporcionan dichos subgrujlos. 

En problemas at6micos la repulsi6n interelectrtSnico rompe las CO/J­

figu raciones en agrupaciones menores Ilamod:lS térm inos de d im ensi6n : 

( 3.3 ) 

• 
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la :I¡:>roximaci6n de campo cen tra l p';] ra los dtomos complejos podemos sepa rar las fu nc ioneS 

de onda en un,:! po:Jrte radia l y otra que podemo$ tomar co mo los esMricos a""6nicos. Esto 

perm ite qUe dichos a rmeSnicos esfericoi sean bases para R. I. de un grupo unitario ya que 

las transfo rmaciones uni tarios son los m6s gene ro les que re~peton el producto escalar en el 

esp:lcio de Hil bert. Las funciones rodial es dependen d ios nOmeros cuanticos princip;;¡1 y 

a2:imuta l n y ~ , las '1 J 1'\1 del a2:imutal y e l magnético. 

Definimos una confi guración de un eStomo como t-J I electrones 

con los nOmeros cu6nt icos y\ y D o sea : 

( 3.1 ) 

don~e NI estd limitado por el principio de Pauli a variar entre : 

(3.2 ) 

I co n c:. ::. -¡ ,,/ 
spin del el ectrdn. El con junto de rodas las configuraciones con IV 

vo:J riando como en ( 3.2) se llamo una capo a t6mica . 

La Importan c: ill de este segundo tipo de and lisis de la teqrra de g~ 

pos va :1 ser que como hemos visto los el ementos de matriz pueden calcula~ por el teorema 

de Wigner-Eckart genera li2:ado co n solo caracterizar lo, operadores como tensores irreduci-

bies del grupo ;,¡ ni tario en cuestión . Ademds se esco je una cadena de 5ubgrupoS del grupo 

U Cl..N) pora caracterizar completamente los funciones usando los ndmeras cu6nti ccs 

q;¡e nos proporcio non dichos subgrupos . 

En probl emas at6micos lo repu lsi6n interel ectrdnica rompe las con-

figuraciones en agrup-:lciones menores lIamad:!s té rminos de dimensiÓn: 

( 3.3 ) 
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debido a que el spin to ta l S y e l mo mento ~m ';lul a r tota l L son bue n:>s números 

cu6nti cos. Paro trobajar con U II N) agrup:¡mos diferentes tárminos pa ra que las 

funciones se transformen entre sr bajo U ( 1..N) . En el cap . 11 vimos e n detalle eje~ 

plos de este mátodo usando tácnica de 2a . cu:¡ntizac ión (p . ejem. cap:¡ "l<':'-l.~ 

y en el cap. ntam bién se usan las ideas an teriore5 p''Jro :>btener las funcio res de N' parti­

culos en el potencial de oscilador arm6ni co . 

I..s:> que nos inte resa en esta sección es ver si p:¡ro este segundo t i­

po ::le aplicación de la teorTa de grupos podemos ta mbián encontror grupos mayores que 

U llN ) en forma parecid.J a co:no .'J pa rtir de los grupas de simetrTa encontra:nos los 

grupos de no-i nva riancia. 

P.:l ro esto p rocederemos en forma mu y p.'Jrecid:¡ .o lo que hicimos e n 

la secc. I pero traba jando no con las variables din6micas que ap.'J recen en e l Hamil to niano 

como hicimos p:¡ra e xtender los gru¡>os, de simetrras , sino con los o? erodo res d.e c reación y 

aniquilación que son las p iezas fund;'Jmentale; en la té cni ca de 20 . cu':mtizoci6 n . Record'J 

mos que dichos operodores cU:'T1 plen las siguientes reglas de a nticon'Tlutoci6n : 

( 3.4 ) 

Pero veamos sus reglas de con'Tlutaci6n: 

( 3.5 ) 

vemos que no se cierron en U ,1 61gebro de Lie yo que 105 con'Tlutodores nos d.'Jn funciones 

T 
cU:ldr6ticas de las b ,be • Pero si tomamo:¡ los conmutadores ( 3.5 ) y a,alizamos 

f 

las reglas de conmutaci6n de las 

Tenemos: 

• 
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debido a qu~ el spin total S y el momento an'Jular total L son buen:Js números 

cu6nticos. Para trabajar con U (1. N) agrupamos diferentes términos pura que las 

funciones se transformen entre sr bajo U (L N) . En el cap . ti vimos en detalle eie~ 

plos de este método usando técnica de 2a. cu::mtizaciÓn (p. ejem. capa l. <,-l..~ 

yen el cap. ]también se usan las ideas anteriore;¡ p,:¡ra :Jbtener las funciones de N' parti-

culos en el potencial de oscil ador arm6nico. 

lo que nos interesa en esta sección es ver si para este segundo ti-

po "::le apl i cación de la teorra de grupos podemos también encontrar grupos mayores que 

en forma parecid:l a co:no a purtir de los grupos de simetrra encontra'TlOS los 

grupos de no-invariancia. 

Pura esto procederemos en forma muy parecidao lo que hicimos en 

la secc. I pero trabajando no con las variables din6micas que ap;:¡recen en el Hamiltoniano 

como hicimos para extender los gru;x>s, de simetrras, sino con los o¡Jeradores de creaciÓn y 

aniquilación que son las piezas fund':lmentales en la técnica de 20. cU':lntizaciÓn. RecordJ 

mos que dichos operadores cu.'Tlpl en las sigu ientes regla, de Q!lticon'11utaciÓn : 

( 3.4 ) 

Paro veamos sus reglas de con'Tlutación: 

( 3.5 ) 

vemos que no se cierran en U.1 61gebra de Lie ya que los con'Tlutadores nos dan funciones 

t 
cuadrdticas de las \'f 
las reglas de con'11utaciÓn d~ las 

Tenemos: 

• Pero si tomamos los conmutadores ( 3.5 ) ya,alizamos 

• 
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[\';J b~,b;1I1::o ) b , b,,,] =0[bfl r

[bt 

t Ibt' bf,,1:: br" ¡rt' - bt, ~fr'l / [b~ \,~I / b> \,>,,1=o 

[b f J b~, h:.,J= b~u ~te' - b~, ~ff" / [be ~(' J br'" be 1111 ::. O 

lb; J \'~,1 :: lb; b~' / [6 fl btl:: l bf bf ' 


[~; J bf,l =1 ('o; bf' - iir('l) 

rl 't \... b+ \ \" \- ~ l.¡ r (3.6)
Lb; b ,- ¡dU'J bt 'btW - i ~r"f'.J='b,bt·,d,,(-- r" br' Óft''' - idrt'trr; lo iI~CCNIr

[\,; \'+tIJ bf'b;U1=-(~,\'fu-¡¡t't·)ftt',-Ir'~I(b~br-'-±¡,r~(b:,brñ~~,..~~I(t'I~¡'t"-~~) 
r, t T 1- \ - "\ \ t rtt l't \ -t \" ,í. + l' \ , 1 \ t -
Lb bt,)bfl/btl/-:;:~(·f'~ =btrbt~e't"q-!1('· Di' artU1 / Lbt);('b(l- ¡~If'l =-Dr' ~ftUt 

Lbrb( ~wbt'u -¡ ~('rllll =: btbt-Já-- br' b('~rf'l ~ [«'t) h~'bt; iXr,,.1= bt " ~ff' 

Vemos que todos los conmutadores est6n en funci6n de los mismos generadores o sea fonnan 

un 61 gebra de Lie. El gru¡>o obtenido se puede identificar de la siguiente manera. Tenemos 

y en consecuencia l N~- N conmutadores 

(3.5) entre ellos. En total tenemos para el grupo definido por (3.6) N llN -+ i) 
elementos. La dim ension:Jlidad p':]rece indicar que se trata de un grupo O"tCll'J +O(s) • 

Esto se confirma si tomamos un ejemplo particular, N::: L • Para este casa tenemos 

3 generadores, ya que: 

(3.7 ) 

cuyas re~las de conmutaci6n san : 
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bt 
\-+ b+ 1 [ J 

f J b, ' f " 1 -:: O) br J 6f , br" = O 

[bt

t I br' bf,,1:= bf" ¡a' - br, ¡ fr" Ü,~ \,;, ~ h> ">,,1= O 

[bf J b~, b:"J= b~ ~ ~re' - b~, ~H!' / [bt'~(' 1 br"" bfwl=- O 

[b;J\'~, 1 = lb; b~' / Lbf /bfl =lbtbfl 

[ \,; J bf,] = 1 (6; br, - tcÍrco' ) 
.. " 1'" b-t \" 1- '\ l..¡ r (3.6) [b; br,- ¡1ft,} bt" bt

lU - ~ ~f"r'. J = b, bt"/d,'r-- ,. br, "rr-' - i dU'" tt'(~ lo r'rcc·' 

[~; b*pl, br'b(" 1 =-(~ \'fw-¡¡t't·)¡tr'-¡(t',(b~bf"-±¡t't"')...M,b,..~~,.)rtr:I(,..l~~-~~) 
r \ t -t 1" _1- \_It \ ... \, _\.~ \"1'"{" ' íi +" I - ir \ _ \ t -Lbt b~"bfl/brll ¡ó("r'~ -b,rbt~(ra' !l('M o('ctft'" J U,,);(III(t ~"t'f'J - - D(' ~ ft~ 

Lbr bt' ~w be'lI -¡ ~r"rrul:: 'oc bt-j('(-- bt' It(~ ~ fr" ~ [br J h~, \'f; uf,,,1= \'," ~ff' 

Vemos que todos los conmu tadores estdn en fu nc i6n de los mismos gene radores o seo formon 

un 61 gebra de Líe. El gru,:>a obtenido se puede identificar da la siguiente manera. Tenemos 

1 N o;>eradores \,~ I br y en oonsecuencia l W\. - N conmu tadores 

( 3 .5) e<1tre e llo;. En totCJ I tenemos pa ra e l g rupo definido po r (3.6 ) N Ll.N -t i ) 
:t-I t ) ( s) 

elementos. Lo dimension:llidad parece indicar que se trata de un grupo O ll l-J + • 

Esto se confirma si toma mos un ejemplo partic lJ lar, N -= l • Para este caso tenemos 

3 generado res, ya que : 

( 3.7 ) 

CVyCJ1 re:;¡las de conm utación son : 



-180 ­

que corresponden a 10$ reglas de conmutac iÓn de 103operado res Lt le que dependenI 

de las 3 componentes de mome nto angular. 

L)(= HL ~-+ L)-= Hbi+b ) ) L'1= .flL_- Lt) = ~(b-~ ) ) L2 =Lo ( 3.9 ) 

que generan a otc~) como vemos: 

~ L~+b)~-Ij}:~ L¡(~" b- ±J ~ ~[btb-tbt-tb];::i (~(~t_b)); 

~ [~k-t b-b4 ]-=- .. ~ [b'~ ~l ( 3.10 ) 

Adem6s es interesante rootar en relaci6n a los resultados de la secc. 

que también aqur el operador de Casim ir del grupo mayor es un nOmero . 

L~ -+ L~ -+ L~ ::: ~ !(\.i)\ ~ -+ b~bt \. b+ ~-*ibl-tl\.~)l- b+b- b~lt~btb~b~1- ~b'\ = 

:: ~ (b'"bT \. b+)- '1 ~~bT~ 6~b~ b... j:: ~ -1.( ~b - ~ ¡;t"\,\bt'tb+b·d:: i. (3.11 ) 

Para este caso senci 110 N;:: 1 vemos que L _I~\ _..L 
2. ­ b b 'l. 

es e l generador de O'" él) . Para e l caso genera l si e l¡m inamos los l hl generado­

res \ -tt>f I 
\b r vemos que los restantes 'N t _

..J. 
N elementos gen eran un 

subgrupo 0+ (1 N) . Adem6s si qui tamos los generadores 

1; 1 1 ­
obtenemos otra subol gebra con gene radores I)f !lf'- ~ ¿'rr' 

l \'~\'r , -trrr') b~ " btH¡- ±J(Nr ,l= b; ht' b;'1 br,,, - b bf 'lI b; Le'~ /1 

~b;bf '" Sr' t" - btf~ b t'~ r"'( =lb~ be'" - ~ ~r'fu1 fe'e u - (b;- br'-~te') ¿;-r fUI ( 3.1 2 ) 

que i:orre;¡ponde 01 grupo U(l NJ que !!S el gru po ::le ~ ra ns fo rmac ione:; m6s general 

para estado. de l N electrones en un·:] capa que conserva e l produ cto escalar . 

CO,Tlporemos los resulta ::los p-:l ra e l gru;>o mayor Ot ( .lN+ L) 
( 
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que corresponden a las reglas de conmutación de los o¡:>eradores lt ,lo que dependen 

de las 3 componentes de momento angular. 

Lx=HL~-+L)-=Hbi+\,)) L'I=1(L_-L-t)=i(b-l;) ) L-;¿= Lo ( 3.9) 

que generan a otc~) como vemos: 

~ l~+b}b-I,;t}::~ 4 (l,+b-iJ; + [btb--Lb+-tq=~ (~(bt-6)); 
: [~\'-L b-b4 ]-=_-i -t [~+ ~l (3.10 ) 

Adern6s es interesante potar en relaciÓn a los resultados de la secc. 

que también agur el operador de Casimir del grupo mayor es un namero . 

L~ -+ L~ -+ L~ == ~ t (\,-\)\ ~ -t ~b-t \, b+ ~_*~bl-t-l\.t)l_ b+b-l:, ~ }+%tblib~t - %.1:, = 

:: ~ (h-+b~ b b+) -Lj ~+b-t~ 6~b ~ b·tl::: ~ -1.( ~b - %~\'\b-tntb -+ i::: i, ( 3.11 ) 

Pora este caso sencillo N=- ! vemos que Lz.::: b+b - -t 
es el generador de 0+ (1) • Para el caso general si el iminamos los :1 ~ generado-

i 
res ~e ' ID I 'Nl.-N b \ vemos gue os restantes ..l 

subgrupo 0+ (l. N) . Adem6s si quitamos los generadores 

l i \ 1 -
obtenernos otra subalgebra con generadores I)r bf'- ;:,. i>l rr , 

elementos generan un 

b
i- ,+ 
f be' 

l ~~br'-~ Yrr') b~11 br"l- ~ xr"ffll := \,; bt' b;" brl/ I 
- 6 ~ /1 b('/J b; L e' 

~ 'b;bf'" S ¡' f"- 'o
t

f
ll bt'~ f"'( :: lb~ ~r'" - ~ ~r'f"1 ~f'e~ - (b;. bt' -~f"r') ~f fUI (3.12) 

que corre.;ponde al grupo Ull tV) que es el grupo :le iransfom1Ocione.; m6s general 

p'Jra estado. de :L N electrones en Un,] capa gue conserva el producto esc':llar. 

Co,Tlparemos los resultados p'Jra el gru¡JO may<Jr ot (1 N -+ L) 
{ 
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con lo. obtenidos para los grupos de no-invariancia. En ambas casas exigimos un grupa 

mayor que contuviera al grupo relevante del problema, que para los problemas de las secc. 

I Y 2 eran grupas de simetrra del Hamiltoniano y ahora es el grupo UO. N) baja el 

cual se mezclan las funciones de una configuración de 1 N electrones. También en am­

bas casas tenemos que todos los estados del problema en cuestión pertenecen a una sala R.I. 

del grupo mayor ( ya que sus operadores de Casimir san constantes). En la secc. 1mencio­

nomos que existen grupos de na-invariancia que conectan los estados con un namero par de 

cu.:¡ntas entre si y aquellos con un namero impar entre sr pero no mezclan ambas tipas de e! 

todos. Cuando discutamos las R.I. de OT(1..N-t L) y sus subgrupos veremos que 

o"'tCnJ ) juego un papel anólago. La diferencia principal entre el presente trata­

miento y el de las seccs. anteriores es que ahora no partimos de las variantes dinómicas 

dal problema para construir los generadores del grupa mayor sino de los operadores de crea­

ción y aniquilación 'b; y be 

Nuestro interés fundamental en estos "grupos de no-invariancia en 

2a cuantización " ser6 el obtener cadenas de grupos que nos permitan clasificar los estados 

proporcion~ndonos los nameros cu6nticos necesarios para ello. Hasta ahora hemos visto la 

cadena: 

( 3.13 ) 

que podrramas continuar naturalmente con la cadena usada .en el caprtulo 11 

UlU'J) ~ ~UITO.)~ VLN) 

ULN)~oL~)~ . .. O-+C~):>Oi-(l) ( 3.14 ) 

e incluir en lugar de los puntos suspensivos aquellos grupos sugeridos en la sección 11.5 par 

ejemplo. En ese sentido no obtendrfamos nada nuevo. Sin embargo es de hacer notar que si 
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O1n lo. obtenidos para lo. grupos de no-invarian cia o En ambos casos exigimos un grupo 

mayor qu e contuviera :JI grupo relevante del problema, que para 105 prablemas de 105 secc. 

I Y 2 era n grupos de simetrra del Homiltoniano y ahora es el grupo U II N) boja el 

cual se mezclan las funciones de una configu raciÓn de 1 N electrones. También en "'"-

bos casos tenemos q,Je todos los estados del problema en cuestiÓn pertenecen a una sola R.I. 

del grupo mayor ( ya que sus operadores de Casimir son constantes). En la secc. I mencio-

na mos que existen grupos de no-invariancia que conectan 105 estados con un n(¡mero por de 

cU'Jntos entre si y aquellos con un n(¡mera impar entre sr pero no mezclon ambos tipos de e.! 

tados. Cu·:mdo discutamos las R.I. de ot (l..N ~ l ) y sus subgrupos veremos que 

O-\-CUJ) juego un popel andlogo. la diferencia principol entre el presente trata-

mien to y el de las seccs. a nteriores es que ahoro no portimos de las variantes dindmicas 

del problema para construi r los generadores del grupo mayor sino de tos operadores de crea­

ci6n y aniquilaci6n 'b; y be 

Nuestro interés fundamental en estos "grupos de no-invariancia en 

2a cu;¡ntizaciÓn " sero e l obtener cadenas de grupos que nos permitan clasificar los estados 

propo rcion:mdanos los nlJm eros cu6ntioos necesarios pora ello. Hasta ahora hemos visto la 

cadena: 

( 3.13 ) 

que podrromos conti nua r natvra lmen te oon la cadena usada en el capnulo 11 

Ull.N) ~ ~U(fO.)~ VOÜ 

Ult.J)~oLlJ) J . .. O;'O):>O"t(l) ( 3.14 ) 

e incluir en lugar de los puntos suspensivos aquellos grupos sugeridos en la secci6n 11.5 por 

ejemplo. En ese sentido no obtendrfam05 nada nuevo. Sin embargo es de hacer notar que si 
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empezaromos con \J l"l..t'J) directamente lo. estados correspondientes a diferente 

m1mero de p:lrtrculas no tenran relaci6n entre sr, pero :lhora sr ya que pertenecen todos a 

la misma R.I. de O't (1N-i-!J Y adem6s podemos usar los operadores de ascenso y 

descenso en el \le~o le 0+eHJ+ 1...) p'0ra pasar de estados con diferente nú­

mero de partrculas. 

Pero hay otro aspecto muy importante en que O -T U-N-+- L) 

nos da informaci6n interesante(5), La cadena (4.13) no es la única que podemos tener. 

Hay otras posibilidodes como es el tener un subgru?o simpléctico Sf C N) como subg~ 

po de Ol l N) en la cadena : 

( 3.15 ) 

donde el grupo S \J G;1 ( 1.) no corresponde al spin sino al quasispin 'que corres­

ponde a operadores que no mezclan el seniority, no. cu6ntico de Sp ( 1\1) 

Aqursolo mencionaremos que la cadena ( 4.15)ha sido altil para 

clasificar estados de problemas atómicos (5). Naturalmente que la posibil idad de usar la 

cadena (3.15 ) es consecuencia de la construcci6n de 0+-[2 N-t l ) , ya que en di 
• N I ­
cha cadena no aparece el grupo U ( N ) asociado a la configu ra ci6n l Yl t ) 

Ahora procederemos a identificar la R.I. de ot U- N -t 1.) 

a la que pertenecen todos los estados de un sistema atómico. Viendo las reglas de conmut~ 

cidn (3.6) y ( 3. 12 ) vemos que los operadores de peso de Ot LL N + 1) son los 

que a l actuor sobre un estado :mismos de U (l.N) 

( 3 . 16 ) 

,­
nos d6 e l número cu6nti ca + ..1 o • Esto ¡>orque si f es diferente 

1. 
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empezaram~ con \J l l..N) di rec tamente lo. estados correspondientes a d iferente 

ndmero de portrculas no tenron relacidn entre sr, pero ::Jho ra sr ya que pertenecen tocbs a 

la misma R.I. de 0'+ (). N"*i) y ademeSs podemos usar los operadores de oscenso y 

pora pasar de estados con di fe rente nú-

mero de portrcu las. 

Pero hay otro aspecto muy importa nte en que O t C.UJ-+ L) 

nos da inklnTloc idn interesante(5), lo cadena (4 .13) no es la dnico que podemos tener . 

Hoy otras posibilidodes como es e l tener un subgru?o simpléctico S f e N) como ;ubgr~ 

po de Ollt\J) en lo cadena ; 

Ot(2.N+U:::. O"'" l lN) ~ SUQ(l.) ~ s ~ eN) ~ ( 3 . 15 ) 

donde e l grupo S \J ~ L 1.) no corresponde a l sp in sino al quasispin 'que co rres-

ponde a operadores que no mezclan e l sen io rity, no. cueSntico de S 'f' (t\I) 

Aqu rsolo mencionaremos que la cadena ( 4.1 5)ha sido ól til para 

cl asificar estados de problemas atdm icos(5). Naturalmente que la posib ilidad de usar la 

cadena (3 . 15 ) es consecuencia de la construcci6n de 0+-[2 N+ l) , ya que en di 
, N' -
cha cadena no aparece el grupo U ( N ) aso ciado a la confi guraci6n l Yl ~ ) 

Ahora procederemos o identi fi cor lo R.I. de ot L 1 N 1-1) 

a lo que pertenecen todos los estados de un si stema atdm ico. Viendo las reglas de co nmut~ 

cidn (306) y (3.12) vemos que los operadores de peso de 01" lL N + 1) son los 

mismos de U (2. N) 

nos deS el nÓmero cucSnti ca +.1 ... 
/ 

o 
_ 1.. 

¿ 

que 01 actu;¡r sabre un estado: 

( 3.16 ) 

• Es to ¡:>orque si f es diferente 
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I 11 b+· + . (' al conmutar con cada V~ tenemos br b,'" = de ~JeJ" ~ 

:::-b~Á br y continuamos hasta tener b, \ O) =O • Para este coso el 

. 1­
eigenvalor de b; br - t es • S i en cambio una r' == f tenemos- :l. 

\,~ bf~; :. b~ y al eigenvalor de es 1-1:=1 

Todo estado \,~/ ' • . b;.. \O,> tiene un peso ( conjunto de eigenvalores de 

los N operadores \,; bt - -i 

( 3.17) 

'N 
Aparecen todos los pesos y ninguno est6 repetido y entonces tenemos uno R.I. que se denota 

por el m6ximo peso ("L -i.) ..... .¡ ) 
P.;¡ra el subgrupo eliminamos los operadores bl'+ 

y 

-\. t-
conectan• Los operadores 'bt b ( I y 

configuraciones electnSnicas diferentes pero 5610 en brincos de 2 electrones. Las funciones 

caen en 2 R.I. de 01'0. N aquellas que pertenecen a configuraciones lVlQ)~' 
con N \ par y las otras con N \ impar. Entonces respecto a ot (1 N) tenemos 

cuyo m6ximo peso es ( • En otras palabras tenemos la reducción 

una representación reducible en 2 R.I. Una R.I. es l tI i .. t) pero esta 

es pora la capa cerrada y en consecuencia para N ' par J para N' impar ~s aquella 

, 1. 
:&. J 1. • 

de fa R.I. de 

(~ )~ ... I) - --:>(tJ.. ·-t)Ea(~Ji·· ,,-t) ( 3.18 ) 

O+L¡N~ 1.) 01z.HJ) 
Ahora nos interesa descomponer las R.1. de O+C2.tJ res­

pecto a R.I. de \J (1}J • Pa ra esto es mejor usar como ;)peradores de peso en 
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I 1/ 
de ~J~ J' b+· a l conmu ta r con cada p~ , + 

tenemos bt b,'" = 
t 

:: - bt ' br y cont inuamos hasta tener \', \ 0'>:= O • Pora este coso el 

eigenvalor de 'b; br - t es - t . Si en cambio uno r'; f tenemos 

\,~ bf~; ~ b~ y al eigenvalo r de es 

Tooo estado ~;" .. 'b; .. \0) 

los N operadores \,~ bt - l 
tiene un peso ( conjunto de eigenvolores de 

( 3.17) 

'N 
Ap:uecen todos los pesos y ninguno estO repetido y entonces tenemos una R.I. que se denota 

I " 1. ' ) por e m6ximo peso \."i ~ ~ J ••• 1. 

Pura el subgrvpo O-+-(l N) 
"'" + • Los operadores 'b, b~1 bf bt ' 

+ 
e liminamos los operadores b, y 

y conectan 

configuraciones e lectrónicas d iferentes pero sólo en brincos de 2 electrones. Las funciones 

coen en 2 R.I. de O"tll N aquellas que pertenecen a configuraciones I..Yl O) NI 

con N \ por y las o tras con N \ impar. Entonces respecto a 0+ (l N ) tenemos 

una representación reducible en 2 R.I. Una R.I. es l .L l. 
:1.., ~ pero esto 

es poro la cap,;! cerrada y en consecuencia pora N
I 

par J paro N I impar es aquella 

(
1 l. 

cuyo m6ximo peso es lo J 1. • • En otras palabras tenemos la reducción 

de la R.I. de 

(~Ji ... tl 
O+l},N~t) 

---~ (t ;~ .. . -t)Ee (~J t ... --k) 
O+z:. l. M) 

Ahora na. intereso descomponer los R.1. de O+C~tJ 

( 3.18 ) 

res-

pecto a R.I. de \J Cl h.I • Poro esto es mejor usa r como operado res de peso en 
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los ope radores \,~ br como en ( 11.1 ) Al ac tU :lr sobre 

'b;, ... \t,,, \O') f esel eigenvalor de estos operadores es 06 1 segón si 


diferen te de tI .... (' o coincide con a lguna de ellas. Tendremos N eigen­

valores para el peso y cada R.I. de O+[ti N ) se descompone: 


0+U.N\- i) ::::> O+CLN) :::> U (N) \-1 

(~ .. \) ....-...-'1 (\. ••..\) ::> LO1 ~ [\\1 \f) • • • [~ 
• J ~(\ ... ,--t) J [t1~L\\\1$ , .. [\\\ ... 11 ( 3.19 ) 
N ~ ~ 

N-=-1 
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UL1.N ) los operado res \,~ b r como en ( 11.1 ) Al actu:Jr sobre 

'b;, .. . \t,,, \ O') el eigenvalor de estos operadores es 06 I según si f 

diferente de f' .. . r01 
o coincide con alguno de ellas. Tendremos N 

valores poro el peso y cada R.I. de O+Ui N) se descompone : 

O+L2..N~ t) J O+<..~N) ::> U eN) W 

t ~ \) .--'1 ( 1. -' - .\) ::> (01 ~ L\\11i) - .. [~ 
• J ~ (-l - .. -.t) J U.1~[\\\1$ . .. [\\\ ... \1 
N ~ ~ 

1'-1':' 1 

es 

eigen-

( 3.19 ) 
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