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INTRODUCCION

La utilidad de las técnicas de teorfa de grupos en flsica atdmica y
molecular es bien conocida. Primero desde el punto de vista de los grupos de invariancias
tales como los grupos simétricos cuyas representaciones de simetrfa permutacional definida
son muy utiles en relacién al principio de exclusién de Pauli, como los grupos puntuales -
cristalogrdficos indispensables en el andlisis de las moleculas y las estructuras cristalinas ;
ademds el descubrimiento de Fock de que la degeneracién accidental del dtomo de hidrsge
no es debida a la simetrfa ante un grupo de wtaciones en 4 dimensiones pemitié entender
la estructura de los niveles en una forma muy natural ( ver Cap. Il. secc.2). En 2o0. lugar
las técnicas de Racah permitieron mostrar que un conjunto de N\ estados de un dtomo se
transforman entre si bajo un grupo U (,“ ) y ademds pemmitieron usar cadenas de
grupos para clasificar los estados,

Pero a pesar de que el trabajo original de Fock tiene mds de 30 afios
de haberse publicado y a pesar de que Racah mismo aplicd sus ideas a sistemas atémicos ha=
ciendo célculos para las tierras raras y los actinidos, en realidad la teorfa de grupos han side
consideradas por los quimicos tedricos y fisicoqulmicos como técnicas elegantes pero compli=
cadas y ciertamente que su uso es "evitable". Esto contrasta un poco con la tendencia gene
ral en stras ramas de la flsica como en flsica nuclear y partfeulas elementales de ver en la

Tearla de grupos no un mero auxiliar sino una estructura subyacente para los fendmenos fisicos.



Ejemplos de esto son el éxito obtenido af extendzr fas ideas de Racah en ffsica nuclear co-
mo en las teorfas de Moshinsky y de  Elliott , y los espectaculares altibajos del"eight=
fold way" y otros esquemas de clasificacidn de partlfeulas.

El propdsito de este trabajo es mostrar que algunas de los nuevos
aspectos de la teorfa de grupas que se desarmllan actualmente tienen un gran interés y mu-
chas posibilidades en su aplicacidn prdctica en problemas de flsica atémica y molecular.

En el capftulo | se analizan las posibilidades précticas de la apli-
cacién de los estados de Y1 partleulas en un potencial de oscilador aménica, obtenidos
oon tecnicas de teorfa de grupas por M. Moshinsky y colaboradores, para calcular valores
de expectacién de la energla en sistemas atdmicos y moleculares, usanda técnicas de aproxi
macién como métodos variacionales y de Hartree=Fock. Se analizan varias docenas de dto
mos y moléculas, El material de este capltulo consiste bdsicamente en el artfeculo "Harmmonic
Oscilator in Atomic and Molecular Physics" de M. Moshinsky y O. Novaro del Jour. Chem.
Phys. 48 4162 (1968 ). La dltima seccidn sin embargo corresponde a trabajos desarrollados
por M. Moshinsky y A. Calles y M. Duvoboy pero se incluy$ para tener un panorama mds
completo de las aplicaciones de los estados de osciladar aménico en problemas atdmicos y
mofeculares.

El capftulo I corresponde a los primeros resultados de lo que posi-
blemente ser§ una serie de artfculos par E. Chacdn, M. Moshinsky, O Moevaro y C. Wulfman,
El ler. artfculo de dicha serie serd presentado proximamente para su publicacién e incluye
bdsicamente la informacién contenida en las Tablas ( 11.6) d= ésta té&sis. La idea fundamental
es la utilizacién de diversas cadenas de grupos para clasificar los estadas de las diferentes con

figuraciones de una capa atémica. Una de la: clasificaciones més interesantes es usando como
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un grupo de la cadena el grups O‘l’( H ) que segdn demostré Fock tendrfa los
estadas de una capa atémica como base para una de sus representaciones. Esto nos per—
mite analizar que tanto se rompe la simetria O+ (4)  debids a las interacciones en
tre los electrones evaluando que tan buena es la clasificacién con esa cadena. El andli-
sis detallado de dicho rompimiento se ha realizado en la capa 15"1? . También
en esa capa se ha estudiado una clasificacién alternativa con la cadena UU{)DU{.3)
cuya relevancia para la obtencién de las matrices de Hartree=Fock también se estudia en
este capltulo,

El capltulo 11l comprende las ideas de los grupos de no=invarian
cia como un intento de reducir la dindmica ( por ejemplo transiciones electromagnéticas
entre los niveles atémicos) a expresiones de teorfa de grupos, enfatizando el punto de vis
ta que se uso en el artfeulo "Non=Invariance Groups of Dynamical Systems" de O. Nova=
o Rev. Mex.Fls. I8 65 (1969 ) que consiste en construir explicitamente los generadores
del grupo moyor con las variables dindmicas del problema en cuestién mostrando que dicho
grupo contiene al grupo de simetrfas del Hamiltoniano comeo subgrupo y que sus operadores
de Casimir son ndmeros lo que muestra gue todos los estados del sistema ( si el grupo mayer
es nd> compacto) pertenezcan a una sola representacidn irreducible de dicho grupo, lo que
pemite generar tods el espectro con solo conocer un estado y aplicar sistematicamente los
generadores dal grups de no=invariancia. También se presenta la extensién de estas ideas
en relacién a las técnicas de 2a. cuantizacidn. En este caso se procede a construir los ge
neradores de un grupa mayor con los operadores de creacién y aniquilacién, Dicho grupo
ontiene a \J (_Y\.) como subgrupo y nos permite mayor flexibilidad en la eleccién de

cadenas de grupos para la clasificacién de estados en sistemas atdmicos.,






CAPITULO 1

TEORIA DE GRUPOS DE OSCILADORES ARMONICOS Y SU APLICACION
EM FISICA ATOMICA Y MOLECULAR

En los dltimos tiempos se han desarrollado técnicas matemdticas muy poderosas pa
ra analizar los estados de n partfculas en un potencial de oscilador aménico que pemiten
aprovechar las simetrias del problema para construir las funciones de onda en una forma muy
eleganre(l) . Estos estados se construyeron fundamentalmente con vistas a su aplicacién en
fslea riuclsar donde come es bien sabids los estados de cseiladar arméaica han jugade un pa
pel muy importante para el mejor conocimiento de la estructura nuclear. El uso de estos es-~
tados de n particulas significa una téenica muy poderosa y déctil .

El estudio del grupo de simetrfas del potencial de oscilador amdnico (SU(3 n))
ha pemmitido que en vez de usar los estados del oscilador como meros auxiliares en el andli-
sis numérico en los problemas nucleares ahora se pueda inclusive entender los diversos mode=
los nucleares (modzlo de capas, modelo colectivo, etc.) desde un punto de vista geométrico
asociados a diversas cadenas de subgrupos del grupo U(3 n)(l) . Quiere decir que a pesar de
que los estados de oscilador aménico solo pueden representar al ndcleo en forma limitada, la

teoria de grupos de dichos estados nos da un conocimiento profundo de la estructura nuclear.



Esto nos lieva a la siguiente consideracidn: si la importancia de las si-
metrlas del oscilador amdnico en fisica nuclear trasciende la similitud de su potencial
con el potencial nuclear real (cualquiera que este sea), gno serd posible aprovechar tam
bién estas técnicas en problemas en que el potencial fisico sea bastante distinto al de un
oszt.ador? En particular la fisica atémica y molecular trata en general con sistemas cuyo

Hamiltoniano es bien conocido, del tipo siguiente:

14
= N 7 .5
/% -S*-*LZ_ {e —- )5 “—’,_,+-‘i ; —e—p€ o
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donde H ‘ serfa un Hamiltoniano de N electrones en el campo de N ndcleos fijos
7

en las posiciones p{“ y donde Y, y f‘ " serfan las coordenadas y momentos

del s~ésimo electrsn.

Las interacciones son todas Coulombianas y por consiguiente los estados
del sistema son sustancialmente distintos de los estodos de ¥\ particulas en un potencial
amdnico comdn o interaccionando a fravés de fuerzas de oscilador entre pares de partfcu-
las. Sin embargo el hecho de que el Hamiltonians atémice sea conocido no necesariamen
te implica que los problemas estén resveltos. Es bien sabido que para todos los sistemas mo
leculares y atémicos excepto los mds simples se tiene que recurrir a métodos de aproxima-
cién (teorfa de perturbaciones, método variacional, método de Hartree-Fock, etc.) para
obtener los estados del sistema. Para aplicar estos métodos se proponen genérolmente fun-
ciones de prueba que se escogen convenientemente usando el siguiente criterio: lo., que
tengan caracterfsticas que por consideraciones ffsicas pensamos que deben tener las solu-
ciones exactas del problema; Zo0. que sean bastante simples matemd@ticamente para que su

utilizacién en las técnicas de aproximacidn no complique las ecuaciones matemdticas tan-

to que no puedan resolverse. Para problemas en Gtomos y moleculas complejos no siempre
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podemos obtener funciones que cumplan ideaimente ambas caracterlsticas y a veces es
necesario usar funciones de prueba que de antemano sabemos difieren bastante de las
fisicas, siempre y cuando su simplicidad nos permita resolver las ecuaciones, Este ha
sido el criterio que se ha usado al usar funciones gaussianaso de oscilador en técnicas
. o . (2 .
de aproximacién en fisica q'rdmlcc:( ). Sin embargo no se habla hecho uso de fodas las
propiedades de simefrfa de los estados de oscilador arménico, propiedades que permiten
tanto la construccidn explicita de los estados de Yy partteulas como la simplificacidn
considerable de muchas integrales que aparecen en el cédleulo variacional.

El proposito en esta seccidn*™/ es mostrar la construccidn explicita de
los estados de ¥\ partfeulas en un potencial de oscilador y la evaluacién de los elemen
- - 0 ’ -
tos de matriz de el Hamiltoniano H con respecto g estos estados determinando la =
frecuencia cu del oscilador y la energla total del sistema usando una técnica variacio

nal asociada con la minimizacién de la energla de expectacién,
Para simplificar la notacién escribiremos el Hamiltoniane en forma -

L’
adimensional dividiendolo entre la energla %ﬁf de la |7 orbita de Bohr y sus

tituir las variables de la ec.(0.))por las variables adimensionales:

=M ) o ' :I"—"—ﬁ? * (0.2)
6= % b=foen b R=IRT RS

En términos de estas definiciones el Hamiltoniano queda asf:

N n N
\ n
- 4 o

=2l ) e | i ::-.}.S_H-_éﬂ -
AT ] =L ) P T e )\ — 0.3
A= et e m e Lt Rt T R | o)

9\~
AL V. ce'\'A
donde € =hw)" [Wl_lk: ) es un pardmetro adimensional que se usard como pa-~
«dmefro variacional .

La razén de las definiciones anteriores es que simplifican considerable=



mente la discusién de los estados de oscilador , Primero (secc. I) analizaremos los
estados de |, 2, 3y 4 partfeulas, en la seccién 2 discutiremos la construccion general
de estados de Y\ electrones en un oscilador y en la seccién 3 fo aplicacién de di-
chos estados en metodo variacional en varios problemas de ffsica atémica y mo'ecular.
i. Construccién de estados de |, 2, 3y 4 partfculas
a) Estados de una partteula . Para este caso el Hamiltoniano es

simplemente:

pa
H:—L—QIP2~§‘——%{~— (1.1)

para el caso atémico, Fste Hamiltoniane tiene solucisn exacta por supuesto. Sin em-

bargo vamos a analizarlo usando funcianes de oscilador arménico \V\ D W\> con;

lnlm)= QM(Y)‘\{M(QLF) (1.2)
donde W“m (9, ¢) es el arménico esférico y RY\! (Y) es la fun-

cién radial siguiente:

¢ A l

R (¢)= =2 m"[? “*I*JA] vle™ L X (1.3)

1

donde o_  es el polinomio d2 Laguerre asociado. El cdlculo de los elementos de ma-
triz de H respecto a estos estados es muy sencilio. Aprovechamos que — es inva-

riante ante rotaciones por lo que los unicos elemento: de matriz que nos interesan son:

<Y\'I’MIH|Y\IW\>: é.‘U-“—*@*’/;))—“,n 7, € fRﬂ U)\' R (()"-d‘{s
- eZEo Rn’q(_*() —‘? R“Q\<){zc\(
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porque \ n ] M) es eigenestado de -}_ “)l‘f '{l) con eigenvalor 1!n+ﬂ+%_
4

, para la 2a, usamos el desarrollo de un potencial

©)

central arbitrario en términos de integrales de Talmi'™ que es:

S.. Q“,lr(_‘() V(_'() Q\nﬂ ('()‘t JT:’ZB{“"F,H{,P)I? (1.5)
4 v

La primera integral ha sido calculada

donde la integral de Talmi se define como

W? P(?*"'/JJ‘ Viv)e v (1.6)

Y \ 5,6
y las Bk“ m Q) P) son funciones que han sido calculadas y tobuladas( i )

Para nuestro caso  \/ () = y las integrales de Talmi resulta:

- ("
I Tl (1.7)

NG ‘\-—HY\QM =3¢ L{h(nd*l') Sninei (I‘ln*o*}/u\ g‘l'\'\'\"' 4.8)
ok

*n
1 WY e~
""1["*1"\'1*[*’/#;’1L*n‘,n—n -2 E ‘:?*J/ ‘S(Y\ f nt P)
p=0 )

En la seccién 3 minimizaremos & para optimizar la matriz de H
aue al diagonalizarse nos dard la aproximacisn a la energfa de [a [? 6rbita de Bohr.

Para el case molecular (iones con un solo electrdn) los ndcieos no coin
ciden con el origen de nuestras coordenadas sino se encuentran en un punto B de

componentes esféricas R 9 (P . El potencial atractivo tiene la forma

‘ .
1 [T ] 4 2 .
-LZe \Y- «F*i_zez ‘zy_ﬂ_ \(1‘,(1(9;?) JK&('.‘_‘],‘?L)(LM

1=-%

donde fomamos el témino de arriba en el parentesis para X< K y el de abajo



si R<EY

Para obtener los elementos de matriz respecto a los estados de ascilador

tenemos que:

L) men?
<n’0’W\’l %w})’ (o, ¢) MW\> Z&[ "ndp) 1 (R)x
Ly 4" )¢ o " (1.10)
-‘L +
N (20 0) (et
: < QKMiWM <¢KOO“ O> 49 Cabl¢l ]
los brakets < J > son coeficientes de Wigner(7) y aparecen en conexién con los
elementos de matriz de los aménicos esféricos, mientras que las IF ( R ) segun
la definicién de las integralss de Talmi son:
2 >9H-\k < ( WH2-F- ‘_ ~ ]
— X v
1 R)zpiy | S e s [ R d
PHik
Ehk 24 e e ¢ i
_ X( (g W) _&__L_‘*,_e LOpree )i 1’"‘ MLR\]

- PC?’*“/L) )_L“ P2 02 “)" RK-H tes Ty
=0 1

con la definicién vsual de la integral de error:

».{ (R)=

Es importante hacer aotar que segdn las Refs. (7,8) P sdlo puede

,S'e d (1.12)

tomar 'os valores:

T < pE U anen’ (1.13)

y entonces serd entero si I+ es par y semientero si es impar. Pero por otro lado
por la regla del triangulo en el Clebsh-Gordan <QKOO)QIO> ) tenemos que

/ . , . . L
0«9 es par si y solosi K es pary viceversa y en consecuencia [+ &
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siempre es entero. P as la funcién gama usual y las %f\\f\'f‘,'ﬂﬂjf) son conoci=
dasmaunque solo estdn tabuladas para P enrero(é) y U'=1= 3k

Entonces todos los elementos de matriz de los Hamil fonianos atémicos y
moleculares de un electrén respecto a nuestros estados (1.2) pueden evaluarse explicitamen
te.

b) Estados de dos partfculas. Para analizar este problema vames a recu-
rrir a los parentesis de transformacién que se usan en fisica nuclear y que han side tabula
5(6).

Primero expresamos los estados de dos partfculas en un potencial de osci~-

tador amdnico en la forma

ey, LMD =) b lm ‘“:lLM>Q“‘ N {44 JR (n)\} (9.,4? (1.14)

LT

donde los subindices especifican las dos parttculas.

Ahora expresamos estos estados en téminos de estados de dos particulas
asociados con coordenadas relativas y de centro de masa que denotaremos para distinguir
las con un punto arriba. Y para distinguir los estados cuando se usan valores espectficos
para los ndmeros cudnticos usaremos kets redondos |) y reservaremos los otros l )

La relacién entre los nuevos vectores de posicidn a los atros son, para dos particulas:

Vis

|"\
O

-

{ T T .
{z"—— (,z r (1) (I-IS)

y los estados quedan:

a-—"

“ﬂ q‘,\‘\ 'uh_M\—‘{'__lVl & Mj(“.l. "\xi.,). lniqu"hl\ L_> (1.16)
AN, d,

Los brakets { | > han sido evaluados(8> y fcxbulados(é).



- 12 -

Los elementos de matriz respecto a los estados ( 1.14 ) de operadores de

una partfeula como:

1 s v
yeTps-elT Z - R (1.17)

en los Hamiltonianos atémicos y moleculares de 2 electrones pueden obtenerse con téeni-

cas standard del algebra de Racah(6’7). Para la interaccién Coulombiana entre dos elec-

trones obtenemas (6’8);

<V\\‘ ?{,V\Lﬁ", "_W\.e_ﬁ AT N P S IR S X
:6\\/‘_<(\l/9")4;_}" "wl n D
“.‘“ﬁﬂnﬁuﬁ._

\ | ‘, '}\ “l"th,l—,",’llﬂ." _/( )

donde por lo visto en la subseccidn anterior:
“4";\1'11 !

. . . ¢!
(V.]: lllll{‘nﬁ\l\) Z{ 6(“ ’(Ij,,ﬂl*owe3 PL9+};) (r.19)

O sea que para los sistemas de uno y dos electrones los elementos de ma-

triz respecto a nuestros estados l > pueden obtenerse explicitamente en téminos de coe

ficientes tabulados .

c) Estados de 3 partteulas

En esta seccién construiremos conjuntos completas de estados de tres par-
ttculas en un potencial de oscilador amménico y que sean bases para las representaciones .
irreducibles de! grupo S(3) de permutaciones de fres objetos.

Como un primer paso consideraremos el problema de estado: traslacional -
mente invariantes donde eliminaremos la coordenad: del cenfro de masa obteniendo un sis

tema con una coordenada menos.



e
La parte del espacio de configuracién de los estados traslacionalmente

invariantes puede expanderse en téminos de estados de | partfeula:

enhim O GBI, LW (1.20)
donde usamos puntos para indicar que los ndmeros cudnticos corresponden a las coordena

das de Jacobi definidas como:

L] \ - N
LERWG) ) =l 0) Ne g (Lana ) (12

que es una transformacidn ortogenal de las coordenadas ordinarias de los electrones \:1 "

Xy v \fb , y donde empleamos la notacién de Dirac completa:

“\nlwS = e (.20
el wm> =Y, 000) (1.200
Alternativamente podemos expanderlos en términos de estados acoplados

a momento angular /\ y proyeccién M

Wb, 6 AMS = [<<5[\h,1,><ﬁ\9.,;“>]m (1.22)

El Ket {{.22) también puede expresarse como un polinomio en {os opera~

dores de creacién:

ész\‘\——f(i’_‘,\iﬁ') S=1,2 (1.23)

actuando sobre el estado base 10> ,0sea;

\\;‘n‘ﬂ'l,fni;!/\l\fb: ‘b(h|‘.,ﬁ;QL,AM)\O> (1.24)



donde P se define como:

PO ABAM=Agiv i, (303" (5:5)

[‘i W)Y, (éh)} (1.25)

e TH-_ :‘\'f.\—%(\r_\frxi'!)jl_l

r!V
r'lv'

T.f‘«f = T

}o>="%

(1.26)

El estado base ]O> es claramente invariante bajo permutaciones de
las coordenadas Yy, Y. y X3 vy la discucion de las propiedades de simetrta de las
combinaciones lineales de los Kets (1,22} se reduce al andlisis de las mismas combina-
ciones lineales de los polinomios P

Para obtener estados de 3 particulas translacionalmente invariantes de

simetrfa arbitraria ante pemutaciones introducimos los operadores auxiliares

a:FEAE) dshudedy) )
en esta seccidn los operadores O ;  estdn dados por (1.27) y no deben confundirse
con los operadores de creacidn asociados a fas coordenadas Y,
Todos los elementos de S( 5) pueden construirse de la transposicidn
(1,2) y la permutacién cfclica (1,2,3 ) que segdn (1.2 ) y (1.22) tienen el efecto si-

guiente en los operadores 2] y

(\,l)(;‘l}:(o\ _O\)@'lj ) (1,4,%)]

a
< (1.27 a)
4y

(1.27 b)

Ahora consideramos polinomios QLW\QU ne e, AM ) que estdn

definidos como en (1.25 ) pero con _6_5 , Ny, ' reemplazando a &5, s
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La aplicaciénde (1,2), (1,23 ) a P corresponde a aplicar la operacién inversa (ref.?)

a 2y Qa2 ast que de (.27 ) tenemos:

(LYY Pn tynut,, AM)= e Pt ms, AM)  (1.28)

(12 3)p(ﬂ,l,m-.ﬁ,,/\l‘4)=€qi“ Pin LynalyAM) (1.28b)

con 29 = g+ di-an-4, (1.29)

Para obtener polinomios de simetrfa permutacional definida necesitamos
aplicar operadores de proyeccién apropiados (ver p. ejem. Hammemmesh Ref. 10) donde
¢
los operadores de proyeccidn P* asociados conwna Ril. (representacién irreduci=

ble) de un grupo finito 6 estd dado por:

L"" J "'* 1.30
P = ‘é-\z?‘ ¢ (‘P) 'P (1.30)
con ‘P un elemento del grupo, Y-} (P) es el cardcter asociado a éste elemento

para la representacién ; , 1 G\ esel orden del grupo y A! la dimensién de la

R.1. ;

Para el grupo S(3) hay 3 R.I(lo)

caracterizadas por las particiones

F_—_ -\57‘ 5 -[1_[} y {l\\} de dimensién c]p igualal,2y |
respectivamente. La 7y la 3% son las representaciones totalmente simetricas y totalmen

te antisimétrica, Los operadores de proyeccién de S(3 ) (ver Hammemesh Ref. 10 )son

Ph“z'::[edl,l)‘\r (L3)> (2,3) + (,2,3) + (4, ")2)] (1.3la)

P"“}=‘-3be‘ p0ad = (L352)) (|-3|b7)
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{\\\‘& ]
P :?[8— Ct.1>~(1)3%(1,3)+(L,1,3)*u)3,1)'1
(1.3lc)

donde € es el elemento identidad.
iy
Aplicando P al polinomio P(“lgu‘!’\x ﬁyﬁ M) obtenemos

L m -ﬂ_i.;
P Pt mt, M) = §(2- M. 7 5)PCn, 4,0l AM)=

= % """‘1@19) OCW,QUYIL(’“!\M):LL—SVQ) PCY\J‘,V]J“{\M) (1.32)

donde )1  estd dado por la relacién de congruencia:

29V traodulo 3) (1.33)

De (1.32) vemos que V) serd 6! 5 2yaqueyd=( da el estado pr:
yectado en 421} igual a cero.
Como la dimensionalidad de la R.1. P=&l|\ da 5(3) es CLJ:l

tenemos dos estados en ella que estdn caracterizados por los dicgramas de Young

Ez~>(lll) N Eq—bUIl) (1.34)

o bien por los simboio: de Yemanou:hi (Y3J'Y'x) Y\ )  que especifican el renglén en
gue se encuentra cada ndmero 3. 2, |.

Dei diagrdma de Young se concluye que los estados caracterizados por
los simbolos de Yamanouchi (2l1) y (12i) son respectivamente simétricos y antisimétricos
ante intercambio de las parttculas | y 2. Para obfener los estados caracterizados por (211}
y (121) necesitamos uplicar a los polimios P(W\.\,V\Lh,/\ M) con V=i,2 los
ope-.rudores de proyecciin que dan los estados simetrico y antisimétrico en las primeras dos

partfeulas, esto e::



Pm: Lle + )] PN L - )] (1.35)

gue de (1.28b) nos da para W =0
P Pty AM) = £ [Pl AM)+ 7 P rdi it AM]

= 7 Pint,n L, AMR LY ) (1.3a)
p'\ll} p (n, Pu Wy, A M) = ‘;[PLH\QUVI;ILJAM)# 6-}’&!.,"\9(“"”“‘ e“hmj]

-—__-'-'%(.‘vaPLY’l\G\;ntﬁa.jI\M);'\li-& L\l\)) (1.36b )

donde las 4) son los polinomios normalizados caracterizados por la particién 4217
y el correspondiente simbolo de Yamanouchi ast como por W 1, 1, v, N\. Lafase
. ¥ .
i) es prescrita por el "Ladder procedure® (ref.l)
. . . . . A3}
Para obtener los estados simétrico y antisimétrico podemos aplicar %
A u
pt ' respectivamente, Pero un método mds elegante es tormar en cuenta que del
andlisis desarrollado para p:{u_l, se concluye que solo las combinaciones lineales
de polinomios P( v, [,, ., 5 A M) para las que F- H.ﬁ-ﬁ,—ln;- 91, =0
(Mod.3) pueden ser siméiricas y antisiméiricas. Las que son simétricas esfdn caracteriza=-

das por el diagrama de Youag:
—> (1) (1.970)

y serfan simétricas bajo pemutaciones de las particulas | y 2 como es obvio, Los que son

antisimétricas estdn caracterizados por el diagrama de Young.

L
5 —= (3%a}y) (1.37b)
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y serfan antisimétricos bajo permutaciones de | y 2 . Entonces podemos obtener los
estados nomalizados {3Y%  (111) y 4\ ],

(321) aplicanda respectivamen-

te los operadores Q“B y P i al polinomio DC““”““U /\M)

pt) o
Xp‘l“} p(nlil.}“ldlJAM):é[DC“JUnLPL/AM)r C‘)il lz A P(“Ll“ﬂlf”/‘.M)]

O el AM ARy () )
NT d(m?,,mh,/\M;imMn\}& (1.38)

expresién que es vdlida para l“i*‘;‘ N, - ¢, =0 pero con el par  (N3,41)

diferente a (Vl;,fl) « Cuando W)= N, =N Q-,r Q;:‘j obtenemos:

. mhnGAM: {3 D)) o A
P(n?,nﬂ,/\M):{?) SR ‘ paE (1.39)

Pindnl, AM;{n}3) con N impar

Ast hemos obtenido polinomios con simetrfa permutacional pa'rc los esta
dos de 3 parttculas en el problema translacionalmente invariante en t&minos de los ope-
radores de creacién &y y &, . Ahora los queremos en téminos de los operado-
res é_\ Y é, o sea de p(ﬁ\i, ,\f'\)_il ) AM) . Esto es facil si conside=
ramos que la matriz de la transformacién {1.27 ) conectando 2,2, con éh _3‘_11

puede descomponerse :

= & &\ o

Ti=(_1L L (O l):A@ (1.40)
v - & LRS-ty

La aplicacidn de fl__ a VP dé una combinacién lineal de P

Ol
=
|

cuyos coeficientes son paréntesis de transformacién ordinarios, mientras que el efecto de

. -
o Co el .
(3 es multiplicar el polinomio par (-2} ' ' . Combinando estos resultados se



llega a:
4,41
p(“l n“;ﬁunM I%“E)(V\ LJYI ‘Q’HAM ) &) <¥l 1.,“..‘;)\1]1, lJ”“l/‘) (1.41)

De lo anterior se sigue que :

\“I [.;mﬂl,ﬂﬂ;ﬂf') E q{.niﬂnnl tunM;‘T) l 0> =
AL ¥) [Otn.tumh,nn): A Qe b ik A 105 =

Z— l “‘ y , !UA M> {A (v, f,, Y) (~i) 1n.+ L, [,11- L—Jill<ﬁ|§uﬁ- iur\\n!lyﬂt‘v‘>}

whnl,
E. Z_j \ﬁI!FIJﬁLjLJAM><ﬁ| i.)ﬁ) 65,/‘ Ihl"U “IIL}A;I ,T> ( |-42)
“\‘llil- *

con P y Y abreviaturas para la particién y el simbalo de Yamanouchi y en la deri=
vacién se usaron las propiedades de simetrfa de los paréntesis de transformacién. Los coe
ficientes A ( 9,",") y el valor + 8 — estdn especificados por las ecs. ( 1.36
y 1.38 ). Es claro que el dltimo paréntesis es o real o imaginario puro porque el factor
- 4 L]
[Li L"]h] restringe £, avalores pares o impares. Una redefinicidn tri-
vial nos pemitirfa tener el dltimo parentesis siempre real.

Entonces hemos construido explicitamente estados translacionalmente in=
variantes de 3 particulas, Pero en el problema atdmico o molecular tenemos un sistema
de referencia fijada por el sistema de coordenadas en que los nucleos de los dtomos o mo=
l&culas estén fijos. Siusamos las coordenadas de Jacobi para describir dos estados de 3
eiectrones debemos incluir también las coordenadas del centro de masa i; . Esta
coordenada es invariante ante permutaciones en las coordenadas originales Xs ., En-

tonces la forma mds simple de construir estados de simetrfa definida y momento angular

total definido en el espacio de configuracién es tener un estado de este tipo en las coor=
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. . . 7
denadas translacionalmente invariantes Yy v f. y acoplar su momento angular

con el de la coordenada \!'fs . O sea construir el estado :
lvh Pl a2 'l. (/\);YI;, 95/’ )/“ 7 ! ‘r> :th ‘f'a.h’h!',ﬂa';,ﬂ;l Y\)<'£_ﬂh!ls)])d} 1.43)

donde el paréntesis cuadrado corresponde a acoplamiento vectorial de A y ng
a momento angular totql & proyeccidn /LA

Los estados sb o> pueden descomponerse en términos de los esta-

dos | V'h J?., )Y’\, 9'1 /[\ M> con ayuda de los brackets

<\/‘l‘§”V.\,i‘“A[Wli\,nxﬂ“/\:e;"> (1.44)

definido en (1.42)
De la definicidn (.43 ) de los estados generales de 3 parttculas vemos

que podemos usar el mismo bracket ( |.44 ) para descomponer el Ket { 1.43 ) en téminos
del estado

0, i, 1, (AY ny ,)\/«} [_[4\:.\\«154\3( (v, l}lQ{Am, 3>]>
_Eﬁu\n§>@ku><(ms&Mhﬁ@glM)> VLA, =

= 2V, L AL W [QnGRes WG AR ()

donde en las ¢ltimas ecuaciones se reacoplaron los estados de una sola coordencda(“)(con
ayuda de los coeficientes de Racah \/\/) para usarlos en la interaccion

Podemos ahora considerar los elementos de matriz de un Hamiltoniano de
3 electrones en un dtomo o molécula respecto a estos estados. En otra seccién haremos -
dicho andlisis.

Para e! problema de 4 particulas se han desarrollado también métodos
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para construir estados con simetrfa definida ante S (""l) . Sin embargo en las aplicacio
nes de este rrabaio(3) usaremos la técnica desarrollada en la siguiente seccién tomando

el caso particular W=%4 | También en algunos problemas de 3 electrones en sistemas
atémicos y moleculares hemos seguido la técnica general pcm"l T\ particulas y no el méto

do de proyeccién presentado aqul.

2. Consiruccién de estados de Y\ particuias.

Para obtener los elementos de matriz del Hamiltoriano atémico respecto
a estados de "\ particulas en un potencial arménico, se aprovechardn técnicas desarro=
Iladas para la obtencién de dichos estados en que permitan obtenerlos en forma sistemdti=
ca. Los Hamiltonianos de las partfculas en un potencial de oscilador arménico en témi-

nos de nuestras coordenadas adimensionaies tienen la forma :

LT n n k4 %
— i \2 L T -
Ho=5L2 00D tay}=) al-a.4 3 (2.1)
5= Sy s={
tie . P .
con ég~ 5 kY_S_"Afsj ; éﬁ:ﬁl‘ys"*‘?s) (2.2)
Como la componente ;, (operador) i=1,2,3 Ny 5=z L,2..n  es el transpues
. S Heo oo S
to conjugade de <, , Vemos qua o es invariante ante transformaciones unita=~

rias de 3 dimensiones que afectan los tndices 4 , S . Enfonces U (an) es
el grupo de simetrlas de Ha . Si consideramos separadamente las transformaciones en
los indices » y S tenemos que podemos usar los subgrupos  \A(3) y Lin)

para caracterizar los estados de Y1 partfeulas del oscilador por medio de la cadena:
) o UR)Y® Win) (2.3q)

Por dltimo si caracterizamos los estados por el momento angular total L
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que nos caracteriza una representacién irreducible de OT(,}.) < 1U\(5_) y también
por la particién iC{‘“ Ez"' g,‘} de Y1 que asu vez especifica una rep.
irr. particular del grupo simétrico  S(n) < uLV\) , lo cuél nos da estados
con momento angular total definido y simetrfa ante intercambio de partrculas definidas,

tendremos la cadena

UD>0)>(P ) U, > st

J {2.3b)
donde O—r(‘)-) es el subgrupo de OT(3) de rotaciones alrededor de un eje. Los pun
tos suspensivos indican la existencia de subgrupos de Un) que contienen  S(n)
Dichos grupos pueden usarse para clasificar nuestros estados con nuevos ndmeros cudnficos(l)_
La cadena tiene la ventaja, para nuestros propdsitos de que en los nimeros cuanticos F y
L. el Hamiltoniano atémico es diagonal y adn en el caso molecular P es un buén ndme
ro cudntico porque los estados flsicos tienen simetrta definida en el espacio, dé configura-
cidén,

En esta cadena de grupos, el Ket para N cum-\os puede expresarse co-

. t
mo un polinomio homogeneo de grado M en los operadores de creacién CY A que

actia sobre el estado base :
q -1 \(.1
|o>= e 2% % (2.4)

Dicho polinomio ©n (ATe) , siendo una funcién de un solo vec-
tor de 3w dimensiones, pertenece a la representacién irreducible LN del grupo Lh(31)
Las representaciones irreducibles de U(>) y ULV\) estén dadas respec
tivamente por las parttciones  LWiyhy byl y Uiy, - - 4 anl Y
como LAR® UMY ecursubgrupo de  ALBN Ty larep. irr. de Ui3N)
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es la totalmente simétrice {_l\ﬂ . las rep. irr. de U3) y u (h)

estdn relacionadas por(l)

h\'ﬂ:\q\ 3 »\‘“:k‘ ,,»\3“:‘;\3 )»\?“:0 f‘)} (2.5)

Entonces el Ket toma la forma:

\Eh.ma [\m\m...\w}>_ Chiwas ha] D\mh,o---o]>
ALM gy M e i

donde = (Ym‘(‘,p" l) es el simbolo de Yamanouchi, 'X representa todos
los posibles ndmeros cudnticos extra en la cadena Uln)>.. . > Sn) y IL es
el unico ndmero cudntico adicional(lz) en la cadena uLS) D O*C‘)) .

El efecto de una permutacién 4P en los ¥ indices de partfcula es

el siguiente
Dhbihs]l Thig-- -l Dhnhal Din- - Lm]
Plawm % v >E mM %Py’ B (27)

donde la matriz B}v’ CP) es una representacién irreducible de S (n) ca-
racterizado por f
Aprovechando las simefrfa ante intercambio de particuias de los diferen-

tes términos del Hamiltoniano molecular podemos escribirlo como:

H - 1 M- mz? E)peiTe Aln- U'EQ-\\*H Yl 0=

1. 2 ZaZalz €
t:w\—n\ 'ZS— ‘-.‘( -R \p—rz{sﬁ (2.8)
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En consecuencia de [c anterior los elementos de matriz de H respectfo
a los estados  resultan :

mu [hw- -k A\H Thine bl Thow ‘>

wn ]
[ mM Xy QLM 1l

—
[y

Chirahg Thon—h
QM A v

O feya ;»«eve de \a é.tacl)onok (2.9)

i D\' l\'\b] Lkln ~\‘\..., -
\ilz QLL‘M ’x’;v l “6 P) \T“Ihez—J—— M.‘)

WoamRal gt

22“2{-6 Qeve e\eme,\-tas dia ona\c;
| b
+  <p Ru-Rgl

Para especificar totaimente |os estadns tenemos que intercalar un grupo
entre uLY‘L\)D - - -:’SUA)
mn

. Un grupo que no: pemmite caracterizar los estados de
parttculas en e: oscilador par ei ndmero que hay en cada capa e: el grupo K(_Y\)
definido como el producto semidirecto entre el grupo de matrices diagonales unisarias en

Yy dimensiones A- (n) y el grupo simétrico S(V\\’ (i)

k(Yl): An)A S(n) (2.10)

Ahora trataremos de construir estados caracterizados por rep.irr. en la

cadena paniende entre U[W) y S(n )

Un) D Kn) > S5n) (2.41)

Para el célculo explicito de los estados es preferible trabajor en la cade~

na cardnica

)
(U (n-1) o> D(\m b )
\/{LV\)DKQ | - ! (212)
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que nos pemiite clasificar los estados(!d) con las particiones E\“ti imim lv\“'] que
caracterizan las rep. irr. de u (9'_: l) Ly--- V\} . Esto nos da los estados de
Gelfand

Bhhihi)
QLM D"Pﬂ> 1ee£94n (2.13)

que tienen la ventaja de que nos permiten expresar el estado de Y1 partfculas en témi-
nos de un producto de un estado de las |95 w-{ particulas por un estado de la partfcu-

la Y1 de la siguiente manera :

[\'\\n)\un h;nl l‘\\w \‘\l.\-\ L\‘ah O . 0 O [\“‘-l iy
\Q{ L M "\l'n- \1"4_; }'HH L" 'k ""] L“m (an I\,,HO .0
al o

"H \"M-\ R~

[l\;“.‘\'\l“‘,‘k 5“_‘] [l‘l‘\*n OO} D\nu \'\Lh ;nl

l'ﬂ )] Wb] )
(2.14)
donde Lhiet x\“\_\‘\“._\ f(-?-hbp):‘. "\m"'\'\m*\'\sn ) el bracket —L ]LM
implica acoplamiento del estado de fas 198 w-1 partfculas con el estado Y\ n || W‘t>
de la dltima partfcula y el bracket '(\ \ > es un coeficiente de Wigner reducido
de U{S) en la cadena u( 5) D] OTLS) que a su vez puede descomponerse en un

coeficiente de Wigner en la cadena :
uk) o <UJU \
Ue) D< 1>3 g {, (2.15)

14
pavs  un solo renglén, que han sido derivados expliciramenre( , ¥ un paréntesis de trans
formacidn entre =stados de esta dltima cadzna y estados de ia cadena \.;LB) s OT(,
4 )

que también estdn calculados y tabulados (14) (15):
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{2.16)

Entonces los elementos de matriz del Hamiltoniano H molecula~ entre
estados de la cadena candnica, usando la descomposicién quedan para los téminos de
de una sola partfcula como Uzn)l y \\:n— R,._l—\ reducidos a un producto de coe-
ficientes de Wigner de ULB) en la cadena u(3) ) OTCB) , coeficientes de
Racah y Wigner ordinarios y elementos de matriz de una sola partfcula como los de la
secc. |. Faltartan los elementos del potencial repulsivo interelectrénico para lo cual se
usan las coordenadas de Jacobi como veremos més adelante.

Pero antes necesitamos poder pasar de la cadena canénica donde como se
ha visto es fdcil construir explicitamente los estados de Y1 partfeulas y donde los elemen
tos de matriz de H aparecen en términos de coeficientes conocidos y tabulados y elemen
tos de una sola partfcula a la cadena u (Y\) o \< n) >25Sn) que nos provee
con los nimeros cudnticos apropiados (,‘, X Y) al problema fisico puesto que

del  Hamiltoniano tiene simetrfa definida ante permutaciones en los indices de partfcu-
la.

Para esto han sido determinados en forma gzneral los paréntesis de transfor

<\:h¢q1 \D\&D tm‘l > (2.17)

que nos pemiten pasar de una cadena a otra.

(16,17)

macién :

I L. .
Fundamentalmente lo que se hoce() es tomar combinaciones lineales de

i \
los estados de Gelfand que corresponden a rep.irr. definidas de la cadena \)CV()) I<[V1/
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Para encontrar esas combinaciones lineales caracterizamos los estados de la cadena candni=
ca por los pesos {WyWg .-, Wy) definidos como los eigenvalores de los operadores

de peso.

C Zéj\mé m=\

A‘;l

1.o-vwn (2.18)

y relacionados con [\"‘Pi‘l como sigue:

Wm:Z \(\M—VZ—L‘PS-\ (2.19)

La accién de los elementos de 1 (V1) sobre el conjunto de operadores de peso
(C\ s C: ) solo lo transforma en st mismo, ya que se reduce a pemmutar los
indices entre sT. Esto se ve facilmente si recordamos que todo elemento de K(V\) s
el producto de una pemutacién en los Indices de partfcula por una matriz unitaria diago=

. - - - ] . M .
nal y la aplicacién de una matriz diagonal unitaria sobre Cyw  no afecta el conjunfo

™
n i i ;
(C\; AT v~ ) yo que dicha matriz y Cwn  son conjugados entre st
Entonces clasificamos todos los estados de Gelfand que corresponden a

una rep, irr. de ULV\> en subconjuntos que estén caracterizados por sus pesos tal que
en cada subconjunto estén solo estados cuyos pesos sélo difieren en su ordenamiento,
Respecto a la aplicacién de los elementos de K(Vl ) todos los estados de un subcon-
junto ast definidos corresponden a una rep. irr. de los grupos \\/-(.V\) =2 S(“)

AsT se pueden construir los paréntesis de transformacién.

%/ Drpal P57 o Yl = \L&M:.ﬂ> (2.20)

4
; I . By
donde ’\,( representa los ndmeros cudnticos exfra() que sirven para distinguir entre las

rep. irt. repetidas de K (N) que estdn contenidas en u (Vl) y las rep. irr.
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- i . { ‘

repetidas de S (n ) contenidas en K (N ) . Los brakets han sido derermin::dos( )

y la suma es sobre los estados de Gelfand cuyos pesos difieren solo por una pemutacién.
Entonces podemos evaluar los elementos de matriz de H (2.9), por

lo menos para los téminos en H que dependen de una sola partleula como P y

1

ivs - R, . Falta mostrar como se wbtienen los elementos de matriz de (¥, "y, |

Para esto introducimos las coordenadas de Jacobi Y, definidas como :

(2.21)

)

Podemos definir estados ’ respecto a estas nuevas coordenadas, usande la
notacién de poner un punto sobre las particiones i \/\”\ que dan las rep. irr. de
Y Y |
los grupos 2n la cadena candnica. Llos elementos de matriz de D‘(“—‘f,\_,n :l\f_“l
en estos estados [} :
P A
\‘\l L\) \'\; [i\/ "}
QUM T

e L‘u»’\:.»\& [1\ \l (2.22)
Lol | UL M Pe.
se pueden ahora calcular en identica forma que los otros téminos del Hamiltoniano H
Solo falta desarrollar los estados ] [\r\ "—l\> en téminos de los
estados \L\/\ ‘} ) , o sea desarrollar \[\f\"l> cuando aplicamos la transfor
1&} all
macién ortogonal de las coordenadas X5 a \‘Ss . Podemos descomponer esa

transformacién en productos de matrices ontogonales de dos par dos O 5+ donde los sub-

indices & y T implican que soio las columnas y renglores >y T son afecta-
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(8)

das por la transformacidn orfogonal A su vez OS" puede expresarse como :

o“:(L,S)ClJT)OuLJJT)(LS) (2.23)

donde los paréntesis son transposiciones de dos Indices de reﬁgk’m o columna. Estas trans
formaciones pueden expresarse siempre como productos de transiciones contiguas (m—[/ w)
E ‘ ; 16
la matriz <[L~|”-] 1 (m—l,m)i[k'.ﬂ> ha sido evcxlucxdc( ) ex=
plicitamente para el caso general y en consecuencia podemos obtener <[M;3‘(LS)ID«,{§&>
etc. Ademds como O\l actda sdlo en los ultimos dos renglones del Ket \ [‘n”_l>

su efecto estd dadol!) por la rep. irr.:
%. (lhu.—"‘n_) ‘
Dk”'{(k: bt bn Ellaethen) (O) F”O) (2.24)

del grupo S\J\. (L) , con (3 dngulo de rotacién. Entonces podemos obtener
los paréntesis de transformacién entre los estados \ 3 y \ > esto nos permite cal=
cular todos los téminos de la matriz de H calculados entre estados de oscilador armé-
nico para V1 parttculas. Todos los pasos necesarios han sido determinados algebraicamen
re(l), aunque el parentesis de transformacién que nos lleva de la cadena ULH)DKCMDS(")
a la canénica sdlo se Hene_explrcitcxmenre(l) para W= 2,3y 4 partteulas.

En la préxima seccidn procederemos a aplicar estos resultados sistemdtica

mente a problemas atémicos y moleculares.

3. Aplicaciones en Flsica Atémica.

En este tipo de problemas el Hamiltoniano ( 0.1 } es mds simple en el sen
tido de que hay un sélo nucleo que hacemos coincidir con el arigen de coordenadas y con
el centro del potencial de oscilador. El témino constante intemucléonico desaparece y

podemos tomar el momento angular total \_ y su proyeccién M come buenos nimeros



- 30 -
cudnticos. Aprovechando que los paréntesis de transformacién entre la cadena canénica

han sido explicitamente deteminados hasta estados de 4 particulas, presentaremos célcu-
los para ias energlas de los estados mds bajos para Gtomos ligeros del hidrdgeno hasta el
berilio usando técnicas variacionales simples usando ia constante del oscilador € como
pardmetro variacional.

a) .- Sistemas atémicos de | electrdn. En los dtomos hidrogenoides na-~
turalmente pemiten una solucién exacta de la ecuacién de Schrsdinger. Pero usaremcs
las funciones de la seccidn |.a para ilustrar el andlisis general y para probar la conver-
gencia en un problema en que podemos comparar con la solucién exacta.

En particular tomemos el estado base (—Q =WMWM= O) . Por ser bue-
nos nimeros cudnticos ? y W tenemos que tomar funciones de una particula de
oscilador también con  f=w = O ~en nuestro andlisis. Los elementos de matriz

del Hamilroniano quedan como :

<WOO\H \woo>= %;<Y\‘OO\PL]YIOO>—“.&2<V\(DO\ Linoo> (3.0

Aprovechando la fsrmula de las integraies de Talm! la matriz pare Y\ hasta 5 o sea

N i = \o quanta estd dada :
|<n'ooltinoodl| =

1.S (l e oL, \ L8182 . . L.
S £3.5 s . . . 11547 25570 - .
\F§ 5.5 Vios - . \l‘ € [ Lises w7 - .,

| \HT <S97¢ .8MS 1By | 454
_ oS \J7_S ‘g—s‘ P ' !.'1‘{30 G616 58S Lot 1,794y

e e s |/ VADL S73 Lan 833 LA LICTS

I .
Tomando Z= \ el elemento de matriz n=n=0 toma su minimo valor

-

AR

3.2)
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para :
€=1.06 (3.3)
con este valorde €., el porcentaje qu.e se obtiene de la energla exacta para calculos
hasta un ndmero par de guanta N ( o sea el eigenvalor més bajo de las submatrices con
M .
O cevnw & T > estd dado en lo siguiente tabla :

No. de quanta : Porcentaje de la energla
electrdnica total :

hasta : 0 _ 84.9 %
2 84.9 %
4 93.33%
é 93.73% (3.4)
8 95.77 %
10 96.19 %

Es interesante hacer notar que para &€ = [,06 la matriz hasta 2 quanta
es automdticamente diagonal y no mejoramos al pasar de 0 a 2 quanta. De hecho, tenemos
que los aumentos significativos en la precisién de nuestros resultados solo se obtienen por
brincos de 4 quantas y no por 2.

Si en vez de diagonalizar la matriz para el valor € = .06 ajustamos
& para minimizar el eigenvalor mds bajo de la matriz, obtenemos & = 1.40y 97.35 %
para el porcentaje de la energla electrdnica total hasta 10 quanta.

Ultimamente D.F. Kirwan{!?) de la Universidc.xd de Rhode Island extendis
el andlisis hasta 36 gquanta, completando el andlisis de la convergencia de la energlta con
la de otros observables, como la raiz media cuadrdtica del radio, el momento (~I)—¢simo

estadlstico para foto absorcién dipolar y el cuadrado del trasiape de las funciones de osci-
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lador calculadas con el criterio de mthima energta y las funciones exactas. Llamando con

Kirwan a las funciones de oscilador con € ajustado para minima energia Wf
funciones exactas \ve

ya las
fas definiciones de estos observablies son:
E,={w*yw I\
Energla + =5 H {/* J (3.5)
Viag¥ 2!
Raiz cuadrdtica media del radio Q‘f =y Wi’ .\,7_’\,}{* e&\‘./\_l‘l {3.6)
T(W¥ 1k
Traslape cuadndtico Q’t | \V! q}e d \/l {3.7)
20 \ = \
Momento {~|)-ésimo de fotoabsorcidn }{ = L é,—:; G‘(E) (3.8)
donde G(E) es el seccidn total de fotoabsorcion dip:}lor(QO) para fotones de ener-
gla = .

El cdlculo de Kirwan confirma que el valor éptimo de

€

es fuertemen
te dependiente del ndmero de quanta y para N= 36 lleganal.85= €

La figura en escala semilogaritmica {fig.3.l) representa los errores rela-

tivos absolutos como funcién del ndmero de quanta y muestra que para reducir el errora
% se requiere, para R. llegara 6

quanta para E a6 quanta, para R a2
y para /-(‘\ hasta 36.

b).- Atomoes de 2 electrones.

o + % 3 44
Para este tipo de dfomos (H JHQ}L; JCSQ LR _JC— )

usa-
mos las técnicas de la seccién C.2, para cdleulos del estado base. Usando los estades de

oscilador como en dicha seccién tenemos que para el caso de 0 quanta hay un solo estado
posible

(3.9)
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y entonces el valor de expectacién del Hamiltoniano respe«to a dich~ estadc es .
-3 i.l_' re -
<H>-ZG—L{ZG ot T (3.10)

Minimizando respecto a € se obtienen los siguientes valores para las eneiglas de los

sistemas atémicos de 2 electrones, en unidades atémicas de energla

Energla Energia poarcentaje
Z S calculada experim.

H™ l 0.684 - 0.702 - 1.053 67 %

He 2 1.748 - 4,582 ~5.8075 79 %

LY 3 2.812 -11.86 -14,540 8l.5%

1\ 4 3.874 -22.512 =273l 82 % {3.11)
at 5 4.937 -36. 56l -44,602 83 %

<t 6 6.000 -54 ~64.812 83.3 %

Venios que la apmximacion de 0 quanta mejora al crecer Z-. De hecho

para Z~—voo podriamos despreciar la energla de interaccién, lo que segdn la sec-

cién anterior nos daria el 84.9 % de la energla total electrdnica. Los valores experimen-
tales pueden obtenerse con buena precisién usando un andlisis variacional del tipo Hylleras,
que hace uso de mds pardmetros que e! sélo parémetro €~ usando aqul. El caso mds -
desfavorable de W~ (donde incidentalmente usamos el valor variacional en la tabla y nc
el experimenfa!(zn) se debe bésicamente a la mayor importancia relativa de la energia de
interaccion.

Para pasar a mayor ndmero de guanta debemos fijamos que los estados que
pueaen mezclarse con el estado 100,00,00 \) deben ser simétricos y con L=M=0
pues '“*} Ly M son buenos némeros cudnticos. Para estados hasta 2

quanta denotaremos los estados por brevedad, como :
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10 =100,00,00>  \D>=k(1125900>« g, L%“))/‘ 13> =|o1,01,00>
Para este caso usando los paréntesis de transformacidn discutidos en |.b la matriz de T

tiene la forma ;

3 6 o 2 EoO
i a _L_
W<eIHI D= €8 £ o 1r2& i Yo+
00% R
L \
g %‘l‘: R
+ = | = . |
Vr \ve © '1(: k&,‘l’ﬂ,lﬂ) (3.12)
il 4 A
A ET 73

Para el caso del 4tomo de Hc y el valor éptimo de € el porcenta
je de la energla total crece solo hasta 80.72 % . Este pequefic mejoramiento- es consis=
tente con los resultados en el 4tomo de H donde, de hecho no habta mejoramiento
desde 0 a 042 quanta, El andlisis hasta 4 quanta desarrollado por M. Duvoboy pemite
obtener 92 % de la energla electdnica total .

¢) .= Atomos de 3 electrones.

Como en la seccién l.c queremos funciones de tres partfculas con si-

metria definida. A los estados:

Wi, el () b, A RemtS < A<!,\“,.,§_l)}‘ (3.13)

les aplicamos los proyectores que nos llevan a funciones que corresponden a representacio

nes irreducibles del grupo simétrico. (10

PPV = & [ (W) + LL,1+,3)+ (h2,3)+ (1,3 z)]
P*‘“}“l‘)-q [e- oy =,3)+(L,3) -, 3) 1—(1,5,1)]
p\*‘l\ LL“):* re, + (L;L)—";_“.,3-)'“i(lﬁ)“&l.\)lﬁ)“‘i_“ﬁ,l)]

Dz - lo | (1,0)4 4 ()2 502,3)~ 5 (4,2,3)-5(4,3,2)]

(3.14)
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Los dos primeros son los proyectores simétricos y antisimétrico respect
vamente y los otros dos ambos correspanden a z = ‘S_L;LS pero a los diagramas
de Young Eﬂ y respectivamente, pero estos Jltimos no son "partners"
en el sentido (p.ejem. Hanmermesh), Los partners pueden construirse con ladder
procedure" (p. ejem, Ref. [0 ). Seobtiene;

Pl'll.lls(ll-\): —;_ [(_).,5) +4,2,3) =L 3)- L&-)le)]

1215
p*l\‘](l.\” -3 i )
3 = T - (L4 3) = (4,30 + 8,2, L)

Veamos que estados y que rep. irr. del grupo simétrico necesitamos para
caleular la energta del estado base del Litio. El estado base tiene paridad par(‘T\: +)
o sea 2wyt 2nel vingely par. El momento angular es O
yelspines S=X . Entonces R, y 9,_ deben acoplarse a &l momento angular
intermedia =3 ) para que el acoplar con 4 de O . Entonces el orden dei
acoplamiento es irrelevante y escribimos \V\‘ 0| Ny QL Ny b 5> independienfemerl
te del orden que sigamos para acoplar y la transposicién de dos partfeulas contigucs en !
Ket lo deja igual. En otras palabras :

L) \“\\\;“LQL @) G = (- )Q“J‘-u’ Ind, (k) ng 5>

U NN |
()—)5>\“lD\/nL(‘L/nslg(D\)>: ) ’ \n‘ll')n,ﬂsjmﬂ,g()‘)> (3.16)

.Qlﬁ"og'p\ , Qlf'l_ﬁi_ L

pero R.\'Dz_+°b es par, entonces (-} =)
Como dijimos en el estado base del litio r=0 ;0 S=Ya oy
J=a , lo que implica que los estudos curresponden a la particién Bj .
p-\ll‘x
Entonces debemos usar los 4 proyectores . Ademés como vimos ya

también nos interesan estados con Q, ~+ 01.*' ()___) pa¢ y con nimero de quanta par



= AFe

N:lnifl"‘la.*')—“'gi-lt*ﬂ:-*ﬂs) o seq N‘—‘O)lj"bcj"'
Y
Los estados obtenidos al aplicar los proyectores P., con
!:"N‘i’}wsimbolo de Yamanouchiy  el= | LS los denotaremos :

be :
p.‘ I“I"I;“t bayns ab-‘-l“l'u "lpu“bt’/}} \’ °‘> (3.7)
los cuales usaremos para calcular la matriz del Hamiltoniano H
1 / !
’ji‘z<“ilc,hl0.',“§9.-.,f;€,--]H)n.Pl,m!.,n,l,,},g.a.) (3.18)

que es diagonal en F ; et porque H es simétrico e independiente del spin.

Por la forma de H para el Li

03 “-_'fi’-} <
H=3lw" % )*3v, (3.19)
4 3e?
habré que calcular estados de operadores de una sola partfeula (37.. ¥ WS ) usando
" B 3el ) . .
los coeficientes y de 2 parilculas T usando los paréntesis de transformacién
definidos en las secciones la. y b,
Vamos a proceder a construir la matriz para el Litio para estados de hasta
6 quarta. Primero vemos que para O quanta ne hay ninguna funcién que se pueda proyec=-
tar con f-‘-‘- 42 ‘U! porque solo hay el estado
100,00,00> (3.20)

que pertenece a la representacién simétrica p"—'-‘ 3

Pasamos a 2 quanta y tenemos 2 estados :

\Lo,00,00> Y loi,0l,00> (3.21)
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En este caso tenemos la ventaja de que :
(\,},)\V\E,Y\I,V\',Q'>:]no,wll,n’l'> (3.22)

St ademds recordamos que toda permutacién puede ponerse como produrtn de transposicio-

nes
(L= (u3L2) 0 G, 0 =(4,3)(,2) (3.22)
si usamos esto ( A, = e) en nuestros operadores de proyeccisn-
P{iu} (lll) = E [e— Ji (1)3) - 'g‘_ (i)s)]
A -
proo) < gefen- 63 (3.23)

a2 1) nyn)
p: = P,?_ =0

Aplicando esto tenemos -

|00, 00, Lo,428y a1) 1D :E[]oo,oo,lo -1 oo, Lo,oo}—%\lo,oo,oo>]
oo, 00,10, 421y (121> = 15 [l00,40,00> - 110,00, 00> |
\ot, 01 00, 121} (421) 1 = gz [101,00,08>= 100,04, ot>] (3.24)

\oL,01, 00, 421y (1) £ :@[\u&,o&,oo>—{\ol,oo,oi>—‘zloo,oijo O]

. . . . o)
Y estos estados tienen ya la simetrfa apropiada correspondiente a $=/2 .

Procediendo en igual forma para 4 quanta donde tenemos los estados :

100;,00,26>! (40,40,00>; \ol,o!,ol>/']oi,ol,lo>/'\ol,oa,oo);l{!,ol/O@( 3.25)


http:00/41.11
http:produr.tn
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y para 6 quanta con los estados :

\03,03,00 ; \01)01)oz>;\01,01,10>jH.I,O).)OD>_; IOI,01J10>,‘
121, 04,00 i, 11,005 5 114,04, LoD 100,00,36>; 120,00,40>

10,4000 5 10302,00D ) |od,04,42> ) JiL,01,027 (3.26)

y proyectandolos para tener simetria definida podemos construir la matriz de H que

hasta 6 quanta es de dimensién 27 x 27 ya que ciertos estades no permiten tomar W)=e
. ;

como por ejemplo | | l_) 01)003 y como Q =0 contribuyen con dos

estados proyectados. .

El céleulo hasta 2 quanta ha sido hecho dando la matriz :

59 L.
33 ®) 1k, 0 12 1FY
c? q _ |l 3 € (J ) & 3.2

cuyos eigenvalores al ser minimizados respecto a € nos. da :

€ = ‘ (A (3.28)
)\':—?-q567 y N, =-S.5793 (3.29)
Vemos que A es ~— 60 % del valor experimental Ec_" = -l4,967

(Pauling-Wilson pag. 24T )



Para el caso de 4 cuuntos el valorde €  guez minimiza el eig=nvalor

mds bajo d2 la matriz de ? x 9 es :

E=1.7l (3.30)

dando una energla :

E=9.23% (3.3

que 23 62 % de la energla exper:mental . Actualmente B. Silva desarrolia 2l cdlculo a 6
cuantos.

Como hemos visto el estads de 0 quarta esta prohibido por el principio de
Pauli : asf que el estado permitido mds bajo es el de un cuanto. Para el célculo del estado
base del Litio empezamos con 2 quanta porque el estado de un cuanto corresponde a L=1

Pero ahora analizaremos ese astado para poder calcular problemas de

flsica molecular con L= J_

El estado con N=L se puedez obtener como en 2.

ALb]DB 0 é;g\OB S=1,2,4 M:l}Q/-L (3.32)

Al . b
donde Ans esta relacionado con Y y 'R igaal que 3:4‘
A
con \£5 y fs . Adicho estado lo proyectamos con p obteniendo :
[l bl ((S"’f\'*‘ \f :
Y TR BN _A Ty VRIS
)L%M Pt v=lny -0 Suy 3 ”z)\ox‘ﬁ\dﬂfd”\z JdMs)lo)
(3.33)
Tl c1l N oo ,
[ R . ] (T Y N Ao .
L == ~ < 12 5= r * .
\L.:L,M’?(:M}hm\)/ N R A e I MR N2
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+-
Las expresiones ¢n téminos de  Sims  nos permiten evaluar los tér
minos de una sola parttcula de H . Las que estdn en téminos de2 Sdms nos dan
los Kets | ) que pemniten evaluar la repulsidn interelecttdnica como se muestia en

l.c. Para estos estadss el valor de expectacién de H , que es indenzndiente de ¥y

M e
T
<H>:‘—L}t‘*"§%2&+—“ﬁ; (3.34)

El estado mds bajo del Litio con L:J- es un doblure(zl) cuya energla
experimental es -199.58 ev. Usando <H> y minimizando tenemos que para €= |,807
el valores =l21,49 eV o sea un poco mds del 607+ del valor experimental .

d) .- Atomos de 4 electrones.

Para el problema de 4 electrones el principio de Pauli nos impide paner
mds de 2 en la capa | S del oscilador o sea el estados més bajo es de 2 quanta N= 2,

Este estadoll) incluye bases pam las reps. irr. de SH) siguientes ;
[=44q% , 434y , {3,210 4241 (3.35)

pero el efecto del principio de Pauli excluye los 2 primeros. Usamos los proyectores que

nos lleven a las reps. -{22\1 y &3[23 y abienemos los esiados ¢
- Ma Lo r' .*»»‘ v
cal . 0 R e R T A AU A
Lew ? JEiny v=an), T \*‘_‘Ea"d”m 2l dULu“L s>

3 " by (3.36)
- LT atateal alainied ledlon-aoney 190
Y e Rk (ab,)
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I U
\LM g £=’tn‘fﬂ=‘l“> (Fb st qw)
= L,_[—a‘,‘ﬁ*ﬁﬂ«*&ﬂ-g 3:],_“)0> (3.37)
(ab,)

\Dﬂ o] N

im > )= =420} Y= (51“3/ 1(3[3\&; SRR 3\31*}-33>‘1]5Ml>

l;_é)a\_*'lRALa\l"'_;!a a + E653¥11M10> (3.38)

Hats

u\‘l
-°l‘1

(a,b,)

ol On L F
iM ;:{l\l\)Y=CSllU lﬁlk‘a,—s a., k,k,ﬁ),)ﬁl)" +]“‘\§

P\La‘,a; A3 oy asaz Afvig Sal3al 33]“‘ 10> (3.9)
(ab,)

!._

oy ol >‘
LM [=4an), v=032D) “‘h—[ e ] 1O>‘

\ vole T ) 3.
[mada 5‘—33;&;+3E3x3s PR YW laJaﬂm\O> 0

ay +3
(a/b,)
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donde el paréntesis [ _JLM. quiere significar acoplamiento de los vectores a mo-
mento angular L= 0,2 para la particién {1 2y y L=1 para -{1”}
Con estos estados obtenemos la matriz de H diagonal en L , M,

f' y Y e independiente de M\ y Y obteniendo 3 casos.

., o710 2R B

o;-&n}
=l -3 de
(E—D . he-zelF 2P ‘l““_

{HY.

(3.41)

'L_ 1_2-__0 [}i&‘. {Qrb.rc.r)
I 2k (SR |

Ef estado base para dtomos de 4 electrones tiene L=0 y correspon
de a la configuracién IRy del patencial Coulombiano. Tomando la |9 expre
sién de <H> tenemos para Re ,con E=4 el minimo en €= [.97 y obte~

: . 2
nemos 53 % de la energla electdnica total, que es experlmenrclmenre( ) ~389 eV.

4. Aplicaciones en Moleculas Diatémicas.

Con las técnicas desarrolladas en las secciones | y 2 vamos a llevar a ca-
bo algunas aplicaciones a sistemas diatémicos. Escojeremos el eje Z en el direccisn
del eje de la molécula, y entonces M ast como J. y ¥ son buenos ndmeros cudn
ticos (simetrfa ante O? (2) ). Ademds como el problema es invariante ante permutacio
nes de los electrones los elementos de matriz son independientes de X . Nos vamos a
res;ringir a moléculas diatémicas hasta 4 electrones, para los que los estados tengan el mt
nimo ndmero de quanta compatible con el principio de Pauli. En consecuencia todos
los estados que necesitaremos han sido dados en la seccién anterior.

a) Caso de un electrdn :
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Ejemplos de moleculas diatémicas con un salo electrdn son Hx p ch '
3t
HL , efc, Escogiendo el origen de nuestro potencial de oscilador arménico en el cen
tro de carga y Hlamando R a la distancia entre los ndcleos de la molecula (ver fig.

(I1.1) ) vemos de lu discusidn en la secc. (2.a) y en particular de las ecs. (1.10) y (I.,11)

que para un estado de un electrén de O quantos el valor de expectacidn dei Hamiltoniano,

)
, + 4YZReno )77
H=tep-2die [‘ * 212,) Z 42, } -

— 2 ~’/L
7T el 1R qrzRene} T 2i2ie
- 7, {2 £ <4 TRSRY —5z. .t 'R (4.1)

se convierte en

<{HY =3« e (R) (4.2)

22:iR
“ “Q>:Z.Z;{L_ @t 2.y 2. Zzzﬁg _(2x2) 2t+&§ (4.2b)
ﬁ-' R Z:'R
Es claro que el valor minimo de H se alcanza cuanda:
3y L3 - Ay af
ve Sxerfe=0 aRr ‘GL\.R):O (4.3)

Llamando R, el valor de R para el cual Z(Y_) es un minimo vemos que el mini-

mo de la energla se alcanza cuanda -

e=-% (k) (4.4)

El mfnimo del valor de expectacidn de H , que nos d¢ el potencial

de interaccién entre 2 nucleos como funcién de p\ estd dado por :

= ERy = L HRI[RCR -2 L (R)] (45)
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Para 2ncontrar las curvas para los potenciales E(Q) primero graficaremos ﬁ (.Q—)
como funcién de R , enconfrando el valor de Qc; en el cual tiene un minimo ast co-
mo el valor de ?(,ﬂ.a) de éste Gltimo. Sustituyendo este valor en (4.5}, graficamos
E(R) » usando las f6rmulas dadas en [a iniroduccién a este capltulo, para expre
sar ELR) en electrén volts y R en 8ngstroms.,
En la figura (I1.2) damos ER) para H:— y la comparamos con el

(22),

céleculo exacto, que es posible hacer usando coordenadas eltoticas Se ve que los ml

nimos de ambas curvas son muy cercanos; de hecho obtenemos un 84 % de la energla elec

1(22)

trdnica fota , Y es razonable esperar que céleculos que vayan a mds cuantos nos per=-
mitindn aproximamos adn mds a la curva exacta, Nuestra prediccién para la distancia
o o
intemucleares 1 .022A  mientras que el valor experimental es [.06 A. Dentro de nuestra
N + +

teorfa T, serfa estable respecto a la descomposicién Iy — H+ W , ya que de
la fig. 1.2, ElR) = -\3.6S eV nientras que en la seccién anterior habiamos cal
culado la energta =I1.77 eV (que era 84,9 % de 13.53 eV) para N=0 cuantos.

r 23 . . .

Para i, Bender( ) realizé calculos con funciones de oscilador armé
nico hasta 4 cuantos. En su andlisis el trata energlas electmnicas, o sea no incluye el tér
mino de repulsién nuclear, Usando los resuitados de Bender para [a distancia experimental

R= .53% con el valor para la frecuencia del oscilador que minimiza la energla para
e?
una R dada y agregando 3 R se obtiene :

a) Las energla para el estado 1000  es 84 % del valor experimen=
tal, coincidiendo con nuestro andlisis.

b) Para una combinacién lineal de estados 1000  y 1007  la ener-
gla calculada es 88 .46 % del volor exacto,

c) Para una combinacién lineal de los estados 1003 y 1020)
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la energta calculada es 88.88 % de la exacta.
d) Para la combinacién siguiente-
a, 100>+ 0. 11006>+ G, 1020 +dy) 200 +Ug (12054 A 040>
que corresponde a [a aproximacién de hasta 4 cuantos se obtiene del andlisis de Bender

el 93.46 % de la energla exacta y los siguientes valores para los coeficientes.

.

a,x 0.96396 4,=0.18707 , Q,=0.15880
a,=0.07847 , 0= 0.06226 , Q= 0.02334
Se ve que la convergencia es tan buena como en el caso atdmico.
b} Caso de dos Electrones ;
El principio de Pauli adn pemite el caso de cero cuantos para este caso.
El célculo de el valor de expectacién de la energla para molezulas diatémicas cuando se

tienen 2 electrones es directo, dandonos la expresién :

<Wy=2e"ve J(R) (4.6a)

<HD = E(RY= £ LRI[PRY-2F(R) | (4.65)

2.2y 2 Z (22, )
';[QJ‘ *hﬁ )_2LR r ""{ (2-\-2L )
- Zl2r2d, viers R) (4.6¢)

22, R Z.+2.

La gréfica de la energfa como funcisén de R para Hz estd dada en la
figura 1.3, donde se compara con una curvc de LCAD por Heitler-London que usaron
3 pardmetros en lugar del Gnico pardmetro de nuestro andlisis. Para H, , t:.(Q‘,):

22 <
~25.15 eV (79% del valor experimemal( )) lo que en nuestra aproximacién muestra que


http:f-;.5.15
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es estable ante la desintegracién H + H ya que en la seccidn anterior obtuvimos
E = -11.77 eV (84.9 % del valor experimental) para la energla de W oasr que
- o
YE> E [Eo) . La distancia de equilibrio predicha es lQDZ .82 A conftra el va
o
lor experimental de .74 A,

La aproximacién de hasta 2 cuantos para el Ha usando los estados !
N | ' "
100,00, E{iep005>+ 190, 12,065 5 01,01,00%; ] 08205+ bg @33 los o1, 26>

y usando el valor de R que minimiza la energla en el problema de 0 cuantos, y ademds
minimizando numéricamente el menor de los eigenvalores de la matriz de 5 x 5 respecto a
€ , nos da una energfa de =26.66 eV que es 83.77 % del valor experimental .

c) Caso de 3 electrones.

El principio de Pauli en éste caso nos forza a poner sélo 2 electrones en
la capa ls , ast que el minimo ndmero de cuantos se obtiene cuando el tercero estd en
lacapa L@ . Los estados correspondientes fueron dados en la seccidn ( 3.c ) y nueva-=
mente notamos que estos estados tienen paridad impar. Si queremos estados de paridad par
hay que ira 2 cuantos. En ésta seccidn usaremos estados con N=L{ vy los aplicaremos
a H.t > Ha . Pcm. moléculas diatémicas homo nucleares, la paridad es un buen
ndmero cudntico y los estados ( 3.33 ) nos podrian dar una buena aproximacién para esta=
dos de paridad impar. Para estados de paridad par debemos ir a N=2 . Moleculas
diatémicas heteronucleares como H L‘t no tiene la paridad como buen ndmero cudntico
y pueden mezclar estados con N=1 y N=2 | Como ademds hemos visto que pa=-
rael Li  laenergla electrdnica total para N={ ; b= y N=2  son casi
iguales, no podrfamos despreciar Nz2 cuando pueden mezclarse con estados con .

Por esta mzén no discutiremos aquf el HL para estados con N={ .
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Los elementos de matriz para un Hamiltoniano . molecular con 3 electro-
nes son independientes de "7y diagonales en /? y M, pero no independientes de
estos dlitimos. Usando ja abrevictura \M> para los estados con M= f.j o,- {

muestra matriz queda ast :
<MIHIMY =R e ), (v) (4.7a)
Eu(R) =<{MIHIM>, = T bl R Pl 2 IM(R)] (4.7b)

Ahora comparando las curvas para f“(—ﬁ) y EDLR)
vemos que la dltima es la mds baja y poi tanto serd la que nos interese para calculos del
estado bose. Por eso solo daremcs !a forma explicita para R" (,R,)

F"(Q):%%W—% ({35*‘[-—2——*11‘"“} |r2.‘{ ﬁ Bl EQ_,R])

41’
2.8 [- Z‘\Z; Pe

e 4L

Z ({sr Dm]}”‘[ %] fL m]}ﬁ %l‘ij)

|+2
La gréfica de E ,(_Q) , como funcién de K para H: es la

fig. 4, donde vemos que EL(R) =-20eV lo que la hace inestable, en nuestra
o 3
aproximacién, respecto a desintegracién en H L¥e. ya que la [SAQ'Sy
de H. es-25.05ev.
+ ~
Para  He, la gréfica aparece en la fig. 5 con *:—k.ev)r—94 eV
. - 1 Th ] .
que lo hace inestable en nuestra aproximacién en He + He , cuya energfa es
+ .
-106 eV . Es importante notar que aunque los estados de HCL que hemos calculado tie-
+ H .
nen paridad impar y al desintegrarse en M. « He pasarfan por ejemplo, por

* »
un estado excitado e de paridad par y energla més olta y tal vez la comparacisn
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correcta serfa con la desintegracién Hﬁ .7 He .

d) Caso de 4 electrones.

Como se indica en la seccidn anterior los estados de mMhimo ndmero de
cuantos compatibles con el principio de Pauli para 4 electrones fienen N= X y 5=
tén dados por ( 3.36) y (3.34). Usando estos estados, el cdlculo de los elementos de
matriz para una molécula diatémica de 4 electrones es directo. Como en el caso de 3
electrones los elementos son independientes de Y , y diagonales perc no independientes
en } y M . Ademds no son diagonales en L, en el caso L:J"lll

M=(0 en que hay més de un valor del L . Las matrices a evaluar son entonces ;

| g [, ]y |0
L ii;\ ms> <{m H).ps}, o)

bl H\{nl M=X4 12

i M iM (4.9b)
Jantl L4l
» H Eilg M=0,14 (4.9 ¢)

Nos interesen en particular los estados de E =3 }.L} con M=0

para los que ta matriz, segdn (4.9a) puede escribirse :

(19 (;,,(m b, (R) )

pult) fulwy

como la energla cinérica es ";_'\N vin) para fodos los estados de igual nomero de

(y.10)
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cuantos y diagonal en L . Podemos llevar a cabo una transformacién ortogonal O(Q)
que diagonalice la matriz F= I ;;" (R)N 3,1\ =, sin afectar la energla

" cinética, que es una matriz escalar, y obtener

E.e,R) O \)* 2C-] o (}_(R) @]
O Eer) ¢l o ) OM

donde hemos llamado 1_) Lr ) (E_) E. ) las funciones (energfas) que son mds ba
jas { =) o mésaltas (+). Liamando Ro el minimo de :_ (R) , la energra elec

trica total es
E-(R§=T%£_(Ra)[_£_ﬂlo)— )—E-(K)] (5.12)

La gréfica de ésta energfa como funcién de R para Ne, , aparece
en la fig. (l1.6), donde vemos que E_(R)=-107eV 4 que en nuesrr'u aproxima
cidn es inestable ante desintegracisn en He,“’ He que segin la seccion anterior ten
drtan una de -124 eV

Para HLi la gréfica estd en la fig. (I1.7) con &LL): -133.5ev

que es estable respecto a H+ L cuya energfa en nuestra aproximacién es =3} eV.
t+4
Por dltimo incluimos Lix fig.!11.7 con E_L-Qv): =235 eV
+
La desintegracién en Li+ 13 es posible en nuestra aproximacidn pués su energta

serfa E = =320 eV.

5. Moléculas Triatdmicas.
En las secciones 3 y 4 se muestra como aplicar las téenicas de [ y 2 en
problemas atémicos y en moléculas diatémicas. La generalizacién a moleculas poliatémi-

cas es, por supuesto, directa, considerandc que ahora en vez de un solc pardmetro R ,
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tendrfamos un conjunto de pardmetros para especificar las posiciones de los nucleos en la
?

molécula, En ésta seccién discutiremos maléculas triatémicas y en particular, H;

(24)

que presenta interés actual para los fisicos experimentales'™ ¥, Primero notamos que po=
demos escoger el plano %Y en el plano definido por 3 nu<;|eos de cargas 2, , 2, y
Z, conlapartfcula | en el eje % (ver fig. 9). En el centro de carga debemos [;ao-
ner el origen, obteniendo las relaciones :
Z,X\* 2:X1+ Z;Xa =0
21\/1 os z L\/S = O

que implica que solo 3 de los cinco pardmetros de las posiciones de los nucleos en el pla=

{5.1)

no son independientes. Escojemos los 3 pardmetros independientes como las funciones R.
R.._ y R; de las Xa_ y Y_‘ segdn la fig. . De las relaciones entre las

distancias entre las cargas \g.“' 81 \ ) \ ‘_{1 "B;l y \ _R_q. . R\T Y

K_ T Y‘* y las relaciones entre estas dltimas y las R « obtenemos, usan

do ( 5.1)

l R\‘ R_!-] \Jl‘—n'ﬂ [,2 \L.z\“'2 3)2:.*' 21(2'+2‘)R1— 2: Q;]lh (5.2)

y cfclicamente las demds.
' Las coordenadas esféricas ( R , ®, qb) para los 3 ndcleos
m \
estdn dadas por (RUEJU) 2 (RI)I)EL) y (QLJ:;\:) @‘\ donde

de la fig. (11.9) tenemos

+Q‘;‘\BI-&1‘a1 (5-3)

T e
§,= amg cn [ArBIE

y similarmente para 63 . En consecuencia foda la informacién necesaria para las con

figuraciones de nucleos en una molécula triatémica puede ponerse en términos de los pa=



rémetros R\ , R; y Q-_x,

4
Veamos ahora el caso de H} , que tiene 21:21:2331 y 2
electrones, el Hamiltoniano estd dade por :

H=ielelvn |riie H e Zl\_ R L \g N (5.4)

S=( w2 n((ﬁ L

Como en el caso de N1 podemos empezar el andlisis tomando ambos electrones en el
estado 1 § del oscilador aménico en cuyo ceso el valor de expectacidn de H resulta :

<H>=%61+QD(R\)EL)Q}.) (5.5q)

3

B
E(QUQL,QQ Zl "*gm“)'*é J(_:\2\ (5.5b)

at(P—

El valor mtnimo de <H> para una € dada se obteidrlz para QQ( tal que .
D RRR)

§R& °'Z:J'/‘Q)—)’ (5.6)

Claramente estos 3 ecuaciones estén relacionadas por pemuraciones de los indices 1,2,3,

ast que se reducen a una sola ecuacién si :

R=R=R=R (57)

o sea un triangulo equilatero, También si :

Ql:O y R,= Qs: (5.8)

la ecuacion, (( 5.6) cor ol = 1 e satisface automdticamente, y las
oiras dos son idénticas y tenemos también una sola ecuacidén para la molécula diatémice

con los nucleos | y 3 equidistantes de 2,

. I .
Llamando ﬁCQU R“st para el Triangulo }A('K) y para la lineat



ﬁ_(l?_} obtenemos de ( 5.5b) y (5.2) que :

L(R):ﬁl;—é\ﬁ "'éé‘a) +£‘;— (5.9a)

b(R)=3n- —ﬁ—*é"ci)ﬂiﬁ rER

v‘ﬁ (5.9b)
Como en la seccidn anterior primero obtenemos la R=10, que mi=-
nimiza las ? . La energlu electdnica total minimizada respecto a € queda asi

E(R)=+ e} (R)-2§¢R)] (5.10)

Las grdficas de EQ (-K) y E-CE) aparecen en la fig. (11.10). En é&sta |9
aproximacién la forma triangular es sustancialmente mds estable dando un minimo de
EA(-Q-") = -30.5eV y una distancia intemuclear ( ver fig. 10 ) de V2 Ro= .845 2\,
Dentro de nuestra aproximacidn H: es estable ante desintegracién en Hl_* H‘t
Para poder pasar a estados de un mayor ndmero de cuantos es necesario

analizar que clase de reglas de seleccisn nos proporciona la simetrfa que presenta el trian
gulo equildtero. El grupo de simetrla es Dsh producto directo del grupo dihedral 03
y Ce , que es el grupo ciclico generado por la reflexién en el plano molecular. Las
representaciones irreducibles Ull) de D"h estdn caracterizadas por [as
de &y 03 . las R1. de Cg sepueden caracterizarpor + 6 - segun
si los estados son invariantes o cambian de signo ante reflexiones en el plana %Y . Las

R.T. de VD3 ,siendo este isomorfa a S(3) , tienen R.1. que pueden carac
terizarse por las particiones {5\ 7 “Ll i)} % ‘\\\\)1 . Asuvez D; tiene como
subgrupo al grupo clelico C3 (0) cuyas RL. son A/E+ | E_  relacionadas con

lasde Vi como sigue :
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D TuloeE-, DNiloA (5.11)

De la seccién (1.b ) los estadas de 2 alectrones con simetrfa definida po-

dfan denorarse como :
3 fal-L
\y\.I,,Y\A,,LMZ:EBV\.Q,,W.I,)LM)‘! &) Imlyh.ﬂ.,LM>1 (5.123)

sl WEN, ¢ e 6 ambos, Para W1, =VI,=W y =021

el estado :

Inl,nl, LMD (5.125)

serd simétrico o antisimétrico dependiendo de si L o par o impar .

Los estados { 5.12) estdn caracterizados por las R.TI.
&L w=ine Leuna Ly (5.13)

del gruoo orfogonal en 3 dimensiones OL3) que es producto del grupo ordinario de ro
tacionss 3) y la inversién . Este grupo contiene a 3\ como subgrupo ast
que ahora requerimos la reduccidn de los estadas correspondientes a las QI (5.13) con
respecto a este subgrupo. Como ““\: \)_.,& Cs  llevamos esta reduccién independiente

mente para Co y D} . Para C:; es simple, ya que bajo reflexiones en el plana ¥y
d-m
6uT0 ,¢0=¢ NP —T N, (0,0) (5.14)

Y-
ast que para estados de 2 particulas las R.1. de C¢ esta caracterizado por &

(- M (5.15)

Para \)3 empezamos por su subgrupo CB de rotaciones de TT/3
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alrededor del ejfe 2 . Como Ca  essubgrupo del grupo o‘l'a) vemos inmediata=

mente que los estadas estdn caracterizadas por las siguientes T de C3

M=0 modulo 3, A
M=) v 3, E; R.T. de Cy (5.16)
M=2 n 8 B_

Ademés, bajo reflexionss en el plano XZ , la dnica operacién adicional independien=

te de D5 , tenemos

D\‘i*l;! LQ_;(P).

pues (p“j - (P . Por consiguiente, bajo ésta operacién los estados de dos particu=

\IIH[Q)(P)

las sufren el cambio :
by, by, LMY — M a0 0., LMD (5.17)

Se concluye que los dos estados M v - M para M= L g modulo 3
corresponderfan a RI . Eli] de DS . Para M=0 el estado correspon
derfacta RI. (31 o I\”l de D3 seginsi K+ L es par o impar
Finalmente MZ=0 mo.:!. 3peo M# O |, podrfamos de ( 5.17 ) construir combi
naciones lineales con  * M que corresponderfan a las R1. [3) y i de
Dy

Podemos caracterizar todos los estados ( 5.12 ) por la L , de los gy
pos Co 05 DCy . Como M o iniverlonte ante  Daky , no mezclard es
tadas de diferentes representaciones de los grupos Cs y DJ = CJ. . lo cual nos
dé las reglas de seleccidn requeridas.

Nuestro estado inicial de 0  cuantos I00,03,00> pertenece res
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pectivamente a las R,X ¥, [5] v A de Cs \D_?, )’Cs

) ,
ademds es simétrico ante intercambio de electrones. Entfonces solo nos inferesardn estados

de mayor némero de cuantos que pertenezcan a las mismos RI de los grupos en cuestién.

T
Para H_; y hasta 4 cuantos los Gnicos estadoas ( 5.12 ) que servirdn <o :

l00,00,00> J loLol,00> 04, 08,20> 1 loy,00,20>
| Lo, 00,007,

La matriz de H respecto a esfos estados se obtuvo como funcién de &€
y R . Tomando para Q el valor que minimizaba la energla 3 cero cuantos, minimi-
zamos el eigenvalor més bajo de la matriz de 5 x 5 respecto @ €y abtuvimos la ener-
gla ~-31.85 2V,

No se dispuso de resultados experimentales paa comparacién pero en

(25)

un trabajo, Conroy usando 1é térmings obtuva una energfa de - 36.73 eV y una distan
cia intemuclear de .89 X .

6. Extensidn a Capas Cerradas en el Oscilador Arménico.

En la seccidn Hi se discutié el problema de aGtomos y moléculas con N
electrones y aunque se desariollé el método general paro analizar esos problemas vimos que
todavla faltaban muchas tablas para célculos explicitos. Por otra parte en los elementos
de matriz de la seccién | ca:i ‘odas las tablas necesarias existen ; Esto sugiere fa utilidad
de discutir prablemas de Y1 partlculas donde los 2fementos de matriz puedan reducirse
a elementos de matriz de | 6 das partfculos.

Un problema asi es el de :apas cerradas en el oscilador arménico. Paro

N = 2,8, 20, 40, etc. podemos tener configJrociones electrénicas g.e llenan comple-

:amente estos estados hasta 15, [p, 25-Id, 20-Id, etc. En este caso para operadores de
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una sola partteula \/JL y de dos partfeulas Vi , los elementos de matriz respecto a

. I3 2
e:ras configaraciones de capo carrada estén dados por("l)

PIRENAAEHY (6.1)

IY'Z<S.53.)V1115152\>‘<5;5.)\|.\L\513|> (6.2)

S\SL

donde la suma es sobre todos los estados de una sola partfecula en la capa cerrada incluyen

do, por supuesto, el Mndice del spin de {a partfcula. El mdice S se puede descomponer,

S;:ﬂjf.' J H‘: “.‘ u‘- ., )G‘A-::‘I V: (6.3)

donde ia }A\ caracteriza parte orbital y G el spin . Como nuestros operadores w,

y \J\}_ n> dependen de! spin obtenemos da (6.1 ) y (6.2)

l}<'“"!w‘\/“'> (6.4)

zﬁagp.p;l Vi b > =t NG S) - as)
En nuestro problema el operador M, estd dado par
wWiztetl~2 Zui €
WEBE LT R (6.6)
camo Pll es un escalar, su elemento de matriz no depende de Y, , y usando ({.Y )
obtenemos :

b \ ~h Iy 35
2 Z{\n.{lm"} Pi\."\\"\\cr"‘hj i ‘1(‘ '_L“ L Q‘f = (6.7)
= 1
n tom, '

)

Para ta 2u. parte en ( 6.5 ) hacemos la descompasicién ( .1 ) o sea
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. )
tenemos que evaluar téminos de la forma.,

ARCH m,\Ln;/::(' kyka(e, &Y} Lm,> =

UARY

Z<Y\ L \ﬂ_&/\,xu}ykg\ ‘n Q>§<1 kv g L W (6.8)

not,

De la orfogonalidad de los coeficientes de Wigner < 1> vemos que la dltima suma sobre

wm, d4 (101*’].) Sko Si" y por lo tanto
17_<Y\\l\m,l Zz* \nl(mb_
Y\\ ™
Z P PY 626\1(1%“' {n, l\\\[ }\\VI.Q|> (4.9)
n
donde ¢ elemento de matriz reducido es de un potenciai central que es unc constan

-

te K.L si ‘(\éR*)’ Y;I s Y\>R‘

E! operador de dos cuerpos Via de nuestro probiema es -

|
Vi, =V3 € =Yl (6.10)

que es un escalar, Para calcular ( 6.5) para éste potencial es conveniente usar las propie

dades de ortogonalidad de los coeficientes de Wigner y escribir -
\)A./h> _ z YHWAN LM><‘\‘1 wym, | LM> (¢ .41)
LM

Sustituyendo ( 6.11 ) en (6. 5) y usando otra vez las propiedades de ortogonalidad de las

coeficientes de Wigner vemos que ( 8.5 ) toma la forma

liii(wrl Zal, wn, OL,LI\Y Y 1|“ LD -

L3
‘\1‘

~L>_ L'.{) L‘")!.*pl_l— Q\/“‘—plll—\ \\(7 ‘(\ )_ A.) L> (6.'2)
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donde W L, 11_ van 1 todas los estados en la capa cerrada.

El valor de expectacién de H para una configuracién de capa cerra
da estd dada por la suma de (6.7 ) (6.9)y (6.12) y el temmino de repulsién internucle
ar 2 3

ol
ReIER
<L p ot 2
En esta seccién discutiremos problemas con configuraciones de capas ce=-

rradas hasta la | p del oscilador aménico, es decir ( w m, ) estdn restringidos a

los valores :
(000),011),(010) ,(0 1-4) (6.14)

y el ndmero de partfeulas, que es el doble del ndmero de estados es n=% .
El valor de expectacién de H para nuestros ejemplos serd funcién de
€ y de los pardmetros que den las posiciones de los nucleos. Minimizaremos éste va-
lor de expectacién respecto a éstos pardmetros y a € para obtener una estima=
cién de la energla electrénica total para los dtomos y radicales siguientes: 0 " N H ;
CH,y OH, .
a) Energfa.total electrénica del 0
1) el anélisis anterior el valor de expectacién del Hamiltoniano del

Gtomo de oxigens es :

<H>=19 "'-1*‘5? | (6.15)

g:[—%ﬁ;‘*’;‘f%:'ﬁ'\% (6.16)
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H’
a
ast que minimizando respecto a & obienemos { en unidades

26)

-76.35, correspondiente al 51,76 % del valor experimento|( (-151,02),

.
J.RT una enzigia
Es intere-
sante notar que el porcentaje de la energla para 0 con N=% electrones es solo li-

geramente peor que para Be con nN=Y Esto muesira gue la aproximacicn toman

do estados con un ndmero mnimo de cuantos compatibles con el principio de Pauli puede
ser un punto de partida para dtomos con muchas partlcuias.

b) Energla Electrdnica total de N H

Tstd es una molécula diatémica ast que llamando 2R a la distoncia

(en nuestras unidades) entre los nucleos, el valor de expectacién de H riene la forma

(6.15) pero con }(R) dado por

- R T
J(R=-5¢ 1B o () B O30) sl i,
2. i

Minimizando E (R} respecto a R obtenemos para dicha parémetro Q‘, =. 1

(6.17)

en nuestras unidades f,’(Qo)='44.8l. Minimizando respecto a & en { 6.15)
obtenemos ¥ & =~ f (Ro) , ast que la energfa resulta E= -55.78 y 2 K. enx

esta dado por :

: PR o ;i": '
lQo(ﬂ)‘—%l = =M e M2 h (6.18)

Un céleculo independiente por Reeves(?”) Usands muchas Gaussianas dz una energfa de
o a
410531y 2R, dado entre .954A y .08 A
c) Fnergla Electdnica toal de C H¢

Esta es uno moléculo rriardrmica del tipn disculido en iu szce. 3 suncue
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T
no e&s homonuclear como H;; y en consecuencia su forma es la de un tridngulo isoceles
con R,_Z R.3 (fig. 11.9). El valor de expectacién de H esta dado por ( 6.15)
pero ahora ; es funcién de R\ y R; ode (5.1)y(5.2)y fig. 9de R\E R
y E_ L $ . En téminos de esfos dltimos pardmetros, la ; de CWy tiene la

forma

(R, 8)=— e (R0 g wd (3R e 3) 4 24(Re 4
_GRuc?)’ 2
<% r ar N T

+

BRI AN W \J_‘ (6.19)

Minimizanda P (%, i) respecto a R A | ®  obtenemos minimos
para %-‘:‘\Ol'('7 y R=.1 ( en nuestras unidades ) y para §= e y Re. X

con las energtas :

Elr090)=-410  E(a,04°)=-4s.9 (6009

El segundo mInimo da.un éngulo entre las uniones de los hidrdgenas ( ver

(28)

fig. 9) de 119° comparable con el valor reportado pamCH;en ciclopropano qué es
6.

d) En=rgfa .rotal Electrénica de E)H_ws

En este caso tenemos una molecula tetra=atémica y poadriamos proponer
una estructura piramidal similar a N H3 como en la fig. Il, donde damos las coordena
das (X‘N-u 7_,_\ de % y los'3 hidrégenas en tal forma que el centro de

carga estd en el origen, Tenemos entonces 2 parémetros libres & y € pam la con-

figuracidn , © equivalentemente y mds Gtil para nosotros, los radio vectores a los Gto-

mos \> y H o sea R\ y R)_ de la fig. 11,10
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La funcién F (_ R\)R\.) en este caso estd dado por ;
R -
) =vor b i =l o

4

NE e +\Sr,f__“n ﬂ‘Bﬁ.,‘———ﬁxz P+ 83—
¥ r R+ 3R -¥ FEii (6.21)

Hay por lo menos 2 conjuntos de valores (R, RL) que minimi
zan (6.21), (.5.1.3) y (0.1.6) con energlas correspondientes - 25,82 y =24 .43 en
nuestras unidades.,

El segundo de los mIimos corresponde a configuracién plana, que es la
que se observa para moléculas similares como BF3 . 3 Cby . Para el caso planar
la distancia W-H o5 .725% comparado con el valor medido(zs) de 1,29 A para el
caso plano de BT‘; y de |.75/Z para W\,

Los célculos para los ejemplos en las configuraciones de capa cerrada

fueron realizados por A. Noguera

7. Aproximacién de Hartree~Fock en el Problema de YA Electrones.

Las técnicas desarrolitadas en las secciones anteriores (| y 2 ) que han sido
aplicadas a problemas atémicos y moleculares con hasta 4 electrones ( 3, 4, y 5 ) pueden ser
extendidas u mds partfculas, pero las complicaciones analticas impiden de hecho la construc
cién de los elementos de matriz, Aqul recurriremos a métodos de aproximacion para cdlcu-
los'de muchos cuerpos, en particular usando la técnica de Hartree=Fock con los estados de
oscilador amdnico. Antes de hacer el cdlculo vamos a hacer varias consideraciones, prime -
ro que tén buena es la aproximacién de Hartree~Fock ( H=F ) , después recordaremos la apli=-
cacién de H-F en problema de capas cerradas y por dltimo veremos un ejemplo de su aplica-

cién al dtomo de berilio.
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a. ¢Que tan buena es la aproximacién de Hartree~Fock

(2

)

2

Consideremos un modelo muy simple, dos partlculas de igual masa movien=

dose en un potencial comdn de oscilador amdnico e interaccionando entre s a través de =

una fuciza aménica con constante K . El Hamiltoniano, en unidades hemaw=4

con W frecuencia del potencial comdn, es :

Ho= [ ot oierd ] el (rmvo)]’

en términos de coordenadas relativa y de centro de masa ;

\
Y== Cfa‘ft) ) R= ',‘%_ (_\_r\-t‘f,_)

5

e igualmente para los impulsos ( 7.1 ) queda :
H= %_(Ql-q- RY)+ -\2-_[?"-4-(1!&_{} “‘]

cuya solucién es :

Yo

La energla del estado base ( cero cuantos) es :

~iv

E:' %Hﬁhk«r[ )

E L Y (8
(,lk’.'ﬁ-l)"e »Re ;_{'LE-H X

(7.1)

(7.2)

(7.3)

L (7.4)

(7.5)

Estos (7.4 y 7.5 ) son resultados exactos, lo que haremos es aplicar ahora

el anélisis de Hartree=Fock y comparar los resultados obtenidos lo que nos dird que tan bue=

na es la aproximacién H=F. Suponiendo que las partfculas son electrones (bfl"ﬂ = 3)

y su dependencia orbital es la misma ( $(Y) ) y estd normalizada la funcién

de prusba es :
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\\V _ ¢(!.)’¥,-_JL) q)(f,_) Y_l‘().)
HFE VY

(

PUILW) D)L

{ .
PLLyPLx) T(-;_[’[%LL)X_‘_;(L)~X_%(L)’X,,£(,L)] (7:¢)
con /L\ms es la eigenfuncién de spin con W, = ¥ -\i . La ecua-

cién de Hartree-Fock para (7.1 ) es :

Lot TR+ [P ) S (rmeplrddrlblul= e dly) (7.7

Ahora desarrollamos ‘f_.“f:_\)’ en el integrando resulta por conside~

raciones de paridad que :

fcb*éh\ N P)dn =0 (7.8)
ademés :
§J¢*(Y)YL¢LI)C\I§ A (7.9)
resulia una constante que podemos incluir en € . La (ec.7.7) quads ast
—i@?+(k+i)f\l-_\¢>tf\):&CP(!\):(G-A)Ct’LY') (7.10)
cuya solucidn s :
Cb(‘_ﬁ):éﬁ—%' (ml)é e‘*“‘*‘f‘ \ (7.11)

Sustituyendo (7.1l ) en (7.9 ) y usando (7,10 ) tenzmos :



- A5 -

3 3k+2
€= 3 ;,Tr_i_l{k“ (7.12)

y ademdis

-3 ¢ Al (en) o3 -4 )
W= P ete)=T * (e iy (ki W R) (7.13)

que son los resultados que compararemos con { 7.4 ),
La energla de H=F es el valor de expectacidn de H respecto a WHF

Como H puede escribirse :

H= 4005 (o 0 e 4T+ tern ]k ro s (7.14)

obtenemos :

szg ) (7.15)

Comparando (7.15) con la energla exacta vemos que para  K=0
ambos coinciden, como era de esperarse. En aplicaciones fisicas el potencial de interaccién
es en ocasiones del mismo orden de magnitud que el potencial comdn, ast que es interesante
compararcon  K=1 . Para dicho caso E‘HF es 96.5 % de la energla exacta.
Podemos también analizar el traslape entre w (ec.7.4)y LP'H-F

{7.13), el que esta dado por la expresién :

3 3
(x\)? (au4))N
Vo) = 716
(W ¥e B ) [ « ) kel

para k=4 dicho traslage es del 95 % lo que nos da una idea de que tan buena es
la aproximacién H-F. Para este modelo simple es de hecho muy satisfactoria.
b. Mérodo de Hartree-Fock usando estados de oscilador arménico para el

caso de capas cerradas.
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Tomemos el Hamiltoniano atémico usual en la forma

H= EH (5)'*2 Vst (7.17)

<=2
=lap_z2eNd
oon H RPN o sea la parte que depende de una sola partlcula y
V(S_ﬁ) la parte dependiente de pares de particulas  {repulsién interelectrénica)

Para la aproximacién H-F usual tomaremos los estados de un solo electidn

1"$ la forma :
o> =N, damDd > (7.18)

donde lV\...~ L\ m-t> son los estados de oscilador que hemos estado manejando en las
secciones anteriores y 10> esla funcién de spin. Como tanto H, como V
no dependen del spin bastara usar ' T ortonormalizadas y sumar sobre el ndme
ro cudntico de spir v trabajar en el espacio de configuracién.

Las ecuaciones de H-F usuales(I1.6.l)toman la forma :

%[H")-q- Ciy +Z ZZ [C,P \/.qsxg Cﬂ-‘_l Ci,= & G (7.19)
donde usando las propiedades de ortonormalidad de los coeficientes de Clebsh~-Gordon y tam
bién el desarrollo de los elementos de matriz de dos partfculas en terminas de elementos de
matriz de una particula y los paréntesis de transformacién junto con las propiedades de trans

Q0

formacién d= estos Gltimos se obtiene

(Ho )_(\.E A lomg 6L\ Mo, lymyoe> = <V\..L.\\Ho\\n, t );J"S\"Sté:'zo :
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VaorsmZ L. 2 {(0ulpmamg s, fommel )4 €IS SIsm

)/! N sMsnw(

AN LA Ipgl, )}[1+c-)'+5]<“'1'lV!l:ﬂh ODLUNL Y et 33 (7.21)

Ya hemos visto en las secciones anteriores de este capitulo como obtener
los elementos de matriz reducidos de H o y de \Y)

Ahora escribimos los coeficientes C.;‘n como :

CA-:E A'ml..ﬁ.-.cru. (7.22)

y vemos que ( 7.9 ) queda completamente definido. Pero nos interesa su solucién para el
caso de que los Y1  electrones ocupen érbitas en un cierto potencial central cuyas carac
terfsticas serdn determinadas por el andlisis de H=F. Esto implica que el Indice 4 de los

estados en que se encuentran las parffculas puede descomponerse

iz imioy | (7.23)

con las interpretaciones usuales de e wi 6 y con V; el ndmero que carac

teriza el estado radial en el potencial central que debemos determinar. Claramente el coe=
ficiente C;_‘ puede ahora escribirse como :
Cia= Coin MMy Sup Yoe, (7.24)
Ahora supondremos que las partfculas Henan rodas las érbitas hasta un nivel
dado, o sea para cada \J;,Q; tenemos partfculas con todos las valores Mj <
Rooo=P; 7 ;=% . Probaremos que en este casw 48 V; Nng, depende sslo de

«  que nos pemitirg escribir :
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L

C.i-t. = C)’.‘V\.s.(oﬂk) S;; :Mﬂl Sd’- (7.25)

“‘J A
Bastard sustituir {7.25) en (7.19 ) y mostrar que las ecuaciones resultan=
tes son independientes de los indices M \. O°
La 19 consecuencia de (7.24 ) es que :
— 3 o
v Cie= 2 Coun il Cn. (7.26
)rcwcﬂ g{ “,-ﬂ,e[ P) Y,“x PA Iﬂ,i;g “‘r*‘:g LA .)

Introduciendo esto en { 7.19 ) y sumando sobre todos fos valores de ‘mP

y G‘é ohtenemos
— *, a
RICTRCARMNCADIN . RS

T ¥ L VO, DI LML Loag 835 C “UP)KJ men S, (77

donde hemos usado relaciones de coeficientes de Clebsh-Gordan ;

Z(D J e MPD\}‘)(Q:‘ Is Mmymg }‘ﬁ)bmpm =

Mamg B
_awl \ _
“ﬁ«)(x»,1.‘1£qe)“'fLL“‘*E(OOMPI‘WW") n,ﬁl SH S,“W (7.28)

e igualmente en la parte de spin.

Sustituyendo (7.27 ) en (7.29 ), recordando que \ (L) 1) no depen-

—

. « . . < N .. |
de del spin y eliminando el factor comdn élbﬂg BM;VN>9} G obtenemos: : e

- siguiente conjunto de ecuaciones para las (/y (_L)
i T\=
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7_4m bull Holly 0>, LA )+z b} Y_C T I35 )

Refyishs V; )«NL'\*

< L,).ln.;k,n,bp,,\><nﬂ,UL;H“rL,“:Qp;)x\“'f\\\l[i; 1)unt>}c :.ﬂfv‘,mu_,)q 7.29)
= £ C Vi “mLﬂ

Con lo que se demuestra que para capas cerradas podemos tomar la forma
(7.25) para los coeficientes C—iu. con la forma (7.29 ) para las ecuaciones ( 7.19)
lo que implica una considerable reduccién y simplificacién de las ecuaciones al desapare=
cer la dependencia en los Indices YW , @ y @ en(7.29).

Si hubieramos deseado usar como estados de una sola partfcula \ o> es-
tados con el momente angular orbital v el de spin acoplados, a momento angular total defi-
nido:

1> = INu i damed (7.30)

el andlisis hubiera sido muy similar con la diferencia que en la reduccién de elementos de
matriz de 2 electrones a un electrdn se usarfa acoplamiento 1 = ‘Il , pero nuevamente
en caso de capas cerradas las ecuacionss de H-F no dependen de W\

c) Aplicacién al dtomo ae beri?ia‘:.m)

El 4tomo Be es un sistema cerrado de 4 electrones que en la notacién es=
pactroscépica usual se caracteriza por la configuracién CH‘)t (25) So . Esto
implica que los estados de un soio electrdn en H=F son todos de 4 SR cero. Esto
deja adn la posibilidad de Cr':'l"—,_ para la proyeccién del spin, pero siendo 4 electro-
nas, debemos poner dos en un estado radial que llamarfamos V=1 vy otros dos en uno
que Homér?’amos WM =2 . De é&stas consideraciones vemos que las ecuaciones de H=F
(7.29) particularizadas al Rz con ‘Q“:DP: 0 toman la forma :

;{nf(ﬂ\ ié‘l’;l*% > Con, +ZEZ [Cu’n 7_1@*”3D"L 1% (7.31)

w'nal

ni0,n50,0 MUNL, 0> 't m\\MXMMJO W00 C i, § G = €, Ciyg
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Con V=N, M=V, =y Npsh, ) o Wy (7.32)

§ -

y donde ) y U’ sslo toman los valores | y 2 y ademds definimos C\_,y\ =y (o)
El conjunto de ecuaciones ( 7.3] } es igual en ndmero al da los estados de

oscilador considerados en el desarrllo :

N
Y. =2 ¢ lnoo> (7.33)
w=o '

osea, 5 T 1 donde N es el méximo ndmero de cuanios en la expansién recordan
do gque por paridad de los estados l<o . N estd restringido a valores pares.

Las ecuaciones { 7.3l ) pueden resolverse por el método de recurrencia
usual, obteniendose los coeficientes C))y\ de (7.33 ) y nermitiendonos calcular el
valor de expectacién de la energla para el estado antisimétrico de 4 electrones.

Este programa fué implementado por Calles y Dubovoy para el B e partien

do de los estados de una partteula :

Y=looo> y W, =1lo0o> (7.34)

para los que el valor de expectacién es :

<‘{’\H\\P>= setolg. A99¢ (7.35)

y minimizando respecto a €  obtenemos

€=\152 ZWD> ==16:S9 27.33)
a,b



=T -

Para el siguiente paso tomaron el desarrollo
‘-IJV—_- Cro 1000+ Gy [L065+C1, 12005 + Cyy |300> (7.97)

y mostraron que la solucién autoconsistente de ( 7.31 ) en que toman para & el wvalox

(7.35a) se alcanza en cuatro pasos. Los valores de T, y las Cph obtenidas son :

El:—g.‘f}. ) E].=D"OJC\°=D'<‘%‘) C,\|=D‘3S?JC\L=0-3-HJC\3=O.H"’l (7.38)
Clo:“o|3|6 J c.a-l:o.ﬁssj C-,_,_-_-"-Oal"ls) C1’= O.l‘[S

Con estas (Cy,)y obtenemos a su vez para el valor de expectacién de la

energfa :

<H>:—}.\.31 ' (7.3%9)

La energla experimental para el estado base del Re o en unidades

atémicas -28.74. Entonces obtenemos un 74 % de la energla de amarre en la aproximacién

(7.38).
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CAPITULO 11

CLASIFICACION DE ESTADOS EN LAS CAPAS ATOMICAS
USANDO CADENAS DE GRUPOS.

El uso de cadenas de grupos para caracterizar un conjunto de funcio
nes de onda de sistemas flsicos no es una idea nueva. Racah!!) hize notar que para
estados con momento angular definido (simetrfa o+ (3 ) ) y gque satisfacen el
principio de exclusién de Pauli, podemos, introducir grupos que contengan O-‘.(_ 3)
y @ su vez estén contenidos en el grupo U (%) dela cadena U(2v) DSU.D-)@ULT)
que separa las transformaciones del espacio orbital y del spin. La R.l. de LALXY)
es la completamente antisimétrica y las R.|. de los otros dos grupos corresponden a dia
gramas de Young conjugados y quedan detemminados por el ndmero de partfeulas YUy
el spin & , laR.l. del grupo unitario fija la simetrfa permutacional de los estcu:‘im.

En el caso particular de la capa 25 - 2p que nos interesa particu
|armenre(2'3), hay 4 funciones en el espacio de configuracién que se transforman entre
s bajo el grupo U('—'l) . Los grupos \J( 3) o alternativamente @ M)
cumplen la caracterfstica de ser subgrupos de \_J ( Y) y contenera O*(_SJ
(lo que es obvio del hecho de que el conjunto de las matrices ortogenales es un subcon
junto del de las matric.es unitarias).

El 20, caso nos permite analizar el rompimiento de la simetrfa

enlacapa 1= L ,la cual en ausencia de interacciones interelectrdnicas nos da
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una base para la R.1. (I,0) de Of{ﬂ) (versece.2). Clasificando los estados con
la cadena U(-H) 2 OTC"{) = 01- (.3))' construyendo la matriz del Hamilto=
niano respecto a estos estados podremos analizar el rompimiento de la simetrfa O'f["!)
viendo la diferencia de esa matriz respecto a su forma diagonal (ver secc. 3).

La cadena U(_"i) 5 W, (.5) =2 OT(,S) nos pemite clasificar
los estados usando el ndmero de estados de la capa 25 y de la ap independientemen
te ya que el operador de Casimir lin=al de U (3) es precisamente el operador de ng
mero de partfculas en 1P . Esto nos permite usar la clasificacién con J(3) para
obtener las matrices de Hartree=Fock que precisamente usan el ndmero de estados en 1%
y 2@ (verseccs. 3y 4). Pero antes haremos una breve sintesis de la técnica que se
usarén en este capltulo.

l. Técnica de 2a. Cuantizacién para un Sistema de ¥y Ele;:tmnes(‘”

El Hamiltoniano atémico para Y3 zlectrones tiene la forma

H:i__l[{é+u;}+i V.. (1.

‘(1':) "1

\ki:-ze | \/;I. = 3,— (1.2)
1

en esta expresién H aparece convenientementes separado en 2 téminos uno que de-

pende solamente de las coordenadas y los momentos de | partfeula y otro asociado a in
teracciones entre pares de partlfculas.

: I SL ¢

Si chora definimos los operadores de creacidn y aniguilacidn b(" b

a través de sus propiedades de anticonmutacién
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(S MBS =Sy AN =18 EY=0 ()

donde el fndice @ indica los estados posibles para los electrones. Para caracterizar
estos estados usarfamos un potencial central arbitrario lo que nos proporcionarfa 3 nd-
meros cudnticos L § w , los dos dltimos correspondientes al momento angular total

y su proyeccién(que son buenos nos. cudnticos por ser un campo central), la L serfa
el no. cudntico total correspondiente a dicho potencial. También podfamos incluir

el spin y usar la letra p paraun conjunto de nos. cudnticos dados

P — Vim, s (1.4)

Se puede mostrar que los estados de W1 electrones pueden representar

se usando nuestros operadores de creacién y aniquilacién como sigue:

6 b B> Wb, .. by 10> (1.5)
con \0'> estado de vacio definido como \:!105 = 0 para toda £ -

Ahora construiremos operadores formados con \:;; y ‘bf h:lle‘s
que sus elementos de matriz respecto a los estados | g - f,,) sean iguales-cl los
de los.operadores de | y 2 partfculas respecto a los estados ordinarios. Para esto re
cordamos que los estados de Y\ electrones pueden construirse en términos de combina-
ciones linsales de productos de estados de l partfcula en un.potencial Coulombiano
y que una forma de obtener estados compatibles con el principio de Pauli basta construir
el deteminante de Slafe;' correspondiente

“LZQ-)PQD\’“(U“{’L(I). ; .Y‘"[n)] (1.6)

Yn!
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con el sfmbolo @ indicando todas las posibles permutaciones de las partreulas |, 2...

Entonces queremos construir operadores a sartir de fos potenciales de [ 'y 2 oartfculas

z—wi Y E V Los definimos asl @

b 4<1

W= Z,<€. WAL by & (17)

Y2 2N D B L (-8)

f'ell (L f;.l

Los elementos de matriz de estos operadores respecto a los estados | g6 - f’v\>
son idénticos a los elementos de los operadores de | y 2 partfculas respecto a determinan
tes de Stater.

Para los problemas atémicos que vamos a tratar no vamos considerar

interacciones dependientes del spin, Entonces podemos definir operadores como combi-

+
naciones de B vim,r Y \Q\)hﬂ z contraidas en el Mdice G, o sea dafi-
nimos :
/
wo + "“ T
C)‘:Ecrl_’)ﬂro cnn /n:\)lm (1.92)

Nusstro Hamiltoniano atémico es indepeadiente del spin y en consecuen

cia podemos escribirlo ast

XN=W+ ¥ (1.10)

/‘"> Qf‘ (1)

% zet
Z<}‘l"’&‘—{€;
/u 7/
\\T" . wWop <m e kY (112
’ '_14#2, ’V”'f‘ i (G.ijfgf-ém )
T
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Si en vez d= usar un pateacial ceatral arbitraria usamos el patencial

del Gtomo de hidrdg=no para caracterizar los estadss tendremos simplemente que :

: e 'R i —-2'me"
=2 | - T oo o .13
W ,M\E),r;,,/ pradm B2 S (08
pargue los estados lf, . \v‘ > serfan astométicamente eigenestados de w

Como vimos antes esto implica gue los estados del sistema para un valor dads de Ef"
7
corresponden a un R.1. del grupo O'(u4) . Pero el témino \Y o es inva-
; OY (w4 " i
riante ante "} unapregunta interesavte es cuan buena es la clasificacién usan
3 _ .
do O ) OTLS_)D O*( 2 cuando incluimos ambos téminos de ﬁ
Antes de proceder a dicho andlisis es interesante estudiar las reglas
1
de conmutacién d= los opsradares G}. arriba definidos. Usando las reglas de
+ M
aaticonmutacién de las \o}‘ J b se puede mostrar que :
J
M 1 t_ g4 f 7
[Cyl éml:chém_ﬁu‘s#‘ (1.14)
i ,"" K A \’QFL 1
}‘/
o sea los operadores C“ se cierran en un algebra de L ie que se puede iden
f i
tificar como el algebra del grupo v \1‘(\ con Y= dimeasién del grupo dada co-
mo el némero posible de valores de /u = {m .
o
2, El grupo O L"i) y la Degeneracién Accidental en el Atomo
de Hiddgzno .
Desdz los primeros estudios de Niels Bohr sobre el §tomo de hidr8g=no
se canoce el hecho de gue sus niveles de energla corresponden cada una a varios estados

de movimiento dzl sistema., De'hecho cada nivel de Bohr, cuya eacrgla es :

$3 (Eo:en:f)\’. dc\"sw\r:\S.ESeV> (2.')
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tiene una degeneracién WA* que en el lenguaje de la teorfa de Schrgdinger nos di=-
ce que hay N* eigenfunciones de la ecuacién de Schrodinger asociados a un eigen=
valor E“ .

Es sabido que en general una degeneracién corresponde a una simetrla
y a su vez una simetrfa tieme asociado un teorema de conservacién. El potencial de
Coulomb, que depende de la magnitud del vector de posicién del electrdn respecto al

ndcles pero no de su orientacién :

- 3
V = Ze (2.2)

es obviamente invariante ante rotaciones respecto al origen (fomando en el nucleo mis-
. O%( ) e .
mo). Esta simetrfa ante el grupo 5 de rotaciones implica como es bien sa
bido la conservacién del momento angular orbital L del electrdn. En mecénica cudn
tica al observable momento angular le asociamos el némero cuéntico { y a su proyec
cién sobre el eje Z el ndmero cuéntico M=- ﬂ)JHJ ..~ 0 . Este 6Gltimo esta
hy
asociado al grupo O (L) de rotaciones alrededor de un eje, y el hecho de que
la energla no depende de YN\ se calificd como una degeneracién "natural” debido a
. . 1 .
que el sistema presentaba simetrfa ante un grupo mayor que O ().) precisamen
te o‘f(_ 5) , Sin embargo la energla de los niveles de Bohr depende solo del n6=
mero cudntico principal Y1y no de 0= 0,4, ... n-| y a ésto se e dig el
nombre  de degeneracién "accidental ",
Entre 1926 y 1935 los esfurrzos de Pauli, Fock y B’Jrg:'r\ann(5} llevaron
el esclarecimiento de fa simetrla responsabie de la degeneracién accidental. Primem

Pauli(s) demostr$ que aparte del momento angular habfa otro vector que era una constan

te de movimiento en el problema coulombiano, hecho que ya Hamilton habfa notado
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para el potencial gravitacional que geometricamente es idéntico a aquél. Llameo a di=

cho vector el vector de Runge=Lenz definido (para el problema cuéntico) como :

A-‘ ¥ 1m2¢ (L‘*P _P\Lé) (2.3)

Casi diez afios después Fock(S) hacia el anélisis de la transformada de
Fourier de la ecuacién de Schrddinger del 4tomo de hidrégeno que la lleva al espacio

momental :

PP B2 [ Py o

con P momento lineal y Pﬂ:l—lnE . Podemos tomarla P en coordena
das esféricas (¢, e, ('U y pasar de estas coordenadas a tres dngulos (‘f; e, qﬂ)

con la definicién :
11M“'%‘-_:nc Ot x< 9] (2.5)
(]

Lo que corresponde a un mapeo  estereogréfics del vector tridimensional _E sobre una
esfera unitaria en un espacio tetradimensional { [¥%|= [ ,o, 8, ?) . Esta mis=

ma esfera tiene como coordenadas cartesianas tetra dimensionales:

20.¢-
X = Mol MGC‘ILP:%—?—‘ /‘ Y = Al “L“ﬂ'e:l'ﬂf;l
. | . (28)
2 s
Ko = a8 Won§ Ml E ff; Aqs tnel = 2‘,_+$l

El elemento de volumen en espacio momental es :

é_g:e%lefume Aeéq: ;}?:,—(?.‘*P')’ 41 (2.7)



con
all= mtnle dov Aem @ 46 5(‘; (2.8)

En téminos de (2.7 )y (2.8 ) la esuacion( 2.4 ) queda -

2, ¢ Z\me et )\YU'\ (2.9)
(? Vu \‘}JC j ,"\ , \, E Ol_n

y definjends :

S =@t Wee (2.10)

obtenemos

.
_ Zmel & ivt) ,
9°§>(_\E\)— lﬂ”&\ . T)_L—l_?'dﬂ \7..”)

qJe Fock reconocié como la ecuacién integral de los arménicas esféricos en cuatio di-

1

mensiones. El Kernel beww'l’ 5 invariante ante rotaciones en &l espacio tetrc
N <

dimensionai.

En atras palobras hay uaa correspondeacia | a | eatre los arménicos es-
fericos en cuatro dimensiones, ¢e son precisamente las bases de las representaciones
irredscibies (R.1.) dzl grupa OT(_L” y los estadas del Gtomo de hidrogeas (enes
pacio momental ).

Sin emborgo es impartante natar que en la ecuacién ( 2.11 ) aparece el
factor £, gue segdn (2.1) es ~o ‘i‘ y este canbia para cada capa del dtomo de hi
dr8gens heciends que la normalizacién dupznde de N -

La identificacién de las funciones del 4tomo de hidrsgens con los amd -
nicos esfericas en 4 dimension2; permitié a Fock demostrar que el grups de simetrfas del

o+
4tomo era O (L"\ y di¢ la explicacién de la degzazracién "azcideatal” en L ,ya
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; i g ) :
que en este contexto ni el ndmero cudntico asociads al grups O L:‘b) () m
- T ’
el asociado a U ()_) (m) van a aparecer en la expresidn de la energla, que
1.
solo dependerd de el ndmem cuéntico del grupo mayor O (_“l) que es precisa=
mente Y\ como veremos mds adalante,
Fock extendié su andlisis a las regién del continuo o sea E >0
*
mostrando que en éste caso el grupo de simetrfa es el grupo 0'(3.14) que &s un
grupa no=compacto que corresponde a rotaciones en un espacio con métrica de Minkowsky
Esta situacién de tener diferentes grupos de invariancia para diferentes regiones en el
espectro de energla serd dz suma importancia en el andlisis de los llamados grupos ding
micos dal potencial de Coulomb ( ver Cépitulo 11 ).

G

Fué Bargmann'®’ el que hizo una sintesis de los trabajos de Fock y
Pauli. Procedis de la siguiente forma :

Si definimos un nuevo operador en funcién del vector de Runge=Lenz como :

= [2%me* A’ (2.12)
A= e A

con M el hamiltonians del Gtomo de hidgens y tomamos los conmutadores de _A_ y

L ( momento angular) obtenemos :

ot =4

LxA=x A (2.13)

Ir=

é)‘xé:i

i

\

\- +, .
{2.2) es idéntica al algebra de  Lie dsl grupo @) (L{) osea .y ﬂ nos
dan los & gen=radores del grupo de rotaciones en cuatro dimensiones.

4
Ademés de la definicidn de A tenemos que :

—

E"l: *E-‘“—H‘ (1) ( 2.140)



-~ 94 -

IR AL A (L

, £ LW H ( 2.14b)
de donde despejando H obtenemos:
2 Y -1
H=- 555 (A +L) (2.15)

+
gue muestra claramente que los generadores de O CL{) C & N _L_- ) conmu
3 T
tan con H ya que AN L e precisamente uno de los operadores de Casimir de
-‘
O

Es importante hacer notor quz segdn ( 2.1 ) y tomando H'—‘ E n
o sea un nivel de Bohr y entonces A y l_—_- satisfacen el algebra de Lie para
una W dada que es andlogo a lo que sucedla en el anélisis de Fock.

Por otra parte, de ( 2,15 ) resuita que al operador de Casimir de

+ I ;
O (_L{) L+ A+ {_ le corresponde el némero cubntico ¥y
+

Sin embargo el grupo O™y ) tiene dos operadores de Casimir
y en general nos proporcionard 2 ndmeros cudnticos para caracterizar los estados corres
pondientes a sus R.l. Lo que pasa en el caso del hididgeno es que el 25, operador de

Casimir de O+(l'\) que es b4sicamente é}__ es siempre cem, o sea :

A-L=L-A=0 (2.16)

para el problema de una sola partfcula. Esto se puede visualizar geométricamente si re
cordamos que el momento angular es pempendicular al plano de la érbita y el vector de
Runge-Lenz estd dirigido a lo fargo del semi eje mayor de la elipse teniendo como mag-
nitud la excentricidad de la misma.;

4 .
El grupo O U{B nos darfa dos nfimeros cudnticos (?) q )
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asociados a los dos operadores de Casimir, Pero por ( 2.16) 4=0 para todas las
R.l. de O“(.Ll) que aparecen en el caso del 4tomo de hidrgeno lo que nos per=

mite caracterizar los estados de dicho étomo con solo el ndmero cuéntico o como es

usual con
n=p+d (2.17)

La degeneracién de los niveles es W\  ya que b=0.-w-| y wa= A4

Para nuestros propdsitos serd conveniente definir dos nuevos Opemdore@

M y N en funcién de é y L :

-A) (2.18)

=

M=1(+4) M=t

cuyas reglas de conmutacién son :

1]

MxM=iM y NxN=iN o (29)

o sea M y D_J conmutan y las componentes de M entre st y las de N entre
sl obedecen reglas de conmutacién de momento angular. Esto es consecuencia® de que

O‘r(."‘l) es isomorfo al grupo construido como el producto directo:
ON4) ~ SU) ® SUC2) (2.20)

entonzes en vez de los némeros cudnticos § y 4  asociados a los operadores de
Casimir da OTU{) podemos caracterizar las representaciones de OT("U con las
parejas ().f‘,)q_) donde \)\| y ™. son los ndmeros cudnticos asociados a M
y M respectivanente. Para las R.1. generales de O.f(_"i) ).\ Y >\|_ pueden

tomar cualguier valor entero o semientero, pero para el caso de las R.|. que aparecen
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en 2! dtomo de hidnSgeno fodas fas parejas son dal tips (N, Ay o sea \)\( = AL

Esto es asl porgue 2n téminos de M y [:} los operadares de Casimir OTLL{)

S€ exXQresan como :

AP =2(m&NY y A-Ls M-NT (2.20)

y si B'l_-:o ¢ NI— N‘:O y \.:X-L . Ademds por ( 2.18)

tenemos:
SN o)
9:\.1—)L ;i e A (2.22)
Si pasamos ahora a e! caso dz dos partlculas en el potencial de Coulomh
pero sin interacciones entre las partfculas, la restriccidn _L g =0 desaparece y

dz hecho tenemos:

@“—_‘}1)' (\:1+£1): }\'El* ’f\_a‘_LL*éx'E\. 'EL'E\ +* O (2.23)

En 2| lenguaje da tearfa de grupas, el probiema gensral dz esados de
dos electrones implicarfa usar representaciones de fipo gzneral ()\,) ).lj (6 (_9}‘3)‘}
para el sistema de 2 electrons=s,

. ~t
3. Estimacion del Rampimiento de la Simetrifa U (4  en la capaas =

2p @)
En los niveles dzl patencial coulombians nos fijamos en aguellos con

—= M | (3.1)

s —-

¥ 3 =3 i —-— Il
25 e 4 v
Si no existiera relesnSn entre los electrones en la ca21 s P Ay

(5)

secfa el grupo dz simetrfas d2 los estadss de dicha capa’ El Hanilteniano tiene la for



ma:
A ) A}

. X i T < e
He2 (8-29)0) L=l (3.2)

LYy

con Yy ndmero de parifculas hay 4 estados parque p=2 dwm y l=0,1
Para QZ o , W= para =1 , WA= i) o, -{ . Si ademés tonamos en
cuenta el spin hay 8 valores de p= 10w, o con =1 \—1 . Entonces

. * e v f ;
con los operadores de creacidn \bf y dz aniguilacién b podemos construir los

)
generadores ds un grupo U (s)

+ ¢ ! Lo
be ¥ = Ci,: Cuo | (3.3)

Como H no depende del spin es conveniente contraer en @  obteniendo los 16

g=neradores de U (. Y _)

)

- L@ M
2 by b o= C. (3.4)

en stras palabras caracterizaremos los estados de lacapa 26~ 2§ por la cadena:

W\ e) > UM @ SUTCL) (3.5)

d- - -
SW (2‘.) d= spin & gque es un buen ndmem culntico como lo es tam=

bién su proyeccidn ]\*{_5 , o sea clasificamos con :
a
UL > 0 , (3.6)

Para acabar d= caracterizar los estadas podtanos completar los ndmeros
cuéinticos ag-upands a la cadena subgipos de U LH) . Nuastro interés funda-
. e it
mental en ésta seccién es ver a guz fan buzna es la clasificazién ysands el gruoo 0 (\‘\)

y eatonces propanamos va  cadena ;
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U)o O'(u) = 0%3) > 0™(2) (3.7)

que nos proporcionarla, aparte dz Jos nos. cuanticos correspondientes a O-\-U-i) que
analizaremos més adelante el momento angular orbital total | y su proyeccién ML
En principio podrfamos esperar que no bastardn estos nos. cuénticos o en otras palabras
que entre U(L{) y DTCL{) necesitaremos intercalar un 1o, cuéntico = extra.
Como veremos més adelante en esta caza particular (1 S= lf) no aparecen
repetidas las reps. de O*(.l‘l) contenidos en  \J L ul) en los estados y no
es necesario un no. cuéntico (ot ) adicional.

Los estados quedarén caracterizados por los ndmeros cuénticos siguien=

IO

tes: por Pauli fenemos para U(%) la R.l. totalmente antisimétrica y es sabido

que fa R.1, D"] da U(%) contiene a las R.1. de U(.“I)@Su(.l) cuyos

diagramas de Young son del tipo

7 ? -« N\
Uu) ED:}J" 1 suw) (3.8)

-V,
-
pero SULL) esel spin. De las longitudes NV, \y V. podemos obtener
Yi= N+ ndmero de partteulasy V =Ny = 2$ wn S el spin rotal?)

y estos dos ndmeros YAy S5 bastan para caracterizar las representaciones de
a,
U) ® SU (l) , si ademds agregamos la proyeccidn del spin M ¢ tenemos la

cadena

SU7) = o) (3.9)
Para la cadena U(_L{J Do_f(q) - OT(5) oD O*( L)‘ (3.10)

conazcemos los nos, culntioos dz OT(S) y O+ C L) (_, L N M)
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?
Solo falta ver que nos. cuénticos caracterizan las reps. irr  de @) 01) . Pode-
mos usar los nos. cuéinticos asociados a las constantes de movimiento .I'.__._ y A

(momento angular y vector de Runge=Lenz ) Pero es mas conveniente definir los opera=

-3

- O -y -
dores M= -,L_Ul-r Jj) ¥ N = ‘—,U..-A 3 que tienen las siguientes reglas

de oonmuracidn(é):
MxM=M : NsxN=N - [M,Nl=o (3.11)

o sea se comportan cada uno como generadores de un grupo O?( 3)  y de hecho sv

utilizacién en el problema es consecuencia del isomorfismo entre los grupos

o) ~ SU(2) x SU(2) (3.12)

Si usamos las eigenvalores de M ( }q) y de N (.},_) para caracterizar los

estadosde lacapa 1S — ) P tendremos que dichos estados tendrén la forma :

In S Mg (v, W) L MO (3.13)

adem4s dichos estados nos permiten escribir las interacciones entre pares de partfculas

como interacciones entre solo dos de ellas :

<0 S MO NILM ) 2= 225 0 SM ) LMD (304)

Y ademés estos brackets son independientes de Ms, y M 'y diagonalesen 1y , S
y L

Vamos a trabajar en el esquema de 29 cuantizacién que discutimos en

T
*Pa ro notar que estos estados caracterizados con 0 (4) o tienen paridad definida

ya que ante inversiones N cambiaa My viceversa. Necesitarfamos formar combi=
naciones de estos estados can paridad def. '
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. . (4 . . . .
la seccidn anteriorl ). En dicho esquema la matriz del Hamiltonians d2 la capa 15-2p

es

N:”Z}fﬂ AWM >C L M ltﬂﬂB/C’ If C‘ '(a.15)

paro U-k> = 120m> son la, funcnones del poteacial Coulombiano y enton-

ces el témino de operador de una wla partleula es simplemente la eaergla de la cara
26-29

W= w\}A, W, I)A }z‘: -7_“";;‘:_22“_": Elg (3.16)

L) t‘\.

con Eg energla de Bohr.

El operador de dos partleculas en canbio no es diagonal . Vainos a cons
truir una matriz y comparar la magaitud de los t&éminos no diaganales respecto a los ~
diaganales, lo gque nos pemitird conocer cuén busna es la cadena U(LI)DO#(H)

para la ci3a AS-29 . en 29 cuantizacién :

U= 2<)‘/‘ Vel >2bh e B S

z»“:.

; G A
= 1 I<;1 Pl e g ) e
donde hemos aorovechodo que V\ L 0o depende del spin para contraer en G, y &
é/ son genera3ares de UU‘() pero na son tensores irreducibles en UT( 4)
Procederemos a construir tensores d2 Racoh oan las C:' para pader construir los ele-
menitos de matriz usatds el teorema de Wigner-Eckart en. OT(L()

A
Pero antes procederemos a construir con las (Z“ nuevos operadares

14 : ..
Ui (0/ D'} gue oorrespondan a momento ongular total definids K, esto es gue
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\ = WES o :
sean teasores irreducibles en O (3) . Para esto usamos coeficientes de Wigner

y
erdinarios que acoplen los momentos aagulares d ¥ 4" a2 momenio angular K

(0,¢=0,1)

l"/
U;[Q,Q’);—‘P\Z'«(\Q’KM’QNmB GMM (3.18)

También, aprovechands las propiedades de ortogonalidad de los coeficientes de Wigner
!
padamos expresar las c} en funcién de las [ g y expresar U en funciédn de

estas dltimas.
M
En la expresidn de l.} hay un témino cuadrético en las ‘@).
. . K - - - - -
que sefa también cuadrético en las u % para que siga siendo invariante ante rotacio=
< o
nes, Hay U §  queson autométicamente escalares como u 0 (0) O) y
o »
u & ( L) i) gue son las que pueden aparecer en el t&mino lineal ( S}(‘ )
1 H

cuando lo expresamos en las u:_ . También hay U q que son vectores (ui (1,0 }

\
U &(O) 1) g U lﬂ (4,4) ) y tensores ( u&({! U) y estos aparecerdn en
\_9" como productos escalares o sea como expresiones cuadréticas invariantes ante

rotaciones. Tendremos las siguientes expresiones cuadrdticas ;

i ¢ o 2 o o

W0l o, UL 0 Usloo) s, L)
Zﬁ(—)augéojl)ul@mi) ;%(‘)gv\ﬁ(i,())u.‘&(i,o) (3.19)

2%, u,o)u_au,b)u-ﬂu (LU, 1),7(—)311( YUL,uy
(n-::podemosmezclar U (L1) cn U'0,0) o u! (0,4) por conside
raciones de paridad ).

Pero no todas las expresiones cuadréticas son independientes. Por ejem-

plo, de la definicién de operador de ndmero en - u (H) , tenemos que ;
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TG =S (0,0) « UL, L) (3.20)
L

con N ndmero de partfculas ea la casa QS—IP . Estc implica que no todos los
escalares son independientes, solo uno de ellos lo es ya que los 3 pueden considerarse
potencias de Uf, (O)O)

El operador de ndmero es el operador de Casimir de ler, orden de Ulu)

ya que conmuta con todas los generadores de ese grupo. El operador de Casimir de 2o,

orden es :

ZC 5% 224U (QD‘)L,L3 (3.21)
Lwm 8,0 q

U m!

o sea podemos eliminar uno de los otros 5 t&minos cuadréticos. En total tenemos 5 tér=
minos independientes.
Primero trataremos de identificar cuéles de estas expresiones cuadrbticas
. . + .
estén asociadas al operador d2 Casimir de o que nos indicarfa automética
14 das al operador da C de O'lH) ,loq dicarta autométi

mente que esos t&minos son diagonajes en nuestra cadena. El operador de Casimir de

O*(Q) es :
L' A= 2 MEr 2 NT (3.22)

Una forma de llevar a cabo dicha identificacién es expresando las gene

)( ]
radores de O+(‘-{) (A)L) en funcién de las U g © simplemente de las Z;:
ya que sabemos como pasar de unas a otras.  Tanto A como _L: son operadores de

una sola partfeula y cumplen la relacidn geneml :

u} ~4<¢1W¢ly>i <10w\W3lMM :: (3.23)



- 101 -

. . \ VRS . . ,
sean teasores irreducibles en O C.SJ . Para esto usamos coeficientes de Wigner

/
ordinarios que acoplen los momentos angulares [ Y ¥ a momento angular K

(g,¢=0,t)

ll gy )
U:(Q,Q’)EZ:(Q’KM’QIQW«\/ (‘f,'mm (3.18)

También, aprovechando las propiedades de ortogonalidad de los coeficientes de Wigner
u!
podamos expresar las C/‘ en funcién de las u Z y expresar U en funcién de
estas dltimas.
u!
En la expresidn de 1} hay un témino cuadrdtico en las ﬁ}.
K
que sefa fambién cuadrético en las u q para que siga siendo invariante ante rotacio-
K ]
nes. Hay U 4 que son automdticamente escalares como u 0 (0) O.) y
Q ) £ i
u 5 { L) 1) que son las que pueden aparecer en el témino lineal (— e K )
I He
3 . K 1
cuands lo expresamos en las u g - También hay U 4 que son vectores (u& (i}()}/
\ \ : 1
U &(Ol L) ) u 9 (4, 1) ) y tensores ( u&u_! 1) ) y estos aparecerdn en
\}’ como productos escalares o sea como expresiones cuadréticas invariantes ante

rotaciones, Tendremos las siguientes expresiones cuadrdticas :

¥ t no,o 2 o o

Woeo] - WSl  UslooUsi, L)
2(-)au%£°/l)Ul@(0,i) ')—2;(-)91)‘3(1,0)\,1_'&({)0) (3.19)

%‘_e)ﬂu‘iu, Ul (ol)) Z#c-ﬁMQ(L,L)U%H,&)_,-?—)“ U YUty
Nt cnoomniie 1 B s WD 2 B '( 0,4) por conside
raciones de paridad ).

Paro no todas las expresiones cuadréticas son independientes. Por ejem-

plo, de la definicién de vperador de ndmero en u (Li ) , tenemos que :
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\Z_-C::ZUCZ(O,OMUEM,L) (3.20)
Lm

con Y1 ndmero de partfculas en la capa 24— l‘? . Esto implica que no todos los
escalares son independientes, solo uno de ellos lo es ya que los 3 pueden considerarse
potencias de U‘; (_0)0)

El operador de ndmero es el operador de Casimir de ler. orden de Uly)

ya gue conmuta con todos los generadores de ese grupo. El operador de Casimir de 2o.

orden es :
ZC 6%‘ ZC‘)&U (M')U‘& 0,0 (3.21)
Lwm 2,4 9
U m!

o sea podemos eliminar uno de los otros 5 t&minos cuadréticos. En total tenemos 5 t&r-
minos independientes.

Primero trataremos de identificar cuéles de estas expresiones cuadrdticas
estén asociadas al operador dz Casimir de O+ {4 ) o que nos indicarfa automética

mente que esos téminos son diagonajes en nuestra cadena. El operador de Casimir de

O+('-t) es :
LR A= 2 M r 2 NT (3.22)

Una forma de [levar a cabo dicha identificacién es expresando las gene

. ,< )
md?res de (_)+(“() (ﬂjL) en funcién de las U g © simplemente de las 6:
ya que sabemos como pasar de unas a otras.  Tanto f\ como 1.: son operadores de

una sola partfeula y cumplen la relacién general :

-y Mo | ; '
u, :E {<;“Wi'/‘(> e, :ngmwﬂm ' z?;m (3.23)
y N
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donde el bracket corresponde a estados de la capa ]S-)P (n=2) . A
ese bracket pademos aplicarle el teorema de Wign-'-_'r-Ed(-:lrt(B), que para el grupo o't3)

nos da la expresién

Wy= 2 <twlify 7 o' ngu@cm _'>:<i\\w.\w'>u (60 (3.24)

ey Yt
Para el caso \I\]a = La como los estados de la capa 25-2¢

son eigenestados del momento angular, tenemos :

£alLy 0> =4 f+1) ) 3, el e (3.25)

"!_ ":\ l:ﬂ:&

L,=03 Uy W) H

y en consecuencia el témino cuadrético :

Zic-ﬁu;u,uuiicm I  (a.2)

!
también la expresién en téminos d= las 15 e simple :

M
i|:‘ C;'" ﬁ:o ) Io: C.!‘ C:'. ) i—\= Co’""zfm (%03

Para el vector de Ruage~Lenz la situacién es, andlogamente :

ﬂf}ﬂ“a*ﬂ) C;":Eauu PSS 10w ¢ )

Pero ahora d“ AN > no es diagonal ya que ‘ri no es generador de 0+(3)

De hecho como A es un vector polar no puede conectar estados de igual paridad o sea
|

en otra matriz reducida de A necesariamente { = % 1 . Antesde considerar esa ma

triz en datalle recordamos que estamos trabajando con ‘.ﬁ generador de OT-(_ 4)
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que difiere del vecior de Renge-ienz L\ por el factor

A=[Zme Ve p [t T,

ST A= T S| A= LA (3.39)

Los elementos de matriz de A en la base IV {m™, han sido obte-

nidos(9) y tienen la forma

ANANE-L = AT = o5

<D\\M\Q+L>: _.J@

(3.31)

xﬂ_a:‘\ﬁ Uli(oll) ’-u“l(ilo): 6;;(_.)3 c;} (3.32)

Este no se puede identificar en los t&rminos cuadndticos, hay 3 d= ellos que en principio
1
dependen de \}Z,& o \Qﬁ

Antes de proceder serfa conveniente tener definidas las demés expresio

na2s de las u q . Pr ejemplo definimos :

; of B A
Q=3 Wilo L)+ Uy, =~ (&g+ & C,0 ) (3.33)

que & independiente de \Q q Y que Jde momento no e: un tensor de Racah respecto a
OMu)

“i
tenemos los siguientes expresiones en téminos d= las u 4y c

)\/ C c @ ':,l (operador d2 ndmem, dlagena’ en la cadana) ‘Hi y
! : _
13_ dadas arriba genzradores C)*(L() N . diagonales y los siguientes

operadores no~diagona'es :

50!
)S:U‘;;‘),O) = "'p,j, (3.34)
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el vector Q)c_‘_ dado arriba y un tensor da orden dos definido asl";
2 gl , !
Tz:ua(i,f_):zz_ylm 2l im> t:: (3.35)

Con los operadores no diagonales procederemos a construir expresiones que se comporten
. Lt o*( i
como tensores irreduzibies ante 4 .

Paro antes vamos a aprovechar que conocemos otro operador diagonal
en la cadena  U(W) > 01.(-\{) = 0% > D*[l) que es el operador de Casimir

de 2o. orden de UU’() ]

ﬁ(‘V\f wm/ " ) =g o/ W
9 — Z CQLM ZZ;-:.,/ :Z’\c'ﬂ :;"\' » % cm gu’ +ZC; i:?
U’

o we’ _ 5T LR p i R () (3.35)
8,0, = 261 YLt
Q¢
donde en la dltima ecuacién aprovechamos la orfogonalidad de los coeficientes de Wigner
1-

de O (.3) . Como Cj es funcién de expresiones cuadrdticas en las u‘; .
quedaré expresado en funcién de expresiones cuadriticas en los operadores b5} . LU 4

\9_ , 1 , & y \ y en consecuencia podemos despejar de dicha ecuacién
T.T  en funcién de Cj y los demds operadores. Procedamos a hacerlo. De la expre

o Lo 2

sién 42 la q vemos que hay un t&mino trivial porque Cg, Co, = ﬁ . Usando las

P2 (3
expresiones de \Q y O construimos \Q y [ obteniendo :

A=3(elel+o L Coe et s e Er ) e

~ g w0 ol w o o
ST TS o ot o ik g BT

C 2L e 60 B ) = AA-8Y (3.9)



- 106 -

w A
gm‘ G.‘ ;:: es bésicamente el operadar de Casimir da u {_i‘))

(el grupo de la subcapa 20 ), que como ha sido demostrado es :

M\Z

Z‘?:'l‘é:ﬂﬂéémméiﬂ’r-‘r ©(3.40)

donde Z 6: es el operador de némero en U I»S) y corresponde a \M - 39
A 223

en nuestra cadena. El resultads final es :
1 i n? ! 1
%:S*LL@‘B)*E(\”‘B)“E1Z+T'T (3.41)
ecuacidn jue nos permite reemplazar T T por :

ST T = DN LAY LW 9 g (3.42)

Antes de proceder a expresar 1} en témminos de nuestros operadores

—?
{ 8) B) W ) g J JQ_} @ ) nacesitamos identificar los operadores b/‘ y

r
\D}A mismos como asociadons a reps, irr, de O ("1) y OT(S) . Para esto es mdés

cdmodo trabajar con los operadores :

\mgr':(ﬁfii_) Y Y\&: —‘L(:fg‘ﬂj) (3.43)

que generan, como ya vimos el algebra de O+( ) ® OT(i)

A H
Construyendo los conmutadores de estos operadares y las b , b

[\an\:-l:\:‘:; J [m+,btlto)‘:’ho’b1;]:\:\!3-r } [h*.)g; ]: O . (3.44)

o sea en OW.E)@ Or(I_SJ \J‘ es de méximo peso y su peso es (_‘/1_, '/",_)

+ i.r
LZ N ¥ se gensran aalicands el operador de descenso en el peso j-—\ 3 by,
-1
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v +
sobre k:)i para generar l;;.l en cambio como implica cambiar la 0 de I=]

a Q =0 no podemos usar i -y sino \9.-[ ; COmMO s5e ve :

L& b ]=[ed-8h Blae bl (3.45)

+ . P
Pero esto indica que todos los operadores \9[“ pertenecen a la misma rep. irr. de

O+£L{):SQ(1)®SU(?,) ya que Z. y \Q‘x son generadores de O“'(qj

En zambio en 01‘(3) los operadores \;. ; la: J b: pertenecen a la rep, irr.
=1 y B:, . alarep.im. L=0 . Podemos entonces cambiar la no=
tacién a :
* t
\31%5: YOURY . (3.46)
y a2ntonces ;

L

[
Pero las H: son tensores mixtos en OT{‘{)D 9$CB) DOT(U y

é[\/Z/i/L) l"h’: G ! = ::5 LT‘ L( I/;_;'(/L) fIM '}, e (3.47 )
(4,%) b = T 2 m,o .

tendremos que usarlos para construir otros que corresponden a reps. irr. en dicha cadeng,
" U K -
primero pasando a los operadares q con momento angular total definido ( o sea per

tenecientes a reps. irr. bien definidas en OTC 3) y OYZ) ) y luego a nuestros ope

radores \N/ Jg/f/ fz) R ¥ 9 , de los cuales 4 son ya diagonales en la =
cadena : \U que es el operador de ndmero en U U‘[ ) : "tj que es otro operador
de Casimir ( el cuadrdtico ) en U[(‘U y \JQ Y e 5 que son los generadores de

s
Sul

Los tres operadares restantes j} - Q y l { aunque esto

dltimo lo habtamos eliminado de la interaccién despejando T™ 7T en funcién de (j
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y los demds operadores ) pueden integrarse en un tensor irreducible unte OT(‘-{ \
Padlamos proceder para esto dz diversas maneras, uia forma es extender la definicién

de tensor irreducible en (J( 5)
LLi)Z;]:~J\<(m)'§_— qurlk‘6> (3.48)

donde L q es el generador de O+(S) ( momento angular ) y 7 : un
" tensor irreducible en O+( ) . Anélogamente un tensor irreducible en O*("()

Go)

dsbe cumplir :

(x W) (NI ! J
[ T }* fk Z\hl\nﬂ)(l,\d\ﬂlkﬂ <i'<*"i|1"‘> XZL:;

ﬁ-(m) (x\ O4Y 3.4
[Nw g ,— 2(z>+\>ux+uum)3<ikmal1vn>{Mt XZ“‘X 7

Donde M}A y N/‘ son los generadares de O(S) ® OG)

e: un factor que a5 ﬂo = ,B.,:—ﬁ y L = 1_ . El simbolo

O
14

es un coeficiente de §-) que multiplicado por el radical y el ceficiente de Wigner
. . + 6o
vsual corresponde al coeficierte de Wigner de O (k() .

Si comparomos estas reglas abstractas con los conmutadsres de M/K y

J—

Nf‘ con %j“ , \?_ , )5 ( C=0{, LJ podamos identificar ;

COSTy TGS W (45-N) )

. . . YAV
Otra forma de construir los tensores irreducibles en O (,k\} es

la siguiente, tenemos las definiciones :

B=Ul0 , W= Usloo)rUitoos I_:,r Uyl

(3.51)

\%ﬁ:U;(L 0)~\§SU\;C0,-L)/‘ O =W oeB 0L, T, SRRy
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Si definimos :

T CRY, Y 7 ke = U (4,0) 2T (3.52)
y pasamos a acoplar asf T(J;, lE 5 2 T 10 Kq) . definiendo { ver De
Shalit=Talmi pag. 124 ) :
- 340
[EANRANS \ﬁ&):P (1) s )28l j\% w@T{L{] L1g,kyg) (3.53)
2 MK =
Tenemos que G (’&‘i),, L &]L, kgq) = Z(:‘,_,‘ ‘ son tensores irreducibles en nuestra

cadena, ahora podemos expresarlos en funcién de 19 , N ,ﬁ , b3 ’ 1 y T
camo por ejemplo :

k& %O,Hi Lg)= £ [FsUglo,y)-Us 4,00+ U 0,1= L1 R, ]N=22"
TG AL Los 1a)=4R0 Ugoe Uy o, UTvk Uyl U= STt Bgle =14
CGiod Looo) =3 [Wslo 0+ Ust, =+ W =257

(3.54)

Y procediendo en igual forma tenemos en resumen

Ii:—(,\l:;) U»U) & ZUIO) (o,L) %3_— \i— ZU, Y
s, L _ (u,u 4 U 3.55)
N=27 2E(HD—J\/) T Tz f o (

7/

Ahora procederemos a expresar la interaccién en téminos de los opera

dores % ,Jj ,& ,QD ,i y 9 . Tenfamos la expresién
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E<yy \Weel it ‘>E@F, gk gl

*‘-F- eu, |
g, 10, m Wy e [ il i med el
Z-' Z‘\ ’ H. " a"""‘> C’ t"l -’1. hy c’l"\l

/

M
Llamemos Uf‘lel rérmmo lineal en las ﬁf}‘ v f[}rﬂ al cuadrético., Empece
mos por analizar . I° acoplamos en el bva a momento angular total

/
L enel ket a L' . Entonces debemos acoplar también 5
Y p M

tﬂ zz@ﬂ LMIV WL LMY 0 0omimd LA il S, J., Q“"'

\ v LM “'\l"\l. ”h'
L F Y "
‘I z@ DLV, \ 0,0, L}E(ﬂ bomem LML, 4, ! ]Ln>(i lymi (3.57)
t L LL LU

donde aprovechamos que \} es central, es decir diagonal en L M e inde-
P (B9 Y
pendiente de M . Aprovechamos ahora la orfonammalidad en los coeficientes de

Wigner (Rose pag. 34 )

7_40 LM UL-m > L -MIG-mD=3, 5, 00 (a.58)
Um 1.4“ LIVl g LS 20 o (il Ll zj'““‘

Lll > 1! ' | =~

=<000Vi2 006> DdonVi oDy D+ <iol \v.L o> (W-D)
+E<iiL Wi 1L LD N‘H ks (N-B) (3.59)

[1] X
Ahora pasemos a \9 , procederemos a expresarlc en las u %
K !
primeramente. Lo expresién de las u q en funcién de las C/u nos permite

obtener, usando la ortonomalidad de los cosficientes de Wigner de O*( S)

/ Prm -
50{‘“ SO 2 e (R U 0g)  ss0)
Jm 20+ ' § § 0 '
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L4 ,
donde |y q es el coeficientede 3-§ . Porotra parte al aco~

plar los elementos de matriz, tenemos en el Ket por ejemplo:

\l.M,,Q;Mb:zc-j'rhm(&t‘(h)ﬁm |, LLM>  (3.60)
],M

vIl-l: ZQ' ’,_ L ' V‘-l_ ‘ Q'. ’; LBEC—- k4klem i-lﬂu'r’t (2‘_.”)(_1“*‘,(”*”

Lae 0L Migk'y/ \] 2001 Jabe
” B0 L\ L L\(00 <\ [0 X & :
U.;(U. U @) (n'.\:,u](x -:n)(-«.-:s, L;m) o
™y v Wy

Podemas aprovechar el producto de los 2 Gltimos coeficientes de

para obtener ( ver p.ejemplo De Shalit-Talmi pag 27 )

VI T LNy et Quden) Q).
|"i,|.s|- }k%_l’ 15;&*‘ W

! ,l jt. L
U 0,005 (0,8, D:(“” (Mum ::L){u 5, L] (3.63)
k

k'J
w M L
Si reescribimos (- )M" ‘= <) como () »lll..ﬂ LL-M M\ OO> Y
pasamos de fos 3= 4 . a la notacién de coeficientes de Wigner tenemos

f.fl h )L B %S k) lkb) -k“ ™
l\?ﬁ \V“-“ : L> il tng'. Nate t)‘l.lul 2+ ol

el

<kk-§-¢ l,-»..>u3(n.,0.')u (9.,'a)%";lgz<u - Ml 0> LM 3.64 )

La dltima suma da g“o Sm, y-el otro coeficiente de
K+ Q
Wigner vale 3, ,S- &. ) . Finalmente :
LU At B PT T

omz@ouvuu LDZL—"%‘;TQ:‘\ Zﬁ" U U 'J& ! ]{3 o

(ARAN
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t)_\. L+k-~ 9 DI

L -y Tt

WL
usando L ‘} [—_lL*l)(Ll_:‘. \/\./ n ’z,ﬁﬂ LK) (3.6%5)
‘U'm E <{) )L \;\L ) "L>Z o N e aeet)

ML Vb ©
\J\I(D,Ul 1{0;_; LK) ?C‘)iu:@. L')U:L(ﬂ, 0,') (3.67 )

que se puede expresar en Yéminos de nuestros operadares

A L0000V 1000> {u';mw]ﬂ LLotN, 100,00 UG (41)
\ , ‘
- E(\\D\ Ny Jooo> ZL->i{u$(\,o)u‘~3u,o)+mj(cw U‘-gfozl)]

~{ Lol \0\>Z<~ UytoU, LUy (o, DU} (4,0)]

(1
q ]
+2<n LWV D" I-Z—HKZ_CZK“)WU“UU‘%"’ UbOU3u1) (3.¢9)

Ahora usamos las definiciones
T =B UL Ry Uy o-BU0L ) By=- U 1ok ¢ Ulod) 5.9
y ademds rotamos que
. .5=§ B‘?{C')g[\ﬂbg-d:\ﬂ'ﬁ—l@)—ﬁ )9) (3.70)

Y tenemos que ;

24 L—)g' u '1LO, L)\A'_iu)o),: ﬂlf [‘Rz+ B L N=% )9] (3.71)
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Z;c—ﬁ Usba U s = & (R 8  2q 0420 5 5] B
3T UGNl = § TR 20820 DT 39
et Up (UL 0N=8 7T (3.74)
1
-\L'_(“)&'U‘lil,l) “‘1“*” =11t (3.75)
q- I -

Entonces tenemos ;

W= L0001 V,,1 000> B & \tolViiloos> %(\'RL*BZJ
+LE LOUWacl (00> 45 (A8 + 2<ouv, o> B (W-3)
=300 WeS [~ -8« 4 (82aY]

<IN S WS NP 95 £ G- e 8 ]
+ SN DTE W 2N DB L L0 L8440 ] (o)
Y la expresién total es simplemente
CLl Cals
19":"‘,-;19 -%7.9’_ (3.97)

Entonces tenemos la matriz !j en funcién de los elementos de matriz

de la repulsién coulombiana respecto a estados de potencial de Coulomb multiplicados

L L
por las matrices de los operadares diagonales \N, \M § 5 # \& y I t
y nos diagonales %-L F 91 . \N -B y ]9- .

Primero veamos los elementos de matriz, estos siempre puaden expresarse

(9,0
como combinaciones lineales de integrales radiales directas F‘; ! ') o de inter-
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cambio

i, P
C)(M; W { ver ejemplo Co\n\ dow N S\\onh\f PJ?é)

que pueden expresarse como productos de polinomios y exponenciales en ¢ , La

evaluacién de estas integrales nos d4 :

<000\ & Jo0o>= F7°= 2 e _57_‘7_1>
LoMlE o) = ' =28 (1s)
ooy = F 2*-"(%%
NnolEne> = F*\ =zt (L)
N0l € \ood>= -8 6 :%——:L“S@)

W& = R SF” 2 &)
2e

S
el D= £ F -z (1 )

(3.78)

L Z
Para evaluar B 2 CR , etc. podemos aprovechar que los tene-

mos expresados como tensores irreducibles en UU‘\) .701-0{) =2 O‘\-(.B) :)O‘T(l)
'T (GBS

a través de las recombinaciones . Enftonces para as matrices de estas

x )‘ (10}
mismas T N po:iemos aplicar el Teorema de Wigner- Eckart para O“Z"’U

<(n5J[D ) )LM\T(“‘))W) (1) UM =

Ehﬂ) (20402 ) 20+ 1) <L kMg iLMb{fl“\L(§ (0.,0.)\1Twliﬂ,'-'»( 3.79)

donde como antes vimos todo el facror del eiemento de matriz reducido < [\ I >

+ (1o} . .
es el coeficiente de Wigner de O (4) . Como la ecuacién es vélida para to-
da L, L , M, M ! y el elemento de matriz reducido es independiente

/ . .
de L ; [_I , M y M , para determinar estos elementos de matriz reducidos
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podemos calcular el miembro izquierdo de ( 3.75 ) para un caso particular por ejemplo

¥ !
méxima proyeccién o sea L= !u*j;.:- M ) L= p,*!;:

< S) ) Ad, 4, mt (A (TN (3.80)

Antes de evaluarlos hagamos una tabla de los estados que tendremos en

lacapa 25=2f  de la 8 partfeulas. En la la. columnase expresa la R.l. de

\J(4) caracterizada por Wiy S ,enla2a, lasR.l. de O%(4) contenidas
et Klode M) wlte e 0N cwins 0N
Del hecho de que ninguna R.1. de 0¥ Y) aparece repetida en una R.1. de ULY)
se confima que no es necesario agregar un ndmero cudntico extra entre U(H) ¥ 0“[‘4)
por lo menos para la capa 1‘3-).? . Como estamos caracterizando los estados con
los eigenvalores de M y D_J_ (_)u M) es importante recordar que estos esta~
dos no tienen paridad definida, hay que formar combinaciones apropiadas.

Tabla de Estados hasta 8 partfculas Capa  15-2p [Il.n

ns) Xy 3n) L

(14) (.4 o4

(20) L0,00; (1,1 SR

(21) ©,1); (L,0) 1,1

(33) (1,4);3,4):(3,2) 0L L2542
(33) . 1,1) (O’l‘)

(40) (0,0);(9,2) 5 (4,1)} (2,0) 0,2,01,2)2
(41) Co,1); W0 ;5 (L,L) i

(42) (0,0) O

(5%) (zA);4,8); &,

33 0,442 42


http:acadaR.I.de

(53) ({,4) 0, 1)
(60) (o0) s (y1) 0,0,4,1
(61) (o4) ; (4,0) i1
(7%) ik 0,1
(80) (0, 0) 0

Podemos limitarnos a los estados hasta 4 parttculas  (w= 4 )y tratar los
estados de 5 a 8 partlculas con técnica particula—agujero. Para esto se procede ast,
hablamos definido los estados

T -
Dl,m,}d‘ s L’,"MM(]OB

corresponde a la rep. irr. [i“I de Y %) pero no de O_f(l-() .

\ . .
Para clasificar en O (D) y O\‘-( 3) necesitamos una combinacién :

NS, N, LMD= ZA"SH“L” b b loy (e

"“G CAnwng, Ami6 - "M

Definimos el estodo de lleno x> ( con 8 particulas ) Cuando
-’._
N> 4, porejemplo W= 7, envezde poner 7 operadores \‘Olmr en

| O> Usamos

bow g, G Ca
Z—Ahs,\,)l,LM \:) N .':g“m 7X> (3.82)

'n‘mﬁi e~ hamn 6y

w,o
que en nuestro ejemplo especlfico implicarta una sola b

. Yuea
Pero hay que demostrar que el cambio [0S =5 x> ¥ \)Omr
n> cambia los elementos de matriz de los operadores. Definimos
Nty
[ LN —_ I, +
— = . 3.83
C[M - i' B"",\’)G- ( . )
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+
que recordando las reglas de anticonmutacién de las b Y b y la definicién de
Y
CQ-V« nos da

'IS m (3.84)

: L
?QM -—‘E L !(“ i C!IM' +
Queremos demostrar que :

SCIACEIANY, LM)(::::I Plins i) LM 0N =

B
N

=X Pl by m) B Blons) iy Ume) XD (3:85)

donde naturalmente Pns (VMWLM ) IXD>  debe corresponder a un estado
PRI )L M)|O>  per, ¢ a que valores de W, S efc. corresponde ?
" es el ndmer de partfculas y debe ser ¥~ V1 lo que se puede ver también del
acho que
N=3 ¢ v W=3 =2 l-er s ) )
o Cm ! £ Cam S\ B

Asl podemos obtener los otros nos. cuénticos. para N v Y Y. notamos que :
— ) =i Ao AQ’ ~ -
m=s(c S RS G SRS L
C + 60 )72 o
A1 1 N /" A
y en resumen m = m y n n y los estados P |K> corresponden

a —i,‘—)\\ y —i‘_ =5 al ponerlos como estadas p \ 03 . Los

(3.87)

operadores estdn relacionados asl
A A A “ -
\J\J = %‘N ] )9: L- \N J %1: 3}' J :’:12 11 7 \HL:&‘L
Rt ik ’ 7 T - SR
b= L=, , m=m )ﬂ:n/azﬁ—q\u%-\() (3.88)
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La relacién entre los estados P 1%  y _ P 10> nosda

“l I) + "-{.
xInshgm| T Plastinicu 1) =™ 4 (3.8
Ln)s O ml.mn'mltm)su ) Um' D> 010

Ahora procedu'nos a construir los elementos de matriz reducidos de_Y ‘g

1]
han sido calculados ( Chaedn tésis p.79)

Q)
T obteniendo:

Los usamos para construir los elementos de matriz kg
=4 s=1 ZEDHNT "Nt ) =%
W =0 o UONT N, 1)>D =0
EONT LY =0
ZLONT "o, 4>=-V3
oWNT N, 00>=-{3

M= osm3 DT N> = 4
O EaNmiED=E
LEINTNED>=E
CEANT I S>3 2]
EDITE ) =-1
ZEINTNEH>=1
ETE Y

Los estados de méximo peso en OT(L[)

EHITNE L)

< %)HT" TED>=-2

< VTG >>~--



=Y s=12
n=Y &=o

n=Y S:i
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o\ " No,00>=0
0,0 NT" W\ (o0)>=0
LV LD> =0
q)-)D)”T“ \\ [2)0_)> =0
DT 0, )> =0 -
VTN 2,e> =0
ZENT (62> =0

< (oANT N0, 0D = 205

Lo oo =&

LOINTNGo>= e
ZOINT" o) =¥

LLNT I, W=NT
<TG d=1E [r.a]

<(0,z) N Co0)>=0
ZeNT" L (g0)> =0
LleoNT N\ (,od=0
eANT"IeWD=0
<LOIT N WD =0
LT (o 1)>=0
)T Lo)D> =
ZWIT' 0> =0
LGN (04> =0
Lo, BIT WD =-{C
ZWAITYH (4,00 = T
LT, =~
<U} | T”{ 0/_'0> 2
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Con estos elementos de matriz reducidos podemos construir los operadores
2
G y >9 que son los dnicos cuadréticos no diaganales en la interaccidn,
Ahora usando la técnica partfeula=agujero podemos construir estadss de
5 a 8 partfeulas pero en este caswo son idénticos a los estadas de 0 a 3 partfeulas.
Entonces procederemos a construir ﬁl y BL . Recordamos que
- =
l = = 6& y que por hemiticidad BT =-( I Cd\’ )1 = g-; '
+
B '(50 “_B, o sea: Bi:C—)q*\%_g
.S BAOVLMI B ns (N M) LMD =
9 ] ' \
= J;Z(—) QnSOMILMI T Ins O )'i)L"M")(nS[X:x”)i‘u“ﬂ:fllnsu)'.)m>
NN LM
=-2 EQ\s(x.).)LMlT. s O XL M D s (NNILMTTT bns(i )M

" h
l.

v por Wigner-Eckcrt

M ) L N )" v
:—l“i_\[&Ml)ln IO TANCY)) .S(lul){; ;‘\ H\\.'.)\’._\Lkmm "\-l.><\ \;_ u h >n>

(1] [}
W LNy (3.90)

donde hemos asrovechado la ortonormalidad de los coef. de Wigner de

D LUMM"G LMD LLUM I LMD =4 (391
F%rcicolculcr ,9\- recordamos que _\:a ZG(HB \M) \]Tu = \Aj

. W I - {3 TV,
..)9:\%To°+'~(\N Y Y3+ Wl pw® (3.92)
. ademés 91.:)9‘

PN
Para °°>
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DI TR IO LM = lei\JLM\TmI[),\)LMX(‘»."}“)LN(T"\&:)\'JLM>
= Z<\..xl L)LM\T Y )“1LM‘><(;, M| T l(_).. ).JLM>*

WL }, W

= (mwumnﬂw(%* U “""D%, s °§ N Lfl@)‘)\ﬂ I CIOYEAINT99)
)t*')‘l \j_-*_—‘\ﬁ 3 )

=) E‘MJ;L‘_M" f'}“ WS LW s LB M TN 3.93 )

KOOI POy &

Ademds :

<O iy~ B Frimmmr ¢ 8 JdIT ot
= G n RGO L) LONIT I X )S  (3.90)

Entonces podemos construir los elementos de matriz hasta 4 partfculas y

como los elementos de matriz reducides de 5 a 8 partleulas, coinciden con aquellos pa=
R* A

ra 0 a 3 partfculas podemos tener la matriz completa de y de hasta 8 par

treulas :

L. 3]

nNz=o =0 | =% S=0
{(o,0) 00| B*|(0,0)00>=0 L©,0)00] *o,0)00>=0
Nn=1 ‘D:Ji M w7 g,:_,j'i

<OE D) IMIRY(E 4yaMd>=-1 5 <HAIMISHIE £ Md= 0
{(£4)00] & LYoo>=-3; <8.4)00) 9 tocd= |
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n=a, 5=0 N\ N=6 $=O0O
<L0,0)OO\ 821 (0,0)00>=-( <(50) 001 8% (00)60>:1
(02000181 (,)00>=-2G £ (00)00) B* 1, 4)00D=y3
L1000 R U1, 1)00d=-2 (100} 92| (L, )osd=3
O, ORI I = -6 LLDIMIBH (Y Luy=]
U, 1) M) B, Damd=-2 L DINIBY (12> =0
n=2,%=4{ y n=¢( , s=4
(o) M| B0, )AMDd=-2 (o) LM 5| (U= 4
Z0L,00AM) B, ODIMD==2  L4,0LM] BH(10) M=%
4(L,0)LM\BL|@)U AMd=0  LUYINIDH (g im)=-4
n=y , 5= N w=s ,$=3
4&,1)00“5*)(;,1 jood=-3 <)ool )G yoo>=0
OB DML Enms iy sd=1

=3, 5=% y n=s, 5=}
&8 00 R E Pood=-3  <($4)00) B*JiL)o0d= 1
<(,,;)1MIB% Wp=-9  EHMIsYE LY W=

LEDMSIEDIO=2 L3515 ude
<&é%>lM|“‘|&i‘,)m>-—% <@ 4IM)BME Divd= U
sIM[BYRLIMD=-Y (gL HIUD="E
<( JIMIIEHI>=-1  LEHIm P IMd= 3
EHMIBIEHMD= 1 LEYMIDIE D=3
{1 MR ELID=-3  JBiNM|BHE LMY= T
Mg DMd=-3  (E ] PNGHuD=3
{EHmBEDM=0  LEHm] SIEPMO="L


http:l~~)2.lu

o
Nz4 s=o

(o) 00l B*(0,0)00> =~ <(0,0)00) P? | co,0)00D= ),

Lol Bl 000D:0
£ (6000} B (1,0 00>=0
WOLMI B4, DLM>=~(
L0)2M) 84 (2,0 2MD>=-4
<(0,1)2M‘B‘\(o,1)2u):—‘1
(o,)M]8  (xonm>=2

Leubool B L, Jood=1
<0001 8%@4,1)00>= X

LA (W im>d= 1

L (,0)2M) B*| (1,0)2MD= +
L (12M 9 (02 22M>=}
<(0,2) M| BY (2,00 2:M>= T

< (0,2)aM) B (L) amd= T
Z (oM B, Drmd= {2
L (LDHMIBUY, HMd = L

{(0,02MIB*{ (1,1} 2M>=0
{omier\(LHmd= o
D 2MB (1) 2MD==0
n=y s={

(1)00) B \(4,4)00> = ~&
L03tmi Bt gLy < -y
Q) M1 B (o LMD =
40,0) 118t o) LMD =-2

<W,0)001 B4 (4,1)00>=1

<W0iM) B (L,0) {Md=2
Llo)iM| B (6)4) 1 m>=2
LU M) ) (o, yLmd=1 .
AotMglaym>= 0 {W,0LM) DY HiMY- (3
OIMIBIUM>= 0 L (oM B (L )AMD=F
COMISNL D=2 LU DIM| Bl (1, piMS = 2
<) M8 (1) amM>==2 <A M| 3 (g, 12M) = L
n=H , 5=2

(00) 00I®Y] (0000>=0  L(06,6)001D*|(0,5)00>=]
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Los demés operadores cuadréticos son diagonales y nos basta contener
2
sus eigenvalores. Para 9. por ejemplo los elementos de matriz han sids calculados
ﬂ Ay
(Flamand QQ} 9 ) Basta recordar que q esun vector en QW) oy

diagonal en O*(‘{) . Usando el teorema de Wigner.-Eckarr en O*(,'S)
O MAL NI UMD =EAMILID ZOM) LHAN B LS (3.95)

Ademds A = M + _M y los elementos de matriz reducidos de M solo dependen
de }\, no de A L Y viceversa para M y ademds ,\_/1 y N se compor-

tan como momentos angulares ast que no es dificil obtener (De Shalit=Talmi 522 )

LOAOLIMAMNGA LD = O™ 0T

» L L '
g_(,—)"‘\lk.&)..ﬂ)u\ﬁ 1) {T_";‘ 1‘\‘ L')L\S)L'\)LH]O.),; ) llt‘ ;_L i‘k ’ (3.96)

. (9)
Se tienen entonces los siguientes elementos para ﬁ

B O L-AD>= J g%]%u

OO RN LY = ““};T’%*N*U o)

{E\'+)‘+\)l- ey i VY L\‘j\

LOMILIRN O D=~ J 00w

Los eigenvalores del operador de Casimir de O0*4) q tambiér:
(4)

son muy simples

Q\(ws) O LMD = 2 ()= 1605+ 4)] (3.98)

Por ultimo necesitoremos también los elementos de matriz de .)9' lineale:

P=8T) ¥
pero para ellos basta recordar que =3 Yoo T T y conaczemos los elemen-
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mentos reducidos de T::_ y fos de ) son triviales.

Esto nos da ya todo lo necesario para calcular la matriz V. Nues-
tro interés es analizar que tanto difiere de una matriz diagonal. La medida de esa di=
ferencia, tomando por ejemplo la razén de cada elemento fo diagonal con la diferencia
de los correspondientes elementos diagonales, nos da una medida a su vez de lo buena
que es la clasificacién en la cadena U(f‘l ) DOT(_,L{) D 0163) para
lacapa  2$-2P . Enotras palabras, la comparacién de los elementos no~diago
nales respecto a , la diagonal nas dice que tanto se rompe la simetrfa del potencial de
Coulomb por las téminos interelectrdnicos.

Si analizamos la tabla de estados en la capa 2 5-20 vemos que
solo los estados con igual ny § (simetria ULLU ) y ademés igual L. pueden
mezclarse. Esto limita el ndmero de t&minos no~diagonales.

Otra limitacién es que los estados mezclados tengan la misma paridad ya
que H tiene paridad definida, Pero los estados que hemos construido como vimos an
tes no siempre tienen paridad definida. Si \, e >\L no la tienen. Debemos cons

truir con los estadss de la tabla, estados con paridad definida , Tenemos los siguientes

[i1.4]

n=2 s={ L={ Estados sin paridad definida (_1[.)0) y (D,l)

Ccas0s$

Construimos estados con paridad definida
t_ A
paridad par -\\,0‘] :E[(_\,O)*(O,l)]
paridad impar i\)())]—: %—;{([)0)—- o, [_)]
n=3% s= La. L;l Estados sin paridad definida "'1 ) l;) y “i.)'}z:)
g 3\
paridad par "7-,-5.),: ﬁi’(%lij.‘_(-%_‘_i)‘l

idad i V. AT
RATISDE, Tmpar RS ﬁ_l_(.}ij-\l-— _(3i1§)-l
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n=4 s=o L= sin paridad definida (2,0) v (0,2)
paridad par  42,0% = [(2,0)+(0,2)]
paridadlimpar 42,04 = L(yo)- (0,2Y]

n=Y4y s=1 L={ sin paridad definida (1,0) y (o))
paridad par 31,0V = gL y0) + (01)]

paridad impar )[\/Ok'_ = \J\"i [(\,0) ~ (O,iﬂ

N=¢g 5:% L=’i sin paridad definida (‘}_,l,_) y (i;%)

paridad par ';f l). [ ?_’Ji> + (%} %)]

paridad impar i" lz.)] Y_}i l) (z_) 1)1
Vi ~( s= _(_ L= i sin paridad definida (i/ O) Y (O) L)
paridad par %i oY i 7\‘- [ ({o) (oL ﬂ

-1

V2

[(1,0)-(0,0)]

paridad impar U o\

Tomando en cuenta entonces todas estas caracterfsticas para los elemen=
tos no diagonales, que en el bra y el Ket haya iguai v , S L y i

(paridad) tenemos que solo hay siete submatrices no diagonales de rango 2 x 2. Hasta 4

parttculas tenemos : para N> 4

ns LT oW ns LT Q)
ol o + (o0 L 5] 541 L - Q)
Qo] o + (1) 41 L - {‘1,%\-
EE L S O X'y Teol O + (o, 0)
Byl 1 - 4y Lol 0 ~ WY

[Ho] © + (ov9)
Mol 6 + (O,

Mol 2+ Q)
L40) 2+ 0¥
INTRY O S S AW
KD IR Y.
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Para evaluar los elementos de matriz respecto a los estados necesitamos

) 01
usar la forma general de la interaccién U ] o ‘1}

pero que ahora agrupamos en téminos de las integrales radiales obteniendo la expresién :

£000\N\;\006> |4 B*-L B+
+oWlV 101> -9 - LN+ H - & @]+
+<HD\\\J\L[000>[" \T\ﬁ\p‘l— Lfﬁ(?]-f
-+

WOWLIMO>FaN g o375 g- 40t A gty )
AQANNVLIND [ Q-4 Nt L P-4GA0N gL o]
+< \l\\l\,_\\\?){_-%\)j\a% et W) Dl kg *-‘LDE;}I'\“LTI‘E{BL]

que ya tenemos

(3.99)

Tenemos todo para evaluar estos elementos de matriz ya que conoce =
o=
mos las integrales tanto en téminos de integrales de Slater l:‘, , etc, como numeri
1 Pl 1
camente para '3—‘- . Y los elementos de matriz de los Opemdor% a i B
L

[
A

B , etc, también Y para V> 4 solo hay que recordar come se relacionan A
con A ete. y sustituir convenientemente en la forma general de la interaccién,
En las tablas [Il.é] se muestran los elementos de matriz tanto nd=
mericos como en t&minos de integrales de Slater, Para el caso de las 7 matrices de 2 x 2
se ha calculado tanto la razén del elemento no=diagonal respecto a la diferencia entre
los diagonales como el traslape lo que nos da una medida del ;Ompimiento de la simetrfa
(j’.( "{) por el témino repulsivo,

4. Clasificacién de los Estados en la Capa 13")-‘7 usando la Ca=
dena U["[) )UL5) o O?('S) 2 OT()._) .
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La zadena ULL{) 2 OT(L{) > OT( 5) analizada en la secc. 2

no es la dnica que nos puede servir para clasificar los estados en la capa 2 S =1 P .
Otra altemativa es usar el grupe UL5) en lugar de O+CL1 ) que como se dis=
cutié al iniciar este caphtulo sirve para clasificar usando el ndmero de partfculas en 2P
y 24 separadamente. En 25 tenemos una sola funcidn en espacio de configuracidn
y se transforma bajo el grupo trivial UlL) y las 3 funciones d= 1? se transforma
bajo Ui .

U [.\.\) nos puede proporcionar 3 ndmeros cuéinticost’) ( W, \,‘L \,13)
que especifican el diagrama de Young asociado a cada R.1. de U L)D) . Pemo prefe=
rimos definir X:l\n'\'\zi }A=\‘\L‘L\5 y A'—‘ V\‘\f\\‘\r\x-‘hs
(que es el ndmero de partfeulas en LS ). Entonces terdremos los kets de la capa ).S—l]D

caracterizados por :

]YIS(\,}A)A L“> (4.1)

Para esto va a ser necesario caracterizar los generadores de ULL{)
+
como tensores irreducibles en ULB) y ONEY . Para la 25. bastw con aasar
[

K
de las C’M de (2.4)alas u 4 segdn (3.18 ) que ya estd1 acopladas a

L definida. De los 16 operadores :
U

T T
- u;u,i); Uy (L 1)U (L) U (o, b UL (4,00 Ug(0,0) (4.2)
los 9 primeros son precisamente los generadores de L) ; El Sltimo es el operador
d2 némero de partfculas en la capa 2S que en la seccién 2 llamamos D y que basi-
camente pademos llamar el operadar de Casimir lineal de \J (3 ) .

0
Eztrictamente dicho operador de Casimir es \/\ 0 U, l) pero
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el operador de némero en WY e \JC(O)O) o g U: “.;.l, ) y es mds cémodo '

trabajar con b y N y por supuesto es suficiente conocer D y N para
saber el ndmero de partfculas en LP . y en LS separadamente.
i i
Entonces solo falta caracterizar uﬂ.“'} O) N u 1(0) L) y as=

tos pertenecen a los diagramas de Young siguientes :

Ui(O,L) —f N ul&(l,o) — O (4.3)

\ t
Ahora tenemos que caracterizar los productos de 'U.gl LO; l.) Y, ‘u& ( l) 0)
que aparecen en la interaccién 1} (3.64 ). Pero sabemos que solo aquellos pro=
ducios gue son escalares en o+(.3) serfin permitidos pues ’U es invariante ante

rotaciones. Entonces en las descomposiciones de los productos :

Hef) :Egeg
Heo=}Re BENCEY

De0=We D |
Solo aquellas R.1. de Ul 3)  que no estén tachadas estén permitidas, las otras no He-
nein L: O .

Estos resultados indican que se puede proceder en completa analogfa
con lo que se hizo en la seccién anterior usando el teorema de Wigner=Eckart para ULS)
y calculando el elemento de matriz reducido aprovechando que los coeficientes de Wigner
necesarios han sido calculados ( por ejemplo por Hecht o Vergados ) y calculando el ele-

mento de matriz no reducido para un caso particular, por ejemplo con méximo peso en bra

y Ket o sea M= LZ X‘P)J



- 130 -

Sin einbargo aqu! seguiremos otro proc:e:iimiento(2J . Tenemos caracte

-\.
rizados los estados respecto a O (L{) , lo que simbolizamos con el Ket.

ng " U.,\J> (4.5)

y queremos pasar al Ket ( 4.l ) que corresponde a eigenfunciones del operador D con
eigenvalor :J . Al especificar A especificamos n-4d y por tanto una re-
presentacién de U (5) .

La idea es pasar de fos estados (4.5 ) a los (4.1), o ses hacer un cam

bio de base :
NERA (\,}x)JBzZA}’t(nsL”) s MO (e
)l}l

Recordamos que respecto a los estados (4.5 ) la matriz 1b2 era dig
gonal excepto por 7 submatrices de 2 x 2 . Obviamente en los términos diagonales obten
dremos los mismos ndmeros en ambas cadenas y por consiguiente lo gue interesan son las
matrices de 2 x 2. Si para ninguns d2 ellas aparece la misma d repetida entonces po-

demos diagonalizar las matrices :

<o TOOD) T Bins MO D (4.7)

. Ipud
y la matriz que diagonziiza a ﬁ es precisamente la A M, due lleva a la base Vi) .
Que el requisito de que no haya multiplicidad en 4 se cumple se

ve de la siguiente tabla :
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—

Al g \n A(L\\L\LL\_‘,J Ll"CL\I[ h’l— L\I‘g)
o)

5 ot o0(1o00) 2(000)
3 ¢ I 0(10) LQ00)
4 ¢ ot O (110) L(100)
4 0 2 0(10) 2(200) (4.8)
4 O Q1) 2L 0)
5 L 1" 0(111) 1 (1 10)
5 0 Of o (yL) -2 {rap

: +
Entonces hay que escribir las matrices de Y ena base O (LU

y diagonalizarlas, obteniendo siempre

[ o)

\D o (4.9)

pero obteniendo también la transformacién (4.6 ) entre las bases, Tanto las matrices de
la transformacién como los elementos de matriz ( ndmericos y en rérminos. de integrales
de Slater) en la base U(_-S) aparecen en las tablas ,  asl como los traslapes que per=
miten comparar ambas clasificaciones. Se ve gue si bien la clasificacién con UL3) e
consistentemente mejor, en realidad ambas clasificaciones dan un rompimiento més o me=
nos igual indicando que en cierta forma la interaccidn 1} tendrfa dos contribuciones
importantes una diagonal en O+Lq) y otra en ULS)

Esto parece confirmarse si analizamos los operadores definidos en ( 3.20)
(3.28),(3.32),(3.33),(3.34), y (3.35) y que son los que aparecen en forma lineal
o cuadrética en la expresién de U_ (3.59 )y (3.72). De estos hay 2, N y q

L
gue son los operodores de Casimir da Ul.l"‘ ) y otro i que es el de O‘“(,S)
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+
Otro \H- era e! vector de Runge=Lenz y uno de los generadore; de O (1)
1
Veamos los otros dos ; )9 y B . El primero ya vimos que estd intimamente
2
ligado al operador de Casimir ( de ndmero) de U 3) . Para analizar Y3 vamos

primero a definir el otro operador de Casimir de \J(3) , el cuadratico :
)j_:g@:'c: (4.10)
Recordando que el operador de Casimir cuadrdtico de \J (1) es
(3:?“‘\ C:C:’*C: C:.I*C:’gv:*é):flcslzl (4.11)
y las identificaciones :
= C,’:,l C,':,l (4.12)
TRy =@ en el e

(4.13)
tenemos
Q=9 +si-1e"+ H (5.14)
, despeiando B vemos que :
Q= ;9‘+\Ql*l}i~lq (4.15)

lo que indica que 'Ql es mixto teniendo una parte diaganal-en O‘\(.L‘) y otra dia
gonal en U [,3) . Pero podemos sustituir Ql por -}j- y otros de los operadores
que tenfamos (ﬁ:&llg) o sea tenemos que la interaccidn ( 2.59 ) y ( 2.72 )est6 dada

en t&minos de operadores que o son diagonales en la cadena ‘JCL{)DO‘*U))O*(’)) (; \Q.’l)

o diagonales en \)(.Li> DU(S\ ) OT(S) ("i Yy 19) o =n ambas (Cﬁ ,\}\)/ il)
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5. Extensidn del Andlisis a Otras Capas y a Combinaciones de Capas.
Extender el andlisis de las seccianes preccdente a otras capas del po=-
tenczial de Coulomb es directo. Por ejemplo la cadena usgda en secc.? se generaliza

para cualguier capa (degeneracién Nn* ) lasiguiente cadena -
()0 ()20 >0 (3) > ot(2) (5.1)
U

que permitiria clasificar los estados en la capa V| . Depende de Y} si bastard con los
grupos de ( 5.1 ) para caracterizar fotalmente |os estados o bien si serd necesario introdu~
cir operadores o adn grupos en la cadena ( 5.1 ) que nos den. ndmeros cudnticos extra para
distinguir representaciones repetidas en las descomposiciones.

El ejemplo mds simple después de 252 p es la capa con N=3

o sea 38-3?—5 d . Aquila cadena ( 4.l) queda como :
V() >07(q) >0 M) 20ty > ot (2) (5.2)

. 3 -
Alper y Slnamglu( ) han hecho el andlisis en la cadena ( 5.2 ) para
obtener tanto la interaccién v como energias de correlacién aungue sélo en forma
parcial . El andlisis general fiene ¢l problema de que los coeficientes de Wigner de
na han sido calculados en general.

Otra extensidn del métods de las secciones 1,2 y 3 es analizar una com
binacién de zanas. $i bien se puede hacer el analisis de la capa 252 P por ejemplo

i 2 - . -

agragands el efecto de la capa cerrada LS como veremos en la seccisn siguiente, tam

bién es interesante analizar el problema de

fs* ag¥ ]_p““& (5.3)
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donde N-4 y & son el ndmero de particulasen 2Py 1Sy X em LS
tomando el grupo U ( S) gue clasifica las 5 funciones en espacio de configuraciones,
una en 15, unzen 1% y 3 en 29

Podemos usar varias cadeaas, par ejemplo :

\Js) = o%(s) > otu) oot (3) (5.4)

C. Wolfman®

estd realizanda este estudio aprovechando gue los grupas que aparecen no

son demasiodo complejos. Pero también se podtan usar las cadenas :

UIS)>UM) DU ot (3) (5.5)

que consiste en clasificar por el némero de partfculas, primero en is y 25— P

separadamnente ( U (.\{) ) yluegpen AS y IP separadamente. QO bien :

U5) > UM) >ofv) > o%(3) (5.6)

que n9s da una situacién intermedia entre (5.4 ) y (5.5).
Una pregunto importante es si las represeataciones irreducibles de
OT(—L{) contenidas en cada R.{. de UCS) aocarecen repetidas o sea si en ( 5.5)
y (5.6) ser o no necesario agregar olgdn nimer cudntico adicional para distinguir entre

R.l. repetidas de U LL‘{)

Para overiguarlo haremos lo siguiente , como portimos de :

Ullo) o VIs) & SUTC2) (5.7)

Tomando la R.1. totalmente antisimétrica de L lio) . las diagramas de Young para
G .
U ls) estaran relacionads: con los de S \A Cl) (spin) d2 tal manera qu= el

producto (4.7 ) de siempre la R.I. totalmente antisimétrica d= \,] (.\ OJ . Entonces

vamos a caracterizar las R.1. de \)LS) con los nimeros E\r\\»\) \r\_s L\»1 I’\s‘l
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o

y con el spin usands un suparindice que especifica el multiplete de spin, tenemos para
las R.). d= V) L\’\) obtenidas de las R.1. de |J (S) que nos interesan por medio de

la "branching rule" dal grupo uni!oriog):

n
o 'fo)

L, ol

2 0, el , 0, ], ol

3 ', 'wed, R, 0, e,
« S0, R, 2L, 30,0, 2h), 1, R, o)

5 Wﬂ,‘[l (1], 10, ], 0wl 1O, ead), 1,20 20

(5.8)

De ( 5.8 ) podemos ver que en este caso tampoco va a ser necesario
introducir ndmeros cudnticos adicionales. Por ejemplo en W=S  las R.l. de Uly)

(con excepcidn de la |9 que no esta pemitida) contienen las siguientes R.1. de Oﬁ(“l)

6[11111 —> (0,0)
Dliﬂ —> (,4)
{nﬂ —> (4,0)y LLY)

UL — (0,0)

) H,a) (5.9)
D.lﬂ 1) {(llz)
[11_] — 2 (0)0), (0), (1,1)

2E1ﬂ bezms L :l-) &;)z
2R — (Lo)y L)
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y vemos que nd hay representaciones repetidas.

6. Construccidn de las Matrices de Hartree~Fock para Mezclas de
Configuraciones en Atomos del 20, Renglén-en la Tabla Periédica.

En &sta seccidn nas interesa ampliar los resultados da las Tablas
(1.6 ) incluyends el efecto de la capa (15)* para Gtomos del 2o, renglén (L
Bc ; B , C ,M , 0O, F , Ne ). Primeramente se haré un breve resumen de la
teorla del campo autoconsistente de Hortree-Fock{H), para luega mostrar la relacién de
los estados clasificados por la cadena U(L{ ) SULyY) o O+C 3) con los estados
de Hartree~Fozk ( H-F ). Esto nos pérmire construir las matrices de H-F para mezclas de
configuraciones en los Gtomos del segunds renglén por la técnica de las secciones 3 y 4,

Antes de recordar el andlisis de H -F mancionaremos las ideas ffsicas
en que estd fundamenrgdo. Estas son bdsicamente la de la aproximacién del canpo central
y de la del principio de Pauli y del spin electrénico.

La aproximacién de campo central implica reemplazar la accion instan
ténea de todos los electrones de un dtomo sobre uno de ellos, accién que debida a la com-
plejidad matemdtica es prdcticamenie impasible de determinar abn en dtomos ligzros, por
un problema mucho mdés simple que es considerar a cada electrdn siendo actuada porla
distribucién d= carga promediada de cada uno de los electrones restantes. Esta distribu-~
cién de carga sumada sobre todos los electrones, es aproximadamente esféricamente simé-
trica. En 'a aproximacién de campo central se toma el promedio esférico, para que el
patencial resultante de ésta distribucién esférica de carga y del efecto del nuclea sea tam-
bi&4 esféricamente simétrico, esto es sea un campd central.  Esto es rigurosamente cierto
sélo para el caso de capas cerradas. Para estos casos conviene a veces eliminar esta res-~

triccién de simetria esférica. Pero lo fundamental es que la aproximacién de Hartree- Fock
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transforma un problema de N partfeulas con interaccién a uno de Y1 partfeulas inde-

pendientes,

Hartree procedié de la siguiente manemuq) suponemos que cada electrén se mue
ve en el campo central, producido por los electrones, resolvemos la ecuacién de Schrodinger
del electrén en dicho campo aprovechando la simetrfa esférica. Escojemos la funcién de
onda del ndmero cudntico deseado en dicho potencial y usamos esa funcién v para
encontrar la densidad de carga debida a dicho electrén. AsT construimos la densidad to~
tal de carga electrénica del dtomo, obteniendo el potencial por las leyes de la electros~
tética y luego requerimos autoconsistencia; que el potencial final coincida con el que se
usé en la ecuacién de Schiddinger. Para esto Harfree procedié por irﬂtemcidn, proponien
do funciones de prueba para determinar las densidades de carga y potenciales en la ecua=-
cién de Schrodinger Las funciones obtenidas al resolver dicha ecuacién no serdn siem
pre auto consistentes o sea no serdn idénticas a laspropuestas , asl’ que se usan a su vez pa
ra construir nuevas densidades, potenciales, etc. hasta llegar a una auteconsistencia satis
factoria.

Para caracterizar estas funciones en el campo central promediado tenemos tres nd
meros cudnticos, V), Q ™M . Los dos dltimos son los ndmeros cudnticos azimu=
tal y magnético csociado.s a la simetria OT(E) y O+(l) . El otro
estd asociado a la parte radial en la ecuacisn de Schrodinger. La simetria esférica nos
dice que la energla puede dependerde V' y £  pemnode Yy , por lo menos

" en capas cerradas,

Resta ahora discutir el spin que para el caso usual solo implica multiplicar la fun-
cién en el espacio de configuracién por una funcién X g~ que toma dos valores para

= y tomar en cuenta el principio de exclusién de Pauli, Este princi-

1
2



- 138 -

pio nos dice que las soluciones de un sistema atémico deben ser funciones totalmente
antisimétricas. Para poder asegurar ésta antisimetrfa se usa la técnica llamada de
Hartree=-Fock

Hartree propuso originalmente usar como funcién de prueba para un
4tomo de Y1 electrones una funcién construida como el producto de Y1 funciones hi=
drogenoides o sea de un solo electrdn, Como esta funcisn no satisface en general el -
principio de Pauli, Fock %) propuso construir un determinante cuyas columnas sean los
diferentes ordenamientos de las funciones hidiogenoides y que presenta caracterfsticas de
antisimetrfa ante pemutaciones de dichos estados ya que tales permutaciones corresponden
a intercambiar dos columnas en dicho deteminante. En la siguiente subseccién veremos
en mds detalle estas ideas y después calcularemos las matiices de Hartree-Fock para mez-
clas de configuraciones en la capa~ 15—21p (sub=secc. b)

a. Tratamiento auto-consistente del problema atdmico.

El Hamiltoniano de un sistema atémico de Y1 electrones se escribe

generalmente como :
» A&l
H=2 H"(S“Zx Vist) (6.1)
=) =2

donde H NG es el operador de una sola parttcula formado de la enecgla cinéti-
ca y el potencial comin para el s-ésimo electrén y N(S,1) e la interaccidn entre
pares de partfculas para el par S,‘f

Si estamos interesados solo en el valor de expectacién de H con
respecto a funciones de onda totalmente antisimétricas podemos reemplazar H por el
operador :

Wiz HylL) + £ (a-b) V)

16.2)
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como dijimos antes tomaremos la funcién totalmente antisimétrica co

mo el determinante de Slater :

1 i
Y :\I'I_VT_T d V)= i i GO (D) - . Wn) (6.3)

con le convencidn de suma de Einstein, y donde 6—,;‘ ool es el tensor

totalmente antisimétrico usual definido como

3 St 4‘,...4‘?\ es fefmu]edo’« p2v del.omn

A dn = ~4 87 Bolyg e gefhu\ad&-\ Dmpav del...n (6.4)
O ‘b\ Br\ Wha 2 ';'J={\~\
Las \VA- (%)  son funciones de un solo electrdn incluyendo el spin

y ortonormal izadas.

El valor de expectacién de H respecto a ( 5.3 ) es pues :

(W HY)=8e¢;, e . SRz, +

e &u;,...3_‘5\@‘(0\}’?‘(&\/G,QNK({N,Q)JZ.JZ,(_é's}

donde en la integracién se incluyen sumas sobre spines y los indices repetidos se suman de
1l anm

En el primer témino de ( 5.5) 4 :1' o si no alguna de , las &

serd cero , Igualmente en el 20. témino  a= y 1:-'-‘-0 6 4=0 Yy i=k

La suma sobre las demds 4 da Qn-DI en el ler,témino y \Y\-!J} enel 20.

o (Y HY) =Z<i\'r\°m\i>+%.?_i<x1')\1(:,1)\&,')-(:1'\\:(4.,0\1'4) (6.6)
com AR = (WO N WY () d 2, (6.7)
y it VO Uy = ST V0,2 (D ) 42402,

(6.8)
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Las \*},{ pueden desarrollarse en términos de alguna base com~

pleta de estados de una sola partfcula \e-f.>

V=2 G0 (6.9)

donde ) n.e> podlan ser las soluciones del &tomo de hidrégeno o bien como nos
interesa en el capitulo | (secc.7) las del oscilador hamménico,

" La suma en ( 6.9 ) es infinita pero para propositos précticos la corta=
mos en un valor de =4 finito lo que nos introduce una aproximacisn,

Si sustituimos ( é 9 )en (6.6)renemos :

(Y, RY)- 28 208 G.=2 PRTSRSTENII

+ZZ{CA.‘C WD < e pWIEES| €6} R T s (6i0)
..,-Lg = - .

donde las £ son multiplicadores de Lagrange que pemiten la normalizacién., Un and

lisis variacional de ( 6,10 ) implica minimizar ésta expresidn respecto a los coeficientes de
b .

rivando ( 6.10) respecto a ;. € igualando a cero y recordando de las Cia oM

4

independientes llegemos a las ecuaciones de Hartree=Fock.

D LMW ;,.«E Zg_k;k«f\v\rb—(«ewlﬂﬁ)ﬁ@%f &Gy (6ul1)
\A 1

laec. {6.11') esun sistema de ecuaciones cibicas en C;J_ , C,:t
y se puede resolver por interaciones sucesivas dando un valor-inicial a las C‘\-_( susti=
tuyendo en ( 6.1l ) lo que reduce a ( 6.1l ) a un conjunto de ecuaciones lineales en las Ci_*
Si tenemos N estados ) °-t> los vectores C.A‘,k son ortonor=

males y de N dimensiones y hay N soluciones independientes de las ecuaciones.
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)_{<=_~<\H \r>+Z)_Kc1P@.¢wm> apWIE ) G} € o (6102)

‘i‘

da las que escojemos las ¥\ eigenvalores més bajos E" . Volvemos a sustituir en
el paréntesis cuadrado de ( 6.1l ) y repetimos el andlisis hasta alcanzar la autocinsisten=
cia que es cuando la C_;.L obtenida de la solucién de ( 6.12) es igual a la sustitui-

daen (6.11).
b, Clasificacién U [.Ll) > ULS) y matrices de Hartree=

Fock.

Como se vié en la subseccién anterior para calcular el valor de ex~

pectacién ( 6.6 ) hay 3 tipos de integrales que calcular que son ( 6.7 ) y los dos casos

{

de (5.8) con i=K , 1=0 y 4= =k .
Estas integrales incluyen una integracién sobre la parte angular de la
interaccién que contribuye solo un factor ndmerico ( ver p. ejem. Condon=Shortley pag .

[76). Restan las integrales radiales conocidad como integrales de Slater definidas como :

“—-I R,“{.')H Rn'(.'(\)AY (6.13)

F (nabinidy)= 5 2 Q:‘.L.Ln)\!.‘ty,\:,-J R:,-j‘.(f.'l de; dy; (6.14)
@ K(“ih‘j n,‘l{)EE: J.gul.-(’“) Rnil}"‘)vu(“nfi)R.,lﬁ';)%wuu I, (6.15)

donde Q“QLT) significa la parte radial de la funcién de onda correspondiente a ng=

meros cudnticos Y\ | D para un electdn de coordenada mdial ¢ y la nota=
K

cién & (.\'l;ﬂ;) v, ‘l‘i ) significa dos electrones dendmeros cudnti-

s W;h; y ““1’1' respectivamente con ¥ proveniente del desarrollo en

la parte angular. A las integrales ( 6.14 ) se les llama también integrales directas o de
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Coulomb y a las ( 6.15) integrales de intercambio y &stas dGltimas solo tienen sentido si
W, # ’ﬂi Y ‘la‘ #"D{

Paro volvamos a las matrices de la interaccién V' calculadas en
la capa ').S—).P usando la cadena ) oJ LB) . De hecho esas matri
ces corresponden a un cdlculo de Hartree~-Fock como veremos inmediatamente.

. . . z

Primero es necesario incluir la capa cerrada (s) para pader

comparar con las energtas exactas de los problemas atémicos. Supangamos un sistemc -

atdmico con laconfiguracién

(i'&)l(ls)étw)“_é fel0)
esto es con 2 electrones |lenando la capa 1 g y con  ¥y1 electrones en la cepa
).S-).P ,d deeliosen 25 (_A:oj.ll?_) y N-4& en Lp . En
esta forma estamos frabajando con U)oU) . (( n-4) esel nimero cuén
tico asociado al operador de Casimir lineal en Ula) ), pero al mismo tiempu al
fijar YWy A estamos en una configuracién dada y podemos obtener el deteminan

te de Slater correspondientes. Veamos un ejemplo W =3 osea Boro. Segdn las ta-

blas (Il. & ) hay 6 estados diagonaies para W1 =3 y una matrizde 2 x 2 . Anali
cemos primero los casos con =1 . Segun las tablas (11.6)  hay los siguientes ca=
505 :

n=3% d={ i\

(6.17)

Miv M= M= Kl N
- N~ - O
+

: L
Tomemos primero el caso L= 2 | como hay dos eiectrones en {s)

ylen 1S (d=4) y2en 2 -4 = 2)yelspines el dateminante de Slater
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tiene la forma :
Wool D) LelL)
W\DULL) Y"({'}
W00 Lh)
W) ) _ (6.18)
Wa.\\u.) 1—“—)

en la capa 18-1? hay 3 estados en el espacio de configuracién y dos de spin y este

estado ( 6.18 ) corresponde a la R.|. caracterizada por @ 5 E:l (s=31)

Elcaso s=% L={( tampoco presenta dificultad ya que el

deteminante de Slater que cumple esto  (s=2 , L= )

Y KL) -
Yo d) X0
AR g EN

wa.tt“'),x"*u)
Yaolh) Kath)

es :

(6.19 )

Los otros casos presentan mds de una posibilidad para el determinante

y procederemos por el método de trazas. lo. vemos L=4 y 5:%
La funcién de H.=F. es :

Wadb) Ke(dy
Veoll) XY

0 N\t 2o
Mj‘\'\] \gi Wu“u) Xq_(.ﬁ
W ()LL)

(6.20)
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como ML-: wmam’ = | tenemos dos casos ‘}rm,vn':q?u)g S KP:)O
Necesitamos calcular el valor de expectacién de H (tP) H T\P) que es indepen
diente de M ) respecto a estos estados, Pero la traza de una matriz es, invariante

ante una transformacidn unitaria. Usamos precisamente una transformacién unitaria para
pasar de las funciones \th, a funciones Cbl_ de momento angular total L

En nuestro caso tenemos :

1y U
qy;*o ) o,i K (PL:_[ ) qDL:)_ (6.21)

y las trazas de las combinaciones :

(R HE) (0T ) =P H oM, H &) e

son iguales. Pero en el miembro derecho de ( 6.22 ) vemos que tenemos ¢l que

es precisamente { §.18 ) entonces podemos obtener ( q)\ ) H Cpl ) independiente=
mente. Es importante notar que las funciones ¢L caracterizadas por 4 (_:i) .

nwi=y) y L (=Lld2)  son precisamente las funciones de la cadena

Ul4) >l >ot(2)
Pero pasemos al caso =0, 52"1 . Como M_=0 y
Mg:“;_

Wioold) L) -

Weoll) X-(1)

Wooell) Tt ()

'\YL‘.\(L)’LAL) (6.23)
Wi (L)X LD

Tenemos tres casos Xy‘- “ ‘1] y 00 y por una transfor
1

—ip

macién unitaria pasamos a 43‘_‘__0 ’ CbLT—-.L ¢L=L . Lo traza es :

CH,-\/ HYE.) (P HP )+ [Y\,HR‘):(QOJH ¢0>1 @)UH Cb,)f(ct)uﬁ b)) (6.24)
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y en el miembro derecho ya conocemas los dos dltimos sumandos y pademos tener el lo.

Continuando con el problema del Boro (W=7 veamos los otros

casos d=O y d=21 (ver Tablas Il. 6 ) Hay los siguientes casos :

e % LM =2 < L m
i 2 - i { -
by 2 (6.25 q,b)
£+ {1 -
3
3
i 9 -

loscasos L=1 d=03:s 1 corresponden a la matriz de

2 x 2 en las Tablas. Pero empecemos con L= i XY -8 Ji , el determinante es :
) Waold) T )
J:o ‘{’mtl) L(L)
Y ) 1,0

X \
L= b3 Y: E "{'m(HC.X..(L) ( 6.26)
S= -l;_ wt]pkl)x.f“-)

que se calcula directamente ya que no hay mas que un determinante o mismo para L=0o ,

3 .
S=3 con el determinante :

Yool Ko 4)
=0 Woold) ¥- (L)
L=o (D W (6.277)
s=3 \l—m\ AR LY

b, (WKL)

para las funciones de la matriz de 2 x 2 (L=4 empezaremos con d

0

L que da un

solo caso

W ‘{anu') L(U - * .
d=2 Veolt) AL
L={ Wopotd) Xl
¢z L WWLL)Y-LU {6.28)
V) Yl
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L peo con d=0O  teremos varios casos :
WD - Coe

d=o VYoo L)L)

L= VDL W@) (6.27)
Vo ()LL)

en cambio para L:'i : S=

5=L
T
YD)
la restricciones son  MPpwm'gm’=1l y mE m' ésta dltima por tener su; de-
mds ndmeros cudnticos iguales. Tenemos ‘P‘W y q?“_. y por una transfor
macién unitaria pasamos a q)l_z}- y CPL‘& . Latrazaes:

(B FE)+ (B HE, ) (G M (b B o) (63

pero CP,_ estd dado por ( 6.26 ) y podemos obtener q)l , de (6.30) Lo que no po-
demos obtener directamente por este método es el elemento fuera de la diagonal en la matriz
de 2 x 2 . Para obtenerlo en el método H-F habrfa que hacer una mezcla de configuracio-
nes, Pero de hecho lo tenemos en las Tablas (1. €& )

De este ejemplo pademos ver que las funciones clasificadas por
UL"{) DUK%)) 0?(.3) corresponden a las Cl)l__ y que al usar dichas funciones al caley
lar el valor de expectacién del Hamiltoniano atémico estamos haciendo un cdlculo de Hartree

Fock(H-F)

para la configuracién ( 6.16 ). En las Tablas (Il. & ) ya hemos obtenido parte
del valor de expectacién de la interacci‘on \/ , aguella que corresponde @ 2.5-2 P

nada m&s, De hecho al incluir la capa LS el valor de expectacién es idéntico al que se

obtiene del cdlculo de Hartree-Fock o sea :

usdLivinsd'L>= §F°Us,15)+ AL F o (5,45)-6"Cs 15)| «

,\nvg){lFoklﬂ,LS)~3£(,l u?}“ﬂ\ Sw ~+ ETa blas ) -6} (6.31)
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Donde en ( 6.3l) los elementos de matriz de V estdn caracteriza
dos en lu cadena ULL{) > UL 3) ( ver secc.d) y en las integrales de Slater se
ha usado la notacién espectroscopica ( gava §¢=0) usamos S , para  1;=1 P ete.
El dltimo paréntesis cuadrado indica que las integrales de Sl;Jter del tipo Fk(Z,{L-J 28}-)
para una § y WY\ dadas aparecen en las Tablas (1. & ) y solo faltarfa calcular la
correccién a los términos diagonales que aparece como factor de S.“l en (6.31)
Paro para tener la matriz completa de H falta incluir las integrales de M, . Es claro que

para la matriz de Hartree=Fock completa tenemos :

st oY LM Ias asd ™ "D = {aleed T tned) Topt B (45, 05)

B s G0 C s Brta] (o

Las 7 matrices de 2 x 2 en lgs Tablas (1.6 ) corresponden pues a mez
clas de configuraciones de H-F en distintos sistemas atémicos de la capa 25-2¢
Para tener dichas matrices de 2 x 2 para el hamiltoniano completo en forma ndmerica basta

contener las expresiones siguientes para las integrales de Slater abtenidas con funciones Cou=

- ! - -
lombianas con 2 pardmetro variacional ;

' ¢ 2;1 22!
I\Q: %“22 J ILS:I;T:? ——i-l_
(Jus,ts)x?nf.',' L6 Us )= (6.33)
Fls,19=22 5 Flis,8)= L2, F(1s,20)= SIZ

243
donde Z es la carga del nucleo y Z el pardmetmo inrmducido en las funciones respecto
a las cuales estamos calculando’la matriz de H y que se puede obtener por minimizacién de di

x
cha matriz o bien fijar Z2=22 ( 6.33) estd en unidades %;= {

Para los 7 casos en que hay mezcla de configuracionss las matrices de
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H-F quedan como sigue :

2§ 2«2z’ —.08072°
-.0s072' 1,25 2/~ §.42902/ *
L [} =0
n=y 2=5§ 1357211752 oyl42! j ®)
-.04142° 1.3572'%|).4IS5 2
n=4 Z=¢( LS2'% 1441021 ~.0586 Z'
=o' -.0S%62' LS2Z2'%-)4,¢x532" () (6.34)
n=4 Z=¢ (!.sz"—-l‘r.*m.cz’ -.02932/
LESL ~.02132/ LS2'% 1421492 (c)
=4 z=¢ [LS2'L W42z 02932/ &)
Y= 4+ .029372' LS2'% 14, 73%02
n=c z=7 [1.6252'%18.0%32'  .0MI4Z! ) )
. O41YyZ! 1.6252' - 1834372/
=6 z=5 [ 1T782Z"~2194472" . 0507 2 o)
5 Lo b 5 ).752'22).2%542'
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CAPITULO Il
GRUPOS DE NO=-INVARIANCIA EN FISICA ATOMICA

En el caphtulo anterior ( Cap. Il, secc. 2) vimos que si vamos mds
allé de la simetrfa obvia qus proviene de las propiedades de transformacién de las coorde=
nadas ante el grupo O_* Y y construimos un grupo de transformaciones de
coordenadas y tambien  impulsos O+C"f) que deja invariante el Hamilro=
niano del dtomo de hidrégeno, podemos obtener la explicacién de la degeneracién acciden
tal. Cada nivel de‘ energla del hidrégeno fiene asociadas entonces un conjunto de eigen=
funciones que forman base para una R.l. particular de O+ Cu‘) .

Sin embargo los generadores del grupo OT CLI) no nos
pueden conectar estados de diferente energla. Para esto debemos usar operadores que mez=
clen diferentes R.1. de O*(Ll) . La forma més satisfactoria de hacer esto es en
globar O-r("l) en un grupo mayor que lo contenga como subgrupo(l). Pero es muy
importante hacer nofar que lc.>s ganeradores de é&ste grupo mayor no conmutardn con el Hamil
toniano, lo que se indica déndole el nombre de grupo de no=invarianciall) del problema.
Ademds ciertamente no tenemos un solo grupo de no-invariancia ya que las dnicas condicio
nes son que contenga a o-r(-"f) como subgrupo ( o en general al grupo de invariancia
del problema que se trate } y que sus generadores dependan exclusivamente de las variables
dindmicas que aparecen en el Hamiitonians. Como ciertamente hay varios grupos de no=inva

riancia pasibles para un problema dado y como no le hemos atribuido ningdna caracterfstica
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mds a los grupos de no=invariancia debemos antes que nada explicar la motivacién para in
troducirlos.

Dejando de lado el interés que los investigadores en nartfculas
elementales tienen en las ideas de'simetrlas intrinsecamente rotas" que aparecen en forma
automdtica en tratamientos como los del "camino del octete" y otros métodos de clasifica=
cién de los hadrones y las resonancias ( y.que fué de hecho la motivacién original del con
cepto de grupo de no=invariancia ), a nosotros nos va a interesar mds bien su utilidad en
fisica atémica. La utilidad de los grupos de no=invariancia proviene del hecho de que nos
permite en forma natural pasar de un nivel de energla a otro. Esto es consecuencia de que
en general un grupo de niveles de energfa puede tomarse como un solo multiplete del grupo
de no=invariancia si despreciamos las diferencias de energla entre los niveles. Hay casos
en que todos los niveles de energla de un sistema flsico pueden tomarse como una sola R.1.
de dimensién infinita de un grupo no compacto de no=iavarianciall). Sin embargo es impor
tante el hecho de que la diferencia de energla que estamos olvidando es proporcional a la
misma interaccién que es responsable de la existencia del grupo de invariancia del proble~
ma. O en otras palabras los grupos de no=invariancia corresponden en general a simetrias
intrinsecamente rotas.

A pesar de ésta situacién los grupos de no-invariancia nos pueden
proporcionar informacién muy dfil(z) . Como dijimos antes los generadores de dichos grupos
podrtan cambiar el ndmero cudntico Y1 en el problema coulombiano. Si escribimos los es

tados del dtomo de hidrogeno como :

i wm> (0.1)

. ! ! ]
y queremos pasar a un estado con ndmeros cudnticos ¥, 0 y YW . Podemos pro
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1.
ceder ast, usar los generadores de O ') Ly, " L\i y Lz o bién

jog B LxliL\l y Le=ls (0.2)

+ +
para cambiar el ndmero cudntico YW\  que carresponde al subgrupo O'(2) de 0 [3)

fnam> _(M-, ndw> ' (0.3)

Podemos usar luego los generadores adicionales de O+£'-l) 7 Al y A -

para mezclar representaciones de O+(,3) = O+C't) ( es decir cambiar la 1 ):

TN SN ()

Por dltimo usar un generador del grupo de no=invariancia ( llamémoslo (> ) que cambie

la V1 o sea mezcla las R.1. de su subgrupo OTC"D c G
\n Q'\m’>—-—6—-a ]h'j’m’> (0.5)

Esto implica que podemos analizar problemas dindmicos como las
transiciones entre niveles en el hidrégeno usando lenguaje geométrico ( Teorlfa de grupos )
Es decir que entre los grupos de transformaciones que nos interesan no estdn solo aquellos
que dejan la energla invariante ( como OT(_L!) en el hidrdgeno ) sino grupos mayo-
res que revelen algo mds de la estructura atémica, por ejemplo permitiendo generar el espec
fro.

En este capltulo procederemos primero ( secc.l ) de ejemplificar con
algunos sistemas dindmicos muy sencillos como construir grupos cuyos generadores sean funcién
solamente de lasv variobles dindmicas que aparecen en el Hamiltoniano correspondiente y que
contengan como subgrupa al grupo de simetrTas del mismo, mostrande ademés que los niveles
del sistema pertenecen a una sola R.1. del grupo mayor pemitiendonos generar todos los esta=

dos del sistema a partir del conocimiento da los estados de mdximo peso mediante una Mcnica
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I(a).

genera

Seguidamente ( secc. 2 ) procederemos a analizar los posibles gru-
pos de no-invariancia del problema coulombiano y la relevancia que tendrén cada uno en
el andlisis de la estructura de fos niveles(4). A continuacién se verd ( secc. 3) la relevan
cia de los grupos de no=-invariancia en relacién con la técnica de 2a. cuantizacidn y la =
construccién de cadenas de clasificacidén para niveles arémicos(5),

I. Construccién Explic:ta de los Generadores de Grupos de No-
Invariancia para algunios Sistemas Dindmicostd).

Escojeremos en esta seccién dos ejemplos muy sencillos pero que =
muestran con toda generalidad como construir los generadores de grupos de no-invariancia
y como usar dichos generadores para construir todos los pasibles estados de los sistemas con
solo conocer las estados de méximo peso mediante una técnica general .

La forma como procederemos serd la siguiente: usaremos las varia--
bles dindmicas de los sistemas fisicos que vamos a analizar ( rtor rlgide y oscilador améni
co ) para construir operadores cuyas reglas de conmutacién correspondan al Glgebra de Lie
de algdn grupo. Este grupo debe tener las siguientes caracterfsticas :  contener como sub
oupo al grupo de simetrlas del sistema y que sus operadores de Casimir sean constantes para
que las eigenfunciones del Hamiltoniano flsico pertenezcan a una misma representacién del
grupo mayor.

a. Oscilador aménico unidimensional .

El Hamiltoniano de este problema es :
H=1(p%% )= L (a*a+vaat) (1)

o8n soluciones de la forma :
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()"
i lo> (1.2)

Como es bien conocido el grupo de invariancia es SV LL) .
Pero tomemos el siguiente punto de vista; usaremos las variables dindmicas del problema,
yasea X y P o altemativamente los operadores de creacién y aniquilacién at y

Q. definidos como :

o= (i) a=g (x+4ip) (1.3)

Para construir nuevos operadores que generan el dlgebra de Lie de un grupo que contenga
a SULL) como subgrupo. Dichos operadores son :

+ot
1_____(_1_1C_l V) Io:*-!q(a*a'tacﬂ] ! I-r:glg (5

Estos forman un dlgebra de Lie, de hecho son los generadores de un
grups O(J., i) como demostro Lipkin. No todos los generadores ( | .4 ) conmutan
con (l.l) y tenemos un grupo de no=invariancia,

Construimos el operador de Casimirde (2,4 )  yde(1.4)

fenemos qu 3
15 T T4, (Lot =% (1.5)

1
lo que implica que todas las eigenfunciones del problema son eigenfunciones de 1 conel
K
mismo eigenvalor, o sea, todas las soluciones (.2 ) pertenecen a la misma R.|. de 00, L)
Podemes construir todos los pasibles estados (1.2 ) a partir del estado de méximo peso y apli

céndole a este el operadar de descenso en el peso I_ . En este caso tenemos dos estados

de méximo peso |0 k| Q*\D> ya que :

L4
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- -3 ¢
Lied=%1ed I.a'loy=7 a"1ed> (1.6)
Cuyos pesos respecfi.vos son

I_\\0>:O I+O~+\0>=O (1.7)

Pzro ambos estados de méximo peso pertenecen o el mismo eigen-
valor del operador de Casimir de O(..)., L) . Estodltimo no es tan raro, por ejemplo
al pasar de QW) > o+ C)_) ,.el opeiador de Casimirde (L) es L:_
pero Lz, mismo es invariante ante O+{L) y no =n O(Y)  asrque usando le
como operador de Casimir de O"L).) obtenemos 2 estados de méximo peso con el mis~
mo eigenvalor wa' de Ez .

Pzro el punto fundamentai ws que todas las eigenfunciones pares
se pueden obtener aplicando potencias de 1_ al estado | 0> y todos los estados
impares se obtienen aplicando (I_)k a Q* \ o> .

También podemos construir los elemento: de matriz de los generado
res del grupo ae no~invariancia una vez conocidas las eigenfunciones de la R.|l. de O(),l)

De hecho tenemos :

<“’\ I-b \Y\>:"3_JHL\A+1) Xn’,v:-l

<nfl:[y,y{>:-71‘_'(_lﬂ+i)¥nljn (1.8)
{n'l TAn> ==Lt mer) Swnad

Esto muzstra las caracterfsticas de los grupos de no=invariancia co
mo 2xtensiones del grupo d= simetrlas del sistema ffsico, Las eigansoluciones pertenecen a

varias R.1. del grupo de invariancia ( generalmente a un nimero infinito de R.l.) Construi-
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mos el grupo mayor de tal manera que todas las seluciones sean eigenfunciones de una solui
R.1. de dicho grupo mayor.

Notamos que esto implica que el grupo mayor es no compacto y
todos sus operadores de Casimir deben ser constantes.

b. Rotor Puntual en el plano.

Analicemos el problema de una partlcula constrefiida a moverse en
ua circulo. Su simetrfa obviamente corresponde al grupo O+(.1) . Tenemos solo dos
variables dindmicas, el dngulo q y su conjugado canénico el momento angular, Que=
remos extender O+D.) a un grupe de no=invariancia cuyos generadores dependen sola=
mente de esas dos variables dindmicas,

Una forma natural de proceder es extender 01-(-1-) tomando
las componentes Xy del momento angular tridimensional ( Le ¥y L\’ )i
eliminar su dependencia del segundo dngule © y ver si ellos junto con el generador de

O+().) LZ_ forman un dlgebra de Lie. Estos operadores:

s " o A L
Ly=dwng )cp J L\[_*’“’“?a? J L-z':TS'{{“,

forman efectivamente un dlgebra de Lie. Sin embargo los dos primeros operadores (1.9 ) no

{ I59)

tienen hemiticidad definida. O sea mientras sus reglas de conmutacién corresponden a la
p ; . O‘l‘ .

extensidn compleja de un algebra de Lie de (_3) , no son los generadores de dicho

grupa. De hecho si queremos construir una extensién del grupo de simetrlas debemos cons=

fruir con los operadores ( 1.9 ) otros tres operadores que sean hemitianos, por simetrizacién,

Estos resultan ser «

B= (L) featp Pfilf('-;*l-w):{ amy Ly (1.10)
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; : 2 3
que son los generadores de un grupo euclideans en dos dimensiones E.(_-l/

Lo, %1=0 [Lz‘,(»‘;l]:ip\I Y DB lssi ¥ (1)

El opemdor de Casimir de L'_(,l) es :

Pfr?\::é (1.12)

y de nuevo todas las soluciones del problema pertenecen a la misma R.1. del grupo mayor
y part.iendo de cualquier estado pademos obiener todas los demés con solo aplicar los gene

— 7 . '
radores de - (.ol.) . En éste cose vambién podemos chizner los elementos de matriz de
los operadores de ascenso en el peso ( Lx: P,E"'j ‘7‘ ) , de ﬂescenso(Lw: ?{A‘ P\.)
y de peso (L.?_: LD>

/\/.\m;‘ Lolm>:mSmV“r
<‘f“tll—x\m>=—m§ (1.13)

m+i,m’
' _ o=
<\m “—‘1 }”‘>""" % et m/
El proceso anterior no es dnico, Podemos tratar de extender el gru=

po de invariancia como siguz 3 construyamos los operadaores :

C.“:K‘-i 4'/1‘:”2 (1.14)
41 C\!M
que son los generadores usuales de un grups unimodular unitario Skl L l) pero eli-

minando su dependencia en  Y=\x'+ \}1 gue n2 es una variable dindmica en este

problema. Obtenemos los operadores :

C\ =~ cng A, G =wn

&‘p J

A . L S
C,_L:/\bmp W‘PSF y CL\:—“""“{)M{_ (1.15)



- 163 ~
Estos forman un élgebra de Lie pero otra vez no son hemitianas,
asl que construimos tres operadores hermitianos con ellos ( notar que solo 3 de las

son indenendientes } y forman un dlgebra de Lie de un grupo de no=invariancia

A
p=-caldy Py=-runi@ ; I:atp (1.16)

En este ejemplo sencillo de dos dimensiones el grups es otra vez
E ( l) pero en general estas dos formas de construir dan dos grupos de no=invariancia
diferentes.

Estos ejemplos muestran que es lo que esperamos de ésta técnica
de usar las variables dindmicas para construir los generadores de un grupo de no=invarian=
cia, que si bien no deja invariante al Hamilteniano sin embarge nos pemite resolver el pro
blema con solo conacer la representacién particular de este grupa mayor a la que pertenezcan
todas los estados y de la determinacién de uno de los eigenestados podemos construir todos
los demds directamente como hemos mostrado arriba.

La extensién de estos problemas sencillos para el caso tridimensional
es directa y aparece en la Ref. 3 pero agul nas interesa fundamentalmente el problema del

dtomo de hidrégeno cuyos grupas de no=invariancia se analizan en la siguiente seccidn.

2. Grupos de No=Invariancia del*Atomo de Hidrégeno .

Valvamas al problema planteads en las ecuaciones { 0.3 ), { 0.4)
y {0.5), 0 sea ; como pasar de un astado de! dtomo de hidrdgéno a otro cualquiera, inclu=
50 de otra capa ?  Para cambiat [a .Q (R.l. de O+ L3) ) nos basta con agregar
a los generadares de C)*(— -1-‘) ey ez ¥ Lz el operador Az
pero para que se cierre un dlgebra de Lie necesitamos rambién agregar A + . Lo ante~

: . i 6 2
rior no es més que una forma diferente de visualizar la construccién de O ( "’j}



- 164 -

( usando Ai , Az . L-_.-_ y 2__7_ como generadores ). Pero el supuesto gru-
o (oD O+("|'} de (0.5 ) debe proporcianamos un operador S que cambie la
Yi (R.1. de O-f (Lf) }+ A continuacién mostroremos(z) que para formar un
dlgebra de Lie necesitamos agregar a los generadores de O* (_Lf > no solo S

sino por lo menos otros tres generadores, ya que si :

Singmd> —s In"tm> (2.1)

enfonces
A, SIitm> —= A nsm>y — [n'2'm> (2.2)
1_1,A,s\nohb—ig\,\wﬁm>-1_3_\-fa'».‘>q\m*hs (2.3)

Definimos
B,=[A.5] y ®.=[A,,S] (2.4)
Aunque no hemos fijado adn las reglas de conmutacién de S,
Bo y Bi es claro que los grupos de no-invariancia que construyamos son grupos de

por lo menos 10 pardmetros gye contienen a O*CL{) como subgrupo .

Analizaremos grupos de é&stas caracterfsticas.

a) Grupo O(.S) 2.4

Este grupo es compacto, y por consiguiente tiene representaciones
irreducibles unitarias de un ndmero finito de dimensiones. Por lo tanto no pademos tener una
sola R.{. de OE) que contenga todos los estados de! dtomo de hidrégena, sino goe ca

da R.l. contendrd a lo més ua cierto ndmero finito d= 2stados. Por &sta razén no haremos un
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andlisis del tipo de la secc. | para la construccién de los generadores de O (S) ’ and-
lisis que reservaremos para los grupos de no-invariancia no compactos que veremos mds ade
lante.

Asl es que supondremos los generadores de O(S) dados :

L"‘F’ Con aJP:IJ...S (2#p) (2.5)

estos generadores pueden identificarse con l___ ‘ _;E\ i & y S ( ya que
podemos tomar LifEL U;{'.—.IJJ;I.J ) L;W[E'A y Lig= B y L.m:'_—

y tienen las siguientes caracterfsticas correspondientes a transformaciones ortogonales infi=

nitesimales en un espacio pentadimensional .

LP“:— I'-*(lj l—-L-‘eJLrI]:“'“—pI X-u-*z—ﬁ -tr) e}

El grupo OLS) tiene 2 operadores de Casimir que son :

K2=T e v Ee=Cuprre Lup Lus (2.7)

ot p
con e‘dp‘a‘;g tensor totalmente antisimétrico. Estrictamente hablando el 2o,
operador de Casimir es I EE' EE que es un operador de 40, grado ya que

13
misma no tiene paridad definida pero para nuestros propositos bastard analizar EE ya
que para sistemas de un solo electdn EE = lo que limita las R.1. de O(S)

que podemos usar. Vamos a etiquetar esas R.|l. con el ndmero cudntico Kk asociado a

Kl y con los némeros Y1, i , Y\ de los subgrupos de OCS)
OlS) > O =0(2) >0 (2.8)

y escribimos nuestras estadas como :



- 166 -

Tk Qv (2.9)

El hecho de gue los generadores sean hemitianos y que el opera-

dor de Casimir sea positivo definido implica(”):

K2p2L2\m]| (2.10)
{ con P: V)—{_ ndmero cudntico asociado a Al+ LI d= OT (L{) )

Ademés se ha demostrado(®) que :

KI‘K“IM>:K{¥.+3)13V\LM> (2.1)

y que la dimensién de una R.I, caracterizadz por K= n-14 es :

(k+n(K+l)(zk+3)___ nna+L)OnR+4)

. / =Dy L ke de O5)) (2.12)

Pero anora recordemos que cada nivel del &tomo de hidrégeno tiene degereracién Y\1

si contamos el ndmero total de estados contenidos en los 9% y}  niveles tenemos :

" ~ = -
z.y\‘: V‘.__———J("*'L)é(lv‘+1 (2.13)
{

Entonces podemos considerar que nuestro grupo compacto de na-invariancia O(S) tiene
en su R.l. con k = VI—& contenidas aquellas R.1. de SULL) x SU(.)-)
que corresponden a todos los estados de los i primeros niveles del hidrégens. Cada
R.l. describe dichos N niveles atémicos en un solo multiplete de @) (-S)

QO en otras palabras las representaciones de O(S) relevan-
tes al problema ( con (K . O) ) corresandien:io a \<}' y E&: O )

+
son sumas directas de R.1, ( (o ;0 ) de O (_Ll) con Y]-i‘:“)é.k
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Los elementos de matriz da los generadores que nos permiten cam=

viar de capa atémica estan dados por :
\

J,_wlkw L md>= Aglkatmd = lenlalmd +plkn £-Lm)y

. (2M)
Jclkntmd>= S Jentid= v Ik nd 2 v 4T e n-L E md

para la forma explicitade  of P. , Y , o verref. 6.

b) Grupo Euclideano EH)(LS)

Pasemos ahora a grupos no compactos que contengan a O.’Z"‘f)
como subgrupo. Para construir los generadores de estos grupos procederemos como en la
secc. | . Pero 1°es importante escribir los generadores de O+("l) en téminos

de las coordenadas de Fock definidas en (11.2) : Para esto definimos los operadores :

1/, A _y 2 > (2.15)
L-t#"x(x*m LIS v < p=1,.-
con X coardenadas de Fock definidas como en (11.2.6 ) que obviamente ( pues

to que son generadores de mtaciones infinitesimales ) generan el algebra de Lie de O-‘-(_H)
Los operadores ( 2.15 ) estdn en el espacio momental pero dependen solamente de variables
dindmicas del Hamiltoniano hidrogenoide (¢ E ). Siahora agregamos otros cua=
tro operadores que dependan solo de dichas variables y mostramos que estos nuevos operado=
res y las L “p forman un dlgebra de Lie habremos construido un grupo de no=invarian
cia segdn la receta d= la secc. |,

Proponemos esos nuevos operadores como las mismas coordenadas

y vemos gque : -

[X,uxu]:o [L)._W‘K\;l?-' Y‘}u
' (2.16)
[L;u/ KA: 0 sid#pw [L)‘ ») L)‘ ;}: SLION


http:definid.Js

- 168 -

Este grupo se conoce como E U—j) , grupo euclideano en
espacio tetradimensional que corresponde a rotaciones ( L"'P ) y translaciones O(‘)

en dicho espacio.

También para E(.Lﬂ tenemos dos operadores de Casimir que

}'—
K——ZX; y zw“.w_\ tn L€ e Lo Xy (2.17)

y nuevamente (J, =0  para estados de una sola partfeula. Adamés Kz’-: { ya
que de la definicién original d2 las X, tenemos z X: =3 i . Esto es con

e -
gruente con lo que tenfamos en los ejemplos de fa  seccién | en el sentids de que los opera
dores de Casimir de los grupos de no-invariancia deben ser constantes numéricas lo que impli
ca que todos las eigenestados del problema dindmico pertenecen a la misma R.1. del grupo
mayor, E(_"\) en este caso.

Antes de continuar con el anélisis de E (,Ll) recordaremos que
para construir el &lgebra de Lie de O-f@"() ( sece.11.2) d=finimos un nuevo operador que
era fundamentalmente ei vector de Runge-Lenz dividido entre la miz del Hamiltoniano del -
4tomo de hidrSgeno. Esto permitfa construir O*(L() para el caso de eigenvalores de H
negativos. Ya gue, aunque no lo vimos explicitamente en ( 1.2 ) resulta que sT los eigenva-
lores de H estén en la regidn del continuo (E>O) , el signo de algunos conmutado
res del algebra de Lie cambia con lo que el grupo gensrado es el grupo no compacto OB/.U
Més adelante veremos como tomar en cuenta esa siiuacién de diferentes grupos de simetrfa pa
ra diferentes regiones del espectro, pero loque nos interesard en esta subseccién es analizar
el caso de el eigenvalor E: O de H . Este caso intermedio entre los grupos de

simetrfa ()("{) y O, L) no se puede tomar directamente en el algebra de Lie
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de yt_\ y \: ya que _A_ ~ 'iL_‘ A’ explota si H -0 (A"-‘-‘ vector
d= Runge-Lenz ). Bthm(B) ha mostrado que a pesar de eso es posible obtener ef grupo de
simetrfa del 4tomo de hidrdgeno para el caso H -0 por un proceso al ITmite y que
en dicho caso (E-T-O) el grupo de simetrias es E (‘3)

Es interesante notar que el grupo de no=invariancia que hemos cons
truido aquf E (l'f) contiene no solo al grupo del espectro discreto O*("")
sino también a E(B) aunque no a O(‘S; .{.)

. Para terminar el andlisis de E (."I) solo resta obtener los
elementos de matriz de sus generadores y operadores de Casimir. Aqul haremos otra cosa,
aprovechando que la estructura de E("i) es muy similar a lade E 3) y que
é&ste Gltimo grupo ha sido mds estudiado daremos los resultados ( obtenidos por PuuliV)) para

E(_E}) . Si caracterizamos las bases de E(_3) con los ndmeros cuénticos K

‘asociado al operador de Casimir Kl e E 63) ) ] y YW\ tenemos :

K 1k > = Ny Ldwd
Gleimd=0

2.18
1l m>= Py lelwmd (&)
L“_lkl W\\> = Uw\ \ KQW\>
on G= !: £=0 operador de Casimir de E(3) que es cero para R.l. de
una sola partfeula y Xk. , }l, y Mwm  nomeros cudnticos asociados a fos opera

dores de Casimir de E(3) , O+(S) '(.L‘) y o*(l) (L“’-'-_' Lz) v Pqu!ia)

obtuyo de las relaciones de conmutacién, hermiticidad y nomalizacién :

R=ie /}4!-:&(94) Y Pa=m (2.19)

con O=1L,2,... . W\‘=U,1'1_,'I-1.- -
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Si llamamos a los generadores de = £3) , 1_4‘1- — |
. . 7
para notacionss y W  para traslaciones tenemos segdn chuli( ) fos siguientes elemen

tos de matriz no nulos para Ky =K, T4 K, y Ko=Ky

Clm| Kol Lelm>= KKK kL D> {0t (Bome 1)
<k9.w\ \ K.,_lkl*_{m;f) =1t Kk l+L\>J{!—;m+L)(Q; mel)

etV Nk DL > = LRI K B8 { (o) (t-m) (2.20)
Cxtm] K [k 0-Lmz 0O = TRAN K £ {1em) 2em-1)

y escogiendo apropiadamente una fase Pauli obtiene para los elementos de matriz reducidos :

<\(l” K“K d+1>=iX (- [@-Q"U(10+3)Tji>

QK - D>=ix [ae-L)0ated)] 2
c) Grupo O("f,i) (4,40)

Otra forma de construir un Glgsbra de Lie de un grupo de 10 paréme

(2.21)

tros es agregar a los 6 operadores de (2.15) los 4 operadores definidos como :

L

g E%(L},vxv“rx,, Lﬂ\,) (2.22)

que satisfacen el requisito de estar construidos con las variables dindmicas del problema del

hidnSgeno Los operadores { 2.15 ) y las L}‘ g forman un Glgebra de Lie

/-h.u ;A;I“L»x v \-Mw)—xn:() S Eae) (2.23)

D-F‘/ LUS]:“ L,w ) [L)‘U; L»J:Lvs‘, D—»w L)J: O s X#;« ¥
Lpi’(& \)T\’&S l.o(w\-&S JQ O\’TCV\CY cﬁ-kh miSwie ;\je\;yc ven QCZS- 10)
Q= corresponde al grupo no compacto O(L{/ J_) el cuél fig

ne también dos operadores de Casimir, uns de los cuales es nulo para estados de una partfeu~

layeloto:


http:LJ"sl=L).Is
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q Y

N=7 U~ =4

= TS g — (2.24)
-i.é.p.‘:l o=

es una constante. Tensmos pues todos los estados en una sola R.|. del grupo mayor ademés

las R.1. de OL"{J, {) han sido esrudicdos(g) lo que pérmire tener los estados caracte

rizados como :
[« nd m> (2.25)

wn ok continuo lo que es consecuencia del caracter no compacto de OU”) 1) .
Podemos ademés evaluar los elementos de matriz de los generadores del grupo de no=invarian
cia aungus algunos no nos interesan mucho como los de L"-P d,ﬁﬂ‘i---tf porgque
ya los vimos en relacién a OLS) . Pem los eigenvalores de -n_ y de qu

+
que va o ser precisamente el que nos permite mezclar las R.1. de 0 (4) son:

ﬂ \aY\QW\>: o{"’

&
[mml}-w"-l](mh{)(h-ﬂ s
Lygletntm)= Ann+l) } \et el tm>+ (2.26)

2 4015
o F -

Ahora vamos a obtener OLLl J l ) en una forma diferente
que pemite pasar al grupo O ,.1) que veremos en la subseccién d) Kleinert y

Barut(4’4q) , asrovechando el isomorfismo O(_L‘l) TN SUO') x S\)U') procedieron

primero a definirlos operadores de creacién y aniquilacién de spin :

Ay )a: ,Bv; b+ Y=1\,2 (2.7)

X

con las siguientes reglas de anticonmutacién :
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[a“ Ja-:1+: S‘S ,\t Y-\Qv;bt]: st _) [au ‘D:.]: O

(2.23)

Usando las matrices de Pauli

o 1), o-<\  _/No
GT:(L o\ J @:(f o) y ‘Ts‘(o -&) (2.29)

definen los siguientes operadores

L‘.{: ‘—1(3*0‘ 3+\;G_kb)

L = t@F @ b S b)

LI - - ‘(a G\GL AJGZG‘B) i,{’k:l)lli
L%:—*;Lam;\paw:\o)

(2.30)

jue satisfacen el Glgebra de Lie (2.23 ) y que actuan sobre la base

! e 6 o>
x‘ W) LW 31 )
\j'\ (wn, im0 (n, +iml)!} @-})\M( )Vh ()) ) b\,

lnnamd=

jue corresponde a los valores siguientes de los operadores de Casimir d= O(,“' LJ

ﬂ_*—;‘%_ F"P:_ 1 -qs;.)-““’ )'P“tl'“ Le=0 (2.32)

En la base { 2,3l ) los siguientes operadores son diagonales
L\LIV\lY\IW\B:\M 'V\\V\L W\>
Lax lnnamS =) inoam

(2.33)

N = l.‘_ (Afa +vhed) \“‘Y\,YY\>:(V\.H\;* \W‘Hl)\“\“xm>3 V\lhm,M>

donde N esta relacionado con H



- 173 -
l

ey (234)

o sea el eigenvalor Y3 de N es el ndmero cudntico principal vt .

N:

Es interesante notar que los generadores de S UU—) X SU(_Z-)
N y M toman una forma muy sencilla en terminos de los operadores ( 2.27 ) o

sed :

M= 1a'ra (2.35)

0 5 v
ademés SUR) x SU(L) s diagonal en (2.31 ) y que
M= =ngnasm=n-4 (2.36)

Dejaremos aqul el andlisis para reanudarlo en seguida ( subsecc. d)

en relacién a la construccidn del grupo OU",).) pec. O(_"h :'.) .

d). Grupo OL"‘I) ).) y el anélisis del espectro continuo(4d)

Como mencionamos en b) el grupo O*(,"i ) puede consi=
derarse el grupo de simetrfas de la regién discreta del espectro del hidrdgeno. Fock mismo
mostré en su trabajo original que para E< O tenfamos O-tl."i) pero O“B,L)
era el grupo de simetrlas para’ E>o y mencionamos también en b), que el caso

E=0 implica adn otra simetrla, la de =4 (.3) . Nos interesard tratar probli

mas como las interacciones el ectromagnéticas no solo en el discreto sino adn en el continuo
y otros como los de dispersién Coulombiana, etc, que veremos en la seccién siguiente. Para
dichos problemas el programa serd el siguiente, tener un grupo de no-invariancia cuyos gene
radores permitan realizar geometricamente ( con operaciones de grupo ) las transiciones entre

estados tanto discretos como en el continua. Ninguno de los grupos hasta ahora tratados
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EL'—{) ; O(S) , O(_"f, l) sirven para este propdsito ya que si bien oontii

nen al grupo de simetrfas para = < O (0+LL()) no contienen al dal continuo
O, L) . En realidad el grupo de no-invariancia para = 7 O sehaobteni-

& yes (O(3,2) . Sin embargo nosotros necesitamos un grupo que contenga tan-

to a OU‘U como a O (3, L) . Dicho grupo debe ser mayor que O{.‘f; :L)

y como mostraremos es O(,L{, 2) que presenta una gran utilidad ya que pemite

tratar las corriente electromagnética con una descripcién totalmente algebraica.

Para extender O(H, L) procederemos as! : aprovechemos el
operador N = ll(a*aa-\:\.ﬁ i (ec. (2.33)) . Sianalizamos las reglas de con
mutacién de N con los generadores de O(,"f, L) vemos que necesitamos agregar
otros cuatro operadores

IERTORNANEVRDEY
Lue=

t(@iayraink) (2.37)
Leu S N=1(ata+bbed)

para que los conmutadores se cierren en el dlgebra de Lie :

D—-qs) L.L\“L:;%u-tl-\w o,p 8= -6 (2.38)

|9 ll=] (2.3
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donde 9 s la métrica en un espacio de Minkowski en &6=dim.

Las relaciones ( 2.38 ) corresponde al grupo o4, 2) quere-
sultard muy Gtil para analizar transiciones electromagnéticas en el hidrdgeno. Pero nues=
tros conocimientos sobre la clasificacién de las R.1. de los grupos orfogonales no compactos
en espacios de més de 5 dimensiones y la descomposicién de dichas R.1. en R.|. de su sub=-
grupos compacfos es todavla incompleta,

Por lo anterior vamos a necesitar recurrir a las siguientes propieda
desde OM,2)  : Los generadores ng - Ly . y Lss forman una sub=
4lgebra O+(—l; L) de O(."IJ )-) que conmuta con 01-(.5) formado por las
ki
neran un élgebra o*(,l, L) . De hecho vamos a aprovechar el subgrupo

(l‘){:bh&) - También LLS v L Y Lus il

O, L) x 00, L) « OLY,Y) (2.40)

generado por

L\SJL3"‘JLL‘§; L‘H..u Lsc; L—L{s . (2.41)
o mefor definimos los operadores :
‘3 % l;_(Lm* Lsr-)) N::%[Lss" L-u.)) N:=-‘;(qu- Lsa)
NP2t (L)) Nim e b)) Nimdllcrbs) 2

con las siguientes reglas de conmutacién

ING NT= 04, N INE NETRig NS TN NfL=0 )
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con \\Cj,;‘nz (l \-1) O 3ea generan O(,).) L)@OL?—;L)

Si ahora definimos los operadores :

N::NJHN: , Ni=Nj-i N; TEAVR (2.44)
obtenemos las expresiones expllcitas siguientes :
M=ottt
No=-2a. b,
N3z S(ataubily L)= 3 (Ntad+ N+ L)

N = - Sl (2.45)
N; =, \31
NPz Latambtbel)= 3 (Nays N+ L)

Si aplicamos ( 2.45) a los estados \V\\ N, m> ( 2.31 ) obtenemos:

V\IV\ my= \I(n|+ (Y\*M*“ 1) ntdn,, wm>
N l\n > = Joneilneme 48 0 md, m>

N ‘h‘“)—h‘> (_)_Y\ +W\)\h(V\1YV\> (J‘:\) 2) (2.46)

3. Grupos de No-Invariancia en 2a. Cuantizacién y su Uso en

- Espectioscopla Atémica (5).

Hemos visto la aplicacién de la Teorla de grupos desde dos puntas
de vista distintos, Primero como el anélisis de las simetrfa del Hamiltoniano ante un grupo
como  I\U LS) para el oscilador ( Cap.l) y O*(H) para el Gtomo de hidrége--

no  (Cap.ll). Pero también hemos visto las técnicas de Racah que aprovechan que e
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la aproximacién de campo central para los dtomos complejos podemos separar las funciones
de onda en una parte radial y otra que podemos tomar como los esféricos amdénicos. Esto
pemite que dichos arménicos esfericos sean bases para R. |, de un grupo unitario ya que
las transformaciones unitarias son las mds generales que respetan el producto escalar en el
espacio de Hilbert. Las funciones radiales dependen de los ndmeros cuanticos principal y
azimuta , las el azimutal y el magnético.
imutal 0y 4, las My  del azimutal y el magnéti
i i /
Definimos una configuracién de un 4tomo como W' electrones

con los ndmeros cuénticos W1y 0 o sea :
Nl
no) (3.1)
!
donde N estd limitado por el principio de Pauli a variar entre :

O< N'{-_(lﬂ¥i)(ls+1)=Lfﬂﬁ.lEN (3.2)

con  S= L}_ spin del electrdn. El conjunto de ‘odas las configuraciones con ||
variande como en { 3.2 ) se llama una capa atémica.

La importancia de este segundo tipo de andlisis de la teorfa de gru
pos va a ser que como hemos visto los elementos de matriz pueden calcularse por el teorema
de Wigner-Eckart generalizado con solo caracterizar los operadores como tensores irreduci=
bles del grupo unitario en cuestién. Ademds se escoje una cadena de subgrupos del grupo

U (LN) para caracterizar completamente las funciones usando los ndmeros cuénticos
que nos proporcionan dichos subgrupos.

En problemas atémicos la repulsién interelectdnica rompe las con-

figuraciones en agrupaciones menores |lamadas términos de dimensidn :

(1‘5*1)(l'—+1) (3.3)
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dsbido a quz el spin total S y el momento angular total L son buenss ndmeros
cudnticos. Paro trabajar con U CLNJ agrupamos diferentes términos para que las
funciones se transformen entre sf bajo U ().,N ) . En el cap. fl vimos en detalle ejem
plos de este método usando técnica de 2a. cuantizacién ( p. ejem. capa LS~ LP )

y en el cap. Iltambién se usan las ideas anteriores para obtener las funciones de N parti=
culas en 2l potencial de oscilador aménico.

lo que nos interesa en esta seccién es ver si para este segundo ti-
po de aplicacién de la teorfa de grupos podemos también encontrar grupos mayores que
U L.)_N) en forma parecida a como a partir de los grupas de simetrTa encontramos los
grupos de no=-invariancia.

Para esto procedzremos en forma muy parecida a lo que hicimos en
la secc. | pero trabajando no con las variables dindmicas que aparecen en el Hamiltoniano
como hicimos para extender los grupos, de simetrlfas, sino con los operadores dz creacién y
aniquilacién que son las piezas fundamentales en la técnica de 2a, cuantizacién. Recorda

mos que dichos operadores cumplen las siguientes reglas de anticonmutacién :

(0l =l b 20 T L) = Sy 34

Pero veamos sus reglas de conmnutacién:

[\:N\;r’l: A \;( gr ) B%Le’]: b, by Do:,k{% l\o: by —Q—M' (3.5)

vemos que no se cierran en un Glgebra de Lie ya que los conmutadores nos dan funciones

cuadréticas de las \OF , EP . Pero si tomamos los conmutadores ( 3.5 ) y analizamos
t 47 n _
las reglas de conmutacién de las \b( R Lr' oy \3‘, \O(’ y \Df BP, )_)_LP L(’I — Af’f’

Tenemos :
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Lot berbprl =0 5 Depbpbe]=0

Lbe, br Lr"] = g 3¢ = by Sper / [\:: \:;:, L:., l):,m]: O

[be,bebp )= b S~ Seer = [bebyrs berbe] =0

b, ]=2ibe 0 [by b= 2byby

[}, b ] = 2 (g by = Hre)

(5 £ b~ L =Sk b bS5 A

[L: gr': by t’f‘"l =~( by bee~ 13 )8 oS (eop-2 Sae i Fi%ﬁr‘%%‘%&-)

[l be ,ﬁ,«\,,u-ésf-,ul '—‘LI:U,SW‘L:- B}S,,w/' T Bbe 1 pn)= - by Fees

[_\Dr\’f‘ gr"\’r“' '&S("f"'-l =’°t\>t"gt'f" be' 5(‘-'5”" ) D’r: \’;'Lf; Hr'f"lz bev S¢e’

Vemos que todas los conmutadores estdn en funcién de los mismos generadores o sea forman
un élgebra de Lie. El grupo obtenido se puede identificar de la siguiente manera. Tenemos
AN operadores \;: . b' . y en consecuencia AIN*-N conmutadores
(3.5) entre ellos. En total tenemos para el grupo definido por (3.6) N (AN + L)
elementos. La dimensionalidad parece indicar que se trata de un grupo O+(_)-N + U " .

Esto se confirma si tomamos un ejemplo particular, N = L . Para este caso tenemos

3 generadores, ya que :
+ N '
\:E:UD:O 4 J b J \Dlo_')E (3.7)

cuyas reglas de conmutacién son :

0] = 2 08b-4), Do W)= b Tb-g,b]=-

(3.8)
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que correspondan a las reglas de conmutacisn de los operadores Ly , Lo que dependen

de las 3 componentes de momento angular,
Lazslipl)=ib), Lysd(L-Lad=s08) ) La=Le (39)

que generan a O+(3> como vemos ;
Tl b-B =gy -1 ) T4 L= By
£ [fe-4, b-U=s S 0] (3.10)
Ademés es interesante notar en relacién a los resultados de la secc.

I que también aqul el operador de Casimir del grupo mayor es un ndmero -

e L= (05 U LT et b b et oL 181 -
= L(RLel B )~ B brd= L8 b 4BV + (= 3 (3.1

Para este caso sencillo N:J. vemos que Lz= l:\o" '%_
es el generador de O* ().) . Para el caso general si eliminamos los AN generado-
\:? . \)f vemos que los restantes 2 Nl‘ N elementos generan un
subgrupo O+ (l N) . Ademds si quitamos los generadores \39 ‘\:(' y b( l’{ ’

obtenemos otra subalgebra con generadores \;? L("iﬁ éffl
- — + + bl + + _
\*\)‘;\’f,-—-\ié",) })("Lf"'_ J;S{.,f,,‘[ = B( \,(: 'of,u L{m - Bf” b(m L)’ !_';(l =

. + - . + + —

b b dp'pt- bys be'd P = (o bpe- hr’f“”e’e" i (b;‘ )’P"Sf"f") Sp gt (3.12)

gue corresponde al grupo U(.)—N) que =5 el grupo de iransformaciones més general
para estados de 2. N electrones en una capa que conserva el producto escalar.

-t.
Comparemos los resultados para el grupo mayor Q (_lN + L,\
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con los obtenidos para los grupos de no=invariancia. En ambos casos exigimosun grupo
mayor que contuviera al grupo relevante del problema, que para los problemas de las secc.
| y 2 eran grupos de simetrfa del Hamilteniano y ahora es el grupo U D. l\D bajo el
cual se mezelan las funciones de una configuracién de 2 N electrones. También en am=
bos casos tenemos que todos los estados del problema en cuestién pertenecen a una sola R.1.
del grupo mayor ( ya que sus operadores de Casimir son constantes ). En la secc. | mencio=
namos que existen grupos de no=invariancia que conectan los estados con un ndmero par de
cuantos entre si y aquellos con un ndmero impar entre sf pero no mezclan ambos tipos de es
tados, Cuando discutamos las R.1. de O+<_LN t L) y sus subgrupos veremos que

O+ O_}\J) juego un papel andlogo. La diferencia principal entre el presente trata=
miento y el de las seccs. anteriores es que ahora no partimos de las variantes dindmicas
del problema para construir los generadores del grupo mayor sino de los operadores de crea-
cién y aniquilacién \o; y bp .

" Nuestro interés fundamental en estos "grupos de no-invariancia en

2a cuantizacién " serd el obtener cadenas de grupos que nos permitan clasificar los estados
proparcionandonos los ndmeros cuénticos necesarios para ello, Hasta ahora hemo; visto la

cadena :
O+(1N+ Lo ofGN)=VQN) (3.13)

que podrfamos continuar naturalmente con la cadena usada en el capltulo |1

UQN) 2 sU2) e UN)
U)o > . . - 0TB)>0T() (3.14)

e incluir en lugar de los punios suspensivos aquellos grupes sugeridos en la seccidn 11.5 por

ejemplo. En ese sentido no obrendrfamos nada nueve, Sin embargo es de hacer notar que si
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empezaramos con \.) (\LN) directamente los estados correspondientes a diferente
ndmero de partfculas no tenfan relacidn entre sI, pero ahora st ya que pertenecen todas a
la misma R.1. de O*(.)-N"' 1) y ademds podemos usar los operadores de ascenso y
descenso en el peso de O+ ( 1N+ .L) para pasar de estados con diferente ng~
mero de partfeulas.

Pero hay otro aspecto muy importante en que O-\- (LWN+])
nos da informacién In?erescmte(s), La cadena (4.13 ) no es la \ﬁnicc gue podamos tener,

Hay otras pasibilidades como es el ten=sr un subgrupo simpléctico Sp (N) como subgru

po de OLw) en la cadena ;

OHan+l) 5 0T N D SUY ) 85 (N 5 - - (3.15)

donde el grupo S \U ® (,l) no corresponde al spin sino al quasispin‘que corres-
ponde a operadores que no mezclan el seniority, no. cuéintico de Sp (N)

Aqul solo mencionaremos que la cadena ( 4.15)ha sido dltil para
clasificar estados de problemas crdmicos(s). Naturalmente que la posibilidad de usar la
cadena ( 3.15) es consecuencia de la construccién de O+\(_~)— N+ (_) , ya que en di
. |
cha cadena no aparece el grupo \) (N ) asociado a la configuracién (Vi d )

Ahora procederemos a identificar la R.1. de O+Cl N+L)

a la que pertenecen todos los estados de un sistema at8mico. Viendo las reglas de conmuta

-\.
cidn (3.6) y (3.12) vemos que los operadores de peso de O (lN +1) son los

. . .
mismos de U(_)-N) 0 sea L( \:f - ‘\i que al actuar sobre un estado :

U);Lf'i) \;(,: L:u \;; S L;; . ‘LJ.?n oy (3.16)

C\
1
t

nos dé el ndmero cudntico "‘_ Esto porque si es diferente
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: +
de F', (’“I ¢ % = {)n al conmutar con cada bp: tenemos Lf Lfa':

:_\,:.' \3( y continuames hasta tener \b' \o>= @) . Para este caso el
4 .
eigenvalor de \Df L( - '\i es =~ Jf . Si en cambio una p'= { tenemos
+ .
\;: L?L:.;Bf y el eigenvalor de ‘3: \’P - -l- es 1-1= .I‘._
%
Todo estado B;a S Lru \O> tiene un peso ( conjunto de eigenvalores de
los N operadores \n; Lg = ‘![_

.xL) (3.17)

—1

8,2, -

N

Aparecen todos los pesos y ninguno estd repetido y enfonces tenemos una R.|. que se denota

por el méximo peso (‘TL,'%_, — "5_)
Para el subgrupo O+(.)-N) eliminamos los operadores \:; y
\)P « Los operadores ‘b: \):; ’ \:f \)f ' y L: bf’ conectan
configuraciones electrdnicas diferentes pero sélo en brincos de 2 electrones. Las funciones

)
caen en 2 R.|. de O*(_).N aquellas que pertenecen a configuraciones LVIO)N

\ \ +
con N pary las otras con N impar. Entonces respecto a O (2N ) tenemos

una representacién reducible en 2 R.1. Una R.I. es L'}_"t A ];:) pero esta
1 I :
es para la capa cerrada y en consecuencia para N par , para N impar es aquella
' i v
cuyo méximo peso es (i ,% R . En otras palabras tenemos la reduccién

de la R.1. de O+C2N+|_)

4...4) ——=EA - Deltt. - - L)

otan+L) ottan)
Ahora nos interesa descomponer las R.1. de O+C}.N res—

(3.18)

pecto a R.1. de \) ()_N . Para esto es mejor usar como operadores de peso en
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+
UL)-—N ) los operadores \)f \bf como en ( II.1) Al actuar sobre
+ ¥
\3?! sir 8 \th \O> el eigenvalor de estos opsradores es 06 I seginsi p  es
diferente de f' R f“ o coincide con alguna de ellas. Tendremos N eigen-

*
valores para el peso y cada R.I. de O™(4 N) se descompone :

OtQN+l) D oT(aN) > U(N) N
kw0 $) Aty d) o olelitle - - - Py

—— 3. mY) s Olelie - - DAl (3
L N
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