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Resumen

En este trabajo se presenta el analisis de un robot paralelo de 6 grados libertad cuya aplicacion
final esta orientada a la simulacion y réplica de movimientos sismicos. La primera parte del
trabajo, consistid en calcular la posicion, velocidad y aceleracion de las variables de las
articulaciones del sistema, a través de las técnicas de la Cinematica Inversa. Para ello, se propuso
una trayectoria oscilatoria basada en los movimientos armonicos producidos por las ondas

sismicas.

La segunda parte del trabajo, consistid en encontrar las fuerzas necesaria que deben
ejercer los actuadores para mover una carga C a través de la trayectoria anteriormente propuesta,

utilizando el método de Euler-Lagrange y el enfoque de la Dinamica Inversa.

Finalmente, se obtuvo el modelo dinamico del robot y se realizaron simulaciones para
observar el comportamiento del sistema, verificando que la estructura pudiera seguir la
trayectoria propuesta sin perder de vista la evolucién de las variables de interés a través del

tiempo.
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Nomenclatura

Grados de Libertad

Cos 0

Sen 6

Vector de posicion del cuerpo a proyectado en la base b

Maitriz de transformacion homoggénea, para traslacion en el eje x
Matriz de transformacion homogénea, para traslacion en el eje y
Maitriz de transformacion homogénea, para traslacion en el gje z
Matriz de transformacion homogénea, para rotacion en el eje x
Matriz de transformacion homogénea, para rotacion en el eje y
Maitriz de transformacion homoggénea, para rotacion en el eje z
Matriz de transformacion de la base x a la base y

Matriz de transformacion que proyecta de labase m alan
Velocidad angular del cuerpo i proyectada en la base j
Aceleracion angular del cuerpo i proyectada en la base j

Matriz de inercia del cuerpo i, de la cadena j

Energia cinética del sistema mecanico.

Energia potencial del sistema mecanico.

Funcion Lagrangiana

Matriz de elementos de masa del cuerpo i, de la cadena j

Vector de coordenadas generalizadas

Vector de fuerzas generalizadas

10



Capitulo 1
Generalidades

1.1. Introduccion

En este capitulo se presentan los objetivos del proyecto de tesis, asi como la justificacion de los
temas a desarrollar, estado del arte y metodologia empleada. Los temas desarrollados en este
trabajo de tesis son. Analisis Cinematico Inverso y Analisis Dinamico Inverso a partir de la

formulacion Fuler-Lagrange.

1.2. Objetivos

1.2.1. Objetivo General

Obtener un modelo dinamico de una estructura cuya aplicacion pueda orientarse a la simulacion
de sismos caracteristicos de la Ciudad de México. Ademas, el modelo obtenido debe representar las
generalidades del comportamiento del sistema, y que ademas, permita la aplicacion de algun
algoritmo de control, de tal manera que se pueda dar continuidad al proyecto, y con esto, obtener

una aplicacion real que beneficie a la sociedad.

1.2.1. Objetivos Particulares

1. Realizar el Analisis Cinematico utilizando las técnicas de la Cinematica Inversa.
2. Realizar el Analisis Dinamico, obteniendo un modelo dinamico cuya ecuacion general

permita implementar un algoritmo de control a futuro.

1.3. Justificacion

1.3.1. La problematica

Si bien es cierto que el territorio nacional se encuentra sobre una zona sismica con cinco placas
tectonicas que interactuan entre si (la placa de Norteamérica, placa de Cocos, placa del Pacifico,

placa de Rivera y placa del Caribe), es preocupante que en los ultimos 14 afios la tasa de eventos

11



sismicos por afno ha ido en aumento. Segun los datos del Servicio Sismoldgico Nacional (SNN), se
indica que desde el afno 2000 hasta el 2013 se han registrado 129 movimientos de intensidad
considerable, de los cuales 51 han sido arriba de los 6 grados Richter. Los sismos con mayor

intensidad registrados durante el siglo XXI han llegado inclusive a los 7.6 grados Richter.

Aunque las autoridades hacen todo lo posible para minimizar los dafios materiales y
humanos, es necesaria una cultura de prevencion que permita “educar para crear consciencia,
adoptando nuevas conductas para lograr una actitud responsable y de respeto por la proteccion
de las vidas”. Actualmente, la tnica cultura de prevencion sismica instaurada en México se basa
en la planificacion y ejecucion de simulacros, los cuales son ensayos de actuacion en caso de
emergerncia, siguiendo un plan previamente establecido basado en procedimientos de seguridad y
proteccidn. Sin embargo, unicamente sirven para acostumbrar a la poblacion a adoptar rutinas de

accion convenientes, sin que sea sometida a verdaderas situaciones con afectaciones sismicas.

1.3.2. La propuesta

Sabemos que hoy en dia han surgido diferentes variedades de robots cuya finalidad es solventar
una tarea en especifico. Este “arranque” se debe en gran medida a los avances tecnoldgicos de las
ultimas décadas, especialmente en el campo de la electronica y la mecanica computacional, que
han podido arrojar métodos, herramientas y dispositivos que permiten desarrollar sistemas

complejos con gran precision y poca probabilidad de falla.

Actualmente existen robots de todo tipo, orientados a la medicina, industria, produccion
en serie, etc., los cuales permiten tener gran calidad y precision en el producto o servicio del que
se trate. Algunos de ellos inclusive se dedican realizar simulaciones de situaciones fisicas,
permitiendo realizar estudios a fondo bajo ciertas condiciones externas. Tal es el caso de las mesas

vibratorias y los simuladores de vuelo (Fig. 1.1).

El proyecto sobre el cual se basa éste trabajo, es conocido como Cheope, un robot 2-en-1
cuya estructura principal consiste de un robot paralelo, la cual le permite realizar la mayoria de
los movimientos relativamente amplios; por otra parte, la estructura secundaria es un robot serial,
colocado a manera de efector final, el cual esta orientado a realizar los movimientos mas sutiles y

precisos del sistema (Fig. 1.2).
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Fig. 1.1 Mesa Vibradora y Simulador de Vuelo

Fig. 1.2 Manipulador Hibrido Cheope

Este trabajo presenta el analisis de un robot paralelo de seis grados de libertad cuyo objetivo
radica en realizar simulaciones de sismos, que permitan a su vez fomentar la cultura de
prevencion permitiendo que la sociedad experimente réplicas de sismos con diferentes

magnitudes.

1.4. Metodologia

1) Analisis Cinematico
a) Analisis de Posicion
b) Analisis de Velocidad

) Analisis de Aceleracion

2) Analisis Dinamico
a) Formulacion Euler-Lagrange
a.1)Energia Cinética
a.2)Energia Potencial
a.3)Funcion Lagrangiana
a.4)Fuerzas Generalizadas

b) Simulacion por Software

1.5. Configuracion del robot

El robot paralelo sobre el cual se realizara el analisis se encuentra definido por seis cadenas
cinematicas, las cuales constan cada una de un actuador lineal y un brazo unido al efector final. Fl
actuador lineal se desplaza a lo largo de un riel fijo instalado sobre la base del sistema, y se
encuentra unido al brazo por medio de una junta esférica. El efector final consiste en una

plataforma movil cuya posicién dependera directamente de la ubicacion y orientacion de cada

13



uno de los seis brazos. Dichos brazos se encuentran unidos a la plataforma por medio de juntas
esféricas (Fig. 1.3). Debido a que las seis cadenas cinematicas son idénticas, solo sera descrita a
detalle una de ellas, identificandola por medio del iterador i. Para éste analisis, se considera que

todos los eslabones, asi como la base y la platatorma maévil son cuerpos rigidos.

Plataforma Movil

Junta
Esférica
Actuador
Lineal
Brazo “i”
Junta
Esférica

Fig. 1.3 Configuracion del Robot Paralelo
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Capitulo 2
Analisis Cinematico

2.1. Introduccion

La cinematica es la parte de la mecanica que estudia las leyes del movimiento de los cuerpos
sin tener en cuenta los efectos extremos, fuerzas y/o torques que lo causan, limitandose,
esencialmente, al estudio de la trayectoria en funcion del tiempo, es decir, trata la posicion,

velocidad y aceleracion de los cuerpos.

Sistemas de referencia son empleados para definir la cinematica inversa de un cuerpo. En
la descripcion del presente trabajo de investigacion de emplean dos sistemas de referencia
cartesianos, sistema de referencia fijos o marcos inerciales y sistemas de referencia relativos o
marcos locales. En el presente capitulo se desarrolla el analisis de posicion, velocidad y aceleracion

de los angulos encontrados en las juntas del robot.

2.2. Grados de Libertad

Los grados de libertad de un mecanismo son el numero de parametros independientes o entradas
necesarias para especificar la configuracion de un mecanismo completamente. Los grados de
libertad de un mecanismo paralelo pueden ser determinados con la aplicacion de la férmula

Chebyshev-Griibler-Kutzbach.
L=6b-g-D+) fi
k

Donde:

b = Numero de cuerpos del sistema.
g = Numero de juntas del mecanismo.
fi = Numero de grados de libertad de la junta k.

Por lo tanto, para la plataforma se tiene:
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b =14
g=18
Z f kK = 36
k
Sustituyendo los valores se tiene:

L=6(14—18—-1) + 36
L=6
Por lo tanto el sistema robotico tiene 6 grados de libertad.

2.3. Solucion Algebraica

En ésta seccion se obtendran de forma cerrada las variables actuadas y no actuadas. En una
ecuacion de forma cerrada se expresan las variables incognitas como una funcion de las variables
de entrada conocidas, en este caso particular, las variables incognitas son las posiciones,
velocidades y aceleraciones angulares en cada una de las juntas que conformas el manipulador; y
las variables de entrada conocidas son las que definen la posicion y orientacion del efector final en
el espacio. De ésta manera se tendra un sistema de ecuaciones escalares de nxn, dentro del cual se

despejaran cada una de las incognitas.

2.4. Calculo de la Posicion

En el problema cinematico inverso de la posicion, se tiene que, dada la posicion
(Xp, Ypr Zp, O0p, Yy, ) del  plato movil,  hallar  la  posicion de las  variables
(X321, Yes5i P76i Posi, W109i P1110i) que se encuentran en las juntas del robot. Dicho analisis es

esencial para el control de posicion de robots paralelos.

Para hacer el analisis del robot se tomaron como herramienta las matrices de
transformacion homogéneas, las cuales nos proporcionan desplazamiento y rotacion de un cuerpo
en el espacio. La matriz de transformacion homogénea (Stejskal, y otros, 1996) es una matriz de
4x4 que tiene la siguiente definicion.

_[R d
r=[p 1l

Donde:

R = Matriz de Rotaciéon (3x3).
d = Vector de Desplazamiento (3x1).
0 = Vector cero (1x3).
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La matriz R de 3x3 denota la orientacioén de una base mévil respecto a una base de referencia, el
vector d de 3x1 denota la posicion del origen de la base movil relativa a la base de referencia, el
vector O de 1x3 denota el vector cero. Las matrices de transformacion de traslacion en los ejes x, y

y z respectivamente son.

Tzl(x) = Tzz(x) = Tz3(Z) =

oRr oo
omRr oo
R o o
oRr oo
—_N OO

[l ]
S O O
S O RO

X 1
0 0
0 0
1 0

SO O
S O RO

Las matrices de transformacion de rotacidn en los ejes x, y y z respectivamente son:

1 0 0 x cg, 0 s6, 0 c6, —s6, 0 0

|0 b, —s6, O |1 O 1 0 y _|s6, <6, 0 O

T () = |, s6, ¢, O T.s(6,) = -s6, 0 c6, 0 T26(02) = 0 0 1 z
0 0 0 1 0 0O 0 1 0 0 0 1

Debido a la simetria entre las cadenas cinematicas, se describira a detalle sélo una de las seis que

conforman el robot, y se podran diferenciar con ayuda del iterador i.

En las figuras 2.1, 2.2, 2.3, 2.4, 2.5 y 2.6 se muestra la secuencia en la cual se fueron
generando, a partir de la base inercial (iy,j,, ko) las bases locales. Aplicando una matriz de
transformacion de giro en el eje z, y una transformacion de giro en el eje y, se forman

respectivamente las bases 1i, 2i, es decir:

Tozi = T26(y1:)T25(B2:)

Para encontrar las bases 3i y 41, es necesario aplicar una transformacién de traslacion a lo largo
del eje x, la cual representa el movimiento del actuador lineal; posteriormente, basta con realizar
una transformacion de traslacion a través del eje y para seleccionar la cadena cinematica por la

que llegaremos al efector final, esto es:

T24i = T71(x32:)T 2 (by3;)
De la misma forma, para obtener la base 5i, basta con emplear una transformacion a lo largo del
eje z. Para las bases 6i y 7i, encontradas en la primera junta esférica, es necesario usar dos
transformaciones de rotacion continuas, la primera utilizando el eje y y la segunda usando al eje

z. Se tiene entonces:

Ty7i = T3(Cs4) T 25(Wesi) T 26 (P761)
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Fig. 2.3 Sistemas de referencia del 5i al 7i

En la figura 2.4 y 2.5, se muestra como fueron generadas las bases 8i, 9i 10i y 11i, las ultimas tres

localizadas en la segunda junta esférica.

T711i = T1(ag7)T 6(Pogi) T 25 (V100 ) T 26 (P1110:)

Fig. 2.4 Sistemas de referencia del 7i al 8i
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Fig. 2.5 Sistemas de referencia del 8i al 11i

Para las bases 12i, 131y 144, las cuales se encuentran en el plato movil (fig. 2.6), se tiene:

Ti114i = T26(V12110)T 21 (13120 T 26 (V14131)

Fig. 2.6 Sistemas de referencia del 11i al 14i

Por ultimo, para generar una ecuacion de lazo se requiere generar las bases que nos permitan
llegar de la base inercial a la base 14i sin pasar por los brazos del robot, esto es, tomando como
datos la posicion y orientacion deseados del efector final. En la figura 2.7 se muestran las bases

generadas para la orientacion del plato, donde las transformaciones requeridas son las siguientes:

Ty = T,1 (%) T 22 (¥p)T23(2p) T4 (6,) T o5 (W) T o6 (0))
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Fig. 2.7 Angulos de Euler

En la figura 2.7 no se muestran las traslaciones x, y y z ya que son paralelas a la inercial, por lo
que unicamente se muestran las bases para la orientacion de la plataforma. La notacién propuesta

se expone en las siguientes tablas (Fig. 2.8):

Angulos asociados a rotaciones Distancias asociadas 2 traslaciones

Eje X EjeY EjeZ Eje X Eje Y EjeZ
Constantes 0 B Y Constantes a b c
Variables t \] [0) Variables X y z

Fig. 2.8 Notacion propuesta para denotar claridad en el analisis cinematica
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De ¢ésta manera, podemos observar que las incognitas a determinar son tanto las posiciones de los
actuadores lineales, como los angulos de las juntas esféricas, las cuales en conjunto nos permiten

orientar la plataforma en el espacio, siendo estas:

(X321, Yesi» Dr6ir Posi Y1091 P1110i) donde: i =1,2,3,4,5,6.

A partir de éste resultado, se tienen en total 36 variables por calcular, de las cuales 6 son actuadas
tal y como se determino gracias a los grados de libertad. Se establece ademas, a las variables x;,;
como las variables actuadas del mecanismo, ya que la base en la que se encuentran definidas esta

adherida directamente al actuador lineal.

2.4.1 Solucion del desplazamiento x35;

Para la obtencion de dicho desplazamiento se requiere obtener una ecuacioén escalar que se
encuentre solo en funcion de las longitudes y angulos conocidos (propios de la geometria del
mecanismo). Por esta razon, se opto por obtener el vector de posicion de la segunda junta esférica,
ya que éste nos ayudaria a encontrar una ecuacion que nos permitiria determinar el valor del
desplazamiento del actuador. Se plantearon dos recorridos: el primero a través del actuador y del
brazo “i”, y el segundo a través de la plataforma moévil. A continuacion, se describira el proceso

para obtener dicho vector.

Partiendo de la ecuacion generada a través de las matrices de transformacion homogéneas en la

que se llego a la plataforma del robot, tenemos:

T02iT24iT47iT711iT1114i = Tp

Si deseamos obtener una ecuacion similar, pero esta vez llegando a la posicion de la segunda junta

esférica, basta con postmultiplicar T 111 4; €n ambos miembros de la ecuacion 2.2.

— -1
T2 T24iTa7T 7110 = TpTi114s

Por otra parte, sabemos que:

T711i = Tzl (a87i)T26 (¢98i)TZS (¢109l’)T26 (¢1110i)

_ -1 _ _ _
T11114i = (Tze(V1211i)Tz1(a1312i)Tz6(V1413i)) = z61(V1413i)Tz11(a1312i)Tz61(V1211i)
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Tras sustituir las ecuaciones 2.4 en 2.3, tenemos:
T 2T 24T 47 (Tz1(a87i)Tz6(¢98i)Tz5(1/)1091‘)Tz6(¢1110i)) = Tp(Tz_el (y1413i)Tz_11(a1312i)T;61 (V1211i))

Puesto que unicamente nos interesa extraer el vector de posicion de la segunda junta esférica, al
recorrer la cadena cinematica a través del actuador, podemos observar que es posible prescindir
de las transformaciones T ,¢(ogi): T,5(W100i) Y Tz6(P1110i). Ya que unicamente orientan los
marcos de referencia de la junta, sin modificar su posicion final. Aplicando la misma logica, al
recorrer la cadena cinematica a través de la plataforma, nos damos cuenta que también es posible
omitir la transformacion T;2 (y;,11;). puesto que ya nos encontramos en la posicion de la junta

esférica.

Aplicando dichos cambios a la ecuacion 2.5.
To2iT24;T 47T 51 (ag7:) = TpT;61 (V1413i)T;11 (a1312:)
Despejando las incognitas de la primera junta esférica.

T47;T;1(agy) = (TOZiT24L')_1TpT;61 (y1413i)T;11(a1312i)

Desarrollando T,,; y reacomodando la expresion.

T,3(C54i) T 25s(Wesi) T 26 (P76 )T 21 (ag7;) = TfiiT_zliTpTz_el (V12130 T 71 (A13121)

_1 _ _ _ _
T,5s(Wesi)T 26(P76:)T 21 (ag7:) = (TZS(C54i)) T241iT021iTpTz61(V1413i)Tz11(a1312i)

Se define la siguiente matriz homogénea con elementos constantes.

T = To_zliTpTgel (y1413i)T;11(a1312i) =

S ~mx
o~Tw
oOR QO
o

Sustituyendo la expresion 2.7 en 2.6.
-1, _
T s Wes)T26(D760T21(ag7) = (Tz3(c5ai))  Taai Tete
Se sabe que la cuarta columna de toda matriz de transformacion homogénea contiene la
informacion relacionada con la posicion, sin tomar en cuenta la orientacion del sistema de

referencia. Para extraer la informacién de la posicion de la segunda junta esférica, basta con

expresar la ecuacion 2.8 de la siguiente manera.
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T 5 (W5 T26(76)) T 21 (agz)n = (T3 (0541'))_173:;' Tien (2.9)
Donde:

n=[0 0 o0 1]

Luego entonces, tenemos:

D — X35 Ag7iC¢76,Wes;
H —_ b43i a87is¢76'
—Cs4; + L —Ag7iCP;5Wes, ( )
1 1
Es posible extraer los vectores de posicion aplicando la siguiente transformacion.
T3D(u) = u’ (211)
Doénde:
U, U,
u= uy ‘u_’ = uy
u, U
1 z
Aplicando la transformacion 2.11 a la ecuacion 2.10, obtenemos lo siguientes vectores:
D — x33; ag7iCP76iCWPesi
Py =|H = by D2 = ag7iSP7ei
—Csq; + L —Ag7iCP76iSPesi
Igualando los modulos de los vectores p; y p, obtenemos:
[plp, = [plp.
Pip: = Pip;
Sustituyendo los valores de p, y p,.y desarrollando:
Agri = D? + (=Cs4i + L)? + (H — by3)? — 2Dx35; + x35;
Renombrando, tenemos:
Ayix3; + BiiXap + Dy = agy; (2.12)

Donde:
Ay =1 Biy==2D  Dy; =D+ (=Cs4 + L)% + (H — by3;)?
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Finalmente, hemos obtenido una expresion cuadratica cuya tinica variable es el desplazamiento

del actuador lineal, es decir:

Ayix%; + ByiXsp + (Dy; — ag;) = 0
Donde:

Ali = 1
B1i = 2(SB21i(2p + A1312iS (V14131 — Pp)SOp + A1312:€ (V14130 — Pp)COpSWp) — cP21i(CV10i(Xp
— A1312i€(V1413i — ¢p)C¢p) + 5V1oi()’p + a1312iS(V1a13i — ¢p)C9p — 1312i€ (Y1413
- ‘}bp)sepSlpp)))
Dy; = (—Csq; + CV1oi(xp — A1312i€(V1413i — ¢p)C¢p)Sﬁz1i + (}’p + a1312iS(V1413i — ¢p)c‘9p)5.321i5}’10i
+ CBZli(Zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p) + a1312i¢(V1413i — ¢p)(c.821icep - SBZliSY1Oi59p)Sl/)p)2
+ (—byz; + (_xp + a1312i€(V1a13i — ¢p)C¢p)5y10i + CV10i()’p + a1312iS(V1413i — ¢p)69p
— 1312i€(V1413i — ¢p)5‘9p5¢p))2
+ (SBZIi(Zp + a1312iS(Y1413i — ¢p)59p + a1312i€ (V14130 — ¢p)c‘9p5¢p) - CB21i(Cy10i(xp
— A1312i€(V1413i — ¢p)C¢p) + 5V1oi()’p + a1312iS(V1a13i — ¢p)C9p — 1312i€ (V1413

- ¢p)59p5¢p)))2

La solucién de la ecuacion 2.13 se muestra a continuacion:

—By; + 4 Ay; a2, + B% — 4 Ay; Dy
2 Ay

X32i =

2.4.2 Solucion del angulo Ygs;

(2.13)

(2.14)

(2.15)

Para la obtencion de ésta variable, requiere obtener nuevamente una ecuacion escalar que se

encuentre solo en funcion de parametros y variables conocidas. Para lograr éste objetivo, es

posible utilizar de nueva cuenta las transformaciones definidas en el sistema. Partimos de la

siguiente ecuacion matricial para llegar a la segunda junta esférica.
-1
— -1
T 47T ,1(agy) = (ToziT24:) T, (Tzl(a1312i)T26 (V1413i))
En ésta ecuacion encontramos las siguientes transformaciones conocidas.

Tz, T24i s T21(A13120) » T 26 (V1a13i)

(2.16)

Ya que ademas de contener distancias y angulos constantes, contienen el desplazamiento variable

X39; calculado en el apartado anterior. Por otra parte, el miembro izquierdo de la ecuacion 2.16

contiene la informacién de los angulos de la junta universal, por lo que es posible utilizarla para

despejar las variables. Dicho esto, se procede a obtener la informacion de la posicion de la junta

universal de la siguiente manera.

_ -1
T 47T, (agri)n = (Toz;T24:) 1Tp(Tzl(a1312i)Tz6(V1413i)) n

(2.17)
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Siendo que el lado derecho de la ecuacion 2.17 es conocido, se puede renombrar de la siguiente

forma.
T47:T21(ag7)n = Tiorar
Donde:
Xi
Tiotar = ?l
1

Tras realizar las operaciones del miembro izquierdo, se obtiene el siguiente resultado:

Ag7iCP76iCPss; Xi (2.18)
ag7iSP76i _|Y
Csai — Ag7iCP76iSWesi Z;
1 1

Para resolver el angulo ;. se toman las componentes 1 y 3 de cada lado de la ecuacion 2.18.

Posteriormente, se despejan sin(gs;) Y cos(Wgs;). Y empleando la funcion tangente se obtiene:

SPesi Csai — Zi (2.19)
tan Ygs; = = -
Vesi CPesi Xi

Despejando ys;:

Csyi — Zl.) (220)

; = arctan (—
¢651 Xi

Donde:

Xi = —X3p; — Sﬁz1i(zp + Q13124 5(V1413i - ‘;bp) SOp + a1312; C(V1413i - ¢p) C9p5¢p)
+ cBo1i (Cyloi(xp — Q1312 C(V1413i - ¢p) Cll’p)
+ 5V1oi(}’p + Q1312 5()’14131‘ - ¢p) €O, — a1312; C(V1413i - ¢’p) Sgpswp))

Z; = $P21i(c¥V10i (Xp — A1312:€ (V1413i — Pp)Wp) + (Vp + A1312:S (V14138 — Pp)COp)SV10:) + CP21i(Zp
+ 13125 (V14130 — Pp)SOp) + A1312:€(V1a13i — Pp) (€B21:COp — SB21i5V10i56p) Sy

(2.21)
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2.4.3 Solucion del angulo ¢;

Para el calculo de ésta variable, se partira de la ec. 2.18, donde en este caso, la tinica incognita es
P76i- YA que Pgg; e calculod en la seccion anterior. Para resolver el angulo ¢,; se toman las
componentes 1 y 2 de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se despejan sin(¢rq;) ¥

cos(¢76i). y empleando la funcion tangente se obtiene:

Sh76i Y; cesi 222
tan ¢76i = C¢ L % ( )
761 i

Despejando ¢;:

Y cgsi
e = arc tan( i wesl) (2.23)
X;
Donde X; se encuentra en las ecuaciones 2.21 y:
Y; = — bz + (—xp + A1312:€(V1413i — Pp)Wp)SV10i + Vi0i (Vp + A1312iS V14130 — Pp)Cp (2.24)

— 1312i¢ (V1413 — ¢p)5‘9p5¢p)

2.4.4 Solucion del angulo ¢1110i

Los angulos ¢og;, W109i Y P1110i cOnforman las juntas esféricas del sistema. Dichos angulos se
obtienen mediante una formulacién de lazos matriciales, es decir, por medio de giros y
desplazamientos definidos por transformaciones homogéneas, se generan lazos que partan del

sistema de referencia inercial o absoluto y terminen en un sistema relativo deseado.

Para el calculo de ¢h;44,; se partira de la ec. matricial 2.2.

T02iT24iT47:T711iT1114: = T (2.2)
Donde las transformaciones T yy;, Tos; Ta7; ¥ T1114i SON conocidas, ya que ademas de contener
distancias y angulos constantes, también contiene el desplazamiento xs,; y los angulos ¢gs; y
¢¢;- 1os cuales se calcularon en las secciones anteriores y son todos ellos variables. Por lo tanto,

para poder calcular los angulos de la junta esférica, despejamos, dejando de lado izquierdo la

transformacion T4 4;, 1a cual contiene los angulos ¢qg;. P199i Y P1110i:

Ty = TZ71i Tz_ii Tazli Tp TI1114i (2-25)
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Renombrando el lado derecho de la ecuacion 2.25, se tiene:

T711; =Ty (2.26)
Donde:
CPoagiCP1110iCW100i — SPogiSP1110i  —CP1110iSPosi — CPogiCW100iSP1110i  CPogiSW100i Ag7i
Toyy = Ch1110iW109iSPosi + CPogiSP1110i  CPogiCP1110i — CW100iSPosiSP1110i  SPosiSW109i 0
L
—CP1110i5W100i S$h1110iSP100i P109i 0
0 0 0 1

A11i Qi2i Q13i Qg4
T . = |%1 Q220 Q23 Gaai
" Az Qzp O3z Qsag
311 321 331 341
0 0 0 1
Para resolver el angulo ¢,11¢; se toman las componentes (3,1) y (3,2) de cada lado de la ecuacion
2.26. Posteriormente, se despejan sin($1119;) ¥ €0S($1110i). Y empleando la funcion tangente se

obtiene:

S®1110i _ azai (2.27)
Chi110i —asq;

tan ¢1110; =

Despejando ¢4 140

ﬂ) (2.28)

$1110i = arctan <_
a3z1i

Donde:

azq; = CPp (C(V1211i + V1413i) S(Ba1i + Wesi) CY10iCPp

= s(V1211i + Y14130) (S(ﬁ21i + Yesi) €0pSY10i + c(B21i + Pesi) Sep))
+ s(V1211i t V14130) S(B21i + Wesi) CY10iCPpShy
+ c(V1211i t V1a13i) (S(.Bzu‘ + Pgsi) cO,sy10i + c(B21i + VYesi) 59p)5¢p (2:29)
+ C()’1211:‘ + Y1413 — ¢p) (_ c(Ba1i + Yesi) C9p + s(Ba1i + Wesi) SV10i59p)5¢p
Azz; = ¢(V1z211i t V1a13:) (€(B21i + ¢65i)c¢p59p + 5Bz + ¢65i)(c‘9pc¢p5}’1oi - CV10iC¢p5¢p))
+ 5(Y1211i T+ Y14130)(€(B21; + 1/)65i)59p5¢p + 5Bz + 1/)65i)(c}’10ic¢pc¢p + Ceps}/10is¢p))
+ S(V1211i + Vaa13i — Pp) (=€ (Ba1i + Yesi) €Oy + S(Ba1i + Wesi)SV10i50p) Yy

2.4.5 Solucion del angulo 440

Para el calculo de ésta variable, se partira de la ec. 2.26, donde en éste caso, la tnica incognita es
Y100i> YA qUe Pq110; S€ calculod en la seccion anterior. Para resolver el angulo 1, q; se toman las
componentes (3,2) y (3,3) de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se despejan sin(y99;) ¥
cos(P109;). Y empleando la funcion tangente se obtiene:

SP100i _ A32i CSC Pr110i (2.30)

tan Pygo; = =
' P00 aszs;
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Despejando 14 yo;:

@3, CSC ;
Wiooi = arctan< 32i ¢11101) (2.31)
A33;
Donde a;,; se encuentra en las ecuaciones 2.29 y.
az3; = €(Ba1i + Wesi)COpcPp + S(Ba1i + Wesi) (—CPpSY10i50p + CV10i5Wp) (2.32)

2.4.6 Solucion del angulo ¢gg;

Para resolver el angulo ¢qg;. se trabajara con la ec. 2.26, donde en éste caso, la unica incognita es
Pogi> Y& que Pq110; Y Y100i S€ calcularon en las tltimas dos secciones anteriores. Para resolver el
angulo ¢gg; se toman las componentes (1,1) y (1,2) de cada lado de la ecuacion. Posteriormente, se

despejan sin(¢gog;) ¥y cos(¢poeg;). y empleando la funcion tangente se obtiene:

SPogi  CP109i (=i CP1110i — D11 SP11101) (2.33)

Chog; ay1; Ch1110i — Q12i SP1110i

tan ¢og; =

Despejando ¢gg;:

CWP100i (—A12i CP1110i — A1 5¢1110i)) (2.34)

Pogi = arctan(
981
Q11; CPa110i = G12i SP1110i

Donde:

a1; = — c(Ba1; + Pesi) S(V1211i + Y1413i — ¢p) COpC76:iSV10i
+ 5(V1211i + Via13i) S(Bz1i + Yesi) C¢76ic¢p59p = 5s(Y1211: + V1413i)c¢p5)/10i5¢76i5¢p
= ¢c(Y1211: t+ V1413i)(c¢pc¢p5]/10i5¢76i + s(Bo1i + ¢65i)c¢76i59p5¢p) + ¢(Y1211i T Y1413 (2.35)
- ¢p)c¢76i(s(ﬁ21i + l)b65i)C9p +c(Bori + 11’651’)5]/101'59;:)51!};: + ¢V10i (—S(V1211i + V1a13i
- ¢p)C9p5¢76i + c(V1211i + Y1413 — ¢p)(c(ﬁ21i + ¢65i)c¢76ic¢p + 59p5¢76i5¢p))

Ay2; = S(V1211i V1413i)(c¢p6¢p(c(ﬁz1i + Y65i)CV10iCP76i — SY10i5P761) + S (P21
+ 1/)651')C¢76i(_59p5¢p + C‘ngprSlpp) + (c(B21i + Ves5i)CP76iSV10i T+ Cy10i5¢76i)(69ps¢p (2.36)
+ cpsOpsy)) + c(V1211i + V14130 (CWp(—Cc(Ba1i + Yesi)CV10iCP76i + SY10i5P761)SPp — S(B21i
+ Yes5i)CPr6i (CPpSOy, + COpsPpsy,) + (c(Br1i + Yesi) CPr6iSV10i + CY10iSP761) (COpC Py
— 50,5¢,50;,))

2.5. Calculo de la Velocidad

En el problema cinematico inverso de la velocidad, se tiene que, dada la velocidad
(%) Vp, 2, 0p, Y, pp) del  plato  movil, hallar la  velocidad de las variables

(5c32i, Yesi, P76 Pogir W109ir ¢1110i) que se encuentran en las juntas del robot.
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La velocidad de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida
por la derivada respecto al tiempo de su funcion de posicion. Se asume en ésta seccion que la
posicion y orientacion de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son resultado del analisis
de la posicion. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas en la seccion anterior, se

obtendra la velocidad al derivar con respecto al tiempo para cada una de ellas.

2.5.1 Velocidad del desplazamiento X35;

Tomando la ecuacién 2.13 y derivando con respecto al tiempo, obtenemos:
Ayix3p; + ByiXszi + (Dy; — a3z;) =0 (2.13)
A1ix322i + ByiX3p; + Dyy + ByiXag + 241;%35;%35; = 0 (2.37)
Despejando x3,; y simplificando, se tiene:

—Ayixy — BuXsai — Dy (2.38)
By + 24A5;x3;

X32i =

Donde Ay;, By; y Dy; se encuentran en el analisis de posicion, y ademas:

A =0

Bu = 2(5.3211‘(_217 - _‘113121‘0()’14131‘ - ¢p)59p (¢p + ‘9p5¢p)_ + a1312iC9p(l/)pC(y1413i - ¢p_)C¢p + (Y1413
= ¢p)(6p + Ppsp))) + CﬁZli(_Cyloi(xp - a1312i¢p's(y14'13i — Pp)c, + a131gi¢pc(y1413i (2.39)
- ¢p)5¢p) + SY1Oi(_j}p + a1;12iC(V1413i - ¢p)C9p(¢p + Gpswp) + a1312i59p(¢pc(]/1413i
- ¢p)C¢p + s(V1a13i — ¢p)(9p + ¢p5¢p)))))

Dy = 2((=Csai + ¥10i(Xp = @1312i€ (V14131 = Pp)CWp)SPari + (Vp + A1312i5(V1a13i
- ¢p)C9p)Sﬁ21iSy10i + Cﬁzu‘(zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p) + a1312i€(V1413i — ¢p)(cﬁ2'1icep
- $ﬁ21i5}’10i5‘9p)5¢p)(Sﬁzu(xpcyloi + ypsyloi) + Cﬁzu’(zp - a1'312iC'(V1413i - ¢p)59p (¢p
+ 9p5¢p) + a1312i69p(1/)pc(}’1413i - ¢p.)a/)p .+ S(V1413i._ ¢p)(9p + ¢p51/)p)))
— A1312iSB21: (€ (V1413; — ¢p)09_p5}’10i(¢p + gpswp) + I,_bpc(}’_uus'i - ¢p)(6¢p51’10i59p
- CY10i5¢p) + 5(Y1413i — ¢p) (¢pCV10iC¢p + 5V10i59p (ep + ¢p5¢p)))) + (—bys + (_xp
+ a1312i¢(V1413i — ¢p)a/)p)sy1oi + C_V10i(yp + a1312iS(V1413i — ¢p_)09p — 1312:€ (Y1413
- ¢p)59p51/’p)) (_5V1oi(5€p - a1312i¢p5(y1413§ - ¢p)C¢p + Q1312i¢pc(y1413i - ¢p)5¢p)
+ C}’loi()"p —'a1312i(c(y1413i - ¢p)c‘9p(¢p + Hpswp) + 56, (wpc(hzusi - ¢p)C¢p + 5 (V14130 (2.40)
- ¢p)(9p + ¢p5¢p))))) + (5.3211'(Zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p + a1312i¢(V1413i — ¢p)CGpSl/)p)
- Cﬁui(cyloi(xp — 01312i€(Y1413i — ‘}bp)al’p) + Syloi(yp + a1312i5(V141§i - ‘I?p)cgp
- a1312iC(V14_13i - ¢p)59p51/)p)))(5321i(2p - a1312iC(V1413_i - ¢p)59p (¢p + 9p51/)p)
+ a1312i?9p (Wpc(V1a13i — Pp)cypp + 5(_]/14131' — $p) (6p + DpsYp))) + B (—CVi0i (X
- a1312i¢p_5(]/141_3i - ¢p)C¢p + a1312_i¢pc(]/1413i - ¢p)5¢p) + 5V10i(‘5’p + a_1312i_C(V1413i
- ¢p)C9p(¢p + epsd)p) + a1312i59p(¢pc(yl413i - ¢p)c¢p + S(V1413i - ¢p)(9p + ¢ps¢p))))))
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Sustituyendo las ecuaciones 2.14, 2.39 y 2.40 en la ecuacién 2.38, para después agrupar en

Xps Vp» Zp» Op, Wy, Py, S€ tiene:

X32i = V_(VZixp + Vayyp + VaiZy + Vsibp + Vgithy + V7i¢p)
10

Donde los coeficientes son:

Vii = By + 241; + X3
Vo = 2(_xp + X32i¢B21iCV10i + Q13120 C(V1413i - ¢p) cp, + C54iCV10iSP21i — b43i5V10i)
V3 = 2(_)’1; + by3iCV10i — Q1312i 5(7’14131' - ¢p) co, + X32i€P21iSY10i T C54iSP21iSV10i
+ Ay312i C(V1413i - ¢p) 59p5¢p)
Vi = _Z(Zp — €54iCP21;i + X32iSP21i + Q1312 5(V1413i - ¢p) SOp + a1312; C(V1413i - ¢p) 59p5¢p)
Vsi = —204312; S(V1413i - ¢p) (Cep(zp — Cs54iCP21; T x32i5.321i)
+ (_Yp + b43iCV10i + X32iCP21iSYV10i T+ C54isﬁz1i5]/1oi)59p)
+ 204312 C(V1413i - ¢p) (C‘gp (}’p — bazicyioi — (X32i€Pa1; + 6541'53211‘)57/101‘)
+ (Zp — C54iCP21; + x32i5ﬁ21i)59p)5¢p
Vei = — 2a1312iC(V1a13i — Pp)(COpCcp(Zp — C54iCB21i + X32iP21:) + CWp(—Yp + baziC¥10:i
+ X32i€B21iSV10i + C54iSP21i5V10:)50p + (Xp — C¥V10i (X32iCP21; + C54iSP21i) + DaziSY10:)SWPp)
Vi = 204312 (€PpciPp (Xp — V101 (X32iCP21i + C54iSP21i) + Da3iSV10:)SV1a13i + SV1413:(COp (Vp
— by3iCV10i — (X32iCP21i + C54iSB211)SV10i) + (Zp — C54iCP21; + x32i5ﬁ21i)59p)5¢p
+ CV1413i(09pC¢p (Yp — by3iCV10i — (X32iCP21i T C54iSB211)SYV10i) T C¢p(zp — C54iCPo1;
+ x32iSB21i)Sep + ¢y, (_xp + X32i¢B21iCV10i T C54iCV10iSP21i — b43i5}’10i)5¢p) = 5(Y1413i
- ¢p)(cgp(zp — C54iCP21; t X32;SP21i) T+ (_yp + ba3iCV10i T X32i€P21iSV10i
+ C54i5P21:5V101)S0p)SPp)

2.5.2 Velocidad del angulo Ygs;

De la ecuacion 2.19 se tiene:

SPesi _ Csai — Zi
Cssi X

tan(Pesi) =

Derivando ésta ultima expresion:

' Zi  Xi(csai — Zi)
Yesisec? (Pesi) = X, + — 7

A

Despejando 1¢; de la ecuacion 2.43.

- (csaiXi + ZiX; — XiZ;)cos® (Pesi)
lt1}65i - Xz

L

Derivando las ecuaciones 2.21 para obtener (Xi,Zi), sustituirlas en 2.44, simplificando y

agrupando, tenemos:

(241)

(242)
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S . . : ; ; : (2.45)
Yes = V_(V9ixp + Vioidp + ViviZp + Vigibp + Vigithy + Vigipp + VlSixSZi)
8i
Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente, sustituyendo la ec.
2.41en 2.45 y agrupando.
; 1 . . . : ; ; 2.46
Yesi = F(Elixp + Eyyp + Esiz, + Eyb, + Esiy + Eqihy) (2:46)
8
Donde:
VisiVai VisiVs
Ell_V91+ Vllz l E4i_V121+ Vllz l
V15 VS‘ V15 V6
Eyi = Vaoi +—— Esi = Vigi +——
1i 1
VisiVai VisiV;
E?,L V11L + 15iV4i Eai V141 + 15iV7i
Vli Vll
2.5.3 Velocidad del angulo ¢;
De la ecuacién 2.22 se tiene:
SPrei Y cPgs;
tan og; = Pr6i _ i CPssi (2.22)
ch7ei Xi
Derivando ésta ultima expresion:
; Yial’esi 11.[}65in1'5¢651: Xiyial’esi (247)
Brsisec? (Bre1) = X, - X, - X2
Despejando ¢-; de la ecuacion 2.46.
cos?(p6:) ((YiXi — XY e — 1/’65iXiYi51/’65i) (2.48)
760 = Xiz
Derivando las ecuaciones 2.21 y 2.24 para obtener (X i Yl) sustituirlas en 2.47, simplificando y
agrupando, tenemos:
(2.49)

br6i = Vo (V17ixp + VigiVp + VieiZp + Vo0i0p + VoriWp + Vagip + VoziXsy; + V24i¢65i)
16i
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Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente, sustituyendo la ec.

241y 2.46en 2.49 y agrupando:

; 1 ; . ; ; ; : 2.50
hr6i = E(Eﬁxp + Egiyp + EqiZ, + Eloigp + E11i¢p + E12i¢p) ( )
Donde:
VasiVoi  Eq1iVaa VosiVsi  E4iVaa
E,i =V +——+ ——— Eigi =Vogi + ——+ ———
7L 171 Vli VBi 101 201 Vli Vgi
VasiVai  EpiVou VasiVei  EsiVoui
Egi=Vig+——+ Eq =V, +——+
81 18i Vli VBL’ 11i 21i Vli V8i
VasiVai | E3iVoui VosiVzi  EeiVaa
Ey; = Vig; + + E ;i = Voo + +
91 191 Vli VBi 12i 221 Vli V8i
2.5.4 Velocidad del angulo ¢q110i
De la ecuacion 2.27 se tiene:
S®1110i azai (2.27)
tan ¢pi1109i = —(/—— = ———
ot Ch1110i —aszqi
Derivando ésta ultima expresion:
. : 321031 251
32 + A31:P1110i5€C% (P11100) = ——— ( )
azii
Despejando ¢, 1,; de la ecuacion 2.51.
; _ (a32i@31; — A311a32:)c05% (P1110:) (2.52)
¢1110i -

asyi®
Derivando las ecuaciones 2.29 para obtener (aszq;, d3,;). sustituirlas en 2.52, simplificando y
agrupando, tenemos:
; 1 , , . : ; : : ~ (2.53)
P1110i = ﬁ (V26ixp + Vo7 + VagiZp + V29i9p + V30i¢p + V31i¢p + VapiX3p; + Vaziesi
251
+ V34 P761)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice C. Finalmente, sustituyendo la ec.
241,246y 2.50 en 2.53 y agrupando:
- 1 . . . ; ; ; (2.54)
h1110i = E(Ewixp + Ey4iYp + Ei5i2, + E16i9p + E17i¢p + E18i¢p)
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Donde:

_EqyiVsy,
13i —
Vgi
E5iVsai
Eiy =
Vgi
B3V
150 =
Vgi

2.5.5 Velocidad del angulo y1g9;

De la ecuacién 2.30 se tiene:

tan Pig9; =

Derivando ésta ultima expresion:

Eiei = Voo
Ei7i = Vao;
Eigi = Vaq;

SP100i Q32 CSC P1110i

P10 as3;

a32i¢5¢(P11101) _ 321033;¢SC(P11101) _ A32i91110i €Ot (P11101)cSC(P1110i)

Y1g0i5€c? (P19i) =

Az3;

Despejando 1), y; de la ecuacion 2.55.

_ 0052(¢109i)(a33id32i — Q32i033; — A32i33P1110i COt(¢1110i)) csc(Pi1101)

2
As3i As3i

109i —

2
a33;

(2.30)

(2.55)

(2.56)

Derivando las ecuaciones 2.29 y 2.32 para obtener (ds,;, d33;). sustituirlas en 2.56, simplificando

y agrupando, tenemos:

, 1 . . . . .
Yigoi = Voo (V36ixp + V37 9p + VagiZp + Vii0, + Vagihp + VariPp + VaziXazi + VaziWesi + VasiPrei
350

+ V45i§b1110i)

(2.57)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice C. Finalmente, sustituyendo la ec.

241,246,250y 2.54 en 2.57 y agrupando:

Yigoi = Voo (E19ixp + EpoiYp + Ez1iZp + Ep2i0, + Enzithy + E24i¢p)
35i

(2.58)
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Donde:

E13iVasi | E1iVasi Ei6iVasi  ExiVaszi
= st s Eioi = Vio; + —olt5l 4 2407430
7 Vasi Vgi tor T T Vasi Vgi
EpaiVasi  EgiVisy EypiVas:  EsiVias
Ey = st | 2iasl By = Vi + 7085t Bsiasi
Vas; Vai Vas; Ve
EisiVasi  E3iVas; EigiVasi | EiVasi
= A Eipi = Vagy + ——L850 4
> Vasi Vgi 12T T Vasi Vgi

2.5.6 Velocidad del angulo ¢gg;

De la ecuacion 2.33 se tiene:

tan gog; = Shogi  CP100i(—A12i CP1110i — Q11 SP11101)
98i = =
Y g A11i CP1110i — A12i SP1110i

Derivando ésta ultima expresion:

12i011;€05* (P1110:) CP100i _ A12i° P1110:€08% (P1110:) CWP100;
(@11:¢P1110i — A12i5P11101)° (a11i_C¢1110i — A12iSP11101)°
_ A11i012;SI* (P11101) WP100i _ 113 ° P1110:5IN* (D11101) W 100i
(a11(C¢1110i — A12i5$11100)° (a11;c¢1110i — 12i5¢11100)°
(11011 €P1110iW100iSP1110i _ A12i012i€P1110iW100iSP1110i
(a11ic¢11_10i — 12i5¢11100)°  (@11:CP1110i — A12iSP1110i)?
_ 2041012 $1110iCP1110i CP100: 5P 1110

(a11i€P1110i — 12iSP11101)*

¢"98i5952 (Posi) =

Despejando ¢hgg; de la ecuacion 2.59.

d‘) _ A12i011;€05* (Pogi) CWP109; a11012;€05* (Pogi) WP109;
98i = -
' (a11i_c¢1110i — A12iSP1110i)° (a11i§'¢1110i — A12iSP1110i)*
_ 11:° $1110€05% (Pogi) P 100i _ A12i° P1110i€05” (Pogi) P100;
(a11iC¢1;10i — @12i5$11100°  (@11:CP1110i — Q2iSP11101)°
111012iP100:€05% (Pog) c(2¢1110:) SP100i
+ 2
] (a11:cP1110i — A12i5P11100)
N a11:°P100:€05% (Pogi) cP1110iSP1110i5P 100

] (@11:¢P1110i — A12i5P1110i)?
a12i2¢109i0052(¢98i)C¢1110i5¢1110i5¢109i
(a11i€P1110i — A12i5P1110i)?

Derivando las ecuaciones 2.35 y 2.36 para obtener (d,q;,dqy;). Sustituirlas en

simplificando y agrupando, tenemos:

(2.33)

(2.59)

(2.60)

2.60,
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: 1 ; . . . : . ; ; ; 2.61
Pogi = Vo (Vazixy + Vagiyp + VaoiZp + Vsoi0p + Vo1t + Vszip + Viziksni + Vsaitesi + VssiPrei (261)
461

+ VsgiPr110i + Vori¥hr001)

Los términos de la ecuacion anterior se muestran en el apéndice B. Finalmente,
sustituyendo la ec. 2.41, 2.46, 2.50, 2.54 y 2.58 en 2.61 y agrupando:

- 1 . . , ; : : 2.62
Pogi = v (EZSixp + Ep6iVp + Ez7iZp + Epgifp + Epgilhy, + E30i¢p) ( )
461

Donde:
E iVee;  FEi3iVeei Ei9iVe7i  Ei;Ves;
E25i — 7i V551 + 13i V561 + 19i ¥V 57i + 1i Y5410
Viei Vasi Vss; Vsi
By = EgiVss; + E14iVsei _I_EzoiVsn' +E2iV54i

Viei Vasi Vssi Vsi

EoVssi  EisiVsei  E21iVs7i  EsiVsai
i = 9i V551 + 15i V560 + 21iV57i + 3iV54i
Viei Vasi V3s; Vi

E10iVssi + E16iVsei 4 E52iVs7i + E4iVsai

Eygi = Vioi +
28— Tson Viei Vasi Vssi Vgi

E11iVssi 4 E17:iVsei + E3iVs7i 4 EsiVsa

Eyo; = Vey; +
2ot Tsu Viei Vasi Vssi Vsi

Ei2iVssi  EigiVsei  E24iVs7i  EeiVsai
12i ¥ 551 + 18i ¥ 561 + 241V57i + 617541
Viei Vasi V3s; Vi

E3q; = Vspi +
2.6. Calculo de la Aceleracion

En el problema cinematico inverso de la aceleracion, se tiene que, dada la aceleracion
(%p, V2, Op, W, ) del  plato movil, hallar la  aceleracion de las  variables

(%320 Vesir Prei» Posir Y1000 P1110:) Aue se encuentran en las juntas del robot.

La aceleracion de un punto o un cuerpo rigido que experimenta movimiento, puede ser obtenida
por la derivada respecto al tiempo de su funcion de velocidad. Se asume en ésta seccion que la
posicion, orientacion y velocidad de los cuerpos son totalmente conocidas, ya que son resultado
del analisis de posicion y velocidad. Por lo tanto, con base en las ecuaciones obtenidas en la
seccion anterior, se obtendra la aceleracion al derivar con respecto al tiempo para cada una de

ellas.
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2.6.1 Aceleracion del desplazamiento X35;

Tomando la ecuacion X.X y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos
Ayix3p; + ByiXszi + (Dy; — a3z;) =0 (2.13)
Dy; + ByiXgp; + 2%X35i(Byi + A1iXzz;) + (Byy + 2413%X30; + 4A1X55:) X321 + AyiX3p = 0 (2:63)
Despejando ¥5,; y simplificando, se tiene:

D+ 2%32i(Byi + A1iXaz:) + (Bui + 4A1iX32:) X3z + AqiX3y (2:64)
By + 241 %35

X32i =

Donde Ay;, By Dy Ay By Y Dy; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad, ademas.
Bli = 2(5ﬁ21i(2:p - a1312i59p(C(V1413i - ¢p)(¢p"+ zepl'pp'a)bp + eps:l)bp) + (V1413 — ¢p)(29p‘f?p$¢p
+ 95 + ¢§)) + a1'312icep(s(7./1413i - ¢p)(9p + 2¢p ¥, + ¢p5¢p) - C(V1413i"_ ¢p)(29p¢p
- Ebpa,'bp + sy, (95 + ¢5 + Ebzz;)))) - C.{gzu(choi(’"fp + a131'2i5(7/1413i - ¢p)(_¢p5¢p
+ 2¢p¢__p5¢p) + _‘113121‘6(7/}4131' - ¢p)(¢p5¢p + Clpp(‘?z% _+ Ebg))) + 5]’191’(}"’;; - a1312i59p(c(}’1413i (2.65)
- ¢p)(¢p + Z_Gplz_bpasz + stwp) + 5(V1a13i — ‘;bp)(ze_pd?psdjp"'i' 05 + ¢z%)) + a131_2i50p_(_5(]/14131
= 0p)(6p + 20p,cp + Dpsty) + c(V1aa3i — Dp) (20,0, — Yy + 5P, (07 + dF + P)))))
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Ij'u == 2((9}’10i(x‘p o a1312:¢p3(}’1413i = ¢"p)cwp - 01312:'1'{’;:0(?’14131' o ¢p)51vbp) + C}’loi(_j’p +
‘11312:'9;;5'(?’14131 ¢‘p)59 + 01312:1;’);;0(?14131 ¢p)0¢'p5'9 = a1312:¢‘p5'(?14131 ‘I’p)sgpm}’)p +
1312:€ (V14130 — Pplcty (¢p +6 bsPp)))? + (Sﬁziz(f]’in:(xp - a1312;¢'p3(]’1413: o), +
aiQiZﬂj’pc(}’izlle ‘Pp)ﬂﬁp) £ 3}’10:(};: - a1312:9 s(Y1a13i — ¢'p)3'9 31312:11);10(?’1413: P
bplcpysty — a1312:";‘.5p5'(?’1413: ¢p)39 S"Pp @1312:€ (V14131 — Pp) by (‘Il’p ke Spr))) 3=
cB21:(2p — A1312:¢ (Y1413 — Pp)SE,p (@"p + Sps"f’p) +ay312:¢6p (wpc(7’1413: Gpledy + (Y113 —
¢p)(9p g ‘i’pmf’p))))z + (cBari(cy10i(xpy — ﬂl3-12:‘¢p3(}’1413i bp)cyy + ﬂiaizilf’p c(Y1a13i —
Q-‘)p)mpp) 5 5'}’1010" T 'f11:+112i‘§l s(Y1a13i — ¢p)39 = 01312:'1;’;;'5'(}’14131' =5 ‘f’p)C‘r’:’pS‘gp =
a1312:‘¢’p5(}’1413: ¢p)5’9 5"1’;: A4312:€ (Y1413: — ¢'Ip)66‘p (Qlf’p * S‘p'npp))) — 5B (Zl‘p i .
(;})pglpp))))z + (—buzi + (= Xp + @1312i€ (V14131 — ¢p)ﬁ'¢'p)9}’wi o C}’w:‘(yp + @1312:5(V1a13i —
¢p)¢9p = Q1312 (V14131 — ¢p)56p5¢'p))("—5}’10!(ip = al312£&’p5(}’14131 ¢p)¢¢'p
2“1312:‘9‘2’;;‘,&};;5(}’1413:' = ¢'p)5u'}p + ay312:€(V1a13i — ¢p)('ﬁp5¢'p + ey (‘Pp + ‘Pg))) 15 C}’w;(yp
a131zré s(Y1a13 — ¢'p)36 - 2“13121“};’;;@;:5('."14131 ¢p)c¢'p39 a1312:¢p5(‘}’1413:
¢’p)59 sy — a1312.t"-'6 (c(ria13i — ¢p)(¢p + 26 ‘i‘-’p"'*‘-’p 65 9 Slpp) +5(V1a130 — ¢p)(26p¢p5§bp
92 #* ¢'p)) + ay312:¢ (V14130 — Dp)sO, (29 ¢'p 1Ppﬁ'"!"p + sy, (92 *: ¢"p 3k !ﬁ%)))) + (sB21:(zp +
A1312:8(V1a130 — Pp)SOp + Q131200 (V14130 — Pp)cOpsPp) — €B21i(Cy10i(Xp — Q13120€ (V14130 —
bplcy) ‘|' SY10t O + @1312:5 (V14130 — Pp)cbp — A1312¢€ (V14130 — ¢’p)59 Sﬁ’p)))(sﬁzlx(zp

2a4312i0p Pps(Y1a13: — ¢‘p)39 s¥p — @1312:€ (V14130 — ¢‘p)39 (¢p + 29;;1!’;:01!’;; + ﬂpﬂ}"p) )
'511312:3(?’14131 ®p)sty 9 — 1312i5 (V14131 — ¢’p)6‘9 ¢p + ay312:¢0, (S(Yulst ¢p)(9 =
2¢p1§0p¢'§0p + ¢p5‘111p) c(Y1a13i — ‘Pp)(zg ‘f»’p wpcwp + sy, (92 + ¢'p * wp M) —
Cﬁzn(ﬂ’w:@;: a13121&’p5'(?’1413: ‘f’p)C'r‘L'p + 2313121‘1’;:149;:5'('}’14131 ¢p)5'1¢9p + @1312:€ (V14130 —
¢’p)(1ﬂp5‘1ﬂp + ey (‘I’p + wp))) + Y10t (Vp — a1312i6 s(V1a131 — Pp)sb, — 2“1312:‘35;:%5(?1413: =
?:’p)a!jpsep a1312|¢p3(}’1413: ‘Pp)'gﬂpmpp —‘113121"'5’I (c(risas — ¢p)(¢p +_2'9_p‘!’pc_‘_ﬁp +

BpsPp) + s(Y1a13i — ¢p)(26p¢p5¢’p + 92 -+ ¢p)) + @13120€ (V14131 — Dp)50, (20,0, — Yy, +
sy (93 + ¢§ =+ ‘Pp M) + (—csai + crr0i(xp — @1312i€(Y14130 — Pp)cWp)sBari + 0 +

Q13128 (V14131 — ¢’p)f9 )sP21i5Y10i + CBZlI(Zp & ﬂ1312:5(}’1413¢ ¢p)5’9p) + @1312:€ (V1413 —
fﬁ’p)(cﬁznfe ;i Sﬁzirsl’loxsgp)ﬂﬁp)(fﬁzn (Z — 20431 p¢p5(}’14131 ¢p)39p5"l-'Jp =

@1312:€ (V14131 — ¢p)59p{¢p +26 ‘i’pﬂf«'p o ep‘ﬂbp) a1312:3(]’1413: ¢p)5'9 9

@1312¢S (V14130 — ¢p)53p¢p + @4312:0p, (S (V1413 — ¢p)(9 + 2¢p¢pfl.bp + ¢p5|f—‘p) c(Y1s13i —
G0) @0y By = YpCihy + Uy (6] + 85 + WD) + Ba (¥ 10/(p — Araszdps Vaarai — )ty +
2‘11312;"25;:1}');;50’14131' = $p)s¥p + A4312:€(V1413i — ¢'p)(¢p5wp + Yy (¢§ + !Pﬁ))) + SY 101 (.j’;p =
ﬂlnziéps(}’iuaf = ¢’p)59 2013121¢p¢p3(}'1413: ¢p)c¢'p53 51312&‘?";:3(}’1413& o
G058y — 1312008y (c(aarai — 6p) By + 26,00y + Bp5y) + 51413 — Bp) (26,850, +
92 T+ ¢ 2)) + a1312:€(Y1413i — Pp)sOp (23p¢'p ’\DpC"Pp 7 S!Jf"p(ez F ¢p E l.b M)

(2.66)
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Sustituyendo Ay, Byj. Dy Aqjr By Dig» Ay By y Dy en la ecuacion 2.64 para después agrupar

en X35, Wesi, P76ir Posir Y109 P1110i- € tiene:

. 1 . . . . ; : 2.67
X32i = F(Glixp + Gy Yy + G332, + G4i9p + Gst‘l’p + G6i¢p + G7i) ( )
81
Los coeficientes de la ecuacion 2.67 se muestran en el apéndice C.
2.6.2 Aceleracion del angulo Ygs;
Tomando la ecuacion 2.19 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:
SPesi Csai — Zi (2.19)
t ) = = —
an(ll}GSl) C¢65i Xi
; , , - Z, 2X.Z; X, 2X? (2.68)
Yesisec? (Pesi) + 25ec? (Wes)Wesi tan(Wes) = - ————+ (cs2i = Z) | 05— —3
X, X X7 X;

Despejando 1¢s; y simplificando, se tiene:

_ Z;jcos®(Pes)) | CsaiXicos?(Ps)  2XiZicos®(Pes)  XiZicos?(Yesi)  2Csaic05 (es)X?  (269)
651 = X, + X? - X? - X? B X}

L 13 L
2Z;c05% (Pgs;) X2 :
o~ 2WEsitan(es:)

L

Donde X;. Z;. X; y Z; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas, derivando las

ecuaciones 2.21 para obtener (X VA l-), sustituirlas en 2.69, simplificando y agrupando, tenemos:
.. 1 . ] . . , . (2.70)
Yesi = @(Gsixp + Goiyp + GroiZp + G11i0p + G20y + Gz, + Gl4i)

Los coeficientes de la ecuacion 2.71 se muestran en el apéndice C.

2.6.3 Aceleracion del angulo ¢
Tomando la ecuacion 2.22 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo,
obtenemos:

Yicyes: (2.22)

tan(¢e) = X,
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. -2 Y; i y besi X i 2XPesi i
Prei5ec?(Pr6i) + 2761 sec? (@6 tan(Ppre) = %fs + 2Y; <_ L 5_1/)65 — LiPes ) + Y ( YosiVesi - (2.71)

X; x? x?
. S . .
Xi |, 2X] ~Ye5i5Ves5i=Ves5i¥ssi
C i(—=+—)+
¢651( Xiz Xi3 ) X; )

Despejando ¢-; y simplificando, se tiene:

o YiCOSZ(‘P%i)Cl/’ast _ 2Yi¢65i5052(¢76i)5¢65i _ ¢65iYiCOSZ(¢76i)Sl)b65i _ ZXiYiCOSZ(‘;b%i)Cll’est
7et Xi Xi Xi Xt
X;Yicos?(Pr61)CPesi  2XiPesiY;c08% (761)SWesi ZYL’COSZ(¢76L')C¢651'X1'2 (2.72)
B X2 + X2 + X3
L L

. L
Y;cos? (¢761) CPe5:Pési 2
_t le — 22— 2¢h6; tan(dre)
L

Donde X;, Y; X; y Y; se encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas, Derivando las

ecuaciones 2.21 y 2.24 para obtener (X;,Y;), sustituirlas en 2.72, simplificando y agrupando,

tenemos:
.. 1 . . . . . . 273
br6i = T(Glsixp + Gi6iYp + Gi7:Zp + GlBiGp + G19i¢p + Gzoi¢p + G21i) ( )
601
Los coeficientes de la ecuacion 2.73 se muestran en el apéndice C.
2.6.4 Aceleracion del angulo ¢1110i
Tomando la ecuacion 2.27 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:
a .
tan ¢qy10i = — — (2.27)
az1i
. . 2031035 Q3 Az 243y 2.74
b1110i5€¢ (P11100) + 259C2(¢1110i)¢f110itan(‘;bllloi) = % -—+ aszi(_Lz - TL) ( )
a3z1i a3 313 Az

Despejando ¢, 44¢; ¥ simplificando, se tiene.

(i’ _ 2d31id32icosz(¢1110i)+a32id31icosz(¢1110i) 32:€08% (P11101)  2032:€08%(P11101)A31; (2.75)
1110i = - -

. azqy;® asy;® asq; a3y
2
= 2¢1110itan(@1110:)

Donde agq;. dg9. A31; Y G39; S€ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.29 para obtener (dsq;,d3,;). Sustituirlas en 2.75,

simplificando y agrupando, tenemos:
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o1 . . . : ; : (2.76)
P1110i = V—(Gzzixp + Go3iYp + GaaiZp + Go5:0, + GoeiPp + Goripp + sti)
61i
Los coeficientes de la ecuacion 2.75 se muestran en el apéndice C.
2.6.5 Aceleracion del angulo P49
Tomando la ecuacién 2.30 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos.
a3z; ¢sc(P11101) 2.30
tan(Pp9;) = _ ( )
Qs3;
. : a3; c5C(P1110:)
1!’1091'5“2(11’1091‘) = —2sec? (1,1’1091')1!’%091‘ tan(P100:) + %
) 33i
_ A32i P1110i COt(P1110i) €SC(P1110:) _ 2035 $1110i €Ot (P1110:) ¢SC(P1110i)
o A33i ; A33;
2037;033; SC(P1110i)  A32i033; ¢SC(P11101) 277
- 2 - 2 ( . )
A33; A33;
203533 P1110i COt(P1110i) €SC(Pr110i) | 2a32; €SC(D1110:) a§3i
+ 2 + 3
A33; , A33;
" a32iC0t2(¢1110i) csc(r110) ¢f110i + a32iCSC3(¢111oi)¢12110i
asz3i assi
Despejando 1), yo; ¥ simplificando, se tiene.
Y109i = a(cosz(lplo%) csc(r110:) <_a33i(2a32ia33i + A32033;) + 2035;053; + A32;033; + (278)

- . L
Qs (a32ia33icscz (11100 P1110i + cOt(P1110:) (_aszia33i¢1110i — 2a33;032;P1110: T+

2035i033;P1110i + A32iA33; COt(P1110:) ¢12110i))) — 2a33Y500; tan(ll)1o9i))

Donde ag,;. asqi A3p; ¥ dz3; S€ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.29 y 2.32 para obtener (ds,;, d33;). sustituirlas en 2.78,

simplificando y agrupando, tenemos

. 1 . . . : ~ ; (2.79)
Y109; = % (Gz9ixp + G0 Yp + G31iZp + G320, + G33:p + Gzap + G35i)
62i

Los coeficientes de la ecuacion 2.79 se muestran en el apéndice C.
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2.6.6 Aceleracion del angulo ¢og;

Tomando la ecuacion 2.98 y obteniendo la segunda derivada con respecto al tiempo, obtenemos:

WP109i (—12i€P1110i — A11iSP1110i) (2.33)

A11iCP1110i — A12iSP1110

tan(¢og;) =

" . 1
2 =
(Poni + 295gitan(Poni)) = (a11iF¢1110i = Q12:5$1110: .
+ a12i$11100)CP11101 + (d1gi + a11i911100)5P11100) (SP1110i (@114
— @12iP11100) W109i — A11iP100i5P1001) + cp1110i((ar2s
+ a11i¢1110i)c¢109i' = A12i¥P109i5P1001)) + C¢1o9'i(_a12ic¢1110i (2.80)
= 31;5P11100) (2((A11; = A12iP11101) P 1110 — (Aa2i
+ 61111"_7_511101')5‘1511101')_2 + (a11i€P1110i — 12i5$11100) (€P1110i (—A11i
+ 12i$11100 + 26.112i‘;'b1110i + a11i¢"12110i) + 5¢1110i (A2
+ a11iP1110i + 2a11:P11100 — a__12i¢1211oi))) + (a11:€P1110i
- a12i5¢_>1110i)_2 (sp1110:((@11:%100 + 2011 P100; ;
= 2a12i$1110i%1000)SP100i + WP100i(—11i + AaziPr110i
+ 2a12iP11100 +'a11i¢f110i + agPioe) + ch1110:((A12:P100;
+ 2("1121'. + 11911100 W1000) 5P 100: — P100i (A12i + A11iP1110;
+ 2011 $11100 — W2iPii10i — G12i¥i00:))))

)3 (—=2(ay1icP1110i — a12i5¢1110i)((_d11i

Despejando (-15981' y simplificando, se tiene:

Pogi = 6052(¢98i)(4(a1hc¢11101 A12i5P11101)° (2(2a11ia12i%100:€ 2P11101) + (110 — A12:) (A1

+ 12i)P100iS (2P1110:) + 41/’1091( Q12i011; + Q115 (Arz; + a111¢11101) ]
+ $11101072:)) (@11: € P11100 — A12i5P11101)SP100i T C¢109z“(a1115(3¢1110i)(a%1i - 3“;201!’%09;'
- a12iC(3¢1110i)(_3a%y +ai)¥ioe + S¢1110i(4(‘_112i3¢1110i = 2ay5;(agy; + a_11i¢1110i)2 (2.81)
+ a15i(@11i(@r2; + @1iP1110i) + 2a41;(@12; + 2a11;$11101)) — Az (@11 + %a11i¢12110i))
+ a11i(af1i + a%ZI.)l)begl) + 11101 (—4@11:(—2a11;Q12; + A11i(Aa2i + A11iP11100))
— 4(a11iP1110i — 4a11l¢11101.)a121. + a12:° (—8¢T110: + 1/)1091) + a2:(—8afy; + ary; (4ayy;

- 8¢11101(2a121 + a111¢11101) + a1111/)1091))))) 2¢981 5962(¢98:)tan(¢981))

Donde aqq;. @y Qq1; Y Qqo; S€ encuentran en el analisis de posicion y velocidad. Ademas,
Derivando dos veces las ecuaciones 2.35 y 2.36 para obtener (d,q;,dq,;) sustituirlas en 2.81,

simplificando y agrupando, tenemos:

. 1 . . . R . , (2.82)
ogi = Vou (Gseixp + G37,Yp + GagiZp + G39i9p + G40i1/’p + G41i¢p + G42i)
631

Los coeficientes de la ecuacion 2.82 se muestran en el apéndice C.

42



Cristian Giovanny Rangel Lara

Capitulo 3
Analisis Dinamico
Formulacion Euler-Lagrange

3.1. Introduccion

En éste capitulo, se considera la dinamica del robot, con el fin de poder determinar los torques
aplicados por los actuadores en los eslabones de entrada para que el efector final alcance una

trayectoria dada.

El método de Euler-Lagrange formula ecuaciones de movimiento usando un conjunto de
coordenadas generalizadas (Spong, y otros, 1989). Esto permite eliminar todas o algunas de las
fuerzas de restriccion y permite manejar desplazamientos tanto desplazamientos lineales como
angulares con un solo tipo de coordenadas. Con el entendimiento de la dinamica del manipulador,
es posible disefiar un controlador con mejores caracteristicas de ejecucion que las realizadas con
los tipicos encontrados usando métodos heuristicos después de que el manipulador ha sido

construido.

En este capitulo se empleara la siguiente notacion.

I;; — Matriz de inercia del cuerpo /cadena j
K — Energia cinética del sistema mecanico
L — Funcién Lagrangiana
M;; — Matriz de elementos de masa del cuerpo 7 cadena j
qj — Coordenada j-ésima generalizada
q — Vector de coordenadas generalizadas
U — Energia potencial del sistema mecanico

Qj — Vector de fuerzas generalizadas

La funcion Lagrangiana es definida como la diferencia entre la energia cinética y la energia

potencial de un sistema como:.
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Donde K es la energia cinética definida como.

1
K= EmvTv +ollw (3:2)

Y la energia potencial como:
U=-mg'r; (3.3)

La energia cinética depende de la velocidad de los eslabones del manipulador, mientras que la
energia potencial depende unicamente de la localizacion de los eslabones. La ecuacion de

Lagrange de movimiento es formulada en términos de la funcioén Lagrangiana como.

d oL\ oL (3.4)
——=)-=—= Qj

El término Q; es conocido como el vector de fuerzas generalizadas y se obtendra a partir de

expresiones, que involucren los torques y las coordenadas generalizadas.

3.2. Analisis de Posicion y Velocidad de Centros de Gravedad

Para el analisis del robot paralelo se tomaron en cuenta los siguientes cuerpos:

Carga

Plato moévil

Fig. 3.1 Cuerpos del robot
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Las siguientes matrices de rotacion, nos representan la rotacion alrededor de los ejes x,y,z

respectivamente:
1 0 0 cd 0 s6 cd —s6 0
R,(6)=]0 c8 -—s0 R,(®)=]10 1 0 R,0)=|s8 6 O
0 s6 «cO —-s6 0 cO 0 0 1

Se puede observar que en la ec. (3.2) aparece la velocidad de centro de gravedad y la velocidad
angular de cada cuerpo., por lo que tendran que ser formuladas a lo largo de éste seccion. A
continuacioén, se procedera a obtener los vectores de centro de gravedad definidos en la base

inercial, mostrados en la figura 3.2.

—_—

Fig. 3.2 Vectores de centro de gravedad
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3.2.1. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 1i

El objetivo de estas secciones, es poder encontrar ecuaciones que definan las posiciones y
velocidades necesarias para las ecuaciones de energia cinética (3.2) y potencial (3.3). Dicho

proceso sera realizado para cada uno de los cuerpos tomados en cuenta.

Utilizando la representacion vectorial, se tiene:

Fig. 3.3 Centro de Gravedad del Cuerpo 1i

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del cuerpo 1;, y con base en la figura
anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.

0 _ .0 0
TG = T3 T Ty (3.5)

Donde:

o 2
G1i G1i

{0 _ p0 2 20 _ T
l_%z Ry; i3 . Ty = X610 Ye1i » Z6uil
i5;=1[1,0,0]

0 _ :0 — po
T'32; = X321 Uy r..o =Ry T

La matriz de rotacion antes definida es:

R(z]i =R,(¥10:) Ry(.Bzu')
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Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.5) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0 _ .0 0
Vi = V3 T Vgqyr

Vg1 = Xag (3.6)

— 20
= U3y

Donde vgli, = 0. ya que es un vector de magnitud y orientacion constante.

Ademas:

X32i = V_(Vzixp + VaiVp + Vaizy + V0, + Veithp + Voiby)
1i
Haciendo cambio de variable, tenemos:
X3zi = in q (8.7)

Donde:

- 1

ki = V—[Vzi Vai s Vai Vi, Vi s Vil
u . . —
q= [xp Y Zp Op Pp '¢’p]

Sustituyendo la ec. (3.7) en (3.6) con €l fin de poner ésta tltima en términos de las coordenadas

generalizadas, se tiene:

vgu’ = igi K32

voy; = iy (ki ‘D

vey; = (i3 k1)) q
Renombrando:

Vo =My q (8:8)
Donde:

M,; = i3 ki; (39)

Es importante destacar que el cuerpo 1i no realiza desplazamientos angulares, por lo que

su velocidad angular es cero:

w3 =0 (3.10)

47



Cristian Giovanny Rangel Lara

3.2.2. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Cuerpo 2i

Utilizando la representacion vectorial, se tiene.

Fig. 3.4 Centro de Gravedad del Cuerpo 2i

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del cuerpo 2;, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.

0

0 _ .0 0 0
TGoi = T3 T Tyg T 5y T T (3.11)

Donde:
0 _ 0 3 0 _ 0 7
rgsi = R3; 133 Teoit = R7i Ty
— T
T30 = [0, £bys; , 0] rézi, = [xg5;,0,0]7

0 _ 0 4
Ti4z = R3; 154
— T
T5y = (0,0, cs4]

La matriz de rotacion antes definida es:

Rgi = R,(¥10:) Ry(ﬁ21i)Ry(l)b65i) R,(P76:)

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.11) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:
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0 _ .0 0 0 0
Vgai = V3 T Vyzi + Vs + Vi

= Rgp 19+ 04+ 0+ @) X700

0 _ 0 _ . . .
Donde v 431 = Vs4; = 0. ya que es un vector de magnitud y orientacion constante, y:

0 _ .0 0
Vai? = @73 X Ty

Debido a que el cuerpo 2; inicamente realiza movimientos rotacionales con respecto a la base

(3.12)

movil 7;. Ademas, el vector de velocidad angular inercial @9; para el cuerpo 2; respecto a la base

inercial, se define como:

0 _ .0 0
W7; = Weg; + W7
En donde:

0 — =0
Wes; = Yesi Jsi
0 — 0
W76 = P76 Kg;

Sustituyendo la ecuacion (3.13) en la ecuacion (3.12), y desarrollando:

0 _ . :0 0 0 0
Viai = Xagi Iy + (Wgs; + @76) X Ty

—_ =0 / =0 H 0 0

= i 19 + (Wesi Jo + Prei KY) X 10y

.0 .- -0 0 i 0 0 '
i9; %301 + (Jo X Ty Wesi + (KO X Topir )76

En donde.

Rgi = R,(¥10i) Ry(ﬁzn')

Rgi =R,(Y10:) Ry(ﬁzu)Ry(l/)sst)
j2. = 1[0,1,0]"

= [0,1,0]"

~ ~
ou
[l

Realizando cambio de variables en la ecuacion (3.14), tenemos:
”gzi = igi X32i + Ky Yesi + K3; Prei
Donde:

— 30 0
k2i = J5 X oo

— 0 0
k3i = kéi X rGZi’

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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Ademas:

Yesi = Vo (Elixp + Eyyp + E3iZ, + Ey0), + Esipy, + E6i¢p)
8i

. 1 . . .
Pr6i = V. (E7ixp + Eg;yp + EgiZy + E10i6p + E1qi0p + E12i¢p)
16i
Realizando cambio de variable en las ultimas dos ecuaciones:

l)l:)GSi =ki q (3.16)
760 = kgi q

Donde:
- 1
ks =5 (Evi s Epi s Eziy Eai s Esi ) Eeil
8

1
kgi = V_ (E7i ,Egi » Eoi » Evoi » Ev1i  E124]
16i

Sustituyendo las ecs. (3.7), (3.16) y (3.17) en (3.15), con el fin de poner €sta tltima en términos de

las coordenadas generalizadas, se tiene:

Voo = U9 K1 g+ Ky ki q + ks K g

Vo, = (19 ki; + ko ki + k3 K5 q (3.18)
Renombrando la ec. (3.18):
Voo =My q (3.19)
Donde:
My = g iy + Koy Ky + ks ke (3.20)

3.2.3. Velocidad Angular del Centro de Gravedad del Cuerpo 2i
Desarrollando 1a ec. (3.13), se tiene:

w7 = wgst' + i .

0 = jo esi + kg P

) = jo ki q+ kg Kk q
w3 = (3 ki + kg ki) q
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Finalmente.

w3 = M q (3.21)
Donde:

M3; = jg; ki + kg; KE; (8-22)

3.2.4. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad del Plato Movil

Utilizando la representacion vectorial, se tiene:

Fig. 3.5 Centro de Gravedad de la Plataforma

Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad del plato movil, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.
0 _— .0 0
Tep =Tp T Tep: (3.23)

Sin embargo, si consideramos que la plataforma es una superficie de forma regular y uniforme, en
la cual coincide su centroide con su centro de masa, podemos prescindir del vector rgp, y llegar

directamente al centro de gravedad utilizando unicamente el vector rg, esto es:

=15 (3.24)
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Donde:

o= [, 9,2]"

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.24) se obtiene la velocidad del centro de gravedad:

0o _ ,,0
Vep = Vp
En donde.

T
0 — . . .
Vep = [xp »Vp 'Zp]
Haciendo un cambio de variable, tenemos:
0 — .
Vep =My q

Donde:

o

3.2.5. Velocidad Angular del Centro de Gravedad del Plato Movil

O O
O = O
[ =]
o OO
o O O
o O O

El vector de velocidad angular inercial wg del plato movil se define como:

— 0 0 0
Wy = Wp + Wy + 0 '
wg = ig Gp +]-(1]5 lsz + k(ljé ¢p

Donde:
.0 _ po0 :15 0 _
fis = is Jie s
kic = Rig ki Jis =
k16
16 =

Las matrices de rotacidon anteriormente definidas, son.:

RYs = RX(GD)
RY = Rx(ep) Ry(l:bp)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

[1,0,0]T
[0,1,0]"

= [0,0,1]
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Se define entonces:

6, = kiq (3.28)
¥y = k7q (3.29)
bp = k3q (3.30)

Donde:
kT =[0,0,0,1,0,0]
kT =10,0,0,0,1,0]
k% =1[0,0,0,0,0,1]
Sustituyendo las ecuaciones (3.28), (3.29) y (3.30) en (3.27):

w) = ig k{q +jIs kq + ks kiq
w) = (ig ki +jOs kT + ks k§) q

Finalmente:
%= Msq (3.31)
Se define Mg como sigue:

Mg = i kT +j9% kT + k9 kL (3-32)

3.2.6. Posicion y Velocidad de Centro de Gravedad de la Carga

Utilizando la representacion vectorial, se tiene.

Fig. 3.6 Centro de Gravedad de la Carga
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Con el fin de obtener la velocidad del centro de gravedad de la carga, y con base en la figura

anterior, se tiene la siguiente ecuacion de posicion definida en la base inercial.

ro. =15+ 710 (3.33)
Donde:
0 _ p0.,.pP
re =RpTe.

ch - [ch » Y6e ZGC]T

La matriz de rotacion anteriormente definida, es:
Rg = RX(GP) Ry(ll’p)RZ(‘Pp)

Derivando respecto al tiempo la ecuacion (3.33), se obtiene la velocidad del centro de gravedad de

la carga:
Vo = VS + Vo
0o _ .0 0 0
Ve =5 + wd x 1Y, (3.34)
Donde:
0 — 0 0
V. = W¢ X Tger

Debido a que la carga unicamente realiza movimientos rotacionales con respecto a la base movil
17;. Ademas, el vector de velocidad angular inercial w? para la carga respecto a la base inercial, se

define como:.
! = wy, + vy, + 0y, (3.35)
Tras sustituir la ec. (3.35) en la ec. (3.34), tenemos:
vl = V) + (W, + @y, + wh,) X1,

Vgc = Vg + (ep ig + lpp ](1]5 + d)p kg6) X r.gcr )
Vgc = Vg +( ig X rgcr)ep + (l(lJS X rgcr)lpp + (kg6 X rgct)d’p

Finalmente.

”gc = Vg + k9ép + k1o¢p + k11¢’p (3.35)
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Donde:

_ 20 0
ky =iy X 1.

_ 0 0
ki = ]105 X rcom
ki1 = kig X 16,

Sustituyendo ec. (3.25), (3.28), (3.29) y (3.30) en (3.35), obtenemos:

v?;c =M, q+kokiq+ kiok7q+ kllkgq
Vg, = (My + kokf + kiok] + k1 ki) q (3-36)

Finalmente, tras realizar un cambio de variable en la ec. 3.36, obtenemos:
. =M. q (3-37)
Donde:

Mg = M, + koki + kiok? + ki, k§ (3.38)

3.2.7. Velocidad Angular del Centro de Gravedad de la Carga

Debido a que la carga se encuentra fija al plato moévil, se observa que la velocidad angular de la

carga y del plato son ambas la misma, es decir:
W)= wp= Msq (3-39)
3.3. Funcion Lagrangiana

Aplicando la ec. (3.1) se consigue de manera general la siguiente expresion.

6 2
L= Z (Z(Kkl - Uki)) + Lp + LL‘
i=1 \k=1

i = Numero de la cadena
k = Numero de cuerpos en la cadena i

Expandiendo los términos del primer paréntesis.

6
L= Z((Ku —Up) + (K — Uy)) + (Kp - Up) + (K. —U.)

=1

6
L= Z(Lli +Loi) + Ly + L (3.40)

i=1
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Donde Lki = Kki - Uki

Ly = 2 (mli(vgli)Tvgli) + my; g" rgli

— 0 0 0T 0 0
Ly = > (M (Vg2 V2 + (@9)  g1; @) + my; g7 18y

1 T T

L, = E(mp(”gp) gy + (@03) Jop “’g) +m, g' gy
1

L =5 (m (g ) vg + (@) Jgc @) + m, g" 1,

2

Donde g = [0,0,-9.81]T

3.3.1. Desarrollo del Primer Término de la Ecuacion de Lagrange

.. d (oL
Desarrollando el término —( —
dt aq]'

Se tiene la siguiente ecuacion definida al principio del capitulo:

dfoLy oL _, (34)
dt\aq;) dq; *’

Desarrollando el primer término de la ecuacion (3.4) a partir de la ecuacion (3.40):

6
a—.L=Z<—aL.” +aL.2">+aﬁ+a—L.c 54D
0q; &\09q; 0q;) 9q; 9q;
Para j-1,2,3,4,5,6, donde:
6.11=5Cp QZ=3:/p q3=Z:p
q4=9p QS=¢p q6=¢p
Desarrollando —
aqj'

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el primer
término de la ec. (3.41):

Ly = 3 (my; W) ve) + my; g7 1oy,

1 SNT . T,.0
:E(mli(Mli QD My @)+ my; g' Ty
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1

= E(mun(MuTMu) q) + my; g7 oy
1

= EqT(mu‘ M1iTM1i) g+ my; g7 1oy

1, )
Ly = EqTNu‘ g+ myg" rgli (342)

Donde:

_ T
Ny=my My My

Aplicando la derivada parcial respecto a ¢; a la ec. (3.42):

aq;  9q;

1/04" Ny, aq)
6L1i_1<6qT

Iy
=5\ 7, Nuq+4'Ny —q> (343)

dL,; 0 <1

EqTNli g+ my; g" rgu’)

Por otra parte, tenemos la siguiente identidad.

aq" e o 704 (3.44)
<a—qjN1i>Q—A q=qA=q | Ny 34,

Aplicando dicha identidad a la ec. (3.43), obtenemos la siguiente expresion.

JdL 1/. q aq
6.1l:_<qT 11T_+ ’ 1i_->
1/, T q
_E q (N1L +N1L)a
1 aq
E— 2N, .
2<q ( ll) aq])
JL4; a4
S = Ny o (3:45)

Donde N, ; es uina matriz simétrica, es decir N,; = Ny;T, comprobando lo anterior

NliT = (my; MliTM1i)T = Mmy; (MliTMu')T = Mmy; MliTMli =Ny
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O0Ly;

Desarrollando —%
9q;

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el segundo término
delaec. (3.41):

Ly = E(mzi(VgZi)Tngi + (@9) 22 @9,) + my; g7 10y

1 S\T . NI . T .,.0
= E(mzi(Mzi @Mz q+ Mz ) Jgp M3 @) + My g 16
. . . . 346
= _(mziqT(Mzi ™) q + qT(M3iT]?;2i Msi) ‘I) + my g" r?;zi ( )
= Eqr(mzi M, "My + M3iT]22z M3i) g+ my g’ r?;zi

1, .
Ly = EqTNzi g+ my g" oy
Donde:

_ T T j0
Ny =my My "My + My, gy My
0 _ po g7 oT
Je2i = R7; J62i Ry,

Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.46):

6L2l_ d (1 TN 4 )
6(']] 66]1 q Zl.q leg rGZl

aq oNai . 9q
aq Zlq q a q q 2Laqj
oLy 1/9q I
—= = 47
66'1,' <6q1N21q+qN216q (3 )

Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.47), obtenemos:

L, 1(0q" aq
=—(=—N,;qg+¢"N,;—
66'1,' 2<aqj 21q+q 20 .

aLZi . T 6q
2 —gTN, —
oq; 1" 0q; (3:48)
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Donde N,; es una matriz simétrica, es decir N,; = N,;, comprobando lo anterior:

N, = (mzi M, "My + M3 "], Msi)T
= (my My "M3)" + (M3iT]?;2i M3i)T
= my(My; "M3)" + (M3I.T]ng Msi)T
Ny = my My "My + My;" Cai M3I. (5:49)

Finalmente, como el tensor de Inercia J2,;" es, a su vez, una matriz simétrica también, se cumple
que:
621 =J¢ G2i

Aplicando este resultado a la ecuacion anterior (3.49), concluimos que:

NziT =my My "My + MsiT]gzi M3 =Ny

oL

Desarrollando —,p
aq]'

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el tercer término
delaec. (3.41):

1 T T
Ly =5 (mp (v8,) 08, + (09)'18, w§) + m, g7 7,
1 . . . .
=5 (my (M, )™M, § + (M5 )'JG, Ms q) + my, g7 13,

1
= E(mp g (M, M) q+q"(Ms"J2, Ms) q) + m, g" 1,

1. .
= EqT(m,, M,"M, + M]3, Ms) g+ m, g"rl,
1, .
p = EqTN3 q+ my,g"re, (8:50)
Donde:
N; =m, M4 M, + M; ]Gp M
T
]GP - Rg ]Gp Rg
Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.50):
oL, 9 (1,
1 aqT +ON; 01’1)
=—|——N + R + TN
2(661] sq+4q" 3q, q+q 36q
oLy _ 6q - aq
— N
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Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.51), obtenemos:

oL, 1(3q" 94
i, =2l gy
= %(qT(NJ + N3):—;>
%%§=:QTNs§%% (3.52)

Donde N es una matriz simétrica, es decir N3 = N3 .

Desarrollando a—L.C
aq j

A partir de la definicion del Lagrangiano en la ec. 3.1, se procede a desarrollar el cuarto término

de laec. (3.41):

1
L. = 2 (mc(vgc)Tng + (wg)Tjgc ("2) + me gT rgc

1 N\T ; T 70 ; T ,.0
=5 m(Me @)'Mc q+ (M5 §)" Jec Ms @) + mc g" 75
1 . _ .
= (me 4"(Ms "Me) g + 4" (MsJ¢c Ms) @) + me g7 ¢

1, .
= EqT(mc My "™Mg +MJY Ms) g+ m. g™ 1.

1, :
Le=>q"Nyq+ meg"rd (8.55)
Donde:
Ny = me Mg Mg+ Ms"Jgc M
]gc = Rg gc Rg
Realizando la derivada parcial respecto a g; a la ec. (3.53):
aL, 9 1 .
66.16. = 6—¢<E‘ITN4 g+ m.g" Tgc)
j j
1/04" ON, aq)
=__.N.+.T_..+.TN_'
oL, _1(oq" . 0§
6—%—§<6—%N4Q+q N4a—qj (3.54)
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Aplicando la identidad (3.44) a la ec. (3.54), obtenemos:

JdL 1/0q" a4

7, 5(0%”4 T qN@TZ)
=g (m gy am)
= emy )
-3(remoz)

Donde N, es una matriz simétrica, es decir N, = N,

Al evaluar el término %, dependera de qué valor tome j, de tal manera que se tienen los

qj

siguientes resultados para los diferentes valores del iterador. De esta forma, para.

j=1
aq _ 0
041 0qy
dq
——=1[1,0,0,0,0,0]"
dq,
j=2
aq _
09,
aq
a. = [O! 1; 0! OI 0' O]T
aq;
j=3
aq _ d
dq3 043
dq
a. = [0! OI 1! O! 0! O]T
9qs
j=4
aq _ d
0q, 04,
Y
21 ~10,0,0,1,0,0]"
04,

p

D

[xp'yp'zp'gp'lpp"pp] zﬁ[xp'yzwzp'ep'wp"pp]

7 -
@[xp'yp'zp' Op, ¥, p] zﬁ[xp'yzwzp'gp'wp'd’p]

[xp'yP'Zp'gp'lpp"pp] :a_z-p[xp'yp'zp'gp'wp'd’p]

[xp'yp'zp’gp’l’bp' ¢p] - ﬁ[xp’yp'zp"gp'lpp'd)p]
14
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j=5
g o . . . .o 4. .. ..
Ern = Ern [%p) Y 2p) O Wy Bp] = W [%p) Y01 2s O, Wy D]
D
Py
1 _10,0,0,0,1,01"
9gs
j=6
g o . . . .o a. .. .4
EFR = ad, [%p) Y51 2, 6 Y, ] = a_xp [%p, Yp» 2, 6, Yo, B
9q
—=100,0,0,0,0,1]7
ZA :

. Yl . .
Por lo tanto, se hace notar que al derivar el término 6—7 respecto al tiempo, se tiene:
4aj

d (04
d(oa)_,

Finalmente, tomando la ecuacion (3.41) y derivando respecto al tiempo, se tiene:
d <6L ) d (< <E)L1i 6L2i> L, 9L, (3.56)
—\l5= == Z —t+ |t +—

El desarrollo de la derivada con respecto al tiempo de cada término se muestra a continuacion.

d (L
Desarrollando — [ =X
dt aq]'

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.45) y agrupando, se tiene:

d (0L,\ d (94"
S \53 1= 5 _~N1iq

dog’ . 0q"dNy . 94" dq

Sarag, 95 o 1o N
d (0Ly\ oq" . 4q" .
() =N, g+ =Ny,

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.57):

(3.58)

d <6L1i

pr 6qj>=]]))1ijq+w1ijq
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Donde:

(3.59)

Ademas:.
Ny =my; (MliTMli + MliTMli)
M}i =1, ki + i ki
1L, =0
ki = Vi Vai ) Vai s Vi, Vsi s Vi Vil
dll.

T T
ki = —ki;

dt

d (0Ly;

Desarrollando — | —=
dt 6qj

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.48) y agrupando, se tiene:

d (0L,\ d (0"
(52 ) = (55 Nar
doq" . 0q"dNy . 94"~ dq
“acag 59 5, ar 95, Ve 4
d<6L2i> g oqT .

dt 66'1; 66'1,' 21q+ aqj 2i 4 (3.60)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.60):

(3.61)

d <E)L2i

T aqj> =Dy 4+ V35 q

Donde:

(3.62)
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Ademas:
My = i) ki; + ky; ki + ks, K
M = jg; ki + kgTi ki,
ggi = R%i ]ézz RY;
ks = Rgi Joi .
ky = ](5)1 XYoot
0
k31 = kgl X rGZi’
1
ki = V—[Eu' yEai  E3i Eai, Es; ) Egi)
8i
kg; = Vi, [E7i, Egi s Eoi s Evoi » Exai s Exail
) o s
0]5i = R(S)i ]57i
Tep = Ry 1oy
Rgi = R,(¥10i) Ry(ﬁzn')
RY; = R,(y101) Ry(B21)R, (Ygs:)
Rgi = R,;(Y10:) Ry(ﬁZli)Ry(lpési) R,(¢76:)
Derivando:

R T R .T . R
Ny =my, (Mzi M;; +M2iTM2i) + (M3i Joai Msi + Ms" JGo; Ma; + M J o M3i)

My = i3 ki + ki Ky + ki Ky + ke K + ks K
My = j2, Ky +j ki + kg, kg, + kg, kE;

. . T
]gzi =R} Jiu Ry +R)

. T
7 0
i JG2i Ry;

_ 0 0 ) -0
Ky = J5, X Tgppr +jsi X Tippr
I,  — [0 0 0 -0
k3i = kéi X rGZi, + k6i X rGZi,
kT = —KT.
41 dt 41

. d
kgi = Ekgz

A su vez.
fg.zi’ = I:egi Téorr
I"gi = Rg; jgi
R = R3;R, (Yes:) .
= RYB,(Yes:) Yesi

Rgi = RgiRy(lpGSi) R,(¢76:) + RgiRy(¢65i) RZ(¢76L‘)

= RYB,(Yesi) R, (d761) Wesi + RYUR, (Yesi) B (hr61) Prei

5 .7 6 v 40 ;
Donde jz,, T,/ Jg, Y Js, son iguales al vector cero, ya que dependen de valores constantes que no
cambian respecto al tiempo. Por otra parte, R, = 03,3, ya que sus elementos también son

constantes a través del tiempo.
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d (9L
Desarrollando — [ —2
dt aqj

Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.52) y agrupando, se tiene:

d (0L, d [0q"
“\53= )= 55 _N3q

d ag” gt dN, gt dq
dtag; 17 8g, dt dq, *dt
d (0L, aq" . a4 .
E((?—c.lj)—a—(.{jNﬂl‘i'a—qstq (8:63)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.63):

%(%) =Dz 4+ Vs q (3.64)
Donde:
Ds; = Z—(;JT_ 3
Vs = Z—‘Z V, (3.65)
Ademas:.

1 0 0 0 0O

M, = [O 1 0 0O 0]
0 0 1 0 O

Ms = ig kg + jis k + ke k

15 = Ry RY

kI =10,0,0,1,0,0]

k% =10,0,0,0,1,0]

k% =10,0,0,0,0,1]

iy=1[1,0,01"

Jis = Ris ]igz

ks = RYs kig

jigi = [0,1,0]"

kigi = [0,0,1]7

RYs = Rx(gp)

Rl = RX(Gp) Ry(l:bp)
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R = R.(6,) R,(¥,)R,($p)

Derivando:

Ny =m, (M, M, +M,M,)+ (Ms"J3 My + MSTJS Mg + MS"JS M)
= M"J3 Mg + MSTJS M + M M
M,=0
M = j?s Ky + k9 K
.jgs = R%s ji3;
k(1]6 = R(1]6 kig
Rgsi = Bx(gp) 91}
Rgai = Rx(ep) Ry(lrbp) + RX(GP) Ry(lpp) )
= BX(ep) Ry(l:bp)gp + RX(GD) By(lrbp)lpp ]
8 = R,(6,) R (0 R.(8,) + Ra(0,) By ()R, (8,) + Ra(6,) Ry (U)R,)
= B(6,) Ry ()R:(6,)0p + Rx(6,) By ()R (b )1 + Rx(6,) Ry, (¥) B2 () by

J5 =Ry I RS + RO J3 RY
d (oL
Desarrollando — (—C)
dt 6(,]}'
Derivando respecto al tiempo a la ec. (3.55) y agrupando, se tiene:

d (L d (94"
(5:5) =2 (5-Nad

doq’ . 0q"dN, . 9q"  dg

=——N - _° _

T TR A PR T B PR
d (3L oq" . 0" . |
it el B 3 AN .
dt<aq,> ag, "+t 54, Ned (5.66)

Finalmente, realizando cambios de variable a la ec. (3.66):

%(?TZ) =Dy g +Vaq (3.67)
Donde:
Dy; = g_f(;:N4
' (3.68)
Vaj = g_((;:N4
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Ademas:
Mé = M4_ + kgkg + klok:l; + kllk’g
0 _ pogp poT
Joc =RpJs. Ry
— ;0 0
kg =iy X1,
— ;0 0
kio = jis X1
_ 1,0 0
k11 = k16 X ch’
0 _ p0,p
Teo = RpTg,
P _ T
Tee = [XGe » Yae » Zgel
Derivando:

Ny =me (Me ™Mo+ M Mg) + (M ]9 Ms + M, Ms + MsTJ5, M)
Mg = M, + kok? + kyokb + ky K5

ko =i x 70

ko =]'(1)5 X rgc’ +Jj1s X i'gc’

ki = kO X 10 s + k3 X 70

1;-26, = Rg rz(;c

J%e = RS Joe RS + RS Joc RS

3.3.2. Desarrollo del Segundo Término de la Ecuacion de Lagrange

Tomando la ec. (3.40) y aplicando la derivada parcial con respecto a la variable de coordenadas

generalizadas:

aq; " 9q;

AL < <6L1i 6L2i> L, OL, (3.69)
——Z —+ +

i=1

o Ly
Desarrollando el término #
J

L4; se define como:
1. : T ,.0
L1i=5q Nygq+ my g 1oy

Donde:

_ T
Ny =my My My,
_ 30 1,T
M,; =iy ky;

.0 _ po :2
i; = Ry; i3
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Rgi =R, (¥10i) Ry(ﬁzu')
i3 =1[1,0,0]"

1
ki = v [Vai s Vai s Vai » Vsi s Vi, Vil
10

Derivando respecto a g;:

oLy _1(aq" . gONy . .. 04 gy
=5|=—Nuq+q ——q+q Ny +my; g"

aq; 2\ g, 1uqTq aq; q+4q llaqj 1 9 3q;

aLy; 1 10Ny, | ardy;

a_ll:z Ta_llq+ h,gT%

qj q q;j

Renombrando:
oLy . 3.70
le= Viij q + Cyy5 (8.70)
Donde:
o lq'r alvli
1ij 2 aqj
(3.71)
T a‘r‘gll.
Cyj=my; g 6q,~
A su vez:
dNy; IM,;" r OMy;
aqj mlL aqj 1i + mll 1i aqj
oM,; ., Okj;
—_— =
aq] 21 aqj
1
ki, = A Vai s Vsi s Vai » Vs Vi, Vil
11

A continuacion, se procedera a derivar los vectores k; (los cuales han sido resultado de la
simplificacion de algunas expresiones) respecto a q;. A lo largo del procedimiento se presentaran
dos tipos de vectores k;, aquellos que contienen fres y los que contienen seis elementos, siendo
ambos funciones de los angulos x3,;, Pes;. P76; - Con €l fin de obtener las derivadas parciales de
ambos vectores, se hara uso de la regla de la cadena. A continuacion, se procedera a derivar los

vectores de tres elementos:
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Ok _ Okw 0%3pi Ok 0esi  Okm s
0q; 0x3y 0q;  0Yes; 0q; 0¢76i 0q;

Agrupando de forma matricial, tenemos:
Ok 00,
aq] _]n,3x3 aq]

%: 0x33; O0Pgs; a¢76iT

. . . s OX35; OPesi OPrei
Donde J,, 5,3 €3 una matriz de 3x3 y se obtiene factorizando los términos %, %, %.
' aj " 0qj " 04,

Para obtener las derivadas de los vectores de seis componentes, se hara uso de la regla de la

cadena, tal como sigue:

Okm _ Okm 0x35; = Okm 0Yesi  Okm 0¢7ei +0k'm
6qj 0x35; 661;' 0Ygs; 061;' 076 061;' 061;'

ok,, 96, ok,
_m o _ —_ty_m

ok,

— es un vector de 6x1 yesla

. 20;
Donde [, 6.3 €5 una matriz de 6x3, P - es un vector de 3x1y 5
' aj aj

derivada parcial del vector k;, respectoa x, ,yy ,zp, 6y, ¥ ¢p, seglin corresponda para j (no

confundir con ?‘Tm que es la derivada parcial completa del vector k,,, respecto a q;):
j

[0ky Ok akm]

] =
" 0x33; 05 O0rg

@_[axszi 0Yes; 6¢76i]T

A partir de estos resultados, como kT. es un vector de 6 componentes, tenemos que:
1i

oKl _ 08, ok
oky;

= 00

]11 ax32i ]

(3.72)

(3.73)
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Oky _ 0 (i[vz. Vai Vi, Vsi , Ve V']T)
Oxzp;  Oxay Vg 7 T e
Ok, - 9 <i [(Vai s Vai s Vai » Vsi, Vei 'V7i]T)
dq; 0q; \Vy;

0
Para obtener % se parte de la ec. 3.5.

qj
0 _ .0 0
TGy = T3 T Tgqy0
0 0 0
0rgy; 0Ty, n 0Ty

Sabemos que:
0o _ )
T32i = X32i Uy
0 _ po0 .2
Teu' = R3i Teui!
0 _
Ry = R, (Y10i) Ry(ﬁzu')

Luego entonces:

0Ty _ 0 (x32: i9)
0rgy; _ .o_axszi o sz 0%3y

=1 = .05
061,- 21 061,- 20 %21 6qj

Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

ord,; 00, (3.74)

66]1 - Zia_qj

Donde:

Ja =[RS i3 o o

El caleulo del término 2% se muestra en el apendice D (Desarrollo de la ecuacion de 1azo).
qj
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, . dL
Desarrollando el término a—z’

4;

L,; se define como:

Donde:

Derivando respecto a q;:

oL, 1
aq; _§<
dLy; 1,
aq; T2

Renombrando:

Donde:

1, ,
Ly = EqTNzi g+ my g" oy

Ny = my My "My, + M3iT]?;2i Ms;
= iy ki, + ky; ki + ks, K
Jsi kb + kg, K

J%i = R%: J % RS,

1
kL V. [VZE 4 V31 ’ V4L , VSL , V6L , V7L]
11

k, = .’51. X rczl
— 0
k3i - k6l. X r(;zl

1
kL = V. [Ell yE2i E3i  Eay  Esy Eél]
8i

1
kgi = % ——Eyi ,Egi , Eoi » Evoi » Ev1i » E124]
161

S
I.I ~I

aqT 7 ONy; aq
N Nyq+4q" N q+qTNzLa >+m2igT
(’)N (’)r
. T G2i
aq, q +my g aq,
0L,;
a_qJ = VZU q + (CZU

, _qu(')Nzi
221 g,
j
or?
Caij my g" 6(;?
j

(3.75)

(3.76)
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A su vez:
Ny _ a
30, ~ aq, e M M) + 5 (Msl Sz M)
j
ON; oM, T aM2 ) aJ° oM,
le =my; (a—q;Mzi + M,; T aqjl + aq; ]GZI. M3 + M, aGZL M;; + MsiT]gzi aqjl
oM., T ]
Ga = aq; ot Kl + oy Ky ke k)
j j
oM, T (9 okT, ok, akg oks; akg
— kT_ 0 i L kT k A i T k i
0q,~ aqj ll+lZI. 0q,~ + 0q,~ 4l+ 2i a + aqj 3i a

Por ofra parte, observamos que iJ; no depende de alguna de las coordenadas generalizadas, ya

que:
igi = Rgi i%i
Rgi = R,(¥10:) Ry(ﬁzu')
i, =[1,0,0]

por lo tanto.

T T T
oMy, _ (_0 LT 6k4l LW 6k5L>

l .
2q; % 0q; aq] dq;  0q; )

0Kkoj
Para obtener el término —= 5 € sabe que:
4;

ok, 9 or?
2i _ 9si Xrgz" + jo x G2i'
Ademas, observamos que las siguientes variables no dependen de alguna de las coordenadas

generalizadas.

Jjo = RY j3
Rgi = R,(Y10:) Ry(ﬁzu‘)

j3i=10,1,0]"
Por lo tanto:
akzi _ ]_0' < 01’621
66[] 5t aq]
Ademas:
0 — 7
Teoi! = R3; Tgai!

Rgi =R, (V10:) Ry(ﬁzu)Ry(ll’ssL‘) R, ($76:)
rzzi! = [xGZl' N 0 N O]T
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Luego entonces:

akZL _ jo‘ 6Rgl rZ;ZLI
aq] 5t 6q]
dk,;

= 70 x = [Ryrot) Ry (o )R, (biesi) Ru(dhre) 7]
Jsi 6qj z\V10i y ﬁ21l y ¢651 7 ¢761 rGZi’

Desarrollando y simplificando, tenemos:

Oky; . IR, (Pssi)
= = j2 X [R,(y101) Ry(ﬁzu)y—w R,(¢76:) rzzi’
aq; 0q;
IR, (P76i)
+ R, (100 Ry (B, (s) —5 = 7401

j
akzi _ .0 aRy(l)DGSi) a1»0651' 7
3q = Jsi X [R;(Y101) Ry(ﬁzu')m aq; R, (¢76i) T(yyr

aRZ (¢76i) a¢76i 7

+Rz(V10i) Ry(ﬁZIi)Ry(d%Si)W aq; eri’]
i J

ok, 065
2 = j% X [R,(100) Ry (B210) By (Pesi) Ry (rei) Tyt ———
aq; aq;
7 a¢76i
+ R, (Y101) Ry(ﬁ21i)Ry(¢65i)Bz(¢76i) Teoi! aq; ]
j
0k,; . 0Ygsi
2 = []gi X (Rz(}’wi) Ry(ﬁZli)By(lpési) R, (¢761) r;zi,)] =
aq; aq;
.0 7 ad)76i
+ []5i X (Rz(hoi) Ry(ﬁZli)Ry(¢65i)Bz(¢76i) rGZi’)] 3q;
j
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
ok, 20, (3.77)

66[] - 3i0_qj

Donde:
Joi = [0 jgi X R;(Y10:) Ry(ﬁzu)By(ll’ssL‘) R, (¢76) rzzi’ jgi X R;(V10:) Ry(ﬁzli)Ry(¢65i)Bz(¢76i) Tzzi’]

) .
Para obtener el término a—"", se tiene:

qj
doky; Ok, arl_., 3.78
5 = = > = X g+ kY x—an" (578)
q; q; q;

Donde:

kgi = Rgi jgi
RY; = R,(y10:) Ry(B21:) Ry (Yes:)
jei=10,1,0]"
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i dkg;
Obteniendo —5¢,

Okg; _ ORg; ji

d )
= O_qj [Rz(V10i) Ry(ﬁ21z)Ry(¢65i)]6i]

0q; dq;
akgl aRy(lpGSl') .6
dq, = R;(Y10:) Ry(ﬁzu‘)T i
akgi OR (lpési) 61,0651'
=R,(V101) Ry (Byy;) ———2 6
0q; z(Y101) Ry (B21i EIT 34, js;
a_kgi -6 al»1}651'
34, = [R,(y101) Ry(ﬁzu)By(l,bGSi)]Gi] %4,
Sustituyendo este resultado en 3.78.
6k3 E)kgl 0 0 argh_’
a_q,. B aq; XTo + ke Xa—qj
0k; .
=2 = [Ry(ri00) Ry (Bs) By (s i) =2 X 10,0 + K
0q; 34,
Iesi
X |R,(Y10:) Ry(B21:)By (Yssi) R, (d76:) rZ?Zi’ aq6.51
j
7 a(p76i
+ R, (v10) Ry(B21:)Ry (Wesi) B ($76i) 70 daq;
j
Oks; . s,
> = [R,(V101) Ry (B21) By (Wes)jg; X ngl.,] 276t
aq; 30,
6 7 0Psi
+ [k6i X (Rz(hoi) Ry (B21:)By(Wesi) Rz (d76:) rczi’)] 0q;
j
s
+ [k X R, (Y10:) Ry (Ba1i) Ry (Wes:) B2 (Pr61) T4 6617.&
j
Oks; ) . 0
g, [R,(V100) Ry(B21:)By(Wesi)j& X Topyr + kg
J
0Pgs;
X (R, (y100) Ry (B21:)By (Wesi) R, ($761) )] 6616%;1
j
0P
+ [kgl X RZ(YlOi) Ry(ﬁ21i)Ry(¢65i)Bz(¢76i) rZZi’] 6('1761
j
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:

3q, =]4za—qj

Donde:

0 T
Jai = R, (y100) Ry (B21) By (Yes)JGi % rgzi’ + kg; X (Rz(hoi) Ry, (B21) By (Yesi) R, (d76:) rZ;Zi’)]
K2, X R,(V101) Ry (Bo1)) Ry (W5:) By (i) Tyt
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aL
Desarrollando —2
6q]'

Lp se define como:

L, =

Simplificando:

Donde:

Derivando con respecto a q;:

Renombrando:

1
(mp (”gp)TVgp + (“’g)T]Gp “’g) +my, g'rg,

2

0
k16
16
k16i
0
er

0
p

Ry = RX(GD) Ry(lpp)RZ(d’p)

=m, M,"M, + M5 ], M5

1, )
SA'N:q+ mpg" ey

01 0 0 0 O

[100000]

0 01 0 0 O

ig kg + Jis k7 + ki kg

=R} JG, RY'

=10,0,0,1,0,0]
=10,0,0,0,1,0]
= 10,0,0,0,0,1]

— RO 16
- R16 k16

0

[0

0
p

,0,1]"

[xp ' Yp 'Zp]T

RY = RX(Gp) Ry(ll’p)

Ly

aq;

J

= V3jq + C3j

(3.80)
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Donde:
1 0N
- T
WS] Zq 6q]
(3.81)
or?
. T Gp
(C3] mp g aqj
A su vez:
ON, )
—=——(m, M,"M,) + —(Ms"Jo, M
34, qj(mp 4 4)+6q,~( s'J&p Ms)
N, om," oM, aM5 i) oM,
M, +M,” Mg+ MT M+ M
Oq] mD(@qj 4T M, aq, + ]Gp 5t Ms 3q, 5+ 5]Gp aq,
Desarrollando cada derivada parcial.
oM,
Y, 0 r r aRY"
— ]17 RO — ]p RO +R0 14
Oq] 66]1( L4 ) Gp aq

. ORY
Obteniendo —2 .
aq j

OR) 0R.(0,) y(¢p) (¢P)
o PR R, (¥p)R.(¢p) + Ri(6,) ———"R,(¢,) + R.(6,) Ry(¢p)

Donde:
OR0) )30 g0
dq; 20, aq; 7
aRy(ll’p) _ aRy(‘!’p) 01/),, (1!} )61'[}”
dq; 0, dq; G
aRZ(¢p) — JR (¢P) 0¢P (¢ )6¢p
aq; opp 0q; ’
Ademas:
OMs _ ,0KL Ojfs .\ o OKE KD ., 0
6q}, = loﬁ 6q} k ] 6q} aq] k k16 aq
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Puesto que k%, k¥ y k% son vectores constantes, se tiene que:

okl 9

—=-—-100,0,0,1,0,0] =0
ok; _ 0 [0,0,0,0,1,0] = 0
aq]_a . »y Yy Y Y, 4L -
oky _ 0 [0,0,0,0,0,1] = 0
aq]_a . » Yy Yy Yy Yy -

: 9j%5
Obteniendo =12

6.’.25 - aRgS ].15 Rg jig
aq] aq] 15 15 a
ORYs 0R.(6,) OR (9,,) a0,

aqj T aq; 06, o0q; B.(6 ”)
0jis
6q]
0
Obteniendo ST
0qj
ok?, aR‘f6 a:qg
k16 RO
aq] aq] 16 16 a
R _ OR.(6,) y(wp)
6qj - aq, }’(lpp) + RX(GD)
_0R(6,) ae,, aR (w,,)a¢,,
= R +R,(6O
ag j y(l'bp) ( p) aqj
ORY
50, B (Gp)Ry(¢p) +R «(65) By(¢p)
okié B
Por otra parte:
org, ory 0 T
=3 =7 |% ) ) Z
aqj aqj aqj[ 14 }’p p]
Desarrollando 9L
6qj
L. se define como:
1 3.82
Le =5 (me@8 0% + (@0 Jge 02 + me g7 19 (552
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Simplificando.

Donde:

1 . .
L= E(qTNAI ‘I) + m gT rgc

N, =m, Mg Mg+ Ms"Jg Ms
M6 = M4_ + kgkg + klOk; + kllkg

Ji =R Jo R
kg =i x1d,
kio = jis X 1e,
ki, = kis x1e,

Derivando con respecto a g;:

oL, 10 . oL,
R . N h v T ,.0
%4, zaq,.(q L)+ 74, (my, g" 1¢.)
L, 10N, . ord,
=30 54 4t ™g
dq; 2 q; q;
Finalmente:
L. (3.83)
aqj 4]q+ 4j
Donde:
1 0N,
vV, =-gl —
Y27 ag, i (3.84)
(C4. =m gT arGC
J 14 aqj
A su vez:
oN 0 0
a—;=6—q(mcM6TM6)+a—q(M5T]chs)
J J J
oN, om," 7 OM, om;" | 7 0J% ro OMs
— = — ——2 )+ (=00 Mg+ M7 Mg+ M =
0qj mC(qu Mg+ Mg 0qj + aqj Joc Ms + Mg 6qj 5 s Jec aqj
Desarrollando cada derivada parcial.
oM d
6q6 = a(Mz} + k9kg + klOk?; + k11kg)
J J
oMs  OM, c’)kng kakg ok . okY 0ky, Tk okZ
a__a_T6+9T+a.7 1°Ta.s+“T
q; q; q; q; qj q; qj qj
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oM, _

. ok
Obteniendo —2 .
[é] q j

Obteniendo %

4j

Obteniendo aa L

4j

Por otra parte.

Ademas:

Finalmente.

ok, ko pr ok, KL+ 0k, K
aq; 0q; dq;
dk, 2 ., 0
aq; 6_qj(lo X Tg.r)
ok, 0id ord ,
2= Oxrd + i x <
(]15 X r )
061,' aq;
0
ok, _ aj° 9 T org .
dq;  9q; ¢ dq;
6k11
— (K9, x r
aq] ( 16
dk,, 0k16 e argc,
aqj aq] Gc: q]'
aro r 0
Gc 0 ,.P
——=— (R, Tr
aqj aqj 14 Gc)
ory B <6R§)J . o (’)r’éc>
re. + Ry
aq; aq; d
ord, 0

= a_qj(rg +750r)

0 0 0
rge 0ry O0rg.

9JGe

e _

= 50, (RO 2. RY)

aq;
aR° r dRY"
]GCRO + R} Jg. 34,
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3.4. Fuerzas Generalizadas

La formulacion de la ecuacion de Lagrange considera el uso de fuerzas generalizadas
contemplando las fuerzas aplicadas externamente, fuerzas y torques de actuadores, de modo que
es necesario desarrollar estas expresiones para que sean compatibles con el Lagrangiano, y
ademas sean consistentes con las restricciones mecanicas. Las fuerzas generalizadas se obtienen a

partir de la expresion de trabajo virtual.

Primero, consideremos el caso el caso en el cual los actuadores ejercen una fuerza o
torque en las juntas y fuerzas y momentos externos son aplicados al efector final. Definamos
F=[fi f» f5 fa fs [e]" comoun vector que representa el torque generado en las juntas y
F,=[fe. n.]T. el vector de seis coordenadas de las fuerzas y momentos resultantes en el efector

final. Por lo tanto, el trabajo virtual producido por estas fuerzas y momentos es:

6
SW = Z FT6R, + MT6Q,

i=1

Aplicado al robot, donde i, j representan el nimero de cadena y cuerpo respectivamente:.

I
N

(3.85)

(3.86)

2
sw Z( 3;’61'1' + mg}SQij) + fgxtSText + ngxt6Qext
i=1j=1
6
= f?TST? + fextOText + N0y 5Qexe
i=1
Obteniendo los términos f9.
£l = R(fi 85)
RY; = R;5(Y10:)Rz2(B21)
Las velocidades lineales se relacionan con los desplazamientos virtuales, esto es:
) dv )
r=—06x
&%
Se plantean los desplazamientos virtuales que estan relacionados con las fuerzas externas:
6v3,;
619 = —22 5x3y;
8%35i (3.87)
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Donde:

0 _ o 30
V3ai = X32i Uy

0 _ p0 :2i
i5; = Ry;i5;

Sustituyendo la ec. 3.88 en 3.87.

0 :2i .
_ ORy;i5; A3y

or? _ X0
i 59‘321’ 321
= Rgi l%: 8x32;
De la ec. 3.85 tenemos:
6
D RO = FTors + f3TOrY + £316rY + £3150 + £ 50 + £ 51
=1

Sustituyendo los términos de las ec. 3.86 y 3.89 en la ec. 3.90 se tiene:

6 6
2i\T 20
D UFrerd = > (RS £ 3)" (RS, 83 6x,01)
1 i=1

i=

6
= Zfi (@57 R (RY; i31) 632
i=1
6
= Zﬁ i%::T l%: 63z
i=1

6
= Z fi 6x32;
i=1

6
Z f?T&”? = f1 6x321 + f2 6X3p5 + f30X303 + fu0x354 + f56X325 + fo 6x326

i=1

Escribiendo matricialmente la ec. 3.91.

6
> firerd = fToR
i=1

Donde:

sz[f1 fofs fa fs fe]

SR =[0r3y; Orspy  Orsps  Orsps  OTzps O7apel”

(3.88)

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)
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Ahora, con el fin de poner la ec. 3.92 en funcion de §q. se tiene la ec. D.3.

]RR:]qq

Dividiendo ambos lados de 1a ecuacion anterior por 6t y despejando SR, tenemos:

6R =])_?1]q &q

Finalmente, sustituyendo la ec 3.93 en 3.92.

6

D rTert = 115, oa

im1
Para obtener el término §r9,,, se tiene.
0
rl. = rp + R,

‘rp = [xp yp Zp]T

1"2 = [xe Ye Ze]T

Obteniendo ahora el cambio virtual en el vector rgxt,

8ro = 61 + SRy 15
5R0 SRS

=5rg+(gg”59 51/) 51/) 5¢”5¢>>

SR SRS SRS
— __b.Dp p_p P _Dp
_Srp+60r59 +5! rt &Y +5¢pred¢p

Escribiendo matricialmente la ecuacidén anterior:
8roxe = J26 09
Donde:
Jo6 = Uzxz J26n J262 J263]

= [6r5 66, &Y, 50,1

(3.93)

(3.94)

(3.95)
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Para obtener el término §QY, ;-

Sw? Sw) 3.96
P2 5t + —L 5p (5.96)
5P 5¢

Sw)
82 = 5780 +

Donde:

— 0 0 0
W) = Wy + Wy, + Wy

) = 6,

wy, = PR3 ji3

w0} = BRIk

R}s = RX(GD)

Ris = Rx(gp) Ry(ll’p)

Sustituyendo los términos anteriores en la ec. 3.96.
5 .. . ) . 5 . . ) .
8Q0 = 55 (6,18 + Y, RYs ji2 + b, RK1E) 56 + 5 (6,0 + P, RYs j12 + PRI k1S )Y
6 3 ;0 / 0 ;15 H 0 16
+ % (Gplo + YpRis jiz + ¢pR16k16)5¢
= 386 + RYs j12 6 + Rigkig 6¢b
Escribiendo matricialmente la ecuacion anterior:
6Qexe =J27 8q (3.97)
Donde:

]27=[0 00 ]27,1 ]27,2 ]27,3]
sq=1[6r% &y 80 &¢]
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— 30
Jo71 =15

_ po0 15
J272 = Ris ji3

— RO 116
]27,3 - R16k16

Por ultimo, sustituyendo las ecuaciones 3.94, 3.95y 3.97 en 3.85.

6
oW = Z f?T5r? + fgxtfsrext + ngxt5Qext
i=1

= fTJ2" 14 8q + fixe J26 6q + niy J27 5q (3.98)
= (fT]F]q + fixe J 26 +n£xt]27) &q
=Q" §q

Las fuerzas generalizadas obtenidas son.
Q" = fT];?llq + foxeJ26 + Moy J 27
3.5. Sustitucion de los términos en la Ecuacion de Lagrange

Por ultimo, se tiene la ec 3.4.

d <0L> oL (3.4)

a\og;) "aq, =

Donde:

6
i<6—.L> _4 Z <6L.” + —6L,2i> 4o | OLe
6
= Z(Dlijq + Viiiq + Dy + Vyi5q) + Dyj + Vg + Dy + Va4
i=1

6

i=1

6
Z(Dw +Dy;;) + D3 + Dy
i=1

oL _i O s py s O Ok
aqj aqj 1i 20 aqj aqj

i=1
6

= Z(Vujq + Coj + Vg + Cyi) + Vg + C3; + Vg + Cy

i=1
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6
Z(Vﬂf + Vi) + Vs + Vi

i=1

6
Z((clij + Cyyj) + C3; + Cy

i=1

q+

Qr =fT])_el]q + ot J26 + Mot 27

Q= (]Ellq)Tf +]§6 fext +]£7 Nyt

Sustituyendo en la ec. 3.4

6
Z(Wm +Vyy) + Vg + V,y,
i=
6

q+ q-

6
Z(Dm +Dy5) + Dy; + Dy

i=1
6

1

1

2.

i=1

L

q+

r 6
Z(]D)lij +Dy;;) + D3 + Dy,
e 6

q+

(Vagj + Vaiy) + Vg + V= ) (Vi + V) = V3 =V,
Li=1 i=1

r 6

Z(_(Clij — Cy) — C35 — ((34;'] =0Q;

iy

Finalmente.

Djq+V;q+C; = Q; (3.99)

Donde:

6
Z(Dm + Dy;j) + D3j + Dy,

=1
6

l

6
(Vi + Vo) + Vg + V,; — Z(w’lij + V) — Vi =V,

V; =
Li=1 =1

Li=1

6
G = Z(_(Clij — Cyyj) — C3; — (C4j]

Escribiendo la ec. 3.99 seis veces, una para cada j-1,2,3,4,5,6, obtenemos seis ecuaciones escalares,

las cuales se pueden ordenar de la siguiente formas:
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D'g+Vqg+C

Q

D1 V1] [C1]
F M
[ 3lg+1.31qg+]|23]=
RAERELA KRN
sl I I s
D¢ Ve Cq

. 7 . 12 — T
D,q+wq+ (C = (]Rl-’q) f+]§6fext+]§7ne”

DG +V'q+C + (s o =T mee) = (5'1,)'f

Ui 1) DG+ Ui 1) Va+ Uit 1) TC 4 Uit 1) (<I8 foxe — Jor Mex) = f

Finalmente.

Donde:

Dg+Vg+C+E=f

D = (3! ]q)_TID)’
v=(3,) Vv
C= (]}gqu)_T(C’

]E = (];1](1)_7‘(_];6 fext _157 Mext

(3.100)
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Capitulo 4
Resultados

A continuacion, se muestran los resultados del analisis cinematico y dinamico del robot paralelo

para la trayectoria descrita en el Apéndice A.

4.1 Graficas de Posicion

Los parametros del robot relacionados con la geometria estan basados son similares a la estructura
en la que se baso éste trabajo, y se presentan de la siguiente manera debido a que se repiten para

cada una de las cadenas cinematicas:

Y101 = 0° Y101 = 0° Y101 = 120°
B211 = 30° B211 = 30° B211 = 30°
byz31 = 0127 m by31 = 0127 m byz1 = 0.127m
Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m
a871 = 0.800 m a871 = 0.800 m a871 = 0.800 m
V12111 = 330° V12111 = 30° Y12111 = 330°

aq3121 = 350°

ay3121 = 350°

ay3121 = 350°

Y1a131 = 210° Y14131 = 150° Y1a131 = 90°
Y101 = 120° Y101 = 240° Y101 = 240°
Bo11 = 30° B211 = 30° Bo11 = 30°
byz1 =0.127m byz1 =0.127m byz1 = 0.127m
cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m Cs41 = 0.085m
ag71 = 0.800m ag71 = 0.800m ag71 = 0.800m

Y1z111 = 30° Y1z111 = 330° Y12111 = 30°

ay3121 = 350° d13121 = 350° a13121 = 350°

Y1a131 = 30° Y1a131 = 330° Y1a131 = 270°
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- —— xa1
— \‘-‘_
= / — X322
§ B0 X323
= - i
\ e —— x4
0.48} = =
= N ‘,/__:--f/ X325
o "
5 10 15 20 =
t[s]
Fig. 4.1 Gréafica para x3y;
— |
\
0.90
— 651
_g . — s
‘~—§ Y53
>0.80 __‘7—:__’ e | o
7_‘\\\ Wess
0.75 [ - ——Ygss
5 10 15 20 25
t[s]
Fig. 4.2 Gréafica para Pgs;
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4.2 Graficas de Velocidad
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4.3 Graficas de Aceleracion
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4.4. Solucion del metodo Euler-Lagrange

La solucion del método de Euler-Lagrange, se obtuvo con ayuda del software Mathematica, y
consistid en programar la ecuacion 3.100 con cada uno de los términos que la componen. Los
datos de masas, inercias y fuerzas externas son obtenidos a partir del CAD y del material que
constituira al sistema. En la figura 4.19 se muestra la grafica de torques obtenida para el analisis
dinamico, correspondiente a la trayectoria trazada en el apéndice A: Los parametros de masa e

inercia para cadena se muestran a continuacion.

my; = 1.760 Kg
m,; = 2.368 Kg .
' 101011 0.0000 0.0000 Parai=1234,56
JZ,. = 0.0000 0.0005 0.0000
0.0000 0.0000 0.1011

Kg *m?

Por otra parte, los datos de masa e inercia de la plataforma y la carga son.

my, = 35.035 Kg m,=30Kg
0.8669 0.0000 0.0000 0.8669 0.0000 0.0000
]§2=[o.0000 1.7246 0.0000|Kg x m? Jé2 =10.0000 1.7246 0.0000|Kg *m?
0.0000 0.0000 0.8668 0.0000 0.0000 0.8668

1000 _ | ——
\‘/ il
_ 500 - __
i 0 \__\_____ Fy
%7_474 —
~500 < )
—\'"\___‘_____ / s
-1000 -F

2 4 6 8 10

t[s]

Fig. 4.19 Grafica de fuerzas de los actuadores

A partir de los datos obtenidos de la posicion x3,; y con la informacion de las fuerzas necesarias
en los actuadores para mover una carga de 800 [N], fue posible obtener las curvas de trabajo y

potencia necesarias para cumplir con la trayectoria descrita en el apéndice A.

94



Cristian Giovanny Rangel Lara

600
400
— W
= 200/=—— —w
s 0 A
~200 —
Ws
~400 B
2 4 6 8 10
i[s]

Fig. 4.20 Graéfica de trabajo mecanico efectuado por la fuerza Fi

150 : _ /

Dé:mo —// A\ "
50L& o

N
N

t[s]

Fig. 4.21 Grafica de potencia necesaria en los actuadores

95



Cristian Giovanny Rangel Lara

Capitulo 5
Conclusiones

En el presente trabajo se realizo el estudio de la cinematica y dinamica de un robot paralelo de 6
grados de libertad utilizando el método de transformaciones homogéneas y el método de Euler-
Lagrange, respectivamente. Ambos métodos permitieron la obtencion de variables de gran interés
para verificar que la estructura pueda cumplir con su principal proposito, sea en este caso,
simular movimientos armonicos que representen en gran medida el comportamiento de los sismos

comunes de la Ciudad de México.

El analisis a partir del método de transformaciones homogéneas permitié un desarrollo sencillo de
la cinematica del robot, tomando en cuenta la geometria y los distintos tipos de juntas de la
estructura. Una de las grandes ventajas de éste método es que, sin importar que tan complicada
pueda ser la configuracion de un robot, es posible aplicar una serie de transformaciones
convenientemente definidas a través de la estructura del robot para representar la geometria y los

movimientos posibles entre cada eslabon que lo conforman.

Utilizando las técnicas de la cinematica inversa, fue posible proponer una trayectoria y un
conjunto de orientaciones basadas en el tipo de ondas provocadas por movimientos teltiricos. Con
esto, fue posible obtener el movimiento necesario de los actuadores lineales, asi como las
orientaciones de las juntas esféricas. En total, se lograron obtener seis variables por cadena

cinematica (36 en total por todo el sistemay).

Las simulaciones realizadas en el sistema para la trayectoria propuesta, nos permitieron demostrar
que las velocidades y aceleraciones no generan picos considerables, y por ende, los actuadores no
necesitan ejercer fuerzas excesivamente grandes para vencer y contrarrestar las inercia de los

eslabones y la carga.

A partir del analisis por medio del método de Euler-Lagrange, se logrd obtener el conjunto de
fuerzas necesarias para mover una carga de 85 [Kg] (aprox. 830 [N]). Por otra parte, al conocer
los desplazamientos lineales de los actuadores, fue posible calcular el trabajo y la potencia
requerida por el sistema, siendo estas variables importantes en la etapa de seleccion de los

actuadores mas adecuados al sistema.

A diferencia de las mesas vibradoras, ¢ste modelo permite contemplar todos los movimientos
posibles en un espacio tridimensional, lo cual permite una representacion mas fiel a la realidad de

los sismos ocurridos en cualquier parte del mundo.
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Apendice A

Generacion de Trayectoria

El movimiento de un cuerpo en el espacio tridimensional puede definirse a través de dos
movimientos separados. En el primero de ellos, se puede establecer por medio de una trayectoria a
través de un conjunto de rectas y /o curvas, la cual debe seguir algun punto del cuerpo de interés
(por ejemplo, el centro de gravedad del 6rgano terminal). El segundo movimiento, se encarga de
describir la orientacion angular. Ambas ecuaciones deben cumplir con condiciones de posicion,
velocidad y aceleracion linear y angular, y se realizadas durante un tiempo definido. A

continuacion, se plantean las trayectorias propuestas para el centro de gravedad de la plataforma.
Trayectoria

La funcidon aqui definida, representa una superposicion de movimientos armonicos simples,
acorde con el Teorema de Fourier. Dicha trayectoria se compone de las siguientes ecuaciones

paramétricas en el espacio tridimensional:
Xp = R cos(t)
f(©) ={ ¥yp =Rsin(t)
z, = Asin(wt)

Donde:

R = radio de la circunferencia en el plano XY [m]
A = Amplitud del movimiento armoénico simple [m]
w = Frecuencia angular del movimiento armonico simple [rad/s]

Ademas, se define:
w = 2nf
Donde:

f = Frecuencia del movimiento armoénico simple [Hz]

Para obtener las ecuaciones de velocidad y aceleracion, bastd con derivar una y dos veces las

ecuaciones paramétricas:
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Xp = —R sin(t) X, = —R sin(t)
v(t) = Yp = R cos(t) a(t) = Jp = —R sin(t)
Z, = wA cos(wt) Z, = —w?Asin(wt)

En la figura A.1 se muestra la trayectoria aqui descrita, para los siguientes parametros:

R=0.1[m]
A =0.010 [m]
f =10 [Hz]

Fig. A.1 Trayectoria Propuesta

Orientacion Angular

Para la orientacion angular, también se definieron movimientos que representaran la
superposicion de ondas a través de los tres grados de libertad disponibles. Las ecuaciones se

muestran a continuacion:

Op[t] = Aq cos(fit)
Yp[t] = A, cos(ft)
dplt] = Az cos(f3t)
Donde
A; = Amplitud del movimiento armoénico simple para la orientacion i

f; = Frecuencia del movimiento arménico simple para la orientacion i
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Para obtener las ecuaciones de velocidad y aceleracion, bastd con derivar una y dos veces las

ecuaciones paramétricas, lo cual condujo a las siguientes ecuaciones:

ép [t] = —fi14; sin(fit) 6,[t] = —fA; cos(fit)
l:bp [t] = —f2A; sin(f,t) PYplt] = —f£A; cos(f,t)
d’p[t] = —f343 sin(f3t) bplt] = —f# A3 cos(fst)
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Apendice B

Coeficientes de 1a ecuacion 2.45

Vi = —2¢s4iZ; + 54 + X7 + Z7
Voi = ¢¥10i(Zp — C54iCB21i + X32iSB21i + A1312iS (V14131 — Pp)SOp + A1312i€ (V14130 — Pp)COpSYp)
Vioi = 5V1oi(Zp — C54iCPo1; t X32iSP21i T A1312:S (V14131 — ¢p)59p + a1312i€(V1413i — ¢p)09p5¢p)
Viti = X32iCB21: + Cyloi(_xp + a1312i€ (V1413 — ‘}bp)a/’p) + C54iSB21i — Syloi(yp + a1312i5 (V14136
- ¢p)09p — 1312i¢(V1413i — ¢p)5‘9p5¢p)
Vigi = —O.5a1312i(2a1312icosz(Hp)(c(y1413i - ¢p)25i”2 (l)bp) + 5(Y1413i — ¢p)2)5[’)221i5)/10i
+ C‘gps.gzu(_a1312i5(2(}’1413i - ¢p))c}’10ic¢p5.321i + 25 (V14131 — ¢p)(_cs4i + xpChoiS.Bzu
+ Ypsﬁzu'syloi) + 2¢(V1a13i — ¢p)(x32i + ZpSﬁZIi)SyloiSd}p) + 2¢B21i(—S(V1413i — ¢p)(x32iC9p
+ Cs4i57/10i59p) + c(V1a13i — ¢p)(_cs4i09p57/10i + x32i59p)51/)p)
+ 59;; (a1312i€(V1413i — ¢p)25(2¢p)cyloi + 25651 (A1312i (V14131 — ¢p)zsin2 (l)bp)sﬁZliSleiSGp
+ 5(Y1413i — ¢p)SV10i(x32i + 5ﬁ21i(2p + 13125 (V1413i — ¢p)59p)) + c(Y1413i — ¢p)(cs4i
= 5B21i (XpCY10i + YpSV101))5Wp)) + Cﬁ221i(CV1oi(2xpS(V1413i = Pp)cly — A1312iS(2(V1413i
— $p)) Oy — 2X,C (V14130 — Bp)SOp5Pp) + 25V10i(Ar312:€ V1a13i — Pp)*Sin® W) + S V1a13i
- ¢p)(a1312i5(y1413i - ¢p) + y,c6, + Zpsgp) + c(V1413i — ¢p)(zpcgp - ypsgp)swp)))
Vizi = @1312i€ (V14131 — ‘}bp)(al’p (Cep (C54iSB21i — ypsyloi) — 5¥10i(@1312iS (V1413 — ¢p) + (Zp
+ x32iSB21i)59p) + C.BZIi(xSZicep + CS4i5y10i59p)) + Cyloi(cep(a1312ic(y1413i - ¢p) - xpapp)
+ (Zp — C54iCB21i + X32iSP21i + A1312iS V1a13i — Pp)SOp)sUp))
Vi = _a1312i(5V1413i(C9p(Zp — C54iCPB21: + X32iSP21:)SV10i + (X32iCB21i + C54iSB21i — Ypsyloi)sgp)s‘;bp
+ CY1413i(C9pC¢p (Zp = C54iCPB21i + X32iSP21i)SV10i T C¢p (x32iCP21i — XpC¥10i T Cs4iSBa1i
- J’psl’loi)sgp - C}/loiapp(zp — C54iCP21; T x32i5.321i)5¢p) + (a1312iSV10i T S(V1413i
= Pp)(—COp(x32:CP21i + C54iSB21i — YpSY10i) + (Zp — C54iCP21i + X32i5P21i)SV10i50p))sYp
+ CV10i(C¢pC¢p(Zp — C54iCPB21i + X32iSP21i)SV1413; T a1312iCl)bpSHp - xpSV1413i59p5¢p
+ xpS(Y1413i - ¢p)c‘9p5¢p))
Visi = Csai — SP21i(CY10i (Xp — A1312i€ (Y1a13:i — Pp)cWp) + (U + A1312iS (V14138 — Pp)COp)SV10:)
- C.Bzu(zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p) + a1312i¢ (V14131 — ¢p)(_CB21iC9p + S.BZHS}/lOiSQp)Slpp

Cocficientes de 1a ecuacién 2.49

Vier = Yi?cos*(Pes:) + x?

Vizi = C¢65i(cﬁ21i(_yp + by3iCV10i — A1312iS (V14130 — ¢p)C9p + a1312i€ (V1413 — ¢p)seps¢p)
+ SY10i(X32; + 5.821i(Zp + a1312iS(V1413i — ¢p)59p + a1312i¢(V1413i — ¢p)c‘9p5¢p)))

Vigi = —CPesi(—CB21i(Xp — A1312i€ (V14138 — Pp)CWp + DaziSV10i) + CV10i (X32i + SB21:(Zp
+ a1312iS (V1413 — ¢p)59p + a1312i€(V1413i — ¢p)C9p5¢p)))

Viei = CWesiSP21i(—haz; + (_xp + a1312i¢(V1413i — ¢p)C¢p)5y10i + CV1oi(yp + a1312:5(V1413i — ¢p)69p
— a1312i€ (V14131 — Pp)SOpsYPyp))
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Vaoi = 0.501312iCWes5i(201312i€(V1413i — ¢p)25in2(l[)p)cy10i5ﬁ21i
+ 201312:€05%(0,)S(V1a13i — Pp)*CV10:SBa1i + 5Op(A1312iS (2 (V1a13i — Pp))CPo1iCPp + 25 (V1413:
= Pp)(—CP21i(Xp + buziSY10i) + Vi0i (X32i + SP21:i(Zp + A1312iS (V14130 — DPp)S0p)))) + 2¢(V1413i
- ¢p)5ﬁ21i(b43i — YpCY10i T (xp = A1312i€ (V1413 — ¢p)c¢p)sy10i)seps¢p
+ o, (8621i(a1312iS(2(V1413i — ¢p))6¢p5}’10i = 25(Y1a13i — ¢p)(b43i — YpCY10i T xp5V1oi))
+ 2¢(V1a13i — Pp)(cV10i (X321 + ZpSP21i) — CP21i(Xp — A1312iC (V14131 — Pp) Wy
+ b43i5}’10i))5¢p))
Va1i = @1312i€(V1a13i — ¢p)0¢65i(CV10iC¢p(a1312i5(V1413i - ¢p)5321i + (X3 + ZpS.BZH)SQp)
+ SV10i(X32; + 5.3211'(Zp + a1312iS(V1413i — ¢p)5‘9p))5¢p + ¢, (sB21:(a1312i¢(V1413i — ¢p)5}’10i
- C¢p(b43i — YpCV10i + xpsyloi)) = A1312¢S (V14130 — ¢p)cﬁ21i5¢p) + ¢Br1i((A1312i€(Y1413: — ¢p)
- Clpp(xp + b43i5}’10i))59p + (_yp + b43ic}’10i)51/)p))
Vazi = @1312iCPe5i(—S(V1a13i — ¢p)c¢p(x32i + Zpsﬁzu‘)shoi + 5.3211'(_‘113121'01,01;5}’101' + c(Y1413i
- ¢p)(b43i + xp5V1oi))59p = s(Y1413i — ¢p)C9pSB21i(b43i + xpsyloi)Sl/)p + ¢¥10i (€ (V1413
- ¢p)(c‘9p(x32i + Zp5.321i) - ypS.BZIiSQp) + (a1312iB21i + S(V1413i — ¢p)(ypcepSB21i + (%32
+ 2,5P21i)50p))sPp) + cP21i(—COp(—a1312iCWp + ¢(V1a13i — $p) (Xp + DaziS¥V10:)) + S(V1413i
- ¢p)((yp - b43iCV10i)C¢p - (xp + b43i5V10i)59p51/’p)))
Vasi = CPesi(—bas; + (_xp + a1312:€(V1413i — ¢p)C¢p)SV1oi + C}’mi(}’p + a1312iS(V1413i — ¢p)09p
— A1312i¢ (V14131 — ¢p)59p51/)p))
Vaui = SPesi(—bazi + (—xp + A1312i€ (V14130 — Pp)CWp)SY10i + V10i Wp + A1312iS (V14130 — Pp)COp
= 1312i€ (V1413 — ¢p)59p5¢p))(_x32i - 5ﬁ21i(zp + a1312iS (V14131 — ¢p)59p + a4312i€ (V1413
- ¢p)CGpSl/)p) + CBZli(Cyloi(xp — 1312i¢(V1413i — ¢p)Clpp) + 51’10:’()’17 + a1312iS (V1413
= Pp)cly — A1312i€ (V14130 — Pp)SOpSYy)))

Coeficientes de 1a ecuaciéon 2.53

_ 2 2
Vysi = azq; +ajy;

Voei =0
Va7i =10
Vogi =0

Vaoi = 0-125(4C¢p (—sC(Bo1; + 1pesi))‘?hoicgp + 5(2Y10i)5(P21i + lpsst)zsep) + (6 — 2¢(2y10:)
+ 2¢(2(B21i + Yesi)) + ¢(2(B21i — Y10i + Wesi)) + ¢(2(Bz1i + Vioi lpesi)))5¢p)

Vsoi = —(s(Bo1; + ltb65i)C9psy10i + c(Bori + 1!’65:‘)59;;)(5(5211' + ¢65i)C9pC¢p + (B2
+ ¢65i)(_61pp5}’10i59p + CV1oi5¢p))

V3 = 6_14_(20(2(3211' = Y10i + Wesi)) + 2¢(2(Br1i + Y10i + Wesi)) — 6¢(2(Br1i — 0, + Yesi)) + c(2(Bru;
—Yi0i — 9p + Yesi)) + c(2(B21i + Vioi — ep + Yes5i)) — 6¢(2(Bo1; + 9p + Yesi)) + c(2(Baui
— V10 + 0 + Yesi)) + c(2(B21i + Vioi T+ 0, + Yesi)) — 46(2919)(1 + (1 + 3c(2(Beu;
+Pes:)))c(2p)) + 4c(2y10) (—1 — 2c05? () c(26,) + (3 + c(26,)c(2(Ba1i + Wesi)))c(2p))
+4(c(2(B21i + Yesi))(1 — 6C(Z¢p)cl’120i) +4s(2(B21; + 1,0651‘))(_25(21/)1;)07101'09;;
+ C(lep)s(zgp)syloi)) —4(-11+ C(Zl)bp) + 5(2B21i — Y100 — 29p + 2¢5;) — S(2B21i + V10
—20,+ 2es5i) —S(2B21i — Y10i T 2(919 + Yesi)) + s2P21i + Vioi 2(9p + Yesi))
—8s(2¥10:)s(Bo1i + ¢65i)25(2¢p)59p))

V32i =0
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Va3i = 0.015(2¢(2(B21i — Y10i T Wesi)) + 2¢(2(Br1i + V10i + Wesi)) — 6¢(2(Ba1i — 0, + Yesi))
+¢(2(B21i — Y101 — ep + Yesi)) + c(2(B2ai + Vioi — 9p + Yesi)) — 6¢(2(Boy; + 9p + Yesi))
+c(2(B21i — Y10i + 0, + Yesi)) + c(2(B21i + Vioi 0, + Yesi)) — 45(2917)(1 + (1 + 3c(2(B2u;
+Pes)))c(29p)) + 4c(2y10) (-1 — 2c0s? (,)c(26,) + (3 + c(26,)c(2(Ba1i + Wesi)))c(2p))
+4(c(2(B21i + Yesi)) (1 — 6C(Z¢p)cl’120i) +4s(2(B21; + 1,0651‘))(_25(21/)1;)07101'09;;
+ c(2Yp)s(260p)sy10:)) — 4(=11 + c(2Yp) + S(2B21i — V10i — 26p + 2P65:) — S(2B21i + Y10i
—-20,+ 2Yes5i) —S(2B210 — Y10i T 2(919 + Yesi)) + s2P21i + Vioi T 2(9p + Yesi))
= 85(2¥10:)s(Bo1i + ¢65i)25(2¢p)59p))

V34i =0

Coeficientes de 1a ecuaciéon 2.57

_ cos? (W109i)csc(P1110i)

351 a§3i
V3 =0
V37: =0
Vsgi = 0

Vaor = 0.125(c (V12111 + Vaa3i — Op — &p — ¥p)S(2¥100)S(Bz1i + Wesi)® + 2¢(Viz11: + Via13: — Pp) (3
+ ¢c(2(Ba1i + Wesi)) — 2¢(2Y101)5(Bo1i + lpest)z)app + 5(2¥100)S(Baai + Wesi)* (4s(V1211i
+ Via13i — ¢p)09p = ¢(V1211i T Y1a13i — 0, — ¢p)a/)p + (s(Y1211i + YV1413i — 0, — ¢p)
= 25(Y12110 + Via13i + ep - ¢p))s¢p) + 45(2(B21i + Wes5i))C¥V10i (SV1211i + V1413 — ¢p)sep
+ c(Viz11: + Y1413 — ¢p)c‘9p5¢p))

Vaoi = _COSZ(Qp)C(ﬁ21i + l)b65i)25(y1211i + Y1413i — ¢p) = 5(Y1211i + V14130 — ¢p)s(ﬁ21i + 1»1’65L')2CV120L'
= ¢(V1211i + Y1a13i — ¢p)5(.321i + 1/)651‘)261’10:'691761!’;;57’101‘ — sin® (ep)s(hzni + Yi413i
- ¢p)S(B21L' + 1/)65L')ZSY120i = ¢(Y1211i + Y1413 — ¢p)c(ﬁz1i + Yes5i)s(Bo1i + ¢65i)c7’10ic¢p59p
+ s(V1211i + Y1413 — ¢p)5(2(/321i + ¢65i))69psy10i59p + c(V1211i + Y1413i — ¢p)(s(ﬁ21i
+ ¢65i)69p57/10i + c(Bor; + 1/)651‘)591))(0(3211' + ¢65i)cep =SB t 1/)65:')5}’10:'59;:)51!’;:

Vi, = (C¢p (s(Ba1i + Yesi) (—c (Y1211 + V1413i)CV10iC¢p +5(Y1211i + V1413i)59p5)’10i) + (B
+ Yesi)S(V1z11i T V1413i)59p) = (s(r1211i + Y14130)5(Bo1; + 1p65i)CV1oiC¢p + ¢(Y1211
+ V14131) (S(B21i + Yes5:)COpSY10i + €(B21i + Wesi)SOp))SPp + (V12110 + Viarzi — $p) (B2
+ 1!’651’)59;: =SB + lpGSi)S]/lOisep)swp)(C(ﬁ21i + ltb65i)C9pCl)bp + (B2
+ ¢65i)(_c¢p5}’10i59p + CV10i5¢p))

Vi =0

Vizi = S(V1z110 + Via13i — ¢p)CY10iC9p + c(Y1211i + Y1413i — ¢p)(C¢pSY10i - CYloisepSlIJp)

Vi =0

Visi = —cot(P1110:) (€(V1211i T+ Y1413:) (€(B1; + 1p65i)c¢p59p + 5(B21; + 1p65i)(cepc¢psy10i
- CV1oiC¢p5¢p)) + 5(Y1211i T Y1413:) (€(Ba1; + ¢65i)59p5¢p + s(Bo1; + ¢65i)(c}’10ic¢pa/)p
+ Cepsylois‘;bp)) + 5(V1211i + V1413i — ¢p)(_c(ﬁ21i + ll’as;‘)cgp + s(Ba1:
+ ¢65i)57/10i59p)5¢p)(C(Bzu' + 1pasi)cepal)p +5(B21i + 1/)65i)(_c¢p5}’10i59p + C}’loiSl/)p))
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Cocficientes de 1a ecuacion 2.61

Vigi =

Vizi =
Vigi =
Vioi =
Vsoi =

Vsii =

Vsai =

cos®(¢og;)
(a11i€P1110i — A12i5P11101)?
0
0
0

0'125C¢109i(8C¢p(C(ﬁ21i + Yes5i)CV10iCPr6i — SY10i5P761) (CP76i (S(Bo1i + ¢65i)C9p + ¢(B2u;
+ 1pasi)syloisep) + CV1oi59p5¢76i) + (5 + c(2y100) (1 — 3¢(2d76:)) + c(276i) + 4c(Ba1i

+ Y65i)S(2YV100)S 276i) — 4C052(¢76i)c(2(ﬁ21i + 1!’651’))57/1201')51/’1;)

—CP100i(5(Bo1; + 1/)651')C¢76i59p —cO, (c(Ba1i + VYesi)CP76iSY10i

+ Cy10i5¢76i))(s¢76i(Cyloia»bpsep + 5V10i5¢p) + 76 (s(B2ri + ¢65i)C9pC1/’p + c(Baui

+ Yesi) (CYPpSY10i56p — CY10i5¥p)))

0.0625¢1,09; ((8 + 46052(¢p)c(29p) - C(Z(ep = Pr6i)) — C(Z(ep + P76:)) + c(2(B21i — Prei
+ Pes5i)) + c(2(B1i + Pr6i + Wesi)) + c(2(Ba1; + Y6s5:)) (2 + 40052(¢76i)c(2¢p)) — 2¢(2¢p76:) (2
+ (=2 + c(26,))cYp)))cvio; + c¥10i(—8cos? Yp)s(26,)5(2¢76:)5 (B21i + Pesi)
+8c05%(¢761)5(2(Bz1i + Wes1))s(21p) b)) + 2(cos? (6,)c05? (P761) (—(—4 + 2¢(2¥10:)

+ ¢(Ba1i — Yioi T Wesi)) + €(2(Ba1i + Vioi + Yes5:)))SW1211i + V1ia130)’

- 4C(Z¢p)5(ﬁzu + l)b65i)2) —45(2¢76i)s(Bo1i + ¢65i)5(2¢p)C9p5V10i

= c(Y1211i T+ y1413i)2(_86052(¢p)5in2 (¢76i)sy120i + C052(¢76i)((:052(9p)(_4 + 2¢(2y10:)

+ ¢(2(B21i — Y1o0i + Vesi)) + c(2(Baxi + V10i + Wesi))) — 8sin? (Gp)s(ﬁzu' + Pesi)?

+ 4cos? (Yp)s(26,)5(2(Bari + Yesi))SY10:))

+ 4(26052(¢p)5(}’1211i + ¥14130) % (c0s? (¢ 74;)siN? (gp)s(ﬁzu‘ + Pesi)? + 6052(1/)1;)51'"-2 (¢76i)sy120i)
+ s(V1211: + V1a131) > (2c08% (P761)sin® (9p)sin2 (¢p)S(B21i + Pesi)?

+ c05% (Yp)SY10i(—c05% ($761)5(26,)5(2(B21i + Wesi)) + 25in? (P76:)5in* ($)SV101))

— sin® (¢76i)5(2]/10i)5(21/’p)59p +c(Bori + ¢65i)s(2¢76i)(_cosz(d}p)Sinz (ep)s(zyloi)

+ sin® (lpp)s(zhoi) + C(2V10i)5(2¢p)59p) + cos®(¢pr61)c(Bari + 1,0651')2591; (5(27/101')5(21/)1;)
+ 2sin® (Yp)SY10:56,))))

0

= C¢76ic7~/)109i(_c¢p(s(ﬁ21i + 1/)651')69;; +c(Bori + I,0651')5}’101'5919)543761' + c76iSV10:5¥p

+ CV10i(C¢76iC¢p59p + (B + ¢65i)5¢76i51/)p))

= —cP100i(c(Bo1; + ¢65i)C9pC1/’p + 5B + ¢65i)(_c¢p5]/10i59p + CleiSlpp))
= —=cP100i ((€(B21i + Wesi)S (V12110 T Y1413i — ¢p)c‘9pc¢76i57/10i = 5(Y1211i t+ Y14130)S(Ba1i

+ Ye5i)CP76iCPpSOy + S(V1211i T+ V14131 CWpSV10i5P76:5Pp + C(V1211i + V1413:) (CPpCWpSY10iSP76i
+ s(B21; t ¢65i)c¢76i59p5¢p) = ¢(V1211i + V1413 — ¢p)c¢76i(s(.821i + 1/)651')6917 + ¢(Ba;

+ ¢65i)5y10i59p)5¢p = V10i(—S(V1211i + V14130 — ¢p)C9p5¢76i + c(V1z11i + Y1413i — ¢p)(c(ﬁ21i
+ Yesi)CPrsiCPyp + 59p5¢76i51/’,,)))2

+ (s(V1211: + V1413i)(c¢p6¢p (c(Ba1i + Ye5i)CV10iCP76i — SY10i5P76i) T S(Ba1i

+ Ye5i)CP76i(—SO,5Pp + O, cPpsPp) + (€(Ba1i + Wesi)CP76iSV10i T+ CV10iSP761) (COpSPy

+ C¢p59p51/)p)) + c(Viz11 + Y1413i)(cwp(_c(321i + Yesi)CV10iCPr6i T 5V10i5¢76i)5¢p = 5(B21;

+ ¢65i)c¢76i(c¢p59p + Cep5¢p51/)p) + (c(Ba1i + Yesi)CPr6iSY10i T CV1oi5¢76i)(69pC¢p

= 50,5¢0,51,)))?)
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Vs7i = sP100i (€(2P11100) (—¢(B21i + Wesi)S(V1211i T+ V1a13i — ¢p)c‘9pc¢76i57/10i + s(V1211i T+ V1413:)S(Ba1i
+ ¢65i)c¢76ic¢p59p = 5(Y1211: T V1413i)c¢p5]/10i5¢76i5¢p = c(Y1211 + V1413i)(c¢pc¢psy10i5¢76i
+ s(B21;i t ¢65i)c¢76i59p5¢p) + c(V1z11i + Y1413 — ¢p)c¢76i(s(.821i + 1/)65i)69p + ¢(B2a;

+ ¢65i)sy10i59p)s7~/)p + ¢¥10i (=S (V1211i + Via13i — ¢p)ceps¢76i + c(V1211i + V1a13i — ¢p)(c(.321i
+ ¢65i)c¢76ic¢p + 59p5¢76i5¢p)))(5(]/1211i + V1413i)(c¢p6¢p(c(ﬁ21i + Yes5i)CV10iCP76i

= SY10i5®76i) T S(B21; + l/)65i)c¢76i(_seps¢p + Cepc¢p51/)p) + (c(Ba1i + Yesi) CP76iSV 10

+ ¢Y10iSP76i) (COpSPp + CPpSOpsPp)) + ¢ (Vi211: + Vaa13i) (€Pp (—C(Ba1i + Pesi)CV10i CP76i

+ 5V10i5¢76i)5¢p = 5B + l)b65i)c¢76i(c¢p59p + C9p5¢p5¢p) + (c(Ba1i + Yes5i)CPr6iSV 10

+ Cy10i5¢76i)(cgpc¢p - 59p5¢p5¢p)))

+ ¢h1110:5P1110i ((€(B21i + Wosi)S (V12110 T V1a13i — ¢p)cepc¢76isy10i = S(Y1211i T+ V1413:)S(Ba1i
+ Yes5i)CP76iCPpSOy + S(V1211i T+ V14131 CWpSV10i5P76:5Pp + C(V1211i + V1413:) (CPpCWpSY10iSP76i
+ 5B + ¢65i)c¢76i59p5¢p) = ¢(Y1211i + Y1413 — ¢p)C¢76i(5(ﬁz1i + ll’as;‘)cgp + ¢(Bou;

+ lp65i)sy10isep)s7~/)p = V10i (—S(V1211i + V1a13i — ¢p)ceps¢76i + c(V1211i + V1a13i — ¢p)(c(.321i
+ ¢65i)c¢76ia/)p + 59p5¢76i5¢p)))2

= (s(V1211: + V1413i)(c¢p6¢p (c(Ba1i + Yes5i)CV10iCP76i — SY10i5P76i) T S(B1i

+ ¢65i)c¢76i(_59p5¢p + Cepc¢p5¢p) + (c(B21i + Ves5i)CPr6iSY10i T Cy10i5¢76i)(ceps¢p

+ C¢p59p51/’p)) + c(Y1211: + V1413i)(C¢p(_C(521i + Yes5:)CV10iCPr6i T 5V10i5¢76i)5¢p = 5(Bui
+ ¢65i)c¢76i(c¢p59p + Cep5¢p51/)p) + (c(Ba1i + Yesi)CPr6iSY10i T CV1oi5¢76i)(69pC¢p

- Sepsd)pswp)))z))
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Apendice C

Coeficientes de la ecuacion XXX

Vsei =
Gy =
Gy =

Gs; =

G =

—2¢54iZ; + 5y + XE + Z}
2(—xp + X32i€P21iCV10i + A1312i€ (V14138 — Pp)Wp + C54iCYV10iSB21i — PaziSY10i)
2(_}’p + b43iCV10i — A1312iS V14130 — ¢p)C9p + X32i¢B21:5V10i T C54iSB21iSV10i T A1312:€ (V1413i

- ¢p)56ps¢p)

= Z(Zp — €54iCP21i t X32iSP21; + A1312iS (V14130 — ¢p)59p + a1312i€(V1a13i — ¢p)09p51/)p)

—2a4312i5 (V14131 — Pp) (€Op(Zp — C54iCP21:i + X32i5P211) + (—=Vp + DaziCV10i + X32iCP21i5V10i
+ C54i5ﬁ21isy10i)56p) + 2a1312i€ (V14131 — ¢p) (Cgp(yp — by3iC¥10i — (X32iCP21;i + C54iSB21:)SV101)
+ (2p — C54iCPa1i + X32i5P21i)50,) 5P,
2a4312i€(Y1413i — Pp) (€OpCp (Zp — C54iCP21i + X32iSB21:) + CWPp(—Vp + baziCV10i + X32iCP21iSV10i
+ Cs4i5321i57’10i)59p + (xp — CV10i(X32i€Po1i t C54iSPo1i) + b43i5}’10i)5¢p)
2a4312i (PP (X — V10 (X32iCP21i T C54iSP21i) + DaziSV10i)SV1413i + SV1413i (€6 (Vp — DaziC¥10i
— (X32i¢Po1; t C54iSP21i)SV10i) T+ (Zp — C54iCP21; T xSZiSBZU)SHp)S(pp + CV1413i(69pC¢p()’p
— bazicyioi — (X32iCP21i + C54i5P211)SV10i) + CPp(Zp — C54iCP211 + X3215P211)56, + P (—2xp
+ %32iCB21:CV10i + C54iCY10;SP21i — DaziSV101)SPp) — S(V1a13i — Pp)(€Op(Zp — C54iCP21s
+ X32i8B21i) + (=¥p + ba3iCV10i + X32iCB21iSV10i + C54i5P21i5V10i)505)5Y)
—2(%324(By; + Aria; + 241500 + %5 + V5 + 25 — Qu312:(CV1a13: (5P 2Pp et (—p
‘Hp (=¥ + baziCh0i + X32:€F21:5V10i t C54:5P821:5¥10: )56, )+ 2¢'p¢p (2

— ¥10:(X32:€P21; + €54:5B21:) + baziS¥10.)5¢, + 56, (— 21’;5- v 2¢'p(3’ + 3 Zp
- 554:'3;351321;' + apXBZESﬁZH}SIPp - p(3§ + ¢p}+ (€54:€P21 _xazfsﬁzlf)(gg + 4”3}))
+ €8, (5 (22,8 + 200 (Wt (2 — C50ihrs + X32:5B21.) + (2 — O )W) — ¥ (6
+ ¢'§) + 54355?}’105(23;9({&’;?5%@;; + 35 + ¢'§) + (X32:€B21; + €54:5P210)5V10: KZQpépS‘Jpp‘ + 33
+83) + € (20, O0p + 6p2,) — 2250y — 26,(—PpXa2i5Ba1s + Base(Coas Py
+¢px32:5¢p5?’10z) + pCWp(—=¥p + DyziC¥i0; + 554:51821:-97’10:}) +59,(2y,6
+3p(3§ + ‘ﬁ’p +11bp) — (€54i€B21: — xazisﬁzn)(gg + ‘f’p + ’Pp))}} + C¢p[_2xp11bp sy,
+ ey, KZ#J;}EJ} ‘Hé Z, '5-'5413;3'5-'1321: +6 xzzasﬁzn)se (xp — C¥10: (X22:€P21;
+ €54i5B21:) + 54313}’101]‘(‘% + TP )) +s6 (Z‘f’p@ p'i" +6 pBaaiChi0: + 8 p(X32:6B21;
+ €54:5P21:)5V10:) T+ S’Pp(zzp o —pr(t?ﬁ + ¢p + ’Pp) + (Bag;C¥10: + X32:P21:5V104
+ 55453182155?’105)(95 + ¢§ + IEJS)}})) + 5¥1413:(cPyp (Zflﬁ’papp (x'p + Ir&"p(yp — byzirio
— (x32:¢P21: + 5545318215}5Y105)53p) - Z‘i’p#’p Cxp — V10i (¥22:€B21; + €54:5B211)
+ by3;S¥10:)SY, + 56, (Zj’pgp + 2‘?’;9 @"p + gpzp - 55459;:513215 + épx3253ﬁ21i}swp
+ 25 (8 + 03) — (€544Bass — %2265B21) (6 + B5))) — By (€ (22,8, + 200 (s, (2

— €54iCB21; + X32:5P211) + (Z - 3 Vp)SWp) — ¥y (32 + ¢' )+ 543157’101(23 ¢p51pp + 32
+ ‘f’p) + (x32:€P21: + €54:5P21:)No: ngpff’ps’ybp + 32 + ¢’ N+ sd,(— 2¢’pf3" + szp)
+ Zzptppmpp +26 p(— ¢px3215ﬁ211 + Cﬁ21z(554z¢p + Tppxazzmppﬂ’mz) + IP p s (=Y
+ by3iC¥10i + €54:5P21:5V10:)) — SYp CZJ’po +z, (35 + ¢p + lpp}_ (€54:€P21;
— 32550210 (63 + @5 + Y20 + 50, (= 2,5 + €y (20, (3 + 8p2, — 50,8, CPo
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+6 xazzsﬁzlz)sg — (%p — ¥10:(%22:€B21; + €54:5P210) + 54313)’101)(‘3’3 ‘H.bz))

+ s6. (2‘%(3 G,y + 6 pDaziC¥0: + 8 p(%32:€F21; T €54:5B211)5V100) T Stpp(zz 3
—Vp (35 + ‘i’p + Ipp}'i_ (BaaiV10i + %32:€F21:5V0i + 55455182155}’105}(3;; + ‘?:'p
+PE))

Coeficientes de la ecuacion XXX

cos?(Pesi)
Voi = =3
o = Xi(5Y10iVssiXi + (G; — ¢B21iCV10iVs8:) (Cs4i — Z1))
o Vssi
o = X i (cY10iVs8iXi — (Goi — cB21i5V10iVssi) (Csai — Z3))
% Vssi
_ (G3; + 5P21iVsei) Xi(Csai — Z;)
Gioi = v
1 58i
G = Ves —Xi(A1312;Vsgi (€ (V14131 — ¢p)5¢p(cy10i09pxi + (Cﬁzu‘cepshoi - 5.3211‘5917)(0541' = Z))
8i
+ (Y1413 — ¢p)(cy10isepxi + (Cepsﬁzu' + Cﬁzusyloisep)(csu = 7)) + Gai(Csai — Z;)) Gy
1 ) ) ) )
= Ve _Xll((cs4i — Z1i)Gs; + aq312i¢(V1413i — ¢p)(c¢p(XllCV10i59p + (Cs4i — le)(cgpsﬁzu'
8i
+ ¢B21i5V10i50p)) + ((—Cs4i + Z1i)CP21;CV10i + X1iSY10:)SPp)Vssi)
1
Gz = v ——Xi(Gsi(Csai — Z;) + A1312iC (V14130 — Pp)Vssi (CPp (CV10iS0pX; + (cOpSPo1:
58i
+ Cﬁ21i57/10i59p)(654i —-Z))+ Slpp(syloixi + ¢B21iCV10i(—Csai + Z;))))
1
Gz = Vs —Xi(a1312iVsgi (—5(V1413i — ¢p)a/)p5}’10ixi + ¢¥10i(€(V1a13i — ¢p)cgpxi + (Y1413
8i
- ¢p)(50ps¢pxi + Cﬁ21ic¢p(cs4i = 7)) + sB21i(—c(V1413i — ¢p)59p + (Y1413
- ‘;bp)cgpSl/’p)(Csu = Z;) + ¢B21i5V10i (€ (V1a13i — ¢p)C9p + (V1413 — ¢p)59p51/’p)(cs4i = 7))
+ Gei(Csai — Z1))
Giai = 57— (€54iX;G7; + ZX Z; iVsgiXi + 25541V581 — 2VsgiZ; X + a1312LC}/10!V581X (09 (Zeplppc(y1413l

Vsgi

- ¢p)C¢p + 5(V1413i — ¢p)(29p¢p51/’p + 92 + ¢p)) + 56 (2¢p¢p5(7’1413L ¢p)c'l)bp = ¢(Y1413i

- ¢p)(29 ¢p + sy, (92 + ¢p + lpp)))) A1312iCP21iVsgi Xi (Cs4z Z; )(CV101(2¢p1/)p5(V1413i

- ¢p)51/)p + c(V1a13i — ¢p)a/)p(¢p + lpp)) + 5}’101(09 (- 29p¢p6(714131 ¢p)C¢p _.5(}’14131'
¢p)(29 ¢p5¢p + 92 + ¢p)) + s0 ( 2¢p¢p5(}’14131 (#p)cwp + c(V1a13i — ¢p)(29p¢p

+ swp(az + ¢5 + ¢p))))) + 2X;Z; (szll(Bll + Ayixap + 241:X32;) + x5 + Y5 + 2}

- a;slgi(cyl413i(5¢p (2¢pc¢p (_xp + l)bp(_yp + by3iCVi0i + +x32icﬁ21i5V10i + Cs4i5ﬁ21i5V10i)59p)

+2¢pl'/)p(xp 07/101(3‘32103211 + Cs54i5P211) + b4315}’101)5¢p + s6, (- Zyp 2¢)p(yp + 0,2,

— Csaibp P + 9 x32LS:821L)Slpp Zp(92 + ¢p) + (Cs54iCP21i — x32LSB21L)(92 + ¢p)))

+c6 (5¢p(22p9 + 2¢)p(lppm~/)p(zp C54iCPa1i + X32i5P21;) + (Zp _ pyp)Sl/)p) }’p(ez + ¢p)

+ b4szCV10L(29 ¢p51/’p + 92 + ¢p) + (x321.cﬁ211. + C5415521z)sy1ol(29p¢p5¢p + 92 + ¢p))

+ C¢p(2¢p(yp +6 Zp) ZZplppClpp 29 ( ¢px3215.8211 + Cﬁzu(csuﬁbp + wpx32LC¢psy101)

+ lppa/)p( Yp + b43LCV10L + €54i5B21i5V101)) T Slpp(ZYpG + Zp(92 + ¢p + lpp) . (C54iCPo1i
9_‘32153211)(92 + ¢p + l/)p)))) + C¢p( prll)pSl/)p + Clpp(zwp(yp + ‘9 pZp ~ 654191;03211‘ _

+ 0px32:5B211)50p — (Xp — V10:(X32:CBa1i + C54iSB211) + baziSVi0:) (Pp +¥5)) + 56, 2, (2,
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_gpyp +6 pbaziCV10i + 6 p(X32iCPa1; + 65415321L)SV10L) + Sl/)p (ZZp }’p(gz + ¢p + lpp)

+ (b431CV101 + %32iCB21i5V101 + 55415521151’101)(92 + ¢p + ¢p))))) + 5V14131(C¢p(2¢pc¢p(xp
2¢p1_pp(xp C}_/101(x3210B211 + 55415.3_211) + b43iSY100)SYPp + 56 (ZYpe + 2¢p(yp + 6,2,

~ C54i0pCha1i F OpX32iB21:)SYp + 2, (05 + ¢5) — (C54iCPari — x3zls[)’21l)(92 +é5)))

—cb (C¢p(22p‘9 + 2¢p(7~/)pa/)p (zp = €54iCP21i + X32iSP21:1) + (Zp _ pyp)m/)p) Yp (92 + ¢p)

+ b431CV101(29 ¢p51/’p + 92 + ¢p) + (x32LCﬁ21L + C5415521z)sy1ol(29p¢p5¢p + 92 + ¢p))

+ S¢p( 2¢p(yp +0 Zp) + Zzplppapp + 29 ( ¢px3215.821l + Cﬁzu(csuﬁbp + 1/)px3216¢p5}’10:)

+ ¢pc¢p( Yp T b43LCV10L + €54i5821i5V101)) — Sl)bp (2}’p9 + Zp (92 + ¢p + ¢p) _ (€54iCPo1i
x3215ﬁ21z)(92 + 2 + P2))) + Sy (—23, Y5ty + oy (200, (p + 0,2, — - C54i0pCPa1i

+ 9 xszzsl_gzu)sg ( = CV10i(X32iCP21i t C54iSP21:) T+ b43157/101)(¢p + l/)p)) + s6 (2¢p (Zp

— 6pYp + OpbuziCY10; + 7 o (X32iCP21i + C5415[’)211_)5V101_) + Sl_l}p(zzp — Y (92 + ¢p +9p)

+ (b43i57{10i_ + %32i¢B21i5V10i + Cs4i5521i51’10i)(93_ +_¢§ + 1!’12;))))))) + Vi Xi (A1312: (S(V1413i

= $p) Cp¥psyr0i5WpXi = SPa1iSOp (Csai — Z1) (26ppsthy + 05 + $3)) + c(Vraaai

- ¢p)01#p (29p¢p5ﬁ21i59p (—Csai + Z;) + SY10iX; (¢§ +. lpzz;))) + Q1312i?9p5ﬁg1i(654i

- Zi)(2¢p¢p5(}’14_13i - ¢p)C¢p = c(Y1413i — ¢p)(29p¢p + sy, (93 + ¢1€ + 1#5)))

+ 2sec? (Yesi) X{ Pésitan(Pesi)))

Coeficientes de 1a ecuacién X.XX

Veoi = —

Gyisi =
Gii =

Gi7i =

Gigi =

Gy =

VsgiVsoi

VsgiVsoi

cos®(¢761)
X3
X i(Y; G8L5¢651V581X + We5iVs0i (—Y;G1i + YiCB21iCV10iVssi + SY10iV58iX:))

Y.G 1p X V581V59l Y.G

iU9iSWesi4; ib2i

Xi(— — Pesi(—YiCB21i5V10i + _];5 - + CY10iX:))
8i

Vsoi c Gl
3i 10iSWesidi
YiXi(c¥esi(sBa1i + V—l) - %)
58i 59i

Xi(—Y;G11;5WesiVsgiXi + WesiVsoi (YiGai + A1312iVsei (—c (V1413
VsgiVsoi

- ¢p)5¢p(_YiC.321i09p57/10i + YiSBZHSGp + CV1oi¢'9pXi) + s(V1a13i — d)p)(YiCGpSBZli
+ 50, (Y;cB21iSV10i — C¥10iXi)))))

Xi(—YiG12iSPesiVsgiXi + CWesiVisoi (YiGsi + A1312i€(V1a13i — ¢p)V58i(YiC9pC¢p5ﬁ21i
+ c,s0, (YicB21iSV10i — CY10iXi) — sYp (YicBa1icY10i + S¥10iX:))))
Xi(—YiG13i5PesiVsgiXi + CPos5iVs0; (YiGoi + A1312iVssi (ViS (V1413 — ¢p)CB21iCYI0iC¢p

+ Yic(V1a13i — ¢p)CB21icepSy10i = Yic(V1a13i — ¢p)5.321i59p = c(Y1413i — ¢p)CV10i09pXi + (Y1413
- ¢p)c¢p5V10iXi + 5(V1413i — ¢p)5¢p(yicepsﬁ21i + 59p (YicB21iSY10i — €V10i%:)))))
1

(—sWesiVsaiXi (—2X; W65 YiVso; + YiG1aiXi + 2YiW65:Vs0:X;) + CWgsiVso; (X;YiG7;

V581V591

— 2X;Y Vg X; + ZYVSSEXZ YVsszX l)b651 Ay312iVsgiXi (29p¢pYC(V1413i - ¢p)'cqu5321isep
+ 2¢p5(7/1413z _ ¢p)3¢p(9 YSBzuse + ¢p5Y101X) + Yis(Via13i — ¢p)3321i59 92 + Yis(V1a13i
- ¢p)5821i56p¢p'+ .C(Y1413‘ Dp)Wp,SY10:XiPp + ¢ (V1a13i — ¢p)C1|JpSY1oLX ¢p

+ Yicep5321i(_2_¢p_1/)p5(}’1413i - ¢p)Cl|Jp + c(V1a13i — ¢p)(29 ¢p + Sll’p(ez + ¢p + wp)))

+ CYlOixg'(Cep(zgplppc(ylz}wi - ‘;bp)cqu + S(y1413z ] ‘#p)(29p¢p$¢p +'92 +.¢p))

+ Sep (2¢p1/)p5(y1413i - ¢p)c'~|"p - C(V1413i - ¢p)(2‘9p¢p + Sll’p (‘95 + ¢z§ + lpz%)))))
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_a1312i)/iCB21iV§8iXi (Cyloi(2¢p¢p5(yl413i - ¢p)51/)p + C(V'141'3i - ¢p)§1/)p (¢z§ + 1!’;2;))
+ Syloi(cgp ('_ZQplppC(YPHSi - ¢p)c¢p = S(V1413i — (P.p)l(zgp(bpsw'p + 9; + ‘}bz%))

+ Sep(_22¢p¢p5(y1413i - ¢p)0¢p + c(V1a13i — ¢p)(29p¢p + sy, (95 + ¢z% + wﬁ))))))
— 2h76; sec?(B761)VseiVsoiXi tan(¢ye:))

Coeficientes de 1a ecuacion X.XX

Vo1 =

COSZ(¢1110i)

3
a3y

1
Gai = 5031 Ggi (c(Ba1i + Yes5i) (—a32i€(V1211i + Via13i — ¢p) + a31;S(V1211: + V1a13i — ¢p))cy1oi6¢p

Vsoi

+ (a31;¢(V1211i + V1413 — ¢p) + a32iS(Vi211i + V1a13i — ¢p))(c(ﬁ21i + 1»1’651')C9pSV10i = 5(Bau;
+ l)b65i)59p) = (as2i¢(V1211i + V1413 — ¢p) = a31;S(V1211i + Y1413 — ‘;bp))(s(ﬁzu + 1»1’651')C9p
+c(Bori + ¢65i)5]/10i59p)5¢p)

1
= ——a31;Go; (€(B21i + Wos:) (—A32:Cc (V1211 T V1413i — ¢p) + a31;5(V1211i + V1413 — ¢p))cy1oi6¢p

Vsoi

+ (a31;¢(V1211i + V1a13i — ¢p) + a32iS(V1211i + V1a13i — ¢p))(c(ﬁ21i + 1»1’651')C9pSV10i = 5(Bau;
+ l)b65i)59p) = (as2i¢(V1211i + Y1413 — ¢p) = a31;S(V1211i + Y1413 — ‘;bp))(s(ﬁzu + 1»1’651')C9p
+c(Bo1i t 1/)651')5}’10:'5917)51!’17)

1
= ——0a31;G10;(c(B21i + Yos5:) (—A31:€¢ (V12110 + Via13i — ¢p) + a31;S(V1211i + Y1413 — ¢p))CV10iC¢p

Vs
+ (a31;¢(V1211i + V1a13i — ¢p) + a31;S(V1211i + V1a13i — ¢p))(C(B21i + wssi)cepshoi = 5(Bau;
+ 1/)651‘)59;;) = (a31;¢(V1211i + V1a13i — ¢p) — a31;S(V1211i + V1a13i — ¢p))(5(.321i + 1!’65:’)09;;
+c(B21;i t 1/)65:')5}’10:'5917)51!’17)
1
mami(‘}c(ﬁzu + Yes5:) (—a32:c(Vaz11i + Via13i — ¢p) + a31;S(V1211i + V1413i
9i
- ¢p))CV1oia/)pG11i + 2(az1;¢ (V12110 + V1413i — ¢p) + a32iS(V1211i + V1a13i — ¢p))(c(.821i -0,
+ Yesi) (=1 + 5V10:)(Gr1i — Vsoi) + c(Bar; + ep + Yes:) (1 + 5V10:) (Gr1i + Vsoi)) + (A32:€ (V1211
+ Y1413i — ¢p) = a31;S(Y1211i + V1413 — ¢p))5¢p(_4c(ﬁ21i + l)b65i)59p (G11iSY10i + Vsor)
—4s(faq; + lzb65i)C9p (G11i + SY10iVs01)))
1
Fasu(_(aszic(hzni + Y14a13i — ¢p) = a31;S(V1211i t Via13i — ¢p))CV1oi(C(.321i + wGSi)Cl/)pGlZi
9
= 5B + ¢65i)5¢pV59i) + Cep(s(hzui + Via13i — ¢p)(a31i5(ﬁ21i + ¢65i)612i5¢p + ¢ (B
+ Y65i) (@321 G12iS¥V10i = A31:CPpV50i)) + (V12111 + V1a13i — Pp) (—32iS(Ba1i + Pesi) G12i5Yp
+ ¢(Ba1i + Yes5i) (@31 G12iV10i + A32iCPpV50:))) + 50y (V12110 + Viaazi — Pp) (@31 (P21
+ Ye51) G12iSV10iWp + S(Bari + Wesi) (—A32iGazi + 31:CPpSY10iVs501)) — € (V2111 T Va1
— ¢p)(a32i€(B21i + Ye5i) G12iSV10iSWp + S(B21i + Wesi) (A31iG12i + A32iCPpSY10iV50:))))
1
_FaSIi(CyloiClpp(c(yllei + Via13i — ¢p)(a32ic(ﬁ21i + Y6s5i)G13i + a31;S(Ba1i + Yesi)Vsai)
9i
+ (V12110 T Y1413i — ¢p)(_a31ic(.821i + Ye5:)G13i + A32iS(Ba1i + Wesi)Vsoi)) + ¢ (Y1211
+ V14130) (S(Ba1; + 1p651')(G13i5‘9p (a31ic¢p - a32i5¢p) + C‘gps}’1oi(a32ic¢p + a31i5¢p)V59i)
+c(Bz1;i t 1,0651')(691;6131‘57/101‘(_a31ic¢p + a32i5¢p) + Sgp(a32i6¢p + a31i5¢p)V59i)) + (Y1211
+ V14130) (S(B21; + 1pest)(Gmisgp(‘1321'C¢p + a31i5¢p) + Cepsy1oi(_a31ic¢p + a32i5¢p)V59i)
+c(B1i t ¢65i)(_59p613i5}’10i(a32ic¢p + a31i5¢p) + Sgp(_a31ic¢p + a32i5¢p)V59i))
+ Slpp(c(ﬁzu' + Yesi) (V12110 + Viar3i — ¢p)(a32iG13i5V10i59p - a31iC‘9pV59i) = 5(Y1211i T Y1413
- ¢p)(a31i613i57/10i59p + a32i09pV59i)) + 5(Bo1i + Yesi) (€(Viz11i + Via13i — ¢p)(a32icep613i
+ a31i5V10i59pV59i) + 5(Y1211i T Y1413i — ¢p)(_a31iC9pGl3i + a32i5}’10i5‘9pV59i))))
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Gogi =

7 — (Vsoi (— 2a311a311a32t + xszzl + J’sz3L + Zsz4L + 9 pGasi + lpsza + ¢sz7z + 2a321a311)
9i

+ a31ic(_]/12_11i + V1413i)(59_p (_5([”211' + ¢65i)(_a31ic¢p614i + asziG14i5¢p + 2a32i¢plp65ic¢)pV59i
+ 2a31i¢p¢65i5¢pV§9i + 29p¢p§Y10i(f132iC<Pp + a31i5¢p)V59i) —c(Bori + ¢§5i)(a31ic¢p
- a32i5¢p)Vs9i(29p¢65i5Y10i + ‘92 + ¢§ + lpésl')) + o (C(.Bzu' + ¢65i)(_29p¢p (a3;i9¢p
+ a31i5¢p)V59i + sy10:(— S¢p(a3210141 + 2a311¢p1/)651V591) + Cq)p (a31LG14l 2a32i¢p¢65iV59i)))
=SB + ¢651)(a31zc¢p a3215¢’p)V59z(29p¢651 + SY101(92 + ¢p + l)b651)))
+ CY101(2¢p (Wesic(Ba1i + Pesi) (Az2iChp + az1;50,) + ¢ps(ﬁ21l + 1/’65:)(a31zc¢’p _

a32LS¢')p)')SlppV59L + C‘I’p( c(Bp1i + ¢65L)(a321C¢pG14L + a31LG14'LS¢p + 2a31l'¢p¢65ic¢pV59i
- 2a32i¢p1/)65i3¢pV59i) +s(Bou; + ¢65i)(a32ic¢p + a31i5¢p)V59i(¢12;_ +_ lpgSi + Ebg))))
+a31;¢0,(az1;¢(Ba1; + ¢65i)5(_]/121;i + ¥1413i) G14iSY10iSPp + 2032 PpPpc(Ba1i + Yesi)S (V1211
+ V1413i__ _¢p)c'~|JpV59i + 2a31i¢65i¢p5(y1211i + Via13i — ¢p)5(.321i + 1/)_65i_)ClIJpV59i
+ 2a31i9p¢p5()’1211i + V1¢13j - ¢p)s(ﬁ21i + ¢65i)C‘|JpSY10iV59i - 2“32i9p¢pc([’)g1i + Yesi)S (V1211
+ V1413i)3¢pV59i - 2a31i9p¢65i5(71211i + Y14130)5(Ba1i + l/)65i)s¢pV59i - 2a32i¢plp65ic(ﬁ_21i
+ Ye5:)S(V1211i + V14131)SY10iSPpVsoi — a31i5(]/1211i + V14131)5Baai + Wesi)SY10:5PpVs0:0;

— a31;S(V1211i 7/14131)5(.3211 + 1/)651)SY1015¢pV591¢p a31;S(V1211i + V1413:)S (Baa;
+ ¢651)SY1OLS¢pV59L¢651 +5(Y1211: + V14131)C¢p(c(ﬁz11 + ¢65:)(a321G1415Y101 + 2azq; p¢pV59z
+ 2a311¢p1/)6513Y101V59z) — a32;S(Po1i + ¢651)Vs9z(29p¢651 + SY101(92 + ¢p + IPGSL)))
+5(Y1211i + V14130 — ¢p)5¢p(5(ﬁ21z + ¢651)(a311G14z 2a321¢p¢651V591 2a3219 ¢pSY10iV59i)
+ azqic(Bo1; + ¢651)V59l(29p¢GSLSYIOL + 92 + ¢p + lzb651 + lpp)) + C(V1211z + Y1413 — ¢p)(S(B21i
+ 110651)(_ _zaszzll’pC‘lJp (Wesi + Op5Y10i)Vs0i — Slpp(a321614l + 2031L¢p¢651V591
+ 2_a31i9p¢pSY10iV59i)) + c(Boq; + ¢65i)V59z(2a311¢p1/’pC¢p a3215¢p(29p¢6515Y101 + 9 + ¢p
+ 1,0551‘ + 1,012;)))) + a31;(— 325 (V12110 T V14130)SBori + ¢65i)c¢p614i59p a31;S(Y1211i
+ V1413i)5(ﬁ21i + l)b65i)614iseps¢p + a31;¢(Ba1i + Yes:)S (V1211 +.V1f}13i - ¢p)G14i5Y10i56p5¢p
- 2a31i¢p7~/)65i5(y1211i + 7/14131')5([?21_1' + 1p65i)c¢psepvsgi + 2a31i9plppc(B21i + Yes5:)S (V1211
+ Yia13i — .‘Pp)C‘lJpSQst*ai — 2032i0,Pe5:C(B21; + Yesi)S (V12110 + y141.3l')cl¢)pSY10i56pV59i
- 2a31i‘9p¢p5(7/1211i + ¥14131)5(B21i + 1_p65_i)c¢pSY10isepV59i + 2a31il/)65il/)pc(.821i + Yes5:)S (Y1211
* Y1413i - pr)CquSYmisest% = 2a32iPpVYpS (V12110 + Y1413 — ¢p>5(ﬁz1i + Yes5:) CWpSY10iS0pVso;
+ 2a32i¢p7~/)65i5(y1211i + 7/14131')5('32.11' + 1p65i)sepS¢pV59i - 2a31i9p¢65ic(.321i + Yes5i)Ss (V1211
+ V1413i)SY1oisepS¢pV59i + 2a32i‘9p¢p5(7/1211i + V1413i)S(B21; + 1/)65i).SY.10i59p3¢pV59i
_2a32i9p¢pC(B21i + Yesi)S(V1z211i T V14_13i_ - ¢p)59p5‘~|1pV59i - 2a31i9p1/)65i5(}’1211i + Y1413i
= $p)S(Bari + Yes5i)S0pSWpVs0i — 2a32iPpPesiC(Bari + Yesi)S(V1211i + Y1413i
- ¢p)SYI0i56 sPpVsg; — a32;¢(Boa; + ¢65L)5(V12111 + V1413:)C¢p59 V5919 —a3z1;¢(Brui
+ Yesi)S(V1z211i + V1413L)59 S¢pV59z = a31;S(V1211i + Y1413 — ¢p)5(ﬁzu
+ 1/)651)5\(10:39 5¢pV59L aSZLC(BZH + Yesi)S(Vaz11i V14131)C¢p39 V59L¢p az1;¢(P2u;
+ Yesi)S(V1z211: T V14131)59 S¢pV59z¢p a31;S (V12110 T V1a13i — ¢p)5(ﬁz1l
+ ¢651)5Y10159 S‘IJpV59L¢p a321C(ﬁ21L + Yesi)S(V1211i + V1413L)C¢p59 V59Llp651 a31;¢(Ba1
+ Yes5i)S(V12110 + V1413i)59 S¢pV59z¢651 a31;S(Y1211i T V14130 — Pp)S(Baui '
+ ¢65i)SY10isepS¢pV59ilp251: - ?31i5(V1211i + Y1413 — ‘}bp)s(ﬁzu' + ¢65i)SY10i56p5¢pV59i¢12>
+s(¥Y1211: }/14131)CY1OL(Zl/)p(d)ps(ﬁle + 1p651.)(a321C¢p + a3115¢p) + PYesic(Baui
+ Yesi) (—azicd, + a3215¢p))5¢pV59z + cp(c(Ba1i + PYesi) (—sbp(as2iGra; + 2a311¢p¢651V591)
+ C¢p(a31lG14l - 2a321¢p¢651V591)) S(Br1i + lpesl)_(amzcd_)p a3213¢p)V59L(¢p + 1,0651 + l/)p)))
+ c(Y1211i + YV1a13i — ¢p)59p'(cg’)21i + ¢65i)(_'26'l32i¢pcqu (9 + Ye65iSY10i) Vsoi
- S¢p(a32i014i5\’10i + 20310, Vs0; + 2a31i¢plp65iSY10iV59i) + s(B21i + Yesi)Vsoi

111



Cristian Giovanny Rangel Lara

Coeficientes de 1a ecuacion X.XX

_ C052(¢109i)
L a3s;
Gogi = _Fa33iCSC(¢1110i)G8i(aszis(ﬁzu' + ¢65i)C9pC‘lJp + aszpic(Brr; + ¢65i)c¢pSY10i59p + aszic(Brui
9i

+ Yesi)S(V1z211: T V1413i)C9p5Y10i5¢p — a33;S(V1211i + V14130)S(B21i + lszSi)SGpsd)p + as3;¢(V1211i
+ V14130) (—5(B21; + 1/)651')‘34)1;591; + c(Bor;i + ¢65i)(cepc¢pSY1Oi - CY10iC¢p5¢p)) + a33;5(V1211:
+ Y1a13i — Pp) (S(B21i + Wes:)€Oy + c(Ba1i + PYesi)SY10i50p)sWp + c(B1i

+ Ye65:)CY10: (335 (V12110 T V1413:) CPpCWp — Az2:5Up))
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Apendice D
Desarrollo de la Ecuacion de Lazo

Con el fin de obtener el término ? , €l cual se presenta en la ecuacion (3.72), se procedera a
qj

generar una ecuacion de lazo que nos permitira relacionar el vector de derivadas parciales
respecto a q; de los angulos x3,; , Pes; ¥ ¢76; cOn la derivada parcial respecto a q; del vector de
coordenadas generalizadas, esto es:

a0

]ia_qj=]j

Jq

Ecuacion de lazo

Para la obtencion de dicha expresion, se requiere obtener una ecuacion escalar que se encuentre
unicamente en funcion de los desplazamientos y angulos conocidos (propios de la estructura del
mecanismo). Por tal motivo, se tuvo que emplear la construccion de lazos vectoriales, tal y como se

muestra en la Figura D.1.

Fig. D.1 Ecuacion de Lazo
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A continuacion se la ecuacion de lazo obtenida a partir del esquema anterior.
0 0 0 0 _ ..0 0
T3t Tz V54 +Tgy = Tp — Tizay
Doénde:

0 _ po0 .2 3 _ T
T3, = Ry T3y T35 = [X32;,0,0]

37 _ T
T3 = Ry 133 7'131‘ = [0, £bys; '2]
T34 = Ry TSy Toai = [O'O'Csu]T
0 . =ROy7 . Tg7i = [ag7i,0,0]
87i — N7;Tg7; 120t 0 01
0 — RO 12 T1312; = [A1312i,0,0]
T1312i = R1312iT1312:

=[x, ¥,2]"

Rgi =R,(Y10:) Ry(ﬁ21i)
Rgi =R, (¥10i) Ry(ﬁzu)Ry(lpssL‘) R, ($76:) = Rgi Ry(lpesi) R, ($76:)
R(1Js12i = Rx(ep) Ry(lpp)Rz((pp)Rz(_yP}lSi)

Derivando la ec. (1) respecto a g:

E)_q(rgZi + Ty T8y +T8,) =

i}
; W (Tg - r(1)312i)

J

013y n L +6rg4i +6rg7i =0_T?;_ 01315
dq;  0dq;  dq;  dq; dq;  0q,

Obteniendo cada uno de los componentes de la ecuacién anterior:

T3y, _ ( 0 ar%zi) 033 _ Aax3zz
0%’ 2 0x35; 061;' u 061;'
0Tda; S
Org4i -0
OTg; _ ORY; _
aq] aq] 871
ORY, R, (s:) OR,(P76:)
= (5 Ry (esi) Ry (Br61) + R —2— R, (¢hr6r) + R Ry (esi) ———
aq; aq; daq;
j j j
R, (Pesi) 0gs; OR,(¢76:) 0b76i
=Ry, ——= R, (¢761) + RY; Ry, (Y51) —f— Zni
( 2i 61!’651’ 6611' z ¢761 21 ty lszSL a¢76i 061,- 87i

(D.2)

7
> Tg7i
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= RS; By (Yss) R (976787 Z6S‘+R Ry (ese) B ($r6)Thy: ;f

0Yes; 076
]31
dq; aq;

=Ja

0 0
OT1312; _ OR{312; 4,

T .
aq] aq] 13128

R, (6
:< a(gp) J’(lpl’)R (¢p)Rz( Y1a131) + Ry (Bp)
j

y(wp)

R (¢p)Rz( Y1413:)

R z L
+ RX(GP) Ry(‘l’p) ((;_pp) R,(=v1413) + R (Hp) Ry (Yp)R, (¢p) R ;1413 )'> 1312i
J
JR, (6 89 d
69( p) y(wp)R (¢p)Rz( Y1a130) + Rx(gp) y(l,bp) algp Rz(¢p)Rz(—V1413i)

d
+RX(9p) Ry(lpp) gﬁp) a(zj R, (—Y14131) r%%ui

oY,

00,
=B (Gp)R (lpp)R (¢p)Rz( }/14-131.)1'13121 6q +Rx(9p)B (lpp)R (¢p)Rz( Y14131)r13121 aq

0
+ R, (Gp) R, (lpp)Bz (¢p)Rz (_714131')7”%%121‘ 8;%

qj
a0, oY, ¢,
_]416qJ +]51 aq ]61 aq]

Sustituyendo los ultimos resultados en la ec. (D.1):

0x3; 0Pes; P76 67”2 a6, oY, o
Jhi——+1] +] =
1i aq} 2i aq} 3i

aq] aq] 4i aq] 50 aq] 61 aq]

Acomodando matricialmente:

ory]

0q; 06,

Ui Jz Jail 6;0;7 =z —Ju —Jsi il 317);
0761 0q;

| dq; | ¢y

[0q; |
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Finalmente se tiene:

Donde:

]eza—qj _]qia_qj

Joi =Uw Jai Jail Joi = Usxz —Jai
%_ 0321 0Wesi 0drei]’ q orp
L
Ji: = RY,
1i 2i ax32i

J2i = RY; By(Yes5:) R, (76787
Jsi = RY; Ry(Yesp) B, (76187
Jai = Bx(6p) Ry (¥p)R ()R, (— V141301512
Jsi = Re(8,) By(¥p)R, ()R, (—V14130 71312
Joi = R(6,) Ry, (,)B,(dp) R, (= V141371512

S

[}

—Jsi

—Jeil

0, 0P, g,

Al evaluar el término %, dependera de qué valor tome el iterador j. De ésta forma, para-

j=1
j=2
j=3

aj

aq @ 9
O—(hza_ch[xp,ywzp'gp'lpp"pp]=0—xp[xp'yp'zp'91w¢v'¢1?]
0
%=[1,0,0,0,0,0]

1
aq 9 9
a_qz:a_qz[xp,ywzp'gp'wp"f’p]=E[xp'yp'zp'9p'¢v'¢1?]
0
%40,1,0,0,0,0]

2
aq 9 9
T%za_%[xp'yv'zp"gp'lpp"pp]:a[xp'yp'zp'ep'wp'd’p]
0
%=[0,0,1.0,0,0]

3
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j=4
aq @ 9
a—%=a—%[xp,yp,zp,9p,¢p,¢p]=a—%[xp,yp,zp,9p,¢p,¢p]
d
%=[0,0,0.1,0,0]
4
j=5
aq 9 9
6—615=0—qs[xp,ywzp'9p'¢p'¢p]=0—%[xp'YP'Zp'9p'¢v'¢P]
d
%=[0,0,0,0,1,0]
5
j=6
oq 9 9
a_%za—%[xp:ypﬂzpﬂgpld}p’(pp]=F%[xplypﬂzp’6p’¢p’¢p]
99 _ [0,0,0,0,0,1]
0—616_ ) »yJ,Jv,u,

Finalmente, para obtener Z—zi, basta con premultiplicar ambos lados de la ec. (D.2) por J i, por lo
j

tanto.
d20;

(D3)

aq
=7y . L
—IBL]qzaqj
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Apendice E
Matriz Jacobiana de Velocidad
para Xs3zj

Con el fin de obtener el término SR en funcidén del vector de coordenadas generalizadas,

presentado en la ecuacion (3.92), se procedera a obtener las matrices Jacobianas de cinematica

directa e inversa, utiles para realizar éste proceso de manera sencilla. A partir de la ecuacion de

lazo (D.1) obtenida en el Apéndice anterior:

0 0 0 0 _ .0 0
T3pp T Tazp + 15y +Tgy = Tp — Tiagy

La ecuacion de velocidad lineal se obtiene derivando respecto al tiempo la ecuacion anterior:

0 0 0 0 _ .0 0
V3gi T Vg3 + Usyy T Vgyy = Vp — Vi3qy;

Donde cada elemento es:
V3, = Xap; by
V93 =0
V3, =0
Vg = 09 X Tgy
Vi310i = “’g X 19315

vy =[x, %, 2,]"

Los vectores de velocidad angular absolutos de las bases son.
0 _ 0 0
W7; = Wgs; T W74

) = wy + 0y, + w;,

Donde cada una de las velocidades angulares es.

0 _ :0 .j
Wes; = Jsi Yesi
0 _ 7,0 4
W76; = Kg; Pr6i

wg =i 6,

w?p :jgs Y,
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wgb = k(1]6 d)p

Sustituyendo los elementos de las ecs (E.2) en la ec. (E.1):
0 _

.20 0 0o _ 0 40
X32i Lp; T W7; X Tgyy =V — @y X T3qy;

. . . ’ . H H O . .
Con el fin de eliminar los t€rminos Y4s; y ¢76; que aparecen en w,; y dejar la ec. anterior solo en

términos de %55;, se hara el producto punto por r3,; en ambos lados de la ecuacion (Tsai, 1999).

0 .20 0 0 0\ _ .0 0 _..0 0 40
Tgyi " (Xagi I3)) + Ty (W7 X Tgyy) =Ty " Vp — Ty * (@p X Ty315;)

. 0 . 0N _ 20 .20 _ 20 .0 1.0
X32i(Tg7; * I21) = Tg7; " Vp — Ty " (Wp X Ti315;)

Sustituyendo los términos de las ecs. (E.3) y (E4):

v 0 , 0y __,.0 .0 _ .0 . 0 0 0 0

X32i(Tg7i * U31) = Tgy; " Vp — Tgy; ((“’9 + wy + “’4)) X r1312i)

. 0 .0\ _10 ..0_ -0 ({04 .0 0 0

X32i(T'g7;  131) = Tg7i" Vp — Tgy ((lo Op + J35 Yy + ks dp) X r1312i)

v 0 , ;0\ _,.0 .0 __ ,.0 .(:0 9 0 __ 20 (0 ./ 0 __ 20 . 0 4 0

X300 (Tg7: + 89) = Tg71 V) — 1y - (18 Op X 103151) — 171~ (s Yp X 103120) — 77 * (K6 dp X 10312;)
Aplicando el concepto de relacion ciclica para el producto mixto, obtenemos:

. 0 20y _ .0 -0 4 0 0 0 i 0 ) 0 0 0
X32i(Tgy; * I31) = Tgy; 'Vg — g Oy - (T1312i X T'g71) — Jis Wp - (T312¢ X Tg7) — Kig Pp * (113121 X T'g71)

Finalmente:

. 0 0y _ .0 0 _ 07 0 F 0

X32i(Tgy; * I31) = Tgy; "V — o Op Uy — Jis Yp Uy — ki O (E-5)
Donde:

_ .0 0
U; =T1312; X Tgy; (E-6)

Escribiendo la ec. (E.6) seis veces, una para cada i-1,2,3,4,5,6, obtenemos seis ecuaciones escalares,
las cuales se pueden ordenar de la siguiente formas:
Joa=JrR
Siendo ], y Jr las matrices Jacobianas de cinematica directa e inversa, respectivamente, ademas:
. . -
yo— 0
qa=[vy 6, ¥, &
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R= [55321

. . . . . T
X322 X323 Xaza X35 X3ze)

Finalmente, de forma matricial se tiene:

Joa=

0 . 50
Trg71 " U1

Joa=

S O O O O

>rg71
Tg72
373
T34

0
Tg7s

0
L7376

0

0 . :0
Tg72 " 122

o O © O

) )
—lo "W —Ji5 UL T
—j0 . —j0 . —
lp " Uy J1s " Uz
—i% -u —j% -u —
0 3 J1s 3
—i% -u —j% -u —
0 "Uy J1s " Us
—i% -u —j% -u —
0 " Us Jis " Us
—i% -u —j% -u —
0 6 J1s " Ug

0 0

0 0
873 i3 0

0 T874 " i34

0 0

0 0

k(1]6 TU ]
k$6 ‘Uy
ks - u;
ks -u,
ks - us
kS -ugl

0

0

0

0
875 igs

0

o O O © O

0 . :0
Tg76 ~ L6

>J.C3217
x322
x323
J.6324
x325

—x326-
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