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Introducción

El modelo de efectos aleatorios en ecuaciones diferenciales estocásticas como
cualquier modelo matemático busca estudiar y analizar el comportamiento de
un sistema o experimento para poder comprenderlo y hacer predicciones. La
caracteŕıstica primordial de este tipo de modelos es que permiten considerar
simultáneamente la aleatoriedad del fenómeno y la variabilidad de la unidad
experimenteal, por tal razón, la principal área de aplicación se concentra en
experimentos biomédicos.

Supongamos que tenemos un experimento en el cual se realizan repetidas me-
diciones en el tiempo a cada individuo de una población, y que el conjunto de
observaciones de cada individuo puede modelarse a partir de una ecuación di-
ferencial estocástica. Si además, consideramos que existen diferencias entre los
individuos, podemos incorporar un efecto aleatorio al modelo, entonces resulta
una ecuación dferencial estocástica donde el coeficiente de deriva está gobernado
por una ley de probabilidad, lo que permite tener una mejor descripción de las
variaciones del experimento.

En el presente trabajo, se busca encontrar los estimadores de los parámetros del
modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocásticas a partir
de la construcción de la función de verosimilitud considerando ciertos supuestos
como normalidad de los efectos aleatorios e independecia de los efectos alea-
torios y el movimiento Browniano. Sin embargo, en general no es posible en-
contrar expresiones expĺıcitas para la verosimilitud o para los estimadores. Por
consiguiente, se supone en particular, que la ecuación diferencial estocástica es
aquella que tiene como solución al movimiento Browniano geométrico, a partir
de la cual śı es posible encontrarlos.

Con el fin de comprender el modelo completo, se expone en el primer caṕıtulo,
una breve introducción a la integración estocástica; iniciando con algunos con-
ceptos básicos para seguir con la construcción de la integral de Itô, aśı como sus
caracteŕısticas más importantes. Luego, se presentan las ecuaciones diferencia-
les estocásticas junto con el teorema de existencia y unicidad de la solución de
las mismas. Posteriormente, se enuncia la definición de difusión, sus principales
propiedades y se describen dos métodos de simulación. Además, se da un resu-
men de los métodos más utilizados para hacer inferencia sobre los parámetros
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de las ecuaciones diferenciales estocásticas. Finalmente, se define un puente de
difusiones y se habla de un algoritmo para generarlos.

Por otra parte, en el segundo caṕıtulo, se introduce el modelo lineal de efectos
de mezclas, el desarrollo de la función de máxima verosimilitud y sus respec-
tivos estimadores. Estos cálculos plantean la base para hacer la estimación de
los parámetros del modelo al incorporarlos a la ecuación diferenecial estocástica.

En el tercer caṕıtulo, se integran ambos resultados para la construcción del mo-
delo, se encuentra una expresión para la función de verosimilitud. Luego, se ob-
tienen expresiones cerradas de los estimadores de los parámetros del modelo con
la ecuación diferencial estocástica cuya solución es un movimiento Browniano
geométrico. Además se encuentran las varianzas asintóticas de cada estimador
y las condiciones necesarias para que los estimadores existan.

Finalmente, en el cuarto caṕıtulo, se hace un análisis de los estimadores a partir
de simulaciones, es decir, se realizan simulaciones de trayectorias para calcular
los estimadores. Luego, se plantea como un modelo de información faltante
donde la idea consiste en utilizar puentes de difusiones para completarla con
el fin de mejorar los estimadores. Se concluye con la aplicación del modelo
a un conjunto de datos que representan la evolución de la disolución de un
medicamento.

ii



Caṕıtulo 1

Ecuaciones diferenciales
estocásticas

Las ecuaciones diferenciales estocásticas surgen al incorporar un elemento es-
tocástico o “ruido” a una ecuación diferencial, lo que permite en muchas oca-
siones obtener un modelo matemático que describa de forma más realista el
sistema en estudio.
Para ejemplificarlo, consideremos el modelo simple de crecimiento poblacional

dXt

dt
= a(t)X(t), X(0) = X0 (constante),

donde X(t) representa el tamaño de la población al tiempo t y a(t) es la tasa de
creciemiento. Pero, si a(t) no está completamente determinda ya que depende de
elementos aleatorios que provienen del ambiente, es decir, a(t) = r(t) + “ruido”
con r(t) determinista y la parte aleatoria puede describirse mediante una función
de distribución, obtenemos una ecuación diferencial estocástica.

1.1. Algunos conceptos básicos

Comenzaremos recordando algunos conceptos necesarios para la construcción de
la ecuación diferencial estocástica y sus principales propiedades. Consideremos
el espacio de probabilidad (Ω,F ,P).

Definición 1.1.1. Un proceso estocástico continuo {Xt(ω)}t∈T es una familia
de variables aleatorias parametrizadas por un conjunto T ∈ R+, usualmente el
tiempo.

Un proceso estocástico {Xt(ω)}t∈T puede pensarse como función de dos varia-
bles, donde para cada t ∈ T, ω → Xt(ω) es una variable aleatoria y para cada
ω ∈ Ω, t → Xt(ω) es una trayectoria. Entonces se podŕıa interpretar a Xt(ω)
como la posición del individuo ω al tiempo t.
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Para simplificar la notación denotaremos a los procesos estocásticos como
{Xt}t∈T .

Uno de los procesos estocásticos más importantes es el movimineto Browniano o
proceso de Wiener que fue descubierto por el botánico Robert Brown al observar
la trayectoria irregular que siguen las particulas de polen suspendidas en cierta
sustancia. Posteriormente, la definición formal y la prueba de existencia fue
dada por el matemático Norbert Wiener.

Definición. 1.1.2. Un movimiento Browniano {Bt}t≥0 es un proceso estocásti-
co continuo tal que:

1. B0 = 0 con probabilidad 1.

2. {Bt}t≥0 tiene incrementos independientes: si 0 = t0 < t1 < ... < tn,
entonces Bti −Bti−1

, son independientes para 1 ≤ i ≤ n.

3. {Bt}t≥0 tiene incrementos estacionarios: Bt+s − Bt tiene la misma dis-
tribución que Bs para toda s y t. Y además Bs ∼ N(0, s).

Antes de referir las principales propiedades del movimiento Browniano, mencio-
naremos dos conceptos preliminares: procesos de Markov y martingalas.
Primero, recordemos que un proceseo de Markov es aquel que cumple la siguiente
propiedad: P(Xt ∈ A|fs) = P(Xt ∈ A|Xs) para s < t (o propiedad de Markov).
Luego, recordemos que una filtración es una familia de sub-σ-álgebras de F que
cumplen: Fs ⊂ Ft, s < t.
Se le llama filtración natural o canónica de {Xt}t∈T a la σ-álgebra generada
por el proceso. Usualmente se piensa a la σ-álgebra Ft como la información
contenida en el proceso hasta el tiempo t, entonces si Fs ⊂ Ft, indica que Ft
contiene más información que Fs.

Definición. 1.1.3. Una martingala {Mt}t≥0 con respecto a la filtración {Ft}t≥0

es un proceso estocástico continuo que cumple:

1. Mt es Ft-medible.

2. E[|Mt|] <∞.

3. E[Mt|fs] = Ms, s < t.

Propiedades del movimiento Browniano:

1. Es un proceso de Markov.

2. Es una martingala.

3. Es no diferenciable en ningún punto.

4. No tiene variación acotada.

5. Tiene variación cuadrática acotada.
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Probaremos las propiedades 2 y 5 que se utilizarán más adelante. La demostra-
ción del resto de las propiedades pueden encontrarse en [11] y [19].

Proposición 1.1.1. Sea {Bt}t≥0 un movimiento Browniano, para toda t ≥ 0
y ∆n una sucesión de particiones del tiempo [0, t], cuya norma tiende a cero,
entonces la sucesión

∑
ti∈∆n

(Bti − Bti−1
)2 converge a t en L2. Es decir, la

variación cuadrática de una trayectoria es la longitud del intervalo.

Demostración. Basta probar que
∑
i(Bti −Bti−1)2 − t converge a cero en L2.

Denotemos Bti −Bti−1
= ∆Bti y ti − ti−1 = ∆ti

E
[(∑

i

(∆Bti)
2 − t

)2
]

= E
[(∑

i

(∆Bti)
2 − (∆ti)

)2
]

desarrollamos el cuadrado

= E
[∑

i

∑
j

(∆Bti)
2(∆Btj )

2 − 2
∑
i

∑
j

(∆Bti)
2(∆ti)

+
∑
i

∑
j

∆ti∆tj

]

= E
[∑

i

(∆Bti)
2)2 +

∑
i6=j

(∆Bti)
2(∆Btj )

2

− 2
∑
i

∑
j

(∆Bti)
2∆ti +

∑
i

∑
j

∆ti∆tj

]

utilizamos la linealidad de la esperanza y que E[(∆Bti)
2] = ∆ti y E[(∆Bti)

4] =
3(∆ti)

2

=
∑
i

3(∆ti)
2 +

∑
i6=j

∆ti∆tj −
∑
i

∑
j

∆ti∆tj

=
∑
i

2(∆ti)
2

= 2∆nt→ 0.

Proposición 1.1.2. El movimiento Browniano es una martingala continua res-
pecto a la σ-álgebra Ft generada por {Bs}s≤t.

Demostración. Claramente el proceso es adaptado a la filtración natural.
Es integrable ya que E[| Bt |]2 ≤ E[| Bt |2] = t.
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Y finalmente, probamos la propiedad de martingala,

E[Bt | fs] = E[Bt −Bs +Bs | fs]
= E[Bt −Bs | fs] + E[Bs | fs]
= E[Bt −Bs] +Bs = Bs.

Con los resultados previos podemos iniciar con el estudio de las ecuaciones
diferenciales estocásticas.

1.2. Integral de Itô y ecuaciones diferenciales es-
tocásticas

Consideremos la ecuación diferencial estocástica

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt,

donde {Bt}t≥0 es un movimiento Browniano.
O bien, en notación integral

Xt = X0 +

∫ t

0

b(u,Xu)du+

∫ t

0

σ(u,Xu)dBu.

Como la integral con respecto al movimineto Browniano no puede ser expresada
en términos de la integral de Riemman ya que no tiene variación acotada, se
define la integral de Itô para funciones f : [0,∞]×Ω→ R de la siguiente manera.

Definición 1.2.1. Se define la integral estocástica (o de Itô) como

I(f)(ω) =

∫ T

0

f(t, ω)dBt.

Consideremos V = V(S, T ) la clase de funciones f(t, ω) : [0,∞) × Ω → R tales
que:

i. (t, ω)→ f(t, ω) es (B × F)-medible.

ii. f(t, ω) es F-adaptado.

iii. E[
∫ T
S
f(t, ω)2dt] <∞.

Nota: V ∈ L 2
(dP×dt).

Primero se construye la integral de Itô a partir de funciones sencillas llamadas
funciones simples denotadas por φ y posteriormente se generaliza probando que
cada f ∈ V puede aproximarse por funciones simples.
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Consideremos φ ∈ V tal que

φ =
n−1∑
j=0

aj(ω)I[tj ,tj+1)(t),

donde aj debe ser Ftj -medible, E(a2
j ) <∞, 0 = t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tj ≤ ... ≤ tn = T.

Definimos la integral de Itô para funciones simples como:

I(φ) =

∫ T

0

φ(t, ω)dBt(ω) =
n−1∑
j=0

aj(ω)[Btj+1 −Btj ](ω). (1.1)

Con el siguiente lema es posible extender la definición de la integral de Itô para
cualquier función en V.

Lema 1.2.1 (Isometŕıa de Itô). Para un proceso simple φ(t, ω) acotado

‖I(φ)‖L 2
(dP)

= ‖φ‖L 2
(dP×dt)

es decir,

E
[(∫ T

0

φ(t, ω)dBt(ω)
)2
]

= E
[ ∫ T

0

φ(t, ω)2dt

]
.

Demostración. Desarrollamos ambos lados de la igualdad para ver que llegamos
a lo mismo.

E
[(∫ T

0

φ(t, ω)dBt(ω)
)2
]

= E
[( n−1∑

j=0

aj(ω)(Btj+1 −Btj )(ω)
)2
]

= E
[ n−1∑
j=0

a2
j (ω)(Btj+1

−Btj )2

+ 2
∑
i<j

aiaj(Bti+1
−Bti)(Btj+1

−Btj )
]
,

como aj es independiente a (Btj+1
− Btj ) y E(Btj+1

− Btj) = 0, los términos
cruzados son cero

E
[ n−1∑
j=0

a2
j (ω)(Btj+1 −Btj )2

]
=

n−1∑
j=0

E[a2
j (ω)]E

[
(Btj+1 −Btj )2

]

=
n−1∑
j=0

E[a2
j (ω)](tj+1 − tj).

Por otro lado,
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E
[ ∫ T

0

φ(t, ω)2dt

]
= E

[ ∫ T

0

( n−1∑
j=0

aj(ω)I[tj ,tj+1)(t)
)2

dt

]

= E
[ ∫ T

0

n−1∑
j=0

a2
j (ω)I[tj ,tj+1)(t)dt

]

= E
[ n−1∑
j=0

∫ tj+1

tj

a2
j (ω)dt

]

=
n−1∑
j=0

E[a2
j (ω)](tj+1 − tj).

Por lo tanto, se cumple la igualdad.

Ahora, vamos a extender la definición de la integral de Itô para cualquier función
en V.
Primero, consideremos g ∈ V acotada y continua para toda ω, entonces existe
φn ∈ V un proceso simple tal que

E
[ ∫ T

0

(g − φn)2dt

]
→ 0 si n→∞.

Prueba: definimos φn =
∑n−1
j=0 g(tj , ω)I[tj ,tj+1)(t), con g ∈ V y continua para

toda ω, φn es un proceso simple y∫ T

0

(g − φn)2dt→ 0 si n→∞ para cada ω,

entonces, por el teorema de convergencia acotada (véase [9]),

E
[ ∫ T

0

(g − φn)2dt
]
→ 0 cuando n tiende a infinito.

Luego, sea h ∈ V acotada entonces existen funciones gn(·, ω) ∈ V continuas para
todo ω y n tales que

E
[ ∫ T

0

(h− gn)2dt
]
→ 0 si n→∞.

Prueba: como h acotada | h(t, ω) |≤ M para todo (t, ω). Consideremos ψn
funciones no negativas y continuas en los reales que cumplan:
i) ψn(x) = 0 para x ≤ − 1

n y x ≥ 0.

ii)
∫∞
−∞ ψn(x)dx = 1.

Definimos gn(t, ω) =
∫ t

0
ψn(s − t)h(s, ω)ds, entonces gn(·, ω) es continua para

cada ω y acotada | gn(t, ω) |≤M , además gn(t, ·) es Ft-medible para toda t.
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Por el teorema de convergencia uniforme (véase [9]),

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
gn(s, ω)− h(s, ω)

)2
ds =

∫ T

0

ĺım
n→∞

(
gn(s, ω)− h(s, ω)

)2
ds,

como ĺım
n→∞

gn(t, ω) = h(t, ω),

ĺım
n→∞

∫ T

0

(
gn(s, ω)− h(s, ω)

)2
ds = 0,

por lo tanto, E
[ ∫ T

0
(h− gn)2dt

]
→ 0 si n→∞.

Finalmente, consideremos f ∈ V existe una sucesión de funciones hn ∈ V aco-
tada para toda n

E
[ ∫ T

0

(f − hn)2dt
]
→ 0 si n→∞.

Prueba: tomamos

hn =

 −n f(t, ω) < −n
f(t, ω) −n ≤ f(t, ω) ≤ n
n f(t, ω) > n

Como hn es acotada y converge a f puntualmente podemos usar el teorema de
convergencia dominada (véase [9]), por lo tanto, hn tiende f en L 2.

Con esto termina la parte de aproximación de funciones simples a cualquier
función en V. Ahora ya podemos completar la definición de la integral de Itô.

Definición 1.2.2. Sea f ∈ V, la integral estocástico de Itô se define:

I(f)(ω) =

∫ T

0

f(t, ω)dBt = ĺım
n→∞

∫ T

0

φn(t, ω)dBt = ĺım
n→∞

I(φn),

donde φn una sucesión de funciones simples.

Notemos que la sucesión φn existe como lo demostramos previamente y además
notemos que

∫
φndBt forman una sucesión de Cauchy por lo que el ĺımite tam-

bién existe.

Corolario 1.2.2 (Isometŕıa de Itô). Sea f ∈ V,

‖I(f)‖L 2
(dP)

= ‖f‖L 2
(dP×dt)

.

Demostración. Sea φn ∈ V, ya vimos que ‖φn − f‖ tiende a cero si n crece a
infinito, entonces ‖φn‖ converge a ‖f‖ en L 2

(dP×dt) y por otro lado, ‖I(φn)−I(f)‖
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tiende a cero cuando n crece a infinito, por lo que ‖I(φn)‖ converge a ‖I(f)‖
en L 2

(dP) luego, por la isometŕıa de Itô para funciones simples

‖I(φn)‖L 2
(dP)

= ‖φn‖L 2
(dP×dt)

,

tomamos el limite

‖I(f)‖L 2
(dP)

= ĺım
n→∞

‖I(φn)‖L 2
(dP)

= ĺım
n→∞

‖φn‖L 2
(dP×dt)

= ‖f‖L 2
(dP×dt)

.

Algunas propiedades de la integral de Itô para f y g funciones en V(0, T ) y
0 ≤ S < U < T .

i)
∫ T
S
fdBt =

∫ U
S
fdBt +

∫ T
U
fdBt.

ii)
∫ T
S

(cf + g)dBt = c
∫ T
S
fdBt +

∫ T
S
gdBt.

iii) E
[ ∫ T

S
fdBt

]
= 0.

iv) V ar
( ∫ T

S
fdBt

)
=
∫ T
S
E[f2]dt.

v)
∫ T
S
fdBt es Ft-medible.

vi) El proceso M(t) = M(0) +
∫ T

0
fdBt es martingala.

Las demostraciones de las propiedades i) a v) se siguen de la definición de la
integral, y la isometŕıa de Itô para la número iv). La propiedad vi) se sigue como
corolario del siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Sea f ∈ V[0, T ], existe un proceso {Jt}t≥0 continuo en (Ω,F ,P)

tal que P
(
Jt =

∫ t
0
fdBs

)
= 1 para toda t ∈ [0, T ].

Demostración. Sea φn(t, ω) un proceso simple tal que

E
[ ∫ T

0

(f − φn)2dt

]
→ 0 cuando n→∞,

hagamos

In(t, ω) =

∫ t

0

φn(s, ω)dBs y It = I(t, ω) =

∫ t

0

f(s, ω)dBs.

Notemos que In(·, ω) es continua para toda n. Consideremos s < t para probar
que In(t, ω) es Ft-martingala.
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E[In(t, ω)|Fs] = E
[ ∫ t

0

φn(u, ω)dBu

∣∣∣Fs]
= E

[(∫ s

0

φn(u, ω)dBu +

∫ t

s

φn(u, ω)dBu

)∣∣∣Fs]
=

∫ s

0

φn(u, ω)dBu + E
[ ∫ t

s

φn(u, ω)dBu

∣∣∣Fs],
sabemos que la integral de Itô para funciones simples se escribe como∫ t

s

φn(u, ω)dBu =
∑

s≤t(n)
j ≤t

(n)
j+1≤t

a
(n)
j (Btj+1

−Btj ),

condicionamos sobre la σ-álgebra Ftj ,

=

∫ s

0

φn(u, ω)dBu +
∑

s≤t(n)
j ≤t

(n)
j+1≤t

E
[
E[a

(n)
j (Btj+1 −Btj )|Ftj ]|Fs

]

=

∫ s

0

φn(u, ω)dBu +
∑

s≤t(n)
j ≤t

(n)
j+1≤t

E
[
a

(n)
j E[(Btj+1 −Btj )|Ftj ]|Fs

]
,

notemos que E[(Btj+1
−Btj )|Ftj ] = 0, entonces

E[In(t, ω)|Fs] = In(s, ω).

Por lo tanto, es Ft-martingala continua.
Entonces, In − Im es también Ft-martingala y usando la desigualdad de Doob
para martingalas continuas (véase [21] ),

P[ sup
0≤t≤T

|In(t, ω)− Im(t, ω)| > λ] ≤ 1

λ2
E[|In(T, ω)− Im(T, ω)|2]

=
1

λ2
E
[∣∣∣ ∫ T

0

φn(s, ω)dBs −
∫ T

0

φm(s, ω)dBs

∣∣∣2]
=

1

λ2
E
[∣∣∣ ∫ T

0

φn(s, ω)− φm(s, ω)dBs

∣∣∣2]
≤ 1

λ2
E
[ ∫ T

0

(φn(s, ω)− φm(s, ω))2dBs

]
−−−−−→
m,n→∞

0.

Elegimos una sub-sucesión nk que cuando crece a infinito cumpla

P[ sup
0≤t≤T

|Ink+1
(t, ω)− Ink(t, ω)| > 2−k] < 2−k.

9



Luego, por el lema de Borel-Cantelli (véase [11]) existe un conjunto Ω0 con una
variable aleatoria, c(ω) <∞ tal que para toda ω ∈ ω0 y
sup0≤t≤T |Ink+1

(t, ω)− Ink(t, ω)| > 2−k para k > c(ω), por lo que,

P[ sup
0≤t≤T

|Ink+1
(t, ω)− Ink(t, ω)| > 2−k para k infinito] = 0,

entonces, Ink es uniformemente convergente para t ∈ [0, T ] y además para cada
ω ∈ Ω0 Jt es continua en el tiempo casi seguramente y como Ink(t, ω) converge
a I(t, ω) en L 2,

It = Jt c.s.para toda t.

Con ello se completa la prueba.

1.2.1. Fórmula de Itô

La fórmula de Itô es una herramienta importante para el cálculo estocástico
porque es útil para resolver algunas ecuaciones diferenciales estocásticas.
Consideremos el proceso {Yt}t≥0 una función del movimineto Browniano estándar,
tal que Yt = f(t, Bt); la fórmula de Itô para este proceso se presenta en el si-
guiente teorema.

Teorema 1.2.1.1 (Fórmula de Itô). Para cualquier función f(t, x) ∈ C1,2(R+,R)

Yt = f(t, Bt) = f(0, 0)+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs)dBs+

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs)ds+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs)ds.

Demostración. Escribimos a f(t, Bt)−f(0, 0) como una suma telescópica y apli-
camos el polinomio de Taylor

f(t, Bt)− f(0, 0) =

n∑
i=1

f(ti, Bti)− f(ti−1, Bti−1)

=

n∑
i=1

∂f

∂x
(ti−1, Bti−1)∆Bi +

n∑
i=1

∂f

∂t
(ti−1, Bti−1)∆ti

+
1

2

n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1)(∆Bi)

2 +

n∑
i=1

r(ti−1, ti, Bti−1 , Bti).

donde ∆ti = ti − ti−1 y ∆Bi = Bti − Bti−1
Luego, las primeras dos sumas

convergen en probabilidad como sigue:

ĺım
n→∞

n∑
i=1

∂f

∂x
(ti−1, Bti−1

)∆Bi =

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Bs)dBs,

ĺım
n→∞

n∑
i=1

∂f

∂t
(ti−1, Bti−1

)∆ti =

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Bs)ds.
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Ahora, tomamos la tercer suma,

1

2

n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)(∆Bi)
2

=
1

2

[ n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)∆ti −
n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)∆ti

+
n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)(∆Bi)
2

]

=
1

2

[ n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)∆ti

+

n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1)

(
(∆Bi)

2 −∆ti

)]
.

Como queremos hacer el último término igual a cero, lo acotamos utilizando la
desigualdad de Markov, entonces

E
[

1

4

( n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1)

(
(∆Bi)

2 −∆ti
))2
]

=
1

4

n∑
i=1

E
[
∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1)2

(
(∆Bi)

2 −∆ti

)2
]

+
∑
i6=j

E
[
∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)
∂2f

∂x2
(tj−1, Btj−1

)((∆Bi)
2 −∆ti)((∆Bj)

2 −∆tj)

]
,

condicionamos la segunda suma sobre la σ-álgebra con el ı́ndice menor, ((∆Bi)
2−

∆ti)((∆Bj)
2 − ∆tj) son independientes para toda i 6= j y el producto de las

esperanzas se hace cero; entonces,

1

4

n∑
i=1

E
[
∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1)2E

[(
(∆Bi)

2 −∆ti
)2] ≤ t2

2n

∥∥∥∥∂2f

∂x2

∥∥∥∥2

∞
,

puesto que f ∈ C2 tiene segundas derivadas acotadas. Luego, si tomamos el
ĺımite, converge a cero en probabilidad, por lo tanto,

1

2

n∑
i=1

∂2f

∂x2
(ti−1, Bti−1

)(∆Bi)
2 =

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Bs)ds.

Finalmente, si probamos que
∑n
i=1 r(ti−1, ti, Bti−1

, Bti) es cero en el ĺımite ter-
minamos la prueba. Sabemos por ser el error en el polinomio de Taylor que

|r(ti−1, ti, Bti−1
, Bti)| ≤ (∆Bi)h(ti−1, ti, Bti−1

, Bti)

+ (∆ti)k(ti−1, ti, Bti−1
, Bti),
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donde h y k son funciones acotadas y continuas uniformemente.
Entonces

n∑
i=1

|r| ≤
n∑
i=1

∆B2
t h+ ∆tk,

por la desigualdad de Cauchy

E
(∣∣ n∑
i=1

r
∣∣) ≤ n∑

i=1

E[(∆Bt)
4]

1
2E[h2]

1
2 +

n∑
i=1

E[(∆t)4]
1
2E[k2]

1
2

=
n∑
i=1

(3t2

n2

) 1
2E[h2]

1
2 + n

( t
n

)4

E[k2]
1
2

=
√

3tE[h2]
1
2 +

t4

n3
E[k2]

1
2 .

Por otro lado, utilizando que h y k son acotadas, la continuidad uniforme y
posteriormente, la desigualdad de Markov tenemos

E(h2) ≤ ε2 + ‖h‖∞P(|∆Bt| ≥ δ)

≤ ε2 + ‖h‖∞E
[|∆Bt|2]

δ2

= ε2 + ‖h‖∞
t

δ2n
.

Análogamente

E(k2) ≤ ε2 + ‖k‖∞
(∆t)2

δ2
.

Sustituimos y tomamos el ĺımite cuando n tiende a ∞

E
(∣∣ n∑
i=1

r
∣∣) ≤ √3tε2 + ‖h‖∞

t

δ2n
+
t4

n3
ε2 + ‖k‖∞

(∆t)2

δ2
→ 0,

nuevamente por la desigualdad de Markov
∑n
i=1 r tiende a cero en probabilidad;

con lo cual se concluye la prueba.

La regla de la cadena

Supongamos ahora al proceso {Yt}t≥0 en términos del movimiento Browniano
con deriva Xt = µt+ σBt, es decir Yt = f(t,Xt). Pero también puede escribirse
como función del movimiento Browniano estándar, tal que Yt = g(t, Bt), donde
g está definida como g(t, x) = f(t, µt+ σx).

Denotemos por simplicidad ∂f
∂x = fx, ∂f

∂t = ft y ∂2f
∂x2 = fxx y consideremos

x = Bt.
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Aplicando la fórmula de Itô para Yt = g(t, Bt),

dYt = gt(t, Bt)dt+ gx(t, Bt)dBt +
1

2
gxx(t, Bt)dt.

Utilizando la regla de la cadena para g

gt(t, x) = ft(t, µt+ σx) + µfx(t, µt+ σx),

gx(t, x) = fx(t, µt+ σx)σ,

gxx = fxx(t, µt+ σx)σ2.

Entonces,

dYt =
(
ft(t, µt+ σx) + µfx(t, µt+ σx)

)
dt+ σfx(t, µt+ σx)dBt

+
1

2
σ2fxx(t, µt+ σx)dt

= ft(t,Xt)dt+ µfx(t,Xt)dt+ σfx(t,Xt)dBt +
1

2
σ2fxx(t,Xt)dt

= ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt) (µdt+ σdBt)︸ ︷︷ ︸
dXt

+
1

2
σ2fxx(t,Xt)dt

= ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
σ2fxx(t,Xt)dt

Por lo tanto, tenemos la fórmula de Itô para el proceso {Yt}t≥0 en función del
movimiento Browniano con deriva. De manera formal, se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.1.2. (Fórmula de Itô). Sea {Xt}t≥0 un proceso dado por

dXt = b(t, ω)dt+ σ(t, ω)dBt

y f(t, x) ∈ C1,2(R+,R) tal que el proceso dado por Yt = f(t,Xt) cumple:

Yt = f(0, 0)+

∫ t

0

∂f

∂t
(s,Xs)ds+

∫ t

0

∂f

∂x
(s,Xs)dXs+

1

2

∫ t

0

∂2f

∂x2
(s,Xs)σ

2(s, ω)ds.

(1.2)

La fórmula general también puede esribirse de forma diferencial utilizando la
siguiente tabla

· dt dBt
dt 0 0
dBt 0 ds

y notando que dXt = a(s, ω)dt+ b(s, ω)dBs, entonces,

dYt = ft(t,Xt)dt + fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXt · dXt

= ft(t,Xt)dt + fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)σ

2(s, ω)ds.

13



porque

dXt · dXt = (b(s, ω)dt+ σ(s, ω)dBs)(b(s, ω)dt+ σ(s, ω)dBs)

= b2(s, ω)dt · dt + 2b(s, ω)b(s, ω)dt · dBs + σ2(s, ω)dBs · dBs
= σ2(s, ω)ds.

La demostración de la fórmula de Itô es análoga a la del Teorema 1.2.1.

1.2.2. Tansformación de Lamperti.

Supongamos que tenemos una ecuación diferencial estocástica de tal forma que
el coeficiente de difusión depende solamente del estado del proceso al tiempo t,
es decir,

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(Xt)dBt,

la transformacón de Lamperti permite convertir tal ecuación en una nueva ecua-
ción diferencial estocástica con coeficiente de difusión unitario, haciendo

Yt = F (Xt) =

∫ Xt

z

1

σ(u)
du,

donde z es un valor arbitrario en el espacio de estados del proceso {Xt}t≥0.
Aśı, Yt es solución a

dYt = bY (t, Yt)dt+ dBt. (1.3)

Esta transformación es muy útil para realizar simulaciones y es empleada en
diversos métodos de estimación.

Ahora, aplicamos la fórmula de Itô para encontrar el coeficiente de deriva bY en
términos de los coeficientes de deriva y difusión del proceso original. Tenemos
que

f(t, x) =

∫ x

z

1

σ(u)
du, ft(t, x) = 0, fx(t, x) =

1

σ(x)
, fxx(t, x) = −σx(x)

σ2(x)
,

luego,

dYt = 0dt+
1

σ(x)
dXt −

1

2
σ2(Xt)

σx(Xt)

σ2(Xt)
dt

=
1

σ(Xt)

(
b(t,Xt)dt+ σ(Xt)dBt

)
− 1

2
σx(Xt)dt

=

(
b(t,Xt)

σ(Xt)
− 1

2
σx(Xt)

)
dt+ dBt.

Por lo tanto, igualando los coeficientes,

bY (t, y) =
b(t, F−1(y))

σ(F−1(y))
− 1

2
σx(F−1(y)).
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1.3. Difusiones

Consideremos una ecuación estocástica de la forma

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt,

a la función b(t,Xt) se le conoce como coeficiente de deriva y a σ(t,Xt) coefi-
ciente de difusión.
A la solución de la ecuación se le llama difusión. El siguiente teorema da las
condiciones necesarias para que la solución exista y sea única.

Teorema 1.3.1. Sea T > 0, b(·, ·) : [0, T ] × Rn → Rn, σ(·, ·) : [0, T ] × Rn →
R(n,m) son funciones medibles que satisfacen

|b(t, x)|+ |σ(t, x)| ≤ C(1 + |x|); x ∈ Rn, t ∈ [0, T ],

para alguna C constante, y

|b(t, x)− b(t, y)|+ |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D|x− y|; x, y ∈ Rn, t ∈ [0, T ],

para D constante. Sea X0 una v.a. independiente a la σ-álgebra generada por el
proceso {Bs}s≥0, tal que E[|X0|2] <∞. Entonces la ecuación diferncial estcásti-
ca

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt, 0 ≤ t ≤ T, (1.4)

tiene una única solución Xt continua respecto a t, E
[ ∫ t

0
|Xt|2dt

]
<∞ y además

es adaptada a filtración FX0
t generada por X0 y Bs, s < t.

Antes de hacer la demostración de existencia y unicidad de las difusiones, veamos
otro resultado que necesitaremos para dicha prueba.

Lema 1.3.1 (Desigualdad de Gronwall). Sea y(t) función no negativa que sa-
tisface

y(t) ≤ A+B

∫ t

0

y(s)ds <∞,

para toda 0 < s ≤ t ≤ T , A y B son constantes positivas, entonces, y(t) ≤ AeBt,
para t ∈ [0, T ].

Demostración.

y(t) ≤ A+B

∫ t

0

y(s)ds

≤ A+B

∫ t

0

A+B

∫ s

0

y(s1)ds1 = A+ABt+B2

∫ t

0

∫ s

0

y(s1)ds1ds

≤ A+ABt+
At2

2
B2 +B3

∫ t

0

∫ s

0

∫ s1

0

y(s2)ds2ds1ds
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entonces tenemos los primeros k terminos de AeBt

k∑
n=1

A
(Bt)n

n!
+BIk

donde

Ik =

∫
· · ·
∫ k−1

0

y(sk)dsk · · · ds1ds

por hipótesis y(t) ≤
∑k
n=1A

(Bt)n

n! + BIk ≤ D luego Ik ≤ Bk t
k+1

k+1! con k → ∞
converge uniformemente a AeBt, por lo tanto, y(t) ≤ AeBt.

Seguimos con la demostración del Teorema 1.3.1.

Demostración. Sea X̃t(ω) y Xt(ω) soluciones a la ecuación (1.4) con valores

iniciales X0 y X̃0 respectivamente. Hagamos

a(s, ω) = b(s,Xs)− b(s, X̃s),

γ(s, ω) = σ(s,Xs)− σ(s, X̃s).

Comenzamos probando que la solución es única acotando P(|Xt − X̃t| ≥ ε) con
ayuda de la desigualdad de Markov.

E
[∣∣Xt − X̃t

∣∣2] = E
[∣∣∣X0 − X̃0 +

∫ t

0

ads+

∫ t

0

γdBs

∣∣∣2]
≤ 3E

[∣∣X0 − X̃0

∣∣2]+ 3E
[∣∣∣ ∫ t

0

ads
∣∣∣2]+ 3E

[∣∣∣ ∫ t

0

γdBs

∣∣∣2].
Utilizando la isometŕıa de Itô y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

≤ 3E
[
|X0 − X̃0|2

]
+ 3tE

[ ∫ t

0

a2ds

]
+ 3E

[∣∣∣ ∫ t

0

γ2ds
∣∣∣]

≤ 3E
[
|X0 − X̃0|2

]
+ 3tE

[ ∫ t

0

D2|Xs − X̃s|2ds
]

+ 3E
[ ∫ t

0

D2|Xs − X̃s|2ds
]

= 3E
[
|X0 − X̃0|2

]
+ 3(t+ 1)D2E

[ ∫ t

0

|Xs − X̃s|2ds
]
.

Sea 0 ≤ t ≤ T , consideremos ν(t) = E[|Xt − X̃t|2] tal que satisface

ν(t) ≤ F +A

∫ t

0

ν(s)ds,
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con F = E
[
|X0 − X̃0|2

]
y A = 3(1 + T )D2; por la desigualdad de Gronwall

ν(t) ≤ FeAt. Asumimos que X0 − X̃0 = 0 entonces ν(t) = 0 para cualquier t en
el intervalo [0, T ]. Luego, por la desigualdad de Markov

P(|Xt − X̃t| ≥ ε) ≤
E[|Xt − X̃t|2]

ε2
, para toda ε > 0.

Por lo tanto, P(|Xt−X̃t| ≥ ε) = 0, lo cual implica que P(|Xt−X̃t| < ε) = 1 para

toda ε. Si en particular tomamos t ∈ Q, P(|Xt− X̃t| = 0, ∀t ∈ Q∩ [0, T ]) = 1.

Como es continuo en t, P(|Xt − X̃t| = 0, ∀t ∈ [0, T ]) = 1 entonces Xt = X̃t en
probabilidad; por lo tanto, la solución es única.

Probar la existencia se hace de la misma manera que en las ecuaciones diferen-
ciales.
Definimos Y

(0)
t = X0 y Y kt = X

(k)
t (ω) y la siguiente sucesión de procesos

Y
(k+1)
t = X0 +

∫ t

0

b(s, Y (k)
s )ds+

∫ t

0

σ(s, Y (k)
s )dBs,

siguiendo el mismo procedimiento que para probar unicidad, obtenemos

E
[∣∣Y (k+1)

t − Y (k)
t

∣∣2] ≤ (1− T )D2

∫ t

0

E
[∣∣Y (k)

t − Y (k−1)
t

∣∣2]ds,
para t ≤ T, k ≥ 1 con

E
[∣∣Y (1)

t − Y (0)
t

∣∣2] = E
[∣∣∣X0 −

∫ t

0

b(s, Y (0)
s )ds+

∫ t

0

σ(s, Y (0)
s )dBs −X0

∣∣∣2]
= E

[∣∣∣ ∫ t

0

b(s, Y (0)
s )ds+

∫ t

0

σ(s, Y (0)
s )dBs

∣∣∣2]
≤ 2tE

[∣∣∣ ∫ t

0

b2(s, Y (0)
s )ds

∣∣∣]+ 2E
[∣∣∣ ∫ t

0

σ2(s, Y (0)
s )dBs

∣∣∣]
≤ 2tE

[ ∫ t

0

C2(1 +X0)2

]
+ 2E

[ ∫ t

0

C2(1 +X0)2

]
≤ 2t2C2

(
1 + E[|X0|2]

)
+ 2tC2

(
1 + E[|X0|2]

)
≤ A1t.

Donde A1 es una constante que depende de T, C y E[|X0|2] entonces

E
[∣∣Y (k+1)

y − Y (k)
t

∣∣2] ≤ (tA2)k+1

(k + 1)!
,

para k ≥ 0, t ∈ [0, T ] y A2 consatnte que depende de C, D, T y E[|X0|2].

Por otro lado, sea ∆b(k) = b(s, Y
(k)
s )− b(s, Y (k−1)

s ) y
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∆σ(k) = σ(s, Y
(k)
s )− σ(s, Y

(k−1)
s )

sup
0≤t≤T

∣∣Y (k+1)
t − Y (k)

t

∣∣ ≤ ∫ T

0

|∆b(k)|ds+ sup
0≤t≤T

∫ T

0

|∆σ(k)|Bs.

Luego,

P[ sup
0≤t≤T

|Y (k+1)
t − Y (k)

t | > 2−k] ≤ P
[(∫ T

0

|∆b(k)|ds
)2

> 2−2k−2
]

+ P
[

sup
0≤t≤T

∫ T

0

|∆σ(k)|Bs > 2−k−1
]
,

utilizando la desigualdad maximal de Doob, la desigualdad de Cauchy y de
Markov, finalmente la isometŕıa de Itô; si además consideramos que A ≥ D2(T+
1),

≤ 22k+2T

∫ t

0

E[|∆b(k)|]ds+ 2k+2

∫ t

0

E[|∆σ(k)|2]ds

≤ 22k+2D2(T + 1)

∫ t

0

Ak2t
k

k!
dt

≤ (4A2T )k+1

(k + 1)!
.

Por el lema de Borell-Cantelli

P[ sup
0≤t≤T

∣∣Y (k+1)
t − Y (k)

t

∣∣ > 2−k para una cantidad de k infinita] = 0,

entonces existe para casi toda ω un k0(ω) tal que sup0≤t≤T
∣∣Y (k+1)
t −Y (k)

t

∣∣ ≤ 2−k

con k ≥ k0 y Y
(n)
t = Y

(0)
y +

∑n−1
k=0 Y

(k+1)
t −Y (k)

t es uniformemente convergente.

El ĺımite Xt de Y
(n)
t es continuo y medible para casi toda ω si Y

(n)
t es continua

para toda n.
Ahora, para m > n > 0

E
[∣∣Y (m)

t − Y (n)
t

∣∣2] 1
2 =

∥∥Y (m)
t − Y (n)

t

∥∥
L 2

P

=

∥∥∥∥m−1∑
k=n

Y
(k+1)
t − Y (k)

t

∥∥∥∥
L 2

P

≤
m−1∑
k=n

∥∥Y (k+1)
t − Y (k)

t

∥∥
L 2

P

≤
∞∑
k=n

[
(A2t)

k+1

(k + 1)!

] 1
2

−−−−→
n→∞

0.
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Por lo tanto, Y
(m)
t converge en L 2 a Yt y como ya probamos unicidad, Yt = Xt

casi seguramnete.
Solo falta probar que Xt satisface la ecuación (1.4).

Para toda n, Y
(n)
t = X0 +

∫ t
0
b(s, Y

(n)
s )ds+

∫ t
0
σ(s, Y

(n)
s )dBs; Xt es el ĺımite de

Y
(n)
t cuando n tiende a infinito y además converge uniformmrente en t ∈ [0, T ]

para casi toda ω.
Por el lema de Fatou (véase [9])

E
[ ∫ t

0

∣∣Xt − Y (n)
t

∣∣2dt] ≤ ĺım sup
m→∞

E
[ ∫ t

0

|Y (m)
t − Y (n)

t |2dt
]

= 0

Además
∫ t

0
σ(s, Y

(n)
s )dBs converge a

∫ t
0
σ(s,Xt)dBs y por la desigualdad de

Hölder
∫ t

0
b(s, Y

(n)
s )ds converge a

∫ t
0
b(s,Xs)ds en L 2.

Tomando el ĺımite cuando n tiende a infinito, recuperamos la ecuación (1.4).

A la solución Xt dada a partir del teorema anterior se le llama solución fuerte
donde Xt es Ft-adaptado (es la filtración generada por Bt y X0). Por otra parte,

si consideramos el espacio (Ω,H,P) y tomamos (X̃t, B̃t,Ht) donde X̃t cumple

la ecuación diferencial estocástica y H es una filtración, X̃t es adaptado y B̃t es
martingala respecto a Ht se le llama a X̃t solución débil.
Una solución fuerte es también débil, pero en general no se cumple lo inverso.

Lema 1.3.2. Si b y σ cumplen las condiciones del Teorema 1.3.1 entonces la
solución (débil o fuerte) es débilmente única

Es decir, tienen la misma distribución finito-dimensional.

Definición 1.3.1. Una difusión de Itô es un proceso estocástico
Xt(ω) : [0,∞)× Ω→ Rn que satisface la siguiente ecuación

dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt,

{Bt}t≥0 representa un movimiento Browniano m-dimensional y las funciones
b : Rn → Rn y σ : Rn → Rn×m cumplen las condiciones del Teorema 1.3.1.

Consideremos al proceso {Xt}t≥0 homogéneo respecto al tiempo, es decir,

Xs,x
s+h = x+

∫ s+h

s

b(Xs,x
u )du+

∫ s+h

s

σ(Xs,x
u )dBu

= x+

∫ h

0

b(Xs,x
s+v)dv +

∫ h

0

σ(Xs,x
s+v)dB̃v,

donde u = s+ v y B̃v = Bs+v −Bs v ≥ 0. Por otro lado sabemos que

X0,x
h = x+

∫ h

0

b(X0,x
v )dv +

∫ h

0

σ(X0,x
v )dBv,
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y como B̃v y Bv tienen la misma distribución P 0 (ley de probabilidad del movi-
miento Browniano que inicia en cero) entonces Xs,x

s+h tiene la misma distribución

que X0,x
h , por lo tanto, es homogénea en el tiempo.

Introducimos Qx la ley de probabilidad de {Xt}t≥0 para x ∈ Rn, intuitivamente,
nos da la distribución con X0 = x consideremos µ la σ-álgebra generada por
ω → Xx

t (ω) definimos

Qx(Xt1 ∈ E1, · · · , Xtk ∈ Ek) = P 0(Xx
t1 ∈ E1, · · · , Xx

tk
∈ Ek)

con Ei conjuntos de Borel 1 ≤ i ≤ k. Sea F (m)
t la σ-álgebra generada por

{Br}r≤t y µt la σ-álgebra generada por {Xr}r≤t. Notemos que si Xt es Ft-
medible, entonces µt ⊂ F (m)

t .
En la siguiente sección se muestran las propiedades fundamentales de las difu-
siones.

1.3.1. Propiedades de las difusiones

Comenzaremos demostrando que cumplen la propiedad de Markov, esta carac-
teŕıstica tiene que ver con la pérdida de memoria de los procesos estocásticos.

Teorema 1.3.1.1 (Propiedad de Markov). Sea f : Rn → R borel acotada,
entonces para t, h ≥ 0

Ex[f(Xt+h)|F (m)
t ] = EXt(ω)[f(Xh)], (1.5)

donde Ex es la esperanza respecto a Qx y E respecto a P 0, tal que
Ey[f(Xh)] = E[f(Xy

h)].

Demostración. Para r ≥ t

Xr(ω) = Xt(ω) +

∫ r

t

b(Xu)du+

∫ r

t

σ(Xu)sBu,

por unicidad, Xr(ω) = Xt,Xt
r (ω). Definimos F (x, t, r, ω) = Xt,x

r (ω) entonces

Xr(ω) = F (Xt, t, r, ω). Notemos que para cada ω, F es independiente a F (m)
t .

Reescribimos (1.5)

Ex[f(F (Xt, t, t+ h, ω))|F (m)
t ] = E[f(F (x, 0, h, ω))]x=Xt .

Sea g(x, ω) = f ◦ F (x, t, t+ h, ω) (x, ω)→ g(x, ω) es medible.
Podemos aproximar a g de manera puntual y acotada por funciones de la forma∑m
k=1 φk(x)ψk(ω), entonces
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E
[
g(x, ω)|F (m)

t

]
= E

[
ĺım
n→∞

n∑
k=1

φk(x)ψk(ω)
∣∣F (m)
t

]

= ĺım
n→∞

n∑
k=1

φk(Xt)E
[
ψk(ω)|F (m)

t

]
= ĺım
n→∞

n∑
k=1

E
[
φk(y)ψk(ω)|F (m)

t

]
y=Xt

= E
[
g(y, ω)|F (m)

t

]
y=Xt

= E[g(y, ω)]y=Xt ,

por ser homogénea en el tiempo

E
[
f(F (Xt, t, t+ h, ω))|F (m)

t

]
= E

[
f(F (y, t, t+ h, ω))|F (m)

t

]
y=Xt

= E
[
f(F (y, 0, h, ω))

]
y=Xt

,

con lo cual se prueba la propiedad de Markov.

Ahora, de forma general probaremos la propiedad fuerte de Markov, definimos
primero un tiempo de paro.

Definición 1.3.1.1. Sea {Nt}t≥0 una familia creciente de σ-álgebras. Se le
llama tiempo de paro a la función τ : Ω→ [0,∞] con respecto a {Nt}t≥0

{ω| τ(ω) ≤ t} ∈ Nt para toda t positiva.

Sea τ un tiempo de paro respecto a {Nt}t≥0, consideremos N∞ la σ-álgebra
más pequeña que contiene a Nt para toda t, la σ-álgebra Nτ consiste en todos
los conjuntos N ∈ N∞ tales que N ∩ {τ ≤ t} ∈ Nt para toda t positiva.

Sea µτ es la σ-álgebra generada por {Xs∧τ}s≥0 y F (m)
τ es la σ-álgebra generada

por {Bs∧τ}s≥0.

Teorema 1.3.1.2 (Propiedad fuerte de Markov). Sea f una función borel aco-

tada en Rn, τ un tiempo de paro respecto a F (m)
t , τ ≤ ∞ casi seguramente,

entonces
Ex
[
f(Xτ+h)|F (m)

τ

]
= EXτ (ω)[f(Xh)]. (1.6)

Demostración. Para casi toda ω tenemos

Xτ,x
τ+h = x+

∫ τ+h

τ

b(Xτ,x
u )du+

∫ τ+h

τ

σ(Xτ,x
u )dBu.
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Por la propiedad fuerte de Markov del movimiento Browniano, B̃v = Bτ+v−Bτ ,

v ≥ 0 es nuevamente Browniano e independiente a F (m)
τ , entonces

Xτ,x
τ+h = x+

∫ h

0

b(Xτ,x
τ+v)dv +

∫ h

0

σ(Xτ,x
τ+v)dB̃u.

Por unicidad fuerte Xτ,x
τ+h coincide casi en todo punto con la solución

Yh = x+

∫ h

0

b(Yv)dv +

∫ h

0

σ(Yv)dB̃v,

y como Yh es independiente a Fτ , Xτ,x
τ+h también lo es y por unicidad débil

tienen la misma distribución que X0,x
h .

Hagamos F (x, t, r, ω) = Xt,x
r (ω), r ≥ t; escribimos (1.6)

E
[
f(F (x, 0, τ + h, ω))|F (m)

τ

]
= E[f(F (x, 0, h, ω))]x=Xτ .

F (x, 0, τ + h, ω) = Xτ+h(ω) = x+

∫ τ+h

0

b(Xs)ds+

∫ τ+h

0

σ(Xs)dBs

= x+

∫ τ

0

b(Xs)ds+

∫ τ

0

σ(Xs)dBs

+

∫ τ+h

τ

b(Xs)ds+

∫ τ+h

τ

σ(Xs)dBs

= Xτ +

∫ τ+h

τ

b(Xs)ds+

∫ τ+h

τ

σ(Xs)dBs

= F (Xτ , τ, τ + h, ω).

Entonces

E
[
f(F (Xτ , τ, τ + h, ω))|F (m)

τ

]
= E[f(F (x, 0, h, ω))]x=Xτ

de manera análoga al teorema anterior definimos g(x, t, r, ω) = f(F (x, t, r, ω))
y suponemos que g(x, t, r, ω) =

∑
k φk(x)ψk(t, r, ω).

Entonces,

E
[
g(Xτ , τ, τ + h, ω))|F (m)

τ

]
= E

[∑
k

φk(Xτ )ψk(τ, τ + h, ω)
∣∣F (m)
τ

]
=
∑
k

φk(Xτ )E
[
ψk(τ, τ + h, ω)|F (m)

τ

]
=
∑
k

E
[
φk(x)ψk(τ, τ + h, ω)|F (m)

τ

]
x=Xτ

= E
[
g(x, τ, τ + h, ω)|F (m)

τ

]
x=Xτ

= E[g(x, τ, τ + h, ω)]x=Xτ

= E[f(Xτ,x
τ+h)]x=Xτ

= E[f(X0,x
h )]x=Xτ

= E[f(F (x, 0, h, ω))]x=Xτ .
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Definición 1.3.1.2. Sea {Xt}t≥0 una difusión homogénea en el tiempo en Rn.
El generador infinitesimal A de Xt se define como:

Af(x) = ĺım
t→0

Ex[f(Xt)]− f(x)

t
, x ∈ Rn

Se denota DA(x) al conjunto de funciones tales que el ĺımite existe en x y DA

el conjunto de funciones para las cuáles el ĺımite existe para toda x.
Es posible encontrar relación entre el generador infinitesimal y los coeficiente de
deriva y difusión de las ecuaciones diferenciales estocásticas; el siguiente lema
es un herramienta para probarlo.

Lema 1.3.1.1. Sea {Yt}t≥0 = Y xt un proceso de Itô de las siguiente forma

Y xt = x+

∫ t

0

u(s, ω)ds+

∫ t

0

v(s, ω)dBs,

{Bt}t≥0 un movimiento Browniano m-dimensional, f ∈ C2(Rn) con soporte

compacto, τ un tiempo de paro con respecto a {F (m)
t }, Ex[τ ] < ∞, u(s, ω) y

v(s, ω) acotadas tales que Y (t, ω) pertenece al soporte de f , entonces

Ex[f(Yτ )] = f(x) + Ex
[ ∫ τ

0

(∑
i

ui)
∂f

∂xi
(ys) +

1

2

∑
i,j

(vvT )ij
∂2f

∂xixj
(Ys)

)
ds

]
.

Demostración. Sea Z = f(Y ), aplicamos fórmula de Itô

dZ =
∑
i

∂f

∂yi
(Y )dYi +

1

2

∑
i,j

∂f

∂yiyj
(Y )dYidYj

=
∑
i

∂f

∂yi
(Y )(uidt+ vidBt) +

1

2

∑
i,j

∂f

∂yiyj
(Y )(uidt+ vidBt)(ujdt+ vjdBt)

=
∑
i

∂f

∂yi
(Y )(uidt) +

∑
i

∂f

∂yi
(Y )(vidBt) +

1

2

∑
i,j

∂f

∂yiyj
(Y )(vidBt)(vjdBt).

Aparte calculamos

(vidBt)(vjdBt) = (
∑
k

vikdBtk)(
∑
l

vjldBtl)

=
∑
k

vikvjk(dBtk)2

= (
∑
k

vikvjk)dt

= (vvT )ijdt.
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Sustituyendo éste último resultado

dZt =
∑
i

∂f

∂yi
(Y )uidt+

∑
i

∂f

∂yi
(Y )vidBt +

1

2

∑
i,j

∂f

∂yiyj
(Y )(vvT )ijdt

=
(∑

i

∂f

∂yi
(Y )ui +

1

2

∑
i,j

∂f

∂yiyj
(Y )(vvT )ij

)
dt+

∑
i

∂f

∂yi
(Y )vidBt,

entonces

f(Yτ ) = f(Y0) +

∫ τ

0

(∑
i

ui
∂f

∂yi
+

1

2

∑
i,j

(vvT )ij
∂f

∂yiyj

)
ds+

∑
i,k

∫ τ

0

vik
∂f

∂yi
dBtk .

Aplicando esperanza

Ex[f(Yτ )] = f(x) + Ex
[ ∫ τ

0

(∑
i

ui
∂f

∂yi
+

1

2

∑
i,j

(vvT )ij
∂f

∂yiyj

)
ds

]

+
∑
i,k

Ex
[ ∫ τ

0

vik
∂f

∂yi
dBtk

]
Por otro lado, si g es una función borel acotada, (|g| ≤M), entonces para todo
entero k

E
[ ∫ τ∧k

0

g(Ys)dBs

]
= Ex

[ ∫ k

0

g(Ys)I{s∧τ}dBs
]

= 0,

luego,

Ex
[(∫ τ

0

g(Ys)dBs −
∫ τ∧k

0

g(Ys)dBs

)2
]

= Ex
[ ∫ τ

τ∧k
g2(Ys)dBs

]
≤M2Ex[τ − τ ∧ k],

Si hacemos que k tienda a infinito, la última expresión queda acotada por cero.
Utilizando las dos afirmaciones anteriores

0 = ĺım
k→∞

Ex
[ ∫ τ∧k

0

g(Ys)dBs

]
= ĺım
k→∞

Ex
[ ∫ τ

0

(Ys)dBs

]
= Ex

[ ∫ τ

0

(Ys)dBs

]
Por lo tanto,

Ex[f(Yτ )] = f(x) + Ex
[ ∫ τ

0

(∑
i

ui
∂f

∂xi
(ys) +

1

2

∑
i,j

(vvT )ij
∂2f

∂xixj
(Ys)

)
ds

]
.

Teorema 1.3.1.3 (Generador Infinitesimal). Sea {Xt}t≥0 una difusión de Itô
tal que dXt = b(Xt)dt+ σ(Xt)dBt. Si f ∈ C2

0 entonces f ∈ DA y

Af(x) =
∑
i

bi(x)
∂f

∂xi
+

1

2

∑
i,j

(σσT )ij(x)
∂2f

∂xixj
.

24



La demostración se sigue del lema 1.3.1.1 y la definición del generador infinite-
simal tomando t = τ.

Los ejemplos más comunes de difusiones son el movimiento Browniano, el mo-
vimiento Browniano geométrico, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, el proceso
de Bessel y el modelo de Cox-Ingersoll-Ross.

Consideremos la ecuación diferencial estocástica dXt = βXtdt + σXtdBt, cuya
solución es el movimiento Browniano geométrico. Notemos primero que el coe-
ficiente de deriva y de difusión cumplen las propiedades del teorema 1.3.1 que
garantiza la existencia y unicidad de la solución.

Encontramos la solución a partir de la fórmula de Itô igualando los coeficientes,
dXt = ft(t, Bt)dt + fx(t, Bt)dXt + 1

2fxx(t, Bt)dt, si tomamos a Xt = f(t, Bt)
entonces,

βf(t, x) = ft(t, x) +
1

2
fxx(t, x) (1.7)

σf(t, x) = fx(t, Bt) (1.8)

De la ecuación (1.7) tenemos que f(t, x) = eσx+g(t) donde g(t) es una función
arbitraria y por la ecuación (1.8) sabemos que g′(t) = β − 1

2σ
2, por lo tanto, la

ecuación diferencial estocástica tiene solución Xt = X0e
(β− 1

2σ
2)t+σBt .

Ahora, consideremos la ecuación diferencial estocástica dXt = (θ1 − θ2Xt)dt +
θ3dBt, con θ1, θ2 ∈ R y θ3 ∈ R+, que tiene como solución al proceso de
Ornstein-Uhlenbeck. Primero, veamos que cumple las propiedades del teorema
1.3.1 que garantizan la existencia y unicidad de la solución. |θ1 − θ2x|+ |θ3| ≤
C(1 + |x|) si consideramosc C ≥ max{|θ1|+ |θ3|, | − θ2|},donde C puede encon-
trarse porque θ1, θ2, y θ3 son constantes. Y |(θ1−θ2x)− (θ1−θ2y)|+ |θ3−θ3| =
| − θ2x+ θ2y| = | − θ2||x− y| ≤ D|x− y| con D constante tal que D ≥ | − θ2|.

Para encontrar la solución elegimos f(t, x) = xeθ2t, entonces fx = eθ2t, ft =
θ2e

θ2t y fxx = 0, luego

Xte
θ2t = f(t,Xt) = f(0, X0) +

∫ t

0

θ2Xue
θ2udu+

∫ t

0

eθ2udXu

= x0 +

∫ t

0

θ2Xue
θ2udu+

∫ t

0

eθ2u
(
(θ1 − θ2Xu)du+ θ3dBu

)
= x0 +

θ1

θ2
(eθ2t − 1) + θ3

∫ t

0

eθ2udBu.

Entonces, la solución está dada porXt = θ1
θ2

+e−θ2t
(
x0− θ1θ2

)
+θ3

∫ t
0
e−θ2(t−u)dBu.
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1.3.2. Simulación de difusiones

Debido a que en general no es posible encontrar expĺıcitamente la solución a
una ecuación diferncial estocástica se han desarrollado métodos numéricos para
simular dicho proceso, cuyo objetivo radica en estudiar la trayectoria misma, o
bien, alguna función del proceso que no se conoce anaĺıticamente, por ejemplo,
los momentos.

La mayoŕıa de estos métodos están basados en aproximaciones discretas de la
solución continua y pueden clasificarse según sus propiedades, en la literatu-
ra se usa principalmente un criterio de optimización considerando el orden de
convergencia.

Definición 1.3.2.1. Sea Xδ una aproximación a tiempo discreto del proceso
continuo {Xt}t≥0, donde δ representa el incremento de tiempo máximo en la
discretización. Se dice que es de nivel fuerte de convergencia τ para todo t > 0
si

E[Xδ
t −Xt] ≤ Cδτ

para todo δ < δ0, con δ0 > 0 y C constante que no depende de δ.

Definición 1.3.2.1. Sea nuevamente Xδ una aproximación a tiempo discreto
del proceso continuo {Xt}t≥0. Se dice que es de convergencia débil con nivel τ
si ∣∣E[g(Xδ

t )]− E[Xt]
∣∣ ≤ Cδτ

para todo t > 0, δ < δ0, con δ0 > 0 y C constante que no depende de δ y g
cualquier función polinómica, creciente, continua y diferenciable de orden
2(τ + 1).

A continuación presentamos los métodos más comunes de simulación de difu-
siones.

Método de Euler. El método de aproximación de Euler originalmente se utili-
zaba para generar soluciones a las ecuaciones diferenciales deterministas y pos-
teriormente se extedió al caso estocástico.

Consideremos un proceso de difusión que es solución a la ecuación diferencial
estocástica dada por la ecuación (1.4), con X0 = x0 y discretización del intervalo
[0, T ], es decir, 0 = t0 < t1 < . . . < tn = T . La aproximación de Euler de
X = {Xt}t≥0 es un proceso estocástico continuo Y que satisface:

Yti+1
= Yti + b(Yti , ti)(ti+1 − ti) + σ(Yti , ti)(Bti+1

−Bti)

para i = 0, 1, . . . , n−1, con Y0 = x0. Notemos que Bti+1−Bti tiene distribución
normal con media cero y varianza ∆i = ti+1 − ti. Usualmente, ∆i se considera
constante. El método de Euler tiene orden de convergencia fuerte τ = 1/2.
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Método de Milstein. El método de Milstein busca incrementar el orden de
convergencia fuerte del método de Euler τ = 1/2 a 1, agregando una corrección
al incremento estocástico mediante un término de segundo orden utilizando el
lema de Itô y la expansión de Taylor. Entonces, la aproximación es de la siguiente
forma:

Yti+1
= Yti + b(ti, Yti)(ti+1 − ti) + σ(ti, Yti)(Bti+1

−Bti)

+
1

2
σ(ti, Yti)σx(ti, Yti)

(
(Bti+1 −Bti)2 − (ti+1 − ti)

)
.

Como ya mencionamos, el método de Milstein tiene orden de convergencia fuer-
te igual a uno y débil igual a uno. Existe otra versión del método de Milstein
que incrementa a segundo orden la convergencia débil pero requiere la primer y
segunda derivadas parciales del coeficiete de deriva y difusión.

Existen otros métodos que consisten en aproximar el coeficiente de deriva con
una función lineal, la primer aproximación fue propuesta por Ozaki (véase por
ejemplo [15]) suponiendo que σ es constante y que el coeficiente de deriva depen-
de solo del proceso; posteriormente, hacen la extensión del método permitiendo
que coeficiente de deriva sea función del tiempo y del proceso y al coeficiente
de difusión variar. Otro algoritmo interesante fue propuesto en [2], basado en
muestreo exacto tomando el algoritmo de aceptación / rechazo para simular
trayectorias.
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Figura 1.1: Simulación del movimiento Browniano, del movimiento Browniano
y del proceso de Ornstein-Ulenbeck con diferentes parámetros a partir de los
métodos antes descritos.
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1.3.3. Estimación

En esta sección damos una breve explicación de algunos métodos para la es-
timación de los parámetros de una difusión. Para profundizar en los detalles
véase [10]. Es importante notar que en la práctica las difusiones únicamente se
observan de manera discreta, es decir, se tienen observaciones en los tiempos
t0, t1, . . . , tn. En general, la inferncia se hace a través de la función de verosimi-
litud pero en la mayoŕıa de los casos no está disponible de forma expĺıcita.
Ya que las difusiones cumplen la propiedad de Markov, la función de verosi-
militud puede escribirse como el producto de las densidades de transición, sin
embargo, solo en casos especiales dichas expresiones son conocidas. Como con-
secuencia, los métodos de estimación están basados en aproximaciones a las
trayectorias de la difusión o a la función de verosimilitud misma.

Consideremos la ecuación diferencial estocástica

dXt = b(Xt, θ)dt+ σ(Xt, θ)dBt, (1.9)

donde θ representa el vector de parámetros, de aqúı en adelante, supondremos
que θ ∈ Θ ⊂ Rp las funciones b y σ cumplen las propiedades del Teorema 1.3.1.
Denotemos a pθ la distribución del proceso {Xt}t≥0 con distribución inicial πθ
y pθ(t, ·|x) la distribución condicional del proceso dado X0 = x; además, como
{Xt}t≥0 es homogéneo en el tiempo, pθ(t, ·|x) también denota la probabilidad
condicional de Xt+s dado Xs = x para toda t positiva. Supongamos que el
proceso se observa en el tiempo ti, i = 1, . . . , n; denotamos a Fn = σ{Xi, i ≤ n}
la σ-álgebra generada por las primeras n observaciones, con F0 la σ-álgebra
trivial, Xi = Xti y ∆i = ti − ti−1.
Entonces, la función de verosimilitud queda como sigue:

Ln(θ) =

n∏
i=1

pθ(∆i, Xi|Xi−1)pθ(X0)

y la log-verosimilitud

log(Ln(θ)) =

n∑
i=1

log(pθ(∆i, Xi|Xi−1)) + log(pθ(X0)).

Los métodos que vamos a describir utilizan ciertos supuestos, en primer lugar,
asumimos que pθ(X0) = 1, luego consideremos las siguientes hipótesis:

1. Crecimiento polinomial. Sea K constante e independiente a θ, m > 0 tal
que

|b(x, θ)|+ |σ(x, θ)| ≤ K(1 + |x|m).

Se le llama crecimiento lineal al caso particular cuando m = 1.

2. Condición de Lipschitz. Sea K constante e independiente a θ tal que

|b(x, θ)− b(y, θ)|+ |σ(x, θ)− σ(y, θ)| ≤ K(|x− y|).
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3. Coeficiente de difusión positivo.

ı́nf
x
σ2(x, θ) > 0.

4. Momentos acotados. Para toda k positiva, todos los momentos de orden
k del proceso de difusión existen,

sup
t

E[|Xt|k] <∞.

5. Los coeficientes b y σ y sus derivadas respecto a θ (al menos de orden 3)
deben existir, ser continuas y tener crecimiento polinomial sobre θ.

Notemos que las hipótesis de crecimiento lineal y la condición de Lispschitz
son las caracteŕısticas de los coeficientes de deriva y difusión que garantizan la
existencia y unicidad de la solución a la ecuación diferencial estocástica.
Encontrar los estimadores máximo verośımil con la función de verosimilitud real
es posible solo en casos especiales en los cuales la función de densidad condicio-
nal es conocida, por ejemplo, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck o el proceso de
Cox-Ingersoll-Ross y la función de verosimilitud quede expresada de tal forma
que pueda maximizarse con técnicas conocidas.

Otra forma de obtener los estimadores deseados se basa en métodos de aproxi-
mación, los cuales en lugar de aproximar la función de densidad de transición
lo hacen a través de trayectorias del proceso.

Método de Euler. Consideremos una ecuación diferencial estocástica como la
ecuación (1.9), si los coeficientes b y σ son constantes en intervalos de tiempo
suficientemente pequeños, es decir, [t, t+∆t), la aproximación de Euler produce

Xt+∆t −Xt = b(Xt, θ)∆t+ σ(Xt, θ)(Bt+∆ −Bt),

donde los incrementos Xt+∆ −Xt son variables aleatorias normales e indepen-
dientes con media b(Xt, θ)∆t y varianza σ(Xt, θ)∆t, bajo las hipótesis 1,3 y 4,
la función de densidad de transición es

pθ(t, y|x) =
1√

2πtσ2(x, θ)
exp

{
−
(
y − x− b(x, θ)t

)2
2tσ2(x, θ)

}
.

Y la log-verosimilitud

log(Ln(θ)) = −1

2

{∑n
i=1

(
Xi −Xi−1 − b(Xi−1, θ)∆t

)2
2σ2(Xi−1, θ)∆t

− n log(2πσ2(x, θ)∆t)

}
.

Cuando σ2 es constante, la expresión de la log-verosimilitud que debe maximi-
zarse se reduce a una función más sencilla. Si además suponemos que n∆3

n → 0
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el estimador máximo verośımil es consistente y asintóticamente normal.

Método de Elerian. En este método se propone utilizar la función de densidad
de transición obtenida a partir del método de Milstein, es decir,

Xt+dt =Xt + b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)(Bt+dt −Bt)

+
1

2
σ(t,Xt)σx(t,Xt)((Bt+dt −Bt)2 − dt).

donde σx(t, x) representa la derivada parcial de σ(t, x) con respecto a x. Notemos
que si σx ≈ 0 la expresión se reduce al método de Euler. La verosimilitud se
encuentra a partir del siguiente teorema y la demostración del mismo puede
encontrarse en [8].

Teorema. 1. Consideremos la ecuación diferencial estocástica definida en la
ecuación (1.9) que satisface las condiciones del Teorema 1.3.1 y X0 = x0. De-
finamos

Cf(t, x) = σ(t, x)
∂

∂x
f(t, x),

y

b∗(t, x) = b(t, x)− 1

2
σ(t, x)σx(t, x).

Supongamos que satisfacen las siguientes condiciones para t, s en [0, T ], para
cada x en los reales y K constante positiva e independiente a la discretización

|b∗(t, x)|+ |Cb(t, x)| ≤ K(1 + |x|), |σ(t, x)|+ |Cσ(t, x)| ≤ K(1 + |x|),

|C2σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|),

|g(t, x)− g(s, x)| ≤ K(1 + |x|)|s− t| 12 .

Donde g(t, x) puede ser cualquiera de las siguientes funciones b∗, σ, Cσ. En-
tonces, la densidad de transición del método de Milstein puede escribirse como:

pθ(t, y|x) =
z−

1
2 cosh(

√
cz)

|A|
√

2π
e−

c+z
2 ,

donde
A = σ(x)σx(x)t

2 , B = σ(x)
2σx(x) + x+ b(x)t−A,

z = y−B
A , c = 1

σ2
x(x)t .

Por lo tanto, la aproximación es válida para σx 6= 0 y z > 0.

Usualmente, en la implementación se utiliza con cosh(x) = ex+e−x

2 .

Como hab́ıamos mencionado, los métodos anteriores tratan de aproximar la
función de densidad de transición a partir de las trayectorias mientras que los
siguientes buscan aproximar directamente la función de verosimilitud.
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Método de Kessler. Se propone usar la expansión de Itô-Taylor para aproxi-
mar la media y la varianza de la función de densidad condicional. La expansión
es la siguiente:

Eθ[φ(Xi)|Fi−1] = φ(Xi−1) + ∆nAθφ(Xi−1) +
1

2
∆2A2

θφ(Xi−1) + . . . ,

donde Aθ representa el generador infinitesimal de la función φ(x). Además de las
hipótesis ya mencionadas, para esta aproximación necesitamos n→∞, ∆n → 0,
n∆n →∞ y n∆2

n → 0, y ergodicidad. Por lo tanto, las aproximaciones son:

Eθ = x+ b(t, x)dt+
(
b(t, x)bx(t, x) +

1

2
σ2(t, x)bxx(t, x)

) (dt)2

2
,

V arθ =x2 + (2b(t, x)x+ σ2(t, x))dt+
[
2b(t, x)(bx(t, x) + b(t, x)

+ σ(t, x)σx(t, x)) + σ2(t, x)(bxx(t, x)x+ 2bx(t, x) + σ2
x(t, x)

+ σ(t, x)σxx(t, x))
] (dt)2

2
− E2

θ

Notemos que para algunas trayectorias, la varianza puede tomar valores negati-
vos para algunos valores de θ y x. Una caracteŕıstica importante de este método,
es la posibilidad de obtener intervalos de confianza igualmente aproximados.

Métodos a partir de simulaciones. Sea pθ(∆, y|x) la función de densidad
verdadera de Xt+∆ en el punto y dado Xt = x. Si ∆ no es suficientemente
pequeño, la aproximación de Euler no produce buenas estimaciones de dicha
densidad. La idea, es tomar δ << ∆, consideremos por ejemplo, δ = ∆/N para
N grande y posteriormente utilizar la ecuación de Chapman-Kolmogorov, luego

pθ(∆, y|x) =

∫
pθ(δ, y|z)pθ(∆− δ, z|x)dz = Eθ[pθ(δ, y|z)|∆− δ],

lo que significa que pθ(∆, y|x) puede verse como la esperanza del proceso del
tiempo t+(∆−δ) al tiempo t+∆ considerando que el prceso al tiempo t está en
x. Como elegimos a δ pequeña empleamos la aproximación de Euler, por lo cual
pθ(∆− δ, z|x) tiene distribución normal.
Entonces, el método consiste en encontrar los estimadores Monte Carlo. Defi-
namos φθ(δ, y|x) la función de densidad de transición encontrada a partir del
método de Euler, ahora, se deben simular M trayectorias del proceso del tiempo
δ a ∆− δ iniciando en X0 = x. Sea zm el último valor obtenido en la simulación
con m = 1, . . . ,M, el estimador Monte Carlo es el siguiente:

p̂
(N,M)
θ (∆, Xt+∆|x) =

1

M

M∑
i=1

φθ(δ,Xt+∆|zi),

es posible mostrar que p̂
(N,M)
θ (∆, Xt+∆|x) tiende a pθ(∆, Xt+∆|x) cuando N y

M crecen a infinito. Por consiguiente la aproximación depende fuertemente del
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tamaño de N . Notemos que para cada par de puntos se necesitan M trayectorias
de tamaño N , entonces el tiempo que lleva simularlas es una desvantaja.

Polinomios hermitianos. Supongamos que queremos aproximar la función de
densidad de un proceso {Xt}t≥0, en lugar de expandir dicho proceso, se propone
hacer una transformación de tal manera que obtengamos algo muy parecido a
una normal y entonces hacer la expansión mediante polinomios hermitianos.

Los polinomios hermitianos se definen de dos formas según el área en que se
esté trabajando (f́ısica o probabilidad). La definición usual que se utiliza en
probabilidad es

Hproba
j (x) = (−1)jex

2/2 d
j

dxj
e−x

2/2,

observemos que puede quedar expresada en términos de una función de densidad
normal estándar. Sin embargo, la definición que vamos a utilizar es la siguiente:

Hj(x) = ex
2/2 d

j

dxj
e−x

2/2

ya que ayuda a simplificar la notación.
Además de la hipótesis 5 se necesita suponer alguno de los siguientes casos: Sea
DX el dominio del proceso {Xt}t≥0, DX = (−∞,∞) o DX = (0,∞).

Si DX = (−∞,∞), entonces existe c > 0 tal que c < σ(x, θ) para toda x
en el dominio y θ.

SiDX = (0,∞), entonces para cada ξ > 0 existe cξ > 0 tal que cξ ≤ σ(x, θ)
para x ∈ [ξ,∞] y θ. Adicionalmente, si ĺımx→0+ σ(x, θ) = 0, entonces
existen ξ0 > 0, ω > 0 y ρ > 0 tales que σ(x, θ) ≥ ωxρ paratoda 0 < x ≤ ξ0.

En primer lugar, hacemos Yt = F (Xt), denotamos al proceso {Yt}t≥0 = Y donde
Yt debe satisfacer

dYt = µY (Yt, θ)dt+ dBt

que es la transformación de Lamperti, por lo tanto, aplicando la fórmula de Itô
obtenemos

µY (y, θ) =
b(F−1(x), θ)

σ(F−1(x), θ)
− 1

2
σ2
x(F−1(x), θ).

Si DX = (x, x), entonces el dominio del nuevo proceso DY = (y, y), donde
y = ĺımx→x F (x) y y = ĺımx→x F (x).

Para controlar el comportamiento de la difusión transformada y de la original
incluimos una nueva hipótesis formulada en términos del coeficiente µY , no
obstante, tiene repercusiones en los coeficientes b y σ de la difusión original.
Para toda θ, µY y sus derivadas con respecto a y y a θ siguen un creci-
miento polinomial y ĺımy→y+ o y− λY (y, θ) < ∞ con λY (y, θ) = −(µ2

y(y, θ) +

∂µY (y, θ)/∂y)/2.
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1. Ĺımite izquierdo. Si y = 0, entonces, existe ε0, κ, α tal que para toda
0 < y ≤ ε0 y θ, µY (y, θ) ≥ κy−α, donde α > 1 y κ > 0 o α = 1 y κ ≥ 1.
Si y = −∞, entonces existe E0 > 0,K > 0 tal que para toda y ≤ −E0 y
θ, µY (y, θ) ≥ Ky.

2. Ĺımite derecho. Si y = ∞, entonces existe E0 > 0,K > 0 tal que para
toda y ≥ E0 y θ, µY (y, θ) ≤ Ky. Si y = 0, entonces, existe ε0, κ, α tal que
para toda −ε0 ≤ y < 0 y θ, µY (y, θ) ≤ −κ|y|−α, donde α > 1 y κ > 0 o
α = 1 y κ ≥ 1/2.

A partir de los últimos supuestos hechos, se prueba que la ecuación diferencial
estocástica de la transformación tiene única solución débil para cualquier distri-
bución inicial y la función de densidad de transición es continua y diferenciable,
véase [1].
Ahora, introducimos el incremento pseudo normalizado de Y para hacer a la
función de densidad más adecuada para la expansión de los polinomios hermi-
tianos. Sea

Z = ∆1/2(Y − y0)

con ∆ > 0 dada, θ y y ∈ R.
Denotamos a la función de densidad de transición de Yt+∆|Yt = y0 como
pY (∆, y|y0, θ) y definimos la función de densidad de Z como:

pZ(∆, z|y0, θ) = ∆1/2pY (∆,∆1/2z + y0|y0, θ).

Entonces,
pY (∆, y|y0, θ) = ∆−1/2pZ(∆,∆−1/2(y − y0)|y0, θ)

y
pX(∆, x|x0, θ) = σ(x, θ)−1pY (∆, F (x)|F (x0), θ).

El siguiente paso es aproximar al proceso Z con polinomios hermitianos de
pZ(∆, z|y0, θ) para ∆, y0 y θ fijos,

pJZ(∆, z|y0, θ) = φ(z)
J∑
j=0

η
(j)
Z (∆, z|y0, θ)Hj(z),

dado que Hj(z)/
√
j! es ortonormal en L2(φ), el coeficiente η

(j)
Z se define

η(j)
z (∆|y0, θ) =

1

j!

∫ ∞
−∞

Hj(z)pZ(∆, z|y0, θ)dz.

También podemos definir

p
(J)
Y (∆, y|y0, θ) = ∆−1/2p

(J)
Z (∆,∆−1/2(y − y0)|y0, θ)

y

p
(J)
X (∆, x|x0, θ) = σ(x, θ)−1p

(J)
Y (∆, F (x)|F (x0), θ).
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Igualmente se demuestra que p
(J)
Y (∆, y|y0, θ) converge a pX(∆, x|x0, θ) cuando

J tiende a infinito.
El coeficiente η

(j)
Z puede ser expresado en términos de los momentos de la fun-

ción de densidad condicional del proceso Y , véase [1].

Estimación Bayesiana. El estimdor bayesiano de θ se encuentra con el valor
esperado de la distribución a posteriori

p(θ|x(obs)) =
Ln(θ)p(θ)∫
Ln(θ)p(θ)dθ

,

p(θ) representa la distribución a priori y x(obs) las observaciones de la difusión.
Recientemente, se han utilizado algoritmos de simulación basados en Cadenas
de Markov Monte Carlo, especialmente el muestreo de Gibbs y el Metropolis-
Hastings.

Funciones Estimadoras. Las funciones estimadoras son funciones Fn que tie-
nen como argumentos tanto al vector de parámetros θ como los datos observados
Xobs. Los estimadores se obtienen como solución a la ecuación Fn(Xobs, θ) = 0.
Existen muchos tipos de funciones estimadoras ya que se desarrollan según las
caracteŕısticas propias de cada modelo. Dichas funciones deben ser asintótica-
mente insesgadas y ser capaces de distinguir entre diferentes valores de θ, es
decir, E[Fn(Xobs, θ)] = 0 si y solo si θ = θ0 con θ0 los parámetros reales. A
continuación damos ejemplos de las funciones estimadoras más comunes. Las
funciones estimadoras simples están relacionadas con la distribución marginal o
conjunta del proceso de alguna manera y son de dos tipos principalmente,

Fn(θ) =
n∑
i=1

f(Xi, θ) o Fn(θ) =
n∑
i=1

f(Xi−1, Xi, θ).

La función f puede ser por ejemplo, f = ∂θ log πθ, fj(x, θ) = xj − E[Xj
0 ], j =

1, . . . , p.
Un caso particular del segundo tipo de función es la función score, si la densidad
de transición es conocida, la solución es el estimador máximo verośımil.

Funciones estimadoras Martingala. Como hab́ıamos mencionado, existe
una gran diversidad de funciones estimadoras, un tipo muy importate son aque-
llas funciones estimadoras que además son martingalas respecto a la σ-álgebra,
denotadas por Gn(θ). Se dice que Gn es insesgada si E[G(θ)] = 0. La forma más
general de este tipo de funciones es la siguiente:

Gn =
n∑
i=1

g(∆, Xi−1, Xi; θ)

con

g(∆, x, y; θ) =
N∑
j=1

aj(∆, x; θ)hj(∆, x, y; θ),
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donde hj(∆, x, y; θ) es una función real que satisface∫ r
l
hj(∆, x, y; θ)pθ(∆, y|x)dy = 0 para toda ∆ > 0, x ∈ (l, r) y θ. Las aj(∆, x; θ)

son funciones arbitrarias llamadas ponderadores. Algunos autores como Go-
dambe and Heyde (1987) han descrito métodos para encontrar las funciones
estimadoras óptimas.

Funciones estimadoras martingala polinomiales. Otra forma de funciones
estimadoras, son las polinomiales; se caracterizan por depender de los primeros
momentos de la función de densidad condicional en lugar de toda la función
de densidad de transición. Si dichos momentos no se conocen, pueden aplicarse
métodos Monte Carlo para la estimación. Los ejemplos más simples son la linea-
les y las cuadráticas. Las lineales se utilizan cuando el parámetro se encuentra
solamente en el coeficiente de deriva. Y si el parámetro se encuentra en el coe-
ficiente de difusión, el modelo lineal no es suficiente, por lo que se utiliza una
función cuadrática.

Funciones estimadoras basadas en funciones propias. Esta forma de cons-
truir funciones estimadoras está basado en el generador infinitesimal Aθ y fue
intoducido en [12]. Una función propia de Aθ es una función dos veces diferen-
ciable que satisface Aθφ(x; θ) = −λ(θ)φ(x; θ), donde λ(θ) es un número real
positivo llamado valor propio. Ya que E[φ(X∆; θ)|X0 = x] = e−λj(θ)∆φj(x; θ),
podemos definir una función estimadora martigala como:

hj(∆, x, y; θ) = φj(y; θ)− e−λj(θ)∆φj(x; θ),

donde φj(·, θ) son funciones propias y λj(θ) valores propios; j = 1, . . . , N.

Método de momentos generalizados. Consiste en igualar los momentos
teóricos con los muestrales. Sea ui = u(Xi; θ) una función tal que

E[ui] = µ, para toda i

y
Sj = Cov(ui, ui+j) = E[(ui − µ)(ui+j − µ)T ], para toda i.

Asumimos que la esperanza de u(Xi; θ) es igual a cero solo si θ = θ0. Usualmente,
u(θ) es la diferencia entre el k-ésimo momento y Xk

i para algunas k. Sea

gn(θ) =
1

n

n∑
i=1

u(Xi; θ)

la esperanza muestral, por la condición anterior, se espera que E[gn(θ0)] = 0. Y
por la ley fuerte de los grandes números,

gn(θ)→ E[u(Xi; θ)] c.s.

uniformemente en θ. Entonces, la estimación está dada por el sigueinte problema
de optimización:

θ̂ = mı́n
θ
gn(θ)TWgn(θ).
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La matriz de pesos o ponderadres W es positiva definida y está dada por S−1,
con S = E[uuT ] y Ŝj = 1

n

∑n
i=j+1 uiu

T
i−j , j = 0, 1, . . . , l, donde l es el máximo

valor que podemos elegir a priori. Luego,

Ŝ = Ŝ0 +
l∑

j=1

wj(Ŝj + ŜTj ).

Los ponderadores se pueden elegir de muchas formas, comúnmente, se elige
wj = 1− j

l+1 , llamados ponderadores de Bartlet.

1.3.4. Puentes de difusiones

Al tratar de hacer inferencia sobre los parámetros que determinan una ecuación
diferencial estocástica nos encontramos con que en la práctica se tienen obser-
vaciones a tiempo discreto mientras que las difusiones se observan a tiempo
continuo, esto puede resolverse planteando el problema como de datos faltantes,
donde se simulan trayectorias continuas entre cada par de puntos dados.

Sea {Xt}t≥0 un proceso estocástico dado por la ecuación diferencial estocástica
(1.4) donde los coeficientes de difusión y de deriva cumplen las condiciones del
Teorema 1.3.1 los cuales aseguran la existencia y unicidad del proceso.
Al proceso {Xt}t≥0 en un intervalo de tiempo [0, T ] condicionado a que X0 = a
y XT = b se le llama puente de difusión, son muy pocos los procesos con los
cuales es posible encontrar un algoritmo exacto para la construcción del puente,
por ejemplo, el puente-Browniano, o puente del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Sin embargo, existen métodos para simular puentes basados en algoritmos MCMC,
en aproximaciones a la función de verosimilitud o a las funciones de densidad de
transición. Para efectos de este trabajo vamos a utilizar el método presentado
en [4] que consiste en simular dos procesos de difusión independientes: X1 con
valor inicial a en el tiempo [0, T ] y análogamente se simula un proceso X2 con
valor inicial b en en el mismo periodo de tiempo pero reversible, es decir, el pro-
ceso corre de T a 0. La idea es realizar una aproximación al puente como una
combinación de ambos procesos. Se prueba que el proceso recién construido con-
dicionado al evento de que los dos procesos se intersecten, es una aproximación
a la realización del puente de difusión en cuestión. Una ventaja importante de
esta construcción a diferencia de la demás, es que funciona bien para intervalos
de tiempo grandes.

Denotamos a la función de densidad de transición del proceso {Xt}t≥0 como
pt(x, y), espećıficamente, la densidad condicional de Xs+t dado Xs = x es
y → pt(x, y). Definimos a los procesos antes mencionados como solución a

dXi
t = b(Xi

t)dt+ σ(Xi
t)dB

i
t, i = 1, 2, X1

t = a y X2
t = b,

con Bit movimientos Brownianos estándar independientes
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Los procesos {X1
t }t≥0 y {X2

t }t≥0 se simulan a partir de los métodos conocidos
descritos en la sección anterior. Sean Y i = Y iδj , j = 0, 1, . . . , N simulaciones

independientes de los procesos {Xi
t}t≥0 para i = 1, 2 en [0, T ] con δ = T/N . En-

tonces, una aproximación del puente es obtenida a partir del siguiente algoritmo
de muestreo por rechazo. Simular Y 1 y Y 2 hasta que se crucen, entonces existe
alguna j, tal que cumple Y 1

δj ≥ Y 2
δ(N−j) y Y 1

δ(j+1) ≤ Y
2
δ(N−(j+1)) o Y 1

δj ≤ Y 2
δ(N−j)

y Y 1
δ(j+1) ≥ Y 2

δ(N−(j+1)). Ya con esto obtenemos una trayectoria del puente
definida por:

Bδj =

{
Y 1
δj j = 0, 1, . . . , ν − 1

Y 2
δ(N−j) j = ν, . . . N,

(1.10)

donde ν = min
{
i ∈ {1, 2, . . . , N}|Y 1

δj ≤ Y 2
δ(N−j)

}
si Y 1

0 ≥ Y 2
T y ν = min

{
i ∈

{1, 2, . . . , N}|Y 1
δj ≥ Y 2

δ(N−j)

}
si Y 1

0 ≤ Y 2
T . Entonces el proceso B aproxima al

puente de difusión bajo las codiciones del siguiente teorema. Notemos que δ
tiene influencia sobre la probabilidad de que las trayectorias se crucen, por lo
que es recomendable elegir δ más pequeño de lo usual.
La probabilidad de rechazo, esto es, la probabilidad de que las trayectorias no se
crucen depende de los coeficientes de deriva y de difusión, además de los valores
a y b y la longitud del intervalo T.

Teorema 1.3.1. Sea {Xt}t≥0 una difusión con espacio de estados (l, r),
τ = inf{0 ≤ t ≤ T |X1

t = X2
T−t} (inf∅ =∞) y definamos

Zt =

{
X1
t si 0 ≤ t ≤ τ

X2
T−t si τ ≤ t ≤ T.

(1.11)

Asumimos que ∫ r

l

m(x)dx <∞,

con

m(x) =
1

σ2(x)
exp

(
2

∫ x

z

b(y)

σ2(y)
dy

)
, x ∈ (l, r)

la función de densidad de la medida de aceleración de las difusiones. Entonces
la distribución de {Zt}0≤t≤T , condicionado al evento {τ ≤ T}, es igual a la
distribución del puente en [0, T ] con valor inicial a y valor final b, condicionado
al evento de que el puente está dado por una difusión independiente con ecuación
diferencial dada por la ecuación (1.4) y distribución inicial pT (b, ·).

La demostración del teorema puede encontrarse en [4] y es muy útil para la
construcción de puentes. Además puede probarse que para difusiones ergódicas
la probabilidad de que el puente sea una difusión independiente es cercana a 1
si T es grande.

38



Caṕıtulo 2

Modelo de efectos de
mezclas

Supongamos que tenemos una población con caracteŕısticas similares, se elige
una muestra aleatoria a la cual se le realiza cierto experimento. Las respuestas
de los individuos siguen cierto comportamiento común, sin embargo, es razona-
ble pensar que existirá variabilidad debida a las diferencias entre las unidades
experimentales.

El modelo de efectos de mezclas incorpora efectos fijos que modelan las carac-
teŕısticas comunes y aleatorios que tratan de modelar dicha variabilidad, es por
ello que se utiliza principalmente en análisis de datos longitudinales o curvas
de crecimiento, es decir, cuando las observaciones son correlacionadas; aśı como
también en el análisis de grupos donde en algunos casos los efectos aleatorios
representan varibales no observadas o exógenas.

La creciente popularidad de este modelo radica en la flexibilidad de modelar la
variación entre y dentro de los componentes individuales. Han surgido aplicacio-
nes en diferentes áreas tales como la bioloǵıa, las ciencias sociales, la medicina,
la psicoloǵıa, etc.

2.1. Modelos Lineales de Efectos de Mezclas

En los modelos lineales de efectos de mezclas, los efectos fijos y aleatorios se
presentan ambos de manera lineal. Supongamos que se tiene un grupo con M
individuos, cada uno con ni observaciones, i = 1, . . . ,M.
Sea

yi = Xiβ + Zibi + εi, i = 1, . . . ,M, (2.1)

bi ∼ N(0,Ψ), εi ∼ N(0, σ2I),
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el modelo lineal de efectos de mezclas. Donde el vector de ni dimensiones yi re-
presenta las respuestas del individuo i, β es el vector de p dimensiones de efectos
fijos y bi, el vector de q dimensiones de efectos aleatorios; Xi y Zi matrices de
ni × p y ni × q llamadas matriz regresora de efectos fijos y de efectos aleatorios
respectivamente y finalmente εi, el vector de ni dimensiones, de errores de cada
individuo.

Hacemos supuestos distribucionales de normalidad para los efectos aleatorios bi
y los errores εi además de independencia entre individuos y entre observaciones
del mismo individuo. Cabe mencionar que la hipótesis de varianza constante de
los errores puede modificarse para distintas estructuras de varianza y covarianza.
Respecto a la matriz Ψ debe ser simétrica y definida positiva (es decir, todos
sus eigen-valores debe ser estrictamente positivos).
En caso de que las medias de los vectores bi sean diferentes de cero, se expresan
como parte de los términos de los efectos fijos, en este caso las columnas de Zi
son un subconjunto de las columnas de Xi.

Es conveniente expresar la matriz de varianzas y covarianzas como el factor
relativo de precisión ∆ que satisface:

Ψ−1

1
σ2

= ∆T∆.

Como Ψ es positiva definida, existe ∆ aunque no necesariamente es única. Uti-
lizando la factorización de Cholesky para σ2Ψ−1 entontramos una posible solu-
ción ∆.

Un ejemplo sencillo del modelo de efectos de mezclas estudiado en [17] consiste
en medir el tiempo que tarda una onda en viajar a través de ciertas v́ıas férreas
como resultado del esfuerzo longitudinal de las mismas. Se eligieron seis v́ıas al
azar y se realizaron tres mediciones en cada una, en la Figura 2.1 se muestran
los resultados.
Notemos que para este ejemplo, el modelo puede escribirse considerando que
tenemos M=6, ni = 3, i = 1, . . . , 6, p = q = 1 y las matrices regresoras

Xi = Zi =

1
1
1

 , i = 1, . . . , 6

Los efectos aleatorios bi se distribuyen normal con media 0 y varianza σ2
b que

es un escalar, por lo tanto, el factor de precisión es ∆ =
√
σ2/σ2

b .
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Figura 2.1: Tiempo que tarda en viajar una onda en nanosegundos muestreada
en cada una de las seis v́ıas.

2.1.1. Estimación Máximo Verośımil

Consideremos el modelo lineal de efectos de mezclas dado por la ecuación (2.1),
notemos que los parámetros a estimar son β, σ2 y θ donde θ representa los
parámetros que definen a ∆. Escribimos la verosimilitud como

L(β,θ, σ2|y) = p(y|β,θ, σ2)

que es la función de densidad de las respuestas dados los parámetros.
Podemos observar que la densidad sólo depende de los efectos fijos pero es
necesario incorporar los efectos aleatorios que también son parte del modelo.
Entonces la función de verosimilitud queda de la siguente manera:

L(β,θ, σ2|y) =
M∏
i=1

p(yi|β,θ, σ2)

=
M∏
i=1

∫
p(yi|bi,β, σ2)p(bi|θ, σ2)dbi,

donde

p(yi|bi,β, σ2) =
exp

(
− ‖yi −Xiβ − Zibi‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)ni/2

y

p(bi|θ, σ2) =
exp

(
− bTi Ψ−1bi

)
(2π)q/2

√
|Ψ|

=
exp

(
− ‖∆bi)‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)q/2abs|∆|−1
,

son normales multivariadas.
Sustituyendo,

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

∫
exp

(
− ‖yi −Xiβ − Zibi‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)ni/2
exp

(
− ‖∆bi)‖2

/
2σ2
)

(2πσ2
)q/2

abs|∆|−1
dbi
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=
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫ exp
{(
− ‖yi −Xiβ − Zibi‖2 − ‖∆bi)‖2

)/
2σ2
}

(2πσ2)q/2
dbi. (2.2)

Ahora, para hacer más sencilla la notación y simplificar el cálculo de los esti-
madores hagamos

ỹi =

[
yi
0

]
, X̃i =

[
Xi

0

]
, Z̃i =

[
Zi
∆

]
,

notemos que ỹi es un vector de (ni + q), las matrices X̃i y Z̃i de dimensión
(ni + q)× p y (ni + q)× q respectivamente. A estas matrices aumentadas se les
llama pseudodatos.

Entonces reescribimos la ecuación (2.2) en función de los pseudodatos y obte-
nemos la siguiente función de verosimilitud

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

∫
exp

(
− ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)q/2
dbi. (2.3)

A partir de la función anterior, es posible encontrar el estimador b̂i minimizando
la suma de cuadrados de los residuales y luego los estimadores condicionales
β̂(θ) y σ̂2(θ) como los valores que maximizan L(β,θ, σ2) para algún θ dado y
posteriormente, encontrar θ a partir de métodos numéricos como el algoritmo de
Newton-Raphson, v́ıa simulación con el algoritmo EM, o bien, una combinación
de ambos.
Notemos que ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2 es la suma de cuadrados de los residuales,
entonces minimizándola encontramos a bi.

‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2 = (ỹi − X̃iβ − Z̃ibi)
T (ỹi − X̃iβ − Z̃ibi)

= ỹTi ỹi − 2(X̃iβ)T ỹi − 2(Z̃ibi)
T ỹi + 2bTi Z̃Ti X̃iβ

+ βT X̃T
i X̃iβ + bTi Z̃Ti Z̃ibi,

derivamos e igualamos a cero para encontrar el mı́nimo,

−2Z̃Ti ỹi + 2Z̃Ti X̃iβ + 2Z̃Ti Z̃ibi = 0,

Z̃Ti (ỹi − X̃iβ) = Z̃Ti Z̃ibi,

despejando, obtenemos b̂i = (Z̃Ti Z̃i)
−1Z̃Ti (ỹi − X̃iβ).

Luego,

‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2 = ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2 + ‖Z̃i(bi − b̂i)‖2

= ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2 + (bi − b̂i)T Z̃Ti Z̃i(bi − b̂i).
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Sustituimos en la ecuación (2.3),

M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)

ni
2

∫
exp

(
-‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2 + (bi − b̂i)T Z̃Ti Z̃i(bi − b̂i)

/
2σ2
)

(2πσ2)q/2
dbi.

=
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

exp
(
− ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2

/
2σ2
)

∫
exp

(
− (bi − b̂i)T Z̃Ti Z̃i(bi − b̂i)

)
(2πσ2)q/2

dbi,

observemos que podemos completar una distribución normal q variada con me-
dia b̂i y varianza Z̃2

i /σ
2

=
M∏
i=1

abs|∆|
(2πσ2)ni/2

exp
(
− ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2

/
2σ2
)√

|Z̃Ti Z̃i|
.

Por lo tanto, la función de verosimilitud queda como sigue:

L(β, θ, σ2|y) =
1

(2πσ2)N/2
exp

(
−
∑M
i=1 ‖ỹi − X̃iβ − Z̃ib̂i‖2

2σ2

) M∏
i=1

abs|∆|√
|Z̃Ti Z̃i|

,

(2.4)

con N =
∑M
i=1 ni.

De esta expresión, se calculan los estimadores β̂(θ) y σ̂2(θ) para θ dado, de la
misma manera que se haŕıa en una regresión lineal.
Notemos que los mı́nimos cuadrados para estimar β dependen de b̂i que a su
vez depende de β, por lo que debemos determinar los valores de los mı́nimos
cuadrados conjuntamente, es decir,(

b̂
T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T

= mı́n
b1,...,bM ,β

‖ye −Xe(b1, . . . , bM ,β)T ‖2,

donde

ye =



y1

0
y2

0
...
yM
0


y Xe =



Z1 0 · · · 0 X1

∆ 0 · · · 0 0
0 Z2 · · · 0 X2

0 ∆ · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 ZM XM

0 0 · · · ∆ 0


.

Por lo tanto, escribimos al vector de estimadores dado θ(
b̂
T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T

=
(
Xe

TXe

)−1

Xe
Tye.
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A partir de la teoŕıa de regresión lineal también encontramos al estimador de la
varianza de los errores ,

σ̂2(θ) =

∥∥∥ye −Xe

(
b̂
T

1 , . . . , b̂
T

M , β̂
T
)T∥∥∥2

N
.

Finalmente, sustituyendo los estimadores condicionales en la función de verosi-
militud dada por la ecuación (2.4), obtenemos que

L(θ) = L(β̂(θ),θ, σ̂2(θ)) =
exp(−N/2)

[2πσ̂2(θ)]N/2

M∏
i=i

abs|∆|√∣∣Z̃Ti Z̃i
∣∣ .

Sin embargo, computacionalmente, no es conveniente trabajar con la matriz Xe

ya que puede ser muy grande, por lo cual es preferible utilizar la descomposición
QR (Ortogonal-triangular) descrita en el Apéndice A para encontrar los estima-
dores condicionados a θ. Y el vector de parámetros θ se encuentra a partir de
métodos numéricos como ya hab́ıamos mencionado.

Descomposición QR para encontrar los estimadores

Consideremos la descomposición

Z̃i = Q(i)

[
R11(i)

0

]
,

donde Q(i) es una matriz ortogonal de (ni + q) × (ni + q) y R11(i) triangular
superior de p× p.
Tomamos la parte de la exponencial en la ecuación (2.3), multiplicamos por QT

(i)

que como es ortogonal preserva la norma y sustituimos a Z̃i,

‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2 = ‖QT
(i)(ỹi − X̃iβ − Z̃ibi)‖2

= ‖QT
(i)ỹi −QT

(i)X̃iβ −QT
(i)Z̃ibi‖

2

= ‖QT
(i)ỹi −QT

(i)X̃iβ −QT
(i)Q(i)

[
R11(i)

0

]
bi‖2.

Hagamos

QT
(i)ỹi =

[
C1(i)

C0(i)

]
, QT

(i)X̃i =

[
R10(i)

R00(i)

]
,

entonces sustituyendo las expresiones anteriores y desarrollando

‖ỹi − X̃iβ − Z̃ibi‖2 = ‖C1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2 + ‖C0(i) −R00(i)β‖2.

Regresando a la verosimilitud, podemos escribir la integral de la ecuación (2.3)
como

exp

[
‖C0(i) −R00(i)β‖2

−2σ2

]∫ exp
(
−‖C1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)q/2
dbi.
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Para resolver esta integral realizamos un cambio de variable que puede hacerse
porque R11(i) es no singular, luego φi = (C1(i) − R10(i)β − R11(i)bi)/σ y su
diferencial dφi = σ−qabs|R11(i)| y reescribimos la integral

∫ exp
(
−‖C1(i) −R10(i)β −R11(i)bi‖2

/
2σ2
)

(2πσ2)q/2
dbi

=
1

abs|R11(i)|

∫
exp(−‖φi‖2/2)

2πq/2
dφi

=
1

abs|R11(i)|.

Se sigue que la verosimilitud es

L(β, θ, σ2|y) =
M∏
i=1

abs|∆|
abs|R11(i)|

exp

[
‖C0(i) −R00(i)β‖2/2σ2

(2πσ2)ni/2

]

= exp

[∑M
i=1 ‖C0(i) −R00(i)β‖2/2σ2

(2πσ2)N/2

]
M∏
i=1

abs|∆|
abs|R11(i)|

,

podemos observar que dentro de la exponencial nuevamente tenemos una suma
de cuadrados de residuales, por lo cual, utilizamos por segunda vez la descom-
posición QR para R00 con

R00 =


R00(1)

R00(2)

...
R00(M)

 y C0 =


C0(1)

C0(2)

...
C0(M)

 ,

luego, R00 = Q0

[
R0

0

]
y siguendo el mismo procedimiento multiplicamos por

QT
0 y sustituimos la descomposición y obtenemos finalmente

‖C0(i) −R00(i)β‖2 = ‖C01 −R0β‖2 + ‖C02‖2,

donde QT
0 C0 = (C01 c02).

Por lo tanto, la función de verosimilitud queda en términos de estas últimas
matrices, asumiendo R00 no singular

L(β, θ, σ2|y) = (2πσ2)N/2 exp
(‖C01 −R0β‖2 + ‖C02‖2

−2σ2

) M∏
i=1

abs
( |∆|
|R11(i)|

)
,

de aqúı, se ve que los estimadores máximo verośımil dado θ son los siguientes:

β̂(θ) = R−1
0 C01, σ̂2(θ) =

‖C02‖2

N
y b̂i(θ) = R11(i)(C1(i)−R10(i)β̂(θ)).
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Ya que técnicamnete los efectos aleatorios bi no son parámetros del modelo
estad́ıstico, pero también deben estimarse, el estimador condicionado de tales
efectos aleatorios al estimador condicional de β es un BLUP Best Linear Un-
biased Predictors (Mejor predictor linear insesgado) para las bi i = 1, . . . ,M.

Sustituyendo los estimadores para encontrar la función de verosimilitud para θ

L(θ|y) = L(β̂(θ), θ, σ̂2(θ)|y)

=
( N

2π‖C02‖2
)N/2

exp
(
− N

2

) M∏
i=1

abs
( |∆|
|R11(i)|

)
,

y la log-verosimilitud

log(L(θ|y)) =
N

2
(log(N)− log(2π)− 1)−N log ‖C02‖2 +

M∑
i=1

log abs
( |∆|
|R11(i)|

)
.

Para concluir, los estimadores quedan al escribir el valor de θ = θ̂, que se obtiene
al maximizar la log-verosimilitud.

2.1.2. Generalización del modelo

Podemos pensar en generalizar el modelo en dos sentidos, extender el modelo
lineal a multiples niveles de efectos aleatorios, en el caso de dos por ejemplo
tendŕıamos lo siguente:

yij = Xijβ + Zi,jbi + Zijbij + εij , i = 1, . . . ,M, j = 1, . . . ,Mi

bi ∼ N(0,Ψ1), bij ∼ N(0,Ψ2), εij ∼ N(0, σ2I),

donde yij es el vector de respuestas, M representa el primer nivel de los grupos
y Mi el segundo nivel dentro del grupo i. Las matrices de efectos fijos Xij de
nij × p. Los efectos aleatorios bi y bij de primer y segundo nivel de tamaño
q1 y q2 respectivamente; y sus correspondientes matrices Zi,j de ni × q1 y Zij
de ni × q2. La estimación de los modelos lineales con multiniveles se hace de
manera análoga a la presentada en la sección anterior aunque se complica un
poco la notación.

Por otra parte, se puede generalizar el modelo relajando las hipótesis de varianza
de los errores εi, permitiendo heterocedasticidad y correlaciones dentro de los
grupos, y se expresa como

yi = Xiβ + Zibi + εi, i = 1, . . . ,M, (2.5)

bi ∼ N(0,Ψ), εi ∼ N(0, σ2Λi).

Donde Λi son matrices positivo definidas parametrizadas por el conjunto λ de
parámetros fijos. De la misma manera que en el modelo lineal de efectos de mez-
clas básico, los errores se asumen independientes para cada i e independientes
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a los efectos aleatorios bi.

Para la estimación de el modelo lineal generalizado, como Λi es positiva definida,

admite una raiz cuadrada invertible Λ
−1/2
i tal que

Λi =
(
Λ

1/2
i

)T
Λ

1/2
i y Λ−1

i = Λ
−1/2
i

(
Λ
−1/2
i

)T
.

Si hacemos

y∗i =
(
Λ
−1/2
i

)T
yi ε∗i =

(
Λ
−1/2
i

)T
εi,

X∗i =
(
Λ
−1/2
i

)T
Xi Z∗i =

(
Λ
−1/2
i

)T
Zi.

Entonces notemos que

ε∗i ∼ N
((

Λ
−1/2
i

)T
0, σ2

(
Λ
−1/2
i

)T
ΛiΛ

−1/2
i

)
= N(0, σ2I).

Por lo cual, podemos escribir (2.5) como

y∗i = X∗iβ + Z∗i bi + ε∗i , i = 1, . . . ,M,

bi ∼ N(0,Ψ), ε∗i ∼ N(0, σ2I).

Esto implica que podemos describir a y∗i con un modelo básico lineal de efectos
de mezclas.
Como el diferencial de la transformación lineal y∗i =

(
Λ
−1/2
i

)T
yi es

dy∗i = |Λ−1/2
i |dyi la verosimilitud correspodiente al modelo (2.5) se expresa de

la siguiente manera

L(β,θ, σ2,λ|y) =
M∏
i=1

p(yi|β,θ, σ2,λ)

=
M∏
i=1

p(yi|β,θ, σ2,λ)|Λ−1/2
i | = L(β,θ, σ2,λ|y∗)

M∏
i=1

|Λ−1/2
i |,

donde p(·) denota la función de densidad. Y como L(β,θ, σ2,λ|y∗) representa
la verosimilitud de un modelo lineal básico, se aplica el mismo desarrollo.
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Caṕıtulo 3

Modelo de efectos de
mezclas en ecuaciones
diferenciales estocásticas

Como hab́ıamos mencionado en los dos caṕıtulos anteriores, tenemos por un
lado las ecuaciones diferenciales estocásticas que surgen al incorporar un com-
ponente aleatorio a un sistema modelado a partir de una ecuación diferencial y
por otro lado, los modelos de efectos de mezclas que asumen que las observacio-
nes de un grupo siguen el mismo modelo, sin embargo existen variaciones entre
los individuos.

Si integramos en un mismo modelo ambos conceptos obtenemos el modelo de
efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocásticas, donde el compor-
tamiento de cada individuo se modela a partir de una ecuación diferencial es-
tocástica, esto es, modela la variación en el conjunto de observaciones de cada
individuo; mientras que los parámetros de cada ecuación diferencial estocástica
son modelados por los efectos aleatorios; es decir, son variables aleatorias que
modelan la variabilidad entre los individuos.

Las principales aplicaciones del modelo de efectos de mezclas en ecuaciones di-
ferenciales estocásticas se dan en investigaciones biomédicas, especialmente en
las áreas de la farmacoloǵıa que estudian el tiempo en que cierta sustancia es to-
talmente eliminada del cuerpo y los efectos bioqúımicos y fisiológicos, aśı como
la relación entre la concentración y el efecto que la sustancia produce. (pharma-
cokinetic y pharmacodynamic, en inglés).
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3.1. El modelo

Sea un proceso estocástico continuo {Xt}t≥0, unidimensonal que se desarrolla
en M unidades experimentales o individuos elegidos aleatoriamente de una po-
blación. El modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocásticas
se define:

dXi
t = µ(Xi

t ,θ, b
i)dt+ σ(Xi

t ,θ, b
i)dBit, i = 1, . . . ,M,

bi ∼ N(0,Σ) y Xi
0 = xi0,

donde Xi
t representa el valor del proceso al tiempo t del individuo i, θ es un

vector de p dimensiones de los parámetros de los efectos fijos, bi es el vector
de q dimensiones de los parámetros de los efectos aleatorios, Σ es la matriz de
varianzas y covarianzas de los efectos aleatorios la cual se asume conocida a
través del vector de parámetros Ψ. Los {Bit}t≥0 son movimientos Brownianos
estándar independientes a las bi y a los valores iniciales Xi

0 para toda i.
Los coeficientes de deriva y difusión µ y σ se suponen conocidos a partir de los
parámetros y además cumplen las condiciones para obtener la solución única
descritas en el Teorema 1.3.1.
Sea E ⊆ R el espacio de estados de Xi

t y asumimos que la distribución condi-
cional de Xi

t dado bi y Xs = x para s < t tiene densidad estrictamente positiva
con respecto a la medida de Lebesgue en E, denotada por

y → p(y, x, t− s|bi,θ) y, x ∈ E.

Consideremos que se tienen las observaciones en los tiempos (ti0, t
i
1, . . . , t

i
ni), es

decir, se tienen ni+1 observaciones por individuo. Entonces yi denota el vector
de ni + 1 dimensiones de respuestas para cada i = 1, 2, . . . ,M ; para simplificar
la notación escribimos yi

tij
= yij las entradas del vector yi, y sea y el vector

de N dimensiones de respuestas, donde N=
∑M
i=1(ni + 1). Además escribimos a

la distancia entre la j − 1 y la j observación, como ∆i
j = tij − tij−1 para cada

individuo i.

El problema consiste en encontrar los estimadores de los parámetros θ y Ψ,
supongamos que contamos con el vector de respuestas y, a partir del cual es-
cribimos la función de verosimilitud, con la cual queremos hacer la inferencia.
Debemos tener en cuenta que en la mayoŕıa de los casos no es posible encontrar
una expresión expĺıcita para la función de verosimilitud, sin embargo en casos
sencillos es posible hallar expresiones de los estimadores máximo verosimil de θ
y Ψ.

3.2. Función de verosimilitud

Ya que la idea es encontrar la función de verosimilitud de los parámetros dado
el conjunto datos de todos los individuos e incorporar los efectos aleatorios al
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modelo, integramos la densidad condicional de las respuestas dados los efectos
aleatorios no observados bi con respecto a la densidad marginal de los mismos.
Además usando el supuesto de independencia entre bi y Bit, obtenemos

L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

p(yi|θ,Ψ) =
M∏
i=1

∫
p(yi|bi,θ)p(bi|Ψ)dbi (3.1)

donde p(·) denota la función de densidad.
Ahora, como Xi

t dado bi cumple la propiedad de Markov, podemos escribir la
densdad p(yi|bi,θ) como probabilidades de transición,

p(yi|bi,θ) =

ni∏
j=1

p(yij , y
i
j−1,∆

i
j |b

i,θ).

Luego, por hipótesis bi tiene distribución normal,

p(bi|Ψ) =
1√

|Ψ|(2π)q/2
exp

{
−(bi)TΨ−1bi

2

}
Sustituyendo ambas expresiones en la ecuación (3.1)

L(θ,Ψ|y) =

M∏
i=1

∫ ni∏
j=1

p(yij , y
i
j−1,∆

i
j |b

i,θ)
exp

{
− (bi)TΨ−1bi/2

}√
|Ψ|(2π)q/2

dbi (3.2)

Basta con resolver la integral para encontrar los estimadores máximo verośımil
de los parámetros, sin embargo, no siempre es posible encontrar una solución
expĺıcita ya sea porque se desconoce la densidad de transición o bien, la integral
no puede ser resuelta anaĺıticamente.

3.3. El caso del Movimiento Browniano geométri-
co

Un ejemplo sencillo donde se encuentra la función de densidad de transición
y además no resulta dif́ıcil resolver la integral con teoŕıa de mı́nimos cuadra-
dos es el caso del movimiento Browniano geométrico. Consideremos la ecuación
diferencial estocástica de la forma

dXt = βXtdt+ σXtdBt, (3.3)

encontramos la solución igualando los coeficientes con los de la fórmula de Itô,
dXt = ft(t, Bt)dt + fx(t, Bt)dXt + 1

2fxx(t, Bt)dt, si tomamos a Xt = f(t, Bt)
entonces,

βf(t, x) = ft(t, x) +
1

2
fxx(t, x) (3.4)
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σf(t, x) = fx(t, Bt) (3.5)

De la ecuación (3.4) tenemos que f(t, x) = eσx+g(t) donde g(t) es una función
arbitraria y por la ecuación (3.5) sabemos que g′(t) = β − 1

2σ
2, por lo tanto,

la ecuación diferencial estocástica tiene solución Xt = X0e
(β− 1

2σ
2)t+σBt , que es

un movimiento Browniano geométrico. Tomamos el proceso Yt = log(Xt), luego
Yt = Y0 + (β − 1

2σ
2)t+ σBt.

Asumimos que el experimento que representa la anterior ecuación diferencial
estocástica, se realiza a diferentes individuos y además se les realizan distintas
mediciones en el tiempo. Como estamos interesados en estimar los parámetros
de toda la población incluyendo las caracteŕısticas propias de cada individuo
incorporamos un efecto aleatorio, lo cual nos lleva a la ecuación diferencial
estocástica

dXi
t =

(
β + βi − 1

2
σ2
)
dt+ σdBit, (3.6)

cuya solución está dada por el modelo:

Y it = Y i0 + (β + βi − 1

2
σ2)t+ σBit, (3.7)

donde βi ∼ N(0, σ2
β).

En este ejemplo los parámetros a estimar son θ = (β, σ2) y Ψ = σ2
β . Se puede

observar que por la hipótesis de normalidad sobre las βi la distribución condi-
cional de Y it dado Y i0 = yi0;β, βi, σ2 también es normal con media y varianza
siguientes:

E[Y it |Y i0 = yi0;β, βi, σ2] = yi0 + (β + βi − 1

2
σ2)t+ σE[Bit]

= yi0 + (β + βi − 1

2
σ2)t,

V ar[Y it |Y i0 = yi0;β, βi, σ2] = V ar[yi0 + (β + βi − 1

2
σ2)t+ σBit]

= σ2V ar[Bit]

= σ2t.

Entonces,

p(yij , y
i
j-1,∆

i
j ;β, β

i, σ2) =
1√

2πσ2∆i
j

exp

{−(yij − yij-1 − (β + βi − 1
2σ

2)∆i
j

)2
2σ2∆i

j

}
.

Sustituyendo la densidad que acabamos de encontrar en la función de verosimi-
litud descrita en (3.2),
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L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

∫ ni∏
j=1

1√
2πσ2∆i

j

exp

{
−
(
yij − yij−1 − (β + βi − 1

2σ
2)∆i

j

)2
2σ2∆i

j

}
×

1√
(2πσ2

β

exp

{
−(βi)2

2σ2
β

}
dβi.

Para simplificar el modelo, utilizamos el factor de presición aplicado en el modelo
de regresión lineal con efecto aleatorios, definimos η2 = σ2/σ2

β para obtener la
siguiente verosimilitud:

L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

√
η2

(2πσ2)
ni
2

∫ exp

{
-

∑ni
j=1

1

∆i
j

(
yij−y

i
j-1−(β+βi− 1

2σ
2)∆i

j

)2
+(ηβi)2

2σ2

}
√

2πσ2
dβi

ni∏
j=1

1

(∆i
j)

1/2
.

Si además escribimos α = β − 1
2σ

2 y ∆i =
(∏ni

j=1
1

(∆i
j)

)1/ni
la función de

verosimilitud queda un poco más reducida,

L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

√
η2

(2πσ2∆i)
ni
2

∫ exp

{
-

∑ni
j=1

1

∆i
j

(
yij−y

i
j-1−(α+βi)∆i

j

)2
+(ηβi)2

2σ2

}
√

2πσ2
dβi.

3.3.1. Estimación con efectos aleatorios

Al resolver la integral de la función de verosimilitud, obtenemos la densidad
marginal de los parámetros independiente a los efectos aleatorios para lo cual
definimos los siguientes vectores que nos permitirán escribir la expresión dentro
de la exponencial como un problema de mı́nimos cuadrados.
Sean

ỹi =
(
(∆i

1)−1/2(yi1 − yi0), . . . , (∆i
ni)
−1/2(yini − y

i
ni−1), 0

)T
,

x̃i =
(
(∆i

1)1/2, . . . , (∆i
ni)

1/2, 0
)T
,

z̃i =
(
(∆i

1)1/2, . . . , (∆i
ni)

1/2, η
)T
.

Entonces,

||ỹi − x̃iα− z̃iβi||2 =

ni∑
j=1

(
(∆i

j)
−1/2(yij − yij−1)− (α+ βi)∆i

j

)2

+ (βiη)2,
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desarrollamos el cuadrado y factorizamos (∆i
j)
−1

=

ni∑
j=1

(∆i
j)
−1
(

(yij − yij−1)− (α+ βi)∆i
j

)2

+ (βiη)2.

Por lo tanto,

L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

√
η2

(2πσ2∆i)ni/2

∫ exp

{
− ||ỹ

i−x̃iα−z̃iβi||2
2σ2

}
√

2πσ2
dβi. (3.8)

A partir de la teoŕıa de regresión lineal puede encontrarse el estimador de los
efectos aleatorios que minimiza la suma de cuadrados ||ỹi − x̃iα− z̃iβi||2 para
un α fijo, es decir,

β̂i = ((z̃i)T z̃i)−1(z̃i)T (ỹi − x̃iα)

=
( ni∑
j=1

z̃ij z̃
i
j

)−1( ni∑
j=1

z̃ij ỹ
i
j −

ni∑
j=1

z̃ij x̃
i
jα
)

=
( ni∑
j=1

∆i
j + η2

)−1( ni∑
j=1

yj − yj−1 −∆i
jα
)

=
yni − y0 − αT i

T i + η2
,

(3.9)

con T i =
∑ni
j=1 ∆i

j , por consiguiente hallamos directamente al estimador de βi

dados los parámetros θ y Ψ.
Por otro lado, la suma de cuadrados que esta dentro de la exponencial puede
separarse de tal manera que solo una parte dependa de los efectos aleatorios,
entonces reescribimos la integral de la ecuación (3.8)

exp

{
− ||ỹ

i − x̃iα− z̃iβ̂i||2

2σ2

}∫
1√

2πσ2
exp

{
− ||z̃

i(βi − β̂i||2

2σ2

}
dβi,

multiplicamos y dividimos por ((z̃i)T z̃i)1/2 la expresión anterior para completar

la función de densidad de una normal; por lo tanto, βi tiene media β̂i y varianza
σ2/(z̃i)T z̃i. Recordemos que (z̃i)T z̃i = T i + η2.
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Por consiguiente, la función de verosimilitud queda expresada como:

L(θ,Ψ|y) =
M∏
i=1

√
η2

(2πσ2∆i)ni/2
1√

T i + η2
exp

{
− ||ỹ

i − x̃iα− z̃iβ̂i||2

2σ2

}

=
(η2)M/2

(2πσ2)
N−M

2

M∏
i=1

1

(∆i)
ni
2

√
T i + η2

×

exp

{
−
∑M
i=1 ||ỹ

i − x̃iα− z̃iβ̂i||2

2σ2

}
=

(η2)M/2

(2πσ2)
N−M

2

M∏
i=1

1

(∆i)
ni
2

√
T i + η2

×

exp

{
−

∑M
i=1

∑ni
j=1(∆i

j)
−1
(

(yij − yij−1)− (α+ β̂i)∆i
j

)2

+ (β̂iη)2

2σ2

}
.

Tomamos la suma que está dentro de la exponencial en la función de verosimili-

tud
∑M
i=1

∑ni
j=1(∆i

j)
−1
(

(yij−yij−1−α∆i
j)− β̂i∆i

j

)2

, desarrollamos el cuadrado,

distribuimos (∆i
j)
−1 y sustituimos el estimador β̂i para obtener la verosimilitud

L(θ,Ψ|y) =
(η2)M/2

(2πσ2)
N−M

2

M∏
i=1

1

(∆i)
ni
2

√
T i + η2

×

exp

{
− 1

2σ2

[
M∑
i=1

ni∑
j=1

(∆i
j)
−1
(
yij − yij−1 − α∆i

j

)2

−
M∑
i=1

(yini − y
i
0 − αT i)2(T i + η2)−1

]}
.

(3.10)

Y la log-verosimilitud

log(L(θ,Ψ|y)) =
M

2
log(η2)− N −M

2
log(2πσ2)− 1

2

M∑
i=1

log((∆i)ni(T i + η2)

− 1

2σ2

[ M∑
i=1

ni∑
j=1

(∆i
j)
−1
(
yij − yij−1 − α∆i

j

)2

−
M∑
i=1

(yini − y
i
0 − αT i)2(T i + η2)−1

]
.

(3.11)

Para hacer el cálculo de los estimadores, asuminos que cada individuo es ob-
servado en el mismo intervalo de tiempo, esto quiere decir que T i = T para

54



cada 1 ≤ i ≤ M , con ello se consigue simplificar las expresiones de los estima-
dores, luego desarrollamos los cuadrados de las sumas y notamos que quedan
expresadas en términos de tres sumas constantes definidas como:

S1 =
M∑
i=1

(yini − y
i
0),

S2 =
M∑
i=1

(yini − y
i
0)2,

S3 =
M∑
i=1

ni∑
j=1

1

∆i
j

(
yij − yij−1

)2

. (3.12)

Por lo tanto,

M∑
i=1

ni∑
j=1

1

∆i
j

(
yij − yij-1 − α∆i

j

)2

=
M∑
i=1

ni∑
j=1

1

∆i
j

(
yij − yij-1

)2

− 2α
M∑
i=1

(yini − y
i
0)

+ α2MT

= S3− 2αS2 + α2MT,

analogamente,

M∑
i=1

(yini − y
i
0 − αT i)2

(T i + η2)
=

∑M
i=1(yini − y

i
0)2 − 2αT

∑M
i=1(yini − y

i
0) + α2MT 2

(T + η2)

=
S2− 2αTS1 + α2MT 2

(T + η2)
.

Reescribimos la log-verosimilitud en términos de los parámetros originales, es
decir, sustituyendo α = β − σ2/2, η2 = σ2/σ2

β y los desarrollos de las sumas
anteriores

log(L(θ,Ψ|y)) =
M

2
log
(σ2

σ2
β

)
− N −M

2
log(2πσ2)

− 1

2

M∑
i=1

log

(
(∆i)ni

(
T +

σ2

σ2
β

))
− 1

2σ2

[
S3− 2

(
β − σ2

2

)
S1

+
(
β − σ2

2

)2

MT −
S2− 2

(
β − σ2

2

)
TS1 +

(
β − σ2

2

)2

MT 2(
T + σ2

σ2
β

) ]
.

(3.13)

Los estimadores máximo verosimiles se encuentran igualando a cero las derivadas
de la log-verosimilitud y posteriormente se despeja a los parámetros β̂, σ̂2 y σ̂β

2.
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Derivamos respecto a β,

d log(L(θ,Ψ|y))

dβ
=

1

σ2

[
S1−

(
β − σ2

2

)
MT

−
σ2
β

Tσ2
β + σ2

(
TS1−

(
β − σ2

2

)
MT 2

)]
=

1

σ2(Tσ2
β + σ2)

[
S1(Tσ2

β + σ2

− Tσ2
β)−

(
β − σ2

2

)
MT (Tσ2

β + σ2 − Tσ2
β)
]

=
1

(Tσ2
β + σ2)

[
S1−

(
β − σ2

2

)
MT

]
.

Ahora, la derivada respecto a σ2,

d log(L(θ,Ψ|y))

dσ2
= −N − 2M

2σ2
+

M

2(Tσ2
β + σ2)

− S3

2σ4
−

(
β − σ2

2

)
S1

(Tσ2
β + σ2)2

− S1

2(Tσ2
β + σ2)

+

(
β − σ2

2

)
MT

2(Tσ2
β + σ2)

+

(
β − σ2

2

)2

MT

2(Tσ2
β + σ2)2

−
σ2
β

(
Tσ2

β + 2σ2
)
S2

2σ4(Tσ2
β + σ2)2

.

Finalmente, derivamos respecto a σ2
β ,

d log(L(θ,Ψ|y))

dσ2
β

= − M

2σ2
β

− Mσ2

2σ2
β(Tσ2

β + σ2)
+
S2− 2

(
β − σ2

2

)
TS1

2(Tσ2
β + σ2)2

+

(
β − σ2

2

)2

MT 2

2(Tσ2
β + σ2)2

.

Al resolver el sistema de ecuaciones para encontrar los máximos, los estimadores
son los siguientes:

β̂ =
1

MT
S1 +

σ̂2

2
. (3.14)

σ̂2 =
1

(N − 2M)

(
S3− 1

T
S2

)
. (3.15)

σ̂2
β =

M(N −M)S2− (N − 2M)S12 −M2TS3

(N − 2M)M2T 2
. (3.16)
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Notemos que para que los estimadores de σ2 y σ2
β existan necesitamos que las

sumas S1, S2 y S3 cumplan la siguiente desigualdad:

1

T
S2 < S3 <

N −M
MT

S2− N − 2M

M2T
S12.

Calculamos las varianzas asintóticas de los estimadores a partir de la inversa de
la información de Fisher evaluadas en el óptimo. Recordemos que la información
de Fisher para algún parámetro θ y densidad f(X; θ) esta dado por

I(θ) = E
[
( ∂∂θ logf(X; θ))2

]
= −E

[
∂2

∂θ logf(X; θ)
]
. Entonces,

ˆV ar(β̂) =
T σ̂2

β + σ̂2

MT
. (3.17)

ˆV ar(σ̂2) =

[
3(N − 2M)

2σ4
+

2M +MT (T σ̂2
β + σ̂2)

4(T σ̂2
β + σ̂2)2

]−1

. (3.18)

ˆV ar(σ̂β
2) =

2(T σ̂2
β + σ̂2)2

MT 2
. (3.19)

3.3.2. Estimación sin efectos aleatorios

Si consideramos que el modelo no tiene efectos aleatorios, la función de log-
verosimilitud se simplifica de la siguiente manera:

log(L(β, σ2|y) =
N −M

2
log(2πσ2)−

M∑
i=1

ni
2
log(∆i)

−
M∑
i=1

ni∑
j=1

(yij − yij−1 − (β − 1
2σ

2)∆i
j)

2

2σ2∆i
j

(3.20)

Cabe mencionar que si escribimos la función de verosimilitud como el producto
de las funciones de densidad de transición sin considerar los efectos aleatorios
desde el inicio, obtenemos la misma verosimilitud y por tanto la misma log-
verosimilitud que al hacer βi = 0 en al ecuación (3.11).
Por lo que los estimadores máximo verośımil también se simplifican:

β̂ =
1

MT
S1 +

σ̂2

2
. (3.21)

σ̂2 =
1

(N −M)

(
S3− 1

MT
S12

)
. (3.22)
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Caṕıtulo 4

Simulación y aplicaciones

4.1. Simulación del movimiento Browniano
geométrico

Antes de desarrollar la aplicación, es conveniente verificar que los estimadores
que acabamos de encontrar son buenos. Con el fin de estudiar el comportamiento
de dichos estimadores para diferentes relaciones de parámetros, en particular
de las varianzas, realizamos simulaciones de las observaciones suponiendo que
siguen trayectorias de un movimiento Browniano geométrico con el método de
Milstein. Utilizamos seis conjuntos de parámetros para dos valores diferentes
de β, M y n y analizamos las siguientes relaciones: σ2 < σ2

β , σ2 ≈ σ2
β y σ2 >

σ2
β . Notemos que estamos suponiendo que todos los individuos tiene el mismo

número de observaciones n. Los valores se muestan en la Tabla 4.1.

β σ2 σ2
β M n

1 −0.02 0.02 0.02 10 50
2 −0.02 0.2 0.02 10 50
3 −0.02 0.02 0.2 10 50
4 −0.02 0.02 0.02 50 10
5 −0.02 0.2 0.02 50 10
6 −0.02 0.02 0.2 50 10
7 −0.2 0.02 0.02 10 50
8 −0.2 0.2 0.02 10 50
9 −0.2 0.02 0.2 10 50
10 −0.2 0.02 0.2 50 10
11 −0.2 0.2 0.02 50 10
12 −0.2 0.02 0.2 50 10

Tabla 4.1: Valores de los parámetros utilizados en las simulaciones.
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Para el análisis realizamos 1000 trayectorias para cada individuo por cada con-
junto de parámetros, con observaciones equidistantes en el tiempo dependiendo
del valor correspondiente de n. Tomamos como valor inicial para cada uno de
ellos log(100) y el intervalo de tiempo en que se realizan las obseraciones T=100.
Los parámatros y las varianzas de cada estimador fueron calculadas a partir de
las expresiones de los estimadores encontradas v́ıa máxima verosimilitud expre-
sados en las ecuaciones (3.14), (3.15), (3.16). Consideramos el estimador como
la media de los estimadores y los cuantiles emṕıricos del 2.5 % y 97.5 % como
el intervalos de confianza de 95 %; cuyos resultados se muestran en las Tablas
4.2,4.3,4.4 para los parámetros de β, σ2 y σ2

β , respectivamente.

β̂

β̂ IC ˆV ar
1 -0.0180 (-0.1042;0.0720) 0.0018
2 -0.0185 (-0.1114;0.0668) 0.0020
3 -0.0205 (-0.2937;0.2460) 0.0185
4 -0.0199 (-0.0610;0.0179) 0.0004
5 -0.0195 (-0.0614;0.0253) 0.0004
6 -0.0186 (-0.1356;0.1000) 0.0040
7 -0.2005 (-0.2910;-0.1164) 0.0018
8 -0.2020 (-0.2889;-0.1079) 0.0019
9 -0.2004 (-0.4630;0.0738) 0.0183
10 -0.2011 (-0.2411;-0.1606) 0.0004
11 -0.2007 (-0.2436;-0.1570) 0.0004
12 -0.2014 (-0.3253;-0.0772) 0.0039

Tabla 4.2: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

En general, se obtienen buenos estimadores; aunque, un número considerable
de estimadores de β fueron positivos para casi todos los casos, los cual puede
observase en el intervalo de confianza.
Por otra parte, el estimador de σ2 además de ser el más exacto, con varianzas
asintóticas pequeñas existió en todos los casos, es decir, σ̂2 > 0. Por el con-
trario, aproximadamente el 8 % de los estimadores de la varianza de los efectos
aleatorios σ2

β fue negativo, en particular cuando σ2 > σ2
β y para M grande, lo

cual indica la dependencia al tamaño de la muestra; por consiguiente σ̂2
β es el

más dif́ıcil de estimar.

Si tenemos un experimento el cual se modela incluyendo efectos aleatorios y
erróneamente lo consideramos sin ellos, es decir, βi = 0 para toda i.
Utilizando estos estimadores dados por las ecuaciones (3.21) y (3.22) podemos

observar en la Tabla 4.5, que β̂ y σ̂2 son malos. En particular cuando la varianza
de los efectos aleatorios y el número de individuos M es grande, ya que el mo-

59



σ̂2

σ̂2 IC ˆV ar
1 0.01999 (0.01754;0.02253) 2.173e-10
2 0.20000 (0.17610;0.22600) 2.176e-06
3 0.01993 (0.01754;0.02253) 2.147e-10
4 0.02000 (0.01751;0.02275) 2.372e-10
5 0.20000 (0.17640;0.22630) 2.365e-06
6 0.01998 (0.01742;0.02278) 2.362e-10
7 0.02004 (0.01766;0.02252) 2.196e-10
8 0.20040 (0.17650;0.22690) 2.192e-06
9 0.02006 (0.01773;0.02254) 2.203e-10
10 0.02002 (0.01736;0.02280) 2.382e-10
11 0.19930 (0.17550;0.22740) 2.336e-06
12 0.02003 (0.01740;0.02285) 2.387e-10

Tabla 4.3: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

delo está fuertemente influenciado por tales efectos, por consiguiente, suponer
que no hay efectos aleatorios produce estimadores deficientes.

Como ya mencionamos, hacer la estimación de los parámetros de difusiones
continuas con observaciones a tiempo discreto causa cierto problema y como las
principales aplicaciones del modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferen-
ciales estocásticas son en estudios biomédicos o biológicos, usualmente se cuenta
con un número pequeño de observaciones. Recientemente, se han estudiado di-
versos métodos para la estimación máximo verośımil de difusiones a partir de
observaciones disctretas, ciertos autores proponen completar información entre
cada par de observaciones mediante puentes de dicha difusión con el fin de ob-
tener más observaciones y mejores estimadores.
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σ̂2
β

σ̂2
β IC ˆV ar

1 0.01756 (0.004968;0.03862 6.306e-05
2 0.01786 (0.003772;0.04053) 7.891e-05
3 0.18460 (0.051750;0.38840) 6.829e-03
4 0.01958 (0.012710;0.02856) 1.565e-05
5 0.01957 (0.011750;0.02897) 1.860e-05
6 0.19750 (0.126800;0.28460) 1.564e-03
7 0.01797 (0.004995;0.03853) 6.604e-05
8 0.01748 (0.003816;0.03801) 7.592e-05
9 0.18330 (0.049300;0.38810) 6.731e-03
10 0.01981 (0.012920;0.02850) 1.601e-05
11 0.01962 (0.012360;0.02848) 1.869e-05
12 0.19590 (0.128200;0.27850) 1.539e-03

Tabla 4.4: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

Estimadres sin efectos aleatorios

β̂ σ̂2
β

1 -0.00202 0.0570
2 -0.00283 0.2360
3 0.16200 0.3770
4 0.07820 0.2170
5 0.07620 0.3930
6 0.95200 1.9600
7 -0.18200 0.0558
8 -0.18400 0.2350
9 -0.02600 0.3770
10 -0.10200 0.2150
11 -0.10300 0.3940
12 0.78300 1.9900

Tabla 4.5: Estimadores para el modelo sin efectos aleatorios.
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4.2. Simulación con puentes de difusiones

En esta sección, tomamos el caso del movimiento browniano geométrico ya estu-
diado y vemos qué sucede con los estimadores al incluir las observaciones obte-
nidas mediante la simulación de puentes con el método descrito en el Caṕıtulo 1.
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Figura 4.1: Puente del movimiento Browniano.

En primer lugar, realizamos el estudio para una ecuación diferencial estocástica
dada por la ecuación (3.3), sin agregar efectos aleatorios. Consideremos que el
proceso tiene valor inicial log(100) y ∆ = 1. Tomamos un par de parámetros
(los mismos que utilizamos anteriormente) β = −0.02, σ2 = 0.2 y número de
individuos M=10 y 50, suponemos que todos los individuos tienen el mismo
número de observaciones n.

Calculamos los estimadores dados por las ecuaciones (3.21) y (3.22) con dife-
rentes n para verificar la sensibilidad del estimador al número de observaciones,
podemos observar en la Figura 4.2 que mientras n es más grande el estimador
converge al valor del parámetro original. Para M=10 esto ocurre con n entre
1500 y 2000 aproximadamente; mientras que con M=50 se pega al valor origi-
nal con más rapidez. Sin embargo, para ambos casos, podŕıamos decir que con
muestras no tan grandes el estimador no está tan alejado del valor real.
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Figura 4.2: Estimadores vs. número de observaciones.

Ahora, consideremos que tenemos un número reducido de observaciones, es de-
cir, n=10 a partir de dichos puntos generamos los puentes con el algoritmo
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descrito en el Teorema 1.3.1; en la Figura 4.1 podemos observar una realización
del puente para un individuo, donde los puntos en negro muestran las observa-
ciones que ya se teńıan y el resto (en gris) muestra la trayectoria simulada.

Entonces simulamos observaciones con los parámetros en cuestión, generamos
puentes entre cada par de puntos y la idea es verificar que efectivamente re-
cuperamos los valores de β y σ2. Para hacer la estimación de esta forma, es
importante obtener una buena muestra con las simulaciones ya que la estima-
ción con puentes es muy sensible a estos cambios.

Para notar esto, generamos trayectorias con M=10 y n=10, 100 y 1000; de tal
manera que en los tres casos obtengamos 10000,15000 y 20000 observaciones,
entonces si N número de discretizaciones del puente la Tabla 4.6 muestra los
resultados.

Podemos observar que en los tres casos y para las diferentes discretizaciones el
valor de σ̂2 no varió mucho y está muy cerca de 0.2 como queŕıamos, incluso,
al incluir las observaciones del puente el estimador mejoró. Ya que los puentes
están fuertemente influenciados por las observaciones, el estimador de β es un
poco más complicado. Si tomamos el modelo sin puentes, con n=10, β̂ no es
bueno y podemos observar que los estimadores obtenidos al agregar los puentes
se acercan a ese valor de β̂, por lo que también son malos. Sin embargo, con
n=100 y n=1000 mejora mucho β̂ y el parámetro adquiere mayor estabilidad,
por lo tanto, incluir los puentes parece ser buena idea.

n N β̂ σ̂2

10 0 −0.0494 0.1859
10 1000 −0.0427 0.1992
10 1500 −0.0423 0.2000
10 2000 −0.0424 0.1999
100 0 −0.0191 0.2119
100 100 −0.0219 0.1988
100 150 −0.0183 0.2127
100 200 −0.0206 0.2080
1000 0 −0.0194 0.1975
1000 10 −0.0215 0.1932
1000 15 −0.0201 0.1961
1000 20 −0.0194 0.1974

Tabla 4.6: Estimadores del modelo sin efectos aleatorios con puentes.

Ya vimos que el uso de puentes de difusiones se comporta bien para resolver el
problema de información faltante para ecuaciones diferenciales estocásticas, sin
efectos aleatorios. También ya vimos como se comportan los estimadores en el
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modelo con efectos aleatorios, entonces falta hacer el análisis agregando dichos
efectos.

Seguimos con los mismos valores de β y σ2 e incluimos σ2
β = 0.02. En la Figura

4.3 se muestra una trayectoria de un puente Browniano con efectos aleatorios
con n=5 y N=100, nuevamente los puntos en negro son las observaciones y la
trayectoria en gris es la simulación del puente.
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Figura 4.3: Puente del movimiento Browniano con efectos aleatorios.

Supongamos que tenemos M=10 y n=100 y hacemos 100 simulaciones para cada
N=10, 100 y 1000 del modelo con efectos aleatorios con los mismo parámetros.
En la Tabla 4.7 se muestran los valores de los estimadores y sus respectivas
varianzas. Notemos que para este conjunto de parámetros hab́ıamos obtenido
en las Tablas 4.2, 4.3 y 4.4 β̂ = −0.0185, σ̂2 = 0.2000 y σ̂2

β = 0.01786.

N β̂ σ̂2 σ̂2
β V ar(β̂) V ar(σ̂2) V ar(σ̂2

β)

10 −0.0248 0.1968 0.0214 1.063e− 03 9.515e− 08 2.260e− 05
100 −0.0233 0.1991 0.0213 1.063e− 03 1.050e− 08 2.260e− 05
1000 −0.0220 0.1999 0.0213 1.754e− 03 2.124e− 10 6.158e− 05

Tabla 4.7: Estimadores del modelo con efectos aleatorios con puentes.
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Podemos notar que que el estimador de β está sobre estimado, sin embargo,
cuando incrementamos el número de puntos en el puente la estimación mejo-
ra considerablemente, para el caso de σ2 como ya hab́ıamos mencionado, sigue
siendo el valor más exacto incluso con muestras no tan grandes, mientras que
para σ2

β obtuvimos cambios favorables en el estimador, ya que al considerar los
puentes, se acerca más al valor real. Las varianzas permanecen muy pequeñas y
similares a las anteriores a pesar de haber agregado las simulaciones.

Con este estudio pudimos observar que generar puentes entre cada par de obser-
vaciones resulta un poco más costoso computacionalmente, sin embargo, para
obtener los estimadores es de gran ayuda. Pero en este caso ya que solo es de
verificación únicamente buscamos recuperar los valores de los parámetros que
ya conociamos.

En la práctica, lo que conocemos realmente son resultados del experimento, en-
tonces, lo primero que tendŕıamos que suponer es que se distribuyen como un
movimiento Browniano geométrico, además de independiencia entre individuos
o unidades experimentales. Luego, la estimación se hace mediante algún algo-
ritmo, por ejemplo, el EM (esperanza maximización).

El EM es un algoritmo iterativo que consta de dos pasos, primero se deben dar
valores iniciales a los tres parámetros; en el paso E se simulan los puentes con
los valores de los parámetos iniciales para completar la información faltante,
posteriormente, en el paso M se maximiza la verosimilitud, es decir, se calculan
los estimadores con toda la información y se regresa al paso E utilizando los
valores recién obtenidos y aśı hasta la convergencia.

4.3. Aplicación

Ahora, aplicamos el modelo a un conjunto de datos que representan la disolución
de Metropolol Tartrate que es un medicamento utilizado para tratar la presión
arterial alta (hipertensión); lo cual ayuda a prevenir derrames cerebrales, ata-
ques card́ıacos y problemas renales. Este medicamento también se utiliza para
tratar el dolor de pecho (angina) y para mejorar la supervivencia después de un
ataque al corazón.
Los datos fueron obtenidos de [18], donde se examinan con distintos métodos
basados en ANOVA, ratio test, entre otros. Se analizaron cuatro tipos de pasti-
llas de 100 mg, cada experimento se realizó seis veces, con intervalos de tiempo
de 5 minutos hasta 45 minutos.

Utilizamos únicamente los datos de lenta disolución (véase Tabla 4.8) para ejem-
plificar el modelo y encontrar los estimadores correspondientes. Consideremos
que el porcentaje aún no disuelto de Metropolol se modela con la ecuación (3.7),
donde yij es el logaritmo de la observación de la repetición i al tiempo j. En la Fi-
gura 4.4 observamos el porcentaje no disuelto para cada experimento. Notemos
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5min 10min 15min 20min 25min 30min 45min
14.6 23.7 34.7 44.2 51.9 58.1 73.4
11.5 21.1 31.3 38.4 45.1 51.0 65.8
12.3 21.4 30.3 38.5 45.7 52.7 67.6
12.9 23.1 33.0 40.4 48.1 53.8 69.6
12.4 21.0 30.9 40.9 47.4 53.2 71.3
13.4 23.4 32.3 39.7 46.1 52.2 66.5

Tabla 4.8: Porcentaje no disuelto de Metoprolol.
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Figura 4.4: Porcentaje de Metoprolol no disuelto.

Utilizando las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16), encontramos el valor de los
estimadores que se muestran en la Tabla 4.9 asi como sus respectivas varianzas
y los estimadores del modelo si asumimos que no hay efectos aleatorios.

Como la varianza de los efectos aleatorios es muy pequeña y comparada con σ2

sigue siendo pequeña, suponiendo que no hay efectos aleatorios los estimadores
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Con efectos aleatorios Sin efectos aleatorios

Estimador Desviación estándar Estimador

β̂ -0.02593 8.3283e-04 -0.02592
σ̂2 5.0936e-05 3.8676e-10 7.0191e-05
σ̂2
β 2.8882e-06 2.4027e-06 -

Tabla 4.9: Estimadores de Metropolol.

no son tan malos como en el caso de las simulaciones.

β̂i

1 -0.00222
2 0.00152
3 0.00074
4 -0.00024
5 -0.00134
6 0.00154

Tabla 4.10: Estimadores de los
efectos aleatorios.

Además, a partir de la ecuación (3.3.1), obtenemos los estimadores de los efectos
aleatorios que se muestran en la Tabla 4.10 para cada repetición i del experimen-
to. Para verificar que dichos estimadores cumplen el supuesto de normalidad,
hacemos la gráfica de los cuantiles qqnorm; en la Figura 4.5 se puede observar a
pesar de ser pocos datos efectivamente la muestra pertenece a una distribución
normal.
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Figura 4.5: Gráfica de los cuantiles
de una normal vs. los

estimadores de βi.

Finalmente, en la Figura 4.6 se muestran los datos observados comparados con
las trayectorias simuladas a partir de los estimadores de los parámetros y de
los efectos aleatorios encontrados para cada repetición del experimento donde
podemos observar que se ajustan adecuadamente.

Para modelar la tendencia decreciente de los datos, es decir, que a medida que se
incrementa el tiempo el porcentaje no disuelto de Metropolol disminuya, según
la ecuación (3.7) los parámetros deben cumplir la desigualdad (β̂+β̂i−σ̂2/2) < 0
para toda i.

Notemos que el coeficiente de difusión es muy pequeño comparado con β̂ y
que además los efectos aleatorios son normales con media cero y desviación
estándar estimada también muy peqeña, por lo tanto, con β̂ negativa podemos
asegurar que se cumpla dicha desigualdad, por lo tanto el comportaiento del
modelo deseado. Recordemos también que los efectos aleatorios β̂i nos dan las
variaciones entre las seis veces que se realizó el experimento. Entonces, pode-
mos modelar el porcentaje de Metoprolol no disuelto mediante un movimiento
Browniano geométrico con efectos aleatorios.
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Figura 4.6: Simulación de trayectorias.
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Conclusiones

Sin lugar a dudas el modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales
estocásticas es muy útil para describir mejor cierto tipo de experimentos, por
ejemplo, los estudios biomédicos; ya que modela tanto las variaciones que existen
entre los individuos como las variaciones de cada individuo durante el estudio.

Pudimos observar que encontrar los estimadores de manera expĺıcita en el caso
del movimiento Browniano geométrico no resulta dif́ıcil después de haber reali-
zado ciertos cálculos. También pudimos notar que el desarrollo para encontrar
dichos estimadores está basado en la estimación v́ıa verosimilitud tanto de las
ecuaciones diferenciales estocásticas como del modelo de efectos de mezclas.

En el estudio de las simulaciones, en general, los valores estimados de los para-
metros β, σ2 y σ2

β fueron muy cercanos a los valores reales para los diferentes
conjuntos de parámetros. Además, hubo una clara relación de dependencia entre
el estimador de la varianza de los efectos aleatorios y el tamaño de la muestra.
Asimismo, pudimos observar que si un experimento se modela mediante un mo-
delo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocásticas y al hacer
la estimación no se consideran los efectos aleatorios, los valores de β, σ2, no
representan el comportamiento del experimento.

Desafortunadamente, el modelo es restrictivo en cuanto a las condiciones que
se deben cumplir para que existan los estimadores de la varianza de los efectos
aleatorios y el coeficiente de difusión. Por otra parte, como ya se ha mencionado
la estimación máxima verośımil no funciona para cualquier modelo, ni siquiera
en difusiones con funciones de densidad condicional conocidas como por ejem-
plo, el Ornstein-Uhlenbeck, del cual puede escribirse la función de verosimilitud
pero no existen los estimadores expĺıcitos.

Por tal motivo el estudio del modelo es muy amplio, por un lado podŕıa buscarse
generalizar el modelo con el movimiento Browniano geométrico donde los efec-
tos aleatorios no sean idénticamente distribuidos y por lo tanto, los individuos
tengan varianzas distintas.

Por otro lado, ya algunos autores han desarrollado otros métodos para poder uti-
lizar otras difusiones, considerando aproximaciones a la verosimilitud, a partir
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de funciones hermitianas y reglas de cuadratura gaussiana, ([16]) y para mode-
los no lineales, basados en el algoritmo EM ([6]), y combinando la estimación
condiconal de primer orden con el filtro de Kalman ([14]).

72



Apéndice A

Descomposición
ortogonal-triangular

La descomposición ortogonal-triangular o QR es un método numérico, usado
normalmente para resolver problemas de mı́nimos cuadrados.
Sea X uma matriz de n×m con n ≥ m de rango m, entonces existe una matriz
ortogonal Q, cuadrada de n × n y una matriz trinagular superior, R de p × p
únicas tal que:

X = Q

[
R
0

]
= QtR,

donde Qt (Q− truncada) son las primeras p columnas de Q. Si m = n, la ma-
triz Q es unitaria, si X es no singular, las entradas de la diagonal de R pueden
elegirse positivas y además si X es real, Q y R también lo son.

Como Q es ortogonal, entonces QQt = QTQ = I, por lo cual, QT
t Qt = I.

Además, recordemos que cualquier matriz ortogonal preserva la norma de los
vectores bajo multiplicación, es decir,

‖QTy‖2 = (QTy)TQTy = yTQQTy = yTy = ‖y‖2.

El método que más se utiliza para enconrar dichas matrices es el de Gram-
Schmidt.
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Apéndice B

Códigos

A continuación, presentamos los códigos realizados en R-3.1.0 utilizados para
las simulaciones y la aplicación.

Para la simulación del movimiento Browniano geométrico y el puentes de dicha
difusión, utilizamos el paquete sde, espećıficamente las funciones GBM y DBridge.

La función sim genera la matriz de respuestas para los M individuos del ex-
perimento, cada uno con n observaciones generadas a partir del movimiento
Browniano geométrico. Recibe como argumentos M, n, los parámetros del mode-
lo β=beta, σ2=sigma y σ2

β=sigmab para el caso donde haya efectos aleatorios
y efectos que es un argumento lógico; por default genera las trayectorias sin
efectos aleatorios. Devuelve una lista que contiene la matriz de respuestas trans-
formadas Y, el vector de tiempos T y en su caso el vector de efectos aleatorios
betai.

sim<-function(M,n,beta,sigma,sigmab,efectos=FALSE){
T<-numeric

Y<-matrix(0,M,(n+1))

i<-0

betai<-numeric()

T<-seq(from=0, to=n,length=n+1)

if(efectos==FALSE){
while(i<M){

i<-i+1

aux<-GBM(x=100,r=beta,sigma=sqrt(sigma),N=n,T=n)

Y[i,]<-log(aux)

}
resp<-list(Y=Y,T=T)

}
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else{
betai<-rnorm(M,0,sqrt(sigmab))

while(i<M){
i<-i+1

mu<-beta+betai[i]

aux<-GBM(x=100,r=mu,sigma=sqrt(sigma),N=n,T=n)

Y[i,]<-log(aux)

}
resp<-list(Y=Y,T=T,betai=betai)

}

return(resp)

}

La función Tray.Comp genera puentes entre cada par de observaciones de un
individuo; nuevamente por default lo hace sin efectos aleatorios. Recibe como
argumentos un vector de observaciones Obs, de tiempo Tiempo, N que indica
el número puntos a simular entre cada par de observaciones y los parámetros
provenientes de la difusión. Regresa una lista con el vector de la trayectoria
que incluye las observaciones dadas y los puentes generados Proceso y el nuevo
vector de tiempos.

Tray.Comp<-function(Obs,Tiempo,N,beta,sigma,betai,efectos=FALSE){
Z<-numeric()

sd<-sqrt(sigma)

aux<-numeric()

auxT<-numeric()

i<-1

if(efectos==FALSE){
mu<-as.expression(beta)

t<-expression(t)

d<-eval(substitute(expression(mu*t),

list(mu=mu[[1]],t=t[[1]])))

s <- as.expression(sd)

while(i <length(Obs)){
aux<-DBridge(x=Obs[i], y=Obs[i+1], t0=0, T=1,

drift=d,sigma=s,N=N)

auxT<-seq(from=Tiempo[i],to=Tiempo[i+1],length=N+1)

if(i==1){
Z<-aux

T<-auxT

}
else{

Z<-c(Z,aux[2:(N+1)])

T<-c(T,auxT[2:(N+1)])

}
i<-i+1

}
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}
else{

s <- as.expression(sd)

while(i <length(Obs)){
mu<-beta+betai-1/2*sigma

mu<-as.expression(mu)

t<-expression(t)

d <- eval(substitute(expression(mu*t),

list(mu=mu[[1]],t=t[[1]])))

aux<-DBridge(x=Obs[i], y=Obs[i+1], t0=0, T=1,

drift=d, sigma=s,N=N)

auxT<-seq(from=Tiempo[i],to=Tiempo[i+1],length=N+1)

if(i==1){
Z<-aux

T<-auxT

}
else{

Z<-c(Z,aux[2:(N+1)])

T<-c(T,auxT[2:(N+1)])

}
i<-i+1

}
}

return(list(Proceso=Z,Tiempo=T))

}

La función puentes utiliza la función anterior para generar las trayectorias con
puentes de difusiones de los M individuos. Recibe como argumentos D que es
una lista, con una matriz denotada por Y donde cada renglón contiene las ob-
servaciones de cada individuo y el vector de tiempos T (puede ser el output de
sim) y el resto de los argumentos son los ya conocidos.

puentes<-function(D,N,beta,sigma,betai,efectos=FALSE){
M<-dim(D$Y)[1]

i<-1

T<-Tray.Comp(D$Y[1,],D$T,N,beta,sigma,betai[i],efectos)$Tiempo

aux<-matrix(0,nrow=M,ncol=length(T))

while(i<=M){
aux[i,]<-Tray.Comp(D$Y[i,], D$T, N, beta, sigma,

betai[i],efectos)$Proceso

i<-i+1

}
return(list(Y=aux,T=T))

}

Ya que presentamos las funciones necesarias para simular las observaciones, nos
interesan ahora las funciones para calcular las estimaciones y sus varianzas. El
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primer código es auxiliar para calcular los estimadores, tiene como argumento
una matriz Y de observaciones y el vector T de tiempos, regresa un vector de
tres entradas, cada una con las sumas definidas en las ecuaciones (3.3.1), donde
la i-ésima entrada representa la suma Si.

Sumas<-function(Y,T){
aux<-numeric(3)

tam<-dim(Y)

for (i in 1:tam[1]){
aux[1]<-aux[1]+(Y[i,tam[2]]-Y[i,1])

aux[2]<-aux[2]+(Y[i,tam[2]]-Y[i,1])^2

delta<-T[2]-T[1]

for (j in 2:tam[2]){
rest<-(Y[i,j]-Y[i,j-1])^2

prod<-(1/delta)*rest

aux[3]<-aux[3]+prod

}
}
return(aux)

}

Las siguientes dos funciones, calculan los estimadores dados en por las ecuacio-
nes (3.21) y (3.22) cuando no hay efectos aleatorios y por las ecuaciones (3.14),
(3.15) y (3.16). Ambas reciben como argumento una lista D con la matriz de
observaciones Y y el vector de tiempos T. Regresan un vector de dos y tres en-
tradas respectivamente. La primer entrada corresponde a β̂, seguido de σ̂2 y σ̂2

β .

estimadores.sinE<-function(D){
param<-numeric(2)

M<-dim(D$Y)[1]

N<-M*dim(D$Y)[2]

T<-D$T[length(D$T)]-D$T[1]

S<-Sumas(D$Y,D$T)

param[2]<-(S[3]-(S[1]^2)/(M*T))/(N-M)

param[1]<-1/(M*T)*S[1]+param[2]/2

return(param)

}

estimadores<-function(D){
est<-numeric(3)

M<-dim(D$Y)[1]

N<-M*dim(D$Y)[2]

S<-Sumas(D$Y,D$T)

T<-D$T[length(D$T)]-D$T[1]

est[2]<-(S[3]*T-S[2])/(T*(N-2*M))

est[1]<-1/(M*T)*S[1]+est[2]/2
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est[3]<-(S[2]*M*(M-N)+S[3]*M^2*T+S[1]^2*(N-2*M))/(M^2*T^2*(2*M-N))

return(est)

}

Y por último las varianzas de los estimadores con efectos aleatorios, además de
tener como argumento a D, recibe los valores de σ̂2 y σ̂2

β obtenidos con la función
estimadores.

varianza<-function(D,sigma,sigmab){
M<-dim(D$Y)[1]

N<-M*dim(D$Y)[2]

T<-D$T[length(D$T)]-D$T[1]

vari<-numeric(3)

vari[1]<-(T*sigmab+sigma)/(M*T)

vari[2]<-(3*(N-2*M)/(2*sigma^4)

+(M*(2+T^2*sigmab+T*sigma))/(4*(T*sigmab+sigma)^2))^(-1)

vari[3]<-(2*(T*sigmab+sigma)^2)/(M*T^2)

return(vari)

}

Los valores obtenidos en el Caṕıtulo 4 fueron obtenidos a partir de la aplicación
de las funciones anteriores, ya sea para los diferentes conjuntos de parámetros
o para los datos de Metropolol.
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[9] Grabinsky G. (2013). Teoŕıa de la medida. Las prensas de ciencias, Facultad
de ciencias, UNAM, primera edición.

[10] Iacus Stefano M. (2008). Simulation and inference for stochastic dierential
equations. Springer.

[11] Koralov Leonid B., Sinai Yakov G. (2007). Theory of probability and random
processes. Spinger-Verlag, second edition.

79



[12] Kessler, M., S∅ rensen, M. (1999).Estimating equations based on eigenfun-
ctions for a discretely observed diffusion process, Bernoulli, 5, 299314.

[13] ∅ksendal B. (1998). Stochastic differential equations: and introduction with
applications. Springer-Verlag, fifth edition.

[14] Overgaard, R., Jonsson, N., Tornoe, C., Madsen, H. (2005). Nonlinear
mixed-effects models with stochastic differential equations: implementation
of an estimation algorithm. J. Pharmacokinet. Pharmacodyn. 32, 85107.

[15] Ozaki, T. (1993). A local linearization approach to nonlinear filtering, Int.
J. Control, 57, 7596.

[16] Picchini U., De Gaetano A. y Ditlevsen S. (2010). Stochastic differential
mixed-effects models. Scandinavian Journal of Statistics, Vol. 37: 67-90.

[17] Pinheiro, J. & Bates, D. (2000). Mixed-effects models in S and S-PLUS,
Springer-Verlag, New York.

[18] Polli, J.E.; Singh Rekhi, G.; Augsburger, L.L. y Shah, V.P. (1997). Methods
to compare dissolution proles and a rationales for wide dissolution speci-
cations for metoprolol tartrate tablets. J. Pharmaceutical Sciences, 86, 6,
690700.

[19] Rincón L. Introducción a los procesos estocásticos. Las prensas de ciencias,
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tocástica. Instituto de Matemáticas, UNAM.
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