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Introduccion

El modelo de efectos aleatorios en ecuaciones diferenciales estocasticas como
cualquier modelo matematico busca estudiar y analizar el comportamiento de
un sistema o experimento para poder comprenderlo y hacer predicciones. La
caracteristica primordial de este tipo de modelos es que permiten considerar
simultaneamente la aleatoriedad del fenémeno y la variabilidad de la unidad
experimenteal, por tal razén, la principal area de aplicacién se concentra en
experimentos biomédicos.

Supongamos que tenemos un experimento en el cual se realizan repetidas me-
diciones en el tiempo a cada individuo de una poblacién, y que el conjunto de
observaciones de cada individuo puede modelarse a partir de una ecuacién di-
ferencial estocdstica. Si ademads, consideramos que existen diferencias entre los
individuos, podemos incorporar un efecto aleatorio al modelo, entonces resulta
una ecuacion dferencial estocastica donde el coeficiente de deriva esta gobernado
por una ley de probabilidad, lo que permite tener una mejor descripcién de las
variaciones del experimento.

En el presente trabajo, se busca encontrar los estimadores de los pardmetros del
modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocasticas a partir
de la construcciéon de la funcién de verosimilitud considerando ciertos supuestos
como normalidad de los efectos aleatorios e independecia de los efectos alea-
torios y el movimiento Browniano. Sin embargo, en general no es posible en-
contrar expresiones explicitas para la verosimilitud o para los estimadores. Por
consiguiente, se supone en particular, que la ecuacién diferencial estocastica es
aquella que tiene como solucién al movimiento Browniano geométrico, a partir
de la cual si es posible encontrarlos.

Con el fin de comprender el modelo completo, se expone en el primer capitulo,
una breve introduccién a la integracion estocastica; iniciando con algunos con-
ceptos basicos para seguir con la construccién de la integral de It6, asi como sus
caracteristicas mas importantes. Luego, se presentan las ecuaciones diferencia-
les estocasticas junto con el teorema de existencia y unicidad de la solucién de
las mismas. Posteriormente, se enuncia la definicién de difusién, sus principales
propiedades y se describen dos métodos de simulacién. Ademads, se da un resu-
men de los métodos mas utilizados para hacer inferencia sobre los pardametros



de las ecuaciones diferenciales estocasticas. Finalmente, se define un puente de
difusiones y se habla de un algoritmo para generarlos.

Por otra parte, en el segundo capitulo, se introduce el modelo lineal de efectos
de mezclas, el desarrollo de la funcién de maxima verosimilitud y sus respec-
tivos estimadores. Estos calculos plantean la base para hacer la estimacion de
los pardmetros del modelo al incorporarlos a la ecuacién diferenecial estocastica.

En el tercer capitulo, se integran ambos resultados para la construccién del mo-
delo, se encuentra una expresién para la funcién de verosimilitud. Luego, se ob-
tienen expresiones cerradas de los estimadores de los parametros del modelo con
la ecuacién diferencial estocéstica cuya solucién es un movimiento Browniano
geométrico. Ademds se encuentran las varianzas asintéticas de cada estimador
y las condiciones necesarias para que los estimadores existan.

Finalmente, en el cuarto capitulo, se hace un analisis de los estimadores a partir
de simulaciones, es decir, se realizan simulaciones de trayectorias para calcular
los estimadores. Luego, se plantea como un modelo de informacién faltante
donde la idea consiste en utilizar puentes de difusiones para completarla con
el fin de mejorar los estimadores. Se concluye con la aplicaciéon del modelo
a un conjunto de datos que representan la evolucién de la disolucién de un
medicamento.
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Capitulo 1

Ecuaciones diferenciales
estocasticas

Las ecuaciones diferenciales estocasticas surgen al incorporar un elemento es-
tocéstico o “ruido” a una ecuacién diferencial, lo que permite en muchas oca-
siones obtener un modelo matematico que describa de forma maés realista el
sistema en estudio.

Para ejemplificarlo, consideremos el modelo simple de crecimiento poblacional

% = a(t)X(?), X (0) = X (constante),

donde X (¢) representa el tamano de la poblacién al tiempo ¢ y a(t) es la tasa de
creciemiento. Pero, si a(t) no estd completamente determinda ya que depende de
elementos aleatorios que provienen del ambiente, es decir, a(t) = r(t) + “ruido”
con r(t) determinista y la parte aleatoria puede describirse mediante una funcién
de distribucién, obtenemos una ecuacién diferencial estocdastica.

1.1. Algunos conceptos basicos

Comenzaremos recordando algunos conceptos necesarios para la construccién de
la ecuacion diferencial estocéstica y sus principales propiedades. Consideremos
el espacio de probabilidad (€2, F,P).

Definicién 1.1.1. Un proceso estocdstico continuo {Xi(w)}ier es una familia
de variables aleatorias parametrizadas por un conjunto T € RT, usualmente el
tiempo.

Un proceso estocéstico { X (w)}+er puede pensarse como funcién de dos varia-
bles, donde para cada t € T, w — X;(w) es una variable aleatoria y para cada
w € Q, t > X;i(w) es una trayectoria. Entonces se podria interpretar a Xy (w)
como la posicion del individuo w al tiempo t¢.



Para simplificar la notaciéon denotaremos a los procesos estocasticos como
{Xi}eer.

Uno de los procesos estocasticos més importantes es el movimineto Browniano o
proceso de Wiener que fue descubierto por el botanico Robert Brown al observar
la trayectoria irregular que siguen las particulas de polen suspendidas en cierta
sustancia. Posteriormente, la definicién formal y la prueba de existencia fue
dada por el mateméatico Norbert Wiener.

Definicién. 1.1.2. Un movimiento Browniano {B;}>0 es un proceso estocdsti-
co continuo tal que:

1. By =0 con probabilidad 1.

2. {B}1>0 tiene incrementos independientes: si 0 = to < t1 < ... < ty,
entonces By, — By, ,, son independientes para 1 <1 < n.

3. {Bi}1>0 tiene incrementos estacionarios: Biys — By tiene la misma dis-
tribucion que By para toda s y t. Y ademds Bs ~ N(0, s).

Antes de referir las principales propiedades del movimiento Browniano, mencio-
naremos dos conceptos preliminares: procesos de Markov y martingalas.
Primero, recordemos que un proceseo de Markov es aquel que cumple la siguiente
propiedad: P(X; € A|fs) = P(X; € A|X,) para s < t (o propiedad de Markov).
Luego, recordemos que una filtracion es una familia de sub-o-algebras de F que
cumplen: F, C Fy, s < t.

Se le llama filtracién natural o canénica de {X;}ier a la o-dlgebra generada
por el proceso. Usualmente se piensa a la o-algebra F; como la informacién
contenida en el proceso hasta el tiempo t, entonces si Fs C F;, indica que F;
contiene mas informacién que Fj.

Definicién. 1.1.3. Una martingala {M;}1>0 con respecto a la filtracion {F; }i>o
es un proceso estocdstico continuo que cumple:

1. M; es Fi-medible.

2. E[|M]] < oo.

3. E[M|fs] = My, s<t.
Propiedades del movimiento Browniano:

1. Es un proceso de Markov.

2. Es una martingala.

3. Es no diferenciable en ningin punto.

4. No tiene variacién acotada.

5. Tiene variacién cuadratica acotada.



Probaremos las propiedades 2 y 5 que se utilizardn més adelante. La demostra-
cién del resto de las propiedades pueden encontrarse en [11] y [19].

Proposicién 1.1.1. Sea {B;}i>0 un movimiento Browniano, para toda t > 0
y A, una sucesion de particiones del tiempo [0,t], cuya norma tiende a cero,
entonces la sucesion Y, cn (Bi, — Bi,_,)? converge a t en L. Es decir, la
variacion cuadrdtica de una trayectoria es la longitud del intervalo.

Demostracion. Basta probar que Y, (By, — By, ,)* — t converge a cero en L2
Denotemos By, — By, , = ABy, y ti —ti—1 = At;

E[(;(AB% - tﬂ = E{(X}(ABQ)? - (Ati))2:|

desarrollamos el cuadrado

_]E{ZZ (ABy,)*(ABy,) —QZZABt t)
+Z:%:Atim]}

:]E[Z (AB:,)?)* + > (AB:,)*(AB,)?

i#]

—QZZ ABy,)?At; +ZZAt At}

utilizamos la linealidad de la esperanza y que E[(ABy,)?] = At; y E[(AB,)4] =
3(At;)?

= 3(At)*+ > AtAL —ZZAtAt
i i#]
= ZQ(Ati

=2A,t — 0.
O

Proposicion 1.1.2. El movimiento Browniano es una martingala continua res-
pecto a la o-dlgebra F; generada por {Bs}s<i.

Demostracion. Claramente el proceso es adaptado a la filtracién natural.
Es integrable ya que E[| B; ||? <E[| B; |*| =t



Y finalmente, probamos la propiedad de martingala,

E[B; | f]

E[B; — Bs + Bs | fs]
[B: — Bs | fs] + E[Bs | fs]
[Bt - Bs] + Bs - Bs~

E
E

O

Con los resultados previos podemos iniciar con el estudio de las ecuaciones
diferenciales estocasticas.

1.2. Integral de Ito y ecuaciones diferenciales es-
tocasticas

Consideremos la ecuacién diferencial estocdstica

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt7
donde {B;};>0 es un movimiento Browniano.
O bien, en notacién integral

t t
X, :X0+/ b(u,Xu)du+/ o(u, X,)dB,.
0 0

Como la integral con respecto al movimineto Browniano no puede ser expresada
en términos de la integral de Riemman ya que no tiene variacién acotada, se
define la integral de It6 para funciones f : [0, 00] x 2 — R de la siguiente manera.

Definicién 1.2.1. Se define la integral estocdstica (o de Ité) como

T
() (w) = / F(t,w)dB..

Consideremos V = V(S,T) la clase de funciones f(t,w) : [0,00) x @ — R tales
que:
i (t,w) — f(t,w) es (B x F)-medible.
il. f(t,w) es F-adaptado.
iii. E[fq f(t,w)2dt] < co.
Nota: V € .,Sf(dexdt).
Primero se construye la integral de It6 a partir de funciones sencillas llamadas

funciones simples denotadas por ¢ y posteriormente se generaliza probando que
cada f € V puede aproximarse por funciones simples.



Consideremos ¢ € V tal que

i
L

¢ = aj(w)l[[tj,tj+1)(t)’
J

I
=)

donde a; debe ser F; -medible, ]E(a?) <00, 0=t <t <. <t <L LSt =T

Definimos la integral de It6 para funciones simples como:

T n—1
1(9) = /0 ot w)dBy(w) = 3 a;(@)[Bu,, — By )(w). (L1)
7=0

Con el siguiente lema es posible extender la definicién de la integral de It6 para
cualquier funcién en V.

Lema 1.2.1 (Isometria de It6). Para un proceso simple ¢(t,w) acotado

(D)l 2z, = 9]«

(dp) (dPx dt)

E{(/OT qS(t,w)dBt(w))?] _E[/OT ¢(t,w)2dt}

Demostracion. Desarrollamos ambos lados de la igualdad para ver que llegamos
a lo mismo.

es decir,

n—1

E [( /OT é(t, w)dBt(w>)1 -E {( > (@) By, — Btﬂ(“’)ﬂ

Jj=0

n—1
- E{Z a(w)(By,,, — By,)?
=0

+2 Zaiaj(BtH-l - Bti)(Btj+1 - Btj ):| )

i<J

como a; es independiente a (B
cruzados son cero

1 — Bi,) vy E(By,,, — Bt;) = 0, los términos

Por otro lado,



n—1

o] [ ottt =e _/T(;% 5 )10 (8) ]

Tn 1
=E /0 3 t tj+1)(t)dt}

=E nz; /:+1 aj (W)dt}
= Téﬂd?(@](%ﬂ —t).

Por lo tanto, se cumple la igualdad.
O

Ahora, vamos a extender la definicién de la integral de It6 para cualquier funcién
en V.

Primero, consideremos g € V acotada y continua para toda w, entonces existe
¢, € V un proceso simple tal que

T
E{/ (g—¢n)2dt}—>0 si n— oo.
0

Prueba: definimos ¢, = Z;L (}g(t],w)]l[tj’tjﬂ)(t), con g € V y continua para
toda w, ¢, es un proceso simple y

T
/ (9 —¢n)?dt -0 si n— oo paracada w,
0

entonces, por el teorema de convergencia acotada (véase [9]),

T
IE[/ (g — ¢n)2dt} — 0 cuando n tiende a infinito.
0

Luego, sea h € V acotada entonces existen funciones g, (-,w) € V continuas para
todo w y n tales que

T
E[/ (h—gn)th}—)O si n — oo.
0

Prueba: como h acotada | h(t,w) |< M para todo (t,w). Consideremos v,
funciones no negativas y continuas en los reales que cumplan:
vmx>f0pmax<—%yxza

ii f Yn(z)de = 1.

Definimos g, (¢,w) fo Yn(s — t)h(s,w)ds, entonces g,(-,w) es continua para
cada w y acotada | g, (t,w) |< M ademds gy (t, ) es Fy-medible para toda t.
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Por el teorema de convergencia uniforme (véase [9]),

r 2 r 2
lim (gn(s,w) — h(s,w)) ds :/0 lim (gn(s,w) — h(s,w)) ds,

n— 00 0 n—0o0
como lim g,(t,w) = h(t,w),
n—oo

T
lim (gn(s,w) — h(s,w))QdS =0,

por lo tanto, E[IOT(h — gn)th} —0 si n—oo.

Finalmente, consideremos f € V existe una sucesion de funciones h,, € V aco-
tada para toda n

E[/T(f—hn)zdt}—)o si n— oo.
0

Prueba: tomamos

—n ft,w) < —n
hn=1¢ ft,w) —n<ft,w)<n
n ft,w) >n

Como h,, es acotada y converge a f puntualmente podemos usar el teorema de
convergencia dominada (véase [9]), por lo tanto, h,, tiende f en .£2.

Con esto termina la parte de aproximacién de funciones simples a cualquier
funcién en V. Ahora ya podemos completar la definicién de la integral de It6.

Definicién 1.2.2. Sea f €V, la integral estocdstico de Ité se define:
T T

I(f)(w) :/ ft,w)dBy = lim On(t,w)dBy = lim I(¢y),

0 n—oo

n—00 0

donde ¢, una sucesion de funciones simples.

Notemos que la sucesion ¢,, existe como lo demostramos previamente y ademés
notemos que f ¢ndB; forman una sucesién de Cauchy por lo que el limite tam-
bién existe.

Corolario 1.2.2 (Isometria de It6). Sea f €V,

(P22, = 122

(ap) (dPxdt)

Demostracion. Sea ¢, € V, ya vimos que ||¢, — f]|| tiende a cero si n crece a
infinito, entonces ||¢,, || converge a || f|| en Diﬂ(?ﬂpxdt) y por otro lado, || I(¢,)—I(f)]]



tiende a cero cuando n crece a infinito, por lo que ||I(¢y,)|| converge a || I(f)]|
en .,?(QdP) luego, por la isometria de Itd para funciones simples

HI(Q/)R)HD?(ZW) = ||¢"||$(2d?><dt)’
tomamos el limite
(D2, = lm [11(@n)llzz, = Mm [allez, = Iflzz,, .-

O

Algunas propiedades de la integral de Itd para f y g funciones en V(0,7T) y
0<S<U<T.

0) [T rdB, = [ fdB, + [F fdB,.

i) [2(cf+9)dBi =c[o fdB; + [1 gdB,.
iti) B[ [§ faBi| =o.

iv) Var( I det) = [T B[f2dt.

v) J4 fdB; es Fy-medible.

vi) El proceso M (t) = M(0) + fOT fdBy es martingala.

Las demostraciones de las propiedades i) a v) se siguen de la definicién de la
integral, y la isometria de Itd para la nimero iv). La propiedad vi) se sigue como
corolario del siguiente teorema.

Teorema 1.2.1. Sea f € V[0, T], existe un proceso {Ji }1>0 continvo en (2, F,P)
tal que ]P’(Jt = fg deS) =1 para toda t € [0,T].

Demostracion. Sea ¢, (t,w) un proceso simple tal que
T
E[/ (f - (bn)th} — 0 cuando n — oo,
0
hagamos
t t
I,(t,w) = / On(s,w)dBs y I =1(t,w)= / f(s,w)dBs.
0 0

Notemos que I,,(-,w) es continua para toda n. Consideremos s < ¢ para probar
que I,,(t,w) es Fi-martingala.



E[L,(t,w)|Fs] = E[/Ot ¢n(u,w)dB, s:|
— E[(/Os o0 (,0)dB + /: ¢n(u,w)dBu> ‘J-'s]
:1AS@AU¢@dBu+JEth@Au¢”dBu s}

sabemos que la integral de It6 para funciones simples se escribe como

t
/ Pn(u,w)dBy = Z a,g'n) (Btj+1 - Btj)’

(n) <4 (n)
s<t{™M <t <t

condicionamos sobre la o-dlgebra F,
= / Sn(u,w)dB, + > E[E[a§”)(Btj+l - Btj)|ftj]|fs]
0 s<tiM <l <t

_ /0 Sn(u,w)dB, + > [ E[(B,,,, —Btj)|]-'tj]|]-‘s},

s<ti™ <) <t
notemos que E[(B;,,, — By,)|F;] = 0, entonces
E[L,(t,w)|Fs] = In(s,w).
Por lo tanto, es F;-martingala continua.

Entonces, I, — I,,, es también Fi-martingala y usando la desigualdad de Doob
para martingalas continuas (véase [21] ),

P[ sup |I,(t,w) — Ln(t,w)| > A] < 1 E[|1,(T,w) — I, (T,w)|?]

0<t<T
1
= 2E| / O

1]

= %E ¢n(87w) - ¢m(svw) :|

L 0
< 1IE- ! 2dB;| ——— 0
< S| [ @nlo) = omts.)Pam| .

Elegimos una sub-sucesion ny que cuando crece a infinito cumpla

P[ sup |1,
0<t<T

it (B w) = L, (t,w)| > 2_’“] <27k,



Luego, por el lema de Borel-Cantelli (véase [11]) existe un conjunto €y con una
variable aleatoria, ¢(w) < oo tal que para toda w € wy y
suPg<i<t [npy (£, W) = In, (E,w)| > 27k para k > c(w), por lo que,

Pl sup |1y
0<t<T

s (Gw) = I, (t,w)| > 27 para k infinito] = 0,

entonces, I, es uniformemente convergente para t € [0,7] y ademés para cada
w € Qo Jy es continua en el tiempo casi seguramente y como I, (t,w) converge
a I(t,w) en L2,

I; =J; c.s.paratoda t.

Con ello se completa la prueba. O

1.2.1. Férmula de Itd

La férmula de It6 es una herramienta importante para el calculo estocéastico
porque es 1til para resolver algunas ecuaciones diferenciales estocasticas.
Consideremos el proceso {Y; }+>0 una funcién del movimineto Browniano estédndar,
tal que Y; = f(¢, By); la férmula de It6 para este proceso se presenta en el si-
guiente teorema.

Teorema 1.2.1.1 (Férmula de 1t6). Para cualguier funcién f(t,z) € CH?(RT,R)

¢ t t 92
Y: = f(t,B:) = f(0,0)+/0 gi(s,Bs)st—i—/O %{(s,Bs)ds—i—% ; %(&Bs)d&

Demostracion. Escribimos a f (¢, B;) — f(0,0) como una suma telescépica y apli-
camos el polinomio de Taylor

f(t’ Bt) - f(oa 0) = Z f(ti7thz) - f(ti—la Bti—l)
=1

N, LN ,
- l:zl aix(tzfla Btifl)ABl + Z:ZI E(t1717 Btifl)Atl

1 <= 0%f R
3 @(tifl,Bti_l)(ABz‘) + " r(tica,ti, Bi,_,, By).
i=1 i=1

donde At; = t; —t;-1 v AB;, = By, — By, , Luego, las primeras dos sumas
convergen en probabilidad como sigue:

, ) to
lim Za—if(tifl,Bti,nABi: / a—i(s,Bgst,
n 007;:1 0

N~ Of tof
nlgrolozla(ti_l’Bti_l)Ati :/0 a(s,Bs)ds.
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Ahora, tomamos la tercer suma,

1= 0%f
3 @(tz‘—lvBtiq)(ABiV
1=1

1< 02f 0
5 |: @(tifla Btifl)Ati - Z w(‘ti*:h Btifl)Ati
i=1 =1

+ z”: ﬁ(tiq, Btil)(ABi)z]

1= 0%f
— 5 |:7;_1 @(ti—la Bti_l)Ati
n 82
+2 37;;(7%—1, Bt171)<(ABi)2 - Ati)] :

Como queremos hacer el dltimo término igual a cero, lo acotamos utilizando la

desigualdad de Markov, entonces

B (30 G0t B (8 - an)]

n 2
= iZE[gwf(ti_l, By, *((aB)* - Atﬂ
i=1

0 °f AB;)? — At)((AB;)? — A
+ Z]E @(ti—laBti_l)@(tj—laBtj_l)(( B;)” — At;)((AB;)” — At;) |,
i#]
condicionamos la segunda suma sobre la o-algebra con el indice menor, ((AB;)%—
At;)((ABj)* — At;) son independientes para toda i # j y el producto de las

esperanzas se hace cero; entonces,
1<~ _[0%f o] 2 ||o2f|
- E|—=(t;—1, B )’E|((AB;)? — At;)) | < —||=—=1| ,
§ 2 gt B B | (@807 00| < |

puesto que f € C? tiene segundas derivadas acotadas. Luego, si tomamos el
limite, converge a cero en probabilidad, por lo tanto,

1 <~ 9%f 1 [to2f
—=(t;_1, By, AB;))? == —
(tz 1, t171)( l) 2 0 o2

2 P 0x?

Finalmente, si probamos que Y ;" r(t;—1,t;, B, ,, Bi,) es cero en el limite ter-
minamos la prueba. Sabemos por ser el error en el polinomio de Taylor que

(s, Bs)ds.

S (ABl)h(tz_l, ti; th‘,—l ) Bt7)
—+ (Atz)k(tz—ly ti7 Bti,fl ) Bti)7

|r(ti—1a ti; Bt,;_l ) Btl)

11



donde h y k son funciones acotadas y continuas uniformemente.
Entonces
n n
> Il <> ABh+ Atk,
i=1 i=1

por la desigualdad de Cauchy

(1D r]) < YoE(AB)FER?? + 3 E(A)*FER]?

=1 =1
-5 (25 e )
=1

4
— VBERYE + L ER?.
n&

W=

Por otro lado, utilizando que h y k son acotadas, la continuidad uniforme y
posteriormente, la desigualdad de Markov tenemos

E(h?) < €+ |[h]|P(AB| > )
|AB[?
< )20
t
_ 2
= @+ bl
Anélogamente

(An)?

E(k%) < € + 1kl 55—

Sustituimos y tomamos el limite cuando n tiende a co

- t t4 (At)2
E(| ;TD < \/§t52 + HhHoo% + 562 + ||k||00572 — 0,

nuevamente por la desigualdad de Markov Z:;l r tiende a cero en probabilidad;
con lo cual se concluye la prueba.
O

La regla de la cadena

Supongamos ahora al proceso {Y;};>0 en términos del movimiento Browniano
con deriva X; = ut + 0By, es decir Y; = f(t, X}). Pero también puede escribirse
como funcién del movimiento Browniano estdndar, tal que Y; = g(¢, B;), donde
g estd definida como g(t,x) = f(¢, ut + ox).

2
Denotemos por simplicidad % = fu, % = fry gwé = fze y consideremos
T = Bt.

12



Aplicando la férmula de It6 para Y; = g(¢, By),
1
dYy = g4(t, By)dt + g.(t, B)dBy + §9m(t, By)dt.
Utilizando la regla de la cadena para g

gi(t, ) = felt, pt + ox) + pfa(t, pt + o),
9z(t,x) = fo(t, ut + ox)o,
Gex = f:mv (ta it + U*T)U2~
Entonces,
dYy = (fi(t, pt + ox) + pfo(t, pt + ox))dt + o fo(t, ut + ox)dB,
1
+ 5a2fm(t, pt + ox)dt
1
= ft(t» Xt)dt + Mfm(tv Xt)dt + Ufm(ta Xt)dBt + §U2fmz(t7 Xt)dt
1
= fi(t, Xo)dt + fo(t, Xy) (pdt + odBy) +§o2fm(t7Xt)dt
—_——
dX,
1
= fi(t, Xo)dt + fo(t, X;)dX, + §a2fm(t,Xt)dt
Por lo tanto, tenemos la férmula de It6 para el proceso {Y;}i>0 en funcién del

movimiento Browniano con deriva. De manera formal, se enuncia en el siguiente
teorema.

Teorema 1.2.1.2. (Fdérmula de It6). Sea {X:}i>0 un proceso dado por
dX; =b(t,w)dt + o(t,w)dB;
y f(t,x) € CL2(R*,R) tal que el proceso dado por Y; = f(t, X;) cumple:

B Lof Lof 1 [t o2f 9
Y, —f(0,0)+/0 E(S,XS)dS+A %(S’Xs)dXeri/o @(S,XS)O' (s,w)ds.
(1.2)

La férmula general también puede esribirse de forma diferencial utilizando la
siguiente tabla

y notando que dX; = a(s,w)dt + b(s,w)dBs, entonces,

1
dY; = fi(t, Xe)ds + f2(t, Xo)d X, + §fm(t7Xt)dXt -dXy

= ft(ty Xt)dt + fx(t, Xt)dXt + %fmz(t,Xt)O'g(S,UJ)dS.

13



porque

dX; - dX; = (b(s,w)dt + o(s,w)dBs)(b(s,w)dt + o(s,w)dBs)
= b?(s,w)dt - dy + 2b(s,w)b(s,w)dt - dB, + 0°(s,w)dB; - dB,

= 0%(s,w)ds.

La demostracion de la férmula de It6 es andloga a la del Teorema 1.2.1.

1.2.2. Tansformacion de Lamperti.

Supongamos que tenemos una ecuacién diferencial estocastica de tal forma que
el coeficiente de difusién depende solamente del estado del proceso al tiempo t,
es decir,

dXt = b(t, Xt)dt + U(Xt)dBt,

la transformacén de Lamperti permite convertir tal ecuacién en una nueva ecua-
cién diferencial estocéstica con coeficiente de difusién unitario, haciendo

Xy 1
Y, =F(X,) = —d
= F) = [
donde z es un valor arbitrario en el espacio de estados del proceso {X;}i>o.
Asi, Y; es solucién a
dY, = by (t,Y;)dt + dB,. (1.3)

Esta transformacion es muy 1til para realizar simulaciones y es empleada en
diversos métodos de estimacion.

Ahora, aplicamos la férmula de It6 para encontrar el coeficiente de deriva by en
términos de los coeficientes de deriva y difusiéon del proceso original. Tenemos
que

f@@=/%;wm,ﬁmwza P B P1E)

o(x) o?(x)’
luego,

1 1
dY; = 0dt + ——dX;, — =c3(X
t=0 +0’($) t QU(t)
1

= o0y (ot Xt + o(X0)dBy) - %%(Xt)dt

b(t, X;) 1
_ < AR 201(Xt))dt+dBt.

O'I(Xt)

dt
o?(Xt)

Por lo tanto, igualando los coeficientes,

b(t, F~'(y) 1

) =) 2
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1.3. Difusiones
Consideremos una ecuaciéon estocdstica de la forma
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

a la funcién b(t, X;) se le conoce como coeficiente de deriva y a o(t, X;) coefi-
ciente de difusién.

A la solucién de la ecuacion se le llama difusion. El siguiente teorema da las
condiciones necesarias para que la solucién exista y sea tnica.

Teorema 1.3.1. Sea T > 0, b(-,-) : [0,T] x R" = R", o(-,-) : [0,7] x R" —
R(™™) son funciones medibles que satisfacen

|b(t, z)| + |o(t,z)| < C(1+ |z|); xeR™ tel0,T],
para alguna C constante, y
|b(t, ) — b(t,y)| + lo(t,z) — o(t,y)| < D]z — yl; z,y € R™, t€[0,T],

para D constante. Sea Xy una v.a. independiente a la o-dlgebra generada por el
proceso { B }s>0, tal que E[|Xo|?] < co. Entonces la ecuacion diferncial estcdsti-

ca
dXt = b(t,Xt)dt + O'(t,Xt)dBt, 0 S t S T‘7 (14)

tiene una unica solucion X, continua respecto a t, E[fot |Xt|2dt] < o0 y ademds
es adaptada a filtracion }-th generada por Xg y Bs, s < t.

Antes de hacer la demostracién de existencia y unicidad de las difusiones, veamos
otro resultado que necesitaremos para dicha prueba.

Lema 1.3.1 (Desigualdad de Gronwall). Sea y(t) funcidn no negativa que sa-
tisface

¢
y(t) <A+ B/ y(s)ds < o0,
0

para toda 0 < s <t < T, A y B son constantes positivas, entonces, y(t) < AeP?,
para t € [0,T.

Demostracion.
t
y(t) < A+ B/ y(s)ds
0
t s t S
<A+ B/ A+ B/ y(s1)dsy = A+ ABt + B2/ / y(s1)dsds
0 0 o Jo

At2 t s S1
<A+ ABt + 7B2 + B? / / / y(s2)dsadsyds
o Jo Jo
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entonces tenemos los primeros k terminos de Ae®?

>

n=1

k—1
I, :// y(sg)dsy - - - ds1ds
0

por hipétesis y(t) < 22:1 A(Bntl)” + BI, < D luego I, < B*
converge uniformemente a Ae?, por lo tanto, y(t) < AeP?.

1 + BI;,

(Bt)"
n
donde

R+l

T con k — oo

O
Seguimos con la demostracién del Teorema 1.3.1.

Demostracién. Sea Xy(w) y Xi(w) soluciones a la ecuacién (1.4) con valores
iniciales X y Xg respectivamente. Hagamos

a(s,w) = b(s, Xs) — b(s, )N(S),

v(s,w) = o(s, Xs) — 0(5,5(3).

Comenzamos probando que la solucién es tinica acotando P(|X; — X;| > €) con
ayuda de la desigualdad de Markov.
]

t t
gsEUXO—)?Oﬂ +3E“/ ads 1 +3EU/ ~dB,
0 0

Utilizando la isometria de It6 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz

t t
EUXt—Xtﬂ :IEUXO—XQ—&-/ ads+/ ~dB,
0 0

1

t 1 t
< 3E[| X0 — Xo/?] +3tJEU a2ds +3IEU/ WQdSH
0 | 0
~ t ~
< 3E[|Xo — Xo|?] + 3tJEU D?*| X, — XS|2ds]
0
t ~
+ SE[/ D?|X, — XSst}
0
~ t ~
=3E[|Xo — Xo|*] +3(t +1)D’E {/ | X, — XSst].
0
Sea 0 < t < T, consideremos v(t) = E[|X; — X;|?] tal que satisface

v(t) < F+ A/Ot v(s)ds,
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con F' = E[|Xo — XOP] y A = 3(1 + T)D?; por la desigualdad de Gronwall

v(t) < FeAt. Asumimos que Xy — Xy = 0 entonces v(t) = 0 para cualquier ¢ en
el intervalo [0, T]. Luego, por la desigualdad de Markov

P(|X: — Xi| > ¢) < 3 ;

para toda € > 0.
€

Por lo tanto, P(|X; — X;| > €) = 0, lo cual implica que P(|X; — X;| < €) = 1 para
toda e. Si en particular tomamos t € Q, P(|X:—X;| =0, Vt € QN[0,T]) = 1.

Como es continuo en t, P(|X; — X¢| =0, V¢t € [0,T]) = 1 entonces Xy = X; en
probabilidad; por lo tanto, la solucién es tnica.

Probar la existencia se hace de la misma manera que en las ecuaciones diferen-

ciales.
Definimos Yt(o) =XoyYF= Xt(k) (w) y la siguiente sucesién de procesos

‘ t
Yt(k“) =Xo+ [ b(s,Y®)ds +/ o(s, Y)dB,,
0 0

siguiendo el mismo procedimiento que para probar unicidad, obtenemos
t
E[‘Yt(kﬂ) . Yt(k)ﬂ <(1- T)D2/ E[’Yt(k) _ Yt(szn‘z} s,
0
parat <T, k> 1 con
9 t t 2
EUYt(l) — v } :EUXO —/ b(s,YS(O))ds—l—/ (s, Y9)dB, —XO‘ }
0 0
t t 2
- E“/ b(s, Y 0)ds +/ U(&YS(O))dBS’ ]
0 0
t t
< 2t]EU/ b2(s,Ys(°))dsH + QEU/ 02(3,3@@))(135”
0 0

< QtE[/Ot 02(1+X0)2] +2E{/Otc2(1+xo)2]

< 2t°C*(1 4+ E[|Xo|%]) + 2tC*(1 + E[| Xo|*))
< Aqt.

Donde A; es una constante que depende de T, C y E[|Xo|?] entonces

(1) _ yy 2] o (tA2)H
B[l - vOP] < 2

para k >0, t € [0,T] y Ay consatnte que depende de C, D, T y E[| X,|?].
Por otro lado, sea AbF) = b(s,Ys(k)) — b(s, Ys(k_l)) y
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Ac® = o(s, V) — o(s, vFD)
T T
sup ‘X/t(k+1)—Y}(k)‘ S/ 1AL |ds 4+ sup / |Ac™)|B,.
0<t<T 0 0<t<T Jo
Luego,

T 2
P[ sup [Y,*T) — v ®)| > 27k < ]}D[(/ |Ab(k)|ds) S 2—2k—2}
0

0<t<T

T
—HP’{ sup / |Aa(k)|Bs>2_k—1]7
0<t<T Jo

utilizando la desigualdad maximal de Doob, la desigualdad de Cauchy y de
Markov, finalmente la isometria de It6; si ademds consideramos que A > D?(T+

1),

t t
< 92kt / E[| AL [[ds + 252 / E[|Ac® P]ds
0 0

tAktk
< 2k2D2(T 4 1) 2t
o K
(4A2T)k+1
- (k+1)!

Por el lema de Borell-Cantelli

P[ sup ’Y(kﬂ t(k)’ > 27% para una cantidad de k infinita] = 0,
0<t<T

entonces existe para casi toda w un ko(w) tal que supg<;<r |Yt(k+1) —Yt(k)| <27k

conk>koy Yt(n) Y(O) +> o ! Y(k+1) Yt(k) es uniformemente convergente.

El limite X; de Yt( ™) es continuo y medible para casi toda w si Yfm es continua
para toda n.
Ahora, param >n >0

EHY;(m) _ }/)‘5(”)|2]§ _ Hy;(m) _ th(

m—1
Z Y;(qul) _ Y;(k)
k=n

m—1
< Z ||Yt(k+1) _ Yt(k)H%Q

Ath+1
_Z[ e ] —— 0.

<z
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Por lo tanto, Yt(m) converge en .#2 a Y, y como ya probamos unicidad, ¥; = X,
casi seguramnete.
Solo falta probar que X; satisface la ecuacién (1.4).

Para toda n, ;") = X, + fot b(s, Yi™)ds + fg o(s, YA™)dBy; X, es el limite de

Yt(n) cuando n tiende a infinito y ademés converge uniformmrente en t € [0, 7]
para casi toda w.
Por el lema de Fatou (véase [9])

t t
E[/ X, —Yt(")‘gdt} < limsup]E{/ ly,™ —Yt(”)Pdt} -0
0 0

m—o0

Ademés fot U(S,Yg(n))st converge a fot o(s,Xt)dBs y por la desigualdad de

Hélder fot b(s, Yi™)ds converge a fot b(s, Xs)ds en L.
Tomando el limite cuando n tiende a infinito, recuperamos la ecuacién (1.4).
O

A la solucién X, dada a partir del teorema anterior se le llama solucidn fuerte
donde X; es F-adaptado (es la filtracién generada por B y Xj). Por otra parte,
si consideramos el espacio (2, H,P) y tomamos ()N(t, Et,Ht) donde )z cumple
la ecuacién diferencial estocastica y H es una filtracion, X, es adaptado y E es
martingala respecto a H; se le llama a X; solucion débil.

Una solucién fuerte es también débil, pero en general no se cumple lo inverso.

Lema 1.3.2. Si b y o cumplen las condiciones del Teorema 1.3.1 entonces la
solucion (débil o fuerte) es débilmente unica

Es decir, tienen la misma distribucién finito-dimensional.

Definicién 1.3.1. Una difusion de Ito es un proceso estocdstico
Xi(w) : [0,00) x Q = R™ que satisface la siguiente ecuacion

dXt = b(Xt)dt -+ O'(Xt)dBt,

{B}i1>0 representa un movimiento Browniano m-dimensional y las funciones
b:R"™ -5 R"™ yo:R™ — R"™™ cumplen las condiciones del Teorema 1.5.1.

Consideremos al proceso {X;}+>0 homogéneo respecto al tiempo, es decir,
s+h s+h
Xjfh =z+ / b(X3%)du + / o(X:")dB,y,
h h _
" / BXEZ )dv + / (X5 )dB,,
0 0
donde u=s+vy EU = Bsiy — Bs v > 0. Por otro lado sabemos que
h h
Xyt = a:—i—/ b(XS’x)dv—&—/ o(X)")dB,,
0 0
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y como B, y B, tienen la misma distribuciéon P (ley de probabilidad del movi-
miento Browniano que inicia en cero) entonces X, tiene la misma distribucién

que X,?’x, por lo tanto, es homogénea en el tiempo.

Introducimos Q7 la ley de probabilidad de {X;};>¢ para x € R, intuitivamente,
nos da la distribucién con Xy = x consideremos p la o-algebra generada por
w — XF(w) definimos

Q" (X, € Er,-++ , Xy, € By) =P (X} € Ey,--- , X} € Ey)

con E; conjuntos de Borel 1 < i < k. Sea ffm) la o-algebra generada por
{B;}r<t ¥ e la o-dlgebra generada por {X,},<;. Notemos que si X; es Fi-
medible, entonces p; C f,fm).

En la siguiente seccién se muestran las propiedades fundamentales de las difu-
siones.

1.3.1. Propiedades de las difusiones

Comenzaremos demostrando que cumplen la propiedad de Markov, esta carac-
teristica tiene que ver con la pérdida de memoria de los procesos estocasticos.

Teorema 1.3.1.1 (Propiedad de Markov). Sea f : R®™ — R borel acotada,
entonces para t,h > 0

E7[f (Xen)|F ] = EXO[f(X,)], (1.5)

donde E* es la esperanza respecto a Q% y E respecto a PP, tal que
EY[f(Xn)] = E[f(X})].
Demostracion. Para r >t
X (w) = X3 (w) —|—/ b(Xu)du—F/ 0(Xy)sBuy,
t t
por unicidad, X, (w) = X5%¢(w). Definimos F(z,t,7,w) = X>®(w) entonces

X, (w) = F(Xt,t,r,w). Notemos que para cada w, F es independiente a .E(m).
Reescribimos (1.5)

E[f(F(Xp,t,t + h,w)|F™] = E[f (F (2,0, h,w))]z=x,.
Sea g(z,w) = fo F(zx,t,t + h,w) (z,w) = g(z,w) es medible.

Podemos aproximar a g de manera puntual y acotada por funciones de la forma
Yoy ér(x)hr(w), entonces
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E[g(a,w)lF™]| = E[nlgnolo quk(z)wk(wmm)}
k=1
= lim > on ()R [y (w) 7]
k=1
= Jim 3 S F™]

— E[g(y, )"

=E[g(y, w)]y=x.,

y=X

por ser homogénea en el tiempo
E[f(F(Xit,t+ b))l F™ ] = E[F(P(y,t,t + h,w))| F™)]

B[O,y

y=X1

con lo cual se prueba la propiedad de Markov.
O

Ahora, de forma general probaremos la propiedad fuerte de Markov, definimos
primero un tiempo de paro.

Definicién 1.3.1.1. Sea {N;}i>0 una familia creciente de o-dlgebras. Se le
llama tiempo de paro a la funcidn 7 : Q — [0,00] con respecto a {N;}1>0

{w| 7(w) <t} € Ny para toda t positiva.

Sea 7 un tiempo de paro respecto a {N;}:>0, consideremos N, la o-dlgebra
m4ds pequena que contiene a N; para toda t, la o-dlgebra N, consiste en todos
los conjuntos N € N, tales que N N {r <t} € N; para toda t positiva.

Sea pir es la o-dlgebra generada por {Xar}s>0 ¥ ]-'T(m) es la o-4lgebra generada
por {BS/\T}SZO'

Teorema 1.3.1.2 (Propiedad fuerte de Markov). Sea f una funcién borel aco-

tada en R™, 7 un tiempo de paro respecto a ft(m)

entonces

, T < 00 casi seqguramente,

E” [f(Xrn)|FE™] = EX [ f (X)) (1.6)

Demostracion. Para casi toda w tenemos

T+h T+h
X0 =a+ / b(X")du + / o(X7")dB,,.
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Por la propiedad fuerte de Markov del movimiento Browniano, EU = B, 1,— B,
v > 0 es nuevamente Browniano e independiente a }"ﬁm), entonces

h h
met [ WXt [ o(X7E)dB,.
Por unicidad fuerte X +h coincide casi en todo punto con la solucién

h h
Yh:m+/ b(Yv)dv—k/ o(Y,)dB,,
0 0

y como Y}, es independiente a F, X' +, también lo es y por unicidad débil

tienen la misma distribucién que X, 0.z
Hagamos F(z,t,7,w) = X% (w), r 2 t; escribimos (1.6)

E[f(F(2,0,7 + h,w))|F™] = E[f(F(z,0,h,w))]szx, -
F(z,0,7+hw) =X — T+hbXd o X.)dB
(2,0,7 + hw) = T+h<w)fx+/0 (X.) s+/0 o(X,)dB,
- b(X,)d X.)dB.
x+/0 (Xs) s+/0 a(Xs)
T+h T+h
+/ b(Xs)der/ (X,)dB,

T+h T+h
:XT+/ b(XS)der/ o(X,)dB,

=F(X,, 7,7+ hw).

Entonces
E[f(F(XTa 7,7+ h, w))|]:7(—m)] = E[f(F(Z‘, 0, h, w))}x:XT

de manera andloga al teorema anterior definimos g(z,t,r,w) = f(F(z,t,r,w))

y suponemos que g(z,t,7,w) = >, dp(x)i(t, r,w).
Entonces,

E[g(X,, 7,7 + h,w))|F. {Zgbk DU(T, T + hyw)| F
_Z¢’f E[¢r(r,7 + h, w)|]-"(m)]

= ZE or(x)r (T, T + I, w)\}"(m)] _x.

x, 7,7+ h, w)\}"(m]

<
—~

=X,
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Definicién 1.3.1.2. Sea {X;}1>0 una difusion homogénea en el tiempo en R™.
El generador infinitesimal A de X; se define como:

Af(z) = lim B [f(Xtt)] — /@) zeR"

t—0 ’

Se denota D4 (x) al conjunto de funciones tales que el limite existe en x y D4
el conjunto de funciones para las cudles el limite existe para toda x.

Es posible encontrar relacién entre el generador infinitesimal y los coeficiente de
deriva y difusién de las ecuaciones diferenciales estocésticas; el siguiente lema
es un herramienta para probarlo.

Lema 1.3.1.1. Sea {Y;}i>0 = Y{* un proceso de Ité de las siguiente forma

¢ ¢
Yi=ux +/ u(s,w)ds —|—/ v(s,w)dBs,
0 0

{Bi}t>0 un movimiento Browniano m-dimensional, f € C*(R™) con soporte
compacto, T un tiempo de paro con respecto a {]—"t(m)}, E*[r] < oo, u(s,w) y
v(s,w) acotadas tales que Y (t,w) pertenece al soporte de f, entonces

wls0n) = 1)+ | [ (Swgh )+ 5 Tz L o))

)

Demostracion. Sea Z = f(Y), aplicamos férmula de Itd

dZ:Zg; dy; + = Zaly] )dY;dY;

i

1 af
= Z 37%( ) (uidt + v;dBy) + Z Yy, (Y) (u;dt + v;dBy)(u;dt + v;dBy)

= Z 5y (V) (widt) + Z Y)(vidBy) + Z
Aparte calculamos
(vidB)(v;dBy) = Z v;, dBy, )( ZUJ,dBt,
= Z%ﬂ’ak dBtk
= sz‘kvjk
k

= (’UUT)Z'jdt.

(v;dB dB
8%% (v t)(v] t)-
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Sustituyendo éste ultimo resultado

dz, = a dt+z 5y, (Y )vidBi+ 35 Z ay,yj )it
(Z ayl Z ayly] (vo” U)dt—i—z 9 Y)v;dBs,
entonces
af |1 f T f
f) = f0) + [ (gt > (") ) +3 [Cvglas,

Aplicando esperanza

B0 = 1)+ 5| [ (S + 5 D g )
+§};E$U v,kgdetk}

Por otro lado, si g es una funcién borel acotada, (|g| < M), entonces para todo

entero k
TNk k
JE[/ g(Ys)st} Z]E””[/ g(ﬂ)ﬂ{w}st] =0
0 0

( /O " g(v)an, - /0 TAkg(i@)st)Q =EI[ / :ng(mst]

< MPE*[r — 1 N K],
Si hacemos que k tienda a infinito, la dltima expresién queda acotada por cero.
Utilizando las dos afirmaciones anteriores

0= lim E* [ / ng(i@)st} =l E[ / T(Ys)st} _ E[ / T(Ys)st}

Por lo tanto,

Bl = s+ | [ (C gt §Z<wT>ijf;£jm>)ds]

V)

luego,

]:El‘

O

Teorema 1.3.1.3 (Generador Infinitesimal). Sea {X;}i>0 una difusidn de Ité
tal que dX; = b(Xy)dt + (T(Xt)dBt. Si f € C2 entonces f € Da y

82f
Z il 3:& Z 8:1: T
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La demostracién se sigue del lema 1.3.1.1 y la definicién del generador infinite-
simal tomando t = 7.

Los ejemplos mas comunes de difusiones son el movimiento Browniano, el mo-
vimiento Browniano geométrico, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, el proceso
de Bessel y el modelo de Cox-Ingersoll-Ross.

Consideremos la ecuacién diferencial estocéstica dX; = fXidt + 0 X;d B¢, cuya
solucién es el movimiento Browniano geométrico. Notemos primero que el coe-
ficiente de deriva y de difusion cumplen las propiedades del teorema 1.3.1 que
garantiza la existencia y unicidad de la solucién.

Encontramos la solucion a partir de la férmula de It6 igualando los coeficientes,
dXt = ft(t,Bt)dt + fm(t,Bt)dXt + %fww(t,Bt)dt, si tomamos a Xt = f(t,Bt)
entonces,

6f(tax) - ft(tax) + %fzz(tax) (17)
of(t,x) = f(t, B) (1.8)

De la ecuacién (1.7) tenemos que f(t,z) = e?*t9(*) donde g(t) es una funcién
arbitraria y por la ecuacién (1.8) sabemos que ¢'(t) = 8 — 502, por lo tanto, la

o . - . . 1,2
ecuacién diferencial estocéstica tiene solucién X; = Xge(P—207)t+oBe,

Ahora, consideremos la ecuacién diferencial estocastica dX; = (01 — 02 Xy)dt +
03dB;, con 01,00 € Ry 03 € RT, que tiene como solucién al proceso de
Ornstein-Uhlenbeck. Primero, veamos que cumple las propiedades del teorema
1.3.1 que garantizan la existencia y unicidad de la solucién. [#; — Oax| + |65] <
C(1+ |x|) si consideramosc C' > max{|01] + |03], | — 02|},donde C puede encon-
trarse porque 1, 0, y 03 son constantes. Y |(61 — o) — (01 — O2y)| + |05 — 03| =
| — 022 + O2y| = | — b2]|x — y| < D|z — y| con D constante tal que D > | — 6|

02

Para encontrar la solucién elegimos f(t,z) = we??, entonces f, = et f, =

92692t Y fex = 0, luego
t t
Xie™' = f(t, X¢) = £(0,Xo) + / 02 X e du + / e”"dX,
0 0
t t
=x0+ / 02 X 2" du +/ 692”((01 — 0 X,,)du + 93dBu)
0 0
_ 81 02t ‘ Oau
=xo+ —(e?"=1)4+03 | €”?"dB,.
0o o

Entonces, la solucién estd dada por X; = g—;—&—e_e?t (xo—%> +04 fot e~ 02(t=w)gp, .
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1.3.2. Simulacion de difusiones

Debido a que en general no es posible encontrar explicitamente la solucién a
una ecuacién diferncial estocéstica se han desarrollado métodos numéricos para
simular dicho proceso, cuyo objetivo radica en estudiar la trayectoria misma, o
bien, alguna funcién del proceso que no se conoce analiticamente, por ejemplo,
los momentos.

La mayoria de estos métodos estan basados en aproximaciones discretas de la
solucién continua y pueden clasificarse segin sus propiedades, en la literatu-
ra se usa principalmente un criterio de optimizacién considerando el orden de
convergencia.

Definicién 1.3.2.1. Sea X° una aprozimacion a tiempo discreto del proceso
continuo {X;}i>0, donde 0 representa el incremento de tiempo mdzimo en la
discretizacion. Se dice que es de nivel fuerte de convergencia T para todo t > 0
St

E[X? — X;] < C67
para todo § < &g, con dg > 0 y C' constante que no depende de 6.

Definicién 1.3.2.1. Sea nuevamente X° una aprozimacion a tiempo discreto
del proceso continuo {X;}1>0. Se dice que es de convergencia débil con nivel T
St

[E[g(X))] — E[X/]| < Co7

para todo t > 0, § < dg, con &g > 0 y C constante que no depende de § y g
cualquier funcion polindmica, creciente, continua y diferenciable de orden
2(1 +1).

A continuacién presentamos los métodos mas comunes de simulacién de difu-
siones.

Método de Euler. El método de aproximacién de Euler originalmente se utili-
zaba para generar soluciones a las ecuaciones diferenciales deterministas y pos-
teriormente se extedié al caso estocéstico.

Consideremos un proceso de difusién que es solucién a la ecuacién diferencial
estocdstica dada por la ecuacién (1.4), con Xy = z¢ y discretizacién del intervalo
[0,T], es decir, 0 =ty < t; < ... < t, = T. La aproximacién de Euler de
X = {X}4>0 es un proceso estocdstico continuo Y que satisface:

Ki+1 = }/;/1 + b()ftmti>(ti+1 - ti) + U(Kmti)(BtHl - Btl)
parai=0,1,...,n—1, con Yy = xo. Notemos que By, , — By, tiene distribucién

normal con media cero y varianza A; = t;,1 — t;. Usualmente, A; se considera
constante. El método de Euler tiene orden de convergencia fuerte 7 = 1/2.
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Método de Milstein. El método de Milstein busca incrementar el orden de
convergencia fuerte del método de Euler 7 = 1/2 a 1, agregando una correccién
al incremento estocastico mediante un término de segundo orden utilizando el
lema de It y la expansion de Taylor. Entonces, la aproximacién es de la siguiente
forma:

}/t'H»l = Y;L + b(t%Y;fi)(ti-‘rl - ti) + O-(t%Y;fi)(BtiJﬂ - Bti)

1 2
+ §U(ti7 Ki)o—m(tiv Ki)((BtiJrl - Btz) - (tiJrl - tl))
Como ya mencionamos, el método de Milstein tiene orden de convergencia fuer-
te igual a uno y débil igual a uno. Existe otra versién del método de Milstein
que incrementa a segundo orden la convergencia débil pero requiere la primer y
segunda derivadas parciales del coeficiete de deriva y difusién.

Existen otros métodos que consisten en aproximar el coeficiente de deriva con
una funcién lineal, la primer aproximacién fue propuesta por Ozaki (véase por
ejemplo [15]) suponiendo que o es constante y que el coeficiente de deriva depen-
de solo del proceso; posteriormente, hacen la extensién del método permitiendo
que coeficiente de deriva sea funcién del tiempo y del proceso y al coeficiente
de difusién variar. Otro algoritmo interesante fue propuesto en [2], basado en
muestreo exacto tomando el algoritmo de aceptacién / rechazo para simular
trayectorias.

Movimiento Browniano

2 4 — B=00=1
--- B=-050=05
$=050=05
- =1l0=1
o B
—
v
=]
o
7]
(0]
Q
° o
o o |
n
S 4
T
<
o \

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Tiempo
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Movimiento Browniano Geométrico

2 N — B=0,0=1
--- B=-050=05
... B=0.5,0=05
-- B=10=1
0 T
— L ..
o
3 o
8 «
a
n
]
o
2
T T T \ \ \
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Tiempo
Ornstein—Uhlenbeck
o
172}
[}
Q
<
o

I I I
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Tiempo

Figura 1.1: Simulacién del movimiento Browniano, del movimiento Browniano
y del proceso de Ornstein-Ulenbeck con diferentes pardmetros a partir de los
métodos antes descritos.
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1.3.3. Estimacion

En esta secciéon damos una breve explicacién de algunos métodos para la es-
timacién de los pardmetros de una difusién. Para profundizar en los detalles
véase [10]. Es importante notar que en la practica las difusiones dnicamente se
observan de manera discreta, es decir, se tienen observaciones en los tiempos
to,t1,...,t,. En general, la inferncia se hace a través de la funcién de verosimi-
litud pero en la mayoria de los casos no esta disponible de forma explicita.

Ya que las difusiones cumplen la propiedad de Markov, la funcién de verosi-
militud puede escribirse como el producto de las densidades de transicion, sin
embargo, solo en casos especiales dichas expresiones son conocidas. Como con-
secuencia, los métodos de estimacién estdan basados en aproximaciones a las
trayectorias de la difusion o a la funcién de verosimilitud misma.

Consideremos la ecuacién diferencial estocéastica

dXt = b(Xt,Q)dt-l-a(Xt,@)dBt, (19)
donde 0 representa el vector de pardametros, de aqui en adelante, supondremos
que 0 € © C RP las funciones b y ¢ cumplen las propiedades del Teorema 1.3.1.
Denotemos a py la distribucién del proceso {X;}+>o con distribucién inicial my
y po(t,|z) la distribucién condicional del proceso dado Xy = z; ademds, como
{X:}+>0 es homogéneo en el tiempo, pg(t,-|z) también denota la probabilidad
condicional de X, dado X, = x para toda t positiva. Supongamos que el
proceso se observa en el tiempo ¢;, i = 1,...,n; denotamos a F,, = c{X;,i < n}
la o-algebra generada por las primeras n observaciones, con Fy la o-algebra
trivial, Xz = Xti y Al = ti — tifl.

Entonces, la funcién de verosimilitud queda como sigue:

Ln(0) = [] po(As, XilXi—1)po(Xo)
i=1

y la log-verosimilitud

log(Ln(0)) = > log(pe(As, X1 X;1)) + log(p(Xo)).

i=1
Los métodos que vamos a describir utilizan ciertos supuestos, en primer lugar,
asumimos que pg(Xo) = 1, luego consideremos las siguientes hipGtesis:

1. Crecimiento polinomial. Sea K constante e independiente a 6, m > 0 tal
que
[b(z,0)| + |o(z,0)] < K(1 + [=[™).

Se le llama crecimiento lineal al caso particular cuando m = 1.

2. Condicién de Lipschitz. Sea K constante e independiente a 6 tal que

[b(,0) = b(y, 0)| + |o(2,0) — o(y,0)] < K(|z —yl).
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3. Coeficiente de difusién positivo.

inf o (x,0) > 0.

€T

4. Momentos acotados. Para toda k positiva, todos los momentos de orden
k del proceso de difusién existen,

sup E[| X, |¥] < oo.
t

5. Los coeficientes b y ¢ y sus derivadas respecto a 6 (al menos de orden 3)
deben existir, ser continuas y tener crecimiento polinomial sobre 6.

Notemos que las hipétesis de crecimiento lineal y la condicién de Lispschitz
son las caracteristicas de los coeficientes de deriva y difusion que garantizan la
existencia y unicidad de la solucién a la ecuacion diferencial estocéstica.
Encontrar los estimadores maximo verosimil con la funcién de verosimilitud real
es posible solo en casos especiales en los cuales la funcién de densidad condicio-
nal es conocida, por ejemplo, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck o el proceso de
Cox-Ingersoll-Ross y la funcién de verosimilitud quede expresada de tal forma
que pueda maximizarse con técnicas conocidas.

Otra forma de obtener los estimadores deseados se basa en métodos de aproxi-
macién, los cuales en lugar de aproximar la funcién de densidad de transiciéon
lo hacen a través de trayectorias del proceso.

Método de Euler. Consideremos una ecuacién diferencial estocastica como la
ecuacién (1.9), si los coeficientes b y o son constantes en intervalos de tiempo
suficientemente pequertios, es decir, [t,t+ At), la aproximacién de Euler produce

Xt+At — Xt = b(Xt,H)At + U(Xt,e)(Bt+A — Bt)7

donde los incrementos Xy A — X; son variables aleatorias normales e indepen-
dientes con media b(Xy, 0)At y varianza o(Xy, 0)At, bajo las hipétesis 1,3 y 4,
la funcién de densidad de transicién es

) ) (y—a — b(x,0)t)°

Y la log-verosimilitud

1 { Sy (X = Xy — (X1, 0)At)°
2

log(Ln(0)) = —= 202(X, 1.0)A —nlog(2mo?(z, G)At)}.

Cuando o es constante, la expresién de la log-verosimilitud que debe maximi-
zarse se reduce a una funcién mas sencilla. Si ademds suponemos que nA3 — 0
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el estimador maximo verosimil es consistente y asintéticamente normal.

Método de Elerian. En este método se propone utilizar la funcién de densidad
de transicién obtenida a partir del método de Milstein, es decir,

Xt+dt :Xt + b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)(Bt+dt — Bt)
1
+ 50’(75, Xt)O'm(t, Xt)((Bt—i-dt — Bt)Q — dt)
donde o, (¢, z) representa la derivada parcial de o (¢, x) con respecto a 2. Notemos
que si 0, ~ 0 la expresién se reduce al método de Euler. La verosimilitud se

encuentra a partir del siguiente teorema y la demostracién del mismo puede
encontrarse en [8].

Teorema. 1. Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica definida en la
ecuacidn (1.9) que satisface las condiciones del Teorema 1.3.1 y Xog = zq. De-
finamos

OF(t,) = o(t,2) - 18,3,

b*(t,x) = b(t,x) — %a(t, x)o(t, ).

Supongamos que satisfacen las siguientes condiciones para t, s en [0,T], para
cada x en los reales y K constante positiva e independiente a la discretizacion

b"(t,2)| +|Cb(t, )| < K1+ [z]), ot )|+ |Co(t, )| < K(1+ |z]),
[C?o(t,2)| < K(1+ |z]),
lg(t, ) — g(s,2)| < K(1+[a])]s — t]2.

Donde g(t,x) puede ser cualquiera de las siguientes funciones b*, o, Co. En-
tonces, la densidad de transicion del método de Milstein puede escribirse como:

277 cosh(y/c2) _ege

tylr) = —————=——e¢ ,
po(t,ylz) AlVar
donde (z)oq (z)t (z)
A:Ua;zma: , B:2ij)+x+b(l‘)t—z4,
— 1
2= ¢ = Sz

Por lo tanto, la aproximacion es vdlida para o, #0 y z > 0.

e“+e *

Usualmente, en la implementacion se utiliza con cosh(z) = <5

Como habiamos mencionado, los métodos anteriores tratan de aproximar la

funcién de densidad de transicién a partir de las trayectorias mientras que los
siguientes buscan aproximar directamente la funcién de verosimilitud.
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Método de Kessler. Se propone usar la expansién de It6-Taylor para aproxi-
mar la media y la varianza de la funciéon de densidad condicional. La expansion
es la siguiente:

E9[¢(XZ)|]:171] = ¢(Xi71) + AnAggb(Xi,Q + %A2A3¢(X¢71) +...,

donde Ay representa el generador infinitesimal de la funcién ¢(z). Ademés de las
hipétesis ya mencionadas, para esta aproximacién necesitamos n — 0o, A, — 0,
nA, — ooy nA2 — 0, y ergodicidad. Por lo tanto, las aproximaciones son:

(dt)?
2 b

Eg =z + b(t,z)dt + (b(t, )by (t,x) + %G‘Q(t, 2)byy(t, x))

Varg =z + (2b(t, z)z + o2(t, z))dt + [Qb(t, z)(by(t,z) + b(t, )

+o(t,x)ou(t,x)) + 02(t, ) (bee (t, )2 + 2by(t, ) + o2(t, )
(aty?
2

Notemos que para algunas trayectorias, la varianza puede tomar valores negati-
vos para algunos valores de 6 y x. Una caracteristica importante de este método,
es la posibilidad de obtener intervalos de confianza igualmente aproximados.

,Eg

+ o (t, )04 (t, ff))}

Métodos a partir de simulaciones. Sea pg(A,y|z) la funcién de densidad
verdadera de X;4a en el punto y dado X; = z. Si A no es suficientemente
pequeno, la aproximacién de Euler no produce buenas estimaciones de dicha
densidad. La idea, es tomar § << A, consideremos por ejemplo, § = A/N para
N grande y posteriormente utilizar la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, luego

po(A, ylz) = / Po(6,y12)po (A — 6, 21x)dz = Eolpo (6, y|)| A — ),

lo que significa que pg(A,y|x) puede verse como la esperanza del proceso del
tiempo t+ (A —9) al tiempo t+ A considerando que el prceso al tiempo ¢ estd en
x. Como elegimos a § pequena empleamos la aproximacién de Euler, por lo cual
po(A — 6, z|x) tiene distribucién normal.

Entonces, el método consiste en encontrar los estimadores Monte Carlo. Defi-
namos ¢y (0, y|x) la funcién de densidad de transicién encontrada a partir del
método de Euler, ahora, se deben simular M trayectorias del proceso del tiempo
6 a A — ¢ iniciando en Xy = . Sea z,, el iltimo valor obtenido en la simulacién
conm=1,..., M, el estimador Monte Carlo es el siguiente:

M

. 1

Y0, Xy = o 3008 Xer a2,
i=1

es posible mostrar que ﬁéN"M)(A, Xiialx) tiende a pg(A, X¢palz) cuando N y

M crecen a infinito. Por consiguiente la aproximacién depende fuertemente del
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tamano de N. Notemos que para cada par de puntos se necesitan M trayectorias
de tamafio N, entonces el tiempo que lleva simularlas es una desvantaja.

Polinomios hermitianos. Supongamos que queremos aproximar la funcién de
densidad de un proceso {X;}+>0, en lugar de expandir dicho proceso, se propone
hacer una transformacion de tal manera que obtengamos algo muy parecido a
una normal y entonces hacer la expansiéon mediante polinomios hermitianos.

Los polinomios hermitianos se definen de dos formas segin el area en que se
esté trabajando (fisica o probabilidad). La definicién usual que se utiliza en

probabilidad es '
proba 1\ x2/2£ —x2%/2
HI™ " (z) = (=1)’e 77 ¢
observemos que puede quedar expresada en términos de una funcién de densidad

normal estandar. Sin embargo, la definicién que vamos a utilizar es la siguiente:

)

229 &’ _22/92
Hj(z) = e/ i @/
ya que ayuda a simplificar la notacion.
Ademas de la hipdtesis 5 se necesita suponer alguno de los siguientes casos: Sea

Dy el dominio del proceso {X;}i>0, Dx = (—00,0) 0 Dx = (0, 00).

= Si Dx = (—o00,00), entonces existe ¢ > 0 tal que ¢ < o(x, ) para toda =
en el dominio y 6.

» SiDx = (0,00), entonces para cada & > 0 existe ¢ > 0 tal que ce < o(z,0)
para x € [£,00] y 0. Adicionalmente, si lim,_,o+ o(z,0) = 0, entonces
existen £y > 0, w > 0y p > 0 tales que o(z,0) > wa” paratoda 0 < z < &.

En primer lugar, hacemos Y; = F(X}), denotamos al proceso {Y; };>0 = Y donde
Y; debe satisfacer
dY; = py (Yz, 0)dt + dB;

que es la transformacion de Lamperti, por lo tanto, aplicando la férmula de It
obtenemos

b(F~H(x),0) 1 ,
)= ~ 277
UY(yv ) O‘(F_l(a'}),0> 2018
Si Dx = (z,T), entonces el dominio del nuevo proceso Dy = (y,%), donde
y =lim, ,, F(z) y 7 = lim, 3z F(z).

(F~ (), 0).

Para controlar el comportamiento de la difusién transformada y de la original
incluimos una nueva hipotesis formulada en términos del coeficiente py, no
obstante, tiene repercusiones en los coeficientes b y o de la difusién original.

Para toda 6, uy y sus derivadas con respecto a y y a 6 siguen un creci-
miento polinomial y ll'my_>E+ oy~ Ay (y,0) < oo con Ay (y,0) = —(,uf/(yﬁ) +

Oy (y,0)/0y)/2.
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1. Limite izquierdo. Si y = 0, entonces, existe €, #,a tal que para toda
0<y<e vyl uy(y,0) > vy *, dondea>1lyrk>00a=1yr>1.
Si y = —oo, entonces existe Ey > 0, K > 0 tal que para today < —Fy y

0, py (y,0) > Ky.

2. Limite derecho. Si § = oo, entonces existe Fy > 0, K > 0 tal que para
today > Egy 0, uy(y,0) < Ky. Si § = 0, entonces, existe €, k, a tal que
para toda —¢g <y <0y 0, uy(y,0) < —kly|™, donde « > 1y k>00
a=1lyrk>1/2

A partir de los ultimos supuestos hechos, se prueba que la ecuacién diferencial
estocéstica de la transformacion tiene tnica solucién débil para cualquier distri-
bucién inicial y la funcién de densidad de transicion es continua y diferenciable,
véase [1].

Ahora, introducimos el incremento pseudo normalizado de Y para hacer a la
funcién de densidad méas adecuada para la expansién de los polinomios hermi-
tianos. Sea

Z =AY2(Y —y)

con A >0 dada, 0y yeR.
Denotamos a la funcién de densidad de transicién de YiyalY: = yo como
py (A, ylyo,0) vy definimos la funcién de densidad de Z como:

pz(A, 2|yo, 0) = AY2py (A, A2z + yoyo, 0).

Entonces,
Py (A, ylyo, 0) = A 2p7 (A, A2 (y — yo)|yo, 0)

px (A, z|zo,0) = U(:C,e)_lpy(A,F(i)‘F(io%@).

El siguiente paso es aproximar al proceso Z con polinomios hermitianos de
pZ(Aa Z|y0a 9) para A) Yoy 0 ﬁjOS,

J
PHA 2lyo,0) = 6(2) Y 0 (A, 2lyo, ) H, (2),
j=0

dado que H,(z)/+/j! es ortonormal en £?(¢), el coeficiente n(Zj) se define

) 1 [*®
29 (Al 6) = / H,(2)p2 (A, 2lyo, 0)d=.
También podemos definir
(AL ylyo, 0) = A2 (A A2 (y — o) yo, 6)
P (A, zlwo,8) = o(x,0) i) (A, F(x)| F (), 6).
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Igualmente se demuestra que pg}])(A, Ylyo, 8) converge a px (A, x|zg,0) cuando
J tiende a infinito.

El coeficiente n(Zj) puede ser expresado en términos de los momentos de la fun-
cién de densidad condicional del proceso Y, véase [1].

Estimaciéon Bayesiana. El estimdor bayesiano de € se encuentra con el valor
esperado de la distribucién a posteriori

p(9|$( b )) - an((g)p(a)dev

p(0) representa la distribucién a priori y z(°%%) las observaciones de la difusién.
Recientemente, se han utilizado algoritmos de simulacién basados en Cadenas
de Markov Monte Carlo, especialmente el muestreo de Gibbs y el Metropolis-
Hastings.

Funciones Estimadoras. Las funciones estimadoras son funciones F,, que tie-
nen como argumentos tanto al vector de parametros 6 como los datos observados
X% TLos estimadores se obtienen como solucién a la ecuacién F, (X%, 0) = 0.
Existen muchos tipos de funciones estimadoras ya que se desarrollan segin las
caracteristicas propias de cada modelo. Dichas funciones deben ser asintotica-
mente insesgadas y ser capaces de distinguir entre diferentes valores de 6, es
decir, E[F,,(X°%*,0)] = 0 si y solo si & = 6y con 6 los pardmetros reales. A
continuacion damos ejemplos de las funciones estimadoras méds comunes. Las
funciones estimadoras simples estan relacionadas con la distribuciéon marginal o
conjunta del proceso de alguna manera y son de dos tipos principalmente,

n

Fo(0) =Y f(Xi,0) o Fn(0) =) f(Xi-1,X:,0).
i=1

i=1

La funcién f puede ser por ejemplo, f = dplogmy, fi(x,0) = 27 — ]E[Xg], j=
1,...,p.

Un caso particular del segundo tipo de funcién es la funcién score, si la densidad
de transicién es conocida, la solucion es el estimador maximo verosimil.

Funciones estimadoras Martingala. Como habfamos mencionado, existe
una gran diversidad de funciones estimadoras, un tipo muy importate son aque-
llas funciones estimadoras que ademads son martingalas respecto a la o-dlgebra,
denotadas por G, (). Se dice que G,, es insesgada si E[G()] = 0. La forma mds
general de este tipo de funciones es la siguiente:

n

Gn=> g(AXi1,X;0)
=1
con
N
g(Aax7y79) = Zaj(A,m;Q)hj(A,x,y;H),

Jj=1
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donde h;(A, z,y;0) es una funcién real que satisface

J hi (A @,y;0)pe(A, ylz)dy = 0 para toda A > 0, € (I,7) y 0. Las a;(A, z;6)
son funciones arbitrarias llamadas ponderadores. Algunos autores como Go-
dambe and Heyde (1987) han descrito métodos para encontrar las funciones
estimadoras éptimas.

Funciones estimadoras martingala polinomiales. Otra forma de funciones
estimadoras, son las polinomiales; se caracterizan por depender de los primeros
momentos de la funcién de densidad condicional en lugar de toda la funcién
de densidad de transicién. Si dichos momentos no se conocen, pueden aplicarse
métodos Monte Carlo para la estimacién. Los ejemplos méas simples son la linea-
les y las cuadraticas. Las lineales se utilizan cuando el pardmetro se encuentra
solamente en el coeficiente de deriva. Y si el pardmetro se encuentra en el coe-
ficiente de difusion, el modelo lineal no es suficiente, por lo que se utiliza una
funcién cuadrética.

Funciones estimadoras basadas en funciones propias. Esta forma de cons-
truir funciones estimadoras estd basado en el generador infinitesimal Ay y fue
intoducido en [12]. Una funcién propia de Ay es una funcién dos veces diferen-
ciable que satisface Ago(z;0) = —A(0)¢(x;0), donde A(#) es un nimero real
positivo llamado valor propio. Ya que E[¢(Xa;0)| X0 = 2] = e’Ai(a)Aqﬁj(x; 0),
podemos definir una funcién estimadora martigala como:

hi(A,,y;0) = 65 (y; 0) — e 2 (D29, (2:6),
donde ¢; (-, 0) son funciones propias y A;(6) valores propios; j =1,...,N.

Método de momentos generalizados. Consiste en igualar los momentos
tedricos con los muestrales. Sea u; = u(X;; ) una funcién tal que

E[u;] = p, para toda i
Y T
S; = Cov(u;, uitj) = E[(u; — p)(wsyj —p)*], paratoda i.
Asumimos que la esperanza de u(X;; 6) es igual a cero solo si 6 = 6. Usualmente,
u(0) es la diferencia entre el k-ésimo momento y X¥ para algunas k. Sea

n

0u(0) = > ul(Xi:0)

i=1

la esperanza muestral, por la condicién anterior, se espera que E[g,(69)] =0.Y
por la ley fuerte de los grandes nimeros,

gn(0) = E[u(X;;0)] c.s.
uniformemente en 6. Entonces, la estimacién esta dada por el sigueinte problema

de optimizacién:

0= mein gn(a)TWgn(Q)
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La matriz de pesos o ponderadres W es positiva definida y esta dada por S -1
con S =Eluul]y S; = %Z?:jﬂ uiuiT_j, j=0,1,...,1, donde [ es el mdximo
valor que podemos elegir a priori. Luego,

l
S = go +ij(gj —l—Sf)

j=1

Los ponderadores se pueden elegir de muchas formas, cominmente, se elige
w;=1-— l]r—l, llamados ponderadores de Bartlet.
1.3.4. Puentes de difusiones

Al tratar de hacer inferencia sobre los pardmetros que determinan una ecuacién
diferencial estocastica nos encontramos con que en la practica se tienen obser-
vaciones a tiempo discreto mientras que las difusiones se observan a tiempo
continuo, esto puede resolverse planteando el problema como de datos faltantes,
donde se simulan trayectorias continuas entre cada par de puntos dados.

Sea { X, }+>0 un proceso estocéstico dado por la ecuacién diferencial estocéstica
(1.4) donde los coeficientes de difusién y de deriva cumplen las condiciones del
Teorema 1.3.1 los cuales aseguran la existencia y unicidad del proceso.

Al proceso {X;}:>0 en un intervalo de tiempo [0, T] condicionado a que Xo = a
y X7 = b se le llama puente de difusién, son muy pocos los procesos con los
cuales es posible encontrar un algoritmo exacto para la construccién del puente,
por ejemplo, el puente-Browniano, o puente del proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

Sin embargo, existen métodos para simular puentes basados en algoritmos MCMC,
en aproximaciones a la funcién de verosimilitud o a las funciones de densidad de
transicion. Para efectos de este trabajo vamos a utilizar el método presentado
en [4] que consiste en simular dos procesos de difusién independientes: X! con
valor inicial a en el tiempo [0, T] y analogamente se simula un proceso X2 con
valor inicial b en en el mismo periodo de tiempo pero reversible, es decir, el pro-
ceso corre de T a 0. La idea es realizar una aproximacion al puente como una
combinacién de ambos procesos. Se prueba que el proceso recién construido con-
dicionado al evento de que los dos procesos se intersecten, es una aproximacion
a la realizacién del puente de difusién en cuestiéon. Una ventaja importante de
esta construccion a diferencia de la demads, es que funciona bien para intervalos
de tiempo grandes.

Denotamos a la funcién de densidad de transicién del proceso {X;};>o como

pe(x,y), especificamente, la densidad condicional de Xy dado X, = x es
y — p(z,y). Definimos a los procesos antes mencionados como solucién a

dX{ =b(X})dt +o(X]})dB;, i=12 X/=a y X;{=b,

con B; movimientos Brownianos estdndar independientes
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Los procesos { X} }i>0 v {X?}i>0 se simulan a partir de los métodos conocidos
descritos en la seccién anterior. Sean Y*? = Yg'j, J = 0,1,..., N simulaciones
independientes de los procesos { X} };>¢ parai = 1,2 en [0,T] con § = T/N. En-
tonces, una aproximacién del puente es obtenida a partir del siguiente algoritmo
de muestreo por rechazo. Simular Y'! y Y2 hasta que se crucen, entonces existe
alguna j, tal que cumple Y(;lj > Yéz(N_j) y Yél(jH) < YZSQ(N_(J,H)) o) Y;j < Y:f(N_j)
Y Ysan 2 Yoin-gey
definida por:

. Ya con esto obtenemos una trayectoria del puente
(1.10)

donde v = min{i € {1,2,...,N}|Y65 < Y52(N_j)} SSYd >YRyv= min{i €
{1,2,...,N}Ys, > Y52(N7j)} si Vi < Y2. Entonces el proceso B aproxima al
puente de difusién bajo las codiciones del siguiente teorema. Notemos que §
tiene influencia sobre la probabilidad de que las trayectorias se crucen, por lo
que es recomendable elegir § mas pequeno de lo usual.

La probabilidad de rechazo, esto es, la probabilidad de que las trayectorias no se
crucen depende de los coeficientes de deriva y de difusién, ademaés de los valores
a y by la longitud del intervalo T.

Teorema 1.3.1. Sea {X;}i>0 una difusidn con espacio de estados (I,1),
7T =inf{0 <t <T|X} = X3} (infl = o) y definamos

= (1.11)

g X} si 0<t<T
"TX2, si T<t<T

Asumimos que
T

m(z)dr < oo,
!

_ ! ex " ) x r
) p<2/z o2<y>dy>’ c )

la funcion de densidad de la medida de aceleracion de las difusiones. Entonces
la distribucion de {Z;}o<i<T, condicionado al evento {T < T}, es igual a la
distribucidn del puente en [0,T] con valor inicial a y valor final b, condicionado
al evento de que el puente estd dado por una difusion independiente con ecuacion
diferencial dada por la ecuacidn (1.4) y distribucidn inicial pr(b,-).

con

La demostracién del teorema puede encontrarse en [4] y es muy util para la
construccién de puentes. Ademds puede probarse que para difusiones ergédicas
la probabilidad de que el puente sea una difusién independiente es cercana a 1
si T es grande.
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Capitulo 2

Modelo de efectos de
mezclas

Supongamos que tenemos una poblacién con caracteristicas similares, se elige
una muestra aleatoria a la cual se le realiza cierto experimento. Las respuestas
de los individuos siguen cierto comportamiento comin, sin embargo, es razona-
ble pensar que existird variabilidad debida a las diferencias entre las unidades
experimentales.

El modelo de efectos de mezclas incorpora efectos fijos que modelan las carac-
teristicas comunes y aleatorios que tratan de modelar dicha variabilidad, es por
ello que se utiliza principalmente en andlisis de datos longitudinales o curvas
de crecimiento, es decir, cuando las observaciones son correlacionadas; asi como
también en el andlisis de grupos donde en algunos casos los efectos aleatorios
representan varibales no observadas o exdgenas.

La creciente popularidad de este modelo radica en la flexibilidad de modelar la
variacion entre y dentro de los componentes individuales. Han surgido aplicacio-
nes en diferentes areas tales como la biologia, las ciencias sociales, la medicina,
la psicologia, etc.

2.1. Modelos Lineales de Efectos de Mezclas

En los modelos lineales de efectos de mezclas, los efectos fijos y aleatorios se
presentan ambos de manera lineal. Supongamos que se tiene un grupo con M
individuos, cada uno con n; observaciones, i = 1,..., M.

Sea
yl:XZﬂ—i—Zlbz—i—el, 221,,]\47 (21)

bi ~ N(Ov ‘11)7 €; ~ N(Oa 0'2]:)7
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el modelo lineal de efectos de mezclas. Donde el vector de n; dimensiones y, re-
presenta las respuestas del individuo 4, 3 es el vector de p dimensiones de efectos
fijos y b;, el vector de q dimensiones de efectos aleatorios; X; y Z; matrices de
n; X py n; X q llamadas matriz regresora de efectos fijos y de efectos aleatorios
respectivamente y finalmente €;, el vector de n; dimensiones, de errores de cada
individuo.

Hacemos supuestos distribucionales de normalidad para los efectos aleatorios b;
y los errores €; ademas de independencia entre individuos y entre observaciones
del mismo individuo. Cabe mencionar que la hipétesis de varianza constante de
los errores puede modificarse para distintas estructuras de varianza y covarianza.
Respecto a la matriz ¥ debe ser simétrica y definida positiva (es decir, todos
sus eigen-valores debe ser estrictamente positivos).

En caso de que las medias de los vectores b; sean diferentes de cero, se expresan
como parte de los términos de los efectos fijos, en este caso las columnas de Z;
son un subconjunto de las columnas de X;.

Es conveniente expresar la matriz de varianzas y covarianzas como el factor
relativo de precision A que satisface:

-1
v =ATA.

1
0-2
Como ¥ es positiva definida, existe A aunque no necesariamente es tnica. Uti-

lizando la factorizacién de Cholesky para o2® ! entontramos una posible solu-
cién A.

Un ejemplo sencillo del modelo de efectos de mezclas estudiado en [17] consiste
en medir el tiempo que tarda una onda en viajar a través de ciertas vias férreas
como resultado del esfuerzo longitudinal de las mismas. Se eligieron seis vias al
azar y se realizaron tres mediciones en cada una, en la Figura 2.1 se muestran
los resultados.

Notemos que para este ejemplo, el modelo puede escribirse considerando que
tenemos M=6, n; =3,¢t=1,...,6, p=q =1 y las matrices regresoras

1
X, =2Z;=|1],i=1,....6
1

Los efectos aleatorios b; se distribuyen normal con media 0 y varianza o? que
es un escalar, por lo tanto, el factor de precisién es A = /02/ 0’%.
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Via

Tiempo

Figura 2.1: Tiempo que tarda en viajar una onda en nanosegundos muestreada
en cada una de las seis vias.

2.1.1. Estimaciéon Maximo Verosimil

Consideremos el modelo lineal de efectos de mezclas dado por la ecuacién (2.1),
notemos que los pardmetros a estimar son 3,02 y 6 donde 6 representa los
parametros que definen a A. Escribimos la verosimilitud como

L(B,0,0°|y) = p(y|B,6,0%)

que es la funcién de densidad de las respuestas dados los parametros.
Podemos observar que la densidad sélo depende de los efectos fijos pero es
necesario incorporar los efectos aleatorios que también son parte del modelo.
Entonces la funcién de verosimilitud queda de la siguente manera:

M
L(Ba0a02|y) = Hp(yz‘ﬁ707a2)
i=1

M
11 [ tw.los.6.0%)0(vi6.0) b
i=1

donde Y
it — (X8 Zib 2
K3 (23 ) (27-(-0—2)77/L/2
Y Tg—1
p(br[0,0%) = TR0 b)) _ exp (| Aby)|?/20%)
o (2m)1/2, /[ @] (2m02)4/2abs|A[1
son normales multivariadas.
Sustituyendo,
M
L0, ~ ] [ SRl X0 B0 [or) o (- LA0OIR2)
9 b - . i
iy (2mo2)ni/2 (27TU2)Q/2abs|A\_1
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M ex — -7X1' *Zzbz 2 _ Abl 2 202
s p{(= v = Xip = Zbi|? — 800120} 09

=% (2mo?)ni/2 (2mo2)a/? -

Ahora, para hacer més sencilla la notacién y simplificar el calculo de los esti-
madores hagamos

=Y s X 5 %
yz|:0:|7 X1|:0:|7 Zz|:A:|a

notemos que g, es un vector de (n; + ¢), las matrices X; y Z; de dimensién
(ni +q) xpy (n; +q) X q respectivamente. A estas matrices aumentadas se les
llama pseudodatos.

Entonces reescribimos la ecuacién (2.2) en funcién de los pseudodatos y obte-
nemos la siguiente funcién de verosimilitud

M
abs|A
L(B,0, UQ‘y) = H (271—02|)ni/2
=1

— 1§, — X8 — Z.:b:||2 /202
/exp( |yz(X1ﬁ Z:bi)*/2 )dbi- (2.3)

2mo2)a/2

A partir de la funcién anterior, es posible encontrar el estimador b; minimizando
la suma de cuadrados de los residuales y luego los estimadores condicionales
B(8) y 52(8) como los valores que maximizan L(3, 0, 02) para algin @ dado y
posteriormente, encontrar @ a partir de métodos numéricos como el algoritmo de
Newton-Raphson, via simulacién con el algoritmo EM, o bien, una combinacién
de ambos. _ _

Notemos que ||g; — X;3 — Z;b;||*> es la suma de cuadrados de los residuales,
entonces minimizandola encontramos a b;.

15; — XiB — Zibi||* = (§; — XiB — Zib)) " (§; — XiB — Ziby)
= g7, — 2XiB) "G, — 2(Z:b:)) G, + 26T ZT X, 3
+BTXTXiB+ b?Z?zibi,
derivamos e igualamos a cero para encontrar el minimo,
—277§, + 22T X,8 + 22T Z;b; = 0,
Z!(g, - XiB) = Z] Z;b;,
despejando, obtenemos b; = (ZTZ;) " ZT (4, — X, ).
Luego,

|9; — XiB — Zibi||*> = ||§; — XiB — Zibs||* + || Zi(b; — by)|?
= [|§; — XiB — Zibs||* + (b; — b))TZT Z;(b; — b;).
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Sustituimos en la ecuacién (2.3),

ﬁ abs|A| /exp (C§: = XiB = Zibil” + (b — b)" 2 Zi(bs — b)/20°)
e (2m02) % (2m02)a/2
M
abs|A| B - o
- H 2ro2yni? xp (= [|§; — XiBB — Zbs||* /20%)

(2mo2)a/2

observemos que podemos completar una distribucién normal ¢ variada con me-
dia b; y varianza Z2 /o>

exp (— [|§; — XiB — Z;bi|? /20?)
ZTZ4]

Por lo tanto, la funcién de verosimilitud queda como sigue:

~ < 5 7 M
— M 15— XiB - zibi|2) abs|A|
2 —
2 72
(2.4)

1
L(B, 0, 02|y> = (2m02)N/2 exp (

con N = Zf\il ;.

De esta expresion, se calculan los estimadores B(G) y 62(0) para 0 dado, de la
misma manera que se harfa en una regresion lineal.

Notemos que los minimos cuadrados para estimar 3 dependen de Bl que a su
vez depende de 3, por lo que debemos determinar los valores de los minimos
cuadrados conjuntamente, es decir,

T T ~T\T ,
(broobarB) =, minlye —~ Xe(br.. b B,

by,....bm,

donde L ~ _
Y1 Z, 0 0o X,

0 A 0 0 0

y2 0 ZQ 0 X2

Yo = 0 y X, = 0o A 0 0

Ynr 0 0 0 Zy Xu
| 0 | |0 0 -+ A 0 |

Por lo tanto, escribimos al vector de estimadores dado 6
~T ~T ~T\T -1
(bl 3"'7b]\/[716 ) = (XeTXe> XeTye~
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A partir de la teoria de regresién lineal también encontramos al estimador de la
varianza de los errores ,

T T ~T\T)2
ye_Xe(b17~'~7bM7/6 ) H
N .

Finalmente, sustituyendo los estimadores condicionales en la funcién de verosi-
militud dada por la ecuacién (2.4), obtenemos que

6%(0) = ‘

M
L(6) = L(3(6),6,5%(9)) = [26:55?9])\;@2 11 abs|A|

i=i \/‘~Z—T2i|'

Sin embargo, computacionalmente, no es conveniente trabajar con la matriz X,
yva que puede ser muy grande, por lo cual es preferible utilizar la descomposicién
QR (Ortogonal-triangular) descrita en el Apéndice A para encontrar los estima-
dores condicionados a 8. Y el vector de parametros € se encuentra a partir de
métodos numéricos como ya habiamos mencionado.

Descomposicion QR para encontrar los estimadores

Consideremos la descomposicién
Z" Q R11 i

donde Q(;y es una matriz ortogonal de (n; + q) x (n; +¢q) y Ry triangular
superior de p X p.
Tomamos la parte de la exponencial en la ecuacién (2.3), multiplicamos por Qa)
que como es ortogonal preserva la norma y sustituimos a Zi,
19: — XiB = Zibi]|* = 1Q; (5; — XiB — Zib)|?
= Q¥ 7 — QXiB — Q) Zibi”

— Q% - QX - Al Qu | wl

Hagamos
C, - R
T o — |C10) T % — R
Q¥ [Com] S G {Roouj ’
entonces sustituyendo las expresiones anteriores y desarrollando

|19; — XiB — Z;bs||> = ||C13iy — RuogB — Rurybil|*> + [ Cogiy — Roogi B>

Regresando a la verosimilitud, podemos escribir la integral de la ecuacién (2.3)
como

exp

[ ~ RaoI'] 22 (1€ ~ RuooB— Ruro bl /20%)
—202 (2mo2)a/2 v

44



Para resolver esta integral realizamos un cambio de variable que puede hacerse
porque Ry(;) es no singular, luego ¢; = (Ci() — Rigi)8 — Riys)bi)/o y su
diferencial d¢; = o~ %abs|Ry1(;)| y reescribimos la integral

db;

exXp (_Hcl(i) - Rlo(z‘),@ - R11(i)bi‘|2/20’2)
/ (2mo2)a/2

_ 1 /exp(—ll¢¢ll2/2)

abs|R11(i)| 27{"1/2

1

dgi

- abs|R11(i)|.

Se sigue que la verosimilitud es

M 2 /69 2
abs|A| 1Co(i) — Roo(i)BlI* /20
L(B,0,0%ly) = || —%——
(ﬁ? y O |y) E abs|R11(l)| (271—0—2)717;/2
~ exp M 1Co(s) — Roo()BII?/20° ﬁ abs|A|
(2mo2)N/2 ey abs|Ry1(|’

podemos observar que dentro de la exponencial nuevamente tenemos una suma

i iliz vez -
de cuadrados de residuales, por lo cual, utilizamos por segunda vez la descom
posicién QR para Rgp con

Roo(1) Co)

Roo 2 Co2)
Roo = : y Co = ) ;

Roo(an Co(ar)

luego, Rog = Qo [I({)O] y siguendo el mismo procedimiento multiplicamos por

Iy sustituimos la descomposicién y obtenemos finalmente
0
HCO(i) R'O()(i)/@H2 - ”001 R,o,@H2 HCOQHQa

T
donde QO Co = (001 Cog).
Por lo tanto, la funcién de verosimilitud queda en términos de estas ultimas
matrices, asumiendo Rgg no singular

Co1 — RoB|* + [[Coa®\ 11 A
L(B.0.02%y) = (2752 V/2 [Co1 0 bs( 21
(8,0.0|y) = (2n0™)™ 2 exp ( — )1_1 (Rugl):

de aqui, se ve que los estimadores maximo verosimil dado 6 son los siguientes:

~ Cooll? ~ ~
B6)=Ry"Cor. 0%0) = 1920y 5,(6) = Ryy () (Cali) — R B(6).
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Ya que técnicamnete los efectos aleatorios b; no son parametros del modelo
estadistico, pero también deben estimarse, el estimador condicionado de tales
efectos aleatorios al estimador condicional de 8 es un BLUP Best Linear Un-
biased Predictors (Mejor predictor linear insesgado) para las b; i =1,..., M.

Sustituyendo los estimadores para encontrar la funcién de verosimilitud para 6

L(6ly) = L(B(6),6,5°(0)|y)

M
:(27T”](\3]02”2>N/2€XP(_];]>,1:[abs(|R|ﬁ(|')|)’

y la log-verosimilitud

M
N A
tog(L(61y) = 5 (08(N) ~ log(2r) = 1) = Nlog |Conl+ Y logabs ().
i=1 ¢

Para concluir, los estimadores quedan al escribir el valor de @ = 8, que se obtiene
al maximizar la log-verosimilitud.

2.1.2. Generalizacién del modelo

Podemos pensar en generalizar el modelo en dos sentidos, extender el modelo
lineal a multiples niveles de efectos aleatorios, en el caso de dos por ejemplo
tendriamos lo siguente:

yij:Xijﬁ+Z¢,jbi+Zijbij+eij, iil,...,M, ]Zl,,MZ

bi ~ N(O, ‘I’l), bij ~ ]\7(07 ‘1’2), €5 ~ ]\f((),O’Q]:)7

donde y,; es el vector de respuestas, M representa el primer nivel de los grupos
y M; el segundo nivel dentro del grupo ¢. Las matrices de efectos fijos X;; de
ng; X p. Los efectos aleatorios b; y b;; de primer y segundo nivel de tamano
¢1 Y g2 respectivamente; y sus correspondientes matrices Z; ; de n; X q1 y Z;;
de n; X go. La estimacién de los modelos lineales con multiniveles se hace de
manera analoga a la presentada en la seccién anterior aunque se complica un
poco la notacién.

Por otra parte, se puede generalizar el modelo relajando las hipétesis de varianza
de los errores €;, permitiendo heterocedasticidad y correlaciones dentro de los
grupos, y se expresa como

y, = X8+ Z;b; + €, i=1,...,M, (25)
b'i ~ N(O, \I/), €; ~ N(O,O’2Ai).

Donde A; son matrices positivo definidas parametrizadas por el conjunto A de
pardmetros fijos. De la misma manera que en el modelo lineal de efectos de mez-
clas bésico, los errores se asumen independientes para cada i e independientes
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a los efectos aleatorios b;.

Para la estimacion de el modelo lineal generalizado, como A; es positiva definida,
—-1/2

admite una raiz cuadrada invertible A, tal que

A= (Ai/Z)TAg/Q y A;l _ Ai—1/2(Af1/2)T'

K3

Si hacemos

vl = (A7) "y, e =(A")"e,

X = (A)7X, Z: = (A )z,

Entonces notemos que

e ~ N (A7) 0,0% (A7) AAT ) = N(0,0°T).

K2
Por lo cual, podemos escribir (2.5) como
y; = X8+ Zb, + €], i=1,...,M,

b; ~ N(0,¥), € ~ N(0,0%I).

Esto implica que podemos describir a y; con un modelo bésico lineal de efectos
de mezclas. .
Como el diferencial de la transformacién lineal y; = (A;l/ 2) Y; €s

dy: = |A;1/2|dyi la verosimilitud correspodiente al modelo (2.5) se expresa de
la siguiente manera

M
L(B,8,0°, Aly) = [ [ p(v:l8,6,0% X

i=1

M M
[1p(v:18.6.0% NIAT?| = L(B,0.0% Aly™) [T 1477,
i=1

i=1

donde p(-) denota la funcién de densidad. Y como L(3, 8,02, Aly*) representa
la verosimilitud de un modelo lineal bésico, se aplica el mismo desarrollo.

47



Capitulo 3

Modelo de efectos de
mezclas en ecuaciones
diferenciales estocasticas

Como habiamos mencionado en los dos capitulos anteriores, tenemos por un
lado las ecuaciones diferenciales estocasticas que surgen al incorporar un com-
ponente aleatorio a un sistema modelado a partir de una ecuacién diferencial y
por otro lado, los modelos de efectos de mezclas que asumen que las observacio-
nes de un grupo siguen el mismo modelo, sin embargo existen variaciones entre
los individuos.

Si integramos en un mismo modelo ambos conceptos obtenemos el modelo de
efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocédsticas, donde el compor-
tamiento de cada individuo se modela a partir de una ecuacién diferencial es-
tocdstica, esto es, modela la variacién en el conjunto de observaciones de cada
individuo; mientras que los parametros de cada ecuacién diferencial estocastica
son modelados por los efectos aleatorios; es decir, son variables aleatorias que
modelan la variabilidad entre los individuos.

Las principales aplicaciones del modelo de efectos de mezclas en ecuaciones di-
ferenciales estocdasticas se dan en investigaciones biomédicas, especialmente en
las areas de la farmacologia que estudian el tiempo en que cierta sustancia es to-
talmente eliminada del cuerpo y los efectos bioquimicos y fisiolégicos, asi como
la relacién entre la concentracion y el efecto que la sustancia produce. (pharma-
cokinetic y pharmacodynamic, en inglés).
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3.1. El modelo

Sea un proceso estocdstico continuo {X;};>0, unidimensonal que se desarrolla
en M unidades experimentales o individuos elegidos aleatoriamente de una po-
blacion. El modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocésticas
se define:

dX} = u(X?,0,b)dt + o(X},0,b%)dB:, i=1,...,M,
b'~N(0,%) v Xi=ud,

donde X} representa el valor del proceso al tiempo ¢ del individuo i, 8 es un
vector de p dimensiones de los pardmetros de los efectos fijos, b* es el vector
de q dimensiones de los pardmetros de los efectos aleatorios, 3 es la matriz de
varianzas y covarianzas de los efectos aleatorios la cual se asume conocida a
través del vector de parametros W. Los {B}};>0 son movimientos Brownianos
estandar independientes a las b’ y a los valores iniciales X{ para toda i.

Los coeficientes de deriva y difusion p y o se suponen conocidos a partir de los
parametros y ademds cumplen las condiciones para obtener la solucién tunica
descritas en el Teorema 1.3.1.

Sea E C R el espacio de estados de X} y asumimos que la distribucién condi-
cional de X} dado b® y X, = z para s < t tiene densidad estrictamente positiva
con respecto a la medida de Lebesgue en F, denotada por

y— ply,x, t — s|bi,9) y,x € E.

Consideremos que se tienen las observaciones en los tiempos (tf,t}, ...t} ), es
decir, se tienen n; + 1 observaciones por individuo. Entonces y* denota el vector
de n; + 1 dimensiones de respuestas para cada i = 1,2, ..., M; para simplificar

la notacion escribimos y;; = y; las entradas del vector y*, y sea y el vector
J

de N dimensiones de respuestas, donde N=Z£\i1(ni + 1). Adem4s escribimos a
la distancia entre la j — 1 y la j observacién, como A} = t; — t;-_l para cada
individuo 1.

El problema consiste en encontrar los estimadores de los parametros 6 y W,
supongamos que contamos con el vector de respuestas y, a partir del cual es-
cribimos la funcién de verosimilitud, con la cual queremos hacer la inferencia.
Debemos tener en cuenta que en la mayoria de los casos no es posible encontrar
una expresion explicita para la funcién de verosimilitud, sin embargo en casos
sencillos es posible hallar expresiones de los estimadores maximo verosimil de 6
y .

3.2. Funcion de verosimilitud

Ya que la idea es encontrar la funcién de verosimilitud de los parametros dado
el conjunto datos de todos los individuos e incorporar los efectos aleatorios al
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modelo, integramos la densidad condicional de las respuestas dados los efectos
aleatorios no observados b" con respecto a la densidad marginal de los mismos.
Ademé&s usando el supuesto de independencia entre b’ y B}, obtenemos

L(0,®|y) = pr|9\1: H/ (y'|b", 0)p(b'|®)db’ (3.1)

donde p(-) denota la funcién de densidad.
Ahora, como XZ dado b" cumple la propiedad de Markov, podemos escribir la
densdad p(y’|b’, ) como probabilidades de transicién,

p(y'1b",0) = [T p(]. yi—1. A}, 6).
j=1
Luego, por hipétesis b’ tiene distribucién normal,
. 1 7(bi)T‘I’71bi }
b'|P) = ——exp{ —————
pBI) = p{ =

Sustituyendo ambas expresiones en la ecuacién (3.1)

®)T® v /2}

M N4
. . . . eXp{ .
L(6,T :||/|| Lyt ALY, dbt (3.2
( |y) P j:1p(yg y] 1 ]| ) \/m 27T q/2 ( )

Basta con resolver la integral para encontrar los estimadores maximo verosimil
de los parametros, sin embargo, no siempre es posible encontrar una solucién
explicita ya sea porque se desconoce la densidad de transicion o bien, la integral
no puede ser resuelta analiticamente.

3.3. El caso del Movimiento Browniano geométri-
co

Un ejemplo sencillo donde se encuentra la funciéon de densidad de transicion
y ademads no resulta dificil resolver la integral con teoria de minimos cuadra-
dos es el caso del movimiento Browniano geométrico. Consideremos la ecuacién
diferencial estocéstica de la forma

dXt = ﬁXtdt + O'XtdBt, (33)
encontramos la solucién igualando los coeficientes con los de la féormula de 1to,

dX; = fi(t,By)dt + fu(t, By)dX; + 3 fra(t, By)dt, si tomamos a X, = f(t, B)
entonces,

BI(62) = it ) + 3 Fuult,2) (34)
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of(t,x) = fu(t, By) (3.5)

De la ecuacién (3.4) tenemos que f(t,z) = e?*+9(*) donde g(t) es una funcién

arbitraria y por la ecuacién (3.5) sabemos que ¢'(t) = 8 — %0'2, por lo tanto,

la ecuacion diferencial estocéstica tiene solucion X; = Xoe(ﬁ_%"Q)H“Bt, que es
un movimiento Browniano geométrico. Tomamos el proceso Y; = log(X}), luego
}/t = YO + (/8 — %0’2)?5 + O'Bt.

Asumimos que el experimento que representa la anterior ecuacién diferencial
estocéstica, se realiza a diferentes individuos y ademaés se les realizan distintas
mediciones en el tiempo. Como estamos interesados en estimar los parametros
de toda la poblacién incluyendo las caracteristicas propias de cada individuo
incorporamos un efecto aleatorio, lo cual nos lleva a la ecuacion diferencial
estocéstica

A | ,
ax; = (8+8' - 502)& +odBl, (3.6)
cuya solucién estd dada por el modelo:
. , 1 .
Vi =Y+ (8+ 6 - 50*)t + 0B (3.7)

donde 3* ~ N(0,03).

En este ejemplo los pardmetros a estimar son 8 = (8,0%) y ¥ = U%. Se puede
observar que por la hipétesis de normalidad sobre las 3* la distribucion condi-
cional de Y} dado Y{ = yi; 3, 3%, 02 también es normal con media y varianza
siguientes:

E[V{[YS = o; 8, 8", 0°] =y + (B + 8" — 507)t + oE[BY]
) 1
=¥+ (B+5 - 500,
VarlY/|Yy = y5; 8, 8°,0%] = Varlys + (8 + ' — 502)15 + 0B
= o?Var[Bj]]

= o’t.

Entonces,

p(y;7y§—17A§';676i70.2) =

. . . iN2

1 —(y —yiy — (B4 — Lo?)Al)
/ i P 202A% '
27r02Aj J

Sustituyendo la densidad que acabamos de encontrar en la funcién de verosimi-
litud descrita en (3.2),
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X

R e
(81)? }dﬁl

1
exp {
\/ (2103 207

Para simplificar el modelo, utilizamos el factor de presicién aplicado en el modelo
de regresién lineal con efecto aleatorios, definimos 7% = 02/ 0}% para obtener la
siguiente verosimilitud:

202

n L\ 2 .
St g (vl — (548"~ 307)A) + (")’
exp{ }
g

L(6, ¥ly) = ﬁ \f

o 1
HW

j=1

V2mo?

Si ademds escribimos o = 8 — 2% y A? = (H?;l (Ali))l/ni la funcién de
i

verosimilitud queda un poco mas reducida,

202

Tity A (vi—via—(a+891) " + (B2
exp{ }

dp'.

L6, ¥ /
( lv) = H 27r<72Az V2mo?

3.3.1. Estimacién con efectos aleatorios

Al resolver la integral de la funcién de verosimilitud, obtenemos la densidad
marginal de los pardmetros independiente a los efectos aleatorios para lo cual
definimos los siguientes vectores que nos permitiran escribir la expresién dentro
de la exponencial como un problema de minimos cuadrados.

Sean

~i i i i i\— i i T
Yy = ((Al) 1/2(y1_y0)7""(Ani) 1/2(yni—yni,1),0) ’
&= ((ADY?,.. (ALY 0),

= (A2 a2 "

Entonces,

7' — &'a— 2|2 =" ((A;)‘”z(y; —yj_1) — (a+ ﬁ%é) +(8')?,

J=1
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desarrollamos el cuadrado y factorizamos (A?%)~*
AL A} i\2
= >N ()~ yio) — (a+ BYAY) + ()
j=1

Por lo tanto,

|§'—&'a—2'8||
M / 2 eXp{ - 202 }
’)7 .
Le,w = . dg*. 3.8

v) };[1 (2mo2 At)ni/2 Voro2 (3.8)

A partir de la teoria de regresion lineal puede encontrarse el estimador de los
efectos aleatorios que minimiza la suma de cuadrados ||y’ — z'a — 2'B%||? para
un « fijo, es decir,

Bi

()2 &)Y - @)

N -1 Uz T4
Si i Si~i S 5
(Z j j) ( ZiY5 — Zjl’ja)
i=1

j=1 j=1
i -1, , (3.9)
Soai+) (Xw — v - Aje)
=1 i=1

_ Yn; — Yo — oa"

- Tig2

con T% = Z?Zl A;', por consiguiente hallamos directamente al estimador de /°
dados los parametros 8 y ¥

Por otro lado, la suma de cuadrados que esta dentro de la exponencial puede
separarse de tal manera que solo una parte dependa de los efectos aleatorios,
entonces reescribimos la integral de la ecuacién (3.8)

1§’ — &' — 8|2 128" = B2 ;.
eXp{ 20° }/\/27r02 {_M}dﬁ7

multiplicamos y dividimos por ((2°)T2")'/2 la expresién anterior para completar

la funcién de densidad de una normal; por lo tanto, B¢ tiene media Bi y varianza
02/(2")Tz". Recordemos que (2')T2" = T + n?.
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Por consiguiente, la funcién de verosimilitud queda expresada como:

M ~q ~i i Qi

s

=

(nz)M/z

1
N-—-M

ny 3 X
(2m02) %5 Ly (A) T /T 42
M =i _ i 3120
exp{_zi:1 Yy $@z5||2}

—

202
(772)M/2 M 1
(2mo2) S e (AZ)LT\/WX
. . ) AL\ 2 A
{ S S (A (= yisy) — (4 AHAL) + (B2 }
expqy — .

202

Tomamos la suma que estd dentro de la exponencial en la funcién de verosimili-
) ) . ) Ao\ 2
tud Zf\il o (AnTt ((y; —yi —alAl) - 51A;) , desarrollamos el cuadrado,

distribuimos (Aé)*l y sustituimos el estimador B’ para obtener la verosimilitud

(172)M/2 M 1

(2r02) " 1;[1 (Ai)%\/mx
M n; ) ] ) N2
exp { — TiQ [Z Z(A;—)fl <y§ —Yiq — OZA;) (3.10)

L0, ¥|y) =

i=1 j=1
M . . . .
= (Wh, —vh— aTHX(T" + 772)1] }
=1
Y la log-verosimilitud
M 2 N-M 2 1 - 1\N; 7 2
log(L(8, ®|y)) = —-log(n*) — —— log(2m0?) — 5 > Jlog((A)"(T" +7?)
i=1
1 M Uz 2
1\—1 7 7 7
~ 952 {ZZ(AJ') (yj Y1 aAj)
i=1 j=1
M . .
= Yk, — T ).
=1

(3.11)

Para hacer el célculo de los estimadores, asuminos que cada individuo es ob-
servado en el mismo intervalo de tiempo, esto quiere decir que T* = T para
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cada 1 < i < M, con ello se consigue simplificar las expresiones de los estima-
dores, luego desarrollamos los cuadrados de las sumas y notamos que quedan
expresadas en términos de tres sumas constantes definidas como:

M
S1="> (yh, — vb),
=1
M
S2=" "(yh, — v
=1

M n;

S3_ZZN (vi - v 1) . (3.12)
i=1j=1
Por lo tanto,
M n; M n;
z;z:lAl(yj_yj1 ) E;E:IAZ (%‘%1) _2042 ynl_yo
i=1j i=1j
+a?MT

=83 —2a52 + o’ MT,

analogamente,

Z (Y, — Y6 — ocT’) _ 2w, —ue)* — 20T 3 (v, — yb) + @ MT?
(T +n?) (T +n?)

52 —-2aTS51+ o?MT?

N (T +7?) '

i=1

Reescribimos la log-verosimilitud en términos de los parametros originales, es
decir, sustituyendo a = 8 — 0%/2, 7* = /03 y los desarrollos de las sumas
anteriores

M o? N —
log(L (0, ®ly)) = - log (73 ) -
B

—Zlog( ““(T+ Z)>_;2 S3 2(5—%2)51

s (o . P2 (=)

(r+3)

Los estimadores maximo verosimiles se encuentran igualando a cero las derivadas
. e . . . A A ~ 2
de la log-verosimilitud y posteriormente se despeja a los pardmetros 3, 62 y ¢5°.

log(270?)

(3.13)
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Derivamos respecto a f3,

AoBlLO.219) _ L 51 (- 7 )i

o} o? 2
~ gz (51 (8- )]
_ 02(Taj§ s [S1(To3 + o

~To%) - (8- ";)MT(T@% +0° - To})]

2
= W[& - (8- )mr].
Ahora, la derivada respecto a o2,
dlog(L(6.¥ly)) _ N-2M = M 53 (5—%2)51
do? 202 2(Tog+02) 20%  (Toj+o02)?
s (B-g)ur (5-%) wr

2(Tof +02)  2(Toj+0?) + 2(To} + 02)?
CT% (TJ% + 202)52
a 204(To% +0%)%

Finalmente, derivamos respecto a 0%,

dlog(L(6, ®ly)) M Mo 52 -2(p - 5 )Ts1

dag N _@ a QGE(TU% +02) + 2(TO’% +02)2

2
(B - %) MT?
2(Tof +02)?

_|_

Al resolver el sistema de ecuaciones para encontrar los maximos, los estimadores
son los siguientes:

- 1 52
1 1
62 = —— - =52]. 1
& (N_2M)(S3 TS) (3.15)
_ _ _ 2 _ 2
52 _M(N — M)S2 - (N — 2M)51* - M*TS3 (3.16)

(N — 2M)M2T?
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Notemos que para que los estimadores de o2 y 0% existan necesitamos que las
sumas S1,52 y S3 cumplan la siguiente desigualdad:
N-M N —-2M

2" 912
MT s M2T s

1
fS2<S3<

Calculamos las varianzas asintéticas de los estimadores a partir de la inversa de
la informacién de Fisher evaluadas en el éptimo. Recordemos que la informacion
de Fisher para algtin pardmetro 6 y densidad f(X;6) esta dado por

2

1(0) = E[(%logf(X;@))Q] = —E[%logf(X;H)]. Entonces,

.. T+ 5?
. 3(N—2M) 2M+MT(T6%+6%)]
572) = 1
Var(e) 2ot A(T6)+62) (3.18)
. 2(T52% + 52)?
Var(ds?) = 2T6; +67)° (3.19)

MT?

3.3.2. Estimacidn sin efectos aleatorios

Si consideramos que el modelo no tiene efectos aleatorios, la funcién de log-
verosimilitud se simplifica de la siguiente manera:

N-M

log(L(B,0%|y) =
(3.20)

M n; (i i 1 _2\AQ)2

_ ZZZ (yj Y1~ (B - 30 )Aj)
202\

i=1 j=1 J
Cabe mencionar que si escribimos la funcién de verosimilitud como el producto
de las funciones de densidad de transicién sin considerar los efectos aleatorios
desde el inicio, obtenemos la misma verosimilitud y por tanto la misma log-
verosimilitud que al hacer 8" = 0 en al ecuacién (3.11).
Por lo que los estimadores maximo verosimil también se simplifican:

f=—=51+—. (3.21)

T512). (3.22)
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Capitulo 4

Simulaciéon y aplicaciones

4.1. Simulacion del movimiento Browniano
geométrico

Antes de desarrollar la aplicacién, es conveniente verificar que los estimadores
que acabamos de encontrar son buenos. Con el fin de estudiar el comportamiento
de dichos estimadores para diferentes relaciones de parametros, en particular
de las varianzas, realizamos simulaciones de las observaciones suponiendo que
siguen trayectorias de un movimiento Browniano geométrico con el método de
Milstein. Utilizamos seis conjuntos de pardmetros para dos valores diferentes
de B, M y n y analizamos las siguientes relaciones: 02 < CT%, o? ~ 0’% y 0% >
o%. Notemos que estamos suponiendo que todos los individuos tiene el mismo
nimero de observaciones n. Los valores se muestan en la Tabla 4.1.

S8 o? 0?, M| n
—0.02 | 0.02 | 0.02 | 10 | 50
—-0.02 | 0.2 | 0.02 | 10 | 50
—0.02 | 0.02 | 0.2 | 10 | 50
—0.02 | 0.02 | 0.02 | 50 | 10
—0.02 | 0.2 | 0.02 | 50 | 10
—0.02 | 0.02 | 0.2 | 50 | 10
—0.2 | 0.02 | 0.02 | 10 | 50
—-0.2 | 0.2 | 0.02 | 10 | 50
—-0.2 | 0.02] 0.2 | 10 | 50
—0.2 | 0.02] 0.2 | 50 | 10
—-0.2 | 0.2 | 0.02 | 50 | 10
—-0.2 | 0.02] 0.2 | 50 | 10

= =
D05 ©0w-10 otk i~

Tabla 4.1: Valores de los pardametros utilizados en las simulaciones.
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Para el andlisis realizamos 1000 trayectorias para cada individuo por cada con-
junto de pardmetros, con observaciones equidistantes en el tiempo dependiendo
del valor correspondiente de n. Tomamos como valor inicial para cada uno de
ellos log(100) y el intervalo de tiempo en que se realizan las obseraciones T=100.
Los paramatros y las varianzas de cada estimador fueron calculadas a partir de
las expresiones de los estimadores encontradas via maxima verosimilitud expre-
sados en las ecuaciones (3.14), (3.15), (3.16). Consideramos el estimador como
la media de los estimadores y los cuantiles empiricos del 2.5% y 97.5% como
el intervalos de confianza de 95 %; cuyos resultados se muestran en las Tablas
4.2,4.3,4.4 para los pardmetros de 3, ® y 03, respectivamente.

B
B 1C Var
-0.0180 | (-0.1042;0.0720) | 0.0018
-0.0185 | (-0.1114;0.0668) | 0.0020
-0.0205 | (-0.2937;0.2460) | 0.0185
-0.0199 | (-0.0610;0.0179) | 0.0004
-0.0195 | (-0.0614;0.0253) | 0.0004
(- )

-0.0186 0.1356;0.1000
-0.2005 | (-0.2910;-0.1164) | 0.0018
-0.2020 | (-0.2889;-0.1079) | 0.0019
-0.2004 | (-0.4630;0.0738) | 0.0183
10 || -0.2011 | (-0.2411;-0.1606) | 0.0004
11 || -0.2007 | (-0.2436;-0.1570) | 0.0004
12 || -0.2014 | (-0.3253;-0.0772) | 0.0039

0.0040

© 00 O Ui Wi

Tabla 4.2: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

En general, se obtienen buenos estimadores; aunque, un nimero considerable
de estimadores de (3 fueron positivos para casi todos los casos, los cual puede
observase en el intervalo de confianza.

Por otra parte, el estimador de o2 ademés de ser el més exacto, con varianzas
asintéticas pequefias existié en todos los casos, es decir, 52 > 0. Por el con-
trario, aproximadamente el 8 % de los estimadores de la varianza de los efectos
aleatorios O’% fue negativo, en particular cuando o2 > 0;23 y para M grande, lo
cual indica la dependencia al tamano de la muestra; por consiguiente [7% es el
mas dificil de estimar.

Si tenemos un experimento el cual se modela incluyendo efectos aleatorios y
erréneamente lo consideramos sin ellos, es decir, 8% = 0 para toda .

Utilizando estos estimadores dados por las ecuaciones (3.21) y (3.22) podemos
observar en la Tabla 4.5, que B y &2 son malos. En particular cuando la varianza
de los efectos aleatorios y el numero de individuos M es grande, ya que el mo-
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6’2
52 IC Var
1 || 0.01999 | (0.01754;0.02253) | 2.173e-10
2 || 0.20000 | (0.17610;0.22600) | 2.176¢-06
3 1| 0.01993 | (0.01754;0.02253) | 2.147¢-10
4 1| 0.02000 | (0.01751;0.02275) | 2.372e-10
5 || 0.20000 | (0.17640;0.22630) | 2.365¢-06
6 || 0.01998 | (0.01742;0.02278) | 2.362¢-10
7 || 0.02004 | (0.01766;0.02252) | 2.196e-10
8 || 0.20040 | (0.17650;0.22690) | 2.192¢-06
9 || 0.02006 | (0.01773;0.02254) | 2.203e-10
10 || 0.02002 | (0.01736;0.02280) | 2.382e-10
11 || 0.19930 | (0.17550;0.22740) | 2.336e-06
12 || 0.02003 | (0.01740;0.02285) | 2.387¢-10

Tabla 4.3: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

delo esta fuertemente influenciado por tales efectos, por consiguiente, suponer

que no hay efectos aleatorios produce estimadores deficientes.

Como ya mencionamos, hacer la estimaciéon de los parametros de difusiones
continuas con observaciones a tiempo discreto causa cierto problema y como las
principales aplicaciones del modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferen-
ciales estocasticas son en estudios biomédicos o bioldgicos, usualmente se cuenta
con un numero pequeno de observaciones. Recientemente, se han estudiado di-
versos métodos para la estimacién maximo verosimil de difusiones a partir de
observaciones disctretas, ciertos autores proponen completar informacién entre
cada par de observaciones mediante puentes de dicha difusién con el fin de ob-

tener mas observaciones y mejores estimadores.
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~2
65 _
6/23 I1C Var
0.01756 | (0.004968;0.03862 | 6.306e-05

0.01786 | (0.003772;0.04053) | 7.891e-05
0.18460 | (0.051750;0.38840) | 6.829e-03
0.01958 | (0.012710;0.02856) | 1.565e-05
0.01957 | (0.011750;0.02897) | 1.860e-05

( )
( )
( )
( )
0.19750 | (0.126800;0.28460) | 1.564¢-03
0.01797 | (0.004995;0.03853) | 6.604¢-05
0.01748 | (0.003816;0.03801) | 7.592e-05
0.18330 | (0.049300;0.38810) | 6.731e-03
0.01981 | (0.012920;0.02850) | 1.601e-05
0.01962 | (0.012360;0.02848) | 1.869¢-05
0.19590 | (0.128200;0.27850) | 1.539¢-03

—_ = =
Do S ©o~To otk N~

Tabla 4.4: Estimadores, intervalos del 95 % de confianza (IC) y varianza.

Estimadres sin efectos aleatorios
B &%
1 -0.00202 0.0570
2 -0.00283 0.2360
3 0.16200 0.3770
4 0.07820 0.2170
5 0.07620 0.3930
6 0.95200 1.9600
7 || -0.18200 0.0558
8 -0.18400 0.2350
9 -0.02600 0.3770
10 || -0.10200 0.2150
11 || -0.10300 0.3940
12 || 0.78300 1.9900

Tabla 4.5: Estimadores para el modelo sin efectos aleatorios.
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4.2. Simulacién con puentes de difusiones
En esta seccién, tomamos el caso del movimiento browniano geométrico ya estu-

diado y vemos qué sucede con los estimadores al incluir las observaciones obte-
nidas mediante la simulacién de puentes con el método descrito en el Capitulo 1.

Puente del movimiento Browniano

5.0

4.0

Proceso

35

Tiempo

Figura 4.1: Puente del movimiento Browniano.

En primer lugar, realizamos el estudio para una ecuacion diferencial estocastica
dada por la ecuacién (3.3), sin agregar efectos aleatorios. Consideremos que el
proceso tiene valor inicial log(100) y A = 1. Tomamos un par de pardmetros
(los mismos que utilizamos anteriormente) 3 = —0.02, 02 = 0.2 y niimero de
individuos M=10 y 50, suponemos que todos los individuos tienen el mismo
nimero de observaciones n.

Calculamos los estimadores dados por las ecuaciones (3.21) y (3.22) con dife-
rentes n para verificar la sensibilidad del estimador al niimero de observaciones,
podemos observar en la Figura 4.2 que mientras n es més grande el estimador
converge al valor del parametro original. Para M=10 esto ocurre con n entre
1500 y 2000 aproximadamente; mientras que con M=50 se pega al valor origi-
nal con més rapidez. Sin embargo, para ambos casos, podriamos decir que con
muestras no tan grandes el estimador no esta tan alejado del valor real.
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Figura 4.2: Estimadores vs. niimero de observaciones.

Ahora, consideremos que tenemos un nimero reducido de observaciones, es de-
cir, n=10 a partir de dichos puntos generamos los puentes con el algoritmo
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descrito en el Teorema 1.3.1; en la Figura 4.1 podemos observar una realizacién
del puente para un individuo, donde los puntos en negro muestran las observa-
ciones que ya se tenfan y el resto (en gris) muestra la trayectoria simulada.

Entonces simulamos observaciones con los parametros en cuestién, generamos
puentes entre cada par de puntos y la idea es verificar que efectivamente re-
cuperamos los valores de 3 v o2. Para hacer la estimacién de esta forma, es
importante obtener una buena muestra con las simulaciones ya que la estima-
cién con puentes es muy sensible a estos cambios.

Para notar esto, generamos trayectorias con M=10 y n=10, 100 y 1000; de tal
manera que en los tres casos obtengamos 10000,15000 y 20000 observaciones,
entonces si N nimero de discretizaciones del puente la Tabla 4.6 muestra los
resultados.

Podemos observar que en los tres casos y para las diferentes discretizaciones el
valor de 62 no varié mucho y estd muy cerca de 0.2 como queriamos, incluso,
al incluir las observaciones del puente el estimador mejord. Ya que los puentes
estan fuertemente influenciados por las observaciones, el estimador de 8 es un
poco mas complicado. Si tomamos el modelo sin puentes, con n=10, B no es
bueno y podemos observar que los estimadores obtenidos al agregar los puentes
se acercan a ese valor de B, por lo que también son malos. Sin embargo, con
n=100 y n=1000 mejora mucho B y el parametro adquiere mayor estabilidad,
por lo tanto, incluir los puentes parece ser buena idea.

n N Jéi 52
10 0 | —0.0494 | 0.1859
10 | 1000 | —0.0427 | 0.1992
10 | 1500 | —0.0423 | 0.2000
10 | 2000 | —0.0424 | 0.1999
100 0 | —0.0191 | 0.2119
100 | 100 | —0.0219 | 0.1988
100 | 150 | —0.0183 | 0.2127
100 | 200 | —0.0206 | 0.2080
1000 | 0 | —0.0194 | 0.1975
1000 | 10 | —0.0215 | 0.1932
1000 | 15 | —0.0201 | 0.1961
1000 | 20 | —0.0194 | 0.1974

Tabla 4.6: Estimadores del modelo sin efectos aleatorios con puentes.

Ya vimos que el uso de puentes de difusiones se comporta bien para resolver el
problema de informacién faltante para ecuaciones diferenciales estocéasticas, sin
efectos aleatorios. También ya vimos como se comportan los estimadores en el
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modelo con efectos aleatorios, entonces falta hacer el analisis agregando dichos
efectos.

Seguimos con los mismos valores de 3 y o2 e incluimos ag = 0.02. En la Figura
4.3 se muestra una trayectoria de un puente Browniano con efectos aleatorios
con n=5 y N=100, nuevamente los puntos en negro son las observaciones y la
trayectoria en gris es la simulaciéon del puente.

Puente Browniano con efectos aleatorios

5.0

4.8

Proceso
4.6

4.2

Tiempo

Figura 4.3: Puente del movimiento Browniano con efectos aleatorios.

Supongamos que tenemos M=10 y n=100 y hacemos 100 simulaciones para cada
N=10, 100 y 1000 del modelo con efectos aleatorios con los mismo parametros.
En la Tabla 4.7 se muestran los valores de los estimadores y sus respectivas
varianzas. Notemos que para este conjunto de parametros habiamos obtenido
en las Tablas 4.2, 4.3 y 4.4 § = —0.0185, 02 =0.2000 y & B = 0.01786.

N B 52 &3 Var(3) Var(5?) Var(53)

10 | —0.0248 | 0.1968 | 0.0214 | 1.063¢ — 03 | 9.515¢ — 08 | 2.260e — 05
100 | —0.0233 | 0.1991 | 0.0213 | 1.063¢ — 03 | 1.050e — 08 | 2.260e — 05
1000 | —0.0220 | 0.1999 | 0.0213 | 1.754e — 03 | 2.124e — 10 | 6.158¢ — 05

Tabla 4.7: Estimadores del modelo con efectos aleatorios con puentes.

65




Podemos notar que que el estimador de (3 estd sobre estimado, sin embargo,
cuando incrementamos el nimero de puntos en el puente la estimacién mejo-
ra considerablemente, para el caso de o2 como ya habfamos mencionado, sigue
siendo el valor més exacto incluso con muestras no tan grandes, mientras que
para J% obtuvimos cambios favorables en el estimador, ya que al considerar los
puentes, se acerca mas al valor real. Las varianzas permanecen muy pequenas y
similares a las anteriores a pesar de haber agregado las simulaciones.

Con este estudio pudimos observar que generar puentes entre cada par de obser-
vaciones resulta un poco mas costoso computacionalmente, sin embargo, para
obtener los estimadores es de gran ayuda. Pero en este caso ya que solo es de
verificacién Unicamente buscamos recuperar los valores de los pardametros que
ya conociamos.

En la practica, lo que conocemos realmente son resultados del experimento, en-
tonces, lo primero que tendriamos que suponer es que se distribuyen como un
movimiento Browniano geométrico, ademas de independiencia entre individuos
o unidades experimentales. Luego, la estimacién se hace mediante algiun algo-
ritmo, por ejemplo, el EM (esperanza maximizacién).

El EM es un algoritmo iterativo que consta de dos pasos, primero se deben dar
valores iniciales a los tres parametros; en el paso E se simulan los puentes con
los valores de los pardmetos iniciales para completar la informacién faltante,
posteriormente, en el paso M se maximiza la verosimilitud, es decir, se calculan
los estimadores con toda la informacion y se regresa al paso E utilizando los
valores recién obtenidos y asi hasta la convergencia.

4.3. Aplicacion

Ahora, aplicamos el modelo a un conjunto de datos que representan la disolucién
de Metropolol Tartrate que es un medicamento utilizado para tratar la presion
arterial alta (hipertensién); lo cual ayuda a prevenir derrames cerebrales, ata-
ques cardiacos y problemas renales. Este medicamento también se utiliza para
tratar el dolor de pecho (angina) y para mejorar la supervivencia después de un
ataque al corazén.

Los datos fueron obtenidos de [18], donde se examinan con distintos métodos
basados en ANOVA, ratio test, entre otros. Se analizaron cuatro tipos de pasti-
llas de 100 mg, cada experimento se realizd seis veces, con intervalos de tiempo
de 5 minutos hasta 45 minutos.

Utilizamos tinicamente los datos de lenta disolucién (véase Tabla 4.8) para ejem-
plificar el modelo y encontrar los estimadores correspondientes. Consideremos
que el porcentaje atin no disuelto de Metropolol se modela con la ecuacién (3.7),
donde y; es el logaritmo de la observacion de la repeticién ¢ al tiempo j. En la Fi-
gura 4.4 observamos el porcentaje no disuelto para cada experimento. Notemos
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5min | 10min | 15min | 20min | 25min | 30min | 45min
14.6 23.7 34.7 44.2 51.9 58.1 73.4
11.5 21.1 31.3 38.4 45.1 51.0 65.8
12.3 21.4 30.3 38.5 45.7 52.7 67.6
12.9 23.1 33.0 40.4 48.1 53.8 69.6
124 21.0 30.9 40.9 47.4 53.2 71.3
13.4 23.4 32.3 39.7 46.1 52.2 66.5

Tabla 4.8: Porcentaje no disuelto de Metoprolol.

que M =6y N =42.

Porcentaje no disuelto

Porcentaje no disuelto

Utilizando las ecuaciones (3.14), (3.15) y (3.16), encontramos el valor de los
estimadores que se muestran en la Tabla 4.9 asi como sus respectivas varianzas
y los estimadores del modelo si asumimos que no hay efectos aleatorios.

Como la varianza de los efectos aleatorios es muy pequena y comparada con o
sigue siendo pequena, suponiendo que no hay efectos aleatorios los estimadores
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Figura 4.4: Porcentaje de Metoprolol no disuelto.




Con efectos aleatorios Sin efectos aleatorios
Estimador | Desviacion estandar Estimador
B -0.02593 8.3283e-04 -0.02592
&2 || 5.0936e-05 3.8676e-10 7.0191e-05
&[23 2.8882¢-06 2.4027e-06 -

Tabla 4.9: Estimadores de Metropolol.

no son tan malos como en el caso de las simulaciones.

Ademés, a partir de la ecuacién (3.3.1), obtenemos los estimadores de los efectos
aleatorios que se muestran en la Tabla 4.10 para cada repeticion i del experimen-
to. Para verificar que dichos estimadores cumplen el supuesto de normalidad,
hacemos la grafica de los cuantiles qqnorm; en la Figura 4.5 se puede observar a
pesar de ser pocos datos efectivamente la muestra pertenece a una distribucién

normal.

Bi

ST W N

-0.00222
0.00152
0.00074
-0.00024
-0.00134
0.00154
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Tabla 4.10: Estimadores de los
efectos aleatorios.




0.001

0.000

Muestra

-0.001

-0.002

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Cuantiles teéricos

Figura 4.5: Gréfica de los cuantiles
de una normal vs. los
estimadores de f;.

Finalmente, en la Figura 4.6 se muestran los datos observados comparados con
las trayectorias simuladas a partir de los estimadores de los parametros y de
los efectos aleatorios encontrados para cada repeticiéon del experimento donde
podemos observar que se ajustan adecuadamente.

Para modelar la tendencia decreciente de los datos, es decir, que a medida que se
incrementa el tiempo el porcentaje no disuelto de Metropolol disminuya, segiin
la ecuacidn (3.7) los pardmetros deben cumplir la desigualdad (B +Bi—52 /2) <0
para toda 1.

Notemos que el coeficiente de difusién es muy pequenio comparado con B y
que ademaés los efectos aleatorios son normales con media cero y desviacion
estandar estimada también muy pegena, por lo tanto, con B negativa podemos
asegurar que se cumpla dicha desigualdad, por lo tanto el comportaiento del
modelo deseado. Recordemos también que los efectos aleatorios 3° nos dan las
variaciones entre las seis veces que se realizé el experimento. Entonces, pode-
mos modelar el porcentaje de Metoprolol no disuelto mediante un movimiento
Browniano geométrico con efectos aleatorios.
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Conclusiones

Sin lugar a dudas el modelo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales
estocésticas es muy util para describir mejor cierto tipo de experimentos, por
ejemplo, los estudios biomédicos; ya que modela tanto las variaciones que existen
entre los individuos como las variaciones de cada individuo durante el estudio.

Pudimos observar que encontrar los estimadores de manera explicita en el caso
del movimiento Browniano geométrico no resulta dificil después de haber reali-
zado ciertos calculos. También pudimos notar que el desarrollo para encontrar
dichos estimadores estd basado en la estimacion via verosimilitud tanto de las
ecuaciones diferenciales estocdasticas como del modelo de efectos de mezclas.

En el estudio de las simulaciones, en general, los valores estimados de los para-
metros 3, 0% y af; fueron muy cercanos a los valores reales para los diferentes
conjuntos de parametros. Ademds, hubo una clara relacién de dependencia entre
el estimador de la varianza de los efectos aleatorios y el tamano de la muestra.
Asimismo, pudimos observar que si un experimento se modela mediante un mo-
delo de efectos de mezclas en ecuaciones diferenciales estocasticas y al hacer
la estimacién no se consideran los efectos aleatorios, los valores de /3, o2, no
representan el comportamiento del experimento.

Desafortunadamente, el modelo es restrictivo en cuanto a las condiciones que
se deben cumplir para que existan los estimadores de la varianza de los efectos
aleatorios y el coeficiente de difusion. Por otra parte, como ya se ha mencionado
la estimacién maxima verosimil no funciona para cualquier modelo, ni siquiera
en difusiones con funciones de densidad condicional conocidas como por ejem-
plo, el Ornstein-Uhlenbeck, del cual puede escribirse la funcién de verosimilitud
pero no existen los estimadores explicitos.

Por tal motivo el estudio del modelo es muy amplio, por un lado podria buscarse
generalizar el modelo con el movimiento Browniano geométrico donde los efec-
tos aleatorios no sean idénticamente distribuidos y por lo tanto, los individuos
tengan varianzas distintas.

Por otro lado, ya algunos autores han desarrollado otros métodos para poder uti-
lizar otras difusiones, considerando aproximaciones a la verosimilitud, a partir
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de funciones hermitianas y reglas de cuadratura gaussiana, ([16]) y para mode-
los no lineales, basados en el algoritmo EM ([6]), y combinando la estimacién
condiconal de primer orden con el filtro de Kalman ([14]).

72



Apéndice A

Descomposicion
ortogonal-triangular

La descomposicién ortogonal-triangular o QR es un método numérico, usado
normalmente para resolver problemas de minimos cuadrados.

Sea X uma matriz de n X m con n > m de rango m, entonces existe una matriz
ortogonal Q, cuadrada de n X m y una matriz trinagular superior, R de p x p
lunicas tal que:

x-qg] —ar

donde Q; (Q — truncada) son las primeras p columnas de Q. Si m = n, la ma-
triz Q es unitaria, si X es no singular, las entradas de la diagonal de R pueden
elegirse positivas y ademas si X es real, Q y R también lo son.

Como Q es ortogonal, entonces QQ' = QTQ = I, por lo cual, Q7 Q; = L
Ademas, recordemos que cualquier matriz ortogonal preserva la norma de los
vectores bajo multiplicacion, es decir,

Q"> =(Q"y) " QTy=y"QQ "y =y y = [ly|*.

El método que més se utiliza para enconrar dichas matrices es el de Gram-
Schmidt.
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Apéndice B
Caodigos

A continuacién, presentamos los cédigos realizados en R-3.1.0 utilizados para
las simulaciones y la aplicacién.

Para la simulacién del movimiento Browniano geométrico y el puentes de dicha
difusion, utilizamos el paquete sde, especificamente las funciones GBM y DBridge.

La funcién sim genera la matriz de respuestas para los M individuos del ex-
perimento, cada uno con n observaciones generadas a partir del movimiento
Browniano geométrico. Recibe como argumentos M, n, los pardmetros del mode-
lo B=beta, o?=sigma y J%:sigmab para el caso donde haya efectos aleatorios
y efectos que es un argumento 16gico; por default genera las trayectorias sin
efectos aleatorios. Devuelve una lista que contiene la matriz de respuestas trans-
formadas Y, el vector de tiempos T y en su caso el vector de efectos aleatorios
betai.

sim<-function(M,n,beta,sigma,sigmab,efectos=FALSE){
T<-numeric
Y<-matrix(0,M, (n+1))
i<-0
betai<-numeric()
T<-seq(from=0, to=n,length=n+1)

if (efectos==FALSE){
while (i<M){
i<-i+1
aux<-GBM(x=100,r=beta,sigma=sqrt(sigma) ,N=n,T=n)
Y[i,]<-log(aux)

}

resp<-list(Y=Y,T=T)
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else{
betai<-rnorm(M,0,sqrt (sigmab))
while (i<M){
i<-i+1
mu<-betat+betail[i]
aux<-GBM(x=100,r=mu, sigma=sqrt (sigma) ,N=n,T=n)
Y[i,]<-log(aux)

}
resp<-list(Y=Y,T=T,betai=betai)
}
return(resp)

La funcién Tray.Comp genera puentes entre cada par de observaciones de un
individuo; nuevamente por default lo hace sin efectos aleatorios. Recibe como
argumentos un vector de observaciones Obs, de tiempo Tiempo, N que indica
el nimero puntos a simular entre cada par de observaciones y los pardmetros
provenientes de la difusion. Regresa una lista con el vector de la trayectoria
que incluye las observaciones dadas y los puentes generados Proceso y el nuevo
vector de tiempos.

Tray.Comp<—function(0bs,Tiempo,N,beta,sigma,betai,efectos=FALSE){
Z<-numeric()
sd<-sqrt(sigma)
aux<-numeric ()
auxT<-numeric()
i<-1
if (efectos==FALSE){
mu<-as.expression(beta)
t<-expression(t)
d<-eval(substitute(expression(mu*t),
list(mu=mu[[11],t=t[[111)))
s <- as.expression(sd)
while(i <length(Obs)){
aux<-DBridge(x=0bs[i], y=0bs[i+1], t0=0, T=1,
drift=d,sigma=s,N=N)
auxT<-seq(from=Tiempo[i] ,to=Tiempo[i+1],length=N+1)
if (i==1){
Z<-aux
T<-auxT
}
else{
Z<-c(Z,aux[2: (N+1)])
T<-c(T,auxT[2: (N+1)])

}

i<-i+1

(0]



}

else{
s <- as.expression(sd)
while(i <length(Obs)){
mu<-betat+betai-1/2*sigma
mu<-as.expression (mu)
t<-expression(t)
d <- eval(substitute(expression(mu*t),
list (mu=mu[[1]],t=t[[111)))
aux<-DBridge(x=0bs[i], y=0bs[i+1], t0=0, T=1,
drift=d, sigma=s,N=N)
auxT<-seq(from=Tiempo[i] ,to=Tiempo[i+1],length=N+1)
if (i==1){
Z<-aux
T<-auxT

}

else{
7<-c(Z,aux[2: (N+1)])
T<-c(T,auxT[2: (N+1)])

}

i<-i+1
}

return(list (Proceso=Z,Tiempo=T))

}

La funcién puentes utiliza la funcién anterior para generar las trayectorias con
puentes de difusiones de los M individuos. Recibe como argumentos D que es
una lista, con una matriz denotada por Y donde cada renglén contiene las ob-
servaciones de cada individuo y el vector de tiempos T (puede ser el output de
sim) y el resto de los argumentos son los ya conocidos.

puentes<-function(D,N,beta,sigma,betai,efectos=FALSE){
M<-dim(D$Y) [1]
i<-1
T<-Tray.Comp(D$Y[1,],D$T,N,beta,sigma,betaili] ,efectos)$Tiempo
aux<-matrix (0,nrow=M,ncol=length(T))
while (i<=M){
aux[i,]<-Tray.Comp(D$Y[i,], D$T, N, beta, sigma,
betail[i] ,efectos)$Proceso
i<-i+1
}

return(list (Y=aux,T=T))

Ya que presentamos las funciones necesarias para simular las observaciones, nos
interesan ahora las funciones para calcular las estimaciones y sus varianzas. El
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primer cédigo es auxiliar para calcular los estimadores, tiene como argumento
una matriz Y de observaciones y el vector T de tiempos, regresa un vector de
tres entradas, cada una con las sumas definidas en las ecuaciones (3.3.1), donde
la i-ésima entrada representa la suma Si.

Sumas<-function(Y,T){
aux<-numeric(3)
tam<-dim(Y)
for (i in 1:tam[1]1){
aux[1]<-aux[1]+(Y[i,tam[2]]-Y[i,1])
aux[2]<-aux [2]+(Y[i,tam[2]]-Y[i,1])"2
delta<-T[2]-T[1]
for (j in 2:tam[2]1){
rest<-(Y[i,jl-Y[i,j-11)"2
prod<-(1/delta)*rest
aux[3]<-aux [3] +prod
}
}

return(aux)

}

Las siguientes dos funciones, calculan los estimadores dados en por las ecuacio-
nes (3.21) y (3.22) cuando no hay efectos aleatorios y por las ecuaciones (3.14),
(3.15) v (3.16). Ambas reciben como argumento una lista D con la matriz de
observaciones Y y el vector de tiempos T. Regresan un vector de dos y tres en-
tradas respectivamente. La primer entrada corresponde a B , seguido de 62 y 6% .

estimadores.sinE<-function(D){
param<-numeric(2)
M<-dim(D$Y) [1]
N<-M*dim(D$Y) [2]
T<-D$T [length (D$T)]1-D$T[1]
S<-Sumas (D$Y,D$T)
param[2]1<-(S[3]1-(S[11°2)/(M*T))/(N-M)
param[1]<-1/(M*T)*S[1]+param[2] /2
return(param)

}

estimadores<-function(D){
est<-numeric(3)
M<-dim(D$Y) [1]
N<-M*dim(D$Y) [2]
S<-Sumas (D$Y,D$T)
T<-D$T [length (D$T)]-D$T[1]
est [2]1<-(S[3]*T-S[2])/(T*(N-2*M))
est[1]1<-1/(M*T)*S[1]+est [2]/2
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est [3]<-(S[2] *M* (M-N)+S [3] *M~2*T+S [1] ~2x (N-2xM) ) / (M~ 2%T "~ 2% (2%M-N) )
return(est)

}

Y por 1ltimo las varianzas de los estimadores con efectos aleatorios, ademas de
tener como argumento a D, recibe los valores de 62 y &% obtenidos con la funcién
estimadores.

varianza<-function(D,sigma,sigmab){
M<-dim(D$Y) [1]
N<-M*dim(D$Y) [2]
T<-D$T [length (D$T)]-D$T[1]
vari<-numeric(3)
vari[1]<-(T*sigmab+sigma)/(M*T)
vari[2]<- (3% (N-2%M) / (2*sigma”4)
+(M* (2+T"2*sigmab+T*sigma)) / (4* (T*sigmab+sigma) “2)) "~ (-1)
vari[3]<-(2*(T*sigmab+sigma) ~2)/(M*T"2)
return(vari)

}

Los valores obtenidos en el Capitulo 4 fueron obtenidos a partir de la aplicaciéon
de las funciones anteriores, ya sea para los diferentes conjuntos de pardmetros
o para los datos de Metropolol.
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