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Capitulo 1

Introduccion

Un problema de gran interés en geometria computacional consiste en en-
contrar poligonizaciones de conjuntos de puntos en el plano que cumplan
cierta propiedad. En la mayoria de los casos se pide que la poligonal a cons-
truir sea un poligono simple, es decir, que divida al plano en dos regiones:
adentro y afuera del poligono. Asi, la poligonal buscada no puede tener in-
tersecciones con ella misma. Un problema interesante y no estudiado a la
fecha consiste en encontrar poligonales que tengan la mayor cantidad posible
de intersecciones consigo mismas. Este problema es el tema principal de este
trabajo y se discutira ampliamente a lo largo del mismo.

Figura 1.1. Dos poligonizaciones del mismo conjunto de puntos en el plano:
a la izquierda, un poligono simple y a la derecha, una poligonizacién con 5
cruces.

Empecemos por precisar lo que queremos resolver. Sea S un conjunto de
n puntos en el plano. Una trayectoria o camino de longitud k es una sucesion
D1y P2y - - -5 Pk, Prr1 de puntos de S en la que ningtn elemento aparece mas
de una vez. Anédlogamente, un ciclo de longitud k es una sucesién py, po, . . .,
Dk, Pri1 = p1 de puntos de S en la que ningun elemento aparece mas de una
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vez, excepto p; que aparece al principio y al final. Dada una trayectoria o
un ciclo de longitud k, a los segmentos de recta p;p;11 donde 1 < ¢ < k los
llamaremos aristas de la trayectoria o del ciclo. Aqui no vamos a considerar
que dos aristas consecutivas de una trayectoria o ciclo se cruzan, asi que
diremos que dos aristas se cruzan o intersectan si existe un punto que es
interior a ambas y a dicho punto lo llamaremos un cruce. A la cantidad
de cruces formados por aristas de una trayectoria o ciclo la llamaremos el
numero de cruces de la trayectoria o ciclo. Asi, para nuestros fines, una
poligonizacion de un conjunto S de m puntos serd simplemente un ciclo en
el que aparecen todos los puntos de S, es decir, un ciclo de longitud n, al
que también llamamos ciclo hamiltoniano. Decimos que una poligonizacién
es stmple si no tiene ningin par de aristas que se cruzan.

Antes de seguir adelante, conviene senalar que aqui, todos los conjuntos
de puntos que consideremos, salvo que se indique explicitamente lo contrario,
van a ser conjuntos de puntos en el plano en posicion general, es decir, en
donde no hay tres puntos del conjunto que estén sobre la misma recta. Dado
que para fines computacionales conviene pensar a los puntos expresados en
términos de coordenadas cartesianas, también vamos a considerar, salvo que
se indique lo contrario, que no hay dos puntos que tengan la misma coor-
denada x o y. Esto facilita los calculos computacionales y siempre se puede
obtener esta condicién eligiendo adecuadamente los ejes de coordenadas.

Con estas definiciones, el problema que abordaremos en este trabajo pue-
de establecerse en los siguientes términos: ;Cual es el maximo nimero de
cruces de una poligonizacion que se puede asegurar para cualquier conjunto
de n puntos en el plano que estan en posicién general?

Es conveniente que, antes de establecer cotas para nuestro problema, co-
mentemos un poco acerca del trabajo que ya se ha hecho y que esté relacio-
nado con lo que queremos resolver. En lo que sigue, describimos la relacién
de nuestro problema con algunos problemas que ya han sido estudiados.

Una primera pregunta para empezar a entender el problema consiste en
determinar cuantas poligonizaciones existen en un conjunto de n puntos.
Observemos que cualquier permutacion del conjunto de puntos determina
exactamente una poligonizacién; sin embargo, puede pasar que varias permu-
taciones determinen la misma poligonizacion. Aqui, vamos a considerar que
dos poligonizaciones son la misma si los conjuntos de sus aristas coinciden.
Asi, dada una poligonizaciéon P = pq, ..., p,, p1, las poligonizaciones iguales
a ella son las que inician en algun p; y siguen el orden de P, ya sea al derecho
o al revés. Como hay n! permutaciones, tenemos que hay n!/(2n) = (n—1)!/2
poligonizaciones. Una pregunta natural aqui y que es mas dificil de responder
es jcuantas de esas poligonizaciones son simples?

Observemos que en todo conjunto S de n puntos siempre existe al menos



una poligonizacién simple. Una forma de construir dicha poligonizacién es
la siguiente: tomamos el punto p mas a la izquierda de S y ordenamos los
puntos restantes de S en orden creciente respecto a la pendiente que forman
con p. Digamos que obtuvimos los puntos en el orden ¢;, qa, ..., ¢,_1. Asi,
podemos trazar la poligonizacion p, qi, o, ..., ¢o—1, p- Esta poligonizacién
la realizamos en tiempo computacional O(nlogn) debido a la ordenacion ya
que encontrar el punto de mas a la izquierda y unir los puntos se realiza en
tiempo lineal.

Figura 1.2. Poligonizacién simple en tiempo O(nlogn).

Es importante comentar que la cota inferior para el tiempo que toma
encontrar una poligonizacién simple es 2(nlogn). Esto lo podemos ver me-
diante una reduccion del problema de ordenacién. Supongamos que tenemos
un conjunto de nimeros ay, ..., a, que queremos ordenar. Entonces, para tal
fin, podemos encontrar una poligonizacion sin cruces del conjunto de puntos
(ay,a?),..., (a,,a?). Como los puntos estdn en posicién convexa, su unica
poligonizacién simple es el poligono que define su cierre convexo, el cual
contiene a los ntimeros a; en orden. De esta forma, una vez hecha la poligo-
nizacion, podemos ordenar los niimeros en tiempo lineal. Por lo tanto, como
la cota inferior para ordenar n ntimeros es 2(nlogn), tenemos que encontrar
la poligonizacién sin cruces toma al menos tiempo Q(nlogn).

Respecto a la pregunta de cudntas poligonizaciones simples hay en to-
do conjunto de n puntos, se puede consultar la pagina de Erik Demaine
http://erikdemaine.org/polygonization/, en la que se dan algunas co-
tas asintoticas tanto superiores como inferiores. A la fecha, la mejor cota
inferior es 4.642" y la mejor cota superior, 56", las cuales se prueban en [15]
y [29], respectivamente. Estas cotas confirman que, como es de esperar, la ma-
yoria de las poligonizaciones tienen cruces. Otra pregunta natural consiste en
contar el nimero de poligonizaciones que tengan cierto nimero de cruces, no
necesariamente cero. Sin embargo, lo que vamos a intentar responder aqui no
consiste en contar poligonizaciones sino en encontrar el maximo numero tal
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que siempre podemos asegurar que existe al menos una poligonizacién con
esa cantidad de cruces.

Ahora, vamos a ver la relacion que tiene nuestro problema con la teoria
de graficas, dando la definiciones necesarias para ver la relacion de nuestro
problema con los de dicha teoria. En especial nos interesaran las graficas
geométricas.Un tratamiento mas detallado de estos temas se puede consultar
en un buen libro de teoria de gréficas, como [6].

Una grdfica (simple) G es un par de conjuntos (V, E), donde los elementos
de V se llaman wvértices y a cada elemento de E, al que llamamos arista,
le asignamos un par de elementos distintos de V' de forma que no existen
dos aristas que se correspondan con el mismo par de vértices. Una grdfica
geométrica es una grafica cuyos vértices forman un conjunto de puntos en
el plano y cuyas aristas son segmentos de recta que unen pares de vértices.
La grdfica geométrica completa de un conjunto de puntos S es la grafica
geométrica cuyos vértices son los puntos del conjunto y que tiene como aristas
a todos los segmentos de recta que unen pares de puntos del conjunto. Un
ciclo en una grafica G es una sucesion vy, vs, . . ., Uk, Vg1 = vy de vértices de G
tal que cada vértice aparece exactamente una vez excepto v, y paral <1 < k,
existe una arista en G que une a v; con v;,1. Un ciclo hamiltoniano en una
grafica G' es un ciclo que contiene a todos los vértices de G. De esta forma,
una poligonizacién en un conjunto de puntos S es un ciclo hamiltoniano en
su grafica geométrica completa.

Un dibujo de una grafica GG en el plano es una representacién de G en el
plano donde a cada vértice lo representamos por un punto y a cada arista
por una linea continua que une a los vértices a los que es incidente. De forma
analoga al caso de las aristas de una poligonizacién, decimos que dos aristas
en un dibujo de G se cruzan si existe un punto comun interior a ambas y a
cada uno de esos puntos lo llamamos un cruce del dibujo de G.

El problema del niimero de cruces en graficas consiste en, dada una grafica
G, encontrar el minimo nimero de cruces, denotado por cr(G), que puede
tener cualquier dibujo de G en el plano. Sin embargo, para nosotros es de
mayor interés el problema del nimero de cruces rectilineo en graficas, en
donde ademaés pedimos que en los dibujos, las aristas se representen por
segmentos de recta, es decir, que sean graficas geométricas.

El problema del nimero de cruces de una grafica ha sido estudiado para
diversas familias de gréficas. Por ejemplo, es un hecho conocido que cr(K,) =
O(n*), donde K, es la grafica completa de n vértices, y que sucede tanto para
el caso general como para el caso rectilineo, como se establece en [9] y en [2§],
respectivamente. En [26], se introducen varios problemas relacionados con el
minimo numero de cruces en los dibujos de una grafica. En el caso rectilineo
para graficas completas y para los valores de n menores o iguales a 100, se pue-



de consultar la pagina de Oswin Aichholzer http://www.ist.tugraz.at/
staff/aichholzer/research/rp/triangulations/crossing/, donde se dan
los valores de cr(K,) con sus respectivos ejemplos, asi como los dibujos no
isomorfos para cada K, con n < 20.

Notemos que el problema del nimero de cruces rectilineo no es interesante
para el caso de ciclos hamiltonianos, ya que como vimos es cero; es mas, sin
importar como se coloquen los puntos, siempre hay una forma de asignar los
vértices del ciclo a esos puntos de forma que no haya cruces. En este trabajo
queremos determinar justo lo contrario, cual es el méaximo nimero de cruces
del ciclo sin importar el conjunto de puntos al que van a corresponder los
vértices. De aqui, podemos pensar en una posible generalizacién de nuestro
problema, que consiste en encontrar ese maximo nimero de cruces para otras
familias de graficas, no necesariamente ciclos hamiltonianos, sin importar el
conjunto de puntos que se va a corresponder con el de vértices.

Otras graficas que vamos a estudiar aqui y que queremos que tengan
muchos cruces van a ser los apareamientos, es decir, graficas que consisten de
un conjunto de aristas de forma que no haya dos aristas que compartan un
vértice. En particular, vamos a estudiar las familias de cruce. Una familia de
cruce es un apareamiento cuyas aristas se intersectan dos a dos. El problema
que estudiaremos consiste en encontrar la maxima cardinalidad de una familia
de cruce contenida en cualquier conjunto de puntos. La mejor cota inferior
que se tiene a la fecha es de Q(y/n) y la mejor cota superior es de O(n)
para un conjunto de n puntos, véase [3]. Ademas de esto, se tienen varias
caracterizaciones para las familias de cruce, asi como situaciones que implican
que exista una familia de cruce de determinado tamano, véanse [3] y [25].
Todo esto lo vamos a ver en detalle en el Capitulo [l

Observemos que dos segmentos se intersectan solo si sus extremos estan
en posicion convezxa, es decir, si forman un cuadrildtero tal que si dos pun-
tos estan dentro del cuadrilatero, entonces el segmento que los une también
estd contenido en el cuadrilatero. Si los cuatro puntos estan en posicién con-
vexa, solo una de las tres posibles formas de unir los puntos mediante dos
segmentos forma un cruce, mientras que si no estan en posiciéon convexa, no
se pueden unir para que formen un cruce. De esta forma, cada cuarteta de
puntos que esta en posicion convexa representa la oportunidad de hacer un
cruce si unimos los puntos con cuidado. Cuando tenemos la gréfica geométrica
completa, entonces su numero de cruces coincide con el niimero de cuartetas
convexas del conjunto de puntos. Sin embargo, lo que nos interesa es encon-
trar un ciclo hamiltoniano del conjunto de puntos que tenga muchos cruces,
es decir, muchas cuartetas de puntos en las que hemos unido los puntos de la
forma adecuada. Planteada de esta manera, la condicién de que la estructura
a buscar sea un ciclo hamiltoniano parece ser muy restrictiva.
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Una observacién adicional en este orden de ideas es que, dados cuatro
puntos en posiciéon convexa unidos por un par de segmentos, la suma de las
longitudes de dichos segmentos es mayor si se cruzan que si son paralelos,
es decir, si no se cruzan. De esta manera, una manera de intentar resolver el
problema consistiria en trazar un poligono simple y, cada vez que se encuen-
tre un par de aristas paralelas, intercambiarlas por sus respectivas aristas
cruzadas. Como en cada paso la longitud total del poligono aumenta y sélo
hay una cantidad finita de poligonizaciones, se tiene que el procedimiento
termina en algiin momento dando como resultado un poligono de longitud
grande. Sin embargo, puede pasar que en cada paso perdamos cruces o que
haya un poligono simple que no tenga ningin par de aristas paralelas, como
veremos en la Seccién

Intuitivamente, una poligonizaciéon con muchos cruces es un recorrido
largo que pasa por todos los puntos de un conjunto. Cuando pensamos en
aplicaciones, muchas veces se pretende encontrar una trayectoria corta con
el fin de ahorrar combustible, tiempo o algin otro recurso. Sin embargo,
a veces puede ser mas conveniente realizar una trayectoria méas larga si al
recorrer mas distancia obtenemos un mayor beneficio. Por ejemplo, desde la
perspectiva de un taxista que cobra lo que marca el taximetro y que tiene un
pasajero que le pide ir a varios lugares sin importar en qué orden se visiten y
al final regresarlo a su casa, al taxista le conviene hacer el recorrido mas largo
posible. Para otra posible aplicacién, podemos imaginar a un turista que va
a visitar varios lugares turisticos en la ciudad y regresar al lugar de partida.
Al turista no le importa el orden en que va a visitarlos y querrd recorrer la
distancia mas larga posible sin repetir destinos con el fin de conocer todo lo
que se pueda de la ciudad.

En las dos situaciones anteriores, se requiere el ciclo mas largo posible
que pase por todos los destinos, es decir, un ciclo hamiltoniano lo mas largo
posible. Sin embargo, se conjetura que encontrar el ciclo hamiltoniano més
largo de cualquier conjunto de puntos es un problema NP-completo, véase [2].
Es por ello que una poligonizacion con muchos cruces puede ser una buena
alternativa para las dos situaciones anteriores en vez del ciclo hamiltoniano
mas largo si la podemos construir en tiempo polinomial.

Una pregunta natural y que relaciona estas ideas de longitud y cruces es
determinar el nimero de cruces del ciclo hamiltoniano de longitud méaxima.
El problema estd abierto. En la Seccién [4.1] veremos que el ciclo hamiltoniano
mas largo cuando se tiene una cantidad impar de puntos en posicién convexa
tiene un numero cuadratico de cruces.

En el Capitulo 2 vamos a dar las herramientas que se utilizaron para
resolver el problema. Estas herramientas se refieren basicamente a las ideas
de posicién convexa, permutaciones y cortes tipo sandwich de jamoén.



En el Capitulo[3]vamos a estudiar en detalle el problema de las familias de
cruce que comentamos anteriormente. Vamos a ver dos caracterizaciones de
una familia de cruce, la cota inferior de (y/n) usando conjuntos mutuamente
excluyentes y una cota superior lineal. El material de dicho capitulo, al igual
que el anterior, serd una revision de trabajo ya hecho y no trabajo propio.

En el Capitulo @l revisaremos las primeras cotas obtenidas para el pro-
blema del nimero de cruces aplicando de una forma relativamente directa
las herramientas de los capitulos anteriores. Primero, veremos una cota su-
perior cuadratica que a veces se alcanza con el ciclo hamiltoniano mas largo
de ese conjunto de puntos, después, veremos una poligonizacion sin cruces y
sin ningin par de aristas que se puedan cruzar y al final, veremos tres cotas
inferiores subcuadraticas.

En el Capitulo [l veremos los resultados principales obtenidos durante la
elaboracion de esta tesis, los cuales son las cotas inferiores cuadraticas pa-
ra el nimero de cruces. Primero se definiran los k-apareamientos y después
se daran las cotas encontradas usando 2-apareamientos y 3-apareamientos.
Usando 2-apareamientos, se dara la cota de n? /108 y usando 3-apareamientos,
la cota de n?/18.

Finalmente, en el Capitulo [6] que es de conclusiones, se dardn algunas
rutas posibles de futuro trabajo.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo expondremos las herramientas utilizadas para encontrar
cotas para el problema del nimero de cruces. Vamos a hacer una revision del
trabajo ya hecho sobre estas herramientas, que son la posicién convexa, las
permutaciones y los cortes tipo sandwich de jamon.

2.1. Posicién convexa

Empecemos con algunas definiciones para precisar lo que entenderemos
por posicién convexa. Sea S un subconjunto de R%. Decimos que S es convero
si para cualesquiera p,q € S el segmento de recta pq esta contenido comple-
tamente en S. El cierre convero de S es la interseccién de todos los conjuntos
convexos que lo contienen. Un poligono convexo es un poligono simple cuya
region interior es convexa. Asi, si S es un conjunto finito, el cierre convexo
de S es un poligono convexo que lo contiene y cuyos vértices son elementos
de S. Usualmente, cuando decimos que un punto del conjunto finito de pun-
tos S esta en el cierre convexo de S nos referimos a que esta en la frontera
del cierre convexo de S. Asi, decimos que los puntos de S estan en posicion
conveza si todos sus puntos estan en su cierre convexo.

En esta seccién abordamos el problema de encontrar el maximo niimero
de puntos en posicién convexa que podemos garantizar en cualquier conjunto
de puntos, lo cual, como vimos en la introduccién, nos da oportunidades para
hacer muchos cruces. Primeramente, veamos que con cinco puntos siempre
hay cuatro en posicién convexa y presentemos la prueba dada por Esther
Klein en [13].

Teorema 1. Dados cinco puntos en el plano en posicion general, siempre
existen cuatro de ellos que estdn en posicion conveza.
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Demostracion. Si la frontera del cierre convexo de los cinco puntos contiene
al menos a cuatro de los puntos, el resultado es inmediato. Entonces, supon-
gamos que la frontera del cierre convexo sélo contiene a tres de los puntos,
digamos p, ¢ y r, y los puntos restantes, s y t, estan en el interior del triangulo
pqr. La recta st deja a dos de los puntos del tridngulo, digamos a ¢ y a r, en
uno de los semiplanos que determina y al otro punto en el otro semiplano.
De esta manera, los puntos ¢, 7, s y t estan en posicién convexa. O

Figura 2.1. Demostracién de Klein.

Esther Klein preguntaba si dado un nimero m siempre existe un N su-
ficientemente grande tal que para cualquier conjunto de N puntos siempre
existen m de ellos que estan en posicion convexa. Este problema se conoce
como el Problema del Final Feliz. Erdos y Szekeres respondieron afirmativa-
mente a esta pregunta en [13].

Erdos y Szekeres usaron los conceptos de sucesién convexa y sucesion
céncava que damos a continuacion. Una sucesion py, ..., pr de puntos de un
conjunto S es una sucesion convexra de tamano k si esta ordenada respecto
a su coordenada x y la pendiente de p;p;;1 es menor que la de p;p;ji; si
1 < i < j < k. Andlogamente, la sucesion es cdncava si estd ordenada
respecto a su coordenada = y la pendiente de p;p;11 es mayor que la de
pipj+1 il <1< g <k.

Figura 2.2. A la izquierda, una sucesion convexa y a la derecha, una sucesion
concava. Ambas son de tamano 4.

Teorema 2 (Erdos-Szekeres). Para todo m existe un nimero N(m) tal que
en cualquier conjunto de N(m) puntos existen m de ellos que estdn en posi-
cLon convezxa.
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Demostracion. Definimos la funcién f(k, 1) como el menor nimero N tal que
en todo conjunto de N puntos en posicion general se puede encontrar, o bien
una sucesion convexa de k puntos, o bien una sucesion concava de [ puntos.
Vamos a probar que si k,1 > 3, entonces

F D) < Flk—1,0) + flk,1—1) — 1.

Sea S un conjunto de f(k — 1,1) + f(k,l — 1) — 1 puntos en el plano y su-
pongamos que estan ordenados respecto a su coordenada x. Como dijimos
en la introduccién, siempre vamos a suponer que no existen dos puntos con
la misma abscisa. Consideremos los primeros f(k — 1,1) puntos de S. Si en
estos puntos existe una sucesién céncava de tamainio [, ya terminamos; si no,
entonces existe una sucesion convexa de tamano k — 1. Ahora, reemplazamos
el dltimo punto de esta sucesién por el f(k — 1,1) 4+ 1-ésimo punto de S.
Nuevamente, o bien existe una sucesion concava de tamano [, o bien existe
una sucesién convexa de tamano k — 1. Supongamos de nuevo que existe una
sucesién convexa de tamano k — 1, pues en el otro caso, ya terminamos. Se-
guimos este procedimiento hasta llegar al iltimo punto de S. Asi, obtenemos
f(k,1—1) puntos tales que cada uno de ellos es el ultimo punto de una suce-
sién convexa de tamano k — 1, pues si en cualquiera de los pasos realizados
se hubiera dado el otro caso ya hubiéramos terminado.

En el conjunto encontrado, que tiene f(k,l — 1) puntos, o bien existe una
sucesion convexa de tamano k, o bien existe una sucesién céncava de tamano
[ — 1. Si se cumple el primer caso, ya terminamos; asi que supongamos que
sucede el segundo. Sea ¢, ..., ¢i_1 la sucesion céncava determinada por los
puntos finales de las sucesiones convexas consideradas y sea py, ..., Pr—1 = ¢1
la sucesion convexa de tamano k — 1 que termina en ¢;. Entonces, o bien la
pendiente de pr_2q; es menor que la de ¢yg2, 0 bien es mayor. En el primer
caso, la sucesion pq, . . ., pr_2, Pk—1 = (1, g2 €S una sucesion convexa de tamano
k y en el segundo caso, la sucesién py_o, pr—1 = ¢1, ..., @;—1 €S una sucesion
coOncava de tamano /.

q2 q2

P . Pr—1=q qr—1
Pk-1=q1 @1

Pk—2 Pr—2

Figura 2.3. Los dos casos posibles para las pendientes de pr_oq1 v q1¢2. A
la izquierda, la pendiente de py_2q; es menor a la de ¢;q2 y a la derecha, es
mayor.
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Ahora, vamos a probar que
kE+1—4
k1) < 1.
s (7Y

Es inmediato comprobar, de la definicién, que f(3,r) = f(r,3) = r, para
todo r, de donde se sigue que la férmula para f(k,[) es cierta cuando k = 3 y
l=rocuando k =ryl=3.S5ik,l >4, entonces, por hipdtesis de induccién
y usando la férmula de Pascal, obtenemos lo siguiente:

k+1—5\ [(k+1—5
f<k7l>Sf<k—1,l>+f<k,l—1>—1s( o )+( o )+1:

(k+1-4 o
o\ k=2 '

Como los puntos de una sucesiéon convexa o céncava estan en posicion con-

. 2m—4 . .
vexa, entonces en todo conjunto de (7’:_2) puntos siempre existe un subcon-
junto de m puntos que estan en posiciéon convexa. [l

2m—4\ __ 4gm—2 , .
Dado que (m—2) = O(m) (véase [7]), tenemos que todo conjunto de
n puntos contiene 2(logn) puntos en posicién convexa.

Ahora, vamos a ver que la cota de la demostracién del Teorema [2] para
sucesiones céncavas y convexas es justa, no solo asintéticamente sino exac-

tamente. Presentamos esta demostracién como aparece en [21].

Teorema 3. Para todo k y | mayores o iguales que 3, existe un conjunto de
puntos Si,; de tamarno (k;rSA‘) que no tiene sucesiones convexas de tamano k
ni sucesiones concavas de tamano [.

Demostracion. Si k = 3, basta tomar un conjunto de [ —1 puntos que formen
una sucesion concava de tamano [ — 1. Anédlogamente, si [ = 3, basta tomar
un conjunto de k£ — 1 puntos que formen una sucesion convexa de tamano
k — 1. Supongamos que tenemos dos conjuntos Si_1,; ¥ Sk;—1 que cumplen lo
pedido. Entonces, formamos el conjunto Sy ; trasladando el conjunto Si_1; a
la izquierda y abajo del conjunto Si;—; de tal manera que Si;_; esté arriba
de todas las rectas determinadas por pares de puntos de Sy_1,; y que Sk_1,
esté por debajo de todas las rectas formadas por pares de puntos de Sy ;_;.
Consideremos una sucesiéon convexa C' en Sy ;. Si C'N Si_1,; = 0, entonces C
tiene a lo mds k — 1 puntos, por la propiedad de Sy;—1. Si C N Sk_1; # 0,
entonces, por construcciéon, C' tiene a lo més un punto en Sj;—;. Como C
tiene a lo méas k — 2 puntos en Si_1,, se tiene que C' no puede tener mas
de k£ — 1 puntos. El argumento para sucesiones concavas es completamente
analogo. Por lo tanto, Si; cumple con las propiedades buscadas.
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b Sk—1,1

Figura 2.4. Construccién de Si; a partir de los conjuntos Si;—1 ¥ Sk—1-

Como |Sk;| = |Sk=1.] + |Ski—1|, se prueba de la misma forma que en la
demostracién del Teorema 2] que |Sy;| = (kﬁ?) O]

Ahora, usando el teorema anterior, vamos a probar una cota inferior para
el problema de la minima cantidad de puntos en los que siempre hay m de
ellos en posicion convexa. Esto se prueba en [14], pero lo expondremos como
en [24], que a su vez se basa en la exposicién de [19].

Teorema 4. Para todo m, existe un conjunto de 2™~ 2 puntos que no tiene
m puntos en posicion CONveLa.

Demostracion. Aplicando el Teorema [3] para cada 0 < i < m — 2, tomamos
un conjunto S; que tiene (mZ_Q) puntos y que no contiene ninguna sucesion
céncava de tamano i+ 2 ni ninguna sucesién convexa de tamano m—zi. A cada
S; lo escalamos en el eje x de forma que ningtin segmento que una a un par
de puntos de S; tenga pendiente con valor absoluto mayor a 1. Observemos
que las propiedades de convexidad se conservan al aplicar la escala.

Y
A ~ S
N
S
\
N
\
N Om/2-3
Sm/272
|
T < 'Sm/271
Sm/Q
0Smy2+41
o
/
o/
/
o
/
v 27 Om—2

Figura 2.5. Construccién de S cuando m es par.
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Ahora, a cada conjunto S; le aplicamos una escala para que quede dentro
de un circulo de radio € y colocamos cada conjunto sobre la circunferencia
de radio unitario en la posicién que forma un dngulo de § — 5= con el eje

. . - (m=2)
x positivo. Escogemos el ¢ lo suficientemente pequenio para que el segmento
de recta que una cualquier pareja de puntos que estén en distintos conjuntos
tenga pendiente de valor absoluto mayor que 1, véase Figura

Sea S = U",%S;. Entonces

m—2 m_2 _
1S1=>" c )=

=0

Sea T' un subconjunto de S en posiciéon convexa. Sean k y [ el ¢+ mas
pequenio y el mds grande tales que TNS; # (). Si k = [, entonces T no contiene
ninguna sucesion céncava de tamano k + 2 ni ninguna sucesiéon convexa de
tamano m — k, por lo que no contiene a m — k + k + 2 — 2 = m puntos en
posicién convexa. Si k # [, entonces, por construccion, 7N Sy es una sucesion
coéncava de tamano a lo mas k+ 1, T'N.S; es una sucesién convexa de tamano
alomasm—I[{—1yTNS; tiene a lo mas un punto para cada k+1 <7 < [—1.
Por lo tanto, 7' no puede contener méas de k+1+l—k—14+m—Il—1=m—1
puntos. ]

De esta forma, existen conjuntos de 2™~2 puntos que no contienen m

puntos en posicion convexa, o lo que es lo mismo, existen conjuntos de n
puntos que no tienen més de O(logn) puntos en posicién convexa.

Ha sido un problema de gran interés el encontrar mejores cotas para
N(m). A la fecha, las mejores cotas que se tienen son las que se muestran
a continuacién. La cota inferior que dimos y es la que aparece en [14] no se
ha podido mejorar y se conjetura que es justa. La cota superior representa
una pequenia mejora a la dada por Erdos y Szekeres en [I3] y estd descrita
en [31].

om — 5
2m_2+1§N(m)§(m )+2.
m — 2

2.2. Permutaciones

Una permutacion es una funcién biyectiva o del conjunto [n] = {1,...,n}
en si mismo. Podemos considerar permutaciones de n elementos distintos
que estén en un conjunto totalmente ordenado, identificando el menor de
ellos con el nimero 1, el segundo menor con el 2, etcétera. Asi que todo
lo que diremos aqui vale para permutaciones cuyos elementos sean distintos
y estén en un conjunto totalmente ordenado aunque, por simplicidad, sélo



2.2. PERMUTACIONES 15

consideraremos permutaciones en [n]. A o(7) usualmente lo representamos

como o; y a o([n]) como una sucesién o7, ..., 0,. Una subsucesion de tamano
k de la permutacién o es una sucesiéon de numeros o;,,...,0;,, donde 73 <
g < --+ < 1 y decimos que es creciente si o;, < 04, < --- < 0;, 0 decreciente
SL Oj > Oy > v+ > 05,

Presentamos el siguiente teorema, conocido como el Teorema de Dilworth,
el cual es muy utilizado en matematicas discretas y que nos sera de utilidad
en lo que sigue para asegurar que existe una cierta cantidad de puntos con
determinadas caracteristicas. Este teorema también se demostré en [13], pero
aqui presentamos otra posible demostracion usando una funcién que man-
da cada elemento de la permutaciéon a un punto del plano de coordenadas
enteras.

Teorema 5. Dada una permutacion de n niumeros, siempre existe una sub-
sucesion creciente o decreciente de tamano \/n.

Demostracién. Definimos una funcién f de o([n]) a N* de la siguiente forma.
A 0o; le asignamos como coordenada x el tamano de la subsucesién creciente
mas larga de ¢ cuyo ultimo elemento es o; y como coordenada y el tamano
de la subsucesion decreciente més larga cuyo primer elemento es o;. Veamos
que f es inyectiva.

Yy
A
5_
49 g
3 40 60 70 90
L
14
T T T T T >
O 1 92 3 4 5 6

Figura 2.6. Imagen de la funcién f de la demostracién del Teorema [l aplicado
a la permutacion 8, 4, 2, 3, 6, 7, 9, 5, 1.

Consideremos dos ntimeros o; y o; tales que ¢ < j. Entonces, o 0; > 0;
0 0; < 0;. En el primer caso, cualquier subsucesién decreciente que empiece
en o; la podemos incluir en una subsucesién decreciente que empiece en o; y
tenga al menos un elemento mas. Asi, la coordenada y de f(o;) es mayor que
la de f(o;). En el segundo caso, cualquier subsucesién creciente que termine
en o; la podemos completar hasta una subsucesién creciente que termine en
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0, vy tenga al menos un elemento mas. Asi, la coordenada = de f(o;) es mayor
que la de f(o;). Por lo tanto, f es inyectiva.

Si existe un o; cuya coordenada x de la imagen sea mayor o igual que
v/, ya terminamos pues nos da una subsucesién creciente de tamafio /n.
Si no, entonces a lo mds puede haber \/n — 1 puntos que tengan la misma
coordenada y, para cada y € N. Como f es inyectiva, entonces f(o([n])) tiene
n puntos en N2, Asi que si pasa lo anterior, entonces debe haber al menos
v/n coordenadas y distintas en la imagen de o([n]) y, por lo tanto, alguna
de ellas es mayor o igual que y/n, ddndonos una subsucesién decreciente de

tamaro /n. O
y
A
5 —
4 8 12 16t
31 3" 1t 1
2 - . .

2 6" 10" 14°

14 . . . .

1 5 9 13

R R R E—
O 1 2 3 4 5

Figura 2.7. En la permutacion 4, 3, 2, 1, 8, 7, 6, 5, 12, 11, 10, 9, 16, 15, 14,
13, no existen puntos cuya coordenada x o y sea mayor que v/ 16 = 4.

Es importante notar que existen permutaciones de n puntos que no tienen
subsucesiones crecientes o decrecientes de tamafio mayor a /n. Por ejem-
plo, si n = a?, entonces la permutacién a,a —1,...,1,2a,2a — 1,...,a + 1,
...,a%,a*—1,... ala—1)+1, no tiene una subsucesién creciente o decreciente
de tamano mayor a a = \/n.

Es un problema interesante caracterizar los conjuntos de puntos con coor-
denadas enteras que pueden provenir de una permutacién con la funcion f
que se definié en la demostracién del Teorema bl Sin embargo, no lo haremos
aqui pues no es el tema de este trabajo.

Otra razén por la que son importantes las permutaciones en nuestro pro-
blema radica en el siguiente hecho. Supongamos que tenemos dos rectas pa-
ralelas horizontales con n puntos numerados cada una, en la primera de ellas
los puntos estan numerados del 1 al n y en la otra recta estdn numerados
de acuerdo a una permutacién ¢ y en el mismo sentido que la primera recta.
Asi, si unimos con un segmento de recta a los puntos que tengan como eti-
queta al mismo numero, cada transposicion va a formar un cruce. Mas aun,
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Figura 2.8. Cruces formados con la permutacién 8, 4, 2, 3, 6, 7, 9, 5, 1.
Aqui, los segmentos que unen a 8, 4, 2, 1 se cruzan dos a dos, mientras que
los que unen a 2, 3, 6, 7, 9 son paralelos entre si.

cada subsucesion decreciente va a determinar un conjunto de segmentos que
se cruzan dos a dos y cada subsucesion creciente, un conjunto de segmentos
que son paralelos entre si, es decir, que no se cruzan.

2.3. Sandwich de jamén

Dado un conjunto A C R que tiene cierto volumen V (A) finito, decimos
que un hiperplano h lo bisecta si el volumen de A restringido a cada uno de
los semiespacios definidos por h es menor o igual a V(A)/2. Asi, el Teorema
del sdndwich de jamén dice que si se tienen d conjuntos en RY, entonces existe
un hiperplano que bisecta a los d conjuntos. A dicho hiperplano se le conoce
como un corte tipo sandwich de jamon.

El teorema tiene ese nombre debido a que si en R? tenemos un sdandwich
de jamon, es decir, dos rebanadas de pan y una de jamoén, entonces establece
que podemos partir los tres objetos exactamente a la mitad con un cuchillo
haciendo un tunico corte recto sin importar que el pan y el jamén estén
desperdigados por la cocina.

En el caso discreto del Teorema del sandwich de jamoén se tienen d conjun-
tos finitos de puntos Ay, ..., Az en R? donde el volumen de un subconjunto
de R? se mide como la cantidad de puntos de U%_, A; que contiene. Asi, un
hiperplano h bisecta a uno de los conjuntos A; si el volumen de A; restringido
a cada uno de los semiespacios definidos por h es menor o igual que la mitad
del volumen de A;, es decir, h bisecta a A; si deja a lo més a |A;|/2 puntos
de A; en cada uno de sus semiespacios. Asi, el teorema establece que existe
un semiespacio que bisecta a los d conjuntos finitos de puntos.

El caso que nos interesa es el caso discreto de dos conjuntos en R?, es
decir, que dados dos conjuntos finitos de puntos en el plano, A y B, siempre
se puede trazar una recta que deja a lo mas la mitad de los puntos de A y
de B en cada uno de sus semiplanos.

El Teorema del sandwich de jamén en el caso continuo se prueba usando
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el Teorema de Borsuk-Ulam. No lo demostraremos aqui por estar fuera del
objetivo de este trabajo. En el caso discreto en R? se usan distribuciones
de masa para aproximarlo al caso continuo, se aplica el teorema en el caso
continuo y se argumenta que la solucién obtenidad en el caso continuo tam-
bién sirve para el caso discreto. La demostracion detallada del caso discreto
se puede consultar en [11].

Aqui, sélo probaremos el Teorema del séndwich de jamoén en el caso dis-
creto en R? sin profundizar en los detalles y enfocdndonos en las ideas. Antes
de ello, necesitamos el siguiente lema.

Lema 6. Sean S un conjunto de n puntos en el plano, k un entero entre 0
y n y u un vector unitario de direccion 6 € [0,27). Entonces, siempre eziste
una recta | perpendicular a u que tiene a su izquierda a k puntos de S.

Demostracion. Proyectamos todos los puntos de S sobre la recta que contiene
a u y los ordenamos respecto a su posicién en la recta. Asi, elegimos una
posicién A que esté entre los puntos k-ésimo y k + 1-ésimo de izquierda a
derecha en la recta y trazamos la perpendicular [ en ese punto. Entonces, la
recta [ tendrd k puntos a su izquierda y sera perpendicular a wu. O

Del lema anterior se deduce el Teorema del sandwich de jamén para R2.

Teorema 7 (Séndwich de jamén). Dados dos conjuntos de puntos A y B en
el plano, entonces podemos trazar una recta que bisecta a ambos conjuntos.

Demostracion. Para cada 6 € [0, 7], usando el teorema anterior, conside-
ramos la recta ly perpendicular al vector unitario de direcciéon 6 que deja
[|A]/2] puntos de A a su izquierda. Para cada 6, contamos la cantidad de
puntos de B a la izquierda de [, la cual para una variacién de 6 suficiente-
mente pequena no puede cambiar en méas de uno, por estar los puntos en
posicién general.

Si cuando = 0 hay k puntos de B a la izquierda de [, entonces cuando
0 = m hay | B|—k puntos de B alaizquierda de l. Asi, si k # ||B]|/2], entonces
en alguno de los dos casos hay mas de la mitad y en el otro necesariamente
menos de la mitad de los puntos de B a la izquierda de [. Como dijimos que
nunca variaba en més de uno dicha cantidad, entonces en algiin momento
hay ||B|/2] puntos de B a la izquierda de I. O

Ahora presentamos el siguiente teorema, que es una variante del Teorema
del séndwich de jamon para el plano en el que se supone que los conjuntos A
y B son separables, es decir, que existe una recta que deja en un semiplano
a Ay en el otro a B. A la recta que tiene las caracteristicas descritas en
el problema se le llama un corte generalizado tipo sindwich de jamon. La
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idea de la prueba es exactamente la misma que para probar el Teorema del
sandwich de jamon.

Teorema 8. Sean dos conjuntos de puntos A y B en posicion general en el
plano que se pueden separar por una recta L y sean dos nimeros o < |A| y
B < |B|, entonces existe una recta m que deja a su izquierda o puntos de A
y B puntos de B.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que £ coincide con
el eje x, que A estd arriba de £ y B debajo de ella. Ahora, para cada
0 € [r/2,37/2] aplicamos el Lema [l para encontrar una recta m perpen-
dicular al vector unitario de direccién 6 y que tenga a puntos de A a su
izquierda. Asi, ya que los puntos estdn en posicion general, para una varia-
cion suficientemente pequena de 6 la cantidad de puntos de B a la izquierda
de m no va a cambiar en méas de uno.

Cuando 6 = 7/2 tenemos que la cantidad de puntos de B a la izquierda
de m es | B| y cuando 6 = 37/2 dicha cantidad es cero. Asi, para algin valor
de 6 hay exactamente [ puntos de B a la izquierda de m.

O

Se sabe que encontrar el corte generalizado tipo sandwich de jamén del
teorema anterior toma tiempo lineal, véase [22]. El teorema anterior también
se generaliza para el caso general en d dimensiones, véase [30], y también se
puede calcular en tiempo lineal si la dimensién d se tiene como fija, véase [5].

Figura 2.9. Ejemplo donde no se cumple la hipétesis de separabilidad del Teo-
rema 8 ni la conclusién del mismo. El conjunto A estd formado por los puntos
blancos, donde cada fila tiene 1/3|A| puntos y el conjunto B esta formado
por los puntos negros.

Por ltimo, vamos a comentar que si los conjuntos A y B no se pueden
separar por una recta, entonces no necesariamente se cumple la conclusion
del teorema anterior.
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Si Ay B son los puntos de la Figura y queremos trazar una recta tal
que en uno de sus lados tenga 1/4|A| puntos de A y 1/2|B| puntos de B,
entonces no podremos porque dicha recta no existe. Como B estd completa-
mente adentro del tridngulo formado por los tres puntos mas centrales de A,
se tiene que toda recta que bisecta a B tiene que intersectar forzosamente
dicho triangulo. Si una recta intersecta el tridngulo central, entonces dicha
recta tiene en cada semiplano al menos 1/3|A| puntos de A. En [30] se prue-
ba que para d dimensiones, la condicién de que los conjuntos de puntos sean
separables en R? es necesaria.



Capitulo 3

Familias de cruce

Un problema relacionado con el problema principal de esta tesis es el de
encontrar familias de cruce grandes en cualquier conjunto de puntos en el
plano. Aqui vamos a estudiar en detalle este problema. Primero, vamos a
dar las definiciones pertinentes para entender qué es una familia de cruce.
Después, vamos a establecer caracterizaciones para que exista una familia de
cruce maxima y, por ultimo a establecer cotas para la familia de cruce méas
grande.

Un apareamiento de tamano k£ en un conjunto S de n puntos es un con-
junto de k parejas de puntos de S ajenas dos a dos. En este trabajo, cuando
hablemos de apareamientos siempre sobreentenderemos que en cada pareja
sus puntos estan unidos mediante un segmento de recta y nos referiremos al
apareamiento indistintamente como el conjunto de parejas o el conjunto de
segmentos. Asi, una familia de cruce de tamano k en S es un apareamiento
de tamano k en el que cada par de segmentos se intersecta. En estos térmi-
nos, lo que queremos es encontrar la familia de cruce mas grande posible para
cualquier conjunto de puntos S. Si S tiene una familia de cruce de tamano
|n/2], entonces decimos que S se puede cruzar.

3.1. Rectas bisectoras

En esta secciéon vamos a dar una caracterizaciéon de cuando un conjunto
de puntos S se puede cruzar usando el concepto de rectas bisectoras. Para
esto nos basaremos en [25].

Por simplicidad, vamos a considerar sé6lo conjuntos de puntos con una
cantidad par de puntos. Dado un conjunto S = {pi, pa, ..., p2n} de puntos,
una recta bisectora es una recta que une un par de puntos p; y p; del conjunto
que deja exactamente n — 1 puntos de S en cada uno de sus semiplanos. A

21
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la cantidad de rectas bisectoras de S la denotamos por h(S). Asi mismo,
denotamos a la cardinalidad de la méxima familia de cruce de S como ¢(S).

Observemos que si fijamos un punto p;, trazamos una recta [ por él y la
giramos a lo mas 180°, entonces encontraremos un punto en el que [ se vuelve
una recta bisectora. Por lo tanto, siempre hay al menos n rectas bisectoras,
es decir, A(S) > n. También tenemos que ¢(S) < n.

Es un problema abierto encontrar el valor de h(n) definido como el ma-
yor de los h(S) para todo conjunto S de 2n puntos. Actualmente, se sabe
que cinlogn < h(n) < cn®3, para algunas constantes ¢y, c; > 0, (véan-
se [10], [12] y [18]).

También es un problema abierto encontrar el valor de ¢(n) definido como
el menor de los ¢(S) para todo conjunto S de 2n puntos. Como veremos
més adelante en este capitulo, sabemos a la fecha que c3v/n < c¢(n) < ce4n
(véase [3]).

Teorema 9. Un conjunto S de 2n puntos se puede cruzar si y solo si tiene
exactamente n rectas bisectoras.

Demostracién. Supongamos que S = {p1, ..., pa,} se puede cruzar. Supon-
gamos, sin pérdida de generalidad, que los segmentos que se interesectan dos
a dos son de la forma pg;_1p9;, para 1 < i < n. Como cada uno de esos seg-
mentos tiene que separar a los extremos de cada uno de los otros segmentos
para poderlos cruzar, tenemos que las rectas que contienen a cada uno de
esos segmentos son rectas bisectoras. Asi, vamos a probar que S no tiene
otras rectas bisectoras.

Supongamos que existe otra recta bisectora. Podemos suponer, renume-
rando si es necesario, que dicha recta pasa por los puntos p; y p3. Ademas,
supongamos que la recta p;ps es horizontal con p, a la derecha de p; y que
los puntos de la forma po;_; estan arriba de la horizontal, mientras que los
puntos de la forma py; estan abajo de ella.

P2i—1

Figura 3.1. Tlustracion de la situacién cuando pyps es recta bisectora.
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Si uno de los puntos ps;_1, po; esta a la izquierda de pps, entonces, como
el segmento que forman tiene que cruzar a pips, que esta a la derecha de p1ps,
tenemos que el otro punto del segmento estd a la derecha de p;ps. Ademas,
tenemos que tanto ps como p, estan a la derecha de pyps pues el segmento
p1p2 estd a su derecha también. Asi, como las parejas de p; y po estan sobre
p1ps3, entonces a la derecha de p;ps hay al menos dos puntos mas que a su
izquierda, por lo que no es una recta bisectora.

Ahora, supongamos que S tiene exactamente n rectas bisectoras. Como
cada punto de S pertenece al menos a una recta bisectora, se tiene que
cada uno de ellos pertenece exactamente a una recta bisectora. Asi, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que las rectas bisectoras unen a los pares
de puntos pg;_1, poi, donde 1 < ¢ < n. Vamos a probar que los segmentos
P2i_1P2; se cruzan dos a dos.

Figura 3.2. Si los segmentos p1ps v p3p4 no se intersectaran, entonces existiria
una recta bisectora psp, no considerada.

Supongamos, para llegar a una contradiccién, que los segmentos pips v
P3p4 1O se intersectan. Ademas, supongamos, renumerando los puntos si fuera
necesario, que la recta p;p, es horizontal con py a la derecha de p; y que el
segmento p3py esta completamente arriba de la recta p;ps, siendo el punto ps
el punto de ese segmento que esta mas cerca de la recta p;p,. Notemos que
si giramos un poco la recta [ = p3p, alrededor de p3 en sentido contrario al
de las manecillas del reloj, entonces habra n puntos a la derecha de la recta.
Si continuamos girando hasta que [ sea horizontal, entonces habra a lo mas
n — 2 puntos a su derecha en ese momento, pues la region a la derecha de [
estara contenida en uno de los semiplanos de p;ps y no contendra a p3. Como
al girar la recta un angulo suficientemente pequeno no se agrega o quita mas
de un punto a la derecha de [, tenemos que en algiin momento durante el giro
habria exactamente n — 1 puntos a la derecha de [, es decir, existiria un k # 4
tal que pspr es una recta bisectora. Dicha recta bisectora no perteneceria a
la lista de rectas bisectoras que suponiamos estaba completa, lo cual es una
contradiccion. O]
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3.2. Condiciones de rango

Ahora vamos a dar otra caracterizacién para establecer cuando un con-
junto S de puntos se puede cruzar, separando primeramente a S en dos
conjuntos A y B por una linea recta. Nos basaremos en [3].

Decimos que dos conjuntos de puntos A y B separados por una recta se
pueden cruzar si existe una familia de cruce que usa a todos los puntos de
ambos conjuntos de tal manera que cada uno de sus segmentos une a un
punto de A con uno de B.

Decimos que el conjunto A excluye al conjunto B si todas las rectas
determinadas por dos puntos de A no intersectan al cierre convexo de B. Si
el conjunto A excluye al conjunto B y B excluye a A, entonces decimos que
los conjuntos A y B son mutuamente excluyentes.

Sean X e Y dos conjuntos de puntos separados por una linea recta. Deci-
mos que un punto x € X ve a un punto y € Y en el rango i si y es el i-ésimo
punto de Y que es visto por x al recorrer su rayo de vision en sentido contra-
rio al de las manecillas del reloj. De forma andloga se define cuando un punto
y ve a un punto x en el rango i. A partir de aqui, definimos la condicién de
rango, la condicion fuerte de rango y la condicién débil de rango. Decimos
que X e Y cumplen la condicion de rango si podemos numerar los elementos
de X como z1, ..., x5 v a los puntos de Y como i, ..., ys de tal manera
que para todo ¢ el punto x; ve al punto y; en el rango i, y viceversa. X e Y
cumplen la condicién fuerte de rango si podemos numerar sus elementos de
tal manera que para todo i y j, el punto z; ve al punto y; en el rango j y
y; ve al z; en el rango 7. La condicién débil de rango sélo establece que la
numeracion debe cumplir que el punto x; vea al punto y; en el mismo rango
que el punto y; ve al punto z;.

El siguiente teorema expone como se relacionan las condiciones de rango
en dos conjuntos A y B separados por una recta £ con el hecho de que se
puedan cruzar o que sean mutuamente excluyentes.

Teorema 10. Sean X eY dos conjuntos de s puntos en el plano en posicion
general y separados por una recta L. Entonces:

1. La condicion de rango es equivalente a la condicion débil de rango.
2. X eY se pueden cruzar si y solo st cumplen la condicion de rango.

3. X eY son mutuamente excluyentes si y sélo si cumplen la condicion
fuerte de rango.

Demostracion. Sin perder generalidad, supongamos que L es vertical y que
deja a X en el semiplano izquierdo y a Y en el derecho.
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Ya

T2

Y2
T3 d

T4 U1

Figura 3.3. Dos conjuntos de puntos que cumplen la condicién de rango con
la numeraciéon dada, pero no cumplen la condicion fuerte de rango pues z; y
ZTo ven a Yo v a ys en distinto orden.

1. Es inmediato que la condicion de rango implica la condicién débil de
rango. Entonces, supongamos que X e Y cumplen la condiciéon débil
de rango. Consideremos dos nimeros ¢ y j de la numeracion. Sean a;
el rango en el cual x; ve a y; y a; el rango en el que x; ve a y;. Vamos
a probar que a; # a;. Sean [; la recta que une a x; con y; y [; la recta
que une a x; con y;. Sin pérdida de generalidad, supongamos que [; y
[; se intersectan a la izquierda de £ y que [; tiene pendiente mayor que
la de [;. Asi, [; tiene a; — 1 puntos de Y por debajo de ella y uno de
esos puntos es y;. Como las rectas se intersectan a la izquierda de L,
se tiene que los puntos de Y que estan por debajo de [; también estdn
por debajo de [;. Por lo tanto, a; < a; — 1. De esta manera, se concluye
que todos los a; son distintos y entonces, podemos numerar los puntos
cambiando la etiqueta i por la a; haciendo que esta numeracion cumpla
la condicién de rango.

Figura 3.4. La condicién débil de rango implica la condiciéon de rango.

2. Supongamos que X e Y se pueden cruzar. Sean l; = x1yy, - . ., s = Tsys,
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los segmentos que unen puntos de X e Y que se cruzan dos a dos y
ordenados por sus pendientes de menor a mayor. Consideremos un 7 y
un j. Si j <4, como [; intersecta a [; y tiene pendiente menor, el punto
y; queda debajo de la recta [;, por lo que z; ve a y; antes que a y;. Si
J > t, se observa de forma andloga que z; ve a y; antes que a y;. De
esta manera, el punto x; ve al punto y; después que a vy, ..., yi1 y
antes que a y;11, ..., Ys. Por lo tanto, x; ve a y; en el rango 7. De forma
andloga, se prueba que y; ve a x; en el rango . Como esto pasa para
todo i, se tiene que X e Y cumplen la condicién de rango.

Ahora supongamos que X e Y cumplen la condicién de rango. Vamos
a probar por induccién sobre s que los segmentos x;y; para 1 <1 < s
forman una familia de cruce. Si s = 1, es claro que el segmento 1y,
forma una familia de cruce. Supongamos que s > 1. Si consideremos la
recta s = x5ys, entonces los puntos de X \ {xs} estdn arriba de I, y los
puntos de Y\ {y,} estdn abajo de l,. De aqui se deduce que si i < s,
entonces la recta z;y; tiene pendiente menor que la de x,y,. También
tenemos que se cumple lo establecido en la siguiente observacion.

El segmento x,ys intersecta al segmento x;y; si y solo si el segmento
xsYs intersecta a la recta x;y;.

Supongamos que el segmento x4y, no intersecta a todos los demés seg-
mentos de la familia. Sea A el conjunto de todos los segmentos de la
familia que no cruzan al z,ys. Supongamos que A tiene un segmento
cuya interseccion con L esta arriba de la interseccién de Iy con L. Sea
a tal que x,y, € A es el segmento cuya interseccion con L es la que
estd més arriba de todas. Por la observacion, la recta [, = x,y, no inter-
secta a x4y, pues de lo contrario z,y, ¢ A. Asi, hay exactamente a — 1
puntos de X arriba de [, y a — 1 puntos de Y abajo de [,. Tenemos que
Zs no pertenece a estos puntos mientras que y, si. Por lo tanto, existe
un b tal que x; e y, estan ambos arriba de [,. De esta manera, como el
segmento xgy, esta abajo de [,, tenemos que x,y, no intersecta a x,ys
y su punto de intersecciéon con L estd arriba del de x,y,, lo cual es una
contradiccion. De forma andloga, se llega a contradiccién suponiendo
que A tiene un segmento cuyo punto de interseccion con L estd abajo
del de z4y,. Por lo tanto, z,y, intersecta a todos los otros segmentos.

Como la pendiente de cualquier segmento z;y; con ¢ < s es menor que
la de x,y,, tenemos que el punto z; ve al punto y; en un rango menor
que al ys y viceversa. Asi, si eliminamos a z,ys los demas segmentos
preservan la condiciéon de rango. Por hipotesis de induccion, todas las
parejas de segmentos x;y; v z;y; con 1 <14 < j < s — 1 se intersectan.
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L
X Y
I
_a—1 7
Tq 7
yS // :%a
a—1 ~lq

Figura 3.5. llustracién de lo que pasaria si hubiera un [, que intersecta a £
por encima de ;.

Por lo tanto, los segmentos x;, y; para 1 < i < s es una familia de cruce.

3. Supongamos que X e Y son mutuamente excluyentes. Sean z € X e
Y1, - --,Ys los puntos de Y como son vistos desde z. Vamos a probar que
los puntos de Y se ven de la misma manera desde cualquier otro punto
de X. Sea 2’ otro punto de X. Si 2’ ve de manera diferente que x a los
puntos de Y, entonces existen dos puntos y; e y; con ¢ < j tales que 2’
ve primero a y; y después a y;. Si sucede esto, quiere decir que z estd a
un lado de y;y; v o’ estd del otro lado. Si esto pasa, entonces la recta
y;y; intersecta el cierre convexo de X, contradiciendo la hipdtesis de
que X e Y son mutuamente excluyentes. De forma analoga, se prueba
que los puntos de X se ven de la misma manera desde cualquier punto

de Y.

Supongamos que X e Y no son mutuamente excluyentes. Supongamos
que X no excluye a Y. Entonces, existen dos puntos z;, x; de X tales
que la recta z;x; intersecta al cierre convexo de Y. Asi, z;x; deja a
algunos puntos de Y en un semiplano y a los demés en el otro. De esta
manera, existen dos puntos y, y; en Y tales que la recta x;x; intersecta
al segmento y,y;. Por lo tanto, y; ve a los puntos z;, z; en un orden
distinto a como los ve y;. Asi que z e Y no cumplen la condicion fuerte
de rango.

]

Del teorema anterior y el hecho que la condicién fuerte de rango implica
a la condicion de rango se desprende el siguiente corolario, el cual vamos a
utilizar para encontrar familias de cruce.
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Corolario 11. 57 X e Y son dos conjuntos de puntos mutuamente exclu-
yentes, entonces X e Y se pueden cruzar.

3.3. Conjuntos mutuamente excluyentes

En esta seccién, vamos a usar a los conjuntos mutuamente excluyentes
para establecer una cota inferior para el tamano de la maxima familia de
cruce en cualquier conjunto de n puntos. El siguiente teorema nos asegura
que siempre hay una familia de cruce de tamano Q(/n). Este teorema aparece
en [3].

Teorema 12. En todo conjunto de n puntos en el plano en posicion general
existe una familia de cruce de tamano /n/12.

Demostracion. Hacemos una particién del plano en regiones tal que haya
una cantidad lineal de puntos en algunas de ellas, a la que llamamos H-
particién. Primero, trazamos una recta horizontal £ que deja n/2 puntos
debajo de ella y n/2 arriba. Después usamos el Teorema 8y partimos ambos
semiplanos con una recta M que deje n/12 puntos a la izquierda de ella en
cada semiplano determinado por £, véase la Figura3.6l Ahora, trazamos una
recta N, paralela a M y la recorremos hacia la izquierda desde +oo hasta
que haya a la derecha de la recta, arriba o abajo de £, n/12 puntos. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que quedan n/12 puntos a la derecha
de Ny abajo de L y, por lo tanto, quedan menos de n/12 a la derecha de N/
y arriba de £. Observemos que en la regién entre M y N y que estd arriba
de L, a la que llamaremos R, hay al menos n/3 puntos.

M N

R
n/3

A
n/12 n/12

Figura 3.6. La H-particién, usada en la prueba del Teorema [12]

Ahora, para simplificar, apliquemos una transformacién afin al plano, de
tal manera que la recta £ sea perpendicular a M y a N. Notemos que esta
transformacion manda convexos en convexos y, por lo tanto, si dos segmentos
entre puntos del conjunto original se intersectaban, también lo van a hacer
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después de aplicar la transformacion, y viceversa. Después, ordenemos los
puntos de R de acuerdo a su coordenada z. Por el Teorema [ tenemos
que existe una subsucesién R’, que es creciente o decreciente respecto a la
coordenada y y de tamano y/n/3. Si la subsucesién es decreciente, entonces
excluye a la region a la izquierda de M y abajo de L y, si es creciente,
entonces excluye a la regién a la derecha de Ny abajo de £. Supongamos,
sin pérdida de generalidad, que se da el primer caso y llamamos A a la regién
excluida por R'.

Sea p el punto medio de la sucesion R, de manera que p divide a R" en dos
subsucesiones R y R, de tamafio y/n/12 cada una, véase la Figura 3.7 Asi,
si a p lo tomamos como origen, entonces R} estd en el segundo cuadrante,
R}, en el cuarto cuadrante y A en el tercer cuadrante. Ahora, consideremos
los puntos de A con sus coordenadas polares tomando como origen a p y
ordenémoslas en orden decreciente respecto a su distancia a p. Por el Teo-
rema [B], existe una subsucesién A’ creciente o decreciente de tamano /n/12
en A respecto a su angulo medido en sentido contrario al de las manecillas
del reloj. Supongamos que A’ es creciente. Veamos que A’ excluye a R). Sea
i <jya,a; €A entonces a; estd abajo de la recta xa; y a la derecha de a;,
por lo que a;a; no intersecta al segundo cuadrante y, por lo tanto, A" excluye
a R}. Andlogamente, se prueba que si A’ es decreciente, entonces excluye a
R),. Con lo cual tenemos que existen dos conjuntos con /n/12 puntos que
son mutuamente excluyentes y por el Corolario [I1] estos conjuntos forman
una familia de cruce de tamano /n/12.

R

Figura 3.7. p divide R’ a la mitad y los puntos a; y a; excluyen a R;.

]

Una pregunta natural seria si es posible encontrar conjuntos mutuamen-
te excluyentes con mas elementos en cualquier conjunto. Lamentablemente,
asintéticamente no es asi, como vamos a demostrar enseguida, basandonos
en [33].

Sea S un conjunto de puntos en el plano. A la razén entre la distancia
més larga y la mds corta entre dos puntos de S la denotamos por ¢(S).
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Asi, por ejemplo, si S es la cuadricula de dimensiones \/n x y/n, entonces

q(S) = V2(y/n—1).

Teorema 13. Sea ¢ > 0 una constante. Entonces, cualquier conjunto S de
n puntos en el plano que satisfagan q(S) < cy/n no contiene ningin par de
conjuntos mutuamente excluyentes con mds de 2(v/17 + 1)cy/n puntos cada
uno.

Demostracion. Sea S un conjunto de n puntos en el plano que satisfaga
q(S) < cy/n. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que la minima dis-
tancia entre dos puntos de S es 1. Sean A y B dos conjuntos de puntos
mutuamente excluyentes en S. Definimos un sistema de ecuaciones cartesia-
nas en el plano de tal manera que los puntos de AU B estén entre las rectas k
con ecuacién x = —d y [ con ecuacién z = d, donde d € (0,1/2¢y/n). Esto lo
hacemos de manera que uno de los dos conjuntos, digamos A, tenga un punto
en k y un punto en [. Hacemos que el punto by con mayor ordenada de B
esté sobre el eje x v que el conjunto A esté arriba de B, es decir, que todos los
puntos de A estén arriba de cualquier recta trazada entre dos puntos de B.
Sean u la recta con ecuacién y = ¢\/n y v la recta con ecuacion y = —cy/n.
Como by esta en el eje z, todos los puntos de A U B estdn entre las rectas u
y v. Sean p, q y r los puntos donde la recta u intersecta a la recta k, al eje y
y a la recta [, respectivamente.

k Y l
p q L
? conv(A)
RN
bo 9] -
C?W(B)

Figura 3.8. Rectas y puntos auxiliares en la prueba del Teorema [13l

Para cada punto b € B, definimos f(b) como el punto de interseccién de
la recta bg con el eje x. Vamos a probar que para cualquier par de puntos

b,b' € B la distancia entre f(b) y f(b') es mayor que m.

Silarecta b’ es horizontal, entonces |f(b) f(b/)| > 2[bV/| > 1 > m’

pues d < %c\/ﬁ Si bb' no es horizontal, entonces, por ser A y B mutuamente
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excluyentes, bb" intersecta a u en un punto g fuera de pr. Asi, |gq| > d. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que b estd mas cerca a u que b'. Sea z
el punto de b'q tal que bz es horizontal. Asi, calculamos lo siguiente:

k Y l
g |p q (L
i conv(A)
£(b%)
f(b) z
z
b
by v
———r——]—>

Figura 3.9. Funcién f en la demostraciéon del Teorema [I31

by
be| = | ,l gl > 1B - |94 Y |94 -
|gV/| l9q] + lab'| l9q| + \/(2cv/n)? + &2

d d d
> =
A VR ey [eyn? + (Geyn (54 /ey

y tenemos que

d
(V1T + Dey/n
Como los puntos f(b) para cada b € B estdn en un segmento de longitud 2d,

tenemos que B no puede tener més de [Zd/m-‘ = [2(V17 + 1)cy/n]
puntos. [

FOF0)] > 5lbe] >

Podemos aplicar el teorema anterior a la cuadricula que describimos an-
tes y obtendremos una cota superior para el maximo tamano de un par
de conjuntos mutuamente excluyentes de O(y/n). Sin embargo, Pavel Valtr
sugiere en [33] otro conjunto cuya constante es menor. Consideremos el
arreglo triangular S de n puntos y adentro de un circulo de tamano ade-
cuado. De esta manera, como cada punto pertenece a lo més a 6 triangu-
los de lado 1 y cada tridngulo tiene exactamente tres puntos, el arreglo
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consta de a lo mas 2n tridngulos de area \/5/2 cada uno. Sea r el ra-
dio del circulo, entonces el circulo de radio r — 1 estd contenido en los
triangulos del conjunto, por lo que 7(r — 1)? < v/3/2n. Por lo tanto, r <

\/V3/(2m)y/n+1y q(S) = 2r = 1/2v/3/7\/n+2. Por el teorema anterior, en

S no existen pares de conjuntos mutuamente excluyentes de tamano mayor

a [2(\/ﬁ+ 1) 2\/§/w\/ﬂ ~ 10.76/n < 11/n.

Figura 3.10. Conjunto de puntos que no tiene un par de conjuntos mutua-
mente excluyentes con mas de 11y/n puntos.

3.4. Cota superior para las familias de cruce

Las mejores cotas superiores encontradas a la fecha para el problema de
la maxima familia de cruce son lineales, es decir, sélo se han encontrado
conjuntos de puntos en los cuales la mayor cantidad de puntos usados en una
familia de cruce es una fraccién lineal del total de puntos. A la razén entre
la mayor cantidad de puntos usados en una familia de cruce y la cantidad
total de puntos la llamaremos razon de cruce. La mejor razén de cruce que
ha sido encontrada a la fecha es 1/2, la cual se expone en [3].

Teorema 14. FEuxisten conjuntos de puntos arbitrariamente grandes tales que
la razon entre la cantidad de puntos usados en una familia de cruce y la
cantidad total es 1/2.

Demostracion. Vamos a hacer una construccion recursiva. Como ejemplo ba-
se, consideramos el conjunto S; formado por cuatro puntos que no estén en
posicién convexa. La maxima familia de cruce en ese conjunto esta formada
por dos de sus puntos, asi que su razén de cruce es 1/2.
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Ahora, hacemos el paso recursivo de la siguiente forma. Si tenemos un
conjunto S,, de puntos con la propiedad deseada, entonces a cada punto
p € S, lo reemplazamos por dos puntos muy cercanos p; y ps de forma que
su posicion sea casi vertical. Esto lo hacemos de tal forma que pq intersecta a
rs siy sélo si p;q; intersecta a r;s; para cualesquiera 4, j, k y [. Asi, obtenemos
un nuevo conjunto de puntos 5,11, el cual, como probaremos enseguida, tiene
la misma razon de cruce que S,,.

Si tenemos una familia de cruce F' en S,,, entonces en S, 1, a cada seg-
mento de F' lo podemos reemplazar por dos segmentos de recta que unen a
los puntos correspondientes de S,,.; para formar una familia de cruce. Por
lo tanto, la razén de cruce en S, .1 es mayor o igual que la de S,,.

Consideremos una familia de cruce F' en S,,;. Sea G la grafica cuyo
conjunto de vértices es S,, y dos vértices, p y ¢, son adyacentes si y sélo si
piq; € I para algunos 7 y j. Entonces, G tiene grado maximo 2. En cada
par p; y py de S,11 que corresponden al mismo punto p de S, tenemos que
los segmentos de F' que parten de ellos no pueden ir uno a la izquierda y el
otro a la derecha pues en ese caso no se cruzarian. Asi, podemos separar los
vértices de G en dos conjuntos en los que no hay aristas entre dos vértices
del mismo conjunto, es decir, G es bipartita. Uno de ellos es el formado por
los puntos cuyos segmentos de F' van hacia la derecha y el otro, el formado
por los puntos cuyos segmentos de F' van hacia la izquierda. Como G tiene
grado méximo 2, tenemos que G tiene un apareamiento con al menos |F'|/2
vértices, pero dicho apareamiento representa una familia de cruce en S,,, por
lo que la razén de cruce de S, es mayor o igual a la de S,,1. O]

A la fecha sigue siendo un problema abierto encontrar mejores cotas para
la maxima familia de cruce de conjunto de puntos, en concreto, encontrar o
una cota superior sublineal o una cota inferior mayor a y/n. Se conjetura que
siempre existe una familia de cruce de cardinalidad lineal para todo conjunto
de puntos.
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Capitulo 4

Cotas basicas

En este capitulo vamos a presentar la obtencion de las primeras cotas
encontradas para el problema del niimero de cruces en poligonizaciones de
puntos en el plano mediante una aplicacién relativamente directa de los re-
sultados vistos en los capitulos anteriores.

4.1. Cota superior cuadratica

Primero, veamos una cota superior para el problema, la cual se obtiene
directamente de aplicar las definiciones.

Teorema 15. Para cualquier conjunto S de n puntos y cualquier poligoni-
zacion P de S, el nimero de cruces de P no puede ser mayor a n(n — 3)/2.

Demostracion. Sea P = pq, pa, ..., Pn, P1, Una poligonizacion de S y denote-
mos por a; a la arista p;p; 11 paral < ¢ < n—1y por ap a p,p;. Entonces, cada
a; no puede intersectarse con ella misma ni con a(;—1) msd n N CON A(i11) méd ns
es decir, no puede intersectarse con ella misma ni con sus aristas anterior y
posterior. Asi que cada arista puede intersectarse con a lo mas n — 3 aristas.
Por lo tanto, a lo més hay n(n — 3)/2 cruces. O

Ahora, veamos que la cota dada anteriormente a veces se alcanza. Esto
nos dice que esa cota es la mejor cota superior que podemos dar.

Teorema 16. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicion convexa
con n impar. Entonces, eziste una poligonizacion de S que tiene n(n — 3)/2
CTUCES.

Demostracion. Sean = 2k+1ysea P = pg, p1, - - -, Pn_1, Po, €l poligono con-
vexo determinado por los puntos de S. De esta manera, afirmamos que la poli-
gonal po, P, Pok, - - - Pik méd ny - - - Pkt1, Po tiene n(n—3)/2 cruces. En efecto,

35
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sabemos por construccion que la arista pir msd nP(i+1)k meéd » deja a los puntos
D(ik+1) méd ns P(ik+2) méd ns - - - P((i+1)k—1) méd n €1 UN semiplano y a los puntos
D((i+1)k+1) méd n> P((i+1)k+2) méd ns - - - P(ik—1) méd » €D el otro semiplano defi-
nido por la arista. Asi, si j # ((¢+1)k+1) méd n, entonces (j+1)k méd n
estd en el otro semiplano definido por la arista pi méd nP(i+1)k méd n- Por lo
tanto, cOMo Pix méd ns P(i+1)k méd n, Pjk méd n, P(j+1)k méd n €StaN en posicion
convexa, entonces las aristas pi msd nP(i+0k médn Y Pjk méd n> P(i+1)k méd n
forman un cruce. Como esto pasa para todo j no congruente a ik, (i + 1)k
e (1 + 1)k + 1 médulo n, tenemos que la arista P msd nD((i+1)k) mod n S€ -
tersecta con otras m — 3 aristas. Lo mismo pasa para todas las aristas de
la poligonizacién pues la arista tratada se tomé de forma arbitraria. Por lo
tanto, el nimero de cruces de esta poligonizacion es n(n — 3)/2. O

Po

Figura 4.1. Poligonizacién de la prueba del Teorema [16] para n = 15.

La poligonizacion de la prueba del teorema anterior resulta ser también
la de mayor longitud para puntos en posicion convexa. La prueba de esto se
da en [16] y la vamos a exponer enseguida.

Sea S un conjunto de n = 2k + 1 puntos en posicién convexa, P = py, ...,
par €l poligono convexo formado por el cierre convexo de S. Vamos a probar
que la poligonizacion de la prueba del Teorema [16] es decir, po, pr, ok, - - -
Dik méd ns - - -» Pk+1, Do, €S la de mayor longitud.

Si los puntos forman un poligono regular como en la Figura 4.1l entonces
cada vértice es adyacente a los dos puntos que estan mas alejados de él y,
por lo tanto, la poligonizacion es la de mayor longitud. Esto no es inmediato
cuando los puntos no forman un poligono regular porque puede ser que algin
vértice no esté unido con los dos que estan més alejados de él.
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Para probar que dicha poligonizacién es la de mayor longitud, vamos a
usar permutaciones en {0, 1, ..., n}, para cualquier n, no necesariamente
impar. Sean 1 < i,7 < n. Representamos como N|i, j] al conjunto {i,i +
1,...,7} st i < jyal conjunto {i,i +1,...,n — 1,0,1,...,5} si ¢ > j.
Usamos los siguientes convenios de notacién: N[i,j) = N[i, j]—{j}, N (i, j] =
Nli,jl]—{i} y N(i,j) = NJi, j]—{4, j}. Identificamos al niimero i con el punto
correspondiente p;. Asi, decimos que i y j son de cruce si pips)y Y PjPo())
se cruzan, es decir, si j € N(i,0(i)) y o(j) € N(o(i),i). Andlogamente,
decimos que 7 y j son separados si piPs(i) Y PjPo(j) DO s€ cruzan, es decir, si
j.o(j) € N(i,a(0)).

De esta manera, a las poligonizaciones de S les vamos a dar un sentido
arbitrario, es decir, vamos a pensarlas como ciclos dirigidos. Asi, a una po-
ligonizaciéon P de S la vamos a pensar como una permutacién o, donde el
siguiente punto del p; en P es Poi)-

A la distancia entre el punto p; y el punto p; la representaremos por d(i, 7).
La longitud de una permutacién o serd entonces S(o) = Y20~ d(i, o(i)). Asi,
la longitud de la poligonizacion serd igual a la longitud de la permutacion que
le corresponde. Primero veamos el siguiente lema, que se obtiene directamente
de aplicar la desigualdad del tridangulo. Notemos que la desigualdad siempre
es estricta porque estamos suponiendo que los puntos estan posicion general.

Lema 17. Sipy, pi, pj y pr son cuatro puntos del poligono convezo que estdn
en ese orden en sentido contrario al de las manecillas del reloj, entonces

d(h,5) + d(i, k) > d(i, §) + d(k, h).

pj Ph

Pk

Figura 4.2. Desigualdad del Lema [I7

Ahora, probamos el siguiente lema.

Lema 18. Todas las permutaciones de longitud mdxima en un conjunto de
puntos en posicion convexra no tienen pares separados.

Demostracion. Sea ¢ una permutaciéon mas larga en S. Supongamos que
existe un par separado ¢, j, en o y sin pérdida de generalidad supongamos que
j,0(j) € N(i,o(i), ver Fignra B Asi, o(j) € N[j,o(0)) 0 o(j) € N(i, ).
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Supongamos primero que o(j) € N[j,0(i)). Consideramos una permu-
tacién o’ tal que o'(i) = o(j), 0'(j) = o(i) y o'(k) = o(k) para cualquier
otro k # i,j. Por el Lema [I7, S(¢’) > S(0). En la nueva permutacién, los
unicos segmentos que se cambian son p;Ps(;) ¥ DiPo(j) . Asi, si otro segmento
intersecta a alguno de estos segmentos o a los dos en o, entonces intersecta
a uno de los segmentos o a los dos por los que son reemplazados en ¢/, como
se puede comprobar en los distintos casos, ver Figura 4.3l De esta manera,
se observa que no se forman nuevos pares separados al hacer el cambio, pero
se elimina el par separado %, j. Por lo tanto, encontramos una permutacion
mas larga que o y que tiene al menos un par separado menos, contradiccion.

o'(j) = a(i)

Figura 4.3. Caso o(j) € N[j,0(7)).

Ahora supongamos que o(j) € N(i,j). Consideremos una sucesién de
numeros Q = {o(j) = jo, j1,- .-, Jjek—1 = J} tal que j, = o(j,—1) para 1 <p <
k — 1. Supongamos primero que ¢ no esta en ). En este caso consideremos
una permutacién o’ tal que o'(i) = j, o'(c(j)) = o(i), 0'(j;) = Jjs—1 para
1<q<k—1yo'(q) = o(q) para cualquier otro ¢ ¢ QU{i}. Por el Lema[I7]
S(c') > S(o) y o' tiene al menos un par separado menos que o por las mismas
razones que en el caso anterior, lo cual es una contradiccién.

Figura 4.4. Caso o(j) € N(i,j) ei ¢ Q.

Entonces supongamos que i estd en Q. Asi, Q = {0 (j) = Jo, J1, -+ jh-1 =
iyjn = 0(1), Jhs1, - Je—1 = j} v definamos a Q' como la parte de @) entre
o(j) e i, es decir, {o(j) = Jjo,J1,---,Jn-1 = i}. Ahora, consideramos una

nueva permutacién o’ tal que o'(j) = 4, o’(c(j)) = o(i), 0'(j;) = ¢,—1 para
1<qg<h-1yd'(q) = o(q) para cualquier ¢ ¢ Q' U {j}. Por el Lema [T,
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se cumple que S(¢’) > S(o) y ¢’ tiene menos pares separados que o al igual
que en el primer caso, lo cual es también una contradiccion. El caso cuando
J,o(j) € N(o(i),7) es andlogo y no lo discutiremos aqui. Por lo tanto, o es
una permutacion sin pares separados.

Figura 4.5. Caso o(j) € N(i,j) e i € Q.

]

También necesitamos el siguiente lema. Definimos como o; a la permuta-
cién que para cada 0 < i < n — 1 cumple que 0;(i) =i+ j mdd n. Como
S(oj) = S(on—j), vamos a considerar siempre que 0 < j < |n/2|. Notemos
que si j y n son primos relativos, entonces o se corresponde con una poligo-
nizacién. Ademads, observemos que si n es impar, entonces o, 2 = afnl/Q R
sl es par, entonces oy, 21 = 0|n/2]-

Lema 19. Si una permutacion o no contiene ningun par separado, entonces
o esigual a o|p/2) 0 Omy2)-

Demostracién. Supongamos que o Nno es 0|,/3] Di 0, 2). Entonces, existe
un ¢ tal que 0 < i < n —1 tal que |N(i,0(?))| < |[n/2] o |[N(i,0(i))] >
[1/2]. Supongamos que |N(i,0(i))| < |n/2] y, sin pérdida de generalidad,
supongamos que es el 0 el que cumple eso, es decir, 0(0) = k < |n/2]. Como
o no tiene un par separado, entonces para todo j € N[k + 1,n — 1] tenemos
que o(j) € N[0,k — 1]. Sin embargo, dado que N[0,k — 1]| < [n/2] <
n—k+1=|N[k+1,n—1]|, tenemos que dicha situacién es imposible pues
o es biyectiva. Con lo cual llegamos a una contradiccién. El caso cuando
k > [n/2] se trata de manera andloga. O

Ahora obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 20. Las permutaciones o|n/2| Y Ofns2) S0 las mds largas para
cualquier poligono convero.

Demostracion. Inmediato de los Lemas [I§ y 19 ]
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Como corolario al teorema anterior tenemos lo que queriamos probar, es
decir, que la poligonizacion de la prueba del Teorema es la mas larga
cuando tenemos una cantidad impar de puntos en posicion convexa.

Corolario 21. Para cualquier poligono convexo, 0|,z €s el ciclo hamilto-
niano mas largo st n es impar.

Asi, vemos que si los puntos estan en posicién convexa y es una cantidad
impar, el ciclo hamiltoniano mas largo tiene un ntimero cuadratico de cruces,
de hecho, la maxima cantidad de cruces que puede tener un ciclo hamiltoniano
en cualquier conjunto de puntos.

4.2. Cotas inferiores subcuadraticas

En esta seccién vamos a discutir las primeras cotas inferiores para el pro-
blema. Empecemos con una de las ideas mas intuitivas para establecer cotas
inferiores para nuestro problema, la cual comentabamos en la introduccién.
Dicha idea consiste en considerar una poligonizacion sin cruces en el con-
junto S y después cruzar los pares de aristas paralelas. Dos aristas p;p;11 ¥
pjpj+1 de un poligonizacion P son paralelas si t +1 < j y pipit1pjPj+1 €S
un cuadrilatero convexo. Cruzar este par de aristas paralelas p;pit1 ¥ pjpj+1
quiere decir sustituir la poligonizacién P = py, pa, ..., pn, p1 por P’ = py,

<oy Dis Pjs Pj—1s - - - Pit1, Dj+1, - - -, Pns P1, Véase la Figura .ol Es facil ver que
este procedimiento termina pues, por la desigualdad del triangulo, en cada
ocasién se aumenta la longitud de la poligonizacion y solo hay una cantidad
finita de poligonizaciones. Sin embargo, determinar con cuantos cruces ter-
mina el procedimiento puede ser muy dificil y puede depender del poligono
inicial y del par de aristas que se escojan en cada momento.

Aqui, vamos a presentar un ejemplo de una poligonizacion sin cruces sobre
un conjunto de puntos especial de forma que no tiene ningin par de aristas
paralelas. Esto implica que se tiene que escoger el poligono inicial con cuidado
y hacer la elecciéon de las aristas paralelas también con cuidado. El ejemplo
se basa en la construccién dada en [8], misma que exponemos enseguida.

El ejemplo responde negativamente a una conjetura presentada en [I] y
que dice lo siguiente: Para cada conjunto F' de n segmentos ajenos en el
plano, existe un segmento a que puede separarse de cerca de n/2 segmentos
de F, donde por separar nos referimos a que se puede trazar una recta que
deja en uno de sus semiplanos al segmento a y en el otro a n/2 segmentos de
F. Entonces, se presenta una familia .J,, de 3m segmentos tal que ninguno
de sus elementos puede separarse de mas de m elementos de J,,,.
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Usamos una configuracién debida a K. P. Villanger, que se expone en [32].
Dicha configuracién consiste en construir un conjunto de m segmentos L,
..., L, tal que para cada ¢ > 3, L; intersecta el cierre convexo formado por
cualesquiera dos segmentos anteriores, véase Figura

Ls

Lo

Ly

Figura 4.6. Configuracion de Villanger.

Podemos hacer esta configuracién de modo que si P(L;) es la pendiente
del segmento L; para 1 < i < m, las pendientes cumplan que 0 = P(L;) <
P(Ly) < -+ < P(Ly,) = 6 < 7/2y que el punto de la izquierda de cada
segmento L; esté a distancia menor que € del punto de la izquierda de L,
véase Figura L7

Figura 4.7. Configuracion de Villanger con parametros € y 9.

El ejemplo consiste en tomar tres copias del arreglo anterior, Ty = {L 0,
. Lm70}, T1 = {Ll,la ceey Lm,l}y T2 = {LLQ, ey Lm,g}, y pODGI‘lOS alrededor
de un tridngulo con vértices vy, v1 y v2. Tomamos € y § de forma que la recta
que contiene a cualquier segmento de T; intersecta a todos los elementos de
Ti+1, donde la suma es médulo 3. De esta forma, a cualquier segmento Ly, ;
de T; no lo podemos separar de ninguno de los segmentos de T;,; y cualquier
recta que deja a Ly ; en uno de sus semiplanos va a dejar a lo mas a todos los
elementos de T;_; o a todos los demas segmentos de T; en el otro semiplano.
Por lo tanto, en J,, no existe un segmento que se pueda separar de més de
m = n/3 segmentos.
Para encontrar la poligonizaciéon que anuncidbamos al principio de la
seccion y en la introduccion, a la construccion de Villanger Ly, Lo, ..., L,
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Figura 4.8. Configuracion J,,.

le alargamos el segmento L,, hacia su derecha y agregamos un punto extra p
que esté a la derecha y abajo de todos los demas puntos. Unimos el punto
de la derecha de L; con el de la izquierda de L; 1, para 1 <7 <n y al punto
extra p con el punto a la izquierda de L; y el punto a la derecha de L,, (Ver
Figura [£9). Asi obtenemos una poligonizacién de este conjunto de puntos
en el que no hay dos aristas paralelas y no tiene ningtin cruce. Con esto en
mente, conviene buscar otro tipo de ideas para encontrar cotas inferiores para
el problema.

El resto de la tesis se tratara de encontrar cotas inferiores para el niimero
de cruces. Para establecer una cota inferior f(n) para el problema, se dard un
procedimiento para trazar una poligonizacion que se pueda utilizar en cual-
quier conjunto de n puntos y se probara que esa poligonizacion tiene al menos
f(n) cruces.

Para llevar a cabo el esquema de demostracion del parrafo anterior con las
cotas inferiores que vamos a presentar, vamos a hacer uso del siguiente lema.
Dicho lema nos asegura que si podemos trazar varias trayectorias de manera
que se crucen mucho, entonces podemos completarlas a una poligonizacién
que tenga al menos ese nimero de cruces. Para una trayectoria o ciclo P,
vamos a denotar como A(P) al conjunto de aristas de P.

Lema 22. Sean Py = {p11, -, Prk}s ---» B=Api1, -+, Dig, } trayectorias
en S que no tienen vértices en comin. Supongamos que U'_ A(P;) tiene m
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Figura 4.9. Poligonizacién sin cruces y sin aristas paralelas.

pares de aristas que se cruzan. Entonces, existe una poligonal P que contiene

a todas estas trayectorias y a los puntos de S que no estdn en ninguna de
ellas, cuyo numero de cruces es mayor o iqual a m.

Demostracion. Numeremos los elementos de S que no estan en ninguna tra-

yectoria como q, ..., ¢u—k,—..—,- Asi, la poligonizacién buscada es P = py 1,

e DLy - s DLy - s Plkys G1s - - 5 n—k—1—-—ky» P1,1. COomo Ué:1A<Pi) C A(P),
entonces el niumero de cruces de P es mayor o igual que m. O]

Como se dijo en la introduccion, cada cuarteta de puntos en posicién
convexa presenta la oportunidad de formar un cruce. Tomando esto en cuenta
y usando el Teorema [I podemos trazar una poligonizacién que tenga un
nimero lineal de cruces, como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 23. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, existe
una poligonizacion de S que tiene al menos |n/5| cruces.

Demostracion. Numeramos los puntos de .S, obteniendo las etiquetas py, .. .,
Pn- Asi, para cada 0 < k < |n/5] los puntos psi1, - « -, Pskrs contienen cuatro
de ellos que estdn en posicion convexa, por el Teorema [Il Entonces, podemos
trazar dos segmentos g7 v Sktr que se cruzan para cada k. Si tomamos cada
uno de estos segmentos como una trayectoria de longitud uno, tenemos por el

Lema 221 que podemos completarlos a una poligonizacién que tiene al menos
|n/5] cruces. O

En la demostracion del teorema anterior encontramos cuartetas de puntos
en posicion convexa que no comparten ningin punto entre ellas. Como a lo
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Figura 4.10. Ilustracién de la prueba del Teorema 23] antes de aplicar el
Lema 22 para n = 15 y numerando los puntos respecto a su coordenada z.

mas puede haber una cantidad lineal de cuartetas de puntos en posicién
convexa, esta técnica no nos va a proporcionar una cota mayor que lineal.

Un problema interesante relacionado con esto es encontrar la maxima
cantidad posible de cuartetas en posicion convexa, el cual esta relacionado
con el problema del nimero de cruces rectilineo de K, véanse [20] y [4].
También es un problema interesante encontrar la mayor cantidad posible de
cuartetas de puntos en posicion convexa que tienen cierres convexos ajenos,
véase [17]. Otra variante del problema consiste en pedir que los cuadrildteros
ademas no contengan a otro punto del conjunto en su interior, a los cuales
los llamamos 4-hoyos, véase [27].

Otra forma de encontrar cotas para el problema consiste en encontrar
subconjuntos grandes de S cuyos puntos estén en posiciéon convexa y hacer
la poligonizacién de la prueba del Teorema [I6l El Teorema 2lnos proporciona
una cota para la cantidad de puntos en posicién convexa en cualquier conjun-
to de puntos. Utilizaremos dicho teorema para encontrar una cota O(n logn).

Teorema 24. En todo conjunto de n puntos existe una poligonizacion que
tiene ©(nlogn) cruces.

Demostracion. Sea S un conjunto de n puntos en el plano en posicién gene-
ral. Usando el Teorema 2, podemos encontrar un subconjunto S; de ©(logn)
puntos en posicién convexa. Por el Teorema [16l en S; podemos trazar una
poligonizacién que tiene O(log?n) cruces. Podemos quitarle una arista a
esta poligonizacién y seguird teniendo ©(log®n) cruces, ya que una aris-
ta tiene solamente ©(logn) de esos cruces. Al conjunto S\ S; le aplica-
mos nuevamente el Teorema 2] y encontramos un conjunto Sy de tamano
O©(log(n —logn)) = O(logn), trazamos la poligonal dada por el Teorema
y le quitamos una arista. Con esto obtenemos otros ©(log®n) cruces. Ha-
cemos esto hasta que queden n/2 puntos en el conjunto. De esta manera,
habremos hecho esto ©(n/logn) veces y en cada caso habremos encontrado
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O(log?n) cruces. Ahora, aplicamos el Lema 22 y habremos encontrado una
poligonizacién que tiene ©(nlogn) cruces. O

Por el Teorema 4] hay conjuntos en los que hay a lo méas O(logn) puntos
en posicion convexa. Para ese tipo de conjuntos no podemos asegurar una
cantidad de cruces mayor que ©(nlogn) con este método.

Observemos que para trazar la poligonizacion P del Teorema [16l que
tenga n(n — 3)/2 cruces, no es necesario que los puntos estén en posiciéon
convexa, a veces se puede hacer aunque no lo estén. Asi, otra opcién para
atacar el problema consistiria en encontrar la maxima cantidad de puntos
en los que se puede trazar la poligonizacion del Teorema y que tenga
n(n — 3)/2 cruces.

Observemos que si sélo consideramos las aristas as, ay, ..., a,_1 de Penla
poligonizacién del Teoremal[I6l se tiene que se intersectan dos a dos, formando
k(k —1)/2 cruces, donde n = 2k + 1. Estas aristas se pueden completar, por
el Lema 22, a una poligonizacién con al menos k(k — 1)/2 = ©(n?) cruces.
Asi, una forma viable de atacar el problema consiste en encontrar la mayor
cantidad de segmentos que se intersecten dos a dos, es decir, encontrar una
familia de cruce lo mas grande posible.

La mejor cota para familias de cruce que se tiene a la fecha es Q(y/n), es
la dada en [3] y se discutié en el Capitulo Bl Ahora, vamos a dar un procedi-
miento muy similar al de la demostracién del Teorema 241 y, basandonos en
lo que podemos decir a la fecha sobre las familias de cruce, encontraremos
una cota inferior ©(ny/n) que podria mejorarse si se mejora la cota para las
familias de cruce.

Teorema 25. Todo conjunto de n puntos tiene una poligonizacion con ©(n+/n)
cruces.

Demostracion. Sea S un conjunto de n puntos. Por el Teorema[I2] existe una
familia de cruce F; de tamano O(y/n). Vamos a considerar a las familias de
cruce como el conjunto de segmentos o como el conjunto de vértices de los
segmentos, indistintamente. Ahora, en S\ F}, existe una familia de cruce F,
de tamano O(y/n —/n) = O(y/n). Repetimos este procedimiento k veces,
donde k es el menor natural tal que la familia de cruce F}, que encontramos
cumple que |S \ (UX_| F})| < n/2. Como en cada ocasién la familia de cruce
F; tiene ©(y/n) puntos, entonces k = ©(y/n). Asi que el nimero total de
cruces es O(ny/n) ya que cada familia de cruce tiene ©(n) cruces. Ahora,
s6lo aplicamos el Lema B2 a UF_, F, y obtenemos una poligonizacién de S
que tiene O©(ny/n) cruces. O
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En el capitulo siguiente tratamos cotas inferiores cuadraticas para el pro-
blema del nimero de cruces de las poligonizaciones sin suponer que existen
familias de cruce de tamano lineal.



Capitulo 5

Cotas inferiores cuadraticas

En la demostracién del Teorema [25] se usaron familias de cruce, que son
apareamientos de puntos en el que sus segmentos se intersectan dos a dos,
y para cada familia se obtuvo una cantidad cuadratica de cruces respecto al
tamano de la misma. Como los segmentos son trayectorias de longitud 1, una
manera natural de intentar resolver el problema consiste en usar trayecto-
rias ajenas permitiendo que sean de longitud mayor que 1. Veamos algunas
definiciones para precisar mejor lo que acabamos de decir.

A una trayectoria de longitud k la vamos a llamar también un k-camino,
es decir, vamos a tratar los términos camino y trayectoria como sinénimos.
Decimos que dos trayectorias P = py, ..., Pr, Pkr1 ¥V @ = q1, -+ Qs Qia1,
de longitudes k y [, respectivamente, se intersectan si existen dos nimeros
1 <i<kyl<j<Itales que los segmentos p;p;+1 ¥ ¢;jqj+1 se intersectan.
Asi, si tenemos m trayectorias que se intersectan dos a dos, entonces tenemos
al menos m(m — 1)/2 cruces.

Resulta conveniente imponer, para analizar mejor la situacion, que todas
las trayectorias a considerar sean de la misma longitud. Asi, definimos un
k-apareamiento en un conjunto de puntos S como un conjunto de k-caminos
ajenos dos a dos en S. Como queremos encontrar {2(n) trayectorias, entonces
debemos tomar a k como constante.

De estas consideraciones se desprende una variante del problema de las
familias de cruce, que consiste que en vez de encontrar un conjunto de segmen-
tos que se intersecten dos a dos vamos a encontrar un conjunto de k-caminos
ajenos que se intersecten dos a dos, al cual vamos a llamar k-familia de cruce.
En este capitulo vamos a probar que para todo conjunto de puntos siempre
existe una 3-familia de cruce de tamano n/4. El problema de encontrar una
2-familia de cruce de tamano lineal sigue abierto; sin embargo, en la siguien-
te seccion demostramos que siempre existe un 2-apareamiento que tiene un
nimero cuadratico de cruces.

47
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5.1. Cota usando 2-apareamientos

En esta seccién vamos a establecer la primera cota inferior cuadratica para
nuestro problema, usando 2-apareamientos. Ademds, vamos a ver aqui que
si tenemos una 2-familia de cruce de tamano lineal, eso no necesariamente
implica que tengamos una 1-familia de cruce de tamano lineal.

Para establecer la cota vamos a usar el siguiente lema.

Lema 26. Sea ¢ una curva en el plano tal que lo divide en dos partes. En-
tonces, si tenemos cuatro puntos p, q, r y s en ese orden sobre ¢, al unir p
conr yq con s por medio de curvas que estan completamente contenidas en
la misma region determinada por c, estas curvas se intersectan.

Esta afirmacion es consecuencia directa del Teorema de la curva de Jor-
dan. Para un tratamiento mas detallado sobre este teorema y otros resultados
de topologia 1tiles en teoria de graficas se puede consultar [23].

q r

Figura 5.1. Las curvas que unen a p con r y a ¢ con s se cruzan si ambas
estan del mismo lado de c.

Teorema 27. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, S con-
tiene dos familias de n/12 2-caminos, P y Q, tales que si P € P y Q € Q,
entonces P y Q) se intersectan.

Demostracion. Vamos a dividir el plano en varias regiones de forma que
los 2-caminos de P y Q se construiran uniendo puntos de algunas de estas
regiones.

Primero, hacemos la H-particion, que ya se utilizé en la prueba del Teo-
rema [I2 pero que volvemos a explicar enseguida. Tracemos una recta £ hori-
zontal que divida exactamente a la mitad a los puntos de S. Después, usamos
el Teorema [§y encontramos una recta M que deja n/12 puntos a la izquierda
de ella en cada semiplano determinado por £. Por tltimo, trazamos una recta
N paralela a M y le recorremos desde # = 400 hacia la izquierda hasta que
en una de las regiones a la derecha de N haya exactamente n/12 puntos y,
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por tanto, en la otra haya a lo mas n/12. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que es en la region de abajo y la llamaremos B. A la regién de abajo
de L a la izquierda de M la llamaremos A, véase la Figura [5.2]

Asi, tenemos que en la regiéon R, que es la delimitada por M y Ny que
estd arriba de £, hay al menos n/3 puntos de S. Ahora, tracemos una recta
horizontal que divida exactamente a la mitad los puntos de R y llamemos
t y w a sus puntos de interseccién con M y N, respectivamente. Usamos
nuevamente el Teorema [8 para trazar una recta M’ que junto con tw divida
a la region R en cuatro regiones con la misma cantidad de puntos. Asi, cada
una de esas cuatro regiones tiene al menos n/12 puntos. Llamamos z al punto
de interseccién de M’ y tw.

Una vez hecha la particion, para obtener cada 2-camino de P unimos a
un punto c de la regién arriba de £z con un punto d de la regién de abajo de
tz, ambos a la izquierda de M’ y dentro de R. A d lo unimos, a su vez, con
un punto b € B, ver Figura[B.2l De esta forma, cada 2-camino de P intersecta
a tz en un punto p; y a N en un punto p,. Andlogamente, para construir
cada 2-camino de Q, unimos un punto e de la region arriba de zw con un
punto f de la regién abajo de zw, ambos a la derecha de M’ y dentro de R.
A f lo unimos, a su vez, con un punto a € A. Entonces, cada 2-camino de
Q intersecta a zw en un punto ¢; y a M en un punto ¢s.

M N

Figura 5.2. Un 2-camino de P y uno de Q se cruzan.

Notemos que por el paralelismo entre tw y L el punto p, de cada 2-camino
de P estd abajo de w y el punto ¢, de cada 2-camino de Q esta abajo de t.
Ademds, por el paralelismo entre M y AN tenemos que cada 2-camino de P
estd a la derecha de M y cada 2-camino de Q estd a la izquierda de N. Por
lo tanto, la porcion entre p; y py de cada 2-camino de P y la porcién entre
q1 'y g2 de cada 2-camino de Q estan en la region T, que es la que esta entre



50 CAPITULO 5. COTAS INFERIORES CUADRATICAS

M y N y abajo de tw. Asi, si consideramos a la frontera de T, el Lema
establece que la porcion de P entre p; y po se intersecta con la porcion de ()

entre q; y qo.
O

Ahora, aplicamos el teorema anterior para establecer la primera cota
cuadratica encontrada para el nimero de cruces de las poligonizaciones. Esto
es lo que establece el siguiente corolario.

Corolario 28. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, S tiene
una poligonizacion cuyo nimero de cruces tiende a n?/108 conforme n tiende
a infinito.

Demostracion. Notemos que para hacer el 2-apareamiento del teorema an-
terior, utilizamos la mitad de los puntos de S. Asi, podemos repetir el pro-
cedimiento con el conjunto de puntos restantes hasta terminar con todos los
puntos. De la primera iteracién obtenemos (n/12)? cruces, de la segunda,
((n/2)/12)%, y asf sucesivamente. Con lo cual, obtenemos un 2-apareamiento
con la siguiente cantidad de cruces:

logn 9 logn

> () =S ) - (B ()

1= 1=0 i=

Asi, tenemos que cuando n se hace grande, el nimero de cruces del aparea-
miento tiende a lo siguiente:

(B S(Cy =(n) i

Ahora, aplicamos el Lema [22] al 2-apareamiento, para obtener una poli-
gonizacién en S que tiende a tener n?/108 cruces. O]

Notemos que en la demostracién del Teorema 27 la H-particién se puede
hacer en tiempo lineal. En efecto, encontrar £ toma tiempo lineal, encontrar
M también toma tiempo lineal por el resultado de [22], que se coment6 en la
Seccién 23] y encontrar la recta A también toma tiempo lineal proyectando
los puntos a £ y encontrando el n/12-ésimo punto mas a la derecha, véase [T].
De la misma forma, encontrar la particiéon dentro de R también toma tiempo
lineal por el resultado de [22]. Determinar en qué regién estd un punto toma
tiempo constante. Asi, hacer el apareamiento toma tiempo lineal.

Hacer cada iteracién en el Corolario toma tiempo lineal respecto a
la cantidad de puntos que quedan, el cual se va reduciendo a la mitad ca-
da vez. Por 1ltimo, aplicar el Lema [22] también toma tiempo lineal. Por lo
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tanto, encontrar una poligonizacién cuyo niimero de cruces tiende a n?/108
toma tiempo lineal. Este tiempo es mejor que el necesario para construir una
poligonizacién sin cruces, como comentabamos en la introduccion.

Ahora, veremos que una 2-familia de cruce de tamano lineal no implica
necesariamente que existe una 1-familia de cruce de tamano lineal. Aqui va-
mos a proporcionar un ejemplo de una 2-familia de cruce lineal que sélo tiene
I-familias de cruce de tamano /n y posteriormente, vamos a presentar un
ejemplo donde esas 1-familias de cruce son incluso de tamano 2.

Para el primer ejemplo vamos a usar el siguiente lema, el cual también
es consecuencia directa del Teorema de la Curva de Jordan. El lema se va a
utilizar también en la siguiente seccion para dar mejores cotas para el niimero
de cruces de las poligonizaciones.

Lema 29. Sean M y N dos rectas paralelas en el plano, p y q dos puntos en
M yr ys dos puntos en N, donde los rayos pq y rs apuntan en la misma
direccion. Entonces, si se unen los puntos p con s y q con r por medio de
curvas completamente contenidas entre M y N, dichas curvas se intersectan.

Supongamos que tenemos dos rectas paralelas paralelas y tenemos n pun-
tos numerados en ellas, en la primera recta como 1,...,7n y en la segunda
como una permutacion o. Asi, por el Lema 29, por cada transposicién que
tengamos en o, vamos a tener un cruce entre el par de curvas que unen a los
puntos de la transposicion.

r S

Figura 5.3. Una transposicién siempre genera un cruce cuando los puntos se
unen con lineas continuas.

Consideremos tres rectas paralelas horizontales u, v y w, con a® puntos
cada una y numeremos los puntos de 1 a a? en cada una de ellas de forma que
vamos a unir con segmentos de recta a los puntos etiquetados con el mismo
ntmero. Numeramos los puntos de izquierda a derecha en cada recta como

sigue: en la recta u numeramos los puntos como 1, 2, ..., a?, en la recta v
comoa,a—1,...,1,2a,2a—1,....,a+1,...,a% da*—1,...,a(a—1)+1,
y en la recta w como a?, a®> — 1, ..., 1. De esta manera, por el Lema [5.3] los

2-caminos se van a cruzar dos a dos pues en w los niimeros estan en el orden
inverso a como estan en u. Sin embargo, entre u y v, como en la permutacion
que esta representada en v, la mayor subsucesion decreciente tiene sélo a
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elementos, entonces la méaxima 1-familia de cruce tiene tamano a. Asi mismo,
como la mayor subsucesién creciente de la permutacién representada en v
tiene a elementos, entonces la mayor 1-familia de cruce entre v y w es de
tamano a. Por lo tanto, estos 2-caminos forman una 2-familia de cruce de
tamafio a® pero no hay entre sus segmentos una 1-familia de cruce de tamaio
mayor a a.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1

Figura 5.4. Ejemplo de una 2-familia de cruce de tamano n = 16 que sélo
contiene 1-familias de cruce de tamafio /n.

Ahora vamos a ver que incluso puede pasar que una 2-familia de cruce de
tamano lineal contenga 1-familias de cruce de tamano a lo més 2. Para esto,
vamos a suponer que tenemos dos segmentos ajenos, u y w, que pertenecen
a la misma recta y otro segmento v que pertenece a otra recta paralela a la
primera. En cada uno de estos segmentos vamos a numerar los puntos del 1
al n en el mismo orden y hacia la misma direccién. Unimos con segmentos
de recta los puntos que tienen el mismo nimero entre v y v y luego, entre
vy w. Asl cada 2-camino va a unir un punto de u con uno de v y luego a
ese mismo punto de v con uno de w, a su segmento de v a v lo llamaremos
primer segmento y al de v con w su segundo segmento. Asi, el 2-camino que
une los puntos numerados con i va a intersectar con su primer segmento a
los 2-caminos que unen los puntos con niimero menor que ¢ y va a intersectar
con su segundo segmento a los 2-caminos que unen los puntos con nimero
mayor que .

Figura 5.5. Ejemplo de una 2-familia de cruce de tamano n = 9 que sélo
contiene 1-familias de cruce de tamano 2.
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Como dos segmentos que unen a un punto de u con uno de v no se pueden
intersectar entre ellos y lo mismo pasa con dos segmentos que unen a un punto
v con uno de w, entonces la maxima 1-familia de cruce que podemos tener
es de dos, es decir, de un segmento que una a un punto de u con uno de v y
uno que una a un punto de v con uno de w.

5.2. Cota usando 3-apareamientos

En esta seccién vamos a mejorar la cota cuadratica encontrada en la
seccién anterior, pero ahora usando 3-apareamientos. Lo primero que demos-
traremos serd que en todo conjunto de puntos siempre existe una 3-familia
de cruce de tamano lineal.

Teorema 30. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, en S
existe una 3-familia de cruce de tamano n/4.

Demostracion. Sean Ly M dos rectas verticales tales que £ deja exactamen-
te n/4 puntos a su izquierda y M deja exactamente n/4 puntos a su derecha.
Ahora, hacemos un 1-apareamiento P entre los puntos a la izquierda de Ly
n/4 puntos de los que estén entre las rectas £ y M y otro l-apareamiento
Q entre los puntos a la derecha de M y los n/4 puntos restantes que estan
entre £y M.

Después, numeramos los segmentos de P como P, ..., P, /4, con respecto
a su intersecciéon con £ de arriba hacia abajo. De forma similar, numeramos
los segmentos de Q como @1, ..., (y/4, respecto a su interseccion con M,
pero de abajo hacia arriba. Finalmente, para cada ¢, unimos los extremos de
los segmentos P; y (); que estan entre £ y M mediante un segmento de recta,
formando un 3-camino T;, véase la Figura [5.6l

A

Figura 5.6. Forma de unir los segmentos de los apareamientos Py Q.
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Sean, para cada 1, [; el punto de interseccion de T; con £ y m; el punto
de interseccion de T; con M, de forma que la porcién de T; entre l; y m;
estd contenida en la regiéon entre £y M. Asi, si i < j, [; estd arriba de [;
en £ y m; estd abajo de m; en M. Entonces, por el Lema 29] la porcién de
T; entre [; y m; intersecta a la porcién de T; entre [; y m;. De esta forma,
tenemos que cualesquiera dos 3-caminos T; y T se cruzan.

]

De aqui, se desprende como corolario una cota cuadratica para el niimero
de cruces de las poligonizaciones que es mejor que la obtenida con el 2-
apareamiento.

Corolario 31. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, existe
una poligonizacion en S que tiene n*/32 —n/8 cruces.

Demostracion. Por el teorema anterior tenemos que existen n/4 3-caminos
que se intersectan dos a dos. Aplicamos el Lema 22] para obtener una poligoni-
zacion que tiene al menos la misma cantidad de cruces que el 3-apareamiento,
es decir, (n/4)(n/4 —1)/2 = n%/32 — n/8 cruces. O

En el siguiente teorema, establecemos la mejor cota para el problema del
nimero de cruces encontrada en el periodo de realizaciéon de este trabajo de
tesis. La prueba usa la misma idea que la del Teorema 30l pero se hace énfasis
en el hecho de que lo que se busca es una poligonizaciéon y no solamente un
apareamiento.

Teorema 32. Sea S un conjunto de n puntos en el plano. Entonces, en S
se puede trazar una poligonizacién que tiene n*/18 —n/3 cruces.

Demostracion. Trazamos dos rectas verticales, la £ que deja exactamente a
n/6 puntos a su izquierda y la M que deja exactamente a n/6 puntos a su
derecha, dejando entre ellas una regién con 2n/3 puntos de S. Ahora, a cada
punto a la izquierda de £ lo unimos a dos puntos de los que estan entre L y
M mediante segmentos de recta. Andlogamente, a cada punto a la derecha de
M lo unimos a dos puntos de los restantes entre £ y M mediante segmentos
de recta.

Ahora, ordenamos los segmentos que intersectan a la recta £ de arriba
hacia abajo respecto a su interseccion con L y los etiquetamos como Ly, ...,
Ly /3. De forma andloga, ordenamos los segmentos que intersectan a M de
abajo hacia arriba respecto a su interseccién con M y los etiquetamos como
M, ..., M,3. Etiquetamos a los puntos entre £ y M como [; si el punto
estda en L; y como m; si esta en M;. Para cada 7, unimos por un segmento
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de recta a [; con m; y al 3-camino formado por los segmentos L;, I;m; y M;
lo llamamos T;. Asi, por el Lema 29, tenemos que para cada par i, j, los
caminos 7T; y T} se intersectan entre £y M.

Figura 5.7. Forma de combinar ciclos para formar la poligonizacion.

Como a cada vértice de S llegan exactamente dos segmentos, tenemos un
conjunto de ciclos en S. Si tenemos un sélo ciclo, ya tenemos la poligonizacion.
Si no, sean P = py, po = l;_1, p3 = m;_1, ..., Pn, P1, €l ciclo que contiene
al segmento L1 v Q = q1, ¢ = l;, g3 = my, ..., q, q1, €l ciclo que contiene
al segmento L; donde 7 es el menor tal que L; no esta contenido en P. De
esta forma, tenemos que el segmento L; | estd en P pero L; no lo esta y
no hay ningin segmento que intersecte a L entre sus puntos de interseccion
con L; y L;_1. Esto es andlogo a lo que pasa en M. Ahora, cambiamos los
segmentos [;m; y [;m; por I;m; y l;m;, véase la Figura [5.7l Asi, obtenemos
el nuevo ciclo P = py, l;_1, my, qay - Qs @1, Ly Mi_1, Pa, - -, Pn, P1, €l cual
contiene a todos los puntos que estan en P U (). Ahora llamamos, T; ; al
3-camino formado por los segmentos L;_1,l;_ym;, M; y T; al formado por los
segmentos L;, [;m;_1, M; 1. Sea j # i—1,i. Entonces, como no hay segmentos
que intersecten a L entre L; 1y L; y a M entre M; 1 y M;, por el Lema
tenemos que T;_; y T; seguiran intersectando a Tj. T;_; y I; podrian ahora
no cruzarse, sin embargo, sélo seria este cruce el que pudimos perder.

Repetimos el procedimiento anterior hasta tener una poligonizacion que
contenga a todos los puntos de S. De esta manera eliminamos a lo més n /6
cruces, ya que al principio tenfamos a lo més a n/6 ciclos, uno por cada vértice
a la izquierda de L. Por lo tanto, la cantidad de cruces de esta poligonizacion
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es al menos

]

Asi como estan establecidos, este procedimiento y el del Corolario se
pueden realizar en tiempo O(nlogn), debido a la ordenacién de los segmen-
tos, ya que el resto de ambos procedimientos se pueden realizar en tiempo
lineal. No sabemos si se pueden realizar més rapido de alguna otra forma,
sin embargo, como comentabamos en la seccién anterior, si podemos encon-
trar una poligonizacién con un nimero cuadratico de cruces en tiempo lineal
aunque sélo se puede garantizar una cantidad menor de cruces.

Esta es la mejor cota encontrada durante el desarrollo de este trabajo de
tesis. Sigue abierto el problema de encontrar la cota inferior 6ptima, es decir,
encontrar una cota tal que cualquier conjunto de puntos tenga una poligo-
nizacién con esa cantidad de cruces pero pueda demostrarse la existencia de
conjuntos de puntos donde no se puede trazar una poligonizacién que tenga
mas de esa cantidad de cruces.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo de tesis se discutieron cotas tanto superiores como infe-
riores para el numero de cruces de poligonizaciones de puntos en el plano. Se
encontré que tanto la cota superior como la inferior son cuadraticas. La cota
superior a veces se alcanza, con lo que es la mejor cota superior que se puede
dar, mientras que la cota inferior dada podria no ser la mejor. Es uno de los
problemas abiertos para futuro trabajo ya sea el mejorar la cota inferior de
n?/18 encontrando formas de hacer poligonizaciones con més cruces o encon-
trando conjuntos de puntos en los que no se pueden hacer poligonizaciones
que tengan més cruces que un numero prefijado, por ejemplo n /4.

Se encontrd que construir una poligonizacién con un ntimero cuadratico
de cruces, en concreto n?/108, se puede hacer en tiempo lineal, lo cual es
incluso mas rapido que encontrar una poligonizacion sin cruces. Sin embar-
go, las poligonizaciones que dan las otras cotas de momento toman tiempo
O(nlogn) y serfa un problema interesante determinar si es posible construir-
las en tiempo lineal o en qué casos se puede hacer eso.

Otra futura linea de investigacion es encontrar el niimero de cruces del
ciclo hamiltoniano mas largo. Conjeturamos que es cuadratico, pero podria
encontrarse una familia de conjuntos de puntos en los que no pasa esto.

Otro problema interesante a tratar es el de mejorar las cotas para las
familias de cruce, que sigue abierto y se conjetura que siempre hay una familia
de cruce de tamano lineal en cualquier conjunto de puntos. Aqui se resolvié el
problema de encontrar una 3-familia de cruce de tamano lineal que, de hecho,
es la mejor cota que se puede dar para las 3-familias de cruce, es decir, n/4.
El problema de encontrar una 2-familia de cruce de tamano mayor a /n
en cualquier conjunto de puntos sigue abierto y puede ser un problema de
investigacion futura. Sin embargo, puede que la solucién de dicho problema
no proporcione idea alguna sobre el problema de la 1-familia de cruce, tal
como la solucion del problema de la 3-familia de cruce no parece sugerir

27
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nada para el problema de la 2-familia de cruce y por los ejemplos dados en
la Seccién Bl

Otra linea de investigacién que tal vez no estd tan ligada con nuestro
problema es la de entender mejor la funcién que mapea permutaciones en
conjuntos de puntos en el plano con coordenadas enteras que se explico en
la Secciéon 221 En concreto, es un buen problema caracterizar los conjuntos
de puntos de coordenadas enteras que provienen de alguna permutacion.
Después de eso se podria estudiar qué conjuntos de puntos provienen de més
permutaciones y como se comportan las permutaciones cuando se hace algin
cambio en el conjunto de puntos.
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