e I 1 T Tilis
i Iy

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN INGENIERjA
INGENIERIA ELECTRICA — PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

ESTUDIO DE ALGORITMOS DE DECODIFtCACION ITERATIVA EN TURBO
CODIGOS Y SU IMPLEMENTACION EN UN FPGA

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN INGENIERIA

PRESENTA:
ESQUIVEL JARAMILLO ALFREDQ

TUTOR PRINCIPAL
DR. FRANCISCO JAVIER GARCIA UGALDE, FACULTAD DE INGENIERIA

MEXICO, D.F., ENERO 2015



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



JURADO ASIGNADO:

Presidente: DR. JESUS SAVAGE CARMONA

Secretario: DR. CARLOS RIVERA RIVERA

Vocal: DR. FRANCISCO JAVIER GARCIA UGALDE
1 €r. Suplente: DR. MARIO PENA CABRERA

2d 0. suplente: DR. HORACIO TAPIA RECILLAS

Lugar o lugares donde se realiz6 la tesis:

Laboratorio de codificacién y seguridad de los sistemas de informacion. Posgrado de
Ingenieria UNAM. México, D.F

Laboratoire de I'Intégration du Matériau au Systeme (IMS). Bordeaux, Francia.

TUTOR DE TESIS:

Dr. Francisco Javier Garcia Ugalde

FIRMA



Con numeros se puede demostrar cualquier cosa.
Thomas Carlyle
(1795-1881)

Estudio de algortimos de decodificacién iterativa en turbo cédigos y su
implementacién en un FPGA

Alfredo Esquivel Jaramillo.







DEDICATORIA

A mis padres Sandra y Alfredo
A mis hermanos Daniel y Diana Paulina

A mi abuelo Alfredo, quien ya no se encuentra con nosotros






AGRADECIMIENTOS

A CONACYT, por el apoyo econémico que recibi para realizar mis estudios de
maestria y por el apoyo de la beca mixta que me permitio realizar una estancia
de investigacién en el extranjero. Al programa PAPIIT IN-112513, debido al
apoyo con el cual me fue posible culminar la realizacién de la tesis.

A la UNAM, por abrirme sus puertas para realizar mis estudios de maestria y
por darme un nuevo panorama del mundo académico.

A mi mama Sandra por quererme y estar al pendiente de mi.

A mi papa Alfredo por haberme dado lo necesario para que pudiera estu-
diar.

A mis hermanos con quienes he pasado tanto buenos como malos momen-
tos, pero que siempre han estado a mi lado.

A mis familiares por darme el apoyo y la motivacion necesarios. En especial
a mis abuelas Silvia y Carmen, y a mi abuelo Vicente por su preocupacion.
También agradezco a mi tia Monica el apoyo que he recibido de su parte.

A mi tutor de tesis, el Dr. Francisco Garcia Ugalde por su paciencia y orien-
tacién con respecto a este trabajo.

Al Dr. Cristophe Jégo, de la Universidad de Bordeaux I, Francia, por reci-
birme en su laboratorio y por proporcionarme material y orientacion sobre

arquitecturas de turbo cédigos en FPGA.

A mis profesores, por compartir sus conocimientos conmigo y por darme clases



de muy buena calidad.

A mis sinodales el Dr. Horacio Tapia Recillas, el Dr. Carlos Rivera Rivera,
el Dr. Jestus Savage Carmona y el Dr. Mario Pena Cabrera por sus atinadas
observaciones y comentarios que me permitieron mejorar mi trabajo.

A mis companeros de aula y de laboratorio, por el apoyo recibido cuando
asi lo requeria.



Indice general

1. Introduccién 1
Introduccién 1
1.1. Justificacidén. . . . . . . .. 2
1.2. Planteamiento del problema. . . . . .. ... ... ... o L. 3
1.3. Objetivo. . . . . . . . e 4
2. Contexto y estado del arte 5
2.1. Generalidades de codificacién de canal. . . . . . . . . .. .. ... 6
2.2. Decodificacién dura y decodificacién suave. . . . . .. ... L. 9
2.3. Proceso de decodificacién de canal. . . . . . . ... oL 0oL 9
2.4. Modelodel canal. . . . . . . .. .. 10
2.5. Limites fundamentales del canal. . . . . . . ... ... ... ... .. ..... 11
3. Cdbdigos correctores de errores de bloque y convolucionales 15
3.1. Codigos de bloque. . . . . . .. 15
3.1.1. Cébdigos de bloque lineales. . . . . . .. ... ... ... ... 16
3.1.2. Codificacién de codigos de bloque lineales. . . . . . ... ... ... .. 16
3.1.3. Cédigos ciclicos. . . . . . . . 17
3.2. Coédigos convolucionales. . . . . . . . ... Lo 18
3.2.1. Representacién genérica de un codificador convolucional. . . . . . . . . 18
3.2.2. Generador de cédigo. . . . . . ..o 20
3.2.3. Representacién polinomial. . . . . . ... ... 0oL 22
Cédigos convolucionales no recursivos. . . . . . . . .. ... ... ... 22
Cédigos recursivos sistematicos convolucionales. . . . . . . . . . .. .. 23
3.2.4. Diagramas de representacién. . . . . . . .. ... 24
Diagrama de estados. . . . . . .. ... oL o 24
Diagrama de “Trellis” . . . . . . .. ... . .. . . 26
3.2.5. (Cbdigos convolucionales perforados. . . . . . . .. .. ... ... ... 27
3.2.6. Cobdigos catastroficos. . . . . ... Lo 28
3.2.7. Terminacion de cédigos convolucionales. . . . . . . .. ... ... ... 28
Sin terminacion. . . . .. ..o 28

Regreso del estado del codificador (al final de la codificacién) a un
estado final conocido. . . . . .. ..o 29
Cédigos circulares. . . . . . . . .. 29
3.2.8. Concatenacion de cédigos convolucionales. . . . . . . . . . . ... ... 30

X



3.3. Decodificacién de cédigos convolucionales. . . . . . .. ... ...
3.3.1. Algoritmo de Viterbi. . . . .. ... .. ... o
3.3.2. Algoritmo BCJR. . . . . . . . ..

. Turbo Cdédigos
4.1. Principio de turbo codificacién. . . . . . . . .. ...
4.2. Decodificacién de turbo cédigos. . . . . . ... oo o
4.3. Algoritmo de decodificaciéon Max-Log-MAP . . . ... .. ... ... .. ...
4.4. Algoritmo de decodificacién Log-MAP. . . . . . .. .. ... ... ... ....
4.5. Entrelazadores. . . . . . . .. Lo
4.5.1. Permutacion cuadratica. . . . . . . . . ...
Polinomios de permutaciéon. . . . . . . .. .. ... ...
Polinomios de permutacién cuadratica (QPP). . . .. ... ... ...
Implementacién en hardware del entrelazador QPP. . . . . . .. . ..
4.5.2. Permutacién casi regular (ARP). . . . ... ... ... L.

. Turbo Decodificador: Diseno a nivel algoritmico.
5.1. Planificadores de algoritmos basados en MAP. . . . . . .. ... ... ... ..
5.2. Cuantizacion y aritmética de punto fijo. . . . . . . .. ... ... L.
5.2.1. Normalizaciéon de métricas de estado. . . . . . . . . . . ... ... ...
Normalizacién mediante la substraccion de una constante. . . . . . . .
Normalizacién de médulo. . . . . . . . . ... oo
Aplicacién de la normalizacion de médulo a decodificadores SISO. . .
5.3. Arquitectura del decodificador SISO. . . . . . . ... ... ... ... .....
5.3.1. Unidad de métricas derama. . . . . . ... .. ... .. ... .....
5.3.2. Unidades de métricas de estado. . . . . . . . . .. ... ... .. ...
5.3.3. Unidad de salida suave (SOU). . . . .. .. ... ... .. .......

. Prototipo de implementacién y resultados.

6.1. Generalidades del hardware y del lenguaje de descripciéon de hardware. . . . .
6.1.1. FPGA’s. . . . . . o e
6.1.2. Lenguajes de descripciéon de hardware. . . . . . . . . . ... ... ...

Generalidades del lenguaje VHDL. . . . . ... ... ... ... ...
6.1.3. Manejo de memoria RAM en un FPGA. . . . . . ... ... ... ...
RAM de puerto tinico. . . . . . . . ..o
RAM de puertodual. . . . . . ... ... ...

6.2. Controlador de un decodificador SISO. . . . . . .. ... .. ... ... ....

6.3. Gestién de memorias de datos. . . . . .. ... oo

6.4. Implementacién del emulador del canal AWGN. . . . ... ... ... ... ..

6.5. Implementacién de un sistema de transmisién y de recepcién. . . . . . . . ..

6.6. Resultados de la implementacién del turbo decodificador. . . . . . .. .. ..

. Conclusiones y trabajo a futuro.
7.1. Conclusiones . . . . . . . . . e
7.2. Trabajo a futuro. . . . . . . . . L

39
40
41
44
46
47
50
50
o1
33
54

57
o7
60
61
61
61
62
63
63
64
65

67
67
67
68
69
70
71
72
73
(0]
76
79
80



A. Modelos del canal y la capacidad del canal.
B. Funcién max.

Bibliografia

XI

89

93

95






Introduccion

Las comunicaciones digitales, asi como el almacenamiento de informacién, se han vuelto
parte importante de nuestra vida cotidiana. En muchas ocasiones, se da por hecho que una
transmisién de datos asi como el almacenamiento de los mismos, se da de forma natural.
Las personas rara vez se dan cuenta de que ocurren errores en la transmisiéon de datos y en
los sistemas de almacenamiento, sin embargo si no fuera por el uso de técnicas de control de
errores, seria imposible la transmisién y el almacenamiento confiables.

Los errores en los sistemas de transmision o almacenamiento provienen de multiples fuen-
tes, tales como: ruido aleatorio, interferencia, desvanecimiento del canal, o defectos fisicos,
entre otros. Estos errores deben ser reducidos a un nivel aceptable con el objetivo de asegurar
la calidad de la transmisién de datos/almacenamiento. Para controlar los errores, se pueden
usar técnicas encaminadas a detectar los errores, o bien detectarlos y ademas corregirlos. En
la literatura de comunicaciones digitales, estas técnicas de codificaciéon de control de errores
se implementan en la capa fisica de la red, en los médulos conocidos como codificador de
canal y decodificador de canal.

La codificacion para el control de errores estd enfocada en métodos que entregan in-
formacion desde una fuente a un destino con un minimo de errores. Como tal, puede ser
vista como una rama de la teoria de la informacién y remonta sus origenes a los trabajos
de Shannon [24] en la década de los 40 del siglo pasado. El trabajo tedrico senala qué es
posible, y el segundo teorema de Shannon de la codificacién para un canal con ruido, define
la existencia de control de errores. Por otro lado, los problemas involucrados en encontrar
e implementar codigos eficientes, han tenido alguna implicacién en que los efectos practicos
de utilizar la codificacién sea de alguna manera diferente de lo planteado teéricamente por
las limitaciones de memoria disponible y tiempo de transmisién de las comunicaciones.

El trabajo de Shannon demostré que cualquier canal de comunicacién puede ser carac-
terizado por una capacidad tedrica a la que la informacién puede ser transmitida de manera
confiable. A cualquier tasa de transmisién menor a tal capacidad del canal, deberia ser posi-
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ble poder transferir informacion a tasas de error que puedan ser reducidas a practicamente
a cero. Es posible proveer el control de errores introduciendo redundancia en las transmi-
siones. Esto significa que simbolos adicionales se incluyen en el mensaje de datos, con el
resultado de que sélo ciertos patrones llamados palabras del cédigo, corresponden a trans-
misiones validas. Una vez que se ha introducido un cédigo para el control de los errores, las
tasas de error pueden hacerse tan bajas como se requiera extendiendo la longitud del cédigo,
promediando asi los efectos del ruido sobre un periodo mas largo.

Diversas implementaciones practicas se concentran en las posibles mejoras que se pueden
obtener, en comparacion de comunicaciones no codificada, o incluso de otros esquemas de
codificacién. El uso de la codificacién puede incrementar el rango operacional en un siste-
ma de comunicaciones, reducir las tasas de errores, reducir los requerimientos de potencia
transmitida, o inclusive aprovechar todos estos beneficios.

La codificacion para el control de errores es en principio una combinacién de técnicas de
procesamiento digital de senales encaminadas a reducir los efectos del ruido del canal sobre
varias senales transmitidas. Por su caracter aleatorio, la cantidad de ruido que afecta a un
tnico bit transmitido es menos predecible que la experimentada sobre un mayor intervalo de
tiempo, esto nos lleva a considerar la informacién a codificar por bloques de gran tamafo.

1.1. Justificacion.

Tradicionalmente, el diseno de buenos cddigos ha sido realizado en base a estructuras
algebraicas, para los cuales existen esquemas viables de decodificacién. Dicho enfoque puede
ser ejemplificado por los cédigos de bloque lineales, cédigos ciclicos y cédigos convolucionales.
La dificultad con estos cdodigos tradicionales es que, en un esfuerzo por acercarse al limite
tedrico de la capacidad de canal de Shannon, resulta necesario incrementar la longitud de
la palabra de cédigo en un cédigo de bloque lineal, o la longitud de restriccién en un coédigo
convolucional, lo cual, a su vez causa que la complejidad computacional de un decodificador
basado en el criterio de maxima verosimilitud, o uno maximo a-posteriori se incremente
exponencialmente. Al final, se alcanza un punto en el que la complejidad del decodificador
es tan alta que se vuelve fisicamente impréctica.

En su publicacién de 1948 [24] , Shannon demostré que el desempefio promedio de un
conjunto aleatorio de cédigos resulta en un error de decodificacién exponencialmente decre-
ciente al aumentar la longitud del bloque. Desafortunadamente, como lo fue con su teorema
de codificacién, Shannon no ofrecié una direccién en como construir cédigos generados alea-
toriamente.

El interés en el uso de codigos elegidos aleatoriamente permanecié inactivo por mucho
tiempo hasta que una nueva idea de turbo codificacién fue descrita por Berrou et al. (1993)
[7]; dicha idea fue basada en dos principios de disefio:

1. El diseno de un buen cédigo, cuya construccion estd caracterizada por propiedades
aleatorias.

2. El diseno iterativo de un decodificador que haga uso de valores de salida suave, apro-
vechando el algoritmo méximo a-posteriori (MAP) debido a Bahl et al. (1974) [47].

Conjuntando con estas dos ideas, se demostré experimentalmente que la turbo codifica-
cién podia acercarse al limite de Shannon a un costo computacional menor y que no seria
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viable con los cédigos algebraicos tradicionales. Por lo tanto, se puede decir que la invencién
de la turbo codificacién merece ser catalogada entre los mayores logros técnicos en el diseno
de sistemas de comunicacion del siglo XX.

Lo que también es notable es el hecho de que la turbo codificacién y la decodificacién ite-
rativa despertaron de nuevo el interés en trabajos previos de Robert G. Gallager (1962,1963)
respecto a los cédigos LDPC (Low Density Parity Check). Estos cédigos también poseen el
poder de procesamiento de la informacién para acercarse al limite teérico de Shannon. El
punto importante a notar aqui es el hecho de que ambos: turbo cédigos y cédigos LDPC
son capaces de acercarse al limite tedrico de Shannon con un nivel similar de complejidad
computacional, asumiendo que ambos tienen una palabra de cédigo lo suficientemente larga.
Especificamente, los turbo cédigos requieren un tamano largo de entrelazador, mientras que
los codigos LDPC requieren una mayor palabra de cédigo.

De esta manera se tienen dos clases basicas de técnicas de codificacién con un enfoque
probabilistico: turbo cédigos y cédigos LDPC, los cuales se complementan uno con el otro
en el siguiente sentido:

Los turbo cédigos son simples de disenar pero el algoritmo de decodificacién puede ser de-
mandante. Por el contrario, los cddigos LDPC son relativamente complejos pero son simples
de decodificar.

En el presente trabajo de tesis, se realizard el estudio de los algoritmos de decodifica-
cién asociados a los turbo cédigos, debido a que son una componente importante de varios
estandares de comunicaciones digitales. Se tendran en cuenta detalles de la implementacion
en hardware de un turbo decodificador. Especificamente, este consiste de algunos moédulos
de memoria y un decodificador SISO Soft Input-Soft Output(entrada suave-salida suave).
Aunque la estructura conceptual emplea dos decodificadores SISO, uno de ellos permanece
inactivo mientras el otro se encuentra en operacién. El proceso de decodificacién de cada
cédigo componente dependiente de la informacién a priori del otro cédigo, y de la aleatorie-
dad del entrelazador hace dificil comenzar una media iteraciéon de este codigo componente
hasta que todas las entradas necesarias se encuentren disponibles. Mas atin, los dos c6digos
componentes son idénticos en estructura, por lo que pueden compartir el mismo decodifica-
dor SISO. En una arquitectura practica, las memorias almacenan los datos recibidos y los
datos temporales de la decodificacién, y un controlador global puede manejar la alternancia
entre los codigos componentes. Es posible realizar mejoras o modificaciones al algoritmo
MAP de la decodificacién con la finalidad de poder optimizar el drea y el consumo de po-
tencia en el diseno, sin embargo, el presente trabajo se limita a realizar la implentacién del
algoritmo en su forma estdndar. Cabe destacar, que el prototipo final y el aprendizaje en
arquitecturas de mapeo de algoritmos de decodificacién en hardware derivado de este tra-
bajo de tesis se realizé tanto en la UNAM como en el laboratorio IMS de la Universidad de
Burdeos I, Francia en una estancia de investigacién.

1.2. Planteamiento del problema.

Resulta necesario implementar algoritmos de decodificacion, ya que los sistemas recepto-
res de comunicaciones deben de corregir los errores que aparecieron durante la transmisién
de la informacién. Y de esa manera, se puede garantizar la confiabilidad en la recepcién
correcta de los datos. Normalmente, las funciones de correccién en dispositivos reales se
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implementan en circuitos ASIC!. Por lo que resulta viable, realizar la simulacién e imple-
mentacion de algoritmos de decodificacion iterativa para turbo cédigos, en plataformas de
hardware como un DSP? o un FPGA3. En el presente trabajo de tesis, se considera el uso
de una plataforma FPGA.

1.3. Objetivo.

Realizar el estudio de algoritmos de decodificacién iterativa con turbo codigos, especifica-
mente el algoritmo Max-Log-MAP, asi como el diseno e implementacién de un decodificador
en una plataforma FPGA para evaluar el desempeno en términos de tasa de error de bit
(BER- bit error rate) para diferentes longitudes de trama.

I Application-Specific Integrated Circuit
2Digital Signal Processor
3Field Programmable Gate Array



Contexto vy estado del arte

En el contexto de las comunicaciones digitales, la codificacién para el control de errores
tiene una historia que data de mediados del siglo XX. En anos recientes, este campo ha sido
revolucionado por cédigos que son capaces de acercarse a los limites tedricos de desempeno
que establecié Claude Shannon en 1948 [24]. Esto ha sido impulsado por una tendencia a
alejarse de enfoques puramente discretos y combinatorios, yendo hacia cédigos que estén
mds ligados al canal fisico y a las técnicas con decodificacién suave (soft decision).

La codificacién para deteccién y correccién de errores es la forma por medio de la cual los
errores que han sido introducidos en los datos digitales (como resultado de una transmision
a través de un canal con ruido) pueden ser corregidos, basdndose en la senal recibida. Con-
juntamente, la deteccion y correccién de errores se refieren como la codificacién de control
de errores (o codificacién de canal), la cual provee la diferencia entre un sistema de comu-
nicaciones operacional y uno disfuncional. Son técnicas necesarias en los sistemas modernos
basados en la teoria de la informacién. Las aplicaciones son diversas, en efecto, se puede
encontrar el control de errores en un disco compacto, en el disco duro, en cada llamada
telefénica realizada sobre un teléfono celular digital, en cada paquete transmitido sobre in-
ternet. De hecho, casi todos los comercios de hoy en dia toman una ventaja de la codificacion
de canal [1].

Los problemas de control de errores se pueden resolver desde los modos de operacién
ARQ (Automatic Repeat Request)y FEC(Forward Error Correction). La diferencia principal
radica en que en ARQ hay retransmision de la informacién en caso de que haya deteccion
de una palabra corrompida. ARQ se aplica principalmente en redes de datos, donde hay
un enlace fisico del tipo full-diplex. En FEC se confia en el uso controlado de redundancia
en la informacion transmitida, lo cual es adecuado en correccién de errores para enlaces
unidireccionales (half-diplex) entre el transmisor y receptor. Un ejemplo es un sistema
llamado paginacién, donde se envian mensajes de texto a un usuario mévil. Los codigos
que se abordan en la presente tesis operan en el modo FEC.
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Los diversos cédigos correctores de errores tienen sus bases sustentadas en ciertas areas
matematicas. Tradicionalmente, estos cédigos se han clasificado en cédigos de bloque y
en cédigos convolucionales, los cuales se construyen con una fuerte estructura algebraica.
Los primeros trabajan con bloques de informacién, mientras que los segundos operan sobre
secuencias de informacién [2]. Estos cdédigos fueron eficientes en su tarea de mantener los
errores dentro de un cierto limite de acuerdo con la relacién senal a ruido (Ej/Ny) recibi-
da, con una complejidad de implementacion relativamente baja. Sin embargo, esta relacién
estaba atn lejana (> 3 dB) del limite tedrico de Shannon. Los cédigos concatenados dismi-
nuyeron esta frontera sin que se incrementara mucho la complejidad, introduciendo la idea
de combinar las capacidades de control de errores de dos, o més cédigos [4]. Sin embargo,
esos codigos individuales no intercambiaban informacién en un modo de realimentacion.

El descubrimiento de los turbo cédigos fue un evento revolucionario en la disciplina de
codificacién de control de errores. Este avance se logré en el afio 1993, con los trabajos de
Berrou, Glavieux y Thitimashida [7]. El desempeno cercano al limite teérico de Shannon ob-
tenido, y los algoritmos de decodificacion iterativa han estimulado esfuerzos de investigacion
para su comprension y realizacion, ya que las ideas bajo las cuales se sustenta su operacién
colaborativa fueron novedosas. Se demostré que la cooperacién eficiente entre elementos
simples podia conducir a resultados que superan la suma de las contribuciones individuales.
Estas ideas, que ya eran conocidas por la comunidad cientifica al inicio de los 90, son:

= La adaptacién de los c6digos convolucionales no sistematicos a cédigos convolucio-
nales sistematicos.

= El uso de médulos de decodificacién, que reciben a su entrada probabilidades de los
simbolos recibidos (llamadas entradas suaves), en vez de decisiones duras sobre estos
bits, que conllevan cierta pérdida de informacién (las llamadas decisiones duras).
Maés atn, la salida de la decodificacién, entendida como un refinamiento de estas pro-
babilidades, por el proceso de decodificacién (llamadas salidas suaves).

= Dos codificadores operando en diferentes 6rdenes de la informacién de entrada, y dos
decodificadores que pueden retroalimentar sus salidas entre ellos en un modo iterati-
vo. El entrelazador es el elemento que construye una version diferente de la entrada
original mediante la permutacién. Se demostré que el entrelazador era el elemento
esencial cuando se lograba el desempeno tedrico de los turbo cddigos, siendo el dis-
positivo que tiene la propiedad aleatoria que habia predicho Shannon. En la presente
tesis, se pretende evaluar el desempeno de distintos entrelazadores.

2.1. Generalidades de codificacion de canal.

Los sistemas de comunicaciones digitales estdn diseniados para transmitir informacién
sobre canales ruidosos para proveer enlaces confiables entre la fuente y el destino. Debido
a las perturbaciones del ruido, pueden ocurrir errores durante el proceso de la transmisién,
ocasionando que los mensajes producidos por la fuente no sean correctamente interpretados
en el lado del destino.

En la figura 2.1 se ilustra un marco general de un sistema de comunicaciones digitales.
El sistema consta de tres partes principales: transmisor, canal y receptor. En este enlace,
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los datos digitales de una fuente son codificados y modulados (y posiblemente cifrados) para
la comunicacién a través de un canal. En el otro extremo del canal, los datos son demodu-
lados, decodificados y enviados a un utilizador. Todos estos elementos tienen descripciones
matemadticas y teoremas en los que la teoria de la informacién establece su desempeno. A
continuacion se detallan algunos aspectos importantes de estos elementos.

Figura 2.1: Marco general de un sistema digital de comunicaciones.

= La fuente representa los datos a ser enviados que se representan en forma digital.

Desde el punto de vista de la teoria de la informacién son vistos como flujos de niimeros
aleatorios gobernados por una distribucién probabilistica.

El codificador de la fuente comprime los datos de una fuente de informacién para
evitar la ocupacién de un ancho de banda en exceso, respecto al necesario, en conse-
cuencia disminuye el consumo de potencia. Para facilitar el intercambio de contenidos,
se usan estdndares industriales (como JPEG, MPEG).

El codificador de canal, representado por codigos FEC, es el primer elemento en
la correccién o deteccion de errores. Por codificacién de canal, se entiende como las
transformaciones de sefiales disenadas para mejorar el desempeno de las comunica-
ciones, permitiendo que las senales transmitidas resistan los efectos de diferentes im-
perfecciones del canal, como ruido, interferencia y desvanecimiento. Estas técnicas de
procesamiento de senales son formas de lograr compensaciones deseables en los siste-
mas (por ejemplo, desempeno vs. error, potencia vs. ancho de banda). [6]. El uso de
circuitos integrados a larga escala y técnicas de procesamiento digital de senales de alta
velocidad ha hecho posible tener mejoras tan grandes como de 10 dB a través de estos
métodos, a un costo mucho menor que el uso de otros métodos, como transmisores de
alta potencia con grandes antenas.
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A través de los codigos correctores se agrega redundancia al flujo original de infor-
macién, con el fin de mapearla a un espacio vectorial de mayor dimension; de esta
manera, se aumenta la distancia entre palabras de codigo. La presente tesis se dedica
al estudio de algoritmos que se implementan en el codificador de canal y su correspon-
diente decodificador de canal. Debido a la redundancia introducida, debe de haber mas
simbolos a la salida del codificador que a la entrada. Con frecuencia, un codificador de
canal opera aceptando un bloque de k£ simbolos de entrada y produciendo a su salida
un bloque de n simbolos, con n > k. La tasa de ese codificador de canal es R = k/n,
por lo que siempre R < 1.

= La secuencia de bits que sale del codificador de canal se debe transformar en formas
de onda que se adapten desde el punto de vista electromagnético a las caracteristicas
del canal, para facilitar su propagacién. El cometido del modulador digital es hacer
corresponder las formas de onda de senales de un conjunto finito y discreto, con los
bits que tienen a su entrada.

= El canal consiste en el medio fisico sobre el que se transmite la senal que sale del
modulador. Por ejemplo, el canal puede ser el cable de pares de la linea telefénica, o
el espacio libre en el caso de senales de radio. Por desgracia, todos los medios fisicos
deterioran la senal transmitida, ya sea distorsionando la forma de onda, o corrompiendo
la senal con ruido.

La teorfa de la codificacién empez6 con los trabajos de C. Shannon (1948) [24], quien
establecié el problema fundamental de la transmisién confiable de informacién. Shan-
non introdujo la capacidad de canal C' (expresada en bits por uso del canal) como
una medida de la informacién méaxima que puede ser transmitida sobre un canal con
ruido aditivo. Su principal teorema es como sigue: si la tasa de informaciéon R de la
fuente es menor que la capacidad de canal C| luego es tedricamente posible lograr una
transmisién confiable (libre de errores) sobre el canal a través de una codificacién apro-
piada. Usando el conjunto de cédigos aleatorios, este teorema demostré la existencia
de un cédigo que permitiera transmitir la informacién con cualquier probabilidad de
error dada, tendiente a cero. Pero no da una idea de como encontrar esos cédigos que
lograsen la capacidad de canal. El trabajo de Shannon estimulé a la comunidad de la
teoria de codificacién para encontrar cédigos correctores de errores capaces de lograr
la capacidad de canal.

= Los bloques de la figura etiquetados como demodulador digital, decodificador
de canal y decodificador de fuente realizan las funciones inversas al modulador
digital, codificador de canal y codificador de fuente, respectivamente. Por ejemplo, el
demodulador digital tiene que convertir la forma de onda recibida en grupos de bits,
por lo que debe estimar la forma de onda transmitida que se parezca mas a la recibida.

= Con respecto al bloque utilizador, éste implica la conversién digital-analégica, en aque-
llos casos en que la senal que se transmitié es de esta naturaleza. Y la presentacién, o
almacenamiento, en aquellos casos en que la fuente es digital.

Los bloques codificador de fuente, codificador de canal y modulador componen el trans-
misor, mientras que el demodulador, el decodificador de canal y el decodificador de fuente
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componen el receptor. Los canales son caracterizados por modelos matematicos que son
suficientemente exactos para representar los atributos del canal actual. Para la presente te-
sis, se considerard uno de dos canales idealizados, el canal simétrico binario (BSC) y el canal
de ruido blanco gaussiano aditivo (AWGN). Existen otros canales como el Rayleigh, el cual
no se considerard, pero nuestra propuesta se puede extender a este caso.

2.2. Decodificacion dura y decodificacién suave.

La informacién que provee el demodulador digital al decodificador de canal puede tener
diferentes niveles. El caso mas sencillo de considerar es cuando el demodulador solamente
puede determinar que cada forma de onda recibida tiene dos posibles niveles: alto o bajo.
En este caso, el decodificador de canal recibe una secuencia de valores binarios (llamados
duros). A partir de esta secuencia, el mensaje de la fuente deberfa ser recuperado. Este
proceso de decodificacion se llama decodificacion por decisiones duras. Sin embargo, es po-
sible incrementar las capacidades de informacion del demodulador para que pueda proveer,
adicionalmente a la secuencia de valores binarios, valores (llamados suaves) de confiabilidad
para cada valor duro. Los valores suaves representan: qué tan confiado esta el demodulador
de que cada valor duro esté correctamente estimado. Por lo tanto, el decodificador tiene méas
informacion que, de manera probabilista, le permite mejorar las decisiones tomadas en todo
el proceso de decodificacién. Mas atn, el decodificador de canal puede generar valores de
confiabilidad por si mismo. Dicho decodificador se llama un decodificador SISO (Soft Input
Soft Output), y el algoritmo que se utiliza es un algoritmo de decodificacién tipo SISO.

Cuando los valores suaves son considerados en el sistema de comunicaciones completo,
se pueden observar mejoras importantes en el desempeno del sistema. Se ha demostrado que
estas decisiones suaves son convenientes para mejorar las capacidades de correccion de errores
en el sistema de comunicacién. Especificamente, los algoritmos de decodificacién SISO han
sido propuestos como parte del decodificador de canal, para llevar a cabo la decodificacién
iterativa. La idea principal es reemplazar cédigos largos y complejos, por codigos simples
que cooperen entre ellos, a través del intercambio de valores suaves [22]. Los turbo cédigos,
estan basados en esta idea, conocida en los modelos Bayesianos como propagacién de creencia
(belief propagation).

2.3. Proceso de decodificacion de canal.

Para encontrar los bits transmitidos més confiables, es posible aplicar dos principios de
decodificacién: MAP (Maximum A Posteriori) y ML (Maximum Likelihood). La decodifica-
ci6on MAP permite maximizar la probabilidad P(ug|rg). Por lo tanto, a partir de los valores
recibidos a la salida del canal ry, se trata de estimar las senales transmitidas més confiables
u. Usando la regla de Bayes, se tiene:

) (2.1)

p(ugry) =

con p(rg|ug) la pdf (funcién de densidad de probabilidad) condicional de los valores de
salida del canal dada ug, y P(uy) la probabilidad de que las sefiales uy fueron transmitidas.
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P(uy) también se conoce como la probabilidad a-priori. Proporciona informacién adicional
al proceso de decodificacion. Complementario al proceso de decodificacion MAP, la decodifi-
cacién ML busca maximizar p(ri|ug), en vez de p(ug|ry). Ambos principios de decodificacién
conducen a un desempeno de decodificacién similar mientras no exista informacién a priori.

El principio de decodificacién ML es equivalente a minimizar la distancia euclidiana como
se verd en el siguiente apartado; permite la convergencia a las formas de onda transmitidas
m&s cercanas uy, respecto a ry. La decodificacion MAP es éptima en el sentido de que
maximiza la probabilidad de simbolo por simbolo, es decir, encuentra el bit transmitido més
probable. Por otro lado, el principio de decodificacién ML minimiza los errores con respecto
a la secuencia de informacién transmitida como un todo.

2.4. Modelo del canal.

Asumiendo una modulacién, sincronizacion y demodulacién perfectas, el canal es repre-
sentado mediante un modelo equivalente en tiempo discreto. Para el propdsito de nuestro
estudio se utiliza un esquema de modulacién y modelos de canal simple, sin comprometer el
objetivo final del trabajo. Por lo tanto, se asume un canal AWGN (Additive White Gaussian
Noise) de media 0 y varianza o?.

Para los propésitos de este trabajo, el esquema de modulacién asumido es BPSK (Binary
Phase Shift Keying) donde los valores binarios ¢, € {0,1} son mapeados en simbolos
modulados en fase up, € {—1,1}. La palabra de cédigo modulada se denota como u y la
salida del demodulador como r. Se asume ademads un canal sin memoria. Por lo tanto, la

probabilidad condicional se expresa como:
n—1
p(rle) = p(rlu) = TT plrilur) (2.2)
k=0
donde p(rg|ux) es obtenida utilizando

1 (r, — ug)?
p(r|ug) = Umexp (—W) (2.3)

Por conveniencia, puede ser apropiado expresar el logaritmo de las probabilidades, en
vez de la probabilidad misma. Combinando las dos expresiones anteriores y tomando el
logaritmo natural de la expresion resultante se obtiene:

n—1

In(p(ri|ug)) = —nin(oV2m) — % Z(rk —uy)? (2.4)
k=1

La suma que aparece en la expresién anterior es la distancia euclidiana que se mencioné en
la seccién anterior.

El desempeno en BER(Bit Error Rate) y FER (Frame Error Rate) estd dado general-
mente como una funcién de la razén senial a ruido Ej /Ny, donde Ej es la energia promedio
por bit de informacién y % es la densidad espectral de potencia del ruido. La varianza del
canal se puede expresar como una funcién de la razén senal a ruido y de la tasa del cédigo
R, usando:
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9 1

= - 2.5
T (2.5)

Para entender més detalles en referencia a los modelos de canal, se puede consultar el
apéndice A.

2.5. Limites fundamentales del canal.

Para un canal dado, existe un limite superior en la capacidad, relacionado con la relacién
senal a ruido (SNR, por sus siglas en inglés) y al ancho de banda del sistema. Shannon
introdujo el concepto de capacidad del canal, C, como la méxima tasa a la cual se puede
transmitir informacién sobre un canal ruidoso. La capacidad de informacién de un canal
continuo de ancho de banda B Hertz, perturbado por ruido AWGN de densidad espectral
de potencia Ny/2 y limitado en ancho de banda a B, estd dada por

C = Blogs <1 + ) bits por segundo. (2.6)

P
NoB
donde P es la potencia promedio recibida. Para entender cémo se obtiene la férmula
anterior se puede consultar el apéndice A.

Del teorema de codificacién del canal ruidoso (apéndice A), se sabe que para que haya
comunicacién con una probabilidad de error arbitrariamente baja, la tasa de transmisiéon no
debe exceder a la capacidad del canal, es decir, R < C. Bajo esta restriccién y bajo el hecho
de que P = E,R (donde R es la tasa de bits por segundo y Ej es la energia promedio por
bit), se obtiene el limite inferior en Ej/Ny para una transmisién libre de errores.

R C R Ey

Despejando Ej /Ny y considerando que n = % se tiene que

E, 25-1 271-1

= > —
No £ n

(2.8)

Esta relacién establece la condicién para una comunicacién confiable en términos de
eficiencia del ancho de banda n y Ep/Np (que es una medida de la eficiencia de potencia de
un sistema). Una gréfica de esta relacién se presenta en la figura 2.2.

El valor minimo de E,/Ny para el cual es posible una comunicacién confiable se obtiene
haciendo n — 0, o equivalentemente B — co. Hasta el momento, los turbo cédigos son los
codigos correctores que mads se acercan a este limite tedrico, gracias a su caracter aleatorio
y a los algoritmos de decodificacién iterativa que ellos utilizan.

En general, la comunicaciéon confiable es posible a través de la codificacién de canal,
lo cual implica asignar mensajes a bloques de entrada del canal y usando solamente un
subconjunto (palabras del cédigo) de todos los bloques posibles. Hasta el momento no se
han estudiado mapeos especificos entre mensajes y secuencias a la entrada del canal. Se
podria hacer un andlisis de la capacidad del canal utilizando una codificacién aleatoria
(para ver detalles mateméticos, consultar [5]).
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By
B

Efcencia del anche de banda,

0.1

Figura 2.2: Diagrama de eficiencia del ancho de banda [2].

De modo general, en la codificacién aleatoria no se encuentra el mejor mapeo del conjunto
de mensajes a las secuencias de entrada al canal ni se analiza el desempeno de dicho mapeo;
mas bien, se promedia la probabilidad de error sobre todos los mapeos posibles, y se muestra
que si la tasa de transmision es menor a la capacidad del canal, el promedio de conjunto de la
probabilidad de error, promediado sobre todos los mapeos posibles, tiende a cero conforme
se incrementa la longitud de bloque. Se puede concluir que debe de existir al menos un
mapeo de entre todos los mapeos, para los que la probabilidad tiende a cero, conforme se
incrementa la longitud del bloque.

La demostracién original del teorema de codificacién de canal, presentado por Shannon
en 1948, estaba basada en la codificacién aleatoria, y por lo tanto no fue constructiva en
el sentido de que proveia solamente la existencia de buenos cédigos, pero no decia ningun



2.5. LIMITES FUNDAMENTALES DEL CANAL. 13

método para su disefio. Desde luego, basado en la idea de codificacién aleatoria, se puede
argumentar que hay una buena probabilidad de que un cédigo generado aleatoriamente sea
un buen cédigo. El problema, sin embargo, es que la decodificacion de un cédigo generado
aleatoriamente, cuando las secuencias de palabras de cédigo son largas, se vuelve extremada-
mente compleja, haciendo imposible su uso en sistemas practicos. El desarrollo de la teoria
de la codificacién en las décadas posteriores a 1948, se ha enfocado en disenar esquemas de
codificacién que tengan suficiente estructura para hacer que su decodificacion sea practica,
y al mismo tiempo cerrar la brecha entre un sistema no codificado y los limites derivados
por Shannon.

El enfoque en el siguiente capitulo serd sobre esquemas de codificaciéon de canal con algo-
ritmos de decodificaciéon manejables, que son usados para mejorar el desempernio de sistemas
de comunicacién sobre canales ruidosos. Se dard una introduccién a los cédigos de bloque
cuya construccion estd basada en estructuras algebraicas familiares como grupos, anillos y
campos. FEn seguida se detallardan algunos esquemas de codificaciéon que se representan mejor
en términos de enrejados “trellis”.






Cdédigos correctores de errores de bloque y
convolucionales

Como se menciono en el capitulo anterior, el teorema de la codificaciéon del canal ruidoso
indica que si se usan cédigos muy largos, las comunicaciones confiables pueden ocurrir con
la minima SNR. Sin embargo, los cédigos verdaderamente aleatorios no son précticos para
implementar. Los cédigos deben de tener cierta estructura para que puedan tener algoritmos
computacionalmente tratables de codificacién y de decodificacién. Los cédigos de bloque
lineales (incluyendo los ciclicos), los c6digos convolucionales y los turbo c¢édigos tienen una
estructura algebraica subyacente que los hace practicamente realizables. El siguiente capitulo
se enfoca en el tema principal de esta tesis, los turbo cédigos, los cuales comparten muchos
de los componentes y terminologia de los cédigos de bloque y los convolucionales. Por esta
razén, es Util tener un panorama de los cédigos de bloque y los convolucionales antes de
tratar los turbo cédigos.

3.1. Coddigos de bloque.

Un cédigo binario de bloque es aquel que tiene todas sus palabras de la misma longitud.
La secuencia binaria se divide en bloques secuenciales de k bits de largo, y cada bloque de
k bits se convierte en un bloque codificado de n bits, donde n > k. Se dice que se tiene
un cédigo de bloque C(n, k). Cada palabra de cédigo depende solo del mensaje actual de
la fuente, y no de mensajes previos. En general, los simbolos de informacién y codificados
estdn definidos en un campo finito de Galois GF(p?), donde p es un nimero primo. Se
considerard el caso binario, es decir, p = 2. El cédigo puede generar 29°% diferentes palabras
de cédigo. En este trabajo consideraremos tUnicamente el caso en el que ¢ = 1, es decir, los
c6digos de bloque definidos sobre el campo binario GF(2). Por lo cual, el conjunto K = {0,1}

15
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es un campo binario.

Los bloques de k bits forman 2* secuencias de mensajes distintas llamadas k-tuplas. Los
bloques de n bits pueden formar diversas 2™ secuencias distintas referidas como n-tuplas. El
conjunto de todas las n-tuplas definidas sobre K = {0, 1} es denotado por K™. El codificador
de canal realiza el mapeo T': U — V, donde U es un conjunto de palabras de datos binarias
de longitud k£ y V es un conjunto de palabras de cédigo binarias de longitud n, con n > k.
Cada una de las 2* palabras de datos es mapeada a una palabra de cédigo tinica. La razén
k/n se conoce como la tasa de codigo.

3.1.1. Cébdigos de bloque lineales.

El campo binario GF(2) tiene dos operaciones, suma y multiplicacién, tales que el resul-
tado de sus operaciones se encuentra en K. Las reglas de suma y multiplicacién son similares
a las de las correspondientes a las compuertas l6gicas XOR (para la suma) y AND (para la
multiplicacién).

Sean a = (a1,as9,... ,a,)y b = (b1,ba,... ,b,) dos palabras de cédigo en un cédigo C.
La suma de a y b, denotada por a @ b estd definida por (a; @ by, as ® ba, ..., a, & by,). Un
cédigo C se dice que es lineal si la suma de dos palabras de c¢6digo es también una palabra
de c6digo en C.Un cédigo lineal debe contener la palabra de cédigo nula 0 = (0,0, ...,0) ya
que a®a=0. [1§]

3.1.2. Codificacién de cédigos de bloque lineales.

El proceso de codificacion consiste en descomponer inicialmente los datos en k-tuplas,
llamadas mensajes m, y luego realizar un mapeo uno-a-uno de cada mensaje m; a una n-
tupla x; llamada una palabra de cédigo. Luego, el proceso de codificacién puede ser descrito
mediante una multiplicacién matricial x = mG, donde G es la matriz generadora k x n
(cuyas filas forman una base para C'); la multiplicacién de matrices se hace sobre el campo
GF(2).

La distancia de Hamming v(z;,x;) es el nimero de posiciones en las cuéles difieren
dos palabras de c6digo. Se puede encontrar primero tomando la suma mdédulo 2 de las dos
palabras de codigo, y enseguida contar el nimero de unos que resultan. La distancia minima
dmin de un cddigo es la distancia de Hamming mas pequena entre dos palabras de codigo
cualesquiera:

min v(x;, ;) (3.1)
i#]
Un cédigo con distancia minima d,,;,, es capaz de corregir todas las palabras de cédigo
con t, o menos errores [1], donde
Apmin — 1
- V’;J (3.2)

donde |-] denota la parte entera. Es decir, alrededor de cada palabra del c6digo existe una
hiperesfera de radio t en el espacio vectorial de n dimensiones, cuyo centro es una palabra
del cédigo.
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El peso de Hamming w(z;) de una palabra de c6digo es la distancia de Hamming entre
si misma y la palabra de cédigo nula, es decir,

w(x;) = v(x;,0) (3.3)

El peso de Hamming puede encontrarse simplemente contando el nimero de unos en la
palabra de cédigo. Para cédigos lineales C, la distancia minima es el peso de Hamming maés
pequeiio de todas las palabras de c6digo, excepto la palabra de cédigo nula [9].

Amin = oin, w(x;) (3.4)
Un cédigo (n, k) tiene 2% palabras de cédigo, que pueden tener pesos entre 0 y n. En
cualquier cédigo de bloque lineal existe una palabra de cédigo de peso 0, y los pesos de
palabras de cédigo diferentes de cero pueden ser entre d,,;, y 1. El polinomio de distribucion
de pesos (WDP, por sus siglas en inglés), o funcién de enumeracién de pesos (WEF) de un
c6digo, es un polinomio que especifica el numero de palabras de cédigo de diferentes pesos
en un codigo. El polinomio de distribucién de pesos, o funcién de enumeracion de pesos, se
denota por A(Z) y estd definido por:

n n
AZ)=> AZ =1+ Y AZ (3.5)
=0 i=dmin
donde A; denota el nimero de palabras de c6digo de peso i.
Se dice que un codigo es sistematico si el mensaje m estd contenido dentro de la palabra
de codigo x. La matriz generadora de cédigos sistematicos se puede expresar como:

G=[P I (3.6)

donde Iy es la matriz identidad k x k, y P es una matriz k x (n — k). Los tltimos k com-
ponentes de la palabra de cédigo son iguales a la secuencia de informacién, mientras que
los primeros n — k componentes, llamados los bits de chequeo de paridad, proporcionan la
redundancia para la proteccion contra los errores. La matriz de chequeo de paridad asociada
con un codigo sistematico es:

H=[I,_, P7] (3.7)

donde P es la transpuesta de P. La matriz de chequeo de paridad da una forma eficiente de
calcular la distancia minima, que es el niimero mas pequeno de columnas en H que suman
cero. Entre las matrices G y H se tiene la siguiente propiedad: GH” = 0, esto implica que H
es también la matriz generadora de otro cédigo, cuyas palabras son ortogonales al primero,
y se le conoce como cédigo dual [1].

3.1.3. Cébdigos ciclicos.

Otros codigos de gran importancia son los cédigos ciclicos. Los codigos ciclicos son una
clase importante de cédigos de bloque lineales, caracterizados por el hecho de ser facilmente
implementados usando légica secuencial o registros de corrimiento. Para un vector dado
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de n componentes, ¢ = (cg,cq,...,¢n—1), Una rotacién de corrimiento a la derecha de sus
componentes genera un vector diferente. Si esta rotacién de corrimiento a la derecha se
realiza ¢ veces, una versién ciclicamente rotada del vector original se obtiene como sigue:
D = (Cnis Cneit1s s C(ne1)s €0s CLy -oos C(n—i—1))-

Un cédigo de bloque lineal dado se dice que es ciclico si para cada uno de sus vectores
cbdigo la rotacién ciclica (i)-ésima es también un vector cédigo del mismo cddigo.

3.2. (Cdbdigos convolucionales.

Los cédigos convolucionales fueron inventados por Elias (1955) como una alternativa a los
cédigos de bloque lineales. Los cédigos convolucionales tienen una estructura que se extiende
sobre la secuencia completa de bits transmitidos, en vez de estar limitado a bloques de
palabras de cédigo. La estructura convolucional es adecuada para sistemas de comunicacion
espacial, satelital y mévil, que requieren codificadores simples y que ademaés logren un buen
desempetio cuando se usan con técnicas de decodificacién iterativa [12]. Sin embargo, siguen
siendo cédigos de tasa R = k/n, aceptando k nuevos simbolos cada intervalo de tiempo
(ventana de tiempo) y produciendo n nuevos simbolos. La aritmética que se emplea en la
mayoria de los casos se basa en el campo finito GF(2).

Los c6digos convolucionales son cédigos lineales que tienen una estructura adicional en
la matriz generadora, tal que la operacién de codificacién se pueda ver como una operacién
de filtrado, o convoluciéon. Un cédigo convolucional no es mas que un conjunto de filtros
digitales — sistemas lineales e invariantes en el tiempo, con la secuencia de cédigo siendo la
salida multiplexada de las salidas del filtro.

3.2.1. Representacion genérica de un codificador convolucional.

Para un cédigo convolucional en cada momento k, el codificador entrega un bloque de
N simbolos binarios ¢ = (¢k.1,Ck,2, --., Ck,N ), que es una funcién del bloque de K simbolos
de informacién dy, = (dg.1,dk,2, ..., di, i) presente a su entrada y de m bloques precedentes.
En consecuencia, introducen un efecto de memoria de orden m.

La cantidad v = m + 1 se llama la longitud de restricciéon del cédigo. Si K simbolos
de informacién en la entrada del codificador se encuentran explicitamente en el bloque
codificado ¢y, es decir:

cr = (di1,dk,2, s Qi i, Clo K+15 Ch, K425 -+, C,N ) (3.8)

luego se dice que el cédigo es sistemético. En el caso contrario, se dice que es no sistemati-
o [26]. El diagrama general de un codificador con tasa de cédigo K/N y memoria m se
representa en la figura 3.1.
En cada momento k, el codificador tiene m bloques de K simbolos de informacién en
memoria. Estos mK simbolos binarios definen el estado S;, del codificador:

Sk = (di, dk—1, s dj—m+1) (3.9)

Aunque de manera tedrica, un codificador convolucional pueda recibir una secuencia
infinita de bloques de informacién d = (dg,d1,ds,...) vy produce una secuencia infinita de
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Registro con (m+1)

Blogue de K

etapas
simbolos binario
e : si}:nbolos binarios
Logica Convertidor
combinatoria Paralelo Serial

Figura 3.1: Diagrama general de un codificador convolucional con una tasa K/N y memoria
m

bloques codificados ¢ = (cp,c1,Co,...), en la prictica estas secuencias pueden ser finitas,
para resolver problemas de sincronizacion.

El codificador convolucional puede ser implementado utilizando un conjunto de flip-flops
y compuertas XOR. Una representacién general de este codificador se muestra en la figura
3.2. [27]. Se tienen m flip-flops con la disposicién mostrada, donde cada uno de ellos almacena
un bit s ; € {0,1}.

di. 1
dy. 2

Ef.;.-J
dy. 2

di.x dy e

-

0 €
dnvraR k

5

S

KN

42,0

dnn

Figura 3.2: Representacion genérica del codificador de un cédigo convolucional.

Sea S el conjunto de posibles estados del codificador. Por lo tanto, el estado s; € S, el
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estado del codificador en el tiempo k, puede ser expresado como:

Sk=Y spi- 2" (3.10)
i=1

En donde m + 1 es la longitud de restriccion del cédigo. Como K bits son codificados en
cada instante de tiempo, se dice que el cédigo es un cédigo K-binario. Un cédigo convolu-
cional se denota como (m, K, N). Entre mayor sea el valor de m, es més alta la complejidad
en el proceso de decodificacién, pero se garantiza una mayor capacidad de correcciéon de
errores.

Cuando el codificador se alimenta con el bloque de informacién dj, ocurre una transicién
de estado s — sg41. El siguiente estado sg41 depende de dy, del estado actual s; y de los
pardametros del cédigo a; j,b; € {0,1} paral <i<my1<j<K.

Usando los coeficientes a; ;, cada uno de los K componentes del vector dj, es seleccionado,
0 no, como el término de una suma con el contenido del flip-flop previo (excepto en el caso
del primer flip-flop) para dar el valor a ser almacenado en el siguiente flip-flop. Por lo tanto,
el nuevo contenido de un flip-flop depende de la entrada actual y del contenido del flip-flop
previo. El caso del primer flip-flop debe de considerarse de manera diferente. Si todos los
coeficientes b; son nulos, la entrada es el resultado de la suma de tinicamente los componentes
seleccionados de di. En el caso opuesto, los contenidos de los flip-flops seleccionados por los
coeficientes no nulos b; son sumados a la suma de los componentes seleccionados de di. El
cédigo generado de tal manera es recursivo. Si todos los coeficientes b; son nulos, el cédigo es
no recursivo. El pardmetro ¢ € {0, 1} define si el cddigo convolucional es sistematico (¢ = 1)
o no. Los simbolos de redundancia ci ; son finalmente producidos sumando el contenido de
los flip-flops seleccionados por los coeficientes g.

Como ejemplo, la figura 3.4 presenta un codificador binario recursivo sistematico (K = 1,
¢ =1y a1 =1). Los coeficientes del lazo de recursivad son by = 1, by = 0, b3 = 1 y los
de la redundancia son b; =1, by = 0, b3 =1 y los de la redundancia son g1 =1, g1,1 =0,
g12=1g13=1.

Es importante enfatizar que los cdédigos convolucionales estan bien adaptados a trans-
misiones con un flujo continuo de datos. De hecho, las secuencias de datos a ser codificadas
pueden tener cualquier longitud.

3.2.2. Generador de cédigo.

Para cada secuencia codificada i = 1,..., N, se puede asociar su transformada en D
definida por

CZ(D) = ch’ka (311)
k

donde D ((delay) es el operador retardo, equivalente a la variable 2~! de la transformacién
z. Cada simbolo codificado cj,; puede ser expresado como una combinacién lineal de K
simbolos de informacién presentes en la entrada del codificador y K'm simbolos contenidos
en su memoria:
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K m
Ch,i = Z ng,jdk—j,z (3.12)

=1 j=0

donde los coeficientes gzi, ; toman los valores 0 o 1y las operaciones suma se hacen moédulo

2. La relacion anterior es un producto convolucional entre la secuencia de simbolos a ser

codificada y la respuesta al impulso del codificador definido por los coeficientes glZ i 1
Tomando en cuenta la expresién anterior, C;(D) también puede ser expresada como

K
Ci(D) =) G} (D)di (D) (3.13)
=1

donde G} (D) y d; (D) son, respectivamente, las transformadas en D de la respuesta del
codificador y la secuencia a ser codificada para la entrada [, =1, ..., K :

G (D)=> gD’ (3.14)
j=0
dy (D)= dy, D" (3.15)

Las cantidades G} (D),1 <1 < K,1 < i < N se llaman los polinomios generadores del
cédigo.
Introduciendo notacién matricial, se tiene:

d(D) = (di(D), ..., dk (D)) (3.16)

C(D) = (C1(D), ...,Cn(D)) (3.17)

La salida del codificador se puede expresar como una funcién de su entrada por la si-
guiente relacién matricial

C(D) =d(D)G(D) (3.18)

donde G(D) es una matriz con K filas y N columnas y la matriz generadora del c6digo:
Gi(D) ... ... GY{D) ... ... GN(D)

GD)=|G{(D) ... ... G{D) ... ... GN(D) (3.19)
GL(D) ... ... G%(D) ... ... GR(D)

A continuacién se considerardn dos ejemplos de cédigos convolucionales (tanto no recur-
sivo como recursivo) y se determinarén sus respectivas matrices generadoras.

LEl nombre de codificacién convolucional viene del hecho de que la ecuacién (3.12) tiene la forma de una
convolucién binaria, andloga a la integral de convolucién c(t) = [ g(A)d(t — A)dA
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3.2.3. Representacién polinomial.
Cédigos convolucionales no recursivos.

Considérese primero el caso de un cédigo binario cldsico (no sistemético y no recursivo),
es decir, con ¢ = 0, todos los coeficientes b; son nulos y K = 1. El codificador, para realizar
un ejemplo de analisis se muestra en la figura 3.3. Este codificador tiene una longitud de
restriccién 4 y una tasa de cédigo R = 1/2.

i . Ck.1
- I/ Y Y
>+ —>(+)—“

Y
Erj
Y

) » 3

CL.2
( -\ . -\\ ¥
>+ 1) »

Figura 3.3: Codificador convolucional no recursivo (3,1,2) con polinomios generadores, re-
presentados en octal, (13,15).

El codificador tiene los pardmetros (g1,0,91,1,91,2,91,3) = (1,0,1,1) y (92,0, 92,1, 92,2, 92,3) =
(1,1,0,1). Como no existe lazo de retroalimentacién, la respuesta al impulso se puede ex-
presar facilmente. De hecho, corresponde a:

g%l) = (91,07 91,1,91,2,91,3, 07 07 ) = (17 O? 17 17 07 07 ) (320)

gél) = (92,03 92,1792,27 92,37 Oa 07 ) = (17 17 0) ]-7 07 07 ) (321)

Por lo tanto, la matriz generadora polinomial estda dada por:

GNoReC(D) _ {G(ll),NoRec(D) Ggl),NORec(D)}

= [g1.0 + 911D + g12D* + g13D3, ga.0+ 921D + g22D? + g2 3D?]

=[1+D?*+ D3 1+ D+ D?
(3.22)
Una representacién binaria (G (D) = 1011, y GV °%*(D) = 11015) de los poli-
nomios generadores especifica los valores de los coeficientes ordenados siguiendo las potencias
crecientes de D. La representacién de estos generadores en formato octal (Ggl)’NOReC(D) =

135y Gél)’NOReC(D) = 15g) es comunmente usada, y la notacién se simplifica a (13, 15) [27].
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Cddigos recursivos sistematicos convolucionales.

Una clase importante de cédigos convolucionales de especial interés para los turbo codi-
gos es la clase de cédigos recursivos sistemdticos convolucionales (RSC). Los c6digos RSC
introducen retroalimentacién en la memoria de los cédigos convolucionales.

Un cédigo RSC se obtiene introduciendo un lazo de retroalimentacién en la memoria
(recursivo) y transmitiendo directamente la entrada del codificador como una salida (sis-
temético). La figura 3.4 muestra un c6digo binario RSC construido aplicando algunas trans-
formaciones al cddigo no recursivo de la figura 3.3. La construccién es como sigue: una de
las salidas del cédigo no recursivo original se retroalimenta a la entrada del flip-flop F1, y
se agrega una salida sistemdtica. Cabe destacar que el conjunto de palabras de cédigo gene-
radas por el codificador RSC es el mismo que el generado por el correspondiente codificador
no sistematico. Sin embargo, la relacion entre las secuencias de informacion y las palabras de
cédigo es diferente [23]. El codificador convolucional de la figura 3.4 es una parte del turbo
cédigo que se utiliza en el estdndar 3GPP-LTE (3rd Generation Partnership Project -Long
Term Evolution).

k1

-
-

Ck,2

i +)

. L

BNy W P> }_L{ F
>(+)

)

Figura 3.4: Codificador recursivo sistematico convolucional (RSC) (3,1,2) con polinomios
generadores [1,15/13]

Un codificador RSC tiene una respuesta al impulso infinita, y por lo tanto la definicién
de los polinomios generadores no es directa de inferir. Como el codificador es sistemético, el
polinomio asociado a la salida sistemadtica cj 1 es trivial: Ggl)’Rec(D) = 1. Para deducir el
segundo polinomio se introduce la variable x (entrada al flip-flop F}). Por lo cual se tiene:

dg1 = Tp + Tp—2 + T3 (3.23)

Ck2 =X + Tp_1+ Tp_3 (3.24)

Por lo cual, es vélida la siguiente ecuacion:

dra +dp—11 +dr—31 =cCr2+ Cr_22+ Cr_32 (3.25)

Aplicando la transformacién D (que es equivalente a la transformada z si se toma en
cuenta que D = z~!) a la ecuacién anterior, se encuentra el segundo componente de la
matriz generadora, el cual es una funcién racional:
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(D)  1+D+D? (3.26)
- Dy(D) 1+4+D?+D3 '

Se puede ver que esta matriz generadora corresponde a la matriz generadora no recursiva

G§1)7REC(D)

obtenida en el apartado anterior dividida por Ggl)’NOReC(D).

Los cddigos RSC se usan como c6digos componentes para los turbo cédigos (concatena-
cién paralela de dos cédigos RSC) debido a su respuesta al impulso infinita: si un codificador
binario RSC se alimenta con un dnico “1” y luego solamente con entradas “0”, debido a la
existencia de retroalimentacion, el peso de la secuencia de paridad producida serd infinito.
Para un codificador no recursivo solamente un méaximo de bits “1”son generados, luego los
“1”salen del registro de corrimiento.

Se debe notar que en los cddigos convolucionales recursivos, la existencia de la retroali-
mentacion causa que el cédigo tenga respuestas al impulso infinitas. En general, son deseables
los cédigos convolucionales sisteméticos, pero desafortunadamente los que no son recursivos
no pueden lograr la distancia libre mayor posible, con respecto a los c6digos no sisteméticos
y no recursivos de la misma tasa y longitud de restriccion. Sin embargo, los cédigos RSC
pueden lograr la misma distancia libre que los cédigos sisteméaticos no recursivos para una
tasa dada y longitud de restriccién. El concepto de distancia libre se explicard més adelante.

3.2.4. Diagramas de representacion.

La evolucién de un codificador binario convolucional puede ser representada como una
maquina de estados finitos, cuyas salidas son una funcién del estado actual y de sus entradas.
El estado de esta maquina corresponde a los m bits de la memoria de los registros de
corrimiento (o flip-flops), lo cual produce 2™ estados.

Considérese Sy, = (S,1, Sk,25 -+ sk’m)T el vector que representa el estado del codificador
en el tiempo k, donde sj; representa el valor del flip-flop i-ésimo en el tiempo k. Por
conveniencia, el estado del codificador S; también se denota por la cantidad escalar

om

Sk = 222'7181“]‘, (3.27)
=1

tomando valores entre 0 y 2™~ ! y que luego se escribe como Sy = s.

Es posible definir, a semejanza de los cédigos de bloque lineales, una matriz de com-
probacion de paridad H e incluso un vector de sindrome. Sin embargo, resulta de mayor
interés desarrollar el analisis de los cddigos convolucionales en base a la consideracién de
los codificadores como maquinas de estado finitos, pues va a permitir de manera natural la
aplicacién del algoritmo de Viterbi como decodificador de mdxima verosimilitud [15].

Diagrama de estados.

El diagrama que representa la evolucién de la maquina de estados finitos es el diagrama
de estados. Representa todos los 2™ estados del codificador, y también la transicién entre
estados. Las salidas dependen del estado actual y de los bits de entrada. Las transiciones
en lineas solidas corresponden a la presencia de un “1” mientras que las lineas punteadas
corresponden a una entrada “0” del codificador [28]. Esta representacién es particularmente
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util para determinar la funcién de transferencia y el espectro de distancias de un cédigo
convolucional.

A partir de esta representacion es posible ver una diferencia notable entre la maquina de
estados de un codigo recursivo y la de un cédigo no recursivo: la existencia y el nimero de
ciclos de una secuencia nula en la entrada (un ciclo es una sucesién de estados donde el estado
inicial también es el estado final). La médquina de estados correspondiente al codificador no
recursivo de la figura 3.3 se muestra en la figura 3.5, mientras que el del codificador recursivo
de la figura 3.4 se muestra en la figura 3.6.

Figura 3.5: Méaquina de estados para un cédigo con una matriz generadora polinomial
[1+D?*+ D31+ D+ D3].
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Figura 3.6: Maquina de estados para un cédigo con matriz generadora {1, m}
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Diagrama de “Trellis”

La representacién mas comun de un cédigo convolucional es el diagrama de “trellis”. Es
de gran importancia para definir las propiedades de un cédigo y para ilustrar su proceso de
decodificacién, y corresponde al registro en el tiempo de los cambios de estados.

En cada instante i, el estado de un codificador convolucional puede tomar 2™ valores.
Cada uno de esos posibles valores estd representado por un nodo. A cada instante ¢ se le
asocia una columna de nodos de estado y de acuerdo a la entrada d;, el codificador transita
de un estado s; a s; 1 mientras entrega los bits codificados. La transicién entre dos estados
estd representada por un trazo entre los dos nodos asociados y estd etiquetada con las
salidas del codificador. En el caso de un cédigo binario, la transicién debida a una entrada
“0” estd representada por una linea punteada, mientras que la transicién correspondiente
a una entrada “1” es representada por una linea sélida. La sucesién de estados s; hasta el
instante t estd representada por diferentes caminos entre el estado inicial y los diferentes
posibles estados en el instante t.

Cuando una secuencia particular de bloques d es codificada, un camino en el diagrama de
“trellis” estd definido como una secuencia de transiciones de estado dadas por la estructura
del codificador. Se asumira que el estado del codificador en el tiempo k = 0 es s = 0. Por
lo tanto, para el tiempo k£ < 3 hay algunos estados que no estan permitidos. Para k > 3, el
codificador puede tener cualquier estado, y por lo tanto cualquier transicién de estados en
el diagrama “trellis” puede ocurrir. En la figura 3.7, se muestran las posibles trayectorias
del codificador RSC de la figura 3.4.

Sp =
Sk
s =2
S —
S =
S =
Sk

S —

Figura 3.7: Diagrama de “trellis” para el cédigo RSC de la figura 2.4

Debido a que el cédigo es binario, en este diagrama de “trellis” hay siempre dos trazos
que llegan a cada estado, uno correspondiente a un simbolo de entrada dy = 0 y otro para un
sfmbolo di = 1. También existe un patréon mariposa; cada secciéon del “trellis” del instante
k al k+1 consiste de cuatro estructuras en mariposa. Por ejemplo, cada una de las secciones
de la figura 3.7 estd construida de 4 mariposas (las transiciones de los estados 0 y 1 hacia
los estados 0 y 4 conforman una).
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Un pardmetro importante de un cédigo convolucional es la distancia libre, dy. La distan-
cia libre es la minima distancia de Hamming entre dos caminos que divergen en un instante
dado y convergen en el instante de tiempo maés breve. Debido a la linealidad, para su calculo,
es suficiente el considerar trayectorias en referencia con el camino nulo, es decir, encontrar
el peso minimo de cualquier camino divergiendo y convergiendo al camino nulo [16]. Para el
codigo cuyo “trellis” se ilustra en la figura 3.7, la distancia libre es dy = 6. Esto corresponde
a la secuencia de entrada 1011 y secuencia de salida 11,01, 10, 11.

3.2.5. (Cdbdigos convolucionales perforados.

Para un cédigo convolucional de tasa K /N, existen 2X transiciones que comienzan en
cada nodo. Para un codigo de tasa alta, es decir, aquél para el cual el coeficiente K es grande,
la complejidad del diagrama trellis puede crecer considerablemente, y en consecuencia, el
c6digo se vuelve complejo de decodificar.

Es posible construir cédigos convolucionales de mayor tasa a partir de cédigos con tasa
de salida % (K = 1). Para obtener tales c6digos se usa la técnica de perforacion.

La perforacion consiste en no transmitir todos los simbolos entregados por el codificador
con tasa %; ciertos simbolos son suprimidos o perforados. Considérese el ejemplo de la figura
3.8. Esta figura representa la salida de un codificador con tasa % conformada por una sucesién
de bloques de dos simbolos codificados.

Co1 €11 Ca1 €31

Co2 C1a G2 Cig

Figura 3.8: Patrén de perforado que permite construir un cédigo convolucional con tasa
R = 2/3 a partir del c6digo madre (3,2,1) de la figura 3.4

Si se descarta un simbolo codificado en cuatro, por ejemplo, los simbolos cruzados en la
figura 3.8, luego dos simbolos de informacion del codificador estan asociados a tres simbolos
codificados, es decir una tasa de 2/3. La regla de perforacién estd definida a partir de una
mascara M que, para nuestro ejemplo, puede ser representada a través de una matriz con
dos filas y dos columnas:

1 1
M = [1 0} (3.28)

El elemento de la matriz M igual a 0 indica el simbolo codificado a ser perforado. En
este caso es uno sobre cada dos simbolos entregados a la salida nimero 2 del decodificador.
Otra ventaja de esta solucién es que el mismo decodificador se puede usar para decodificar
el conjunto de cédigos perforados derivados de un tinico cédigo madre C [29]. A pesar de que
los cédigos perforados son sub-6ptimos comparados con los cédigos disenados para una tasa
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en particular, son populares debido al hecho de que un tnico par codificador/decodificador
puede ser usado para implementar diferentes tasas. En el caso de cédigos sistemaéticos, es
generalmente la redundancia la que es perforada.

La eleccién de la méascara de perforacién obviamente influencia el desempeno del cédigo.
Es posible favorecer una parte de la trama, que transporte datos sensitivos, perforando
ligeramente a comparacién de otra parte que sea mayormente perforada.

La perforacién es por lo tanto una técnica flexible, y sencilla de implementar. Conforme el
codificador y el decodificador permanezcan idénticos en el tipo de perforacién que se aplica,
es posible modificar la tasa de codificacién en cualquier momento. Algunas aplicaciones
emplean esta flexibilidad para adaptar la tasa de acuerdo a la importancia de los datos
transmitidos.

3.2.6. Cdbdigos catastroficos.

Es importante enfatizar que algunos cédigos convolucionales exhiben lo que se conoce
como propagacién catastréfica de errores. Esto ocurre cuando un numero finito de errores
de canal causa un numero infinito de errores de decodificacién, aun si los simbolos subse-
cuentes son correctos. Los codificadores que presentan este comportamiento mostraran en
su diagrama de estados un estado donde una entrada diferente de cero, causa una transicion
de regreso al estado mismo, produciendo una salida cero [12].

Otra manera de identificar a un cédigo catastrofico es mediante sus polinomios genera-
dores; si en un cédigo de tasa 1/N existe un factor comun distinto a la unidad entre sus poli-
nomios generadores, calculado en aritmética modulo 2, se tiene que el cédigo es catastréfico.
Por ejemplo, si en un cédigo los polinomios generadores son g1 (D) = 1+ Dy g2(D) = 1+ D?;
entre estos polinomios existe el factor comin 1+ D, ya que 1 + D? = (1 + D)(1+ D) en la
aritmética sobre GF(2), con lo cual este cidigo es catastréfico.

3.2.7. Terminacién de cédigos convolucionales.

En este escrito se considera el caso de c¢6digos convolucionales terminados (o finitos) de
tamano L. Un cddigo convolucional finito de tamafo n y tasa R = K/N es por lo tanto un
cédigo de bloque lineal de dimensién n - K y longitud n - N, denotado como C(n- N,n - K).

Para un cédigo convolucional finito, el estado inicial de los flip-flops generalmente se
establece al estado nulo por el codificador. Esta informacion es usada por el decodificador
para mejorar el desempeno de la decodificaciéon. Sin embargo, como el estado final del codi-
ficador estd indeterminado y depende de la secuencia de entrada, el decodificador no tiene
informacion disponible con respecto al estado final del registro de corrimiento. Hay multiples
alternativas para terminar el cédigo convolucional que han sido propuestas en la literatura
[23].

Sin terminacién.

El estado final del codificador, el cual depende de la secuencia de entrada, no es conocido
en el lado del decodificador. Esta falta de informacién conlleva a una degradacién en desem-
peno para los iltimos datos decodificados y por lo tanto a una proteccién de errores menos
efectiva. En particular, los ultimos simbolos codificados estan asociados con palabras de
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codigo con bajos pesos de Hamming, resultando en una reducciéon de la ganancia asintética
de codificacion. Esta degradacion es mas notable cuando aumenta el tamano del bloque n.

Regreso del estado del codificador (al final de la codificacién) a un estado final
conocido.

Generalmente, el estado final es forzado al estado “nulo” codificando n - K simbolos y
alimentando al registro de corrimiento con la secuencia apropiada de simbolos, llamados
simbolos de cola. El bloque codificado resultante es de longitud (n + m) - K. Por un lado,
el estado inicial y final del registro de corrimiento son conocidos por el decodificador. Por el
otro lado, la eficiencia espectral de la transmisién se reduce y la pérdida de tasa m/(m +n)
debida a estos simbolos de cola es incrementada conforme la longitud del bloque n es mas
corta.

Cddigos circulares.

Con los codigos convolucionales circulares, el codificador no estd inicializado al estado
nulo pero a un estado inicial dado, y el codificador recupera este estado inicial al final del
proceso de codificacién. Este estado inicial llamado “estado de circulacién” depende de los
polinomios generadores del cédigo y también de la secuencia de entrada del codificador. La
técnica se propuso inicialmente para cédigos convolucionales no recursivos y luego se adapté a
cédigos recursivos. En el lado del codificador, el estado de circulacién es no conocido, pero
el “trellis” puede ser visto como un circulo, sin ninguna discontinuidad en las transiciones
entre estados. Esta propiedad puede ser usada por el decodificador obteniéndose asi una
proteccién igual de errores para todos los simbolos del bloque. El diagrama de un cédigo
CRSC (Circular Recursivo Sistemético Convolucional) se muestra en la figura 3.9.

000) {
(001) £
{010)
011 ¥
(100)
(101} j_.
(110} -
(111) ¥

Figura 3.9: “Trellis” de un cédigo CRSC de 8 estados.
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Maés detalles sobre como codificar en el caso de cédigos circulares se pueden consultar en
[27].

3.2.8. Concatenacién de codigos convolucionales.

En la primera arquitectura propuesta por Forney [39], se concatené un cdédigo interno
con un c6digo externo como se muestra en la figura 3.10. Esto se llama concatenacion
serial de cédigos convolucionales (SCCC) donde la salida de un cdédigo externo se conecta
a la entrada de un cddigo interno. En seguida, se observd que al agregar una funcion de
entrelazado entre los dos cédigos, se incrementaba significativamente la robustez de los
cédigos concatenados. Este entrelazador juega un rol significativo en la construccion del
codigo, ya que realiza una permutacion pseudo-aleatoria de la secuencia de entrada tardia,
lo cual introduce aleatoreidad en el esquema de codificacién. Esto es lo que se llama hoy en
dia cédigos convolucionales concatenados serialmente que se representa como en la figura
3.11.

— | Codigo Cédigo
externo interno

Figura 3.10: Concatenacién serial de cédigos convolucionales (SCCC).

——» Coadigo 1I Cédigo
externo interno

Figura 3.11: Concatenacion serial de c6digos convolucionales con entrelazador (SCCC).

Con la aparicién de los turbo cédigos [7], se introdujo una nueva estructura: la concate-
nacién paralela de cédigos convolucionales (PCCC) de dos codificadores RSC (RSC1, RSC2)
presentada en la figura 3.12. Esta estructura esta asociada a codificadores sistematicos don-
de el primer codificador recibe los datos d; en orden natural y al mismo tiempo el segundo
codificador recibe los datos entrelazados. La secuencia de entrada d; es codificada dos veces,
una por cada codificador. Un entrelazador II permuta la secuencia de informacién antes de
la codificacién mediante RSC2. En otras palabras, los dos codificadores componentes RSC
codifican la misma secuencia de informacién pero en un orden diferente. La aleatoriedad
para cédigos correctores de errores es un atributo clave que permite acercarse a la capacidad
del canal. Dado que el cédigo es sistemadtico, la salida estd compuesta por los datos de in-
formacion, y las paridades asociadas en los dominios natural y entrelazado. De esta manera,
en un instante de tiempo se transmite la paridad de dos simbolos distintos.

El uso de un entrelazador en la construccién de cédigos concatenados en serie, o en
paralelo, resulta en palabras de c6digo que sean largas en longitud de bloque- y relativamente
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dispersas. La decodificacion de este tipo de c6digos se realiza generalmente de forma iterativa,
usando algoritmos de tipo MAP, SISO. La combinacién de cédigos con entrelazamiento y
decodificacién MAP iterativa resulta en un desempeno muy cercano al limite tedrico de
Shannon para tasas de error moderadas, tal como 107* a 1075 (regién baja de SNR). El
esquema de de decodificacién iterativa es justamente el que le da el nombre a los “turbo
codigos” ya que se asemeja al comportamiento de una maquina “turbo” comprimida, en
donde para hacer mas eficiente el ciclo de combustién de la misma, los gases de escape de
la méquina (energfa residual) son retroalimentados a la entrada. En este esquema iterativo,
la ganancia en desempeno obtenida en cada iteracion disminuye gradualmente en relacion
con la iteracién previa [20]. Mds detalles de este tipo de concatenacién se presentan en el
siguiente capitulo.

S
Y

rsct —=pl > ¢,

Hl == RCS2 ——-pz

Figura 3.12: Concatenacién paralela de cédigos convolucionales con entrelazador (PCCC).

3.3. Decodificacién de cédigos convolucionales.

Existen varios algoritmos de decodificacién para un cédigo convolucional, entre los més
conocidos se encuentra el algoritmo de Viterbi y el algoritmo MAP (Maximum a posterio-
r1).El algoritmo de Viterbi minimiza la probabilidad de error en la secuencia de bloques
decodificados, mientras que el algoritmo MAP trabaja en la probabilidad de error de cada
bloque considerado. Hay que recordar que un bloque entrante se constituye de K simbo-
los binarios, K = 1 para el caso binario (nuestro caso). Consideremos que el decodificador
recibe una secuencia ruidosa y demodulada, que tiene una longitud L, el algoritmo de Vi-
terbi estima la verosimilitud a partir de la secuencia recibida proporcionando la secuencia
mas probable. Ese enfoque puede ser realizado de manera simple mediante una compleji-
dad razonable (seccién 3.3.1). Por otra parte, el algoritmo MAP busca la opcién éptima de
decodificacién calculando la probabilidad de error en cada bloque considerado. Sin embar-
go, la implementacién del algoritmo MAP es dificil debido a su complejidad computacional
asociada (seccién 3.3.2).

3.3.1. Algoritmo de Viterbi.

Sea

d = (do...dg...dr,—1) la secuencia de informacion;

¢ = (¢g...Cg...c,—1) la secuencia codificada;

y = (yo.--Yk...yr—1) la secuencia recibida por el decodificador (observacién);

El algoritmo de Viterbi[30] consiste en buscar la secuencia d tal que



32 CAPITULO 2. CODIGOS CORRECTORES DE ERRORES. . .

d = ArgmazP(d|y) = Argmaxp(d’Y) vd (3.29)
d d P(y)

donde Arg denota el argumento d de la probabilidad condicional P(d|y). Sabiendo que
la probabilidad P(y) es independiente de la informacién d, el algoritmo de Viterbi busca
el valor d que maximice la probabilidad P(d,y). Se introduce una secuencia de estados
S = (5p...Sk...S.—1) tal que Sk = (Sk, Sk—1,-.-; Sk—v+2). El conocimiento de la secuencia S
permite encontrar la informacién d. En consecuencia, la secuencia S es una imagen de d. Por
otra parte, la transiciéon Sy_1; — S depende solamente del valor de entrada di. Entonces el
algoritmo de Viterbi busca S tal que

S= Arg;nax [P(S,y)/P(y)] VS (3.30)

Por lo tanto, es suficiente maximizar el término P(S,y) ya que P(y) es independiente
de la entrada del codificador d.

L
P(S,y) = P(So) [ P((yr, Sk)ISk-1) (3.31)
k=1

donde P(Sp) representa la distribucién del estado inicial. Si el estado del codificador estd ini-
cializado en el estado 0, la distribucién P(Sy) es igual a 1 para Sy = (0...0...0), y 0 para el
resto.

Introduciendo la métrica de rama ~; definida por la siguiente ecuacién:

Ye(s',s) = —logP((yk, Sk = §')|Sk—1 = 3), (3.32)

y utilizando las ecuaciones (2.30) y (2.31) en el dominio logaritmico, se obtiene:

L
S = Argmin (—lOgP(So) + Z Vi (Sk—1, Sk)> . (3.33)
S k=1

El término 7 (Sk—1, Sk) se llama la métrica de rama en el instante k. El cual corresponde
a la distancia de Hamming entre la observacion y; y la palabra del trellis c¢; en un canal
binario simétrico BSC, es decir v, (Sk—1, Sk) = v(yk, ¢k ). Para un canal gaussiano, la métrica
de rama es igual al cuadrado de la distancia euclideana entre la observacion yj y la palabra
ks Ve(Si—1,5%) = |lyr — cx]|*. Si ninguna transicién es posible entre los estados s’ y s en un
cierto instante, la métrica v (s’, s) es igual a v, (s, s) = co. Esta métrica se puede simplificar,
de acuerdo con Glavieux [26] al siguiente producto escalar: 5 (s, s") = (yk, ¢/ (s, s’)). Este es
el producto escalar de la observacién yi y el bloque modulado y codificado ¢/(s, s’), dando
esta expresion que es parecida a un proceso de correlacién. Considerando la tasa de 1/2 en
el decodificador, un par de recepciones llegan en cada instante k. La métrica de rama es
calculada tomando el producto de la informacién relacionada a los datos (sistemaéticos) con
cada una de las senales prototipo (lldmese uy), y similarmente el producto de la informacién
asociada a la paridad (redundancia) con cada una de las senales prototipo (lldmese por
ejemplo vy). Las métricas de rama también se utilizan en el algoritmo del siguiente apartado,
que es la base de la turbo decodificacion.



3.3. DECODIFICACION DE CODIGOS CONVOLUCIONALES. 33

Luego, considerando que para una palabra codificada de longitud N se tiene un total
de 2V métricas de rama. La expresién (3.33) se construye con la biisqueda del camino més
corto, llamado camino sobreviviente, si la métrica v (s’, ) es considerada como la distancia
asociada entre los estados S_1 = s’ y Sx = s. Ese camino se compone de transiciones de
estado Si_1 — Si asociadas al simbolo dj.

La métrica de nodo M, j para el estado s en el instante k& se obtiene por medio de:

My = min(My -1+ (s', 5)) (3.34)

Esta métrica significa la mdxima verosimilitud que parte del nodo Sy_1; = s’ hasta el
nodo S = s.

A nivel de implementacién, el decodificador de Viterbi calcula primero las métricas de
rama 7y, a partir de la palabra recibida. Para una decodificacién binaria de tasa 1/2 y
N = 2, hay 4 métricas de rama que miden directamente la verosimilitud de la observacién
ri respecto a la palabra codificada cj. Posteriormente, un modulo ACS (Add-Compare-
Select por sus siglas en inglés) selecciona la minima métrica de nodo M;y por cada nodo
Sk = s sumando la métrica de rama apropiada (s, s) a la métrica de nodo precedente
My j,—1. Los resultados de seleccién, 2v~1 caminos en total, son enseguida almacenados, lo
cual permite recuperar la secuencia decodificada en una trayectoria en sentido inverso del
trellis.

En su version base, el decodificador de Viterbi arroja el resultado una vez que se tenga
la recepcion completa de la secuencia considerada. De hecho, los caminos sobrevivientes
convergen a un nodo del instante k+n al instante k, es decir, todos los caminos sobrevivientes
a partir del instante k parten del mismo nodo. Por lo tanto, el decodificador puede emitir los
resultados del instante 0 al instante k ya que la decodificacién siguiente no estd influenciada
por los resultados precedentes. En general, el valor de n es n = 5v 0 6v para R = 1/2 (v es
la longitud de restriccién). Cada nodo recibe 2% ramas. En cada etapa, hay 2 célculos de
métrica de rama y 25+?~1 sumas en los médulos ACS. La complejidad de calculo crece de
manera exponencial. Es por ello que la implementacion del algoritmo de Viterbi esta limitada
a valores pequenos de K y v. Tipicamente, v < 8. M4s alld de ese limite, el algoritmo de
decodificacién secuencial como el de Fano es adoptado en razén de su complejidad reducida.
Aunque el algoritmo de Viterbi corresponde con una medida de la probabilidad de error en
una secuencia decodificada, conduce también a una buena aproximacién de un minimo de la
probabilidad de error en los bloques de informacién cuando la relacién senal a ruido excede
ciertos decibeles.

3.3.2. Algoritmo BCJR.

El algoritmo BCJR, (Bahl, Cocke, Jelinek, Raviv) con el criterio de méximo a posteriori,
es un algoritmo éptimo de decodificacién simbolo-a-simbolo para cédigos convolucionales, y
ademsds es la componente central en muchos esquemas de deteccion y decodificacién iterativa.
En este algoritmo el decodificador usa el algoritmo MAP para decodificar cada simbolo de
entrada al decodificador, en vez de buscar cuél es la secuencia més probable. Es éptimo para
estimar los estados, o las salidas de un proceso de Markov observado en ruido blanco.

Para este criterio de decodificacién, el decodificador busca el simbolo de informacién Ez;
tal que
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p(drly) > p(dely) ¥(dy) (3.35)

donde p(:i;\y) es la probabilidad de la informacién Zl;, condicionada a la observacién y.

Los siguientes términos deben ser definidos antes de detallar las caracteristicas del algo-
ritmo MAP:

= a4 (s) representa la probabilidad conjunta de las observaciones yi, ...,y y del estado
del codificador Sy = s:

Oék;(S) :p(y17y27"'>yk7sk :S) (336)
Se le conoce como métricas de estado hacia adelante.

= [k (s) representa la probabilidad conjunta de las observaciones i1, ..., ypr condicio-
nada al estado del codificador Si = s:

Bi(s) = p(Yk+1, - ym|Sk = s) (3.37)
La cantidad Sx(s) se llama métrica de estado hacia atrés.

El algoritmo BCJR, junto con decisiones duras, produce valores suaves asociados a cada
bit decodificado. Al tratarse de un algoritmo MAP, una vez que los L simbolos de una
trama son decodificados, el camino que es reconstruido no necesariamente corresponde a
una trayectoria conectada en el diagrama de trellis. Se calculan 2™ valores de probabilidad
a-posteriori APP correspondientes a cada simbolo de informacién posible, permitiendo el
conocimiento completo de la secuencia y, recibida por el decodificador. La decisién dura
corresponde al valor j que maximiza la probabilidad a-posteriori. Estas probabilidades se
pueden expresar en funcién de las verosimilitudes conjuntas:

) di =7,
pldy = j,y) = 2 =5Y) (3.38)
Z p(dk = k/aY)
k’=0

El denominador de la ecuacién 3.38 es un factor de normalizacién, ya que afecta de la
misma manera a todas las posibles probabilidades a-posteriori. Asi, puede ser removido de
esta ecuacién sin afectar el resultado. Por lo tanto, en la préctica, solamente se calcula la
probabilidad conjunta p(dy, = j,y). El cdlculo de las probabilidades conjuntas puede ser
descompuesto entre observaciones pasadas y futuras debido a la estructura trellis del codigo
(ver figura 3.13). Esta descomposicién usa las métricas de recursién hacia adelante a(s) (la
probabilidad de un estado del ¢rellis en el instante k calculado a partir de valores pasados), las
métricas de recursion hacia atrds S (s) (la probabilidad de un estado del trellis en el instante
k calculado a partir de valores futuros almacenados en memoria), y una métrica v(s’, s) (la
probabilidad de una transicién entre dos estados del trellis ). Usando estas métricas, se tiene:
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pldr =j,y) = p(sk =5, sk41 = 8,y)

(s"—s)|dr=3
> () k(s 8)Braa(s)
(s'—s)|dr=3j

= p(sk = 5", yj<r)p(sk+1 = 8, ylsk = 8 )p(Yj>k|Sk41 = 5)
(s' o)l d=j

(3.39)
Con esta ecuaciéon las APPs en 3.38 pueden ser expresadas como:
Z ak(s) (5", 8) Brya(s)
. (s'—s)|dr=j
p(dr = j,y) = (3.40)
> () k(s 8)Brea(s)
(s"—s)

ag_1(8)

E}' <k Zk Link

Figura 3.13: Trellis del decodificador MAP para un cédigo RSC con tres elementos de me-
moria.

El algoritmo BCJR calcula las métricas de estado hacia adelante ay(s) y hacia atras
Br(s) iterativamente:

apt1(:) < ar(), Yugr (3.41)

B () < Brr1(), Yrta (3.42)
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En las ecuaciones anteriores, el “” en ayy1(-) significa que consideramos las cantidades
ay(s) para los 2(v=DE posibles valores de s. Similarmente, para S (-), donde s representa
un estado del codificador. A partir de tales ecuaciones, es posible ver que si se inicializa
ap(+), se puede calcular a4 (-) usando y; y ao(+), luego calcular as(-) usando yo y a1(+), y
asi hasta obtener aj;(+). Similarmente, se inicializa Sas(+), luego se calcula Syr—1(-) usando
ym ¥ B (+); luego se calcula Byr—o(+) usando ypr—1 vy Bavr—1(+), y asi hasta obtener Sy(+).

Las métricas de recursion hacia adelante se calculan de la siguiente forma:

apy1(s) = Z ar(s)ye(s’, s) para k = 0..N — 1 (3.43)
Br(s) = Z Br+1(s)vk(s',s) para k=0..N —1 (3.44)

El valor de inicializacion de estas métricas puede ser definido conociendo el estado inicial
y final del trellis; si, por ejemplo, el codificador empieza en el estado so luego ag(sp) tiene el
valor de probabilidad més alta “1” mientras que las demds ay(s) serdn inicializadas en “0”.
Si el estado inicial es desconocido, luego todos los estados deben ser inicializados al mismo
valor de probabilidad, es decir, ap(s) = 2%,‘#8, donde p es el nimero de estados. Nétese que
el estado inicial y final son establecidos por el método de terminacion seleccionado, mismos
que se presentaron en la seccién 3.2.7. La figura 3.14 ejemplifica el célculo de estos valores.

En la préctica, para evitar problemas de precisién o de overflow en la representacién
numérica de las probabilidades de estados hacia adelante y hacia atras, tienen que ser regu-
larmente normalizadas durante el célculo recursivo.

Estado Skfl Sk Sk+l
a(0)
k( ) :
0 U.k(fiﬂ s E 3 @ BLU:{:
- " e S K+
(00 o, 190
: L0 k-
1 a(l) @ Yk ) [ ]
= T(0.2)
k+1 o
e B
2 . . B2
3 ] @ °
¥y Y1

= a(0) a(l) (1,
(0 R D

KO =6 190 +A2) 10
Figura 3.14: Célculo recursivo de ay(0) y Bk (0)

Para propésitos de notacién, es conveniente expresar el algoritmo BCJR en una formu-
lacién matricial (esto permite verificar el algoritmo en un programa como Matlab). Sean
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Ay = (3.45)

By

. (3.46)
ﬂk(N -1)

vectores de las probabilidades hacia adelante y hacia atrds. Sea Gy la matriz de probabilidad
con elementos g ; ; definida por

Ir,ij = (i, ]) (3.47)

La ecuacién de la métrica hacia adelante se expresa como Agy; = GiAjg. Complemen-
tariamente, las actualizaciones hacia atras se pueden expresar como By = G;Bj1.

Sea Y; (8, 8) = p(Sk+1 = S, Yk|sk = §’) la métrica de rama para la transicién (s = ') —
(sk+1 = 8), igual a la probabilidad de que la transicién ocurra. Si no ocurre esta transiciéon
entre s’ y s en el diagrama trellis, y;(s’,s) = 0. Usando dos veces la relacién de Bayes, se
tiene:

Yie(s',8) = p(sk41 = 8, yklsk = ') = p(yrlsk = 5", sp41 = $)p(Skt1|5x = §') (3.48)

El primer término en esta ecuacién es la probabilidad condicional del canal (ecuacién
2.2). El segundo término corresponde a la transicién s’ — s dado que el codificador estd en
el estado s’.Por lo tanto, este término es igual a la probabilidad de que el simbolo dj, = j fue
transmitido, con j el simbolo que produce la transicién de s’ a s. Por lo tanto, la ecuacién
(3.48) se convierte en:

. AT 1 (Yri — Upi)?
s 8) = ug)p(dy, = 7) = p(di, = <ex <— 3.49
sy 8) = plyelur)p(di = §) = p(dy, J)L[l o 202 (3.49)
Desarrollando esta expresién, y empleando la definicién de confiabilidad del canal se tiene
que:

. 1, «
Yi(s,8") = By, - p(di = j) - exp <2Lc ;yki 'uki> (3.50)

Donde L. es la llamada confiabilidad del canal, que se obtiene como L. = J% En el
resultado anterior, By es una constante. '



38 CAPITULO 2. CODIGOS CORRECTORES DE ERRORES. . .

Finalmente, se calcula la razén logaritmica de verosimilitud. En este trabajo, tomamos
en cuenta a R al conjunto de transiciones de s’ a s que se deben a bits de mensaje u, = +1,
mientras que Ry es el conjunto de ramas originadas por bits de mensaje u; = —1 [32].

Zak )7k(s", 5)Brs (s)

L(dy = jly) = (3.51)

Zak )7(s", 8)Brr1(s)

Desafortunadamente, la decodificacion MAP requiere un ntimero grande de operaciones,
involucrando multiplicaciones y operaciones exponenciales, las cuales no se pueden trans-
poner en una implementacion directa en hardware. Una forma de simplificar el proceso de
decodificacién para propdsitos de implementacién es reescribir el algoritmo en el dominio
logaritmico. Asi, el decodificador provee estimados suaves proporcionales al logaritmo de
las APPs (probabilidades a posteriori). Las multiplicaciones se vuelven sumas y las sumas
detecciones de maximos con un término de correcciéon adicional. Para esto, el operador max*
se define de la siguiente manera:

max™(x,y) = In(exp(x) + exp(y)) = max(z,y) + In(l — exp(— |z — y|)) (3.52)

El algoritmo resultante se conoce como algoritmo Log-MAP, el cual puede simplificarse
aun mas, dando el algoritmo Max-Log-MAP, si se invoca a la aproximacién Max-Log-MAP
que reemplaza la operaciéon max™ por una operacion clasica mazx, reduciendo fuertemente
la complejidad:

log(exp(a) + exp(b)) =~ max(a,b) (3.53)

Maés detalles sobre estos algoritmos, y aspectos relacionados a su implementacién en
hardware, se presentaran en los siguientes capitulos.



Turbo Codigos

El concepto de turbo codificacién fue propuesto en 1993 en una contribucién seminal
por Berrou et al. [7], quienes reportaron excelentes resultados de ganancia de codificacion,
aproximéndose a las predicciones teéricas de Shannon [7]. La secuencia de informacién es
codificada dos veces, con un entrelazador entre los dos codificadores, el cual sirve para que
las dos secuencias de datos sean lo méas independientes estadisticamente, una de la otra. Se
usan codificadores RSC de tasa 1/2, produciendo una salida sistematica la cual es equivalente
a la secuencia original de informacion, asi como una secuencia de informaciéon de paridad
por cada codificador RSC. Para adaptar la tasa de codificacién a una aplicacién dada, las
dos secuencias de paridad pueden ser perforadas antes de ser transmitidas. La perforacién
de la informacién de paridad permite que un amplio rango de tasas de codificacién sean
implementadas sin degradar la probabilidad de error del cédigo global, y a menudo solo la
mitad de la informacién de paridad de cada codificador es enviada. Junto con la secuencia
sistemdtica de datos originales, esto resulta en una tasa de codificacién de 1/2.

El decodificador estd compuesto a su vez por dos decodificadores SISO (Soft Input-Soft
Output) convolucionales. Para el intercambio de informacién entre los dos decodificadores,
se deben usar algoritmos especiales de decodificacién que acepten entradas suaves y den
salidas suaves para la secuencia decodificada. Estas entradas y salidas suaves proveen no
solo un indicativo sobre si un bit en particular fue 0, o un 1, sino que también una razén de
verosimilitud, la cual da la probabilidad de que el bit ha sido decodificado correctamente. Los
algoritmos de decodificacién pueden ser el SOVA (Viterbi de salida suave), MAP o alguna
de sus variantes.

El turbo decodificador opera iterativamente. En la primera iteracién, el primer decodi-
ficador SISO provee una salida suave la cual da una estimacién de la secuencia original de
datos basandose s6lo en las entradas suaves del canal. También provee una salida extrinse-
ca. La salida extrinseca para un bit dado estd basada no sélo en la entrada del canal para
ese bit, sino también en la informacién de los bits vecinos y en las restricciones impues-

39
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tas por el cédigo utilizado. La salida extrinseca del primer decodificador es utilizada por
el segundo decodificador RSC como informacién a priori, y esta informacién junto con
las entradas del canal son usadas por el segundo decodificador RSC para generar su sa-
lida suave y la informacién extrinseca. En la segunda iteracion la informacion extrinseca
del segundo decodificador en la primera iteracion es usada como la informacién a priori del
primer decodificador, y usando esta informacién a priori el decodificador puede decodifi-
car mas bits correctamente con respecto a los de la primera iteracion. El ciclo continta,
y en cada iteracién ambos decodificadores RSC producen una salida suave e informacion
extrinseca, basada en las entradas del canal y la informacién a priori obtenida de la infor-
macién extrinseca provista por el decodificador previo. Después de cada iteracién se reduce
la tasa de errores BER de la secuencia decodificada, pero las mejoras obtenidas con cada
iteracién se reducen conforme el nimero de iteraciones se incrementa, por lo que por razones
de complejidad usualmente sélo se usan entre 4 y 12 iteraciones [11]. Para poder hacer un
intercambio coherente de informacién, un entrelazador/desentrelazador debe ser utilizado
entre los decodificadores SISO.

Con una transmisién binaria sobre un canal AWGN, un esquema de codificacién de tasa
1/2, basado en una combinacién de dos cédigos RSC de tasa 1/2 y 16 estados, conectados
con un entrelazador de tamaifio 256 x 256, logré tasas de errores de 107° a una SNR por bit,
0 E,/Ny de 0.7 dB, muy cercano al limite de Shannon (0.2 dB) [19].

4.1. Principio de turbo codificacién.

La estructura general usada en los turbo codificadores se muestra en la figura 4.1. Dos
c6digos componentes son usados para codificar los mismos bits de entrada, pero un entrela-
zador se coloca entre los codificadores para crear la caracteristica aleatoria de la codificacion
de acuerdo a la teoria de Shannon. Generalmente, se usan cédigos RSC como cédigos com-
ponentes, pero se ha visto que es posible lograr un buen desempeno usando una estructura
con otros componentes, como por ejemplo, cédigos de bloque. Generalizando, es también
posible utilizar més de dos cédigos componente. Sin embargo el tratamiento de la presente
tesis se concentra en la estructura estdandar del turbo codificador usando dos cédigos RSC
(una variante se encuentra en [31], donde se habla de turbo cédigos 3D, los cuales manejan
tanto concatenacién paralela como serial, con la consecuente mayor complejidad).

Para cambiar la tasa, las salidas de los dos c6digos componentes se pueden luego perforar
y multiplexar. En este caso, para obtener una tasa de codificacién global de 1/2, la mitad
de los bits de salida de los dos codificadores se perforan. El arreglo que ha sido escogido
por preservar mejor las caracteristicas de distancia de las secuencias codificadas, es el de
transmitir los bits sistemédticos del primer codificador RSC, y la mitad de los bits de paridad
de cada codificador. Los bits sistematicos son rara vez perforados, ya que esto degradaria el
desempeno del cédigo con mayor grado que el de perforar los bits de paridad.

Un entrelazador II (también llamado un permutador) se aplica en la secuencia de in-
formacién antes de la codificacion RSCy. Este entrelazador juega un papel crucial en la
construccién del cédigo, ya que aplica una permutaciéon de la secuencia de entrada, lo cual
introduce aleatoriedad en el esquema de codificacién. En otras palabras, los dos codificado-
res constitutivos codifican la misma secuencia de informacién pero en un orden diferente.
La aleatoriedad para los codigos correctores de errores es un atributo clave que permite
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RSC) —> v

1 > RSC, —>+.

Figura 4.1: Esquematico del turbo codificador.

acercarse a la capacidad del canal. Como se menciond en la primera seccién, el trabajo de
C. Shannon mostr6 que era posible lograr la capacidad de canal (la llamada “cota de Shan-
non”) usando cédigos aleatorios. El teorema de Shannon es una prueba de la existencia de
tal cédigo que logre la capacidad del canal.

El concepto de cédigos concatenados ha sido adoptado en muchos estandares de co-
municaciones digitales debido a sus excelentes capacidades de correcciéon de errores. Por
ejemplo, en comunicaciones satelitales, tal como DVB-RCS (Digital Video Broadcasting -
Return Channel via Satellite), Eutelsat (skyplex) e Inmarsat. Adicionalmente, estd presente
en estandares de comunicaciones méviles como UMTS( Universal Mobile Telecommunica-
tions Systems), CDMA2000, WiMAX (WorldWide Interoperability for Microwave Access)
(IEEE 802.16), 3GPP-LTE (Long Term Ewvolution) y LTE-Advanced.

4.2. Decodificacién de turbo codigos.

Para esta etapa la aplicacién directa de un algoritmo de decodificacién es impractica
ya que el entrelazador harfa la estructura concatenada trellis mucho mas compleja. En
consecuencia, en vez de que se combinaran los trellis de ambos codificadores al mismo
tiempo, se propuso decodificar cada cédigo constitutivo por separado usando decodificadores
SISO. Estos decodificadores luego intercambiarian informacién probabilistica de una manera
iterativa.

Como se mencioné previamente, los turbo cédigos se usan para construir “cédigos lar-
gos” con propiedades aleatorias, que pueden ser decodificados con una complejidad razonable
usando decodificacion iterativa de los codigos constitutivos que conforman a los turbo cédi-
gos. El elemento importante en la turbo decodificacién son los decodificadores SISO (soft-in
soft-out) (ver figura 4.2). Cada SISO toma como entradas:

= La salida del demodulador correspondiente a la parte sisteméatica transmitida y*®.

= La salida del demodulador correspondiente a las paridades transmitidas asociadas con
el SISO (es decir, y*'! para SISO1 y y2 para SISO2).
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by = 2= Aqui k= 0,...,N — 1 donde N es el

tamano de la secuencia de informacién en simbolos.

= Informacién a priori. Esto es, L

]
Laprl Lexl = LaprE Lex2
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Figura 4.2: Estructura del turbo decodificador.

Sea ygrg50 la parte de la secuencia recibida correspondiente al médulo SISO (es decir,
Ysiso =¥,y para SISOl y yg;50 = y'2 para SISO2). Cada médulo SISO es capaz de
producir dos salidas suaves:

» Una salida suave llamada informacién extrinseca, Le,, necesaria para el intercambio
entre decodificadores constitutivos.

= Informacién a posteriori que es adecuada para decisiones duras. Esta se define como:
7 — lnP(Uk:1|Ysto) )
app P(ur=0lys;s0)

El moédulo SISO considerado en esta tesis esta basado en el algoritmo mdzimo a posteriori
(MAP). En el caso de que la palabra de cédigo sea perforada antes de la transmisidn, la
salida del demodulador correspondiente a los bits perforados es nula.

La decodificacion iterativa se realiza como sigue. El médulo SISO1 toma como entrada la
parte sistemética y*, la informacién de paridad y! perteneciente al RSC1, y la informacién
a priori Lgpr. En la primera iteracién los valores Lgy,,.1 son inicializados a cero, asumien-
do que todos los simbolos entrando a RSC1 son igualmente probables. El médulo SISO1
produce la informacién extrinseca L¢,1 que es entrelazada, usando el mismo entrelazador w
considerado en el turbo codificador, y luego es pasada al médulo SISO2. El médulo SISO2
toma como entradas la parte sistematica entrelazada y?, la informacién de paridad y*2 que
pertenecen al RSC2 y la informacion extrinseca L., provista por el médulo SISO1 como
informacién a priori Lopr2. El médulo SISO2 produce la informacién extrinseca L.z2 que
es desentrelazada, usando el entrelazador inverso 77!, y es pasada al médulo SISO1 como
informacién a priori. Este procedimiento se repite iterativamente. Después de un determina-
do nimero de iteraciones, SISO2 produce informacién a posteriori Lappa. Los valores Lappo
son desentrelazados, usando igualmente 7!, para que el orden coincida con el de la parte
sistematica. Luego, para cada instante de tiempo k£ = 0,..., N — 1 una decisiéon “dura’ se
toma basandose en los valores ijmﬁ. De esta manera, una iteracién, también llamada una
iteracién completa, se refiere a dos decodificaciones SISO. Mientras que, una media iteracién
se refiere a una unica decodificacién SISO.

El desempeno respecto a la correccién de errores se puede dividir en las tres regiones
senaladas en la figura 4.3: (a) regién de SNR baja, (b) regién de SNR media y (c) regién de
SNR alta [33].
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= En la regién (a), el desempefio es muy pobre y no adecuado para la mayoria de los
sistemas de comunicacién, aunque se llegase a aumentar el niimero de iteraciones.

= En la regién (b), la curva de desempeno de error desciende rdpidamente, teniendo
asi muy bajas tasas de error, para valores de SNRs moderados. Esta se llama la regién
cascada, en donde el desempeno lo determina principalmente el comportamiento con-
vergente del decodificador. Generalmente, mientras mayor sea el entrelazador, sera me-
jor la convergencia por el caracter aleatorio del codificador, y asi mas pronunciada la
cascada. Esto es debido a que la naturaleza de la decodificacion iterativa tiene poca
mejora potencial en las propiedades de distancia de entrelazadores largos.

= Laregion (c) se conoce como piso de ruido y se caracteriza por un aplanamiento severo
de las curvas de tasa de error. En esta region el decodificador iterativo tipicamente
converge después de pocas iteraciones, y mas iteraciones generalmente no mejoran
mucho el desempeno. El piso de ruido depende principalmente de la distancia minima
del turbo cédigo, lo cual a su vez es determinado por el entrelazador utilizado. Mientras
mejor sean las propiedades de distancia, bajara mas el piso de ruido. En otras palabras,

distancias minimas altas con bajas multiplicidades son importantes para disminuir este
piso de ruido.

, Tasa de error

Region SNR baja (a)

| Region "Cascada” (b)

SNR

Figura 4.3: Regiones de desempeno de turbo cédigos. Las tasas de error estan en escala
logaritmica base 10 y las SNRs (dB) en escala lineal.

La turbo decodificacion se asemeja a un efecto tipo “dominé” en el que los bits mas fiables
(aquellos con probabilidades a posteriori préximas a 0, o a 1) fuerzan a los bits vecinos a
tomar valores acordes con estas probabilidades para cumplir las restricciones del trellis. El
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entrelazador consigue que esta fiabilidad se comparta por todos los bits al esparcir los bits
de informacién entre los dos cédigos. Al realizar la iteracion entre los decodificadores de los
dos cédigos convolucionales, el algoritmo de decodificaciéon permite que la gran fiabilidad de
algunos bits se extienda a todos los bits de informaciéon y que después de varias iteraciones
se obtengan estimados de muy alta fiabilidad para toda la secuencia de informacién, con
probabilidades de error muy bajas a la salida del decodificador.
Para cédigos sistematicos, la salida suave para un bit de informacién serd representada
por la suma de tres términos:
LY =L.-y+LF +LF =LF +1F +LF (4.1)

app apr apr

La LLR a posteriori estd compuesta de tres LLRs. La primera, llamada informacién
intrinseca contiene la contribucién de la parte sistemdtica (del bit actual en cuestién). La
segunda, es la LLR a priori. Y la tercera, llamada informacion eztrinseca, provee la contri-
bucién probabilistica pura de la paridad, y del resto de simbolos sistematicos (no el actual)
dada la estructura del codificador y la secuencia recibida y. Cuando se itera, la informacién
extrinseca del decodificador MAP previo se vuelve la informacién a priori del decodificador

MAP actual. Esto se puede expresar como,
Ik

applactual) = LE (anterior) + LY (actual) + LY, (actual). (4.2)

Para cada mddulo SISO, la informacién a priori es provista por el otro decodificador a
través del entrelazador, o desentrelazador. La informacién extrinseca anterior se convierte
en la informacion a prior: actual; y se calcula una proporcién de la informacién a posteriori
tomando lo que ya es conocido por el decodificador. Estos valores extrinsecos son una es-
timacién del valor “duro” (la certidumbre de que el valor duro es correcto), cuando no se
consideran ni la informacién del canal ni la a priori.

4.3. Algoritmo de decodificacién Max-Log-MAP

Desde el punto de vista de implementacién, el algoritmo BCJR es relativamente com-
plejo debido al largo nimero de multiplicaciones y operaciones exponenciales que deben
realizarse. Por esta razén, una version logaritmica del algoritmo se prefiere, en donde las
multiplicaciones se vuelven sumas y se eliminan las operaciones exponenciales. Se usa la
siguiente aproximacién, cuya demostracion se justifica en el apéndice B.

In (Z e””) ~ maz(x;) (4.3)

7

Definase:
= El logaritmo de la métrica de estado hacia adelante ag(s): Ak(s) = In(ak(s))
= El logaritmo de la métrica de estado hacia atras Si(s): Bg(s) = In(Bk(s))

= El logaritmo de la métrica de rama ~(s): Tk (s) = In(yx(s))
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Las ecuaciones de recursividad hacia adelante y hacia atras se escriben como:

Al Z ap—1(s") (8" 8) | = In(exp[Ap—1(s') + Ti(s', 5)])
o (4.4)

~ maz(Ak_1(s") + Tk(s',5))

By ( Z Br_1(s)v(s',8) | =In(exp[Br_1(s") + Tk(s',5)])
(s',5) (4.5)

~ max(Bk—1(s") + Tx(s,8))

La siguiente explicacién hace referencia a A (s), pero la explicacion es similar para By(s).
La ecuacién (4.4) implica que para cada trayectoria del trellis desde el estado anterior al
estado en la etapa presente, el algoritmo suma un término de métrica de rama 'y (s’, s) al
valor previo Ai_1(s’) para encontrar un nuevo valor Ag(s) de ese camino. El nuevo valor de
A (s) es el méximo de los valores Ay (s) de los miltiples caminos que se alcanzan en el estado
S = s. Esto puede ser visualizado como seleccionar un camino como el “sobreviviente”, y
descartar cualesquiera otros caminos que alcanza el estado.

El valor de Ag(s) debe de corresponder al logaritmo natural de que el trellis esté en
el estado S = s en la etapa k, dado que la secuencia de canal recibida hasta ese punto
haya sido y;<. Sin embargo cuando se calcula esta probabilidad, debido a la aproximacién,
solamente el camino de maxima verosimilitud a través del estado Si = s es considerado. Por
lo cual, el valor de A; permite obtener la probabilidad del camino més probable a través
del trellis hacia el estado S = s, en vez de la probabilidad de cualquier camino a través del
trellis en el estado S = s. Esta aproximacién es una de las razones por la cual el desempeno
del algoritmo Max-Log-MAP es subdptimo, comparado con el algoritmo MAP. La métrica
de rama es equivalente a la que se usa en el algoritmo de Viterbi con la suma del término a
priori upL(ug).

Finalmente, se pueden calcular las LLRs a posteriori L(dy|y) como (tomando la misma
convencién que la sefialada en la ecuacién (2.51)):

Zexp Ap—1(s") +Tr(s',s) + Bi(s))

L(dyly) = (4.6)

Zexp (Ap_1(s") +Tr(s', 8) + Bi(s))

que se puede aproximar como

L{dxly) ~ max (Ae-1(5") + Ti(s',s) + Bi(s)) — max (Ae-1(5") + Tw(s',s) + Bi(s)) (4.7)

Esto significa que en el algoritmo Max-Log-MAP para cada bit u la LLR a posteriori
L(ug|y) se calcula considerando cada transicién de la etapa Si_; del trellis a la etapa Sy.
Estas transiciones son agrupadas en aquellas que pudieron ocurrir si ux = +1, y en aquellas
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que pudieron ocurrir si up = —1. Para ambos grupos la transicién que arroje el valor maximo
de Ap_1(s") + Tk(s',s) + Bi(s) es encontrada, y la LLR a posteriori es calculada basada
solamente en estas dos “mejores” transiciones.

La complejidad del algoritmo Max-Log-MAP no es mucho mayor que la del algoritmo
de Viterbi, es decir, en vez de una recursién, dos son llevadas a cabo.

4.4. Algoritmo de decodificacién Log-MAP.

El algoritmo Max-Log-MAP presenta una degradacién leve en desempefio comparada con
el algoritmo MAP debido a la aproximacién que utiliza. Cuando se usa en la decodificacién
iterativa de turbo cédigos, esta degradacién resulta en una caida en desempeno de alrededor
de 0.35 dB [11]. Sin embargo, esa aproximacién puede hacerse exacta si se utiliza el logaritmo
Jacobiano:

log(exp(x) + exp(y)) = max(z,y) + log(1 + exp(— |y — x[)) = maz™(x,y) (4.8)

para z,y € R. La funcién maz*(x,y) puede ser implementada usando la arquitectura de la
figura 4.4, donde una tabla look-up se usa para calcular la funcién log(1+exp(— |y — ). Se
ha encontrado en [25] que esa tabla look-up necesita contener solamente ocho valores para las
posibles diferencias, que estén en un rango dentro de 0 y 5. Mdas aiin, para varios operandos,
esta funcién puede ser calculada recursivamente gracias a su propiedad asociativa, usando
multiples operadores maz* de 2 operandos: maz*(x,y, z) = max*(max*(x,y), z).

T—y
= = LUT
(

Figura 4.4: Arquitectura para la implementacién de la funcién maz*(z,y).

Las expresiones utilizadas para el algoritmo Log-MAP son las mismas utilizadas en el
algoritmo Max-Log-MAP, pero utilizando el operador maz* en vez del operador maz. El uso
de la tabla look-up hace que el resultado del algoritmo BCJR y el Log-MAP sean iguales,
sin embargo se introduce mayor complejidad. El algoritmo subéptimo Max-Log-MAP es
comunmente usado en las implementaciones précticas ya que su desempeno es aceptable
comparado con el del algoritmo Log-MAP. Ademads, pueden surgir problemas de precisién
numérica debido a la implementacién de un término de correccién. Esto podria incrementar
considerablemente el niimero de bits requeridos para codificar los valores internos de este
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algoritmo, y en consecuencia, la complejidad del algoritmo. Ademds de que reduce la maxima
frecuencia de reloj [23].

En ambos algoritmos, Log-MAP y Max-Log-MAP, si el estado inicial (final) del codifi-
cador es conocido, la recursién hacia adelante (respectivamente hacia atrds) es inicializada
con 0 para el estado inicial y —oo para los otros estados. De lo contrario, todas las métricas
de estado son inicializadas a un valor idéntico, generalmente 0.

Otra causa de degradacién en el desempeiio del algoritmo Max-Log-MAP se debe al
hecho de que la informacion extrinseca es menos confiable, ya que al no ser probabilidades
como tal (si no sus logaritmos) en las primeras iteraciones se tienen valores muy optimistas.
Sin embargo, reducir la confianza en la informaciéon pasada permite compensar este efecto.
Esto se logra multiplicando la informacion extrinseca por un factor de escalamiento menor
a 1.0. El mejor desempeno observado se obtiene cuando se usa un factor de escalamiento de
0.7, para todas las iteraciones, excepto para la dltima. Otra ventaja del algoritmo Max-Log-
MAP es que no requiere el conocimiento de la varianza del ruido en el canal de transmision
y por lo tanto es independiente de la SNR [21].

Otro algoritmo para decodificar turbo cddigos es el algoritmo SOVA (Soft Output Viterbi
Algorithm)(que es menos complejo), pero presenta una degradacién de alrededor 0.3 dB
comparado con el algorito Max-Log-MAP. SOVA toma en cuenta cuatro caminos en el
trellis para calcular su salida suave, mientras que Max-Log-MAP toma en cuenta todos los
posibles caminos desde el estado inicial al estado final. Como resultado, las salidas suaves
producidas por SOVA son menos confiables que las de Max-Log-MAP, y por lo tanto en este
trabajo de tesis no se considerara al algoritmo SOVA para la implementacién.

Un resumen del algoritmo Log-MAP se puede ver en la figura 4.5.

L(uy[y) =max* [4y () + Ty (5".) + By ()] - mact [y () + T (5".9) + By (9)]

[ ] ok ®
b0 — 4,0 =
o @ o-___ I,(L2) ®
4, ()~ T02) " ee.
e._ "~ @ @ he
iy 0%, lle®: "o
o I[,(12) ““ag| @ °
A4(2)
® ® 4 ,(s)+I.(s.5)+B(s)
| | B (3)
LhEi= ma;;"-[Ak_l (Y +T, (s.5)] B, _(s") = max*[B, (5) + T, (s".5)]

Figura 4.5: Resumen de las expresiones usadas en los algoritmos MAP simplificados [32].

4.5. Entrelazadores.

Para proveer el caracter aleatorio a la codificacién, el entrelazador es un componente
esencial en el rendimiento de los turbo cédigos. Dolinar et al. [10]. han encontrado que el
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desempeno de un esquema de turbo decodificacién puede ser mejorado si el entrelazador
es capaz de eliminar secuencias de entrada que producen palabras de cédigo de bajo peso
de Hamming. La regién “cascada” estd caracterizada por la ganancia del entrelazador, el
cual corresponde a la ganancia en dB sobre la curva de desempeno de la transmisién no
codificada.

El entrelazado es una técnica muy utilizada en sistemas de comunicacién digital y de
almacenamiento. Un entrelazador toma una secuencia de simbolos y permuta sus posiciones,
acomodandolas en un orden temporal diferente. El objetivo basico de un entrelazador es
procurar aleatoriedad a la secuencia de datos. Cuando se usan contra errores de rafaga, los
entrelazadores se disenan para convertir patrones de errores que contienen secuencias largas
de datos seriales erréneos en un patrén de error mas aleatorio, por lo tanto distribuyendo
los errores entre muchos vectores de cédigo. Los errores de rafaga son caracteristicos de
algunos canales, como el inaldmbrico. También ocurren en cédigos concatenados en serie,
donde un decodificador interno sobrecargado con errores puede pasar una rafaga de errores
al decodificador externo [17].

El entrelazador es en sentido estricto, un permutador de tamano N, que se puede des-
cribir como un proceso que cambia el orden de cierta secuencia, en un proceso uno a uno.
Matemaéaticamente se tiene,

Im:{1,..,.N} = {1,..,N}
(4.9)
IT: i — 7w(3)

Los entrelazadores pueden ser definidos e implementados de distintas maneras; la figura
4.6. muestra una descripcion grafica que ilustra una implementacion general. El entrelazador
lee un vector de simbolos de entrada, v;,, y escribe en un vector de muestras de salida
permutadas vy [34].

Lectura  y0y (1) 1) 1(0) 1)

de indices | | | ‘ | ‘ | | ‘
VUin | <~ I |
Vour [T 1 1 [ TT 11 1] | |
Escritura 0 1 2 3 _/ f k-1
de indices

Figura 4.6: Descripcién general de un entrelazador [34].

Otra tarea de gran importancia para el entrelazador es romper la correlaciéon que existe
entre la entrada de ambos codificadores. Esto para que en el decodificador, en caso de que
un error no haya podido ser corregido por un médulo SISO, la probabilidad de que sea
corregido por el otro médulo sea alta. Romper la correlacién se puede interpretar como
romper entradas de peso bajo; hay algunas entradas de peso bajo (particularmente las de
peso Hamming 2) que provocan que el turbo codificador entregue una salida de peso bajo
afectando asi toda su distancia libre. Logrando que solo uno de los codificadores RSC genere
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una secuencia de peso bajo, hace que la distancia libre del turbo codificador sea globalmente
mejorada [20].

Existen varias formas de especificar una permutacion, la primera es mediante ecuaciones
que relacionen las direcciones previa, y posterior a la permutacién. El segundo método
es mediante una tabla look-up que provea la correspondencia entre direcciones. El primer
método es preferible desde el punto de vista de simplicidad en la especificacién del turbo
cédigo (los comites de estandarizacién son muy sensibles en este rubro) pero la segunda
forma puede conducir a mejores resultados ya que el grado de libertad es generalmente
mayor cuando se disena la permutacién.

El tipo de entrelazador més comtn, usado en sistemas de comunicacién en general, es el
entrelazador de bloque donde los elementos son escritos fila por fila en una matriz (la matriz
madre) con N elementos y luego le{dos columna por columna [3]. Por ejemplo, el entrelazador
de bloque de longitud 16 escribird la secuencia de mensaje u = [ujusuguqus . . . uig) €n una
matriz como

(5% u2 us Uy
us Ug uy us
Ug Uio ULl UIL2
U1z U4 U5 U6
y se lee como [u1 us Ug U3 U Ug U1 U4 U3 U7 UL1 U5 U4 US U1 U16].

Los entrelazadores aleatorios pueden utilizarse para satisfacer el criterio de convergen-
cia de la decodificacién. Desafortunadamente, la probabilidad de encontrar un entrelazador
aleatorio, para el cual no haya parejas de simbolos que permanezcan cercanas antes y des-
pués del entrelazado, es cercana a 0. Por lo tanto, el desempeno del cédigo es mejorado
gracias a ciertas restricciones impuestas al entrelazador. Por esta razén, los entrelazadores
S-random (Spread Random) fueron introducidos en 1995 por Dolinard [10]. La construccién
de este entrelazador aleatorio introduce una restriccién en la eleccién de indices permutados.
En cada paso de la construccién incremental, un indice permutado aleatorio es seleccionado,
que verifique la llamada condicién de dispersién (spread): dos simbolos estén al menos S
simbolos distantes en el orden natural o en el entrelazado. Se demostré que para una elecién
de S de alrededor de /N/2, este algoritmo de construccién incremental es exitoso en una
medida razonable de tiempo.

En el 2000, Crozier [8] propone el entrelazador HSR, (High Spreand Random) cuya cons-
truccién estd basada en el algoritmo del entrelazador S-random. La diferencia es que en vez
de generar niimeros enteros, se trabaja con numeros reales. La métrica para la distancia S
se redefine con la siguiente ecuacién:

S(i,) = (i) = m(G)] +[i - Jl (4.10)

Se tiene en este caso un factor de dispersién de hasta v2N. Los patrones de permuta-
cién regulares (aquellos que se pueden describir por medio de expresiones analiticas) son
mas faciles de implementar, con respecto a estructuras no deterministicas como las genera-
das por el entrelazador S-random o HSR (aunque presente un muy buen desempeno), esto
requiere almacenar el patréon de permutacién en tablas look-up. Estas tablas representan una
sobrecarga especial en recursos de hardware cuando diferentes tamafios de entrelazador se
requieren en el mismo sistema. Otro punto que debe ser considerado es la integracién entre
el entrelazador y el resto de la arquitectura del codificador/decodificador.
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El estandar 3GPP-LTE Advanced considera el uso de entrelazadores basados en polino-
mios de permutacién cuadratica, mismos que se describen a continuacién.

4.5.1. Permutacion cuadratica.

Recientemente, Sun y Takeshita [35] propusieron una nueva clase de entrelazadores deter-
ministicos basados en polinomios de permutacién (PP) sobre anillos de enteros modulares.
El uso de PP reduce el diseno de entrelazadores a simplemente la selecciéon de los coefi-
cientes polinomiales. M4s atn, los turbo cédigos basados en PP han demostrado tener (a)
buenas propiedades de distancia [36], que son deseables para disminuir el piso de ruido y
(b) una propiedad de maxima contencién libre [37] la cual es deseable para procesamiento
paralelo que permita una implementacién en hardware con alta velocidad de decodificadores
iterativos turbo.

Antes de tratar el PP cuadratico, definiremos una forma general de un polinomio y se
discutird como se puede verificar si un polinomio es PP sobre el anillo de enteros médulo
N, Zy.

Polinomios de permutacién.

Dado un entero N > 2, un polinomio

f(z) = ag + a1z + azx® + ... + apr"mod N (4.11)
donde los coeficientes ag, a1, as,...,a,, y m son enteros no negativos, se dice que es un
polinomio de permutacién sobre Zy cuando f(z) permuta {0,1,2,...,N —1}. Como se
tiene una operacién moédulo N, es suficiente que los coeficientes ag, ay,as, ..., a,, estén en

Zp. Recordemos que la derivada formal del polinomio f(x) estd dada por:

f(x) = a1 + 2a22 + 3azx® + ... + ma,z™ 'mod N (4.12)

Para verificar si un polinomio es un PP sobre Zy, revisaremos los tres siguientes casos:
(a) cuando N = 2™, donde n es un elemento de los enteros positivos Z,, (b) cuando N = p"
donde p es cualquier nimero primo y (c) cuando N es un elemento arbitrario de Z,..

1. Caso I (N = 2"): un teorema en [38] establece que f(x) es un PP sobre el anillo entero
Zon siy s6lo si: 1) ag es impar, 2)as + aq4 +ag + ... es par, y az + a5 + a7 + ... es par.
Ejemplo 1 para N = 23 = 8: f(z) = 1+ 5z +22+ 2% +25+32% es un PP sobre Zy_g ya
que mapea la secuencia {0,1,2,3,4,5,6,7} a {1,4,7,2,5,0,3,6}. Notemos que a; =5
es impar, ag +a4 +ag =1+0+3 =4 es par,y as+ a5 =1+ 1= 2 es par.

Ejemplo 2 para N = 2% = 8: f(x) = 1 + 4z + 2> + 2® + 2° + 325 no es un PP sobre
Zn-s ya que mapea la secuencia {0,1,2,3,4,5,6,7} a {1,3,5,7,1,3,5,7}. Notemos
que a; = 4 es par.

2. Caso IT (N = p™): un teorema en [59] garantiza que f(z) es un PP médulo p™ si y sélo
si f(x) es un PP médulo p y f'(x) # 0 modulo p, para cada entero x € Zyn. Notese
que el Caso I es simplemente un caso especial del caso II ya que p = 2 es un niimero
primo.

Ejemplo 1 para N = 3"(p = 3): f(x) = 1+ 2z + 322 es un PP sobre z € Z3» ya que
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F0)=1 méd3=0, f(1) =6 méd 3 =0, £(2) = 17 méd 3 =2,y f'(z) = 2+62 = 2
mod 3 = 2 es una constante diferente de cero para toda x en Zgn.

Ejemplo 2 para N = 3"(p = 3): f(z) = 1+ 62+ 322 no es un PP sobre z € Z3» ya que
f'(x) =6+ 6x =0 méd 3 = 0 para toda = en Zz~. En particular, para N = 3% = 9,
f(x) mapea la secuencia {0,1,2,3,4,5,6,7,8} a {1,1,7,1,1,7,1,1,7}.

3. Caso IIT (N arbitraria): sea P = {2,3,5,7,...} el conjunto de nimeros primos. Luego,

para cada N € Z, puede ser factorizada como N = Hpe pp"Nr, donde todos los
valores de p son ntimeros primos distintos, ny, > 1 para un cierto nimero de p
y nnp = 0 de otra manera. Este es el teorema fundamental de la aritmética. Por
ejemplo, si N = 2500 = 22 x 5%, luego tenemos que N2500,2 = 2 Y Na2soos = 4. Un
teorema en [35] establece que para cualquier N = Hpepp”NvP, f(z) es un PP médulo
N siy sélo si f(x) es también un PP mdédulo p"~», Vp tal que n, p > 1. Con este
teorema, verificar si un polinomio es un PP médulo N se reduce a verificar el médulo
polinomial para cada factor p™~. de N. Para p = 2, se usa el teorema reportado en
el caso I, que es una simple prueba de los coeficientes polinomiales.
Para p # 2, se debe usar el teorema reportado en el caso 11, lo cual no puede hacerse
por simple verificacién de los coeficientes polinomiales. Para una N arbitraria, es dificil
desarrollar una simple prueba de coeficientes para checar si un polinomio arbitrario
de grado m f(z) es un PP médulo N. Sin embargo, para un polinomio cuadrético
(m =2), f(x) = ap + a1z + azx?, una prueba simple de coeficientes ha sido propuesta
en [40]. La siguiente seccién detallard esta prueba de coeficientes.

Polinomios de permutacién cuadratica (QPP).

Como la constante go en el polinomio cuadratico q(x) = qo + ¢1 + go? solamente causa
un “corrimiento ciclico” a los valores permutados, se definirdn sin pérdida de generalidad,
los polinomios cuadréticos como ¢(z) = q1z + gax?. Considerando la notacién de que b
es divisible por a como alb, y lo opuesto como a fb. El méximo comun divisor de a y b se
denota como mcd(a,b). Si med(a,b) = 1, entonces a y b son primos relativos. Como se vera a
continuacion en la Proposicién 1, estamos interesados principalmente en la factorizacién del
coeficiente g2, que puede ser escrito de acuerdo a la notacién previa como ¢s = Hpep PN,
La siguiente Proposicién 1 provee una condicién necesaria y suficiente para verificar si un
polinomio cuadratico es un PP médulo N.

Proposicion 1: Sea N =[] p p"V». Para que un polinomio cuadrético g(z) = Q7+ qoa®
modulo N sea un PP, las siguientes condiciones necesarias y suficientes deben de satisfacerse
[41]:

1. 2IN y 4 /IN (es decir, ny2 = 1). ¢1 + ¢2 es impar, ged(q1,N/2) = 1,y ¢ =
[I,eppe2?,ng,p > 1,Vptal que p # 2y ny,p > 1.

2. Yaseaque2 fN o 4[N (es decir, ny2 # 1) med(q1, N) =1y g2 = [[ e pp™ 27, ngy
1,Vp tal que ny,p > 1.

Y

La expresion gz = HpeP prer ng , > 1,Vp tal que ny, > 1, puede ser expresada

en palabras simples como sigue: cada factor p de N debe ser también un factor de qs. Es



52 CAPITULO 4. TURBO CODIGOS

importante notar que esta expresién sigue permitiendo que go tenga factores primos que
difieran de todos los p factores de N.

Ejemplo 1: Si N = 36, luego se tiene el caso I de la Proposicién 2 ya que 4|N. To-
dos los posibles valores de ¢; son simplemente el conjunto de nimeros que son relati-
vamente primos a N. En consecuencia, ¢ = {1,5,7,11,13,17,19,23,25,29,31,35}. Ya
que 36 = 22 x 32 (p; = 2y pa = 3), luego 2 y 3 deben ser un factor de ga. Esto es,
g2 = {(2x3),(2% x3),(2* x3),(2x 32),5 x (2x3)} = {6,12,24,18,30}. Como se men-
cioné arriba, el uso del niimero primo 5 en 5 x (2 x 3) no viola la condicién en el caso I de
la Proposicién 2. En total, para N = 36 hay 12 x 5 = 60 posibles QPPs.

La expresion ¢y = Hpepp"qzvp,nqz,p > 1,Vp tal que p # 2 y ny, > 1 del caso 2,
también puede ser expresada en palabras simples como sigue: cada factor p # 2 de N debe
ser también un factor de q3. Es importante notar que esta expresién sigue permitiendo que
q2 tenga el factor primo 2 y todos los factores primos que difieren de todos los p factores de
N (g2 puede, o no, tener 2 como factor).

Ejemplo 2: Si N = 90, luego tenemos el caso 2 de la Proposicién 2 ya que 2|N y 4 fN. Co-
mo N = 90 = 2x32x5, todos los valores de p que difieren de 2 son p; = 3y p» = 5. Por lo tan-
to, los valores potenciales para g son {(3 x 5), (32 x 5), (3 x 52),2 x (3 x 5),22 x (3x 5)} =
{15, 45,75, 30,60}.

Bajo la condicién med(q1, N/2 = 45) = 1, los valores potenciales para ¢; hacen que se
tengan 120 posibles QPPs:

1,2,4,7,8,11,13,14, 16, 17, 19, 22, 23, 26, 28, 29, 31, 32, 34, 37, 38, 41, 43, 44, 46, 47, 49, 52,
53,56, 58,59,61,62,64,67,68,71,73,74,76,77,79, 82, 83, 86, 88, 89.

A pesar de las condiciones impuestas sobre q; y ¢2, €l espacio de busqueda de los QPPs es
muy largo, especialmente para entrelazadores de tamano medio a largo. Es deseable reducir
mas el espacio de busqueda. Una solucién podria ser considerar aquellos QPPs que tengan
un cuadratico inverso. Esta soluciéon que reduce el espacio de busqueda estd basada en el
descubrimiento interesante reportado por Rosnes y Takeshita [36] para el caso 32 < N < 512
y N = 1024, en el que los entrelazadores basados en QPP con inversos cuadraticos son
estrictamente superiores (en términos de distancia minima) que aquellos que no poseen un
cuadratico inverso. Usando una busqueda computacional exhaustiva, Rosnes y Takeshita
provieron para turbo cédigos de 8 y 16 estados, una lista muy 1til para los mejores QPPs
(en términos de distancia minima) para un amplio rango de N (32 < N <512y N = 1024).
La especificacién 3GPP LTE-Advanced define 188 posibles tamanos de bloque, que van de
40 a 6144, y estos posibles tamanos N se pueden resumir como sigue:
40+8x (k—0) parak =0 — 58
512 + 16 x (k — 59) para k = 59 — 90
1024 +32 x (k—91) parak =91—122
2048 + 64 x (k — 123) para k =123 — 187

Se puede verificar ficilmente que un entrelazador descrito por f(x) y su correspondiente
desentrelazador descrito por f (’1)(3:) cumple la siguiente propiedad:

N =

F(fTP (@) = fOY(f(x) = 2(mod N). (4.13)

En [42] se encuentran tablas de algunos entrelazadores QPP, junto con sus inversos, lo
cual puede considerarse para la implementacién. Hoon [43] identificé la existencia de sélo 6
entrelazadores autoinvertibles (es decir, aquellos cuya funcién de entrelazador es la misma
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que se utiliza para el desentrelazador), esto es importante ya que se simplifican los recursos
de hardware. La tabla de entrelazadores autoinvertibles se presenta a continuacién.

longitud | QPP

48 Tx + 1222
176 21z + 4422
240 29z + 602
304 37 + 762>
864 17x + 4822
2688 127z + 50422

Tabla 4.1: Polinomios cuadraticos auto-invertibles para entrelazadores 3GPP LTE.

Implementacion en hardware del entrelazador QPP.

Basandose en un anélisis algebraico, se garantiza que el entrelazador QPP siempre ge-
nera una unica direccién, lo cual simplifica bastante la implementacién en hardware. En la
decodificacién sobre el trellis MAP (o cualquiera de sus variantes), las direcciones QPP de
entrelazado son normalmente generadas en un orden consecutivo (con un tamafno de paso
d) [14]. Tomando ventaja de esto, la direccién de entrelazado QPP puede calcularse de una
manera recursiva. Supongamos que el entrelazador comienza en x(, primero se pre-calcula
f(xg) como:

f(zo) = (215 + frwo)mod(N) (4.14)

En los siguientes ciclos, conforme x es incrementada en d, f(x + d) es calculada recursi-
vamente como sigue:

f@+d) = (fa(z +d)* + fi(z + d))mod(N) (4.15)
= (f(z) + g(x))mod(N), (4.16)
donde g(x) estd definida por

g(x) = (2dfex + d? fo + df1)mod(N) (4.17)

Notemos que g(x) también puede calcularse de manera recursiva:

g(z + d) = (g(x) + 2d? fo)mod(N) (4.18)

= (g(x) 4 (2d? fymod(N)))mod(N) (4.19)

El valor inicial g(zg) necesita ser precalculado como

g9(x0) = (2dfao + d* fo + dfr)mod(N) (4.20)
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La operacién médulo en (4.16) y (4.19) puede ser dificil de implementar en hardware si
no se conocen los operandos con anticipacién. Sin embargo, por definicién sabemos que f(x)
y g(z) son ambos menores a N, por lo que calcular (4.16) y (4.19) se puede realizar median-
te sumas. En el método propuesto en [14], se requiere tener tres nimeros pre-calculados:
(2d? fo)mod(N), f(xo), y g(xo). La figura (4.7) muestra una arquitectura de hardware para
calcular la direccién de entrelazado f(x), donde = comienza desde zy y es incrementada
en d en cada ciclo de reloj. Por ejemplo, estableciendo d en 1, este circuito puede generar
direcciones de entrelazado en cada paso de 1. Si n direcciones consecutivas de entrelazado se
requieren durante cada ciclo de reloj, este circuito se puede replicar n veces con n diferentes
valores iniciales: xg,zg + 1,...,y g +n — 1.

|—> o Pl
oo b P

"o

> (x)

|

Init

N gix)

Figura 4.7: Diagrama del circuito generador de direcciones QPP, con tamaiio de paso d [14].

4.5.2. Permutacién casi regular (ARP).

Entre los modelos de permutaciéon que se han sugerido hasta el momento, los aparente-
mente més prometedores en términos de distancias minimas de Hamming estdn basados en
una permutacién regular que involucra un corrimiento circular [10] o el principio co-primo.
Después de escribir los datos en una memoria lineal, con direccién i, (0 < i < N — 1), el
bloque de informacién es ligado a un circulo; por lo que ambas extremidades de ese circulo
(i=0ei¢= N —1) son contiguas. Los datos son leidos de tal forma que el dato j-ésimo
leido fue escrito en la posicién i dada por:

i =11(j) = (Pj + io)(mod(N)) (4.21)

donde el valor de salto P es un entero, relativamente primo a IV, e ig es el indice de comienzo.
Esta permutacién no requiere que el bloque sea visto como un rectangulo, esto es, N puede
ser cualquier entero.

El dilema en el disenio de una buena permutacién para turbo cédigos reside en la necesidad
de obtener una distancia minima suficiente para dos clases distintas de palabras de codigo,
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las cuales requieren un tratamiento diferente. La primera clase contiene todas las palabras
de cédigo construidas de una tnica secuencia (irreducible) de retorno a cero (RTZ) !. La
expresién de permutacién regular expresada por (4.21) es apropiada para esos patrones
de error. La segunda clase abarca todas las palabras de cdédigo construidas a partir de
combinaciones de secuencias sencillas RTZ. Para esta clase, se debe de introducir una no
uniformidad en la funcién de permutacion para obtener distancias minimas largas.

En [44] y [45], dos modificaciones muy similares de (4.21) se propusieron para introdu-
cir un desorden controlado en la permutacion regular. Ellas generalizan el principio turbo
adoptado en los turbo cédigos DVB-RCS/RCT, o del esténdar IEEE802.16a. Se considera
asi el modelo ARP (Almost Regular Permutation) detallado en [45], que cambia la relacién
(4.21) a:

i =T11(j) = (Pj + Q(j) + io)mod(N) (4.22)
donde @Q(j) es un entero, cuyo valor es tomado en wun conjunto limitado
{0,Q1,Q2,...,Qc — 1}, en una forma ciclica. C, llamado el ciclo de la permutacién, de-

be ser un divisor de N y tiene un valor tipico de 4 u 8. Por ejemplo, para C' = 4, la ley de
permutacién estd definida por:

Si j = 0(modd4),i =1I(j) = Pj 4+ 0 +ip (mod(N))

Sij = 1(mod4),i =T1I(j) = Pj + Q1 + io (mod(N)) (4.23)
Sij =2(modd),i =1I(j) = Pj + Q2 + io (mod(N)) '
Sij = 3(mod4),i =11(j) = Pj + Q3 + io (mod(N))

y N debe ser un miltiplo de 4, la cual no es una condicién muy restrictiva, con respecto a
flexibilidad. Para asegurar la propiedad de biyeccion de 11, los valores de () no son cualesquier
valores. Una forma directa de satisfacer la condicién de biyeccion es escoger todas las Qs
como multiplos de C.

La implementacion de este entrelazador en hardware puede realizarse siguiendo un cri-
terio recursivo, similar al que se uso en los entrelazadores QPP del apartado anterior.

1Una secuencia RTZ es cualquier secuencia finita de entrada que hace a un codificador RSC salir del
estado cero y recuperarlo de nuevo






Turbo Decodificador: Diseno a nivel
algoritmico.

En este capitulo se tratard con el disenio a nivel algoritmico del turbo decodificador y
se subrayaran las consideraciones a tomar en cuenta para la implementacién en hardware.
Cuando circuitos digitales y elementos de almacenamiento son requeridos para implementar
el algoritmo tedrico, se debe de poner atenciéon en céomo el proceso basado en ciclos y la
limitacién de recursos afectan la turbo decodificacién [13]. El disefio préctico de un turbo
decodificador contiene diversas unidades funcionales para los principales calculos dentro
del algoritmo simplificado; ademés requiere de las unidades de control necesarias para la
propagacion de mensajes entre los dos cédigos componentes. En este capitulo se introducen
algunas de las unidades principales del turbo decodificador que se implementard. Al trabajar
con aritmética de punto fijo, es posible la introduccién del problema de saturacién overflow,
por lo cual se explica cémo debe ser tratado en el manejo de las métricas de estado, que
como ya se vio en el capitulo anterior, aumentan de manera recursiva.

5.1. Planificadores de algoritmos basados en MAP.

Las ecuaciones del algoritmo Max-Log-MAP dadas en el capitulo anterior pueden ser
implementadas de acuerdo a varios planificadores que difieren en la secuenciaciéon de las
operaciones basicas: recursién hacia adelante, recursion hacia atras y calculo de la salida
suave. Se consideran tres casos particulares para cédigos RSC convolucionales terminados
con bits de relleno. Tales planificadores se muestran en la figuras 5.1 a 5.3. El eje horizontal
representa el tiempo, con unidades de periodo de simbolo. El periodo de simbolo corresponde
al tiempo que se requiere para calcular una etapa de las recursiones hacia adelante, o hacia
atras. El eje vertical representa los indices de las etapas del trellis. Se asume que las entradas
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suaves (datos de observacion e informacién a priori) asociadas a los N simbolos de entrada
estan guardadas en una memoria y estan todas disponibles desde el tiempo ¢ = 0. Las lineas
continuas simbolizan exclusivamente el cdlculo de métricas de estado (hacia adelante o hacia
atrds), mientras que las lineas punteadas representan un célculo simultdneo de métricas de
estado junto con informacién a-posteriori.

Planificador Forward-Backward. El primer planificador primero calcula la recursiéon
hacia adelante de acuerdo con la ecuacién (4.4) y almacena todas las métricas de estado
hacia adelante que son generadas. Luego, una vez que la recursién hacia adelante es com-
pletada, la recursién hacia atrds se calcula empleando la ecuacién (4.5). Al mismo tiempo
que esta recursién hacia atrds, las salidas suaves son producidas combinando las métricas de
estado hacia atras actuales y las métricas de estado hacia adelante, siguiendo las ecuaciones
(4.7) y (4.1). Se asume que el trellis comienza en el estado cero. Las recursiones se iniciali-
zan apropiadamente. El retardo de decodificacién, definido como el tiempo requerido para
producir N salidas suaves es igual a 2V, y el tamano de memoria requerido para almacenar
las métricas de estado hacia adelante es igual a N conjuntos de métricas de estados. Los
puntos negros (e) representan los valores iniciales de métricas de estado hacia adelante o
hacia atrds. Se muestra en la figura 5.1.

CITTTTITTTT]
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»

N 2N Tiempo t

Figura 5.1: Planificador Forward-Backward.

Planificador Backward-Forward. Este planificador es el inverso del planificador an-
terior: la recursion hacia atras se realiza primero, y luego las salidas suaves son producidas
junto con la recursién hacia adelante. Ambos planificadores tienen el mismo retardo de de-
codificacién y requerimientos de memoria. En este planificador las entradas suaves se leen
en orden decreciente a partir del simbolo NV — 1 hasta el simbolo 0, y las salidas suaves son
producidas en orden creciente desde el simbolo 0 al N — 1. Se muestra en la figura 5.2.

Planificador mariposa. Con el fin de reducir el retardo de decodificacion, las recursio-
nes hacia adelante y hacia atras pueden ser calculadas de manera concurrente. Sin embargo
el costo es duplicar los recursos de hardware, pero se obtienen dos salidas suaves para dos
simbolos de manera concurrente. Se muestra en la figura 5.3.

La figura 5.4 presenta el diagrama de bloques de un decodificador SISO con el planificador
backward-forward que es el que se considerard en la implementacion. La memoria SISO
interna es un buffer que almacena los valores extrinsecos de manera temporal. La unidad
de métricas de rama (UMR, abreviado) permite calcular valores de transicién de métrica,
que son utilizados por las unidades Add-Compare-Select (ACS) para ejecutar recursiones
de métricas de estado. Las memorias de métricas de estado permiten almacenar los valores
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Figura 5.2: Planificador Backward-Forward.
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Figura 5.3: Planificador mariposa.

Ag(s) v Bi(s) de las ecuaciones (4.4) y (4.5). Por tltimo, la unidad de salida suave (SOU
- Soft Output Unit) calcula los valores extrinsecos y toma las decisiones duras. Recibe las
métricas de rama y las métricas de estado calculadas previamente en las unidades ACS. Los
bloques de la arquitectura se conectan en una estructura tipo pipeline para poder tener el
camino critico en la unidad ACS.

Memoria SISO
interna

UMR hacia ACS hacia
informacion de adelante adelante
canal ¥ a-prior valores extrinsecos

Memoria de
métricas de edo.

Figura 5.4: Arquitectura SISO con el planificador Backward-Forward.
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5.2. Cuantizacion y aritmética de punto fijo.

Un andlisis en punto fijo del turbo decodificador es necesario para la implementacién
en hardware dedicado. Cuando se realiza el mapeo de un algoritmo en una arquitectura,
la cuantizacién tiene un efecto importante en el desempeno, en el area ocupada y en la
disipacién de potencia. De esta manera, surgen las siguientes preguntas:

= ;Cudl es el ancho de bits de datos optimizado, que alcance un compromiso entre
desempeno, velocidad y memoria requerida? Mas aun, la pregunta de cuantizacién
misma se subdivide en un problema de rango dindmico y de granularidad [46] en el
sentido de que mientras mayor sea la granularidad, es mayor la precisién alcanzable;
por otro lado, a menor granularidad, el mayor rango dindmico posible que puede ser
representado, mientras que la precision se mantiene menor. El problema de rango
dinamico se representa por ¢ — f bits, como se verd mas adelante, y el problema de
granuralidad se representa mediante f bits.

= ;Cémo una normalizacién apropiada puede ayudar a solucionar el problema de rango
dindmico? En los capitulos anteriores, se vio como las métricas de estado contintian
aumentando mientras sigue la recursiéon. Por lo tanto, es necesario adoptar un esquema
de normalizacién para evitar la saturacién overflow.

= ;Coémo puede solucionarse el problema potencial de overflow? Existen dos enfoques
principales: se direcciona completamente el problema de overflow (por medio de una
normalizacién apropiada); el problema de overflow no se evita completamente (para
todas las variables), pero en vez de ello se acomoda de tal manera que no afecte en
los resultados correctos. Esto se logra utilizando aritmética en complemento a dos en
una representacion a punto fijo, y en la literatura esto es conocido como la técnica de
normalizacién de médulo [48].

Para la descripcién de niimeros en punto fijo (con representacién en complemento a dos),
se usa la notacién (g, f), donde ¢ es el ndmero total de bits (incluyendo el bit de signo) y
f es la parte fraccional (por lo tanto, ¢ — f es la parte entera). También adoptaremos la
notacién del nimero de bits para la parte entera y la parte fraccional como p;(-) y pr(),
respectivamente.

El problema de la longitud de los datos involucra los bits de cuantizacién y un formato de
expresion para los simbolos recibidos, las probabilidades a priori, las métricas y los valores
extrinsecos. Si se consideran datos modulados con BPSK que se transmiten a través de un
canal AWGN, casi cualquier simbolo recibido necesita sélo un nimero de un tnico digito
para su parte entera (sin contar el bit de signo). Si la observacion y; estd mds alld del rango
que p(y;) puede representar, luego el valor de y; cuantizado serd recortado al valor mds
largo, o més pequeno. A pesar del error de redondeo, el desempeno de degradaciéon puede
ser despreciable con una longitud suficiente de los datos. De acuerdo con [13], las relaciones
entre Lqp,, L(dkly), Ax(s), Br(s) y T'k(s) deben de satisfacer:

p1(L(ui)) = pr(Ax(s)) = pr(Bi(s)) 2 pr(Te(s',8)) = pr(Lapr(ui)) = pr(ri) (5.1)
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Una pr(y;) mayor implica mejor exactitud de los datos de entrada. Para la parte frac-
cionaria, se debe de verificar:

{pr(L(u:)), pr(Ax(s)), pr(B(5)), pr (T (5", 8), pr(Lapr(ui)))} < pr(ri) — (5.2)

5.2.1. Normalizacién de métricas de estado.

En el algoritmo Max-Log-MAP, las métricas de estado se acumulan en el curso de la
decodificacién. Con la finalidad de prevenir situaciones de overflow aritmético durante las
recursiones de las métricas de estado, y para mantener el retardo combinacional lo mas pe-
quetio posible, se usan técnicas de normalizacién de métricas [51]. Se conocen varios métodos
para normalizacién de métricas de estado, que estdn basados en dos hechos[13]:

= Las diferencias entre todas las métricas de estado en cualquier etapa k del trellis estan
acotadas en magnitud por una cantidad fija Ay,e maqe independientemente de la etapa
actual k del trellis.

= Un valor comin puede ser sustraido de todas las métricas de estado para cualquier
etapa k del trellis, ya que la resta de un valor comiin no tienen ningiin impacto en los
resultados de la comparacion de las siguientes métricas y del célculo de la salida.

El overflow aritmético puede ser prevenido mediante un enfoque de re-escalamiento o uti-
lizando aritmética modulo. Las siguientes subsecciones resumen el estado del arte y enfatizan
los efectos en la complejidad de implementacién.

Normalizacion mediante la substraccion de una constante.

Un primer enfoque intuitivo seria un re-escalamiento periédico substractivo de las métri-
cas. Después de un cierto nimero de etapas del trellis, se determina la minima métrica de
estado y se sustrae de todas las otras métricas de estado. Este esquema conlleva a la mini-
ma longitud de palabra de métrica de estado. La principal desventaja de esta técnica de
normalizacién es un camino critico prolongado y por lo tanto una degradacion en la maxi-
ma frecuencia de reloj. Este enfoque requiere cédlculos extra para determinar los minimos y
realizar las restas.

El re-escalamiento por medio de la substraccién de las minimas métricas de estado, es més
eficiente si es combinado con la saturacion de las métricas para minimizar la longitud de la
palabra. Si fuera posible admitir una reduccién tolerable en el desempeno de la comunicacion,
tres o cuatro bits de la longitud de palabra de la métrica de estado pueden ser reducidos
con saturacién [48]. Esto es benéfico ademés debido a que un conjunto de las métricas de
estado son almacenadas en memoria, por lo cual este re-escalamiento substractivo puede
usarse antes del almacenamiento. Una implementacién con este esquema se detalla en [49].
Otra variante considera la sustraccién de la minima métrica de estado [50].

Normalizacion de médulo.

La técnica de normalizacién de médulo se presenté con la finalidad de reemplazar la
normalizacién substractiva de métricas de estado en la decodificacién de Viterbi [51]. Este
enfoque aprovecha dos propiedades del algoritmo de Viterbi (VA):
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1. La salida del VA depende solamente en la diferencia de las métricas.

2. La diferencia entre las métricas estd siempre acotada.

Si cada métrica se reemplaza mediante su representacién en complemento a dos, y mien-
tras el rango numérico de tal representacion incluya las fronteras, la diferencia reducida
obtenida en el complemento a dos es igual a la diferencia original de las métricas origina-
les. De esta forma, los calculos pueden hacerse utilizando aritmética complemento a dos,
sin que esto afecte a los resultados correctos. Por lo tanto, la normalizacién de mdédulo no
afecta al camino critico como la técnica de substraccion, ya que la diferencia se mantiene.
Sin embargo, al menos un bit méas es requerido cuando se compara con tal técnica.

Para la normalizacién de médulo cada métrica de estado candidata en una etapa k del
trellis puede ser pensada como corredores en una carrera [48]. La figura 5.5 muestra un
ejemplo de dos corredores, donde la aritmética en complemento a dos se obtiene al hacer
curva la recta real y doblarla alrededor de un circulo de circunferencia C.

Figura 5.5: Normalizaciéon de médulo.

La restriccién es que C' > 2A, donde C es la circunferencia y A = 2mB es la diferencia
acotada entre las métricas de estado candidatas my y ms (m es el nimero de elementos de
memoria en el codificador, y B es una cota superior para los valores absolutos de la métrica
de rama). La expresion A = 2mB ha sido probada en [51]: cada estado en un instante k
tiene un camino a todos los estados ¢ = m + 1 pasos después. Durante la recursiéon de las
métricas de estado, debido a la restricciéon impuesta en C, la diferencia entre dos métricas
de estado se preserva al moverse alrededor del circulo, es decir, las dos métricas candidatas
siempre pertenecen a una mitad del circulo numérico (resaltado en gris en la figura 5.5). Sin
embargo, debido a que C' > 2A, la normalizacién de médulo requiere de més bits cuando se
compara con la técnica de substraccion.

Aplicacion de la normalizacién de mdédulo a decodificadores SISO.

Esta seccion aplica la técnica de normalizacion de modulo a turbo decodificadores. Las
siguientes ecuaciones fueron desarrolladas por [52].

Se puede demostrar que las métricas de trayectoria candidatas estdan acotadas superior-
mente como sigue:
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|(Ak—1(sk_1,s) + Th(si_1,86) — Ar—1(si_1, %) + Te(si_1, s0)| < 2(m+1)B  (5.3)

donde s,lc_l, s%_p sk € S'y B es un limite superior para los valores absolutos de las métricas
de rama con signo:
|Fk(sk,17sk)| <B Sk, Sk—1 € S (54)

La diferencia entre cualquier par de métricas de estado hacia adelante de la misma etapa
de trellis k estd también acotada superiormente, donde m = c¢— 1 es el nimero de elementos
de memoria para un cédigo con longitud de restriccién c:

lak(s1) —ar(s —2)| < 2mB  s1,52 € S (5.5)

Por lo tanto la longitud candidata en bits de la métrica de estado puede ser calculada
como:

bme = [log2(2(m +1)B))] +1 (5.6)

Y para la informacién a posteriori L, (ug) debe de tener una longitud de bits:

br, (up) = bme +1 (5.7)

Valor de inicializacién.

Como se vio en el capitulo anterior, los valores de inicializacién para la recursién de
las métricas de estado necesitan establecerse a —oco. Cuando se usan b bits, el valor de
inicializacién resulta ser —2(*~1). Con la normalizacién de médulo otro valor aproximado de
inicializacién debe de ser usado: —2(°—1) se establece como la frontera entre valores positivos
y negativos. Sin embargo, la métrica de estado puede cruzar accidentalmente la frontera de
transicién. Para evitar esto, es suficiente establecer el valor de inicializacién a —2®=1 /2
[48].

5.3. Arquitectura del decodificador SISO.

En la presente seccién, se detallaran las arquitecturas de los diferentes bloques del decodi-
ficador SISO, cuyo diagrama a bloques se ilustré en la figura 5.4. Para ilustrar la arquitectura,
se tomard en cuenta el turbo cédigo binario utilizado en el estandar 3GPP-LTE, detallado
en capitulos anteriores.

5.3.1. Unidad de métricas de rama.

La ecuacién utilizada para calcular las métricas de rama es la siguiente [11]:

1 L. &
Ti(s’,s) = §UkL(uk) T ;xklykl (5.8)
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Expandiendo esta expresion, se puede ver que solamente hay cuatro valores posibles para
I'k(s',s) ya que xp € {—1,+1}:

ap = —1lape = =1 =T = —3L(ux) — 3Leyrr — 5 Leyro

op = —Lawe =+1 =TI = —3L(ur) = 3Ly + 5 Lcyre

T =41, a5 = -1 = T30 = +L1L(ug) + 3 Leyrer — 2 Leyro
zp = +1Lape = +1 =T = +3L(uk) + 3 Leyrr + 5 Letne

donde “00”, “017, “10”, “11” son {xg1,xr2} = {(-1,-1),(-1,41),(+1,-1),(+1,+1)},
respectivamente.

Por lo tanto, la unidad de métrica de ramas (UMR) consiste de un conjunto de sumadores
para calcular las métricas de rama de cada transicion posible del diagrama de trellis del
c6digo. De esta manera, la UMR puede ser implementada con la arquitectura propuesta en
la figura 5.6.
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Figura 5.6: Arquitectura de UMR (unidad de métricas de rama).

5.3.2. Unidades de métricas de estado.

Las unidades de métrica de estado son unidades ACS (Add-Compare-Select por sus
siglas en inglés). Como ya se vio, las métricas de estado aumentan durante cada recursién
y es necesario manejar el overflow. En la seccion anterior se vio que dos de las técnicas
principales para re-escalar la informacién son restando la minima métrica en cada etapa o
haciendo uso de la normalizaciéon de médulo. La primer forma de re-escalamiento no afecta
el desempeno de la decodificacion. Sin embargo, se implementa dentro de la unidad ACS, y
por lo tanto, tendria un impacto dentro del camino critico de la unidad ACS [22]. Realmente,
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la unidad ACS contiene el camino critico del turbo decodificador, y por lo tanto esta forma
de re-escalamiento substractivo es inconveniente para lograr valores de alto desempenio, en
aspectos como la latencia (ya que se tomarfan dos ciclos de reloj para calcular una cierta
métrica de estado).

El método tradicional de acortar los retardos de trayectoria consiste en usar la técnica de
pipeline. Sin embargo, esta es solo efectiva para el circuito que calcula el valor de verosimilitud
o de salida suave. Mientras se insertan registros adicionales dentro de los circuitos de métricas
hacia adelante, o hacia atras, las otras unidades funcionales estaran estancadas durante
algunos ciclos, debido a la dependencia de datos del cédlculo recursivo de las métricas.

Otra forma de manejar el desbordamiento es el uso de la técnica de normalizacion de
modulo. Se ha probado que tal técnica es efectiva para reducir el camino critico de la unidad
ACS [53]. De hecho con esta técnica, seria posible disefiar decodificadores de alto desempeno
con un mayor numero de estados. La implementacion correspondiente se presenta en la figura
5.7, donde se logra la renormalizacién con un overflow controlado en la trayectoria de datos
y requiere solamente una compuerta XOR adicional de tres entradas en cada unidad ACS.
De esta manera, se logra una mejora de velocidad en 50% y una reduccién en el drea,
comparado a las técnicas tradicionales de re-escalamiento substractivo.

il
T

Figura 5.7: Implementacién de la unidad ACS en la recursién de métricas de estado.

5.3.3. Unidad de salida suave (SOU).

Esta unidad es la encargada de calcular la informacién extrinseca y de obtener la decisién
dura de manera paralela. Esta conformada por una estructura de arbol comparativo, como
se presenta en la figura 5.8. La suma de las métricas de estado (tanto hacia adelante, como
hacia atrds) con las métricas de rama es calculada para cada una de las transiciones en el
diagrama trellis. Enseguida, se calculan los valores maximos correspondientes a cada uno de
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los simbolos de informacién dy = 0(LLRy) y di, = 1(LLR_).
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Figura 5.8: Implementacién de la unidad de salida suave.

Debido a que se ha aplicado la técnica de normalizaciéon de moédulo, las unidades que
obtienen los valores méximos pueden ser implementadas con bloques CS (Compare-Select).
Estos bloques se conforman por lo mostrado en la figura 5.7, a excepcién de los sumadores.
Una vez que se han determinado LLR, y LLR_, la informacién a-posteriori se obtiene
mediante su diferencia. Sin embargo, debido al uso de la normalizacién de médulo y depen-
diendo de en qué cuadrante quedaron los resultados, la resta pudiera conducir a un resultado
incorrecto. Por lo tanto, antes de la resta seria necesario aplicar una rotacién para desplazar
los dos valores a dos cuadrantes adyacentes (esto no se muestra en el diagrama). Esta opera-
cién se realiza sumando 01 a los dos bits més significativos de LLR, y LLR_. Ya aplicada
la rotacion, se calculan tanto la informacién a-posteriori como la decisién dura.



Prototipo de implementacion y resultados.

6.1. Generalidades del hardware y del lenguaje de des-
cripcién de hardware.

En esta seccién se pretende dar un panorama general de los FPGA, y del lenguaje utili-
zado en el que es programado: VHDL (Very High-Level Design Language). No se pretende
profundizar mucho en sus detalles, si no mas bien en dar una visién general, asi como men-
cionar elementos muy particulares del lenguaje, que permitan el desarrollo e implementacién
de un turbo decodificador.

6.1.1. FPGA’s.

Un FPGA es un circuito integrado disefiado para ser configurado después de su fabrica-
cién. Los dispositivos FPGA se basan en arreglos de compuertas, las cuales consisten en la
parte de arquitectura que contiene tres elementos configurables: bloques logicos configura-
bles (CLB), bloques de entrada y de salida (IOB) y canales de comunicacién. Cada FPGA
contiene una matriz de bloques légicos idénticos, por lo general de forma cuadrada, conecta-
dos por medio de lineas metalicas que corren vertical y horizontalmente entre cada bloque,
como en la figura 6.1. La légicca de un FPGA se implanta en una matriz de bloques l6gicos
programables llamados CLBs (Configurable Logic Blocks). Las lineas de entrada y salida de
tal matriz se controlan mediante los bloques de entrada/salida (IOBs) que se colocan en los
bordes de la matriz [60].

En la figura 6.2 [58], se puede observar la arquitectura de un FPGA XC4000 de Xilinx.
Este circuito muestra a detalle la configuracién interna de cada uno de los componentes
principales que conforman este dispositivo. Los bloques ldgicos, o celdas generadoras de
funciones, estan configurados para procesar cualquier aplicacion logica. Tales bloques son

67
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Figura 6.1: Arquitectura bésica de un FPGA [58].

funcionalmente completos, lo cual implica que pueden implementar cualquier funcién boolea-
na representada en la forma de suma de productos. El disenio 16gico se implementa mediante
bloques llamados generadores de funciones o LUT (Look Up Table: tabla de bisqueda),
los cuales pueden almacenar la légica requerida, ya que cuentan con una pequena memoria
interna. Al aplicar alguna combinacién en las entradas de la LUT, el circuito la traduce en
una direcciéon de memoria y envia fuera del bloque el dato almacenado en dicha direccién.
En la figura 6.3 se observan tres LUT, etiquetados con las letras G,F y H.
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Figura 6.2: Arquitectura del FPGA XC4000 de Xilinx.

6.1.2. Lenguajes de descripcién de hardware.

Debido a la necesidad de integrar un mayor niimero de componentes en un mismo circuito,
surgié la necesidad de tener herramientas de apoyo en el diseno de circuitos digitales de alta
complejidad que normalmente requeririan una mayor inversiéon. En los anos 80 surgieron
lenguajes como Verilog y VHDL, referidos como lenguajes descriptores de hardware (HDL’s,
por sus siglas en inglés), los cuales permiten describir hardware usando un lenguaje.
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Figura 6.3: Arquitectura de un bloque légico configurable FPGA [58].

Un HDL permite interpretar un circuito digital como un conjunto de declaraciones que se
pueden describir mediante diferentes niveles de abstraccion, tales como: por comportamiento,
o por estructura. VHDL es un lenguaje de alto nivel de abstraccién que permite el uso de
un cédigo estructurado mediante palabras reservadas y sentencias de control.

En particular, el lenguaje VHDL permite que los disenios se puedan descomponer de
forma jerarquica, de tal forma que cada elemento de diseno tenga una interconexién bien
definida con otros elementos, ademéas de una especificacién precisa de su comportamiento.
Estas pueden usar un algoritmo, o estructura de hardware, y con ello se define la operacién
que realiza cada elemento. Es posible modelar la concurrencia inherente al hardware.

VHDL puede manejar estructuras de circuitos secuenciales sincronos y asincronos. Ademas,
es posible simular la operaciéon logica y el comportamiento en el tiempo de los disenos. VHDL
ha permitido un gran avance en el area de diseno electronico ya que facilita una inversién
minima de tiempo y recursos, obteniendo buenos resultados.

Generalidades del lenguaje VHDL.

La entidad es el bloque bésico de diseno en VHDL. Es una abstraccién de un diseno,
pudiendo representar desde una unica compuerta logica hasta un sistema completo. Una
entidad en VHDL estd compuesta por un par de componentes llamados la declaracion de la
entidad y cuerpo de la arquitectura [54]. La declaracién de una entidad describe las entradas
y salidas del diseno de una entidad, a menudo referidas como puertos. Los puertos declarados
deben tener un nombre, modo y tipo de dato. La sintaxis general es la siguiente:

ENTITY nombre_de_entidad IS
PORT (nombre_puerto_1: modo tipo_de_dato;
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nombre_puerto_N: modo tipo_de_dato);
END nombre_de_entidad

El modo del puerto puede ser IN, OUT, INOUT o BUFFER; donde el modo IN y OUT
son pines unidireccionales, mientras que INOUT es pin bidireccional. El modo BUFFER
se aplica para senales que son de salida con realimentacién a la misma entidad. El tipo
de dato puede ser BIT, STD_LOGIC, INTEGER, STD_LOGIC_VECTOR, etc. Para mayor
informacién en referencia a ellos, conviene consultar textos como [55].

Una arquitectura es la estructura que define el funcionamiento de una entidad, de modo
que describa los procedimientos que la entidad ejecutara. Dentro de la arquitectura se des-
tacan dos partes: la primera, la parte declarativa, la cual es opcional, es donde se declaran
sefiales y constantes, y la segunda, que es donde se escribe el c¢édigo (después del BEGIN).
La sintaxis general es:

ARCHITECTURE nombre_de_arquitectura OF nombre_de_entidad IS
[declaraciones]

BEGIN

(instrucciones)

END nombre_de_arquitectura

La ventaja del lenguaje VHDL es que permite varias formas de describir el funciona-
miento de una entidad, teniéndose asi tres diferentes estilos de programacién:

= Descripcion funcional. Es una forma similar a la descripciéon de un lenguaje de alto
nivel. Se usan las instrucciones tipicas en los lenguajes de programacién de software,
tales como: if-then-else, case-when, for-loop, wait.

= Descripcion por flujo de datos. Indica la forma en que los datos se pueden transferir de
una senal a otra sin el uso de sentencias secuenciales, permitiendo asi definir el flujo
que tomaran los datos entre modulos encargados de realizar operaciones.

= Descripcion estructural. En ella se declaran los componentes que se usan, se crean
dichos médulos y después, mediante los nombres de los nodos, se realizan las conexiones
entre los médulos de los componentes. Esta forma es muy util al tratar con disenos
jerdrquicos bien modularizados.

Durante la implementacién del decodificador, resulta necesario guardar informacién que
deberd ser utilizada en algin otro punto del proceso de la decodificacién. De esta manera,
es importante explicar los componentes de memoria, que se encuentran embebidos dentro
de las plataformas FPGA.

6.1.3. Manejo de memoria RAM en un FPGA.

Un sistema digital frecuentemente requiere memoria para almacenamiento. Para faci-
litar esta necesidad, la mayoria de los dispositivos FPGA contienen mdédulos de memoria
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embebidos [56]. Aunque estos médulos no pueden reemplazar los dispositivos masivos de
memoria externa, son 1tiles para aplicaciones que requieren memoria de tamano pequeno a
intermedio.

Para usar la descripcién de HDL por comportamiento, para inferir médulos de memoria,
los “templates” que proponen fabricantes como Xilinx, deben seguirse cuidadosamente. A
continuacion, se presentan “templates” que son iguales a los originales, excepto en que se
utilizan genéricos para la longitud de los bits de direccion, y la longitud de los bits de datos.
Es una buena practica confinar la descripcion de memoria en un médulo HDL separado para
que el médulo pueda ser facilmente identificado y reemplazado cuando se requiera.

RAM de puerto unico.

En una memoria embebida, la operacién de escritura es siempre sincrona. Durante el
flanco de subida del reloj, la direccién, los datos de entrada, y senales de control relevantes
(como we-“write enable”), son muestreadas. Si we estd activa, se realiza una operacién de
escritura (es decir, los datos de entrada se almacenan en la ubicacién de memoria indicada
por la sefial de direccién).

La operacion de lectura puede ser sincrona o asincrona. Para la lectura asincrona, la
senal de direccion se usa directamente para acceder al arreglo RAM. Después de que la senal
de direccién cambia, los datos se encuentran disponibles después de un retardo corto. Para
la lectura sincrona, la senal de direccién se muestrea en el flanco de subida del reloj y se
almacena en un registro. La direccién registrada se usa luego para acceder el arreglo RAM.
Debido al registro, la disponibilidad de los datos es retardada y sincronizada por la senal de
reloj.

Un “template” de RAM de puerto tinico con lectura sincrona se presenta a continuacion.

library ieee;
use ieee.std-logic-1164.all ;
use ieee. numeric-std.all ;

entity one-port-ram-sync is
generic (

ADDR_WIDTH : integer := 12;
DATA_WIDTH : integer := 8;
)3

port (

clk: in std_logic;

we: in std_logic;

addr: in std_logic_vector (ADDR-WIDTH-1 downto O ) ;
dout : out std_logic_vector (DATA_WIDTH -1 downto O )
din: in std_logic_vector (DATA_WIDTH-1 downto 0) ;

)

end one-port-ram-sync;

architecture beh_arch of one-port-ram-sync is
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type ram-type is array (2**ADDR_WIDTH -1 downto O ) of
std-logic-vector (DATA_WIDTH-1 downto O ) ;

signal ram: ram_type;

signal addr_reg: std_logic_vector (ADDR_WIDTH-1 downto O ) ;

begin
process (clk)
begin

if (clk’event and clk = ’1’) then

if (we=’1’) then

ram(to-integer (unsigned(addr))) <= din;
end if ;

addr_reg <= addr;

end if ;

end process ;

dout <= ram(to_integer (unsigned(addr_reg))) ;
end beh_arch ;

Este codigo contiene un tipo de datos de arreglo bi-dimensional para almacenamiento y
emplea indexaciéon dindmica para acceder al elemento en el arreglo.

RAM de puerto dual.

Una RAM de puerto dual incluye un segundo puerto para acceso a memoria. De forma
ideal, el segundo puerto debe de poder hacer de forma independiente una operacién de lectura
y escritura y tener su propio conjunto de direcciones, datos de entrada y salida, asi como
senales de control. Un “template” con lectura sincrona se ejemplifica a continuacion:

library ieee;

use ieee.std-logic-1164.all ;
use ieee.numeric-std.all ;
entity dual-port-ram-sync is
generic (

ADDR_WIDTH : integer :=
DATA_WIDTH: integer:= 8
)

6 ;

port (

clk: in std_logic;

we: in std_logic;

addr_a: in std_logic_vector (ADDR_WIDTH-1 downto 0) ;
addr_b: in std_logic-vector (ADDR_WIDTH-1 downto 0) ;
din-a: in std-logic-vector (DATA_WIDTH-1 downto O ) ;
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dout-a: out std-logic-vector (DATA_WIDTH-1 downto O ) ;
dout-b : out std-logic-vector (DATA_WIDTH -1 downto O )
)

end dual-port-ram-sync;

architecture beh-arch of xilinx-dual-port-ram-sync is

type ram_type is array ( O to 2**ADDR_WIDTH-1) of

std-logic-vector (DATA-WIDTH-1 downto 0) ;

signal ram: ram_type;

signal addr_a_reg , addr_b_reg :std_logic_vector (ADDR_WIDTH -1 downto 0 ) ;

begin

process (clk)

begin

if (clk’event and clk = > 1 ’ ) then
if (we = ’1’) then

end if ;

addr_a_reg <= addr_a;

addr_b_reg <= addr_b ;

ram(to_integer (unsigned(addr_a))) <= din_a;
end if ;

end process ;

dout_a <= ram(to_integer(unsigned(addr_a_reg));
dout_b <= ram(to_integer (unsigned(addr_b_reg));
end beh_arch;

6.2. Controlador de un decodificador SISO.

El médulo decodificador SISO estd compuesto de dos partes: una seccién de control y
una seccion de procesamiento de la informacién. La seccién de control permite sincronizar
los componentes mientras que la seccién de procesamiento se aplica a la realizacién de
operaciones aritméticas. Los médulos que componen a la seccién de procesamiento, fueron
descritos en el capitulo anterior: unidad de métricas de rama, unidades de métricas de estado
y la unidad de salida suave. Otro componente del médulo SISO es la memoria que almacena
las métricas de estado hacia atras, la cual es descrita en hardware de acuerdo a lo estipulado
en el apartado anterior. A continuacién haremos énfasis en el médulo controlador.

El controlador de un decodificador SISO es modelado por medio de una maquina de
estados finitos. Se manejan un total de cinco estados, y para cada estado se encuentran
asociadas senales de control. El diagrama de estados se presenta en la figura 6.4.

El controlador es inicializado al estado “Idle”. El decodificador SISO espera a la llegada de
los datos entrantes; una vez que los datos se encuentran disponibles se activa una senal “s0”,
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y el controlador pasa al estado siguiente: “init_backward”. Durante este estado, todas las
métricas de estado By(s) son inicializadas en cero para cada uno de los estados del “trellis”
(start_backward = ’1’). Estas primeras métricas de estado hacia atrds son almacenadas en
la memoria de métricas de estado, por lo que W/R = W. Dado que dentro de este estado
las métricas iniciales se escriben en la primera direcciéon de memoria, la senal Writeadd _SM
permanece en un valor inicial de cero.

Durante el siguiente ciclo, se llega al estado “backward”. Durante ese estado, la senal
start_backward se desactiva ya que se estd ejecutando de manera normal (sin condiciones
de inicializacién), el cdlculo recursivo de las métricas de estado. Ademds, la senal de direc-
cionamiento Writeadd_SM que estd en modo “buffer”, es incrementada en 1, con el fin de
que las métricas puedan ser escritas en cada una de las posiciones de memoria. Un contador
(count_0) se encarga de realizar el conteo del niimero de etapas recorridas a través del trellis,
cuando llega al conteo maximo, la maquina de estados pasa al estado “init_forward ”para
recomenzar la decodificacion en el sentido “hacia adelante”. Ademads, durante los estados
“init_backwardz backward”se activa una senal read_data_bwd, la cual se encarga de leer los
datos necesarios (ya sea en el orden natural, o en el orden dado por el entrelazador) nece-
sarios para realizar todas las operaciones. Los datos que se lean dependeran de la iteracion
que se vaya a realizar y por la senal dada por un controlador de lectura externo (explicado
en una seccién posterior).

Durante el estado “init_ forward”, las métricas de estado A (s) son inicializadas al valor
0 para el estado O del trellis y a un valor minimo para los otros estados del trellis. De
la misma manera que para la decodificaciéon en el sentido “hacia atras”, la senal “init_
forward.es desactivada durante el siguiente ciclo. Un contador (count_1) realiza el conteo del
nimero de etapas recorridas en el sentido “hacia adelante”, durante el estado “Forward”.
Las métricas de estado By(s) que habian sido almacenadas en una memoria son leidas para
calcular la salida suave. En tal caso, la senal W/R = R. Se requiere que la senal Readadd_SM
(que se encuentra en modo “buffer”) se decremente en 1 durante cada ciclo perteneciente
a este estado, ya que la primera direccién de lectura serd la tltima posicion de memoria
de las métricas hacia atrds (en otras palabras, la primera etapa del “trellis”) debido a que
se considera el uso del planificador backward-forward dentro de la implementaciéon. Antes
de este estado, la senal Readadd_SM debe estar puesta al valor maximo, que corresponde
a la primera direccién de memoria a ser leida. Ademds, durante los estados “init_forwardz
“forward”se activa una senal read_data_fwd, la cual se encarga de leer los datos necesarios
(ya sea en el orden natural o en el orden entrelazado) necesarios para realizar todas las
operaciones. Al mismo tiempo de las operaciones “hacia adelante”, se realiza el calculo de
los valores de verosimilitud, por lo cual la unidad SOU (Soft Output Unit) presenta a su
salida la decisién dura correspondiente.

Una vez que el contador count_1 ha llegado a su limite, es decir, cuando se ha terminado
una iteracién completa, la maquina de estados regresa al estado inicial “Idle”, esperando
a que llegue un nuevo bloque de datos o a proseguir la ejecuciéon de las operaciones de la
siguiente iteracion.
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Figura 6.4: Maquina de estados que modela el controlador del decodificador SISO.

6.3. Gestion de memorias de datos.

Durante la recepcién de los datos demodulados, los mensajes recibidos son primeramen-
te almacenados en memorias de datos, que seran representadas como Mx, My, y My,, las
cuales alojan a los elementos recibidos X, Y7 y Y3 (informacién sistemdtica y de paridad de
cada codificador). Se considerard de manera adicional, una memoria My, g la cual almace-
nard los valores de informacién extrinseca. Con respecto al entrelazador, se considerard el
uso de un entrelazador QPP, cuya arquitectura se muestra en la figura 4.7. Como ya se vio,
este entrelazador es capaz de generar durante ciclo reloj la direccién que se requiere para
acceder a los datos de las memorias correspondientes, sin tener que almacenar dichas direc-
ciones en tablas look-up de memoria, lo cual implicaria la ocupacién de una mayor area del
decodificador. Es importante tomar en cuenta la gestion de las memorias tanto para lectura,
como escritura. El tamano de la memoria depende directamente de la longitud de la trama
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a memorizar. Cada escritura (o lectura) incrementa (o decrementa) la direccién actual en
una unidad.

Durante el transcurso de la decodificacién, las memorias Mx, My,, My, y Myrr pro-
porcionan los datos necesarios al médulo decodificador SISO. El médulo SISO es controlado
por la senal Active, que a su vez, es entregada por el controlador de lectura. Cuando la senal
Active es igual a 1, el decodificador SISO se encuentra en el estado de ejecucién, es decir,
se estd realizando la decodificacién. De otra manera (Active =0), el decodificador no opera
sobre ningun dato. En la practica, es posible implementar un tnico médulo decodificador
SISO que trabaja con los datos tanto en el orden natural como en el orden entrelazado.

A continuacion se describe como es la lectura de los datos en las memorias. En el orden
natural, la sefial P es conectada a la configuracién II~! (usando el desentrelazador o entre-
lazador inverso). La direccién de lectura A, es enviada a las memorias Mx, My g, My,.
Debido al multiplexor, que es también controlado por la senal P, el dato Y; a la entrada del
decodificador SISO recibe la salida Y75 de la memoria My, . En el orden entrelazado, la senal
P es conectada a la configuracién II (usando el entrelazador). En dicho caso, las memorias
M, My r reciben una direccién de entrelazado generada por el médulo entrelazador I a
partir de la direcciéon A,.. Finalmente, la salida Y54 de la memoria My es seleccionada para
la entrada Yy del médulo decodificador SISO.

Por su parte, el decodificador SISO, produce a la vez la informacion extrinseca y la
decisién dura d sobre el bit considerado. A nivel de la turbo decodificacién, la informacién
extrinseca resultante del decodificador es en un principio multiplicada por un factor de escala
(por ejemplo, ¢ = 0.75) definido en el tercer capitulo y posteriormente saturado (descartando
los dos bits decimales menos significativos). Posteriormente, es almacenada en la memoria
My, 1, r. Cuando todas las iteraciones de la turbo decodificacién han finalizado, el controlador
activa la senial “Disponible” indicando que la informacién extrinseca se encuentra disponible.
De manera paralela, se produce la decisién dura correspondiente d.

6.4. Implementacion del emulador del canal AWGN.

Después de la codificaciéon de una trama, los simbolos codificados son transmitidos a
través de un canal de transmisién con ruido aditivo, blanco, gaussiano (AWGN). Por lo
cual, resulta necesario el implementar el emulador de tal canal en el FPGA. La figura 6.6.
presenta la interfaz del emulador del canal AWGN implementado. La varianza del ruido
o, es precalculada de acuerdo a la potencia deseada, es decir, la relaciéon senal-a-ruido es
almacenada en una memoria M,. Su tamafo es igual a 26 x 17 bits. Cada palabra de la
memoria es codificada con 17 bits, de los cuales 16 bits se dedican a la parte fraccionaria.
La direccién de la memoria A, requiere de 6 bits, teniendo asi 26 direcciones disponibles. La
direccion 0 estd reservada a una SNR = oo, y las demds corresponden a las razones senal
a ruido % que va de 0.25 dB a 15.75 dB con un tamano de paso de 0.25 dB. Los valores
ruidosos X, Y7 y Y5 cuantificados a 5 bits, son obtenidos a partir de las entradas d, y1 y 42,
obtenidas de la parte emisora. Para la realizaciéon de pruebas no se considerara al codificador,
ya que se supondra la transmisiéon de una trama que consiste en tinicamente simbolos nulos
'0’, por lo cual la salida del turbo codificador en cada uno de los casos serd igual a 0.

Durante el curso de la transmisién, el emulador de canal anade ruido AWGN a los

simbolos codificados. El emulador de canal gaussiano utilizado es descrito con mayor detalle



6.4. IMPLEMENTACION DEL EMULADOR DEL CANAL AWGN. 7

Controlador de lectura

Disponible

v <l
Entrelazador [ 1 A

¥ Aax

M‘){ X " Decodificador SISO |—» d
L Adgir x

LLR Y.
M LLR
LLR escalada
[
_'(\‘—"' My %

K
My 1 Yis P

-:’!-m

Figura 6.5: Lectura de las memorias durante una iteracién en la decodificacion.

en [57]. Se considera el ruido como una variable aleatoria V' con una varianza o y media cero.
Es decir, una distribucién N (0, o). En los software de simulacién, el método de Box-Muller
es comunmente empleado para generar una variable aleatoria gaussiana con una distribucién
N(0,1). Este método consiste de dos etapas: en la primera se generan dos variables aleatorias
independientes v1 y v2 que estdn distribuidas de manera uniforme en el intervalo [0,1]. En
seguida, se generan las funciones f(v1) y ¢g(v2) definidas como:

flv1) = v/ =In(v1) (6.1)

g(v2) = V2cos(27vs) (6.2)

El producto de las funciones genera una muestra v de la variable aleatoria V de la
distribucién gaussiana N(0,1):

v = f(v1)g(v2) (6.3)
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Figura 6.6: Interfaz de un canal AWGN.

Es dificil implementar las funciones in(vy) y cos(2wv3) en un procesador de punto flotante
de 32 bits (ya que se requiere de mucho hardware). Mds ain, es méds complejo de implementar
tales funciones en una plataforma de hardware, como un FPGA. Por lo cual, una técnica
consiste en pre-calcular, y después memorizar los valores f(v1) y g(ve) a partir de valores
conocidos v1 y va.
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Figura 6.7: Arquitectura del generador de ruido AWGN.

La figura 6.7. muestra la arquitectura general del generador de ruido AWGN que sigue
una distribucién normal N (0, 1). Esta arquitectura estd basada en el método de Box-Muller
y en el Teorema de limite central. A partir de LESRs (registros de corrimiento de realimen-
tacién lineal) de 29 bits, una direccién de 20 bits y una direccién de 8 bits son transmitidas
a memorias ROM, en donde los valores f(v1) y g(v2) se encuentran almacenados. El dltimo
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bit, denotado como signo, representa el signo de la muestra producida. Se usa la notacién
(m,n) que indica que un valor estd cuantizado a m bits de los cuales n bits constituyen la
parte fraccionaria. Los valores f(v1) y g(v2) se cuantizan respectivamente, a 8 y 9 bits con
los formatos (8,7) y (9,7). En seguida, el valor v cuantizado con (17,14) bits es truncado a
un valor de (9,6) bits. Por lo tanto, se obtiene una muestra b a partir de la siguiente relacién:

b= (1-2-signo) x b" (6.4)

donde b es un valor positivo.

La multiplicacién por la senal signo permite obtener una densidad de probabilidad cen-
trada en 0 empleando una representacién en complemento a 2. En ese caso, la probabilidad
del valor 0 es dos veces mas grande que la de una distribucién normal, ya que el complemento
a 2 del valor 0 es también igual a 0. Para resolver esa limitacién, se aplica el teorema del
limite central.

Si V' es una variable aleatoria caracterizada por su valor esperado m, y su varianza o,,
una variable aleatoria Viy puede ser definida a partir de la siguiente expresion:

Vi = - fz (6.5)

donde v; coni =0,...,N —1son N realizaciones de la variable aleatoria V. El Teorema del
limite central establece que si N tiende a infinito, la variable aleatoria sigue una distribucion
normal N(0,1). En el presente caso, y de acuerdo a Boutillon [57], es suficiente acumular
las muestras b durante 4 iteraciones para as{ obtener la realizacién n (ver figura 6.7).

Para obtener el canal AWGN, es necesario ahora multiplicar la varianza del ruido oy
(segun la potencia deseada) por la variable aleatoria que posee una distribucién normal
N(0,1). Después, el ruido es agregado a los mensajes codificados. El valor resultante serd lue-
go truncado antes de entrar al decodificador SISO. En el presente caso, los elementos ruidosos
X, Y1 y Ys son saturados y cuantizados a 5 bits segun el formato (5,3).

6.5. Implementacién de un sistema de transmision y de
recepcion.

Debido a que en nuestras pruebas se considera la transmisién de una trama que consiste
en unicamente simbolos nulos '0’; la salida del turbo codificador consiste en tnicamente en
simbolos 0. Después del proceso de codificacién, los simbolos deben ser transmitidos a través
de un canal con ruido. En el presente caso, ese canal es simulado por el emulador de canal
AWGN descrito en la seccion anterior, y que es implementado en el FPGA. La interfaz es la
que se presento en la figura 6.6. Una vez que se le ha agregado el ruido a los datos, y estos
ya se encuentran cuantizados con 5 bits, en la recepcion estos datos deben ser almacenados
con el objetivo de realizar el proceso de decodificacién.

En el receptor, la arquitectura del turbo decodificador se conecta a diferentes elementos:
las memorias de datos My y a la memoria de informacion extrinseca My, r. El proceso de
turbo decodificacién realiza el procesamiento con datos que provienen de tales memorias



80 CAPITULO 6. PROTOTIPO DE IMPLEMENTACION Y RESULTADOS.

y transmite la informacién extrinseca a la memoria Mz durante el curso de las itera-
ciones. De manera paralela, el BER (Bit Error Rate) es calculado y desplegado en tiempo
real mediante leds de la tarjeta FPGA que realizan el conteo de errores resultantes, en este
caso, corresponden a los bits que resultardan ser decodificados como 1’ al finalizar la ultima
iteracion del proceso de turbo decodificacién. La arquitectura global del receptor se muestra
en la figura 6.8. Se considera que el turbo decodificador implementado, corresponde al em-
pleado por el estandar 3GPP-LTE, el cual utiliza 8 estados, y cuyo codificador componente
de la concatenacién paralela es el que se presentd en la figura 3.4. El entrelazador y des-
entrelazador utilizados son del tipo QPP. Las memorias de datos recibidos X, Y7 y Y5 son
consideradas memorias externas al decodificador SISO. De la misma manera, la memoria de
informacién extrinseca es externa al decodificador. La memoria que almacena las métricas de
estado hacia atras es considerada un componente interno del decodificador elemental SISO.

clk; 1

2

Y

5 clk
54 NF l
Ve KB M, A3 Turbo- \d NLe

"| decodificador g Despliegue de
Y, 3 ¢ 3 1 BER en leds
A
S O
Y
Mrrr

Figura 6.8: Arquitectura global del receptor.

6.6. Resultados de la implementacion del turbo decodi-
ficador.

A continuacién se detallan las consideraciones para la implementaciéon en punto fijo de
la arquitectura del decodificador SISO en el FPGA. Se toman en cuenta las restricciones
impuestas por las ecuaciones (5.1) y (5.2), asi como las restricciones que fueron descritas en
la seccion 5.2.

Se consideraran los siguientes pardametros:

= Modulaciéon BPSK y un canal AWGN.
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= No se toma en cuenta el perforado, es decir la tasa de transmisién es R = 1/3. De
cualquier forma, se transmite una trama que consiste exclusivamente de ceros.

= Posibles tamanos de trama: N = 128, N = 256, N = 176 y N = 240 (estos dos tltimos
tamanos son aquellos donde la misma implementacién del entrelazador se puede usar
como desentrelazador).

= Ndmero de iteraciones: 10 (5 por cada decodificador)

= Los datos recibidos seran cuantizados con 5 bits: 2 bits para la parte entera y 3 para
la parte decimal. Es decir, un esquema de cuantizacién (5,3).

= Las métricas de rama seran cuantizadas con 6 bits: 3 bits para la parte entera y 3 bits
para la parte decimal. Que corresponde a un esquema de cuantizacién (6,3).

= Las métricas de estado serdan cuantizadas con 10 bits: 7 bits para la parte entera y 3
bits para la parte decimal. Un esquema de cuantizacién (10,3).

= Los valores de informacién extrinseca calculados son cuantizados con 11 bits. Sin em-
bargo, es posible realizar una saturacién con los 9 bits mas significativos sin afectar el
desempeno. Se tiene asi un esquema de cuantizacién (9,1).

A continuacién se presentan las curvas de desempeno en BER para diferentes escenarios.
En las graficas se muestran los puntos resultantes de la simulacién, correspondientes a %
con valores de 0 a 2 dB, en incrementos de 0.25 dB. Dados esos puntos, se pueden extrapolar
a una grafica general de tasa de error de bit, misma que se muestra ademads en las graficas.

1. Curvas BER para diferentes iteraciones (iteracién 1,2,3,5,7 y 10) con una trama de
longitud N = 256 (ver figura 6.9). Se puede observar como el desempeno mejora gra-
dualmente con cada iteracién.

2. Curvas BER para diferentes tamanos de entrelazador (N=128 N = 176, N = 240 y N
= 256), tomando en cuenta 10 iteraciones (ver figura 6.10). La curva que se desplaza
mas hacia abajo es la de la trama con longitud N=256, y la que estd desplazada mas
hacia arriba es la que corresponde a la trama con menor longitud (N=128).

3. Curvas BER para diferentes factores de escalamiento de la informacién extrinseca,
¢ = 0.75 (el mds conveniente de acuerdo a la literatura), ¢ = 0.875 y ¢ = 0.625 para
una trama de longitud N = 240 (ver figura 6.11). El desempenio més pobre corresponde
al caso del algoritmo Max-Log-MAP sin ningin factor de escalamiento. De ahi, los
factores de escalamiento con el siguiente orden son los que presentan gradualmente
un mejor desempeno: 0.875, 0.625 y 0.75. En resumen, el mejor desempeno resulta de
aplicar un factor de escalamiento de 0.75 para la informacién extrinseca.
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Desempefio de turbo decodificador 3GPP-LTE para tamafio de blogue N=256

T ] I I T T
: Y * resultados de simulaciin
Loesecomsngssmnnibense — ST N ; A

EbMD, dB

Figura 6.9: Curvas BER para diferentes iteraciones (se muestran la 1,2,3,57 y 10) para
trama de longitud N=256. La curva que se encuentra mas arriba corresponde a la de la
iteracién 1, y descendentemente hasta la curva de la iteracién 10, que es la que se encuentra
més abajo.
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Desempefio de turbo decodificador 3GPP-LTE en la iteracidn 10 para tamafios de blogue N=128, N=176, N=240 y N=258

* resultados de simulacion
curvas ajustadas

EbMD, db

Figura 6.10: Curvas BER para la iteracion 10 de tramas
240 y 256).

con diferente longitud (128, 176,
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Desempefio de turbo codigos con diferentes factores de escalamiento de la informacion extrinseca

I T ] I I T
: Y % Resultados de simulacion
Loesecomsngssmnnibense — ST N Sy

EbMo (45)

Figura 6.11: Curvas BER para diferentes factores de escalamiento, para tramas de longitud
240.



Conclusiones y trabajo a futuro.

7.1. Conclusiones

Este trabajo de tesis se enfocé en desarrollar en una plataforma FPGA el prototipo de un
turbo decodificador elemental del estandar 3GPP-LTE. Se tomé como punto de referencia
el diagrama general de un sistema de comunicaciones, y durante el resto del trabajo se hace
énfasis en aspectos relacionadas a los médulos codificador de canal y decodificador de canal.
Los turbo cédigos presentan un buen desempeno en la correccion de errores, ademés de que
se utilizan en multiples estdndares de comunicaciones digitales, de ahi su interés por realizar
el trabajo de tesis en esta area.

Se presentaron los elementos més importantes de los codigos convolucionales, tanto co-
mo su construccion como sus diferentes diagramas de representacién, ya que son de vital
importancia para entender los elementos que componen a los turbo cédigos asi como sus
algoritmos de decodificacién. De gran importancia resulta el entrelazador QPP, ya que este
permite generar las direcciones de entrelazado durante cada ciclo de reloj sin tener que al-
macenar los valores en una memoria. Ademas de que es un entrelazador que presenta buenas
propiedades de distancia, lo cual se sugiere para reducir el piso de ruido. Se realizaron expe-
rimentos considerando tamafios de trama en donde la funcién de entrelazador es la misma
que la del desentrelazador, y de esa manera, comprobar el ahorro en recursos de hardware
en el FPGA.

El algoritmo MAP sirve como punto de referencia para realizar la decodificacién, sin
embargo este cuenta con una complejidad computacional elevada en términos del nimero
de operaciones que requieren altos recursos de hardware asi como de tiempo de ejecucion.
Por lo cual, una variante conocida como el algoritmo Max-Log-MAP es considerada para
la implementacién. Debido a la implementacién en hardware, fue necesario realizar las con-
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sideraciones para representar la informaciéon utilizada por el decodificador, en un formato
de punto fijo. De ahi que resulte necesario hacer un andlisis de la cuantizacién y de esque-
mas para normalizar los datos con el objetivo de solucionar el problema de rango dindmico.
El enfoque considerado fue la normalizacién de moédulo, ya que este esquema a diferencia
de un esquema substractivo, no afecta el camino critico de un decodificador, y ademés no
incrementa de manera considerable la complejidad computacional.

Se realizo la integracién de un médulo decodificador SISO, con su respectivo controlador
e integracién con un modulo emulador de ruido AWGN, teniendo asi un sistema completo
transmisor-receptor. La arquitectura fue sintetizada en un FPGA Altera DE2 Cyclone II
y se puede alcanzar una tasa de reloj de 50 MHz. La eficiencia de operacion esta definida
como:

I'n
=T,

En donde I'g es el numero de ciclos de reloj utilizados para una iteracion completa de la
decodificacién y I'y es el periodo en ciclos para producir los resultados de IV simbolos. Se
tiene asi, una eficiencia de operacién del 46.7 por ciento. El desempeno correspondiente en
bits por segundo es 1.17 Mbits/seg.

U (7.1)

7.2. Trabajo a futuro.

En la presente tesis, se considerd la implementacién del algoritmo en su forma estandar,
sin embargo el calculo de las métricas hacia adelante requiere que se hayan obtenido previa-
mente todas las métricas hacia atras de la trama completa, y si el tamano de la trama es
grande, puede haber un alto retardo en la decodificacion, asi como una cantidad inasequible
de memoria de métricas de estado. En diversas consideraciones précticas, se han aplicado
técnicas de division en ventanas “windowing”, en donde la longitud de decodificacién se
limita a una ventana truncada de la trama total, con longitud L, en vez de hacer todo el
proceso sobre la trama de longitud N. Para un trabajo a futuro, seria conveniente adoptar
un esquema de ventanas deslizantes, y de esa manera lograr una mejora en la velocidad de
decodificacién.

Otra variante en la que puede ser posible realizar una mejora, implica tomar un criterio
dindmico de finalizacion en la decodificacién, es decir, aquel en el que el nimero de iteraciones
del algoritmo de decodificacion sea dependiente de las caracteristicas del canal sin que esto
repercuta en el desempeno de la decodificacion. Esto se podria hacer facilmente en hardware
comparando la amplitud logaritmica de verosimilitud con un cierto umbral, donde dicho
umbral se puede determinar de acuerdo a las condiciones del canal y una tasa de errores
BER deseada. En ese caso, el nimero promedio de iteraciones se incrementara si este umbral
se incrementa.

Otro de los criterios que se han adoptado es el uso de varios decodificadores SISO traba-
jando en paralelo para decodificar una dnica trama. En estas técnicas, para tener un mayor
paralelismo en el algoritmo Max-Log-MAP, el trellis correspondiente a la trama codificada es
dividido en un ntimero de secciones de trellis, las cuales son procesadas independientemente
y simultdneamente por varias unidades de recursion y de salida suave. Esto es posible debido
al principio de ventana deslizante. Otra variante de paralelismo puede ser aplicada a nivel
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del trellis, en donde las unidades funcionales dentro del decodificador SISO se duplicarian
para completar los cédlculos asociados a dos, o més etapas del trellis en un sélo ciclo de
reloj. Para esas implementaciones, que se pueden utilizar en el estindar 3GPP-LTE, se debe
tomar en cuenta las modificaciones a la funcién del entrelazador QPP.

Un érea de estudio a futuro también consideraria la implementaciéon de turbo codigos
de bloque y de cédigos LDPC, asi como la aplicacién del concepto de codificaciéon conjunta
fuente-canal. También se pudiera considerar implementar la implementacién completa de un
sistema de comunicaciones, que incluya el desarrollo de médulos de comunicacién inalambri-
co empleando software radio, en donde se haga una consideracion de la modulacién de la
informacion, asi como la transmisiéon de informacién en tiempo real.






Modelos del canal y la capacidad del canal.

En general, un canal de comunicacién es descrito en términos de un conjunto posible
de entradas, denotado por X, y llamado el alfabeto de entrada; el conjunto de salidas po-
sibles denotado por Y, y llamado el alfabeto de salida; y la probabilidad condicional que
relaciona las secuencias de entrada y de salida de cualquier longitud n, la cual se denota
por Py1,y2, ..., Yn|T1, T2, ..., Tpn], donde & = (21, 29,..2,) ¥ ¥y = (Y1, Y2..., Yn) Tepresentan
las secuencias de entrada y salida de longitud n, respectivamente. Se dice que un canal no
tiene memoria si hay independencia estadistica entre los simbolos, lo cual se expresa como:

Plylz] = HP[yi|CCi] vn (A1)
i=1
datos Codificador || Meodulador Canal Demodulador i Decodificador
enrada | decanal ! Binario y detector i de canal

Salida

Figura A.1: Un canal compuesto de entrada discreta y salida discreta, incluyendo al modu-
lador y demodulador como parte del canal.

89
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El modelo de canal més simple es el canal simétrico binario (BSC), que corresponde al
caso donde X =Y = {0, 1}. Este es un modelo de canal apropiado para modulacién binaria
y decisiones duras en el detector (ver figura A.1). El canal BSC estd caracterizado por un
conjunto de probabilidades que relacionan las posibles salidas con posibles entradas. Si el
ruido de canal causa errores simétricos en la secuencia binaria transmitida con probabilidad
p, se tiene (ver figura A.2) que:

Py =0X=1]=P[Y =1|X =0 =p

PlY=1X=1]=P[Y =0[X =0]=1—p (A.2)

De esta manera, se ha reducido la cascada del modulador binario, el canal de la forma de
onda, y el demodulador binario con el detector, a un canal en tiempo discreto equivalente,
representado por el diagrama de la figura A.2.

1-p
0 < sl —~ 0
\.\_\ /’/‘
p\\\L\ ,//
/A“
2 4 “
> 5
1< - )
1-p

Figura A.2: Canal simétrico binario.

El canal BSC es un caso especial de un canal més general de entrada discreta y salida
discreta. El canal discreto sin memoria (DMC) es un modelo de canal donde los alfabetos de
entrada y salida, estadisticamente independientes, son conjuntos discretos. Este es el caso
de cuando el canal usa un esquema de modulacién M-ario y la salida del detector consta
de simbolos Q-arios. Se puede ver el modelo de este canal en la figura A.3. Después de
algunas manipulaciones matemadticas (consultar [5]), se puede demostrar que la informacién
transmitida por cada uso del canal estd expresada como R = 1 — Hy(p), donde Hy(p) es la
llamada entropia de la fuente. Esta es la maxima tasa para una comunicacién confiable en
un canal BSC y se le conoce como la capacidad del canal C. La importancia de la capacidad
del canal se establece en el siguiente teorema fundamental.

Segundo Teorema de Shannon -El teorema de la codificaciéon del canal ruidoso
(Shannon, 1948). La comunicacién confiable sobre un canal discreto sin memoria es posible
si la tasa de comunicacién R satisface R < C', donde C' es la capacidad tedrica del canal. A
tasas mayores que esta capacidad, la comunicacién confiable no es posible.

Este teorema expresa un limite para las comunicaciones fiables y provee un criterio para
medir el desempeno en sistemas de transmisién de informacién. Un sistema que opera cerca
de la capacidad es un sistema casi 6ptimo y no da mucho espacio para una posible mejora. Si
por otro lado, un sistema funciona alejado de este limite, su desempenio puede ser mejorado
a través de diferentes técnicas de decodificacién de canal.

Si en la entrada del modulador los simbolos son escogidos de un alfabeto discreto finito
x, con |x] = M y con la salida del detector no cuantizada, es decir y = R, se tiene un canal
compuesto caracterizado por la entrada discreta X, la salida continua Y, y un conjunto de
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Figura A.3: Canal discreto sin memoria [5].

funciones de densidad de probabilidad PDF, condicionales. El canal mas importante de este
tipo es el AWGN, para el que Y = X 4+ N, donde N es una variable aleatoria gaussiana de
media cero y varianza o2. Bajo estas condiciones se tiene que:

1 _y==)?
plole) =~ 5 (a3

En un canal AWGN en tiempo discreto se tiene que X = Y = R. En cada instante
i, una entrada x; se transmite por lo que el simbolo recibido es y; = x; + n; donde las
nis son variables aleatorias gaussianas, independientes e idénticamente distribuidas i.i.d, de
media cero y varianza o2. Se supone que la entrada del canal cumple con una restriccién de
potencia de la forma F [X 2] < P. Bajo la cual, cualquier secuencia de entrada de la forma
x = (21,2, ..., Ty) se tiene que:

I, 1, .9
=Y @ =—|x|*<P (A.4)
n 4 n
i=1
Para n muy grande, la ley de los nimeros grandes establece que:

1
- Iyll” = E[X?] + E[N?] < P+ 02 (A.5)

Lo cual significa que si x es transmitida, entonces y estard con una alta probabilidad
en una esfera de n dimensiones de radio \/n(c2) y centrada en z [5]. El nimero méximo
de esferas de ese radio que se pueden empaquetar en una esfera de radio /n(P + 02) es la
razén de los volimenes de las esferas. El volumen de una esfera de n dimensiones esta dado
por V,, = B,R", en donde B, = Féil) donde T' es la funciéon gamma. Por lo tanto, el
nimero maximo de mensajes que pueden ser transmitidos y ser resueltos en el receptor es

B, (\/m)n
B, ( n(ch))n

M = (A.6)
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Lo cual resulta en una tasa de

1 1 P
R = EloggM = 51092 (1 + 02) (A7)

con unidades de bits/transmisién. Si el canal es usado K veces para la transmisién de
K muestras de un proceso aleatorio, ergédico X (¢) en T segundos, se encuentra que la
capacidad de informacién por unidad de tiempo es (K/T) veces el resultado de la ecuacién
A.7. El nimero K es igual a 2BT (de acuerdo al teorema de muestreo de Nyquist) [2]. Por
lo cual, se puede expresar la capacidad de informacién de un canal en la forma equivalente

P

donde P es la potencia promedio de la senal recibida.

A partir de esta ecuacion es claro que la capacidad es incrementada aumentando P; si
la potencia aumentara de forma infinita, la capacidad también podria hacerse infinita. Sin
embargo, la tasa a la que la capacidad se incrementa en valores largos de P es logaritmica.
El incremento en B tiene un rol dual en la capacidad. Por un lado, causa que la capacidad
sea incrementada ya que un mayor ancho de banda implica mas transmisiones sobre el canal
por unidad de tiempo. Por el otro lado, incrementar B también reduce la SNR. definida por
P/NyB. Esto es debido a que incrementar el ancho de banda aumenta la potencia efectiva
de ruido entrando al receptor. Para ver cémo la capacidad cambia conforme B — oo, se
emplea la relacién In(1 4+ ) — x conforme x — 0 para obtener

. P P P
Co = BZZI’OLOBZOQQ (1 + NOB) = (logae) A ~ 1.44F0bzts/s (A.9)



Funcion max.

Definase E(z,y) = In(e” + €¥). Se tiene que:

T 4 ey
In(e® +e¥) =ine® +in(e” + ¢€¥) — lne® = x + In< ;e =z+Iin(l+e™7) (B.1)
De manera similar
In(e® 4+ e¥) =lne’ +in(e® +¢e¥) —ineY =y +1In el +lin(e+e7Y) (B.2)

Por lo tanto, E(x,y) = In(e® + ¢¥) = max(z,y) + In(1 + e~ 12=¥I).
Y se toma E(z,y) = In(e” + e¥) = max(z,y).
De manera similar, E(z,y, z,w) = In(e*+e¥+e*+e¥) = Ine®+in(e® +e¥+e*+ev)—Ine®.

e’ +e¥+ef+ev

E(z,y,z,w) =z +In e

=c+in(l+e! "+ T+ (B.3)

Oln(e*+eV+e*+e?)=y+Iin(l+e* Y +e* ¥ 4e? V)
Olne®+eV+e*+e¥)=z+In(l+e" % +eV %+ e 7)
Oln(e®+eV+e*+e”)=w+in(l+e™ " +e¥ ¥ 4e* V)
Por lo tanto,

_ y—max(z,y,z,w)+e
E(z,y, z,w) = max(z,y, z,w)+In |t ~mee@yzw)te

z—maz(x,y,z,w)+e? ~Mmaz(@,y,z,w)

Q

maz(z,y,z,w).
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En general, se tiene que

k
E(x1,29,...,2) = ane“ =In(e™ +e"2 + ...+ e ")
i=1

In (e + e + ...+ k=2 4 eln(e™ 1 +e™h))

In (%t +e%2 + ... 4 e™ 2 4 Pler-ran))

- (B.4)
=in (e“ﬁ +e® ...+ eln(wk—z+e5<”—l’”‘)))
=In (" +e%2 + ... + eFlEn—2Blr-1.00)
= E(21,E (22,..., E(2k-2, E (¥k-1,71))))
Por lo tanto,
k k
E(zy,29,...,21) = ane“ = maz(x;) + ane“_m‘“’(“) ~ maz(x;) (B.5)

=1 i=1
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