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Cuantizacion de una teoria de norma: D-particulas, un
ejemplo ilustrativo

RESUMEN

En este trabajo se presenta y desarrolla todo el marco necesario para cuantizar
una teorfa de norma, en particular una teoria mecanica de Yang-Mills cuyas
soluciones nos brindan la dindmica de las D-particulas, estds particulas son
entidades que orginalmente eran campos pero pasamos su dependencia en el
espacio a un indice que transforma bajo un grupo de Lie. El nombre es una
herencia de uan Dp-brana con p = o, y se podria entender nuestro caso como el
que carece de supersimetria ya que s6lo tenemos variables bosénicas.

La motivacioén inicial fué el de tener constricciones de Yang-Mills que pudieran
cumplir el dlgebra de constricciones de la gravitacién pero con un sistema mucho
mas sencillo, de éste modo al cuantizar se puede tener un modelo de juguete del
cual aprender varias lecciones. Finalmente nos percatamos que éste enfoque
resultaba en una tarea gigantesca ya que todas las condiciones de norma que
intentamos resultaban en un dlgebra abierta, cambiamos el rumbo a entender la
teoria como una cromodindmica con potencial electroestatico y de éste modo es
tratada.

Dado que la teoria resultante es singular y de primera clase, el primer enfoque
para su cuantizacion es el método de Dirac, principalmente el formalismo
Hamiltoniano, dicho enfoque es presentado en el capitulo 1 donde también se

introducen las nociones necesarias sobre transformaciones de norma.
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Posteriormente, en el capitulo 2 tratamos el formalismo Hamiltoniano del
electromagnetismo, esto se hace con un propésito didactico ya que
posteriormente serd necesario hacer el mismo tratamiento con una teoria de
Yang-Mills, donde hay bastantes similitudes pero sus diferencias pueden incidir
en comportamientos draméticamente distintos.

En el capitulo 3 hacemos el formalismo Hamiltoniano de una teorfa de
Yang-Mills, para tratar la teoria cudntica tmabién presentamos el formalismo de
integral funcional en conjuncién con el método de Fadeev-Popov.

Finalmente, en el capitulo 4 introducimos las D-particulas, desarrollamos su
formalismo Hamiltoniano y nos percatamos que su cuantizacion es complicada
ya que las condiciones de norma no son evidentes y hasta el momento no se han
podido encontrar, por lo cual se debe invocar a la integral funcional para hacer la
cuantizacién de la teoria completa para ver con que tipo de sistema estamos
lidiando. Posteriormente analizamos varias teorias reducidas con menos
constricciones, en éstos casos encontramos paralelismos con teorias de
Chern-Simmons e incluso se puede calcular la energia del estado base de uno de
éstos casos.

Varias caracteristicas notables emergieron en el estudio del sistema, como
no-conmutatividad y mucha sensibilidad a la dimensién del espacio-tiempo D en
las que estdn inmersas las particulas, cabe destacar que se opt6 por que el grupo
de Lie siempre fuera SU(n), ya que si se elige uno que no sea semisimple el
dlgebra no cierra.

Finalmente se concluye que la teoria a pesar de ser una teoria mecénica, mantiene
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las propieadades de la teoria de campo completa; también notamos tiene varias
aplicaciones, tales como el estudio de cromodindmica cudntica en el régimen
donde el potencial electrostatico domina. También se demuestra que la teoria es
invariante ante transformaciones conformes, por lo cual se plantea a futuro usar la
dualidad norma/gravedad para ver que gravitacién definiria en un

espacio-tiempo AdS,.



Contenido

EL TRATAMIENTO DE DIRAC PARA SISTEMAS CON CONSTRICCIONES 2
1.1 Laaccidn, nuestro puntodepartida . . . ... ... ... ... 3
1.2 Algoritmo de Dirac-Bergmann . . . . ... ... ........ 5
1.3 Elespaciofaseextendido . . . .. ... ... .......... 11
FORMALISMO HAMILTONIANO DEL ELECTROMAGNETISMO 15
2.1 Formalismo Hamiltoniano del electromagnetismo . . . . . . . . 18
2.2 Elelectromagnetismo como teorfadenorma . . . . . . ... .. 22
2.3  Electromagnetismo en espacio-tiempocurvo . . ... ... .. 31

ForMALISMO HAMILTONIANO DE YANG-MILLS EN EL CASO NO ABELIANO 37

3.1 LagrangianadeYang-Mills . . ... ... ... ......... 37
3.2 Algoritmo de Dirac-Bergmann . . . . . ... ... ... .... 43
3.3 Cuantizaciondelateorfade Yang-Mills. . . . . ... ... ... 47
3.4 Fantasmas . . . . . . . . .. ... ... e 48
D-ParTicuLas 67
4.1 Origen delas constricciones . . . . .. ... .......... 68
4.2 Algebra deconstricciones . . . . . . ... ... ... 73
4.3 Formalismo Hamiltoniano . . . .. ... ... ... ...... 74
4.4 Generalizacion de la teoria de Chern-Simons . . . . . ... .. 91
CONCLUSIONES 99

vi



A APENDICE 101

A.1  Formalismo Hamiltoniano de Yang-Mills . . . . ... ... .. 101
A2 D-Particulas. . . . . .. ... ... . 103
BIBLIOGRAFiA 111

vii



A mi1s PADRES, ELsA Y Paco.

A ALBERTO, EL OTRO GEN RECESIVO DE LA FAMILIA.

viii



Agradecimientos

QUIERO AGRADECER a mis padres, Elsa y Paco, por el amoroso e incondicional
apoyo que me han brindado alo largo de mi vida, sin é] no podria haber llegado a
donde estoy.

También quiero dar mis mas profundos agradecimientos al Dr. David Vergara
por haberme formado con tanto entusiasmo y paciencia, sus ensenanzas han sido
verdaderamente profundas e influyentes en mi formacién como fisico. Asimismo
quiero agradecer al Dr. Eduardo Nahmad por haberme mostrado el camino cuando

estaba a punto de perderlo.

ix






Si eres receptivo y humilde, las matemdticas te llevardn de la

mano.

P. A. M. Dirac

El tratamiento de Dirac para sistemas con

constricciones

;EXISTE ALGUN PROCEDIMIENTO SISTEMATICO PARA CUANTIZAR UNA TEOR{A?
La respuesta a esta pregunta es afirmativa, y fué en gran parte el trabajo de Dirac
hacer posible dicho procedimiento, él afirmaba que si uno podia poner la teoria
cldsica en su forma Hamiltoniana, entonces se podrian aplicar un conjunto de
reglas para obtener la primera aproximacion a una teorfa cudntica[ 1, 2 ]. Mostrar

este conjunto de reglas serd nuestro objetivo en este capitulo



1.1 La ACCIéN, NUESTRO PUNTO DE PARTIDA

La accion se define de la siguiente forma:

S(q,q) = /dt£ (1.1)
q(t)

tl = q: (1.2)

q(t.) = 4. (1.3)

En la introduccién de este capitulo se menciond que se busca llegar a la forma
Hamiltoniana de la teoria, por lo cual el lector podria preguntarse porque
empezamos con una formulacién Lagrangiana en vez de simplemente plantear el
Hamiltoniano; la razén de comenzar de esta manera es que ciertas dificultades
aparecen cuando queremos que la formulacién Hamiltoniana de una teoria sea
relativista, en cambio, si se parte de la accion esto es bastante sencillo.

Sean (q'...q") nuestras coordenadas generalizadas, al variar la accién

obtenemos las ecuaciones de Euler-Lagrange:

d (az) oL _ ()

dt\og) og
L L L OL ()
040q T " ogtaq T T ogor T ogt ° e

Nuestra primera conexion con la formulacién Hamiltoniana es definir los

momentos canénicamente conjugados

pi= = (1.6)

En los casos mas sencillos los momentos serdn funciones independientes de las
velocidades, pero podemos no limitarnos a este hecho y considerar que pueden
existir relaciones entre las coordendas y los momentos denominadas

constricciones primarias.

Definicién 1.1.1 (Constricciones primarias) Son aquellas constricciones que



aparecen de las definiciones de los momentos y son relaciones entre éllos y las

coordenadas que indican que no todas estas son independientes

Ga(q'.pi) o (1.7)

Donde A, = 1, . .., r; dichas constricciones son débilmente cero, es decir, s6lo podemos
considerar que son cero después de haber realizado los paréntesis de Poisson necesarios

para obtener las ecuaciones de movimiento.

Cabe destacar que una teoria con constricciones es aquella donde las

constricciones (1.7) se originan a partir de que en (1.5):

oL
e (55 ) = (19)

Esto implica que no todas las ecuaciones de Euler-Lagrange son independientes.
El Hamiltoniano candnico es considerado una funcién de las coordenadas y de
los momentos, esto se deduce de su definicion (la transformada de Legendre del

Lagrangiano) y su variacién

Ho qupt_‘c (19)
. . oL ... 0L .
SH, = 8¢'p; + q'6p; — —68q' — —8¢' (1.10)
qpiTqop o q o
¥ oL
= 48— 584 (1.11)
q

Al ser independiente de la variacion de las velocidades y al depender tanto de la
variacion coordenadas como de los momentos deducimos que el Hamiltoniano
es una funcién de sélo las coordenadas y los momentos. Estas variaciones no son
del todo independientes ya que existen las relaciones (1.7), las cuales definen una
hipersuperficie en el espacio fase sobre la cual esta restringida la dindmica, es en
esta superficie donde son idénticamente cero y es donde el Hamiltoniano esta
definido; si deseamos extender la teoria fuera de la superficie se introduce una

arbitrariedad ya que no hay un modo unico para hacer esto. Es decir, se producen



las mismas ecuaciones de movimiento al variar la siguiente accién [3] :

Hp = Hy, + MGy, (1.12)

S(q,p,2) = /dt q'pi — Hr (1.13)

1.2 ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Queremos que la hipersuperficie de constriccion se conserve a lo largo del
tiempo con el fin de que el método sea consistente, por lo que debemos pedir lo

siguiente [ 1,2, 4]:
GA, = {04, Hr} = Villgs, + VﬁfcpAz R o (1.14)

Donde pueden llegar a aparecer constricciones secundarias ¢, (A, =r+1,...,3),
para las cuales también se debe de requerir que ¢, ~ o. Una vez que yano

emerjan nuevas constricciones es pertiente hacer las siguientes definiciones

Definicién 1.2.1 (Cantidad de primera clase) R es una cantidad de primera

clase si se tiene:

{R, gA} = Vﬁ@,q)gs (1-15)

Donde A =1,...,r,r+1,...,sdondes es el total de constricciones originadas a
causa del procedimiento anterior. Por consistencia de la teoria debe pedirse que el

Hamiltoniano total Hr sea una cantidad de primera clase, es decir

{Hr,Ga} = V4(p,9)5s (1.16)
Si esto no se cumpliera habria constricciones adicionales.
Definicion 1.2.2 (Cantidad de segunda clase) Las que no satisfacen (1.16).

Otro modo de escribir (1.14) considerando el conjunto de todas las

constricciones, tanto primarias como secundarias Cy = (G,,..., G, ¢,,...,9,)



es el siguiente

o~ {Ca,Hr} = V4(p.q)Cs + 1" {C4, G, } (1.17)

Definicion 1.2.3 (Constricciones de primera clase) Son aquellas constricciones

Fa que cumplen con lo siguiente:

{FmgB} :fa%(Paq)gC (1'18)

Es decir, son aquéllas cuyo paréntesis de Poisson es débilmente cero. El indice
a=1,...,mlasrotulay las cantidades S pueden ser funciones del espacio fase, pero

si son constantes, corresponden a las de estructura de un dlgebra de Lie.

Definicion 1.2.4 (Constriccion de segunda clase) Son las constricciones Xg que

cumplen con:
{Xg1,} = Cay (1.19)

Donde det Cpy # 0,Cg, = —Cyp,cony =1,...,1.

La razén por la que distinguimos las constricciones de primera clase (F,) de las

de segunda (X«,) es la siguiente: sitenemos a = 1, ..., m constricciones de
primera claseyy =1, ..., [ de segunda clase, nuestro Hamiltoniano serd
Hy =H, + A F, + yyxy (1.20)

Determinar el multiplicador de Lagrange y” es sencillo, simplemente hacemos

evolucionar temporalmente y 4

0R x5 = {X5>HT} = {stHo} + Aa{Xz;v"T—-a} + P‘Y{stxy} (1.21)
o~ {X57Ho} + Aa,/?‘,,gB + FYCSY (1.22.)



Definamos {x;, Ho} = Nj, al ya haber sido evaluados los paréntesis de Poissson

podemos hacer fuertes tanto las constricciones como el cero
—1
u" = —Cs Ns (1.23)

Con Cj,, siendo el inverso de Cs,, si tratamos de hacer esto mismo para las

constricciones de primera clase, vemos que

o~ Fy = {Fy, Ho} + A Fo, Fu} + W' {Fi 1, } (1.24)
o~ {Fp, Ho} +2%y.Gc + u'fp Gc (1.25)

Por lo cual, una vez que hagamos fuertes las constricciones nos quedamos sin la
posibilidad de despejar el atin indeterminado multiplicador de Lagrange; esto
implica que la ambiguedad en nuestras ecuaciones de movimiento no es
removible a menos de que modifiquemos el dlgebra de constricciones. Es por
esto que se imponen condiciones de norma para convertir las constricciones de

primera clase en unas de segunda.

Definicién 1.2.5 (Condicién de norma) Sea un conjunto de constricciones de
primera clase Fo, a = 1, . . ., m, se anladen nuevas constricciones ¢ , de modo tal que

ahora tengamos 2m constricciones que cumplan lo siguiente

{‘/—-m ‘Pb} = Cab (1.26)

Una vez impuestas las condiciones de norma, todas nuestras cosntricciones se
vuelven de segunda clase, y podemos redefinir el paréntesis de Poisson en el de
Dirac, dicho paréntesis evoluciona cualqueir cantidad de interés quitando la

arbitrariedad del multiplicador de Lagrange.

Definicién 1.2.6 Sean Ay B funciones en el espacio fase, y y x, constricciones de

segunda clase y Cgp, un elemento de su dlgebra, se define el paréntesis de Dirac como

{A,B}* = {A,B} — {A, y, }C"{x,. B} (1.27)



Donde C* es la matriz inversa asociada a (1.19) 6 (1.26).

El paréntesis de Dirac es de suma importancia ya que nos da la siguiente regla de

cuantizacién canodnica
1 ~ A~
{A, Xc}* — ;[AJCJ* (1.28)

Y ademads cumple con las propiedades usuales de los paréntesis de Poisson, es

decir [ 1]

Antisimetria {f, g}* = —{g,f}*

Linealidad {cf, + c,f,,¢}" = o {f..g}" + .{fs, g}*
Regla de Leibnitz {ff,,g}* = f.{f.,g}* + f.{f.g}*

Identidad de Jacobi {f,{g, h}*}* + {h,{f,.g}"}* +{g. {h.f}*'} =0

Desde el enfoque Lagrangiano diremos que una teoria es de norma si satisface la
condicién (1.8) y si ademas tiene simetria local, es decir es invariante ante

transformaciones de simetria que dependen del punto de la variedad donde esté
definida la teoria. En el enfoque Hamiltoniano diremos que una teoria de norma
es tal que al menos tiene una constriccién de primera clase, las cuales generan las

transformaciones de simetria vistas en el caso Lagrangiano.

Ejemplo 1.2.1 La accién cldsica para una particula en n-dimensiones es

1 dq® dq”
— [ dt (s, e .
S /d (2m e a4 (1:29)

Elegimos hacer una parametrizacién en t, es decir t — 7(t), esto es el modo de decir
que t deja de ser un pardmetro y pasa a ser una coordenada, el papel de pardmetro lo

toma t. Notese que

dt = ﬂdr se define o = d_a (1.30a)
dr dr
dt = tdr (1.30b)



Andlogamente para q°
dg* dq"dr  ¢°
d  drdt i (131)

Con estas consideraciones y notando que q* es un escalar bajo la parametrizacién(i.e.

q°(t) = q°(7))

S = /d‘r (imsab%q“q" — iV(q“)) (1.32)

Podemos notar que la accién ha cambiado por la afiadidura de t como coordenada,
esto nos lleva a la siguiente pregunta: ; Qué pasa si volvemos a parametrizar?

Hagamos una reparametrizacion T +— f(7), emulando el procedimiento anterior se

tiene
7= Z—; (1.33a)
la . tl
dr = 7df q" = q—, t=— (1.33b)
T T

Bajo la reparametrizacion la accion se vuelve
S = / df <1m3ab§q’“q”’ - t’V(q“)) (1.34)
2

Vemos que (1.34) tiene la misma forma que (1.32), es decir después de parametrizar
la accion se vuelve invariante ante subsecuentes reparametrizaciones.

Retomemos la accién (1.32), obtengamos sus ecuaciones de movimiento

1 Loy o a
L= ;mSaqu g’ — tV(q°) (1.352)
d (OL oL d (0L OL (1.35b)
— — =o0 —|=]|——5 =0 1.
dr \0g ) og dc \ot) ot 39
d [ 1, OV d 1 1., o)
e <m;qa> + taq“ =0 - <—;m8abi—2q 9 — V(g )) =o (1.350)
Ja 1 1. .
Pa = mit pe= —;m&,bi—zq g’ — V(q*) (1.35d)



Aqui es explicito el hecho de que los momentos no son independientes, es decir, agregar
una coordenada ha afectado dramdticamente la dindmica del sistema. Otro hecho
bastante notable surge cuando tomamos las tiltimas 2 ecuaciones y al hacer un poco de

dlgebra se llega a la célebre ecuacion de Schrodinger-Jacobi-Dirac.

PPy (1.36)
2m

p: +

Esto nos indica que los momentos espaciales no son independientes de los temporales,

porlo cual podemos considerar esto nuestra constriccion @, es decir

Pap +V=o

@(quapt) =pt+ o (1-37)

H=pt+p.g*— L (1.38)
= pit + paq® — (1mq da _ iV)
2t
= pit + padl® — ('t% - iV)
2m

:'t(pt_pﬂp +V) +paqa

2m

(e P
()

=0

En este caso Hr = A, usemos el formalismo hamiltoniano desarrollado
anteriormente

HT = l? = )L(pt + p;:l + V) (1.393.)

10



¢* = {q",Hr} = {q°, 29} t={t, 2} (1.39b)

Pa = {pa; Ao} pe = {pe. Ao} (1.39¢)
q° = {q“ﬂp:i } t={t,2p:} (1.39d)
Pa = {pa, AV} pr=o0 (1.39¢)
tj“:lp— t=2 (1.39f)
m
) ov )
Pa = _laq“ pr=o (1.398)

Es hora de probar nuestro formalismo, las ecuaciones de movimiento que acabamos de
calcular deberian de ser equivalentes a las ecuaciones de movimiento para el modelo
normal sin agregar el tiempo como coordenada, esto es muy fdcil de demostrar ya que si

regresamos a t y eliminamos el multiplicador de Lagrange, obtenemos

dg* _q¢* _p°

i F o om (1:403)
dp, a ov

Pa _ Pa _ (1.40b)

dt  t g

El formalismo es consistente, recuperamos las ecuaciones de movimiento.

1.3 EL ESPACIO FASE EXTENDIDO

La accién (1.13) est4 definida en el espacio fase extendido ya que los A* son
multiplicadores de Lagrange arbitrarios. Si se parte de un punto inicial, hay una
multitud de trayectorias (una por cada multiplicador) que llegarén a distintos
puntos finales, sin embargo, si se define el espacio fase real como la clase de
equivalencia de las diversas trayectorias el punto final es tnico, esto origina una
nueva simetria que media entre las distintas trayectorias dejando las ecuaciones

de movimiento invariantes, dicha simetria estd contenida en una transformacion

11



de norma [ 1, 5] y fué originada por agregar una nueva coordenada y extender el
espacio, esta coordenada nueva es el multiplicador de Lagrange; es por este que
nuestro sistema constrefiido puede verse como un sistema Hamiltoniano con
menos grados de libertad, de hecho con (n — s) grados. Analicemos con mas
cuidado éstas transformaciones de norma que como se menciond anteriormente,
son simetrias “internas” de la teoria y estin asociadas a las contricciones de
primera clase, Dirac conjetur6 que las constricciones de primera clase deben de
ser los generadores infinitesimales de las transformaciones de norma [ 2, 5], es

decir:

Definicién 1.3.1 (Conjetura de Dirac) Todas las constricciones de primera clase

generan transformaciones de norma
8. T =e™{T, F,} (1.41)

Como vimos anteriormente determinar el multipliador de Lagrange en
constricciones de segunda clase es sencillo, por lo cual el problema de
evolucionar una variable con el Hamiltoniano total, se reduce a evolucionarla con

el Hamiltoniano principal

Definici6n 1.3.2 (Hamiltoniano principal) Sean F, todas las constricciones de
primera clase, tanto las originales como las que emerjen a partir del algoritmo de

Dirac-Bergmann, el Hamiltoniano principal es
H,=H, +MF, (1.42)

Al ser simetrias internas, deben dejar invariante la accidn, ya que el estado fisico
es independiente del multiplicador de Lagrange. Al ser generadas por

constricciones de primera clase, s6lo es relevante el hamiltoniano principal.

12



Pidiendo esto notamos que bajo una variacién virtual

0=258.8= /dt (Se(piqi) - 3€Hp)) (1.43)

Sa(Piqi) (P 09" ) — pid Eq +q 861’1 (1.44)
SsHp = gsHo + Ss(lafa) (1-45)

Al ser transformaciones de coordenadas en el espacio fase, su conducta puede ser

estudiada mediante el uso de transformaciones canénicas infinitesimales [ 1, 3, 5 |:

SEqi = Ea{qi, F.} = 8“%}73 (1.46)
oF,
Seopi = eMpis Fab = =" (1.47)
q
SE]:a = 5b{fa7fb} = ghfabcfc (1-48)
§.H, = V' F, (1.49)
Entonces
. d . OF, . OF,
85 i-zz_isal_-ia a  -i_a fl .
(pid) = - (pideq’) — pic o 150y (1.50)
d JO0F, e
= (b 0pi)—e]-"a (1.51)
d JO0F, d, , .
= i€ o5, 2) — dt( e Fa) +E°F, (1.52)
d, , oF, .
— E‘(E (p, o .7:)) + &°F, (1.53)
8.H, = "V Ty + FuBA® + A e T (1.54)

13



Reuniendo todo

d 0F, :
o = /dt (—(Ea (p,% - ]':;)) + 5‘1]:(1 - 5avz]:b + -Fagaka + Aagbfabc]:c>

dt
(1.55)
= / dt (g‘“fa — e VP, 4 FubA® + 2%t abc]-“c) (1.56)
Concluimos entonces la regla de transformacién del multiplicador de Lagrange
§A% =29 — Ve + AP (1.57)
De aqui vemos que si imponemos que nuestra variacion sea cero, existen dos

posibilidades:

1. Que los pardmetros £° se anulen en los bordes, i.e.: £%(t,) = €%(t,) = o.

0F4
8})1‘
Fa = o deben de ser funciones homogéneas de primer orden en los

— JF, se anule; esto implica que las constricciones

2. Que la cantidades p;

momentos, esto se cumple en todas las teorias de tipo de Yang-Mills
incluido el electromagnetismo. Sin embargo, en el caso de la gravitacion

esto no se cumple.

Hemos delineado un método que nos permite elegir los grados de libertad fisicos
para posteriormente cuantizar la teoria exitosamente, obtenemos los
conmutadores y por ende hemos resuelto el problema de la cuantizacién siempre

y cuando se puedan encontrar condiciones de norma.
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Desde una perspectiva a largo plazo de la historia de la hu-
manidad — vista en, digamos, diez mil afios a partir de
ahora — no cabrd duda de que el evento mas significativo del
siglo XIX fué el descubrimiento de Maxwell de las leyes de la
electrodindmica. La guerra civil estadounidense se opacard
en la insignificancia provincial al ser comparada con este im-

portante evento cientifico de la misma época.

Richard. P. Feynman

Formalismo Hamiltoniano del

eleé’cromagnetismo

EL ELECTROMAGNETISMO ES LA TEORIA DE YANG-MILLS en campos mas
sencilla que conocemos, por eso es importante analizarla con el formalismo
desarrollado en el capitulo anterior con el fin de fijar ideas. Lo que nos interesa es
entenderla como una teoria clésica de campos que posteriormente serd
cuantizada, también nos gustaria resaltar su naturaleza geométrica. Cabe resltar
que el electromagnetismo es la piedra angular de la fisica teérica en el sentido de
que su cuantizacion es satisfactoria y ademds se puede unificar a la gravitacién en

un espacio-tiempo pentadimensional. A lo largo de nuestro desarrollo usaremos
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un tensor métrico My = diag(—l, 1,1, 1) y las siguientes definiciones:

A= (p,4) (212)
= A, = (—(p,]() (2.1b)
F,, = 0,A, — 0,A, (2.1¢)

Donde a (2.1c) se le conoce como tensor de Faraday, el cual es antisimétrico y de
hecho constituye las componentes de una 2-forma F = F,,dx* N\ dx’. Ademas
notamos que el 4-vector A¥ coincide con los potenciales electrostatico y vectorial

del electromagnetismo, los cudles al ser derivados resultan en el campo

electromagnético.
B=VxA (2.22)
R 10A
E=——-V 2b
T 9 (2.2b)

O bien, usando el tensor de Faraday.

F,; = —E; (2-33)

Fy = 5ijkBk (2.3b)

Ejemplo 2.0.1 El campo magnético se puede escribir en términos del tensor de

Faraday de la siguiente manera:

F; =0,A; — 0:A; (2.42)
E; = (0,4, — DA, (2.4b)
= B' — (—£¥0,A)) (2.4¢)
—,B (2.4d)

B = ielijF,-j (2.4¢)

Nos gustaria postular una accién invariante de Poincaré, eso nos deja con 2
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opciones [6]

S= /d4x (—iFwFW> (2.52)
S = /d“x (_ifaﬂquaBFW> (2.5b)

Sin embargo la eleccién de (2.5b) no es la mas conveniente ya que es una

derivada total, esto se muestra a continuacién

EapurFPFY = €50 (OFA” — O"A¥)(0*AP — OFAT) (2.6a)
= 4Capu (O*A"O"AF) (2.6b)
— 4€aﬁwal4(AV8“Aﬁ) (2.6¢)

Al ser una derivada total, carece de significado fisico cldsico, atn asi se puede
integrar para obtener una teoria en 1 + 2 dimensiones, dicha teoria se usa para los
anyones[ 7], los cuéles son particulas que generalizan los conceptos de bosén y
fermion, ya que el intercambio de dos particulas induce un cambio de fase global.

En vista de lo anterior, la accion para el campo electromagnético con fuentes es

1 J¥
S = /d4x —=F,F*" +=A, (2.7)
4 c

Ademas de ser invariante de Poincaré, pedimos que sea invariante ante la

siguiente transformacién de norma [8,9]

Ay Ay + O (2.8)
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El término —iFWFP”’ ya es invariante ante (2.8), por lo que

S8+ 388 (2.0a)
S+ / d‘*x;Q,A (2.9b)
S + / d*x (0,(JA) — O, J¢A) (2.9¢)
S + / d*x (—O,J*A) (2.9d)

Si queremos que la accién sea invariante (i.e. §S = o), tenemos que pedir

0,J¢ = o,lo cual es la ecuacién de continuidad.

Recapitulando, hicimos una transformacién de norma, para que la accion fuera
invariante de norma tuvimos que imponer un requisito que resulta ser una
ecuacion de conservacion; esto es un ejemplo del modus operandi en las teorias de
norma, uno postula la transformacién y para cumplir la invarianza de la accién se
impone una condicién que coincide con una ley de conservacion, esto hace que

las teorias de norma sean herramientas muy poderosas.

2.1  FORMALISMO HAMILTONIANO DEL ELECTROMAGNETISMO

Bajo la accién (2.7), las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan en

o (02 \_ 0L _ (210)
2 D(0uy) 04, =o 2.10
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0.% 1 OF,

8(8‘1Ap) = _;F”v—a((f‘)aA[;) (2.112)
1 0
_ _ e LAV QY Al
2F”v3(3aA[;) (OFA” — OYA¥) (2.11b)
1
T (9
_ 1 (g pha
N (F F ) (2.11d)
= —p# (2.11e)
0L
= — a'B
0, (8(@aAﬁ)) 0,F (2.11f)
0L JF

a_qu; - ? (2.12.)

Usando (2.11f) y (2.13) para conformar (2.10) obtenemos

B
0, FF° :]? (2.13)

Para desarrollar el formalismo Hamiltoniano tenemos que construir los

momentos generalizados

0L
B —
I1 (Ouhy) (2.14a)
0L 0L
N.B. = — .14b
D(D,As)  OAg (2-14b)
P = —pf (2.14¢)

Notamos que de los momentos emerge una constriccion primaria de primera
clase [ 5]
p=II°=o0 (2.14d)
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Los otros momentos son
IT'= —E = 0°A' — O'A° (2.14e)

Destacamos la relacién

A =TI' + 0'A° (2.14f)

La densidad Hamiltoniana candnica es

i ) 1 v ]{4
. =TI'A; + ZFWF“ — ?Ay (2.15a)
i Lo vy T
=11 (Hl + aiAo) — -II Hi + —FijF] - —Ay (2.15b)
2 4 c
Lo i 1o
= -II Hi + II &-AO + —PijF] - —Ay (Z.ISC)
2 4 ¢
Integramos la densidad para obtener el Hamiltoniano candnico
Lo i 1o T
HC = d3x -II Hi + II 8,'Ao + —F,'jF] - —Ay (2.15d)
2 4 c
Lo i 1o T
= [ &x | -II'TL; — A OIT' + —F,;F/ — —A, (2.15€)
2 4 c

Para efectuar la integracion parcial, consideramos que los términos de superficie

no contribuyen en el infinito. Veamos la evolucién temporal de la constricciéon ¢

b= T°(%, ) — / Fy{IT (5, 1), H5, 1)) (2.162)

_ / &y (8,-1‘["(9?, n-L@& t)) $FE—7)  (216b)

c

[1°(%, £) = OTT(, ) + %(5@, 0 (2.17)

Como el lector podrd notar (2.17) es la Ley de Gauss en forma diferencial, la cual
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también es una constriccion de primera clase

Y= 0TIl + Lo (2.18a)
c

. la]o i

X= 5 + {011, H .} (2.18b)
_ 1 1y
=7 C@J’ (2.18¢)

1

:Z y]H (218d)

Si por alguna razén hubiéramos procedido con la accién propuesta al inicio, pero
sin verificar que fuera invariante de norma, las constricciones nos hubieran
obligado de cualquier modo a satisfacer la ecuacioén de continuidad. Como J¥ no
es una variable propia del formalismo candnico sino una fuente externa, damos
por terminado el algoritmo de Dirac-Bergmann. La demostracion de que
efectivamente las constricciones y son de primera clase es inmediata ya que los
paréntesis de Poisson son nulos.

Ahora que ya hemos identificado las constricciones podemos construir la
Hamiltoniana extendida

JE

c

Hy = / dx (iH"Hi — AT + “FyFi — “A, + LIT° + 1,(91T + ]_°)>
2 4

(2.19)
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Las ecuaciones de movimiento para los momentos son las siguientes

(0. H) = (0G0, [ Ert.0) (2.200)
/ (Fk{n" >ik<yit>}+83<£—y*>];"<at>> (2.20b)
Lo+ [ @ (CPE o ragio)) (2.200)

- ]?"(5, 0+ / Py (;p'k(y, D{IT'(Z, 1), DA, D) — LA, t)})
(2.20d)
"o o ( STI(R 1) 5(0A(R, £)
:?<x’t)+/dyzp .1 <_8H“@’,t) 5A.(7. 1)
STT" (%, 1) 8(0ui (%, 1))
TG sALGL D ) (2:20¢)

Lwy+ / Fy 5~ )0 (O, 087 — O, 087) (2200
];(x 0+ / Fy8 (% — 7)510F (7, 1 (2.209)
= O,F"(¥,t) + —(%,t) (2.20h)

Las ecuaciones de movimiento para el potencial son:

A" =8(I1" - 0"(A, — A,) + 8°A,) (2.21a)
A° =2, (2.21b)
A" =T11" - 0"(A, — A,) (2.21¢)

Al ser una funcién de los multiplicadores de Lagrange el potencial muestra
explicitamente su naturaleza de variable de norma, adelante veremos como lidiar
con esta situacion. Hacemos énfasis en el hecho de que el formalismo
hamiltoniano es poderoso; nos di6 las ecuaciones de movimiento, la ley de

conservacion y ademds exhibi6 que el potencial es una variable de norma.
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2.2 EL ELECTROMAGNETISMO COMO TEORfA DE NORMA

Al comienzo del capitulo el lector podra haber notado que se supuso la
transformacion de norma del electromagnetismo, es decir, a priori ya se sabia
como debia ser esta transformacion. Por motivos historicos esto puede ser obvio,
ya que mucho antes del desarrollo de las teorias con constricciones se sabia que la
ecuaciones de Maxwell eran invariantes ante dicha transformacién. Pero nuestro
objetivo es desarrollar un marco de trabajo general, el cual tiene que prever que
las ecuaciones no siempre van a ser tan transparentes y nos van a decir cudl es la

transformacién de norma.

2.2.1 ELECTROMAGNETISMO COMO UNA TEORfA CON CONSTRICCIONES

Tomemos la conjetura de Dirac (c.f. (1.41)) observando que nuestras

constricciones de primera clase son el conjunto G = (g, ¥)

G=p=1II°
_ o _apiL b
gzzx_aln—i_?

Con esto, la transformacion de norma que debe satisfacer A” es

SAY(t, 7) = {A”, £'TI° + (DT + 12)) (.220)
c

— [ e pia e we.) (222b)

+ [aeenwes. @nes =) Gao
= §'e'(t,X) — 80> (¢, %) (2.22d)
A, =¢' (2.22¢)
§A; = —0*(t, %) (2.22f)
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Como la primera constriccion s6lamente afecta a A, es razonable hacer la

siguiente suposicion. Sea A tal que
g' = 0,A (2.22g)

También pedimos que

0ie* = —0iA (2.22h)

Si se satisfacen estas condiciones, es claro que

§A, = O, (2.22i)
A = A, + O\

De este modo se deduce como transforma A, no es necesario que esta propiedad
sea una hipoétesis adicional como tan comunmente es tratada. Considerando el

caso sin fuentes, es decir J¥ = o, imponemos las siguientes condiciones de norma

Q,=A,~o (2.23a)
Q,=0A ~o (2.23b)

Las cudles son la norma de Weyl y la norma de Coulomb [ 5, 10] respectivamente;
subrayamos que estamos en el caso sin fuentes, ya que de lo contrario cuando
J"u # olanorma A, = o no es consistente. Estas condiciones de norma

cumplen con

det({G%, 0}) # o (223¢)
{G,Q.} ={II°, A} = =& (¥ — ) (223d)
(02,0} — {AIT + %,Ao} — (2.23¢)
{G",Q.} = {II°,0A"} =0 (2.23f)
(G, 0.} = {aIT + ]? DA} = VP53 (F — 7) (2.239)

24



Una lectura rapida podria resultar en pensar que una matrizde 2 X 2 esla
apropiada para definir el paréntesis de Dirac, le pedimos al lector que recuerde
que las condiciones de norma también son constricciones, por lo cual al
agregarlas en vez de ncesitar una matriz 2 X 2 de necesitamos una de 4 X 4 dada

por

G= ( ° {ga,xa}> (2.23h)

{gu7Xa}T Y
o o —1 o
VZ
-1° ° ° 5 (% —7) (2.23i)
1 o o o
o —=V* o o
o o -8 (% —y) 0
o o o -
G = 47| %—] 2.23
$xE—y) o o 0 (2:23))
o : o 0

K|

47|32y

El paréntesis de Dirac correspondiente es

{A<t> ﬁ)vB(tvy)}* = {A<t7 £)>B(t7y>} (2.23k)
—//d3zd3w{A(t,5c’),ga(t,Z)}(G_l(Z’,ﬁ))“b{gb(t,ﬁ),B(t,i)} (2.231)
(2.23m)

Con esto hemos resuelto el problema y podemos verificar que las paréntesis

canonicos son

}=o (2.23n)
}=o (2.230)
V=887 — ) — 00—

—_— (2.23p)
47 |~ |
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Ya que IT° = o = A,, usualmente se define a el lado derecho como la delta

transversa.

1

47 | X = |

_ / L) <5111 _ %)
(2m)3 k>

Es importante subrayar que esta delta nos permite imponer la ley de Gauss

(5 (3~ ) = 88( - ) - 00

cudntica ya que su divergencia es nula

(= = P’k s (& Kk
3i(8’i)tr(x —y) = /W& (ek( ¥) (8]1 — P )) (2.24)
#k o e (o Kk
= / (Zﬂ)3ikje’k( 2 (8’1 = ) (2.25)
Pk g ek,
= i/ ( )3ezk-(x—y) <k,~ T ) (2.26)
2T 2

=o (2.27)

Donde desde luego, las derivadas han sido efectuadas en .
Procedamos a cuantizar la teoria promoviendo los paréntesis de Dirac a

conmutadores bajo la regla de cuantizacién canénica

[Ai<t> 9?)7Aj(t7y)]* =0 (2-283)
[II'(t, %), IV(t,%)] = o (2.28b)
[Ai(t, %), TV (¢, )] = ih(8))" (& — ) (2.28¢)

— &k ik-(%—y) [ ¢ Kki
—zh/(2ﬂ>se Y (8,-— n (2.28d)

Se recalca que se tuvo que definir la delta transversa a causa de dos motivos: su
divergencia es nula y por ende nos da el conmutador apropiado y refuerza el

hecho de que no existen fotones longitudinales.
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2.2.2 GEOMETRIA DE NORMA

La invarianza de la dindmica ante una fase global resultaba en la conservacién de
carga [ 6], si pedimos invarianza local de fase también se va a conservar la carga
pero ademds se tiene que introducir un campo vectorial para que la dindmica sea
covariante, este campo va a ser el 4-potencial vectorial. La invarianza local de fase

implica que un campo escalar transforma de la siguiente manera

Yy =Wy (2.29)

Es bien sabido que la derivada direccional de un campo escalar en la direccién

€S

é’l/’@y‘// = lim ‘//(x + 5:) — 1//(96) (2.30)

£—0 g
Vemos que la derivada estd definida en dos puntos de la variedad, esto implica que
debemos usar un mapeo para comparar una funcién en ambos puntos; para ir del
punto x al punto y usamos un mapeo U(y, x) denominado conector que obedece

la regla de transformacién del campo escalar [9], en cada uno de sus puntos
Uly, x) = O U(y, x)e @@ (2.31)
Ademads, notamos que por construccién
Uly,y) =1 (2.32)

En nuestro caso I = 1 Queremos que conectar el campo escalar de un punto a
otro sea invariante, es decir, queremos que ¥(y) U(y, x)V/(x) transforme

invariantemente, por lo cual se propone
U(W, Z) _ e—ie JZ dut Ay (x) (2.33)

Definicién 2.2.1 (Derivada covariante) Por medio del conector valuamos la
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derivada direccional (2.30) en un mismo punto de la variedad de la siguiente manera

Y(x + ef) = Ulx + ef, x)y(x)
9

{*Dyy = lim (2.34)

Dessarrollando el conector a primer orden y usando la regla del trapecio para

evaluar la integral, se obtiene

x+el
Ulx+el,x) = T — ie/ dxtA,(x) (2.352)
eclt
=i Ay (x + el) + Ay(x)] (2.35b)
~ I —iecltA,(x) (2.35¢)
Reconocemos que el término A, (x) = —ed,¢ esla conexién de nuestra

variedad. De este modo, la derivada covariante resulta ser

Yl £ ed) — y(x) + el A, (%)Y (x)

“Dyy = li 36
{*Duy sm - (2.36)
= {0,y +iel*A, (x)y
Y nos damos cuenta que nuestra eleccion de direccion es irrelevante
D, = 0, + ieA, (2:37)

Como se menciono al principio el campo vectorial A, fue introducido para que la

dindmica fuera invariante, veamos como transforma notando que por (2.35c)

U~ 1T —iecl*A, (2.38a)
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Entonces

U = ety (x 4 ef, x)e ) (2.38b)
o aleted) (]I — iee{”Ay) ¢ i) (2.38¢)
— ilalxte)—a(x) (]I _ ies{“Ay) (2.38d)
= (]I + iEZ“@Ha(x)) (]I — ieeZ”Ay) (2.38e)
~ I —iecltA, + iel*Opa(x) (2.38f)
0
=1 —iesl* (—La —i—Ay) (2.38g)
e
_ ) A
I—ieclA, =1 — iecl* (—g) (2.38h)
_ O,a
SAL=A % (2.38i)

Recordando el modus operandi de relatividad general, en donde construimos la
derivada covariante de modo tal que la métrica sea constante para ella (i.e. que el
modo de medir no cambie en el espacio-tiempo) ésta nueva derivada covariante

hace que el grupo unitario sea constante bajo la derivacién.

Lema2.2.2

D,V = ¢“D,y (2.39)
Prueba
D,y = (au + ieAu) v (2.402)
= (Q, + ie (Ay — %)) ety (2.40b)
= ¢ (ay\k + iay(a)‘l/) + iee™ (Ay‘// - %‘/’> (2.40¢)
— eia y‘# + e ei“AM// (2.40d)
_ eia(x)Dyv/ (2,.406)
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La creacién de la derivada covariante nos permite ver que podemos formular el
electromagnetismo geométricamente, recordando que en relatividad general el
conmutador de derivadas covariantes es el tensor de Riemann, podemos ver que

aqui el conmutador de derivada covariantes resulta en el tensor de Faraday.

Lema 2.2.3

ID,, D,| = —icF,, (2.41)
Prueba

[Dy, D,y = [0, + ieA,, O, + ieA, |y (2.42a)
= Yo HiE(AY) s HieAy Y, — EAAY (2.42b)
= Vow —ie(Ay¥)y —ieay ¥+ A4, (2.42¢)
= ie (A ¥+ Af) + ieAy¥s (2.42d)
— e (A ¥+ A ) = ieAyy (2.42¢)
= ie (Avm _AWV) 14 (2.42f)
.[Dy, Dy] = —ieF,, (2.42g)

:Qué nos dice esto? Sianalizamos que hemos hecho, podemos notar que nuestra
variedad es un fibrado .# = M* x U(1), lo cual indica que el espacio base es el
espacio-tiempo y la fibra es el grupo unitario. Por lo cual si tomamos un espacio
pseudo-Riemanniano de este tipo, su curvatura contendra la dindmica de una
particula bajo U(1), y de hecho si calculamos las geodésicas en éste espacio nos
dardn trayectorias para una particula bajo la fuerza de Lorentz. Por otra parte

vemos que el tensor de Faraday transforma covariantemente.

Lema2.2.4
[DvaW’ = —ei“(x)Fy,,\Y/ (2.43)
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Prueba

D, D,Jy = [0, + ieA,, 0, + icA,}¥ (2.442)
= Vo Hie(A V), +HieA, V., —€AA, Y (2.44b)
= Vo —ie(AyY)y —ieA Yy +EAAY (2.44¢)
= ieAyy ¥ + A FAY (2.44d)
— A ¥V — AV —AYy (2.44¢)
_— (a,, (Av - a:“) — 9, ( . ?)) v (2.44f)
= iee” (0,4, — 0,A,) ¥ (2.448)
= —ied®@F,,y (2.44h)

Cabe destacar que, en todo este contexto cuando nos referimos a la covarianza,
no nos referimos a la de relatividad sino a la de norma, en este caso la asociada a
U(1). El conector nos lleva de un lado a otro de la fibra, por lo cual si nos
movemos en un circuito cerrado habria que esperar que estuviera relacionado
con la curvatura. Una direccién de movimiento en dicho circuito serd la

direccidn a¥ la otra sera b¥, el conector es

Ut x) = U(at) =U(x, & 4 cb¥)U(at + b, a 4 ca¥ + cb*)  (2.45)
U(xt + ca + bt ¥ + ea*)U(x* + ca, a¥)

Notamos que

Ux* + en a¥) = 1 — ieen’ A, (x*) = e T4 () (2.46)
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U(xy) :e—ie(x”—xv—Ebv)Av[M] (2.47a)

eie(x”+5b” fxvfsavfsbv)Av[M}
e—ie(x"+aa"+€b" —x”—ea”)Av[M]
eie(xv+€a" —x")Ay [M}

—piesb Ay [+ ] —ieca’ A, [x¥ebi4 525 (2.47b)
e—iesb”A., [t +eat #}eieea"Ay [x“—&-%]

no et (Avt S0 (bHAy)) j—iee(at Ay+eb* Dy (at Ay )+ Sa* 0y (b Ay)) (2.47¢)
e—iea(b"Av-‘rEa”av(b“Ay)-‘rfbvav(b”Ay)) eiee(a"Av-i-fﬂ"av(““Au))

—les™ (b0, (atAy) —at 0y (b7 Ay)) (2.47d)

:eiea"(u“bvav(Ay)—a”b"ayAv) (2,.476)

:eieesza”b" (2.47f)

De este modo queda mas que claro que la geodésica en este fibrado corresponde
a una particula experimentando la fuerza de Lorentz. Habiendo construido la
derivada covariante, podemos notar que si en una teoria queremos incorporar el
campo electromagnético basta con sustituir las derivadas por derivadas

covariantes, a esto se le conoce como el principio de acoplamiento minimo.

2.3 ELECTROMAGNETISMO EN ESPACIO-TIEMPO CURVO

Para hacer electromagnetismo en espacio tiempo curvo, sustituimos las derivadas
parciales por las derivadas covariantes en un sentido relativista, donde la

conexion es el simbolo de Christoffel, i.e.

OJ = VYV J¥ (2.48a)
O, F* — V ,F (2.48b)
V' = 0" + I‘;svs (2.48¢)
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Tomemos el campo electromagnético sin fuentes, su lagrangiana es
& = —~gPE F
= 4 gy yut By

El tensor de energia momento candnico es el que estd dado por el teorema de
Noether

0% 1
(To)t = ———=0,A, + —SfF”sF s (2.49a)
‘ 000,4,) "7 4 !
1 OFr? 1
= _;FPUW&VA7 + ZSfFVSFYS (2.49b)
uily
= —F70,A, + iSi‘FrSFYg (2.49¢)

El problema del tensor canénico es que no es simétrico y que ademds no es
invariante de norma, para simetrizarlo se le debe sumar otro tensor; se tendrd un

tensor simétrico e invariante de norma denominado tensor de Belinfante.
Ty = (Tc)y + 0,B* (2.50)

Los tensores de energfa-momento tienen divergencia nula, agregamos la

divergencia del tensor BP¥" el cudl es antisimétrico en p y g, de modo tal que
0,Tg =o (2.51)

Ya que la contraccién de un tensor simétrico con uno antisimétrico es nula. EI

tensor antisimétrico mas sencillo que podemos construir en este caso es

BPEY = FPEAY (2.52)
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De este modo
TV = —F0"Ag + g FPTEg, + Og(FFA")
4
= PO A + 1;1WFMFM + (OgFP*)A” + FF9A"
4
v 1 v
= FeF” + —n""F"F,
4
El cual es simétrico e invariante norma, ademas
(o] 1 2 2
Ty = — (B +B)

Tv%izsi

(2.532)
(2.53b)

(2.53¢)

(2.542)

(2.54b)

Es decir nos da la densidad de energia, el vector de Poynting y las entradas T)

corresponden al tensor de esfuerzos del campo electromagnético. El tensor de

energia momento en gravitacion tiene una definicion disinta que emerge a partir

del Teorema de Noether, si w” es un pardmetros de la simetria y j¢ la corriente

asociada al pardmetro, podemos expresar J¥ = dtw”. Silas coordenadas en el

espacio-tiempo curvo transforman de la siguiente manera
/,
K = xt 4 wh(x)

Sabemos por teorema de Noether [11] que

8S = /d‘*x (0,44 "

= — / d* Dy,

1
= — /d4x ;T‘” (aywv + ava)
Por invarianza del intervalo, sabemos que

g’w3 (x)dx'Tdx"® = g, (x)dx¥dx”
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(2.55)

(2.56a)
(2.56b)

(2.56¢)

(2.57)



Asuvez

Oxt Ox"
Vo y 7 4.8
Guv(x)datdx” = g, () o7 dxy@x’ﬂ dx (2.58a)
. Ox* Ox”
 gp) = gyv(x)ww (2.58b)
Ademis
Ouxt 0

— (e
) (2590
~ 85 - 87“’#(’“) (2.59b)
gp¥) = (8; — 0,0 (x)) (82 — Opw” (%)) guv (2.59¢)
R gyp(x) — Opu’gyy — Oy, (2.59d)
8gys = — (Oywp + Dpwy) (2.59¢)

Con esto ultimo y con (2.56¢), llegamos a

5§ = = /d‘*x T 8g,, (2.60)

2

Con lo que concluimos que para gravitacion, el tensor de energia momento se

define como

5S
Sgw

T = —»

(2.61)

Ejemplo 2.3.1 (Campo escalar) La accién para el campo escalar en un

espacio-tiempo curvo es

S= /d“x\/gi (8 0,90,p — m*9?) (2.62)
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Notamos lo siguiente

1
§\/g = ——=0g
vi=
— Ls(eTrlng‘w)
28
1
= —38(Trlng,,)g
2\/§ #
g va
= %Tr(g 88uv)
g,
= \/T_g E 8,
8 w
= ig“ S8uv
2
Ademds
8§78y = 85
= 8(g"gwy) = o
08" gy + 8788y =0
(Sg‘”gvy _|_ngng?)84>7 =0
S = g
Con lo que

5S = / d“xi (5/8Z + /20O, 58°)

1 g v
= / dx (% UST IR \/gg‘”gﬂSgyﬂ@wav?)

ST = 040" — L

(2.63a)
(2.63b)

(2.63¢)

(2.63d)
(2.63e)

(2.63f)

(2.64a)
(2.64b)
(2.64¢)
(2.64d)

(2.64e)

(2.65a)

(2.65b)

(2.65¢)

Procediendo del mismo modo que el ejemplo anterior, obtenemos el tensor de
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energia momento para el campo electromagnético [6]

v v 1 v
™ = F F” + Zg" £ (2.66)
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Bueno, hoy en dia las teorias de norma son fundamentales
paranuestra comprensién de la fuerzas fisicas. Pero también
son parte de una idea matemdtica que ha estado presente por

mas tiempo que las teorias de norma mismas.

Roger Penrose

Formalismo Hamiltoniano de Yang-Mills

en el caso no abeliano

EL CASO NO ABELIANO ES MUCHO MAS RICO EN CONTENIDO QUE EL ABELIANO
ya que es no-lineal y permite otro tipo de vértices en los diagramas de Feynman,
haremos el tratamiento anterior, con el algoritmo de Dirac-Bergmann y
destacaremos el dlgebra que deben obedecer las constricciones; finalmente

obtendremos las ecuaciones de movimiento.

3.1 LAGRANGIANA DE YANG-MILLS

Las teorfas de Yang-Mills son generalizaciones del electromagnetismo donde en

vez de usar un grupo de norma abeliano se usa SU() el cual es no-abeliano, los
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potenciales estan dados por [12]

A = A dx? (3.12)

A, = AT (3.1b)

T € su(n) (3.1¢)
114 = i e (314)
Tr(T°T") = iS“b (3.1e)

El andlogo al tensor de campo o tensor de Maxwell es

F= EF:vT“dx“ A dx’ (3.2a)
2

F., = 0,A, —0,A, —iglA,, A)] (3.2b)

F:v - 8[4AZ - avAZ + gfabcAZAi (3.2C)

(32d)

La Lagrangiana debe de ser invariante de norma, los escalares mas sencillos que

podemos formular para una teorfa con fibra SU(n) son [9]

L = —iTr[]FWF‘”] (3.33)
2g*

L = =Tt yyogF T (3.3b)
28

La segunda opcién queda descartada como nuestra teoria ya que es una derivada

total, esto se demuestra a continuacién

F=dA+ANANA (3.42)
TrIF* = Tr[(dA + A AN A)(dA + A N A)] (3.4b)

=Tr[dANdA+dANANA+ANANIA+ANANANA]
(3.4¢)
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NB.1 Tr[dA ANANA] = Tr]A AN A A dA] (3.4d)
TrIF* = Tr[dA N dA + 2dA N A N A (3.4€)

NB.2 TrldAAAAA] = “d[Tr(AAAAA)] (3.4f)
3
N.B.3 dAANdA =d(A AdA) (3.4g)
NB.4 TrIANAANAANA] =0 cf Ara (3.4h)

ST = dTr(AAdA + ZAANANA)]  (3.40)
3

Lo cual prueba que el lagrangiano es una derivada total; el primer lagrangiano es
similar al que se us6 en electromagnetismo, para ver esto basta estudiar sus

componentes

L = ——Tr[F,,F*]

28
1 T . TY
= ——Tr[F* —F¥v .
e " o] (3.52)
_ 1 a vb arb
= —@FWF” Tr[T°T"] (3.5b)
_ 1 a vb ab .rabcra
= —@FWF“ Tr[I8% + if *°T°] (3.5¢)
= — —_F (3.5d)
48

Obtendremos las ecuaciones de movimiento a partir de ésta lagrangiana, para
tenemos que ver como es la derivada covariante para el tensor de campo, ya que
aparte de que sus componentes sean elementos del dlgebra éstas deben
transformar covariantemente como tensor; para explorar este caso hagamos lo

siguiente

(3.6a)

F v —-F v
r’aaaFyv _ hm U (.X' +frl) uw (X)
f—o f

Como la derivada no transforma adecuadamente se introduce la holonomia

U(x, y) que transforma de la siguiente manera

U(y. x) = V) U(y, 2)V () (3.6b)
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Y que cumple con

Uly,y) =1 (3.6¢)

Para un desplazamiento infinitesimal tenemos
Ulx + fig, x) = L + igfn* A (3.6d)

Lo cual nos dice que A¥ esla conexidn del fibrado. Con éstas consideraciones, la

derivada covariante es

Py (o + fn) — Ul + fi, %) (x) U, x + fi)

n*DalFy, = lim (3.6e)

f—o f
o Fu(a+fy) — T+ igfn®Ag) Fy(x) (T+ igfnfAg)
= lim (3.6f)
f—o f
F, - F,,
%chim U (x +ﬁ7) u ('x> . igﬂ“AaFyv(x) + igﬂaFyv(x)Aa
—0
(3.68)
= 1" 0Fy, — ign®[A,, Fw] (3.6h)
2. D,Fy, = 0.F,, —iglA,, F,,] (3.61)

Al ser el analogo del caso abeliano, es de esperar que este tensor contenga la
informacién dindmica del campo, por lo cual su divergencia covariante deberia de

darnos las ecuaciones de campo. Usemos el princpio variacional para confirmar
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esta hipdtesis

S = / d*x (—%Tr(IFWIE‘””)) (3.72)

28
58S = —é / d*x Tr (IF“”S]FW) (3.7b)
§F, = 0,(8A,) — 0,(8A,) + ig[§A,, A,] +ig[A,, §A,) (3.7¢)
= (0,(8A,) + [A, SA,]) — (0,(8A,) + [A,, 8A,]) (3.7d)
~ D,(54,) — D, (54,) (37¢)
5= / d Tr (F* (D,(5A,) — D, (5A,))) (3.76)
= —g%/d“x Tr (IF‘”’DM(SAV)) (3.7g)

Destacamos que la derivada covariante de norma obedece la regla de Leibnitz y

que bajo trazas se convierte en parcial

D,(F¥§A,) = 0,(F*sA,) + ig[F*SA,, A,] (3.7h)
= 0,(F*)8A, + F*'9,(8A,) (3.71)
+ ig[F*, A ]A, + igF*"[§A,, A,]
= (0, (F*) + ig[F¥", A,]) SA, (3.7))
+ T (9,(8A,) + ig[8A,, A,))
= (D, F*) 8A, + F* (D,SA,) (3.7k)
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Bajo la traza sucede lo siguiente

Tr(D, (F'A,)) = Tr(0,(F*5A,) + ig[F*5A,, A,)) (3.7])
= 0,Tr(F¥SA,) + ig Tr([F*'sA,, A,)) (3.7m)
— 9, Tr(F*SA,) (3.70)
+ig Tr(F®[SA,, A,] + [F*, A,J5A,)
— 9, Tr(F*SA,) (3.70)

T T
+ig Tr(F””dTSAZAzziJ(““?)

T, ,T¢
+ ig Tr(F¥"* Abaif “”CZSAf—)

2

= ayTr(IF”"SAV) (3.7p)
8 fimk puvk yme 41

— ;f F¥ Ay SA,
g imk uvi am c

— ;f F¥ Ay SA;

Tr (D, (F*8A,)) = 9,Tr(F¥'5A,) (3.79)
Finalmente, la accion resulta en

55 = — giz / d*x Tr (D, (F5A,) — D, (F*)5A,) (3.71)
S é / d*x 0,Tr (F¥8A,) — Tr (D,(F*)5A, ) (3.75)
-2 / dés Tr (D, (F*)5A,) (3.7%)
(3.7u)

Como es respecto a una variacion arbitraria del campo A, concluimos que
DHFMV =0 (3-7V)

Estas son las ecuaciones para un campo bosénico de Yang-Mills sin fuentes [ 5, 9].
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3.2 ALGORITMO DE DIRAC-BERGMANN

Procederemos a construir el formalismo Hamiltoniano de Yang Mills, para esto la

primera entidad que debemos identificar son los momentos canénicos, los

indices griegos son para el espacio-tiempo, (a, ..., h,p, ..., z) son de grupoy
(i,...,0) para espacio unicamente.
0L Fev (3.8)
_ = — 3.0a
0(9u43) g
0L
= —— .8b
FOV
=——= (3.8¢)
8
FC
= 2 (38d)
g

Recordemos que los generadores infinitesimales del grupo obedecen el dlgebra
su(n),ie.
[Tau Tb] - lfabcTc (3.86)

Por lo que el tensor de campo tiene la siguiente expresion

F¢ — ayAv _ avAy _ lg[A#,AV] (38f)
Y 0MAL— A+ gl (>t9

Y la derivada covariante para un campo arbitrario Q) resulta en
DO = 0,Q, — gfabc LA, (3.8h)

Con esto expresion podemos notar que dada la antisimetria del tensor de campo

el momento canoénico I es una constricciéon primaria y de primera clase.
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Ademas nos permite ver claramente la forma de los momentos restantes

x, = ~o (3.8i)
. 1 .. . .

I, = — ¢ (AL — 0'A] + gfancARAL) (3.8))

Af = @TIC + DAL — gfupcALA; (3.8k)

Construimos el Hamiltoniano candnico de la teoria

F¢ F&”

H=TILA + % (3.92)
s FiF) )
H T 4 = + TTO,A% — gfap JT ALAS (3.9b)

F;;FZ’ . )
H = / dPx H IT, + + I OAL — gfu T ALAS (3.9¢)
4g*
F;.Fg , N
/ e (ST, + 7 g~ ghud A )  (od)
4g*

Y de paso construimos el Hamiltoniano total para poder aplicar el formalismo de

constricciones

Hr =H, + /d3x A% (), (%) (3.9¢)

De la evolucion temporal de la constriccién emerge otra constriccion

fIZ = OIT, — gfdaCH;Af (3.10a)
= D,IT, (3.10b)
G, = D,IT, (3.10¢)

Con el fin de ver si es de primera o segunda clase, vedmos su dlgebra. Dado que el

calculo de la misma puede resultar laborioso si se procede como es usual,
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debemos definir las constricciones del siguiente modo
GgIN’| = /d3v N*(v)D,IT, (3.10d)

Donde N* es una funcién de prueba con soporte compacto la cual va a servir
como una distribucién que hard fuerte la constriccion en el espacio fase

restringido.

(GIN"), G} = g [ o NN ()3T ()05 )
-~ gfu / Pry N (o) M ()3 T (0) (8 (v — )

+ & (facefoed — facdfoce) /d3v N*(v)MP(u)ITLA%  (3.108)

En este punto es pertinente hacer las siguientes observaciones: la derivada en el
primer sumando es con respecto a v mientras que en el segundo es repecto a y;
ademds, en el tercer sumando la integracion sobre y ha sido realizada.
Evidentemente, en los tres sumandos ya se ha realizado el paréntesis de Poisson

correspondiente.

Lema 3.2.1 (Delta de Dirac) La representacion integral de la delta de Dirac estd

dada por

1 (o
S(x—y) = (Zﬂ)d/Rddke’k( ») (3.10f)

Destacamos el siguiente hecho

0 0
53(96—)/) - —a—yS(x—y) (3.108)

Cambiando la derivada por y en el primer término y por v en el segundo para
posteriormente integrar por partes deja invariante los signos; también

efectuamos la integracion sobre y lo cual nos libra de la delta de Dirac, con esto
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nuestro desarrollo llega a
{GIN%], GIM"]} = gfoca / d*v NTLEOM? + N*MPO,ITE
— &fach / d3v MPN°OIT: + MPITLO;N*
- ¢ et + futf) [ @VNMIIA,  Grach)

Para simplificar el tercer término hacemos uso de la identidad de Jacobiy

reacomodamos los primeros dos sumandos
(GIN°). G} =g [ @ N (fs — fus) O
+g / & I (N*fyea M — fo MPON?)
+ & fabefeed / &v N*MITA] (3.100)
Integramos por partes en el primer término del segundo sumando
= —¢fiba / v (N*M° + N°M*) OI1;
—g / v (foeaM®(O,(TIIN?)) + fu MPO:N ILL)
+ & fabefeed / &y N*M'TILA (3.10§)

Expandiendo la derivada del producto y usando la antisimetria de las constantes

de estructura, nos deshacemos del término f,;, MO, N°TT!
= —gfiba / Fv (N*M® + N°M*) OI1
— g/d%fbcaN“Mb@iHi

+g2fab ced/d3v NaMbHi-AZ (3.101()
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Usando de nuevo la antisimetria nos deshacemos del término N“Mb&-l'[i

=—g / v f,,N°MPOIT

+ & favefcea / d*v N*M'TILAG (3.101)
=g / @ f.,N*MPOIT:

+ & feafecd / v N*MPIILAS (3.10m)

= g/d3v (&Hi —}—gfecdl_[iA;) [N, M (3.10n)
= g/d3v (3,-Hi —gfcedHiAg) [N, M| (3.100)
= g/ d*v DiIT [N, M|° (3.10p)
A{GIN, GIM']} = gf*“G[IN. M]'] (3.109)
Con lo cual concluimos que también son constricciones de primera clase, por lo
cual debemos hallar las condiciones de norma apropiadas para esta teoria con el
fin de volverlas de segunda clase y poder construir los paréntesis de Dirac., sin

embargo, con el fin de ilustrar otro método de cuantizacion, procederemos de

manera distinta.

3.3 CUANTIZACION DE LA TEORIA DE YANG-MILLS

Si se busca cuantizar una teorfa de campo (¥4, 4, . 4,), una de las formas mas
populares es a través de la integral de Feynman, la cual nos da todas las

interacciones que podemos tener a través de la siguiente integral funcional

[2, 12, 13]

Zm B /H H D\I,AlaAz,...7As€%s+%fd4x]A1’A2 AAAAA AWy A A (3.11)
A,

(t,D_C‘) A17A17~--, s
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Dicha integral resume las interacciones, las cuales pueden ser obtenidas a través
de derivadas funcionales, es decir, efectuar las derivadas resultard en obtener las

funciones de Green de la teoria.

G,,(xlAl, c 7ann) = <o| T(‘i’A1 (xl) .- ‘i’An(xn)) ]o) (3.12)

_ 1 g2l (3.13)
" Z[o] 8] (x1) - - 8]a. () '

Donde

Z[O] :/H H D\YAI,AZ,...,ASe%S (3-14)

(£,%) AuyAsse A

Es el caso donde no tenemos fuentes de interacciones.

3.4 FANTASMAS

Dada la ambigiiedad inherente a una teoria de norma, cuantizar la teoria por
medio de una integral funcional es un método que usualmente falla si se procede
como se describe arriba [ 13 ], hay que introducir unos campos suplementarios
denominados fantasmas; dichos campos violan el teorema de espin-estadistica ya
que anticonmutan pero tienen espin entero. La herramienta matemadtica que nos
permitird introducir dichos campos son los nimeros de Grassman, los cudles

también son usados para representar campos fermidnicos.

3.4.1  NUMEROS DE GRASSMAN

Definicién 3.4.1 (Nimeros de Grassman) Sean f3,, B; € G donde & esel

conjunto de los niimeros de Grassman tales que

ﬂiﬂj+ﬂi/3i:o i,j=1,...,n (3.15)

=B =o (3.16)
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Es decir, son generadores de un dlgebra graduada. Si x € C tenemos

xp; = Py (3.17)
Definicioén 3.4.2 (Funcién de una variable de Grassman)
16 -6
Toda funcién bien comportada admite una representacién en términos de generadores

FB) = fo + B+ BB+t~ BBy (3a9)

m i

Definicion 3.4.3 (Derivadas) Sean la derivada izquierda y derivada derecha

los siguientes operadores respectivamente

0
a5, C(®) ~{AB)|p < &)

d
G_,Bk <ﬂ1ﬁz“'/3k_1ﬁkﬁk+1 . .ﬁj) = (_l)k_lﬁlﬁz"'ﬁk_lﬂk+1 B, (3.19)
S C(®) e < ©)
d |
(Bbe bbb 8) g = (S0 B BBy (20)
Ejemplo 3.4.1
0 = (3.21)
6. (B.B.B,8,) = (B.B,B,) 321

(B.B.BB,) 77 = — (B.B.B,) (3.22)

d
9B,



Definicion 3.4.4 (Integral de variables de Grassman) Si tomamos 1-formas

definidas sobre las variables de Grassman y derivamos la expresién 4.65 tenemos

dp.dp; + dp,dp, = o (3.23)
d(ﬁiﬁj + d.BjBi) :dﬁiﬂj + .Bjdﬂi =0 (3-24)

Se definen las siguientes dos integrales pidiendo que sean invariantes ante traslaciones

/dﬁ,. =o (3-25)
[ dep=s (3:26)

Ejemplo 3.4.2

[ e, ag.p.p. =~ [ ab. pp. b, = (327)

Lema 3.4.5 (Cambio de variable) El cambio de variable en este caso es muy

conveniente, sean B,y € & cona € C donde

B=ay (3.28)

Sabemos que

/dﬁﬁ:1
[ a7
_dy

= dp = — (3-29)

a
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Generalizando el caso anterior donde A;; es una matriz

,B,- = Aij?’j (3-30)
dp; = (Aﬂ)idej (3.31)

/ ag, - dp, f(B) = / (detd) ™ dy, -dy, f(B(7)  (3:32)

Como mencionamos anteriormente, las variables de Grassman nos ayudan a
incluir los denominados fantasmas en la teoria, esto va a resultar ser de mucha
utilidad para representar determinantes de operadores como integrales
funcionales.

Sea M una matriz antisimétrica con eigenvalores A; y  un vector cuyas

componentes 8, € &, como es usual definimos la siguiente integral

(M) = /dﬁl o dp e FME (333)

Un resultado conocido del dlgebra lineal nos dice que podemos hacer la siguiente

transformacion de similitud y desarrollo

o A o o -+ o
—A o o o -+ o
o o o A, o
M=0oMO0T=]| o o =1 o - o (3.34)

0 € O(n)

(3.35)

52



BTMB = pToToMO" 0B (3.36)

= BTO"™M'0p (3-37)
p=0p (3.38)

pr =pro’ (3.39)
BTMB = B" (3.40)
S I(M) = /dﬁl - dpB, e BTMB (3.41)

Ejemplo 3.4.3 Desarrollaremos la expresion anterior para el cason = 4

o A o o B,
-1 o o o B,
) N S
o o —1, o B,
Bl
= (=B, 1B, —1.B,, 1.B,) ﬁ (3.42)
B,
= —LB.B, + M, — MpB, + LpB, (3.43)
=2(LBB, + L.BB,) (3.44)
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Por lo que la integral resulta en

| dedp.dp dp, 080
= /dﬁldﬁzdﬂ3dﬁ4 (1 — Z(AIﬁlﬂz + l,ﬁy[ﬁ) + z—?(llﬁlﬁz + lzlg3ﬁ4)2)

(3.45)

= / dp.dp.dp.dp, z—?zhlmlﬁlﬂlﬁ (3.46)

=221, (3.47)
Regresando al caso general

/ dp, - dp, e EETRAAT AR — 1) (3.48)

= 2> (detM) ™" (3.49)

Si queremos que la integral no se anule la cantidad  tiene que ser par, ya que de
otro modo det M = o. En nuestro caso necesitaremos representar operadores
hermitianos como integrales funcionales, esto hace que tengamos que incorporar
una estructura compleja a los fantasmas para para crear los superfantamas, en
cuyo caso seguiremos teniendo el dlgebra graduada definida anteriormente pero

ahora con 21 generadores.

Definici6n 3.4.6 (Supernimeros de Grassman) Sean f,, f; € && donde 5 &
es el conjunto de los superniimeros de Grassman donde se sigue cumpliendo (4.65) y

(3.16) y se incorpora una estructura compleja de la siguiente manera

(B;)" =B (3.50)
(BB)" = BB, = —B;B; (3.51)
= i, inﬁil T ﬁin)* :fz,..‘,inﬁi*n T ﬁi (3-52)
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Dadala independencia lineal de los generadores, podemos extender la

integracion de la siguiente manera

/dﬂi =o /dﬁ}k =o (3-53)
[ o6 = [ a5 6= (3:54)

Por lo cual, podemos generalizar a

J(M) = /H (dB,dB;) "rinbs (3.55)

Pedimos al lector que note que M no es necesariamente simétrica o antisimétrica,
el tnico requisito es que sea hermitiana; a continuaciéon haremos uso de un

resultado para este tipo de operadores

M = UMU' = diag(},, ..., A,) (3.56)
LeR  UeU(n)

BTMB = prUutuMUTUB (3.57)

= p'MB (3.58)

= LGB, + -+ AB,B, (3.59)

J(M) = /H (d‘gid‘glf) e MBPBL GiMaBBY L L itnBLB, (3.60)

=i"detM (3.61)

Ejemplo 3.4.4 (Completar el cuadrado) A menudo es necesario completar el
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cuadrado para integrales gaussianas, en este caso

/ﬁ (dﬁ.dﬁ%)ei(ﬁTMﬁﬂLﬁTHﬂ*ﬂ)
= / f[ (dﬁidﬁj)ei(ﬁ*MﬂJrﬁ*ﬂJrﬂ*Hﬁ*M‘lﬂ)e*iﬁ*M‘lﬁ (3.62)

_ / ﬁ (dp.dp?) GHBHMTR)IM(BHMTB) —ifTMTE (4 0
g =p +;vr1;3 (3.64)
— M / H (dp,dp;) ¢ ME) (3.65)
v -

3.4.2 EL METODO DE FADDEEV-POPOV

Al tener la integral funcional de una teoria de norma la medida cuenta con més
grados de libertad de los que hay realmente dada la libertad de elegir la norma
que tenemos, el introducir un campo fantasma soluciona esto y nos permite
cuantizar apropiadamente [ 14].

La accién para una teoria de norma es

A= [ (- LR (367)

La cual es invariante ante la siguiente transformacién de norma
/ 1 u
Aay = AZ —|— éa”ﬁa +fahcAb,8C (3.68)

La integral funcional es

/HHDA" (t, %) ehS[A] (3.69)

(£%) wa
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Se ha primado la integral ya que como se ha mencionado la integral cuenta de
sobra, esto es debido a que nuestro espacio-tiempo actiia como espacio base para
la fibra que contiene a toda la clase de equivalencia A’ para lidiar con esto se
tienen que defini una condicién de norma g(A) la cual es una seccién transversal
en el haz fibrado, en el caso lagrangiano sélo tenemos una constriccion, por lo

que basta con imponer una condicion. Elegimos la norma de Lorentz
glA) = 9Af =o (3.70)

Se define la siguiente funcién de la norma

ng/wwmwn (3:71)

Si el campo y la funcién son bien comportados, podemos escribir 1 de un modo

algo elaborado

= 0 A8, = 8,04] [ D(x)SIga) (72)

Podemos multiplicar Z'[o] por 1y obtener

21 = [ T TTDaste. et [l (373)

(t,%) w.a

:/HHDAg(t”z)e;‘s[A]Ag[A]/Dﬁ(x)S[g(A')] (3.74)
(£%) w.a

DAE estd definida sobre la fibra, las transformaciones de norma son traslaciones

sobre la fibra, esto implica que DA% = DA¥, nos percatamos que

DAY = DA (3.752)
S[A"] = S[A] (3.75b)
AglA"] = AglA] (3.75¢)



La dltima ecuacién se demostrard en particular tanto para el caso abeliano como
el no abeliano. Retomando el célculo anterior (y ahorrando un poco de notacién

entendiendoa [ [, 5 [ ], , DAL(t, ¥) = DA}(t, X))

Z16] = [ Dp(w) [ D121k, a5l (3:76)

Yy = / Dp(x) es el volumen del grupo, al ser SU(n) estd acotado  (3.77)
Z10] = 7 [ DAt 26150 8, a)5lg(a) (37%)

Por lo cual ahora el problema se reduce a calcular A[A]. Procedemos de la

siguiente manera: para una A fija podemos invertir  en términos de g, i.e.

g=g4) (379)
DB - JDg (3.80)
J = det % (3.81)
) )

= /nget 8—2‘8@) = det 3_§§go (3.82)
" AglA] = det g—‘g - (3.83)

 ger |58
= det T (3.84)

Ellector podré notar que siempre y cuando g(A) sea lineal en A, la derivada
funcional es independiente de §, lo cual es benéfico para nuestros fines ya que
queremos que los resultados sean independientes de la norma.

Con todas éstas observaciones, llegamos a

8g(A’)
5B

Z'[o] = /’DAH(t, a_c')e%S[A]S[ayA‘;(x)] det (3.85)

8§=8=°

Para proceder de un modo mas sencillo desarrollaremos este método en el caso
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abeliano y en el no-abeliano.

3.4.3 CASO ABELIANO

Retomando el hecho de que g(A) es una seccién transversal sabemos que se

cumple g(A) = g(A’), lo cual implica

0,A¥ = 9,A¥ + 0 (3.86a)
o="LB (3.86b)

En este caso [] se trata de un operador hiperbdlico y no eliptico, no nos podemos
apoyar de los teoremas de existencia y unicidad de soluciones; para garantizar
una solucién Unica pedimos que en los bordes temporales V2 = o para. La

ecuacién (3.71) pasaa ser

814 = [ D) gt + 0p) (:57)
Notamos que es invariante ante transformaciones de norma
;A -+ 0F) = [ DBl + 06 + O ) (3.88)

B'=p+§ (3.89)
A;‘[A + 0f] = /Dﬁ(x)S[g(A + 0p")] (3.90)

Puesto que es una medida, D/Z ademds es invariante ante traslaciones entonces

Dﬁ — Dﬁ/l

AMA+ 0P = / DB’ (x)8[g(A + Op")] = / DB(x)8[g(A + 9B)] = A [A]
(3.91)
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La invarianza de norma de Ag_1 implica la misma de A, por lo que el método

hasta el momento esta libre de ambigiiedad; calculamos A,

AA] = det Sg(AS—J[;aﬁ) ) (3.92)
g=g=o
§(0,A¢ +0p)
=det| ———— (3.93)
55 . 3.93

= det |08*(x — y) ] (3.94)

Ag[A} = cte esindependiente de A (3.95)
Z16] = 784] [ DA, DeFHsg(a) (396)

Generalizamos la condicién de norma de la siguiente manera, donde sigue
siendo débilmente cero; hacemos esto con el fin de trasladar la libertad de norma

a las condiciones de frontera de §
glA] = 0,A¥(x) — w(x) (3.97)

Lo cual nos conduce a
/ DA, (¢, et SHS0,4(x) — ()] (3.98)

Bajo una transformacion de norma tenemos

/ DA, (£, %)er¥I5[0,4" (x) — OB(x) — /() (3.99)

w(x) = o' (x) — OB (3.100)
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La integral funcional no depende de w(x) por lo cual es completamente vélido

introducirlo, sin embargo tiene que ser una buena condicién de norma, i.e.:

DA (x) = w(x) = 9,A"(x) = w(x)

A=A, +O0,p
0*A, = UA, = w(x)
S UB=o

Con esto tenemos
/ DA (t, £)erH5[0,4% (x) — w(x)

Multiplicando (3.105) por

Donde A estd asociado a las condiciones de frontera de L1 = o.

La funcional para la teoria libre es

Z[ol =N / DA, e | 45 Al 0= (=120,

(3.101)
(3.102)
(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

A nosotros nos interesan las interacciones, por lo cual hay que ver el caso con

fuentes, i.e.:

2] =N / DA e ] (=T 0,8 47,a)

(3.108)

Para poder integrar necesitamos llevar la integral al caso gaussiano, por lo que hay

que completar el cuadrado; por cuestiones de espacio trabajaremos con el
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exponente de la integral

i

/d“x (AMEVA, + 2] A¥) = i /d4xd4y (8*(x — y)Au(y) M (x)A, (x)

+84(x — y)Ju(x)A%(y) + 8*(x — y)Ju(y)A¥(x))
(3.109)

2

Si deducimos la forma de M¥” e invertimos podemos saber como es el

propagador de la teoria

S = —i/d‘*x F,, Fv

S / d*x 0,4, (O*A" — O"A¥)

2

_ ! / dx (0,A,0A" — 0,4,0°A")
2

/ d*x A,JJA" — A, 04DA,

ST S

/d4xAy (n'0 — 0*0") A, (3.110)

La otra parte de la integral se puede tratar del mismo modo

2 / dx (9,4%) = / dx (9,A4) (0,47)

2 2
A

- /d4x A0 D'A, (3.111)

2

Con esto concluimos que el operador es
MY = i(q‘“’D— (1—2)00") (3.112)
2

MH" es un operador diferencial, integrando por partes podemos hacer que actie a

la izquierda, es decir sobre la delta de Dirac; usando este hecho yla
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representacion integral de dicha distribucién llegamos a

M* (x)8* (x — y) = M*(x,y) =

[ A0) (0 = M)
(3.113)
M¥ (k) = =¥k + (1 — L)kK” (3.114)

Recordando que para llevar a cabo la integraciéon debemos invertir el operador,

buscamos encontrar (M);v‘, la cual debe de ser de la forma

(M) = A(k)7,, + B(k)k,k, (3.115)

Por ser el inverso debe cumplir con

M (M) = 8 (3.116)
Concluimos que
_ ﬂvl; 1— l kvk[;
M)y =——2 — .
( ) B k2 1 (k2)2 (3 117)

Finalmente, recordando que hay que manejar los polos apropiadamente
encontramos el propagador del fotdn, la entidad que lleva las interacciones en la

electrodindmica cuintica
_ d4k ik (x— r}vﬂ 1— A kvkﬁ
M™),5(x,y) = ey - 118
(M)sg(, ) /(27:)46 ( ktie A (Btic) (3.118)
= DY (x — y) = ~iG,(x,7) (3.119)

La solucion formal al problema es

Z[J] = Z[o]esn | #xdy Ju() M) ()11 0) (3.120)

Notemos que no hemos especificado la norma por completo, faltan las
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condiciones de frontera para [lp = o las cuales como mencionamos

anteriormente son determinadas por A, generalmente se procede de dos modos

Norma de Feynman A = 1implica que las condiciones de frontera son [lp = o

d*k . u
Dyv B _ —ik-(x—y) n .

Norma de Landau 1 = oo implica que Llp = o tiene que converger a 0 més

rapido que en el caso anterior.

Bk e k) [ g
DY (x —y) = " .
F*—y) /(277)4 k+ic (k2+ig 1 ) (3.122)

Queremos que el propagador obedezca la norma de Lorentz, la la norma de

Feynman no lo cumple pero la de Landau silo hace[12].

3.4.4 CASO NO-ABELIANO

Las condiciones de frontera para el campo de norma son ligeramente mds
complicadas que en el caso abeliano pero mantienen la caracteristica de que la
existencia y unicidad no estin garantizadas a menos de que pidamos que dicho
campo sea armonico en los bordes temporales. como en el caso anterior,

pedimos que la condicién de norma cumpla con

g(AL) = g(AY) (3.123)
D,A% = D,A¥ (3.124)
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Tenemos que ver si en este caso A, es invariante de norma

5= [ DESga O T AR ()

5+ OF + A B = [ DESga+ O + 4] (az0)
B'=pB+p (3.127)

5+ OF + A B = [ DR Slgla+ 0"+ )] (azs)

= A, '[A] (3.129)

Todo hasta el momento ha sido bastante similar al caso abeliano, una fuerte

diferencia se encuentra en el siguiente resultado

AG[A] = det %A+ 8; 14,6 (3.130)
ﬂ g=g=o
= det i(@A-I—D,B-f—a[A,,B]) (3.131)
Sﬂ g=g=o
= det |08*(x —y) + 0[A, [6*(x —y) ) (3.132)
= det |0(0 + [A, ])8*(x —y) (3.133)
= det é@”DHS“(x —y) ) (3.134)

En la teorfa no-abeliana A[A] ya no es constante y no puede salir de la integral
funcional, para lidiar con esta situacién introducimos los campos fantasmas de

Faddeev y Popov recordando que si consideramos los superfantamas un
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determinante puede ser escrito del siguiente modo

det

i8“D”84(x —y)
g

— /DbDb* ¢l [ dtx bTOKDyb (3.135)

g§=g=o

= /Dban: ot J dtx 0467 (x) (Dyb(x))a (3.136)

Donde b,, b; son un fantasma y antifantasma respectivamente. Procediendo

andlogamente al caso abeliano, generalizamos la condicién de norma
8(A) = 9,A(x) — calx) (3.137)
Con lo cual tenemos

Zlo] / DAK(t, £)Db Db ef 4% 0 IO SMIg (9, A (x) — c (x)

(3-138)
Esto debe ser invariante bajo la siguiente transformacion de norma, ese requisito

se impone sobre ¢,

Z[o] = /DAZ‘(t, "_C’)eés[AqS(ﬁyA:f(x) - ayayﬂa<x) - ay(fabCﬁbAg) - c;(x))
(3.139)
Gw=c + 0,D*B_ (3.140)

De este modo, para incorporar las condiciones de frontera sobre f3, es necesario

multiplicar (3.141) por

/DcaDcaeifhfd4x Ca a (3.141)
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Llegamos a

Dy = DAL (t, ) Db, Db DeyDc

Donde

= /Dy eiﬁ [ d*x (3yA5(x))’eifd4x 3”bZ(x)(Dyb(x))aeiS[A}
B / Dy o J @ ( 2 (04l (x))*+04b] (x) (Dyb(x) Ja—} FuwaFs)

- / Dy ei I (5 OeAi ) +04; () (Dub(®)a= FunaF)

= /Dy e%fd4x(8!‘b:(x)(Dyb(x))u—AwM%Avb)

W
Mab -

S

2

(70— (1 — 0)0%0")
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Z[o] = /py ol [ d*x cea i [ dtx 64‘b:(x)(Dyb(x))aeis[A}S(aHAZ(x) ()
(3.
(3.

(3.
(3.
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La simetria, tan amplia o tan estrecha como se quiera definir,
es una idea por la que el hombre a través de las eras ha
tratado de comprender para crear orden, belleza y perfec-
cidn.

Hermann Weyl

D-Particulas

NUESTRA PRINCIPAL INTENCION es crear una teorfa mecdnica que tenga
constricciones de Yang-Mills, es decir con cumplan con el dlgebra 3.10q, con este

fin la dependencia del campo en el espacio tiempo de la siguiente manera
Y (x,, %5, ..., x5, T) — XE(7T) (4.1)

Donde y es un indice espacio-temporal y 4 un indice interno que introducimos
para que poder hacer el dlgebra de constricciones. A diferencia de otros trabajos
[1 5 ] , nuestro acercamiento a dicha teoria sera geomeétrico: extenderemos una
simetria global a una simetria local, esto originara las constricciones que
deseamos; el tratamiento que damos a un sistema con constricciones de

Yang-Mills es distinto de otros trabajos como el de Balachandran [? ] ya que no
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planteamos una teoria relativista. Podria decirse que el simil mas cercano que se

puede establecer a nuestra teoria es un modelo matricial.

4.1 ORIGEN DE LAS CONSTRICCIONES

Comencemos con la accién de una particula libre clasica

S = /dT TX”Xy (4.2)
2

Si queremos que el sistema sea invariante ante rotaciones internas tenemos

XY = MagX, (43)
m., .
S = /dr — XX, (4-4)
2
m U .
= dr ;MabXbMachc (45)
m Cus
= [ dr ;MacMabXbec (4.6)
m Lo
= /d'r ;ScbXZXW (4.7)
m. .
= /d‘r —X4X 4 (4.8)
2

Donde se usé el hecho de que M,;, es un elemento de matriz de Ml € SO(n), si se
quiere trabajar en SU(1) se debe cambiar a (X¥)*X,, . Ahora pidamos que My

dependa del tiempo, i.e.: My, = M, (1) y volvamos a pedir invarianza

X = My, ()Xt (4-9)
X = My Xy + Mg X, (4.10)
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Es conveniente introducir una holonomia en el tiempo para estudiar la dindmica

U(T/’ T) _ egf: dc’ )‘“(T//)Ta (4.11)
Ulr +,7) ~ 1+ ged*(2) T, (4.12)

Donde T, € 50(n), con esto podemos identificar a (1) como la componente
A%(7) de una conexién que s6lo depende de 7. Con dicha holonomia, podemos
averiguar como transforma X¥. Encontramos que 1°(7) transforma de la

siguiente manera

U= 0(t+¢)UO0 (1) (4.13)
U~ I+ ged*T, (4.14)
U%]I—l-ggiaTa (4.15)
U=1+gA"T, = O(r + £)0"(7) + geO(7 + €)A*T,0" (1) (4.16)
d
~ <O(T) + 5d—O(T)> 0™ (1) + geO(7)A*T, 0" (7) + O(&?)
T
(4.17)
NB.1 00T =1= diooT =0 (4.18)
T
N.B.2 00T = —O(OT) (4.19)
geA"T, = —0(07) + geO(7)A°T, 07 (z) (4.20)
d . d
N.B.3 EO ~T Ela (4.21)
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Para las coordenadas tenemos

X4T, = —g*0(07) + O(1)X4T,0" () (4.22)
~ =g (I+2°Ty) <—ibT;,> + (I+2°Ty) XET, (1 —2"T)  (4.23)

— ¢ AT, + XUT, — XUT AT, + APT,XET, (4.24)

XUT, = XUT, + XY [Ty, T,) + g AT, (4.25)
XY = X¥ 4+ XA e + gD (4.26)

Mas adelante encontraremos que 1°(7) es un multiplicador de Lagrange, por lo

que sélo basta recordar (1.57) para establecer como transforma

A =24&9 —|—fabc7tbec (4.27)
A=2A+E+ g (4.28)
=A+ Dse (4.29)

Por lo que podemos leer la derivada covariante y reconocerla como

d
o (De)ys = g&;f — Yfose (4.30)

Notamos que sustituyendo la derivada temporal por la covariante, la ecuacion

(4.10) satisface las condiciones de invariancia

(D X*), = My (X‘; — Acfbch; ) + (Mah — ACfbfcz\/faf) Xt (4.31)
= MaXs — 2%y <MabX; + Mani,‘) (4.32)
= MabDTXll: (4-33)

Como X transforma igual que A,, esto implica que no puede transformar igual
que un campo de Yang-Mills; ademads si notamos que no hay modo alguno de

construir un [F, no trivial nos percatamos que la naturaleza de esta teoria es
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distinta. Si sustituimos (4.30) en la accién

m . .
s— / dr = (3 = A% ) (Ko — Ao Xe) (4.34)
= [ dr (ZXex, — mdf XEX, + TAcf, XA X
- T ; a‘ ua m fafc a yf—i_; fafc f faed e (4-35)

Cuyos momentos candénicamente conjugados son los siguientes

ug = Sng‘ 43
= m (X5 — 1S Xoy) (4.37)

Las ecuaciones de movimiento son

d 3 c c 3 L.
7 (Xug = e Xog) — ASageXl — AN focfoet (SgXue + SpeXer) = 0 (4:38)

. *C 1 c d

Xug _fgfck Xuf — ;A A (fag aedXye +fuﬁafangyf) =o0 (4.39)
.. :C 1 c
KXug — fared Xus — ;1 A (fag aed +faeJagd) Xye =0 (4.40)

.. . .
Xug _fgfcA Xyf — A )Ldfag aedXye = O (4.41)

(4.42)
O bien, en términos de la derivada covariante
(K = AFX) — AL 22 X, =
d_T ( ug fgfc yf) - fagc a agcJaedAye — O (443)
EDthg — )‘CfachtXf: = 0 (4'44)
DtDthg =0 (4-45)
El Hamiltoniano es
Hr = /dr (XEPW — E) (4.46)
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Es de utilidad calcular el siguiente término usando (4.37)

m. . . .
;XgXW = = (X4Pyus + mALipe X0 XY)

1
2

Con lo que el Hamiltoniano pasa a ser

1. m . . m
Hp = ;XgPW — ;lcfachy;,Xg + mA Lo XE Xy — gl‘fach}‘ldfaeque

Usando de nuevo (4.37) calculamos

1. pep 1
;Xﬁ;pya = Zm““ + ;A‘fabCXyng
Entonces
pep 1 m . )
Hp = Zm““ + ;AcfuchybPZ - ;ACfachybxg + mA Lo XEX
m
- ;lcfach;Adfaedee
p¢p 1 m .
HT =+ + _AcfachybPZ + _AcfachbeZ
2m 2 2
m
; ACfafc)(jj ?‘df aedee

Invocamos otra vez a (4.37)
m : m X4P,.
;lcfachbeg = ;lcfabc (% + )td aengXye>

Llegando finalmente a

pep

m

a’ pa 1., m,e XMP il
Hp = g ;l fave X Pl + ;)‘ fabe (% + AdfaedXZXME)

m
- ; ?‘Cfach;ldfaedee
U

P¢p
=5 + lCfabc)(ybpg
2m

73

(4.47)

(4.48)

(4-49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)
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Con esto reconocemos que A, ademds de ser Ag, juega un papel de un
multiplicador de Lagrange dentro del Hamiltoniano total, el cual es
pep

HT =& + lafabCXl;Pllc
2m

Reconocemos la siguiente constriccién primaria

ga :fach:Pyc

4.2 ALGEBRA DE CONSTRICCIONES

Analicemos el dlgebra de las constricciones

{Ga: G} = {fecaXiP}. figX P}
= foodfoer IXiPY 5P}
= Fredfos (—ngi,-sdep}’. n PfS,-jgffX;)
— fufur (~Xc5“P] + PISTX; )
= —facdfoir X+ fugifoeg Xi P
= (~fadtfosa + fosifor) XiPf
= (foafosa + fosaforr) XiPf

Laidentidad de Jacobi indica lo siguiente

featfoa + focffasa + fangfga = 0

Us4ndola en (4.59) llegamos a

{gm gb} = _fab_ffcde;P?
= farf Gy
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Cabe destacar que para pasar de (4.61) a (4.69) no se tuvo que suponer
antisimetria en los ultimos dos indices de la constante de estructura, por lo cual
esta dlgebra es vilida aunque el grupo no sea semisimple. Por otra parte, al ver
(4.69) concluimos que las constricciones son de primera clase y son del tipo de
Yang-Mills.

4.3 ForMALISMO HAMILTONIANO

Se busca que el Hamiltoniano sea una cantidad de primera clase, i.e.,

{H.,G"} = V;G" (4.63)
{8°°g*"P,,P,, + V(X, P), G} = VIG* (4.64)
{Sabgyvpyapvba gd} + {V(X> P)7 gd} = Vfge (4-65)

Analicemos independientemente los dos sumandos del lado izquierdo de (4.65),

para el primer sumando tenemos

og"”

b

& def <%Pyapvhng?/86f - zgavsaerbPaf (4-66)
Cc

El segundo término de la expresion anterior se anula si suponemos que el grupo

de Lie es semisimple, ya que tendriamos un tensor simétrico contrayendo con

uno antisimétrico. Para el segundo sumando de (4.65) tenemos

fdef{V, XZPYf} = VdafachgPyc (4.67)
ov ov
fdef (a_)(}lX: - aTaePaf> = VdgfachgPy,c (468)
ov_, oV .
. .fdef (a_)(—?Xe — 8Taepa> = ng (469)

Donde queda claro que la tltima expresion es idénticamente cero si es potencial

es nulo o es cuadratico en las coordenadas, por citar algunos ejemplos. La
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evolucion temporal de la constriccion esta dada por

Go = {G° H. + LG’} = V*G° + N G°
V?gc = Abfbacgc

oV ov .
. faef (a—X?X? — 8TMP‘I> = dpfoac¥

Finalmente obtenemos las ecuaciones de movimiento del sistema

S = / dt (XgPW — P, Pt—V— A“ga)
2m

(4.70)

(4.71)

(4.72)

(4.73)

. v 1
§S = / dt (S(Xf;pw) — Lpisp,, — 0 SX! — 0 8P, — §A°G, —mga)
m

ox;, 0Py,
: . 1 ov ov
= P.8XY% + X45P,, — —PiSP,, — ——8X, — =——0&P
_SlafachgPyc - las(fabc)(gpyc))
L ov ov
= /dt ((_Pyb — Afabchc)SX*‘ — a—XZSXZ — aTyCSPyC

R~ P A X)8P — (fncXiPoc) 1)

Dado que X4, P

anularse, concluimos que

ueor

) v
P b+ lafabcP ¢t =0
‘ “oxg
. 1 ov
- Ip o ST e xt =
c m c apyc fb b

fachZPyc =0
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(4.74)

(4.75)

(4.76)

A* son linealmente independientes y la variacién debe de

(4.77)

(4.78)

(4.79)



O en términos de la derivada covariante

D,P o (4.80)
= —— .80
tLub 8XZ 4
Pt IV
DX* = = + 81
tA " apyc (4 )

Notamos dos complicaciones: bajo lanorma A* = o la teoria clésica se vuelve
trivial; por otra parte, encontrar condiciones de norma ha sido una tarea
complicada, por lo cual vamos a tomar varias rutas: la primera es simplificar el
sistema a una constriccién y la otra es tratar de entender la teoria como una
generalizacion de la teoria de Chern-Simons 4.4. Con el fin de facilitar la

cuantizacion, ésta serd efectuada con el método de Faddeev-Popov.

4.3.1 TEORIA CUANTICA DE LAS D-PARTICULAS

Con el fin de hacer mas claro el procedimiento, escribiremos la acciéon de la

siguiente manera

S = ?/dTT?’ ((X” + A, X”])(Xy + A, XA)) (4.82)
Xt = X4G, (4.83)
A=2G, (4.84)

Ademais, como ya se demostré en (1.57) sabemos que bajo la siguiente

transformacién de norma sobre el multiplicador de lagrange, (4.82) es invariante.

A= 2% 4+ 2% A e (4.85)
=LA+ Die” (4.86)

Es decir, el andlogo a la norma de Coulomb en este caso es

g) =1 (4.87)
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Siguiendo el método de Fadeev-Popov (3.85) llegamos a

g ia So(d

Z[o] —/ DXt (7)DA%(7)en"8(1") det ggg;) ) (4.88)
g=g=o
Donde
8g(2"(1)) §
det | =———2= =d A D,&° .8

o NP = @] e
= det SadiDTS(T —7) (4.90)

dr o

g=g=o
:/ Db () Dby(r)er | 4 Bilebe (4.91)

Donde desde luego b7, b, son superfantasmas. Incorporando esto a la integral

funcional tenemos
Z= / DX (7)DA*(z) Db (z) Dbg(r)er ST i J 4 Db (1) (4.92)

Al pedir que la integral anterior sea invariante de norma, las condiciones de
frontera para €, son incorporadas si redefinimos la condicién de norma de Ia

siguiente manera

gl =2 —-¢ (4.93)

Donde sigue siendo débilmente cero, también multiplicamos multiplicamos

(4.92) por la siguiente integral

/ Dey(r)en ) 4 (4-94)
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Con lo que, la integral funcional es

= / DX (7)DA*(¢) Db (1) Dby (1) De,(1)enSth [ 4 biDrbatif [dr g3 a)
(4.95)
N / DX (1)DA*(7)Dbjs(7) Dbyg(7) De,(v)eh ST [ 4 biDebatis [ de &

(4.96)

El exponente es

—S—|— /dTbD b, —|—z—/d‘ri2 (4.97)

/ dr X“X — 220 XXy + ASafe XA e X, ) + 0%, + EZDTba>
2

(4.98)

Incorporamos un término de potencial tipo oscilador arménico

i .. b
= / dr (Txgxw — XX+ (AL KK+ A XA X
2 2

+giaia + b:Drbu> (4-99)

i m d* b

- / dr <Xg (—; - ;) §us Xy + ( AL XXy + A Foge XN faedee>

+ 24, + b;Dob, (4.100)
2

Abreviamos la medida por practicidad

Du = DXE(7)DA*(7)Db(1)Dby(7)De,(7) (4.101)

Z — / Dy e% f dr ( _% %_’> abeb+< Zlcfuchgxyf"'_lcfuch;ldfuedxye)+%iaia+b:D1ba>

(4.102)
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Es decir, nuestro lagrangiano se puede ver como

L = Lx + Lyorma + Lfantasmas 1 Lint (4.103)

L = 2Ktk — XX, (4100
Luoma = =14, (4.105)
Lfantasmas = bjba (4.106)
Line = ACfachjf‘?‘dfaeulXpw - ZACfachﬁny ‘f'fabcl;zlbbc (4.107)

Es importante destacar que la teoria es invariante ante dilataciones temporales

S = / dr (T (XgXW — 22 XE X + A“fafcx}‘hdfaedxw) + 3%, + EZDTba>
2 2
(4.108)

Efectuando la variacién en A, llegamos a
. o .
— Mo X4 Xy + mldfanfaedeeX; — ;lc + bifarby = 0 (4.109)
Contrayendo con A, y sustituyendo en obtenemos
. . O :-c: . O:a: .
S = /dr (ﬂXnga — A A — AL fanby + -2 A, + bZDTba> (4.110)
2 2 2
m. . ..
= /dr (—XgXW + bea) (4.111)
2
La cual es invariante ante 7 — xP7, Xt — k"XE, b, — «7b,
— B 2r—B) (M 5u5 * 1
S= [ «Pdr —XtX,. + b, b, (4.112)
2
_ m. . .
— ﬂ/dr (—XgXW + baba) (4.113)
2

Porlo tanto y = g , 1o cual es de esperarse ya que es un sistema no relativista.

Ademais, notamos que bajo transformaciones conformes infinitesimales la accién
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también es invariante, es decir

tt =t+ 20t
Xt X¥ = X¥ + 20tXY
dt’ = (1+ 40t)dt
dX¥ = (1+ 20t)dXt

dx¥ _ 1ot
' 14 40t ©

S—/ dt’ 1+ 40t)\” Tﬁ%.‘.
) (14 40t) \1+ 20t 2 dY dt

_ / dt,( (1 + 40t) (ﬂdXif‘ Wi

1+ 40t+ O(0?)) \ 2 dt' df
mdX*dX,,  db*db,
~ dt/ i a U + a
2 dtft dtf dt’ dt
Las ecuaciones de movimiento son

md by o
s 5 ) fer =

Para lo que se tienen soluciones homogéneas ; X, e inhomogéneas X,

XH = HXya + IX;m

a

iwt —iwT
HXua = Ayge + Byae

!

d_bj;dba>

at’ dt

db? db,
dt dt

X (1) = —i /d‘r' G(r — )] w(7)
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(4.114)
(4.115)
(4.116)

(4.117)

(4.118)
(4.119)
(4.120)

(4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)
(4.125)

(4.126)



Donde G es la funcién de Green del operador diferencial

(;T + w2> G(r—7) = —8(r — 7')

/ dk —ik(t—1'
G(r—1) = ﬁe K( )G(k)
/ dk i
—zk (r—7 )G(k) _e—zk(f—r )
N
dk
/ kz + w )G(k) = — \/—Z_ﬂe_lk(T_T)
1
(k _ wl) G(k) = \/E
G(k) 1 1

 Varkr — w2
Notamos que la siguiente integral tiene polos en k = +w

dk 7lk(171/) 1 1
N N

Para integrar modificamos el contorno de la siguiente manera

dk . /
G(r—17) = lim /—e_‘k(T_T) !

g—o™t 2T k — w? + ie

G(r—17) =

Es decir, el propagador de las coordenadas es

dk —ik(t—1'
Day(r — 7) N K=" )D g (k)
S, 1
Dap(k) = —2

Verk — w* +ie

(4.127)
(4.128)
(4.129)

(4.130)
(4.131)

(4.132)

(4.133)

(4.134)

(4.135)

(4.136)

Para los multiplicadores de Lagrange el propagador en el espacio de momentos es

similar pero sin el término w*

Sa;, 1

cr\/Ek2 +ic

Dab ( k)
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Para los fantasmas es idéntico

Sa
Dy (k) = =

C Vamke +ie

Las interacciones nos dan vértices de dos multiplicadores con dos coordenadas,

(4.138)

multiplicador con dos coordenadas y dos fantasmas con multiplicador.

4.3.2 REDUCIENDO LAS CONSTRICCIONES

La propuesta es reducir a una constriccién haciendo lo siguiente

fach:Pyc — gabXsPyb (4-139)

ab=1,.... N—~ab=1,2 (4.140)

La constriccién automaticamente genera un algebra de primera calse ya que sélo

hay una. En este caso podemos tomar el andlogo a la norma de Weyl

Q=X (4.141)

1

La evolucién temporal de Q) debe ser débilmente cero, con ese requisito

podemos despejar el multiplicador de Lagrange

o~ (= (PP, + AeyXiPy, Q) (4.142)
m
P
= — —2X; (4.143)
m
PO
A= .
e (4.144)

Con esto, el Hamiltoniano adquiere la forma

1
Hy = —PiP,, (4.145)
2m

83



Es decir, como ya tenemos constricciones de segunda clase las hicimos fuertes,

este hecho nos permite escribir P? en términos de

Eab
o __ “a
P‘_X

02

. IS
X, Py, = Noo XL:X;P,-;,

Ademas, tenemos los siguientes paréntesis de Dirac

{X57XZ}* =0

1

(PP = o (Cubuan™S, — 2adan”SE)PE
ARk Eac voSlb
(KB = g —

2

Estos elementos nos permiten calcular las ecuaciones de movimiento

cw 1o, CarfaXPia
ke = —pu - “ecdTe iy
m m(X,,)

u Eab€cdX Pia y

Py =——7"—h
m(Xs,)

De donde es inmediato ver

mXi’ =P

Calculemos la ecuacién de movimiento para P?

P — _gchf;Pid o
! m(Xo,)* *

_ caXiPig
(Xen)* 7
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(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)

(4.151)

(4.152)

(4.153)

(4.154)



Donde se usé6 (4.152). Ademds, derivando explicitamente P° tenemos

Yodr Y dr “me

X, . 1 d o,
= _mgabxapib + SabZE (X, P)

Igualando (4.154) y (4.156) llegamos a

d .
E (5abX1aPih) =0

= epX.Py =L

Donde L es una constante. Con esto el Hamiltoniano pasa a ser

_ 1 o 1 i 1100 2
Hr = —PPo+ — PPyt — 2L

2m 2m (on ) 2

(4.155)

(4.156)

(4.157)

(4.158)

(4.159)

Consideraremos quen,, —1 para mantener la energia como una cantidad

positivo definida; con esto vemos que las ecuaciones de movimiento restantes

son
. P L ey
Xu = — - — b
m  m(X.,)?
poo 1
2 m (X, )3
p— _£ €ab

¢ m(Xo,)> °
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Usando (4.152) y (4.161) tenemos

L21

X = T (X (4.163)
m
LZ
::I:\/ + 2k,k, T + kK2 — (4.164)
k,m*
L2
= i\/ k(1 (4.165)
klm2
k= X2(r =1, (4.166)
L=X(r=r ) (4.167)
Es decir, la forma final de nuestras ecuaciones de movimiento
. Pl L Eab .
X =-2_= X, .168
“m mk(t+ k) — L fkm " (4-168)
N L i .
pP=—= ot P (4169)

mk,(t+ k,)* — L*/kym> °

De las cuales se puede leer inmediatamente que si 7 — 00 entonces el sistema se
comportard como una particula libre.
La teoria cudntica tiene asociados los siguientes conmutadores a consecuencia de

los paréntesis de Dirac

[)A(Z,)A(Z]* =o0 (4.170)
aa ih -
B¢, P = )ﬁz(ebcsmnwsg R 10 i (4.171)

2

6‘acrl Slb S

(X4 P = ihnt' 8y, — ih—— 2 XY (4.172)

2
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Cuya realizacion en operadores estd dada por

~

X=X (4.173)
P, = —ih 0;-,1 (4.174)
P = ;Zl:XZPib = ﬂoo;_a;)(itpib (4.175)
P = —iha;?oz = —ihn_, (9?(2 (4.176)

En el apéndice [A.20,A.21] se muestra que el Hamiltoniano conmuta con las
constricciones bajo el dlgebra definida por los operadores, por lo cual podemos

igualar su accién en un estado |{) a la energia, es decir

Ely) = Hly) (4.177)
ow o O M 0 4y 0
By =—-— (a(xg)z oo ey (Xs)zg“"g‘dx“@%)qwf’g) v
(4.178)

Si definimos operadores tipo momento angular llegamos a

L' = eaX, 9 (4.179)
a&XL
L= €a;,X2i (4.180)
aaX;;
(4.181)
0

LP7 = g X077

— (4.182)
Xy

B2 D—1 62 82 ’1 D—1 N
T (Z ey * ety ey =) > v

B _E D—1 87_ + az N 1100 iz ( . )
~ (& oear o )Y s
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Haciendo un cambio en las coordenadas X', (ver apéndice A.23) para el caso

donde _, = 1 obtenemos

omE 1 0 D3 oy v 1
h V= r*D=3 Or (r 31’) + + 1 + (X9)?

) Ly (4.185)
Hacemos el siguiente ansatz

v/ = Nv/oz(Xz)‘//r(r)Yelaezy-~~7£2Df47£2D73(917 927 Tty 97-D747 92D73) (4'186)

Donde /N es una constante de normalizacidn, esto nos lleva a

a2mE 1 d ( ,p_,dy, N 1 Ay,
B rD=3y dr ’ dr v, d(X2)?

— (% + @) lip—s(lp—y +2(D — 2)) (4.187)

Se introduce la constante de separacion k*, obtenemos dos ecuaciones

PY 0D = e (b 2D~ 2)) )Y, = (sa8)
&y, 2mE _, lbpy(lpy+2(D—2)
d(Xxe)* + ( e K — (X2 )\Doz =0 (4.189)

Cuya solucién radial es [16]

Crsitn. s
\//V<7’> IA1€ 4 (E+( P 3))H(_(Z+242D73(Z2D73+2(D_2))+(2D_3))/22) <r ;)

4 A rErEDy) | ((2D —3) +2lp(lip—s +2(D —2)) + 2; L 1272>
4Z 2 2

(4.190)

donde

T = \/(zD—,?,)2—0—41~c2 (4.191)

Al pedir que sea cuadrado integrable llegamos a que A, = oyaque ,F, esla
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funcion hipergeométrica confluente de primer tipo. Con el fin de evitar la

solucién trivial en las exponenciales pedimos que ¥* # o

z

Y, (r) = e W ETEPTH g o ta(D2)) 4 (6D—3)/2) (f ;)

(4.192)

La solucién para ¢, es

/ [2mE [2mE |
V/O?-(XZ):Bl XS]A/’-( %_ 2X§>+B"\/X2YA/2< h2 B XZ)

(4.193)

A= \/4€§D,3 +80,p_5(D—2) +1 (4.194)

Claramente B, = o yllegamos a

Vo, (X2) = /X2 ass (\/ z;’s—E - KX") (4.195)

Donde también es necesario pedir que 2mE/h* — &* > o. Es decir, obtenemos

que la funcién de onda es

[e.e]

. aomE
\p = rkD\/X‘z’ Z CZ,...,Z;D—JszJr@;D—;(KVHA/:. < F - XZ) Yél,...,&p_s

by...ilap—3=0
(4.196)
Donde

o

: : ‘C£7~~~7‘€2D—3

Zl:~~~7£zD73:°

2

=1 (4.197)

Una situacién bastante interesante es cuando D = 1 + 1, donde tenemos (con
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—1r2(V1t+4K*+1 4/ 1+ 4122
V/r(r) — e 4 (V1it+ax+ )H(_( /1T 4R +20241) [2/11477) r T (4198)

amE
VoK) = VX vimms (| 5 —F K (4.199)

Varias observaciones son pertinenetes, ¢ L*(—00,00),lo cual se argumenta
02

en A.2.3 concluyendo que siempre se tendrd un comportamiento ondulatorio
que nunca se atenuard; esto motiva a estudiar dicha funcién en un periodo de
oscilacién a con el fin de que y_, € L*|—a, a, la funcién de onda se deber4
anular en la frontera de dicho periodo, pidiendo esto llegamos a la condicién

débil de cuantizacion de la energia

~ hz ﬁ:'l, 02~41/2 + aZE:"
B () = — el (4.200)

Donde 8, /7ty /, €s el n-ésimo cero dela funcién de Bessel de orden

V40> + 1/2. Como deseamos evaluar un periodo entero podemos promediar
sobre / para obtener un valor aceptable para a ademas, apoyandonos en el hecho
de que los ceros de las funciones Bessel son asintdticamente simétricos A.2.3, se

hace un célculo del periodo en A.2.4, donde se concluye
a=2m (4.201)

Tenemos otra condicién de frontera: el indice en las funciones de Hermite de la
funcion de onda radial (4.198) debe ser un entero, mas atin, debe ser un entero

par ya que al ser una variable radial, no tiene sentido que su dominio en la
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integracion se considere de —00 a 00, esta condicién implica lo siguiente

V1+ 48> + 20> +1
2v/1 4 4K°

=2k (4.202)

(20 +1)> 1\2
At <2k—|— 2) (4.203)
i\/ 201 ) —4=x (4.204)
4 2k +1/2
(0> — 2k(2k
Vet —akakty (4205)

2(2k 4+ 1/2)

Donde k € Z, con éstas consideraciones la energia adquiere su forma final

h* o[ (0* +1) — 2k(2k + 1)]
E. . s .206
e W (ﬂ"’\/“é ST (2k +1/2)> (4.206)
Con el fin de hacerla positiva definida, pedimos que
C(0* 4+ 1) > 2k(2k + 1) (4.207)
= 0> > 2k (4.208)

Notamos que la energia (4.206) es creciente tanto en n y ¢ comolo es en k, por lo

que la energfa del estado base esta dada por

hz

E07170 = 81’1’1712[;?’1/2 (4209)
hl

= 8m712772 (4.210)
hl

= om (4.211)
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4.4 GENERALIZACION DE LA TEORIA DE CHERN-SIMONS

La teoria de Chern-Simons es

m., B .. k
L=—q + ;51‘;"1 q — 5914 (4.212)

2

Por lo que vemos que nuestro Lagrangiano es una generalizacion de esta misma a
dimension arbitraria, lo cual se logré introduciendo el multiplicador de Lagrange
A* que acta como el campo externo y modificando las constantes de modo tal

que tengamos
me,. a.. cu b
Lpcs = ;XaXya + ;l fea Xy X4 + ;X}‘Xye (4.213)
Los momentos canénicos del lagrangiano son
. a c
P[m = me,a - ;lfcabXp.b (4-214)

En Chern-Simons es usual pedir que el término cinético sea el que otorgue la

menor contribucidn, es decir

m. . a :

;XgX‘m << ;lcfcfanyXg (4.215)

m. . b

;XEXW << ;X}‘Xye (4.216)
Lo cual define las siguientes constricciones

a c
Cya = Pya + ;A fcabeb (4‘217)

Las cuales son de segunda clase ya que su dlgebra es

{Cyavcvb} = —zqwl‘fmb (4.218)

92



El hamiltoniano total ahora es
b U ua a,.
HDCS = ;XaXy,a + A (PW + ;l fcquyb) (4.219)

Notemos que el término (lcfcba)_l es necesario para poder invertir (4.21 8) y
poder definir los paréntesis de Dirac de la teoria, sin embargo es bastante
problemitico conseguirlo; en el caso mas sencillo que es SU(2) no es invertible
ya que se trata de una matriz antisimétrica de 3 X 3, en el siguiente caso SU(3)
tenemos una matriz de 8 X 8 con 8 variables. Por ésta dificultad planteamos un
Lagrangiano que definiria una generalizacién de Chern-Simons con indices
internos y otro con la anadidura de un potencial tipo electromagnético que
modifica las constricciones de un modo que invertirlas en SU(2) es mucho mds
sencillo.

4.4.1 CHERN-SIMONS CON SIMETRIA INTERNA

El Lagrangiano que nos da la constricciéon de Chern-Simons es el siguiente

a : b
Lics = ;Eininj-l + ;Xnyi (4.220)

Su momento candnico asociado define la constriccién

a
Pyk = _€ikXyi (4'2'2'1)
2

a
Dy =Py + ;EkiXyi (4.222)
La cual es de segunda clase, ya que algebra es
{Dyi, Dy} = an,,Ei (4.223)
El Hamiltoniano es

b a
Hics = ;X?Xyi + A¥F (Pyk + ;SkiXm) (4.224)
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La evolucién temporal de (4.222) es
Dy = {Hics, D} = al i + bXp (4.225)

Usando el hecho de que es débilmente cero, despejamos el multiplicador de

Lagrange

b
Af‘j = ;gijyk (4.226)

El conjunto de constricciones consite sélamente de las constricciones de segunda

clase Dy;, el paréntesis de Dirac en este caso es
1
{A,B}" = {A,B} + {4, Dpk};ﬂpagkl{palaB} (4.227)

Como hemos despejado el multiplicador de Lagrange, podemos hacer fuerte la

constriccion y escribir los momentos en términos de las coordenadas
a
Pyk = ;EikXyi (4'22’8)
El paréntesis entre las variables candnicas para la teoria es
X4 X = g (4.229)
{ i j} —_aﬂ Eij 4.229

Las ecuaciones de movimiento son

. Eii
X! = {Hics, X} }" = ;}Xf (4.230)
La solucién de (4.230) es
Xt = i(B“ef% —A”e%) (4.231)
Xt = Afes + Bte s (4.232)
= Xt = (=) A% 4 (i) B (4233)
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Mientras que la de los momentos es es

b it it
Pt = ia—(—A”ﬂ + Bfe «) (4.234)
2
b it it
P = —Z(aket + B ) (4.235)
2
“ -k—1ab kau s U _Iz
Py = —i"'—((—1)"A¥« + Bte <) (4.236)
2

Las soluciones adquieren la siguiente forma en presencia de las condiciones
iniciales que solo dependen del primer indice interno: (X¥), = X¥(r = o)y

(Xg)o = Xf(T = o)

A= L ety + ()] (+237)
B = 2 [, — (x0)] (4239)
Xt = ia(X¥), sin (2) + (XY), cos G) (4.239)
Xt = ia(X¥), cos (2) — (X¥), sin (g) (4.240)
P = Jaie)osin () + (0o cos (7] (4:241)
Pt = —i%b [a(Xi‘)OCOs (2) — i(X¥), sin (:—;)} (4.242)

Por otra parte, ahora el hamiltoniano de la teoria es

» |

b
Hics = ;Xtwa' - (Xf'Xm + XzHXyi) (4.243)

Promovemos las funciones de operadores y al ver el conmutador de las

coordenadas nos percatamos que X¥ toma el papel de coordenada mientras que
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X toma el de momento, lo cual es valido para toda métrica

xe x) = — g
a

Xt = Xt
)
Xt = —ih
0X,,

Es decir, hemos restituido los términos cinéticos gracias a que nuestras

(4.244)
(4.245)

(4.246)

coordenadas tienen una estructura no-conmutativa. En el caso donde la métrica

sea euclideana (g** = diag(1, . . . ,1)) la cuantizacién es bastante sencilla

b o
=% (xry—r
v Z - (( ") a(X,:)Z) v
Cuyas soluciones son polinomios de Hermite
D
v=11v.
j=1

() e (o
Vo = ot \ban) € "\ \ b

En términos de estados y operadores tenemos

D

H nl,...,nD>zh(an+1)’n1,...,nD>
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(4.248)

(4.249)

(4.250)

(4.251)
(4.252)

(4.253)



Este caso es bastante interesante, ya que empezamos con un Hamiltoniano que
distaba del oscilador arménico pero acabamos con uno, esto muestra que las
constricciones pueden llegar a influir de un modo drastico en la dindmica del

sistema.

4.4.2 Cas0 EN SU(2) CON POTENCIAL DEPENDIENTE DE LA VELOCIDAD

Tomemos bajo consideracion el siguiente Lagrangiano
L= ieabchax‘;)@c - szxya - EXZXW (4-254)
Sus momentos candnicos definen la constriccion €E,
Eua = Pua — )%(Ecablc — cSap) (4.255)
Que generan el siguiente dlgebra
{Euar Ew} = 1, (Ecardec — cBap) (4.256)
El Lagrangiano (4.254) da como Hamiltoniano el siguiente
b
H= ;XgXW + AEE L, (4.257)

Donde, como es usual, A es el multiplicador de Lagrange y puede ser despejado

de la evolucién temporal de la constriccién

: b
o &y = {gyu, ;XZXV;, + A} (4.258)
o= bX[m + A;r]yv(gcablc - Cgab) (4259)

Es util invertir la matriz que aparece en (4.256) y (4.259), ya que ademds nos

permite escribir las ecuaciones de movimiento en términos de los paréntesis de
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Dirac

{gyau gvb} = Cabyv = 774“, (Edabld - CSub) (4-260)
vp
(c) = —ﬁ(mc b A+ 8) (4261)

Usando la constriccién podemos escribir las coordenadas en términos de los

momentos

Pua = va(ldgdah — 8ap) X, (4.262)
= Cap X,y (4.263)
= Xf = (ng)ilpya (4.264)
nee . .
— T /A2, . lt:ka A eca Scu P a 26
c(l2+c2)( + e+ Cbea)Py (4.265)

Por la razén anterior, s6lo es necesario céalcular los paréntesis de Dirac mas

sencillos, en nuestro caso son los de los momentos

uv
PPy = — (68, + 1) (4.266)
4

La ecuacién de movimiento de los momentos es

P4 = bX,, {P4, X} }* (4.267)
1, ’11/0'

:—b—P AAC A¢ ebc ZSCPP - 268

C(AZJFCZ)(IJ + cAEepe + ¢ 8pe) PE( 1)—6(12_'_(:2) (4.268)

(lbld —+ legfbd -+ cz&,d){Pg, Pad}* (4.269)

98



Sustitutimos el valor del paréntesis canénico (4.266)

. —bp#
Pg = m(lblc + Clegebc + Czsbc)(lbld + clf&?ﬂ,d + cl&,d) (CSad + )tg€gad)
(4.270)
—bpt
= —C ?L A’C le ebc 28 c lal Zlf a 38 a
4c2(l2+c2)2( phe + Aeape + E8pc) (Aady + ¥ epa + A8pat
(4.271)
AN (88t — Sqv8ar) + A3 gar) (4.272)
—bp
=—F° _ (AAgA(A* + ) + %00 (A* + %) + 384( +1%))
4C2(l + Cz)z
(4.273)
. b
Pr= ————— (Ad + Abepue + 3840 )PH .
a 4C(l2 + C2> ( + A Epac + € ) c (4 274-)

Para resolver esta ecuacion diferencial planteamos el problema de eigenvalores y

resolvemos, dicho procedimiento estd en el anexo
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A veces pienso que si no fuera por la oscuridad y las extrafias

noches que descienden sobre nosotros, el cielo se incendiaria.

Paul Auster

Conclusiones

A LO LARGO DE ESTA TESIS nos hemos enfocado en el problema de cuantizar una
teoria Yang-Mills de campo, comenzamos haciendo una revisién del formalismo
Hamiltoniano con constricciones, ddnde vemos como iniciando en la accion,
identificando constricciones y estableciendo un Hamiltoniano, podemos
suprimir la arbitrariedad en una teoria implementando condciones de norma
para volver a nuestras constrcciones de segunda clase, una vez hecho esto la
cuantizacion es inmediata empleando la sustitucion de paréntesis de Poisson y
funciones en el espacio fase por conmutadores y operadores en un espacio de
Hilbert. Posteriormente desarrollamos el electromagnetismo cldsico dentro de
un contexto geométrico, lo cual nos llevé a reconocer el 4-potencial
electromagnético como la conexién en un haz fibrado, ademas se reconocieron

las constricciones que tiene dicha teoria y posteriormente fueron utilizadas para
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cuantizarla implementado condiciones de norma usuales tales como las de
Coulomb y la Weyl. El dltimo ejemplo que quisimos destacar, fué el de una teoria
de Yang-Mills cuyo anélisis cldsico emula al que hicimos con el
elextromagnetismo, pero para su cuantizacién empleamos otro método: el de
Fadeev-Popov, en el cual se implementa una integral funcional en la cual se busca
“factorizar” los grados de libertad que no sean fisicos con el fin de que no
contribuyan en la medida de la integracion.

Todo esto fué exhibido para hacer un marco apropiado para la teoria de las
D-particulas, la cual, al no tener condiciones de norma obvias, tuvo que ser
cuantizada por el método de Fadeev-Popovy descompuesta en diversos casos
para ser analizada, entre ésos casos podemos encontrar una generalizacion de la
mecdanica cudntica topoldgica de Chern-Simons cuyos términos cinéticos son
restituidos gracias a la no conmutatividad impuesta por las constricciones.

Una aplicacién inmediata que se puede apreciar a través de la reglas de Feynman
para la teoria es que define mecanica cudntica para procesos de cromodindmica
donde el potencial electroestitico sea el término dominante, sus reglas de
Feynman son familiares y de hecho coinciden con las de la electrodindmica
cudntica escalar.

Por otra parte otra aplicacion que resulta particularmente interesante es usar la
dualidad norma/gravedad para ver a que tipo de gravitacion es dual esta teoria, la
idea serifa ver la teorfa Super Yang-Mills de la D-particulas (la cual se puede
encontrar en [15]) en la frontera de un espacio-tiempo AdS, y ver que tipo de
gravitacion define en él; para esto se necesita que la teoria sea conforme, lo cual

se demuestra en (4.121).
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Apéndice

A.1 FormMmALiIsSMO HAMILTONIANO DE YANG-MILLS

A.1.1 TRAZA DE LA 4-FORMA ES NULA

Destacamos la siguiente relacion entre los conmutadores y los anticonmutadores
entre los elemento del dlgebra su(n)

[T [T°, T = {1 {T*, T"}} — {T°{T°. T} (A1)

Donde
{T°, T} = T°T" + T*T* (A.2)
_ %}1 dgT* (A3)

Podemos escribir las constantes de estructura f,;,. y las constantes completamente
simétricas d . en términos de trazas

fape = 2i Tr ([T, T®)T¢) (A.4)
dave =2 Tr ({T°, T*}T°) (A.s)
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La ecuacién A.1 en términos de fup. ¥ dypc €5

72, (1%, 7)) = {T°,{T*, T*}} = {T° {T", T"}} (A.6)
~fadefoeaT® = {T°, (%H + dabd) T —{1°, (%H + dcud) T} (A7)
- % (5T = 8aT") + dupadeac T — deaadpac T (A.8)

Jadefoca = % (8cabbe — 8abdce) — davadede + deaadbae (A.9)

Para la 4-forma tenemos

A*=ANANANA = AAPAAdx" N dx? A dxP A de TOTPTT?

u vttt e
(A.10)
TrA* = ACASASASdxt A dx” A daf A da® Tr (T*TPTCT)
(A.11)
84
Tr (T*T*T°T?) = Tr ((—”H + = (ifune + dabe)Te>
n 2
Scd 1 e
X | —I+ _(lfcdf + dcdf)T (A'lz)
2n 2
Sapde 84
=Tr ( b Zd]l + —b(i o + doar) TV
4n 4n
Scd . e 1 . . € f
+;(l abe 1 dape) T° + Z(l abe 1 dave) (ifear + deag) T°T
(A13)
Sabdea 1, ,
- ( :.11 4 + g(lfabe + dube)(lfcde + dcde)) (A'14)

Donde se ha usado el hecho de que los generadores del dlgebra tienen traza nulay
que la traza del producto de dos de éllos es la mitad de la delta de Kronecker

= TrA* = AZATACALdx N\ do” A do? A\ da

viiptie
Sabdeca | 1. :
X < blcd + _<lfabe + dabe)(l cde + dcde)) (A'IS)
4n 8
ASASACAZdxt A dx” A dxf A dx
= - fab cde (A16)

8
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Usando A.9g y reorganizando indices tenemos

TrA* = —

ASATACALdxt N do” N dx? N dxT o
<_(8ca8bd - Sadscb)
8 n
+dcaeddeb - dadedceb) (A'17)
=0 (A.l 8)

A.2  D-ParTiCcULAS

A.2.1 HAMILTONIANO DE LA TEORIA REDUCIDA CONMUTA CON LAS CONSTRIC-
CIONES

Una vez impuesta la condicién de norma, el Hamiltoniano total (4.145) es

Hr = Lf’gﬁlm (A.19)
am

Al hacerlo conmutar con la condicién de norma tenemos

Hr, Q" = — [P4D,,, X°]*

am !t YT
1. N 07 %
= _Pya [ng X?]
m
ih. X
=—P a Oygm - A—l
m <’7 X0
=o0 (A.20)
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Y al hacerlo conmutar con la constriccién llegamos a

* Ebe 2 T VD 1%
[HTag] :fpya[P57XZPvc]

= By ([P 3G] Puc + X [P Pu))

h C Hosal < a
= ey Pya (_ (r]vygba - n—%XZ) Pvc

AO
m X2

)A%XZ (5Cd8mrl”°r]va - Eadgxcgsgg) pg)

ih (1 o4 PO TP N Ead e s
= — | P°—X"P,y — P°—X'P,, + Pa—X°D"
m(ngdVd 1ngvb WXg 2t d

=o0 (A.21)

A.2.2 CAMBIO DE COORDENADAS

Notando quea = 1,2yquei =1,...,D — 1,parael casodondes =1
elegimos coordenadas esféricas en la esfera de radio r inmersa en el espacio
cartesiano 2(D — 1) dimensional, donde los 4ngulos que la parametrizan son

{6,,6,,...,0,p,0,p_,,0,p_,}, en este caso, el laplaciano es
D—1
0* 1 0 (5,0 1.
= () 2 A.
; d(Xi)>  rP=30r (r ar) + r* (A-22)
2mE 1 0 Dy oy >’y 1 1 R
.o — . 2. _ _ - L2
R % 4 r*D=3 Or (r or + J(X2)> + r? + (X0)> v
(A23)
. 1 0 0 1 .
L= ——— in?P4 0, — 12 A.
sin*P~4(0,) 06, <sm ( >391) + sin*(6,) »D—2) (A.24)
Las eigenfunciones de L* son Yy, 4, ¢ 1o (64,0, ..., 0:p 4, 0:p),

conocidos como arménicos esféricos de dimension 2(D — 1), cuya forma es la
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siguiente

2D—3
1
YZI,ZZ,...,&D,“,ZzDﬂ(917 92a R 92D—47 92D 3 = lz 6 H }PEZD ¢ 6k
(A2s)
o, B wWe+k—1(l+lp, +k—2) (-1 /2 (s +E2)
P’ (k) = \/ . (G — () sin <9")P£k+% (cos(6k))
(A.26)

Si designamos a 6, como angulo polar, la accién de los operadores angulares en
los armonicos esféricos es

L Y‘e ‘ez’ . zD 4742D 3 = _£2D73(€2D73 + Z(D - 2)) (A‘2’7)

Lngl ¢ —1

) 2»~~-7Z2D—47€2D—3 = 89 YZI:£27"‘7£2D—47£2D—3 = £1Y€1 4
1

y 27~~-7€2D—47€2D—3

(A.28)

A.2.3 ACERCADEYV

La funcién V., en el caso D = 1 + 1 est4 definida como

2mE
Vo (X3) = VX sy (\/ hi + szg’) (A.20)

En términos de la serie de Taylor de la funcién de Bessel tenemos

B 2mE Xo 2 40+1/2+42k

% o fz 2/2)Y

h» rk+\/4£+ 1/2+1)

(A.30)
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Para X? grande, la funcién de Bessel tendra el siguiente comportamiento
asintético [ 16]

000 = VR (| s = /a8 - )

X [an_l)k(\/E/z, 2k)(2)~(‘2’)*2k + O((XZ)Z(”JFI))]

k=o

_ 7;20 sin(X2 — m\/4f +1/8 — x/4)
[ZH)’WM +1/2,2k 4+ 1) (2X3) T 4 O((XZ)‘Z“)] )
B (A31)
=h m]lgﬂ <\/§cos()~(§—ﬂ\/4f+1/8—7r/4)
x [Z(—l)k(v 4l +1/2,2k) (2X5) 7 + (9((5(‘2)_2(”1))]

— \/%sin()?j — /a4l +1/8 —7/4)
[Z(—l)k(v 4l +1/2, 2k +1) (2X3) 77 + @((5(3)_2"_3)] >

o (A.32)

Con lo que queda claro que asintéticamente tendrd un comportamiento sinoidal
que no se atenuar; ademds, vemos que asintdticamente los ceros de las funciones
de Bessel adquieren la siguiente forma

(A33)

1 \/452—{—14—1)
4

:Bn,\/4€"+1/2 =7 <7’l + ; +
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A.2.4 CALCULO DEL PERIODO

Sea a, el promedio sobre ¢ de ﬂn,m/z

402

N

1

= N Zﬂn,\/A].K"-‘rl/z (A34)

I=o0
N

7 1 V4l 41+1

= — -4 — A.
N ZZO: <n +o+ Y ) (A.35)

N
:ﬂ(n+i>+§v2\/4€2+l (A.36)
I=o0

A partir de ¢ = 3 se tiene que 4> excede en un orden de magnitud a 1, por lo que
el término dentro de la raiz se comporta como 4/ 4l +1~ 25, entonces

N
3 T
a":W<n+Z)+E\7§£ (A.37)

_ EX .
= <n + 4) + 4NN(N+ ) (A38)
= 7r(n —+ l; + 1) (A.39)

Para N arbitraria, la cual no influird en ningun aspecto de el periodo a ya que este
serd el doble de la distancia entre dos ceros del promedio

a=2(ay, —an) (A.40)
=27 (A.41)

A.2.5 PROBLEMA DE EIGENVALORES

El problema de eigenvalores a resolver es obtener el determinante de la siguiente
matriz e igualarlo a cero

b

Ay = S
’ 4c(A + &)

(lalb + cAeegp + <62 - H)Sab) (A.42)

4V + o)
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Para facilitar la notacion, hacemos la siguiente definicion
P o (A.43)
Entonces

d6t<Aab) = EabcAmAszg.c (A44)
_r (M + A + (¢ b )8 )
= Eabc a1 CA Eda c - a1
4c(A* + )3 b 4 4c(A* + cz)y

b
l A‘e Eeba P ———u)s 2
(  Neaw + (¢ 4c(A* + &) #)8 )
b
A, + cVep, P — ————u)é, A.
( tc 8f?: ( 4C(l2 +C2> y) 3> ( 45)

b
T A2 . N4 Alla abc l1’81:1_lc81 1bc P —
4c(12+62)3< Eabe 1 ¢( b) + Ewe(c " Z)H))
LAAAS + A AW er, + (¢ — ————p),A0.,
( 3 tc 6f3 + (C 46(12 + Cz) 1’4) 3
b

—2[1)?&68e2b83c
c*)

LA A e, *AAE pEre + c(c —
+cl, b+ c bEpe 1 c(c PG

b b
gpp——"5 [ £ P ————u)¥epd,
b
e 1)*8,,8,, A.46
+(C 4C(7LZ—|-C7')#) b 3) ( 4 )

Ignorando el factor comun — W hacemos la multiplicacion del primer

factor por todo el segundo paréntesis nos da

b
12 AZZ 2 2 2 A.
006 (¢ ) e (A7)

Hacemos lo mismo para el segundo factor obteniendo

A+ — WA +2%) (A.48)

b
4c(M* + &)
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Finalmente para el tercero

2_ b CZ_ b 2 2 CZ 2 CZ_ b 2
e (( R e —4602“2)#))
(A.49)

Haciendo la suma obtenemos el siguiente polinomio caracteristico para y

1= (e b ) (rer - —rbr) s

Lo cual nos da los tres eigenvalores

4C 2 2\2
y":?@ +¢*) (A.s1)
gy = %(lz + &) (¢ Licd) (A.52)
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