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Introduccion

Actualmente en el drea de Geometria Algebraica el estudio de curvas especiales mediante
la aplicacién de Petri es muy importante para estudiar el espacio moduli M, y sus divisores,
asi como familias de curvas dentro de superficies algebraicas.

Este trabajo de tesina empieza desde las definiciones bésicas de gavillas y divisores hasta
el analisis de cémo la aplicacién de Petri nos da informacién sobre la geometria de las curvas.

En el primer capitulo se incluyen los preliminares necesarios y la notacion utilizada para
entender las construcciones dadas en las siguientes secciones, tales como haces lineales sobre
variedades complejas, gavillas y cohomologia de Cech.

En el segundo capitulo se hace un estudio de los divisores sobre variedades complejas y se
estudia la relacion entre ellos y los haces lineales; se define la clase de Chern de un haz lineal
y se definen sistemas lineales, asi como las gavillas Op asociadas a un divisor D; la dltima
parte se dedica a enunciar teoremas importantes para el caso de superficies de Riemann
compactas como el teorema de dualidad de Serre, se demuestra el teorema de Riemann-Roch
y se enuncia un teorema sobre la existencia de encajes al espacio proyectivo P™.

La tercer parte estd dedicada al estudio de haces lineales sobre curvas, empezamos con
las construcciones de las variedades que parametrizan sistemas lineales sobre curvas y se
define la aplicacion de Petri; también se dan algunos resultados que relacionan al ntimero de
Brill-Noether con las variedades de sistemas lineales; este trabajo termina con el desarrollo
de un ejemplo de cémo la aplicacién de Petri nos da informacién sobre la geometria de la
curva en cuestion.

Quiero agradecer a CONACYT por el apoyo brindado para concluir este trabajo de
tesina, mediante una beca en el marco del proyecto ntimero 48668, “Geometria de curvas
especiales y su Moduli” asignado al Dr. Luis Abel Castorena Martinez.
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Capitulo 1

Preliminares

Empezamos este trabajo con un rapido repaso de haces vectoriales, gavillas y cohomologia
de Cech; para poder dar las definiciones que necesitaremos mads adelante y establecer la
notacion utilizada en las siguientes secciones.

1.1. Haces vectoriales

Sea X una variedad compleja, un Haz vectorial holomorfo de rango r sobre X es una
variedad compleja E junto con una funcién holomorfa 7 : E — X y una estructura de espacio
vectorial complejo de dimensién r en cada una de las fibras E, := 7~ 1(x), tal que existe
una cubierta abierta X = (JU; y funciones biholomorfas h; : 7=1(U;) — U; x C" que hacen
conmutar el siguiente diagrama:

7T71(UZ‘) > Uz x C

Ui

donde p; es la proyeccién a U; y tales que el morfismo inducido en las fibras 77! (z) — C”
es C-lineal. Un haz lineal holomorfo es un haz vectorial holomorfo de rango 1.

A las {h;} se les llama trivializaciones de E (respecto de la cubierta {U;});sim: E — X
es un haz vectorial y {U;, h;} es una trivializacién, podemos definir los morfismos

hij = hy Oh;1 : Uij x C" — Uij x C"
(2, v) = (z,1(z,v))
donde U;; := U; N Uj, fijando = € X, tenemos que
hij(z,*) : C" = C", v—=n(z,v)

es un isomorfismo lineal, por lo que debe existir una funcién holomorfa g¢;; : U;; — GL,(C)
tal que
h; o h;l(x, v) = (z, gij (x)v).

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Notemos que en la triple interseccién Uy, := U; N U; N Uy, estas funciones satisfacen la
condicién:
9i5() - gjr(@) = gir(2)

es por ello que las {g;;} son llamadas funciones de transicion (o cociclos) correspondientes
a la trivializacién {h;}.

Supongamos que tenemos otra trivializacién {h.} (sobre la misma cubierta) de 7 : E —
X, entonces la funcién h;' o h; ' : U; x C — U; x C es de la forma (z,v) +— (x, ¢;(x)v) donde
¢; : Uy = GL,(C) es holomorfa; por lo cual las funciones de transicién correspondientes a
{h;'} son {g—J - gij }- Conversamente dada una familia de funciones holomorfas g¢;; : U;; —
GL,(C) que satisfacen la condicién de cociclo

9ii9ik = 9ik, en Usjk,

podemos construir un haz de la manera siguiente: tomamos la unién disjunta E= ;e (Us x
Cr) y la proyeccién 7 : E — X, (z,v) — = y tomamos la relacién (z,v) ~ (y,w) < {z =
yy v = gi;(x)(w)}, debido a la condicién de cociclo ~ es una relacién de equivalencia, es facil
probar que F := E / ~ con el morfismo inducido 7 : E — X es un haz vectorial holomorfo,
mas atun, la proyeccién E — E induce una biyeccién hi_1 :U; x C" — 7 Y(U;), y de hecho
con esta trivializacién los cociclos de este haz son precisamente las {g;;}. De esta manera
tenemos que todo haz estd completamente determinado por sus funciones de transicién.

Simg: E— X ynp: F — X son haces vectoriales holomorfos , un morfismo de haces
de F a F' es una funcién holomorfa v : E — F con mg = wr o u tal que la funcién inducida
en las fibras u, : E, — F, es lineal. Los haces 7 : F — X y 7 : F — X son isomorfos si
existen morfismos u: E — Fyu : FF'— E talesque uou = Idp y v/ ou = Idg.

Nuestro primer ejemplo de haz es el llamado haz trivial 7x : X x C" — X, donde
7 es simplemente la proyeccién en la primer coordenada; en este caso, si X = |JU; es
cualquier cubierta abierta y tomamos las trivializaciones h; : U; x X — U; x X como
la identidad, es decir h;(xz,v) = (z,v), entonces para todo i,j, tenemos que la funcién
hij = hio hj_1 1 Ui j x C" = U, j X C" es la identidad en U;; x C” por lo que los cociclos de
este haz deben ser las funciones constantes g;; : U;j = GL,.(C), . — 1.

Una seccion holomorfa de un haz vectorial holomorfo 7 : E — X es una funcién holomorfa
s: X — FE tal que mos = Idx; por ejemplo la funcién sy : X — E que manda cada z € X
al cero de F, es una seccién holomorfa llamada la seccion cero.

Sea s : X — FE una seccién holomorfa de F, considerando las trivializaciones h; :
7Y (U;) — U; x C" para todo o € U; tenemos que h; o s(x) = (z, fi(z)) donde f; : U; — C"
es una funcién holomorfa, si # € U;; entonces tenemos que

hi o s(x) = hi o hy ' (hs(x)) = hihj (@, f;(2)) = (2, g4 (2) f;(2))

por lo anterior, una seccién holomorfa de 7 : E — X puede identificarse con una familia de
funciones holomorfas {f; : U; — C"} que satisfacen f; = g;; f; en U,;.

1.1.1. Ejemplos

En los siguientes ejemplos suponemos 7g : £ — X y np : FF — X haces vectoriales
holomorfos determinados por los cociclos {g;; : U;; = GL(C)} y {hi; : U;j = GL,.(C)}
respectivamente (con respecto a la misma cubierta {U;}),donde E tiene rango r y F' tiene

!/
rango r’.
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1. Sea ¢ : F — F un homomorfismo de haces entonces existen haces vectoriales holomor-
fos sobre X denotados Ker(¢) y Coker(¢) tales que las fibras para cada ¢ € X son
isomorfas a

(Ker(¢))s ~Ker(¢(x) : E, — F;)
(Coker(¢))z ~Coker(p(x) : E, — Fy)

2. Supongamos que para todo x € U; N U; la matriz h; ; tiene la forma

(95
i (0 %j)

entonces E es un subhaz holomorfo de F', es decir, existe un morfismo de haces inyectivo
E — F. Conversamente si E C I es un subhaz holomorfo entonces podemos encontrar
cociclos de F' de la forma anterior; mas aun, en este caso el haz cokernel del morfismo
u: E— F, G = Coker(u) estd determinado por los cociclos {v;;}.

3. La suma directa E @ F es el haz sobre X definido por los cociclos {gij @ hiy; Uy —
GL,1,(C)}, donde

gi; () 0 >
ij © hij(z) = ’
9ij (@) < 0 hij(z)
debido a la construccién, la fibra(E @ F), es isomorfa a E, ® F,, para cada z € X.

4. De la misma forma construimos el producto tensorial E ® F como el haz sobre X
definido por los cociclos {g;; ® hij : U;j = GLy..(C)}; la fibra de este haz es isomorfa
aF,®F,encadaxzeX.

5. La i-ésima potencia exterior A\*(E) es el haz sobre X cuya fibra para toda z € X es
isomorffa a \' E,.

6. El haz dual a E es el haz vectorial holomorfo sobre X definido por los cociclos {(g;;*) ™' :
Uij = GL,(C)} y su fibra(E*), en cada x € X es isomorfa a (E,)*.

7. El haz determinante de E es el haz lineal holomorfo det(E) := \" E, y estd determinado
por los cociclos {det(g;;) : U;; — C}.

8. Definimos una sucesion exacta corta de de haces vectoriales holomorfos sobre el mismo
espacio X, como una sucesion

0O—-—F—F—-G—=0

donde f : E — F es un morfismo de haces vectoriales con Ker(f) = 0y Coker(f) = G;
entonces existe un isomorfismo entre los haces vectoriales:

det(F) ~ det(F) ® det(G).

Sea f : Y — X una funcién holomorfa entre variedades complejas y sea E un haz vectorial
holomorfo sobre X dado por los cociclos {U;, gi;}; definimos el pullback f*E de E como el
haz vectorial holomorfo sobre Y determinado por los cociclos {f~(U;), gij o f}. En este caso
para toda y € Y la fibra (f*E), es isomorfa Ey(,. Si Y es una subvariedad compleja de X
ei:Y < X esla inclusién entonces Ely :=i*E es la restriccién de F a Y.
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PROPOSICION 1.1.1 EI conjunto
O(—-1):={(l,z) eP" xC"" | z €1}
es un haz lineal holomorfo sobre P™.

Demostracién. Veamos que con la proyeccién al primer factor 7 : O(—1) — P" es un haz
lineal. Tomemos {U;}1, la cubierta de P™ por abiertos afines de la forma

Ui={lz0:...: 2p] €P" | z # 0},

entonces podemos definir una trivializacién de O(—1) sobre U; como ¢; : 7~ *(U;) — U; x C,
(I,z) — (I, 2;) donde z = (2o, ..., 2 ). Las funciones de transicién ¢; ;({) : C — C estdn dadas
por w l% -w donde I = [ly : ... : 1], de hecho las funciones ¢; al mismo tiempo son cartas
holomorfas para O(—1). a

Definimos el haz lineal tautoldgico (denotado O(1)) como el haz dual de O(—1). Si k > 0,
denotamos como O(k) al haz O(1) ® O(1) ® ... ® O(1) (k veces); de manera anéloga, con
k < 0 definimos el haz O(k) := O(—k)*. De hecho si definimos O(0) como el haz lineal
trivial P™ x C — P, entonces el conjunto de haces lineales {O(k) | k € Z} bajo la operacién
del producto tensorial forman un un grupo isomorfo a Z, mas aun se puede probar que
cualquier haz lineal holomorfo sobre P™ es isomorfo a uno de la forma O(k), es decir que
el conjunto de haces lineales holomorfos sobre P™ es isomorfo al grupo Z. Este resultado se
puede generalizar a otras variedades de la siguiente manera:

PROPOSICION 1.1.2 EI conjunto de todas las clases de isomorfismo de haces lineales
sobre una variedad compleja X tiene una estructura de grupo abeliano, dada por el producto
tensorial y el dual. Este grupo es llamado el grupo de Picard de X y se denota Pic(X)

Demostracion. Siwg : E — X y 7p : F' — X son haces lineales determinados por los cociclos
{9ij : Uij = C} y {hi; : U;j = C} (como los haces son lineales, g;;(x) € Cy h;j(z) € C), por
definicién su producto es el producto tensorial E ® F' y el inverso de F es el dual E*, que
claramente satisfacen la asociatividad y la conmutatividad; notemos que al hacer el producto
tensorial de F por el haz trivial, lo que obtenemos es el haz que estd determinado por los
cociclos g;;(x) ® 1(x) = gi;(x), que es isomorfo a E, esto prueba que el haz trivial funciona
como la identidad del grupo. Ahora lo tinico que necesitamos probar es que E® E* ~ X x C;
sabemos que F ® E* es el haz lineal determinado por los cociclos

{9i ® (gfj)_l};
si x € X, entonces

1

gi(@) ~ !

9ij(2) @ (95 (2)") 7" = gij(2) @ (g4 (2)) ™ = gij(2) ®
y esto termina la prueba. |
Si X = |JU; es una cubierta abierta y tenemos las cartas ¢; : U; — (U;) C C™ definimos

la matriz jacobiana de las funciones de transicién ;; := ); o d)j_l 2 (Usj) = ¢i(Usj) como
la matriz

T = (2w ) .,

donde wfj denota la k-ésima entrada del vector 1;;(%).
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Si X es una variedad compleja con dim(X) = n; notemos que por la regla de la cadena
los elementos ¢;; := J(15;)(¢;(2)) satisfacen la condicién de cociclo y deben definir un haz
sobre X; definimos el haz tangente holomorfo sobre X denotado Tx como el haz holomorfo de
rango n dado por éstos cociclos. También definimos el haz cotangente holomorfo Qx como
el dual de Tx. Por otro lado si 0 < p < n construimos el haz holomorfo de las p-formas
Q% = A\’ Qx y por ultimo definimos Kx := det(Qx) = Q% el haz candnico de X.

1.2. Gavillas

DEFINICION 1.2.1 Sea X un espacio topologico. Una pregavilla F de grupos abelianos
sobre X asocia a cada conjunto abierto U C X un grupo abeliano F(U) y a cada par de
abiertos V.C U C X un morfismo de grupos abelianos pyy : F(U) — F(V) de manera tal
que satisfacen las siguientes condiciones:

1. F(@) =0, donde () es el conjunto vacio y para cualquier abierto U la funcidon pyy es
el morfismo identidad F(U) — F(U).

2. SiW CV CU son abiertos de X, entonces puw = pvw © puv -

DEFINICION 1.2.2 Una pregavilla F sobre un espacio X es una gavilla si satisface las
stguientes condiciones:

1. Sea U C X cualquier abierto y {V;}ier una cubierta abierta de U; si s € F(U) es un
elemento tal que pyv,(s) =0 para toda i, entonces s = 0.

2. Sea U es un abierto y {V;}icr una cubierta abierta de U; si tenemos elementos {s; €
F(Vi)}ier con la propiedad de que para toda i,j € I pyv,viav;(si) = pvvinv; (55),
entonces eziste un elemento s € F(U) tal que pyv,(s) = s; para cada i (Notemos que
la condicion anterior implica la unicidad de esta s).

A los grupos F(U) se les llama secciones de F sobre U y al morfismo pyy se le llama
funcion restriccion de U en V.

Notacion Si M es una variedad compleja, V C M es una subvariedad analitica de M y
E — M es un haz vectorial holomorfo, definimos las gavillas O, O*, QP Jy, O(E), Z, Q, Ry C

como:
= O(U) = {funciones holomorfas sobre U}
= O*(U) = {grupo multiplicativo de funciones holomorfas no cero sobre U}
» QP = {p-formas holomorfas sobre U}
» Jy = {funciones holomorfas sobre U que se anulan en U NV}
» O(E)(U) = {secciones holomorfas de E sobre U}

= Z(U), QU), R(U) y C(U) las gavillas definidas como Z(U) = Z, Q(U) =Q, R(U) =
R y C(U) = C respectivamente, para todo abierto U C X.

Si M es una variedad compleja una funcion meromorfa f sobre un abierto U C M
estd dada localmente por el cociente de dos funciones holomorfas, es decir para alguna
cubierta {U;} de U, fly, = - donde g; y h; son primos relativos en O(U;) y g; - hj = g; - hi
en U;; = U; N Uj. La gavilla de funciones meromorfas sobre M se denota M y la gavilla

multiplicativa de funciones meromorfas no idénticamente cero se denota M™.
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DEFINICION 1.2.3 si F y G son pregavillas, un morfismo ¢ : F — G es una coleccion de
morfimos de grupos abelianos {¢(U) : F(U) = G(U)}ucm tal que para cualquier inclusion
V C U, el diagrama

Fo)— L gw)
pPUV P/U,v
FWV) W) gw)

es conmutativo, donde p y p' son las restricciones de F y G respectivamente. Si F y G
son gavillas, usamos la misma definicion para un morfismo de gavillas. Definimos un
isomorfismo como un morfismo que tiene una inversa por ambos lados.

Si ¢ : F — G es un morfismo de pregavillas. Definimos la pregavilla kernel de ¢, la
pregavilla cokernel de ¢ y la pregavilla imagen de ¢, como las pregavillas dadas por U —
ker(¢(U)), U coker(¢p(U)) y U — im(¢(U)) respectivamente.

Una subgavilla de una gavilla F, es una gavilla F’ tal que para todo abierto U C X, F'(U)
es un subgrupo de F(U) y tal que las restricciones de F’ estdn inducidas por las restricciones
de F. Si ¢ : F — G es un morfismo de gavillas, definimos el kernel de ¢, denotado ker(¢)
como la pregavilla kernel de ¢ (que también es una gavilla) y tenemos que ker(¢) es una
subgavilla de F. Decimos que un morfismo de gavillas ¢ : F — G es inyectivo si ker(¢$) = 0;
notemos que ¢ es inyectivo si y sélo si las funciones inducidas ¢(U) : F(U) — G(U) son
inyectivas para todos los abiertos U C X.

PROPOSICION 1.2.4 Dada una pregavilla F eziste una gavilla F* y un morfismo 6 :
F — F* con la propiedad de que para cualquier gavilla G y cualquier morfismo ¢ : F — G
existe un tinico morfismo ¢ 1 FT — G tal que ¢ = ¢ 0 0. Mds aiin el par (FT,0) es tinico
salvo isomorfismos. FT es llamada la gavilla asociada a la pregavilla F.

Una prueba del resultado anterior se puede ver en pag. 64[d]. Si ¢ : F — G es un
morfismo de gavillas, definimos la imagen de ¢, denotada im(¢), como la gavilla asociada a
la pregavilla imagen de ¢. Notemos que por la propiedad universal de la gavilla asociada a
una pregavilla, existe una funcién natural im(¢) — G y se puede probar que esta funcién es
inyectiva, debido a esto im(¢$) puede identificarse con una subgavilla de G. Decimos que un
morfismo de gavillas ¢ : F — G es sobreyectivo si im(¢) = G (como gavillas).

Decimos que una sucesion

Pi— i
o Fia —1>]:1¢_>]:1+1_>

de gavillas y morfismos es eracta si ker(¢;) = im(¢p;—1) (como gavillas) para cada i. Si
F' es una subgavilla de F definimos la gavilla cociente F/F' como la gavilla asociada a la
pregavilla U — F(U)/F'(U); y por ultimo si ¢ : F — G es un morfismo de gavilla definimos
la gavilla cokernel de ¢ denotada coker(¢) como la gavilla asociada a la pregavilla cokernel
de ¢.

Ejemplo. Sobre cualquier variedad compleja, la sucesién

05720200

es exacta; esta sucesién es llamada la sucesion exponencial de gavillas.
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1.3. Cohomologia de Cech

Sea F una gavilla sobre una variedad compleja M y U = {U,} una cubierta localmente
finita, definimos:

', F) =11 Fwa)

C'U,F) =[] FUanUp)
a#f

cru,F)= [  FUanUsN.onUay).
apFarF...Foy

Un elemento o € CP(U, F) es llamado p-cocadena de F. Definimos un operador cofrontera
§:CP(U,F) = CPTH U, F)

como
p+1

(00)ig,oips = D (W05, 5 iy U,
=0

En particular si o = {oy} € C°(U, F) tenemos (§o)yw = ow — oy ysio = {oyw} €
CY(U,F) entonces (do)ywr = owr — ovr + ovw, con las restricciones adecuadas. Una
p-cocadena o € CP(U,F) es llamado cociclo si estd en el kernel de 6, es decir si do = 0.
Notemos que los cociclos satisfacen la condicién de antisimetria

T 0, ig—1,0g 41,0 ,tg 42, sip

Una p-cocadena o es llamada cofrontera si estd en la imagen de § es decir si ¢ = §7 para
algtin 7 € CP~1(U, F). Se puede probar que §% = 0 por lo que toda cofrontera es un cociclo.
Denotamos ZP(U, F) = Kerd C CP(U,F) y definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de
F respecto de la cubierta U como

ZPU,F)
HP(U,F)= —————.

( ) sCP=1(U, F)

Dadas dos cubiertas U = {Up }aer y U' = {Ug}per de M, decimos que U’ es un refina-
miento de U si para cada 8 € I’ existe a € I tal que U/’3 C Uy, y lo denotamos U’ < U. si
U' <U podemos elegir una funcién ¢ : I’ — I tal que Uy C Uy () para todo S € I; tenemos
entonces una funcién

pe: CP(U,F) = CPU', F)

dada por (py0)g,,....8, = Tépo,....68, IUﬁoﬂu'ﬂUﬁp’ es claro que § o py = py 0§ por lo que py
induce un homomorfismo

p: HP(U,F) — HP(U', F)
que es independiente de la eleccién de ¢. Por lo anterior tenemos que los HP (U, F) con los
refinamientos de cubiertas forman un conjunto dirigido, y estamos listos para dar la siguiente:

DEFINICION 1.3.1 Definimos el p-ésimo grupo de cohomologia de Cech de la ga-
villa F sobre M como el limite directo de las HP (U, F) conforme U se vuelve cada vez mds

fino.
HP(M,F) := li_n>1Hp(1/l,]:).
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OBSERVACION 1.3.2
1. SilU es cualquier cubierta, tenemos que H°(M,F) = H°(U,F) = F(M) donde F(M)
son las secciones globales de la gavilla F.

2. Si M C N es un subespacio cerrado, entonces es cualquier gavilla F sobre M podemos
extenderla a una gavilla sobre N (haciendo cero todo lo que esta fuera de M) y tenemos
que

H*(M,F)=H"(N,F).

PROPOSICION 1.3.3 Sea D la gavilla de funciones diferenciables C*> entonces
HY(X,D)=0 para q> 1.

Demostracion. Seald = {U; };c; una cubierta localmente finita de X, podemos encontrar una
particion de la unidad determinada por U (ver [5]), es decir, un conjunto {p;} de funciones
diferenciables C*° que satisfacen:

1. Para cada i existe un cerrado W; contenido en U; tal que p(xz) = 0 para todo x ¢ W;
(es decir, Supp(p;) C U;).

2. > pi=1

Si o € ZP(U,D) es un cociclo, notemos que p;o; j,....j,—1 €s una seccién que esta definida
en U; NUj, N...NU;,_, pero como pi(x) = 0 fuera de U;, entonces podemos extender esta
seccion al abierto Uj, N ... N Uj;,_, definiéndola como cero fuera de U; NUj, N...NU;, _, de
este modo podemos definir una (p — 1)-cocadena 7 € CP~1(U, D) como

Tjoseedp—1 — E PiTijo,....Jp—1>
el

y se puede probar que 7 = 0. Hagamos la cuenta para el caso p = 1, tenemos entonces
o € ZYU, D), es decir 0 = {opy,y € D(UNV)} y satisface oyw — opyw + ouy = 0, que es
equivalente a la igualdad oyy = owy — owy en U NV N W. Tomemos

U = E PVOVU,
\%

entonces
0T uy =17v — U
= ZPWUWV - ZPWUWU
w w
= ZPW(UWV —owu)
w
= ZPWUUV
w
= pw)ovy = ouv
w
por lo cual 7 = 0. |

En general las gavillas que admiten particiones de la unidad son llamadas finas y el
mismo argumento muestra que H?(X,F) =0 para p > 1y F fina.



Capitulo 2

Divisores y Haces lineales

En este capitulo estudiaremos las relaciones entre los divisores, los haces lineales y las
clases de Chern.

2.1. Divisores

Sea M una variedad compleja de dimensién n (no necesariamente compacta); cualquier
subvariedad V' C M de dimensién n — 1 es una hipersuperficie analitica, es decir, para todo
punto p € V.C M existe una vecindad de U de p tal que U NV son los ceros de una funcién
holomorfa f. Més ain cualquier funcién holomorfa g definida en p y que se anula en V' es
divisible por f en una vecindad de p. A tal f le llamaremos funcion de definicion local para
V cerca de p, y es unica salvo multiplicacién por una funcién no cero en p. Denotaremos Vj
a los puntos singulares de V' y denotamos V* =V — V;, si V;* es una componente conexa de
V* entonces V" es una subvariedad analitica de M. Podemos expresar a V' de manera tinica
como unién de hipersuperficies analiticas irreducibles

V=VuWu..UuV,

donde las V; son las cerraduras de las componentes conexas de V*. En particular, V es
irreducible si y s6lo si V* es conexa.

DEFINICION 2.1.1 . Un divisor D sobre una variedad compleja M es una combinacién
lineal formal localmente finita de hipersuperficies analiticas irreducibles de M

D:Zai-vi

con a; € 7.

Nota: En la definicién anterior localmente finita significa que para todo p € M existe
una vecindad de p que se intersecta solo con un numero finito de las V; que aparecen en D;
claramente si M es compacta esto significa que la suma es finita. El conjunto de divisores en
M es naturalmente un grupo aditivo, denotado Div(M).

Un divisor D = Y a; - V; es llamado efectivo si a; > 0 para todo i; y escribimos D > 0
para denotar que D es efectivo. Una hipersuperficie V' usualmente serd identificada con el
divisor > V; donde las V; son las componentes irreducibles de V.

Sea V' C M una hipersuperficie analitica, p € V' un punto cualquiera y f una funcién
de definicién local para V cerca de p. Para toda funcién holomorfa g definida cerca de p,
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definimos el orden de g a lo largo de V' denotado ordy,,(g) como el entero més grande a tal
que en el anillo local Oy, se satisfaga

g=1r"h

Se puede demostrar que el orden ordy,,(g) es independiente de p; por lo que tiene sentido
definir el orden ordy (g). Notemos que si g,h son funciones holomorfas y V' es cualquier
hipersuperficie irreducible, entonces

ordy (gh) = ordy (g) + ordy (h).

Sea f una funcién meromorfa sobre M escrita localmente como f = g/h con g y h
funciones holomorfas y primas relativas. Si V' es una hipersuperficie irreducible, definimos

ordy (f) = ordy(g) — ordy (h)

usualmente decimos que f tiene un cero de orden a a lo largo de V si ordy (f) =a >0y
que f tiene un polo de orden a a lo largo de V si ordy (f) = —a < 0.
Definimos el divisor (f) de la funcién meromorfa f como

(f)=> ordy(f)-V,
14

y como f se escribe localmente como g/h, podemos definir también el divisor de ceros de
f denotado (f)g como

(flo=Y ordy(g)-V
"
y el divisor de polos de f denotado (f)s, como

(f)oo =D _ordy(h)-V;

\%4

claramente estos divisores estdn bien definidos ya que pedimos que g y h fueran primos
relativos y tenemos que

(f) = (Fo = (f)es-

En el caso de dimX = 1, tenemos que (ver [7]):

TEOREMA 2.1.2 Si X es una superficie de Riemann compacta conexa y f es una funcion
meromorfa no constante en M*(X) entonces

> ordy(f) =0

\%4

2.1.1. Divisores y Gavillas

Ahora veremos que los divisores pueden ser descritos también en el lenguaje de gavillas.
Sea M* la gavilla (multiplicativa) de funciones meromorfas no idénticamente cero sobre M
y O* la subgavilla de funciones holomorfas no idénticamente cero. Definimos un divisor D
sobre M como una seccién global de la gavilla cociente M*/O*. Veamos que esta definicién
es equivalente a la dada anteriormente. Una seccién global f de la gavilla M*/O* estd dada
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por una cubierta abierta {U,} de M y funciones meromorfas {f,} con f, no idénticamente
cero en U,, tales que

fa
fs

entonces dada una hipersuperficie V' C M tenemos que

€ O*(Uy N Us)

ordy (fa) = ordv(fs)

y asi podemos asociarle a la seccion f el divisor

D =Y ordy(fa)-V
174

donde para cada V escogemos a tal que V N U, # 0.

Por otro lado dado un divisor D = Zw a; - Vi; debido a que los V; son localmente finitos
(por definicién), entonces podemos encontrar una cubierta abierta {U,} de M tal que en
cada U, se satisface que todas las V; que aparecen en D tienen una funciéon de definicion
local g; o € O(Uy,). y podemos tomar

Hg‘“ € M*(Ua)

para obtener una seccién global de M*/O*. Las f, son llamadas funciones de definicién
local para D.

Dada una funcién holomorfa ¢ : M — N de variedades complejas, definimos la funcién
¢* : Div(N) — Div(M) que asocia a cada divisor sobre N dado por D = ({Us}, {fa}), €l
divisor pullback

D = ({¢7'Ua}, {0" fa})-

Notemos que para un divisor sobre N dado por una hipersuperficie analitica V' C N,
el divisor pullback ¢*V sobre M estd dentro de V pero no necesariamente coincide con la
hipersuperficie analitica ¢=1(V) C M (ya que pueden ocurrir multiplicidades).

2.1.2. Divisores y Haces lineales

La descripcién de haces lineales mediante funciones de transicién nos permite interpre-
tarlos en el lenguaje de gavillas, en el siguiente sentido: Observemos que las funciones de
transicién g¢;; : Uj; — C* de un haz lineal L — M son holomorfas y no nulas, es decir
9ij € o*(U;NnU. j); notemos también que todas estas funciones de transicién representan una
1-cocadena de Cech de la gavilla O* sobre M; y recordemos que estos {gij} satisfacen

Gij 95 =1 Yy Gij gik g =1

por lo que, si g es la 1-cocadena determinada por los {g;;} entonces

_ -1 _ —
8(9)ijk = Gjk - Gik ™+ i = Gjk  Gki - Gij = 1
es decir g es un cociclo.
En el primer capitulo se demostrd que una trivializacién dada por funciones de transicién

{g;} define el mismo haz vectorial que el determinado por las {g;;} si y sélo si existe alguna
coleccién de funciones holomorfas no nulas {f; : U; — C} de modo tal que las funciones de
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transicion {g;,} son de la forma g;; = Jf—; - gij; notemos también que f; € O*(U;) por lo que
las {f;} definen una 0-cocadena f, entonces tenemos que
Gij (ggj)il = gij (% “gji) = % =6(f)ij

K3 (]
es decir, dos cociclos {g;;} y {g;;} determinan el mismo haz si y sélo si su diferencia gij~(g§j)’1
es una cofrontera. Por lo anterior podemos identificar al conjunto de haces lineales sobre una
variedad M con H'(M,O*). En el capitulo anterior demostramos que si L y L’ son haces
lineales dados por las funciones de transicion {g;;} y {hi;} respectivamente, entonces L& L' y
L* estén dados por {gi;-hij} v {(gi;) "'} respectivamente, por lo que H' (M, O*) es isomorfo
a Pic(M).

Ahora describiremos la correspondencia entre divisores y haces lineales: Sea D un divisor
sobre M con funciones de definicién local f; € M(U;) sobre una cubierta abierta U = {U;}
de M. Entonces las funciones g;; = ]Jf—] son holomorfas y no se anulan en las intersecciones
Uij y en la triple interseccién Usj tenemos que

fi fi fe
i frx fi

por lo que estas {g;;} definen un haz lineal, llamado haz lineal asociado al divisor D y
denotado [D]; para ver que estd bien definido supongamos que {f/} son diferentes funciones
de definicién local del divisor D, entonces si h; = % € O*(U;), tenemos que

h; _fifi

=g
hi 9ij = fzfj/ Gij 9ij

Gij * 9jk " Gki =

entonces las {f;} y las {f/} definen el mismo haz lineal.

Si Dy D’ son dos divisores sobre M dados localmente por {f;} y {f/} respectivamente,
entonces D + D’ estd dado por {f; - f!}, esto implica que [D + D’] = [D] ® [D'] y que la
funcién

[ ]: Div(M) — Pic(M)

es un homomorfismo de grupos.
Si D es el divisor definido por una funcién meromorfa f sobre M, podemos tomar como
funciones de definicién local para cualquier cubierta {U;} las restricciones f; = f|y,; entonces

fc— = 1 y tenemos que el haz [D] es trivial. Conversamente si D estd dado por funciones de
J

definicién local {f;} y el haz [D] es trivial, por lo anterior existen funciones h; € O*(U;) para
cada 1, tales que

fi h h;

=gy = =
i Ty h;

en U; NUj, por lo que K = ,{—j en U; NUj, para cada i, j , entonces la funcién definida como

f= }{— en cada U; es una funciéon meromorfa global sobre M con divisor D. Hemos probado
que el haz lineal [D)] asociado a un divisor D es trivial si y sdlo si D es el divisor de una
funcion meromorfa.

Decimos que dos divisores D y D’ sobre M son linealmente equivalentes si existe una
seccién meromorfa f € M*(M) tal que D = D' + (f) y lo denotaremos D ~ D’; por el
pérrafo anterior tenemos que D ~ D’ siy sdlo si [D] = [D’]. Denotamos por |D| C Div(M)
al conjunto de divisores efectivos que son linealmente equivalentes a D.

Sea f: M — N una funcién holomorfa de variedades complejas, si D € Div(IN) entonces

(D)) = [F(D)].
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Intentemos interpretar a | ] de manera cohomolégica; Sea M una variedad compleja y
consideremos la sucesion exacta de gavillas

O—>0*1>M*1>M*/O*—>0
la cual induce una sucesién exacta de grupos de cohomologia
HOM, M) 255 HO (M, M*/0%) S HY (M, 0%)
y bajo las identificaciones naturales discutidas antes podemos identificar a

Div(M) = H*(M, M*]O*)

Pic(M) = H(M,0")
si f es una funcién meromorfa sobre M, tenemos que j*f = (f) y para cualquier divisor D
sobre M, 6(D) = [D].
Ahora estudiaremos las secciones meromorfas y holomorfas de haces lineales. Sea L =+
M un haz lineal holomorfo, con trivializaciones ¢; : W’l(Ui) — U; x C sobre la cubierta

{U;} de M y funciones de transicién {g;;} relativas a las {¢;}. Las trivializaciones definen
isomorfismos

¢; : O(L)(U;) — O(U;)

y podemos ver que mediante la correspondencia
s€eOL)U) = {si =i (s) e O(UNU;)}

una seccién de L sobre U C M estd dada exactamente por una coleccién de funciones
s; € O(U NU;) que satisfacen

Si = Gij * 5j

enUnN Ui n Uj.

Del mismo modo, una seccion meromorfa s de L sobre U estd dada por una coleccién de
funciones meromorfas s; € M(U NU;) que satisfacen s; = g;; - s; en U NU; N U;.

Si s es una seccién meromorfa global de L, tenemos que j—] € O*(U; NUj) y entonces
para cualquier hipersuperficie irreducible V' C M tenemos que

ordy (s;) = ordy(s;),
por lo que podemos definir el orden de s en V' como
ordy (s) := ordy(s;)

para cualquier 7 tal que U; NV # 0; definimos el divisor (s) de la seccién meromorfa como
(s) = Zordv(s) -V
%

Con esta convencién tenemos que s es holomorfa si y sélo si (s) es efectivo.
Si D € Div(M) estd dado por las funciones de definicién local f; € M(U;) entonces las
funciones f; dan una seccién meromorfa sy del haz [D] con (sy) = D. Conversamente si L
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estd dado por las funciones de transicién {g; ;} y s es cualquier seccién global meromorfa de
L, tenemos que

Sj - gl]

es decir, que L = [(s)]; si D es cualquier divisor tal que [D] = L existe una seccién meromorfa
s de L con (s) = D y para cualquier seccién meroforma s de L, L = [(s)]. En particular L
es el haz lineal asociado a algtin divisor D sobre M si y sélo si L tiene alguna seccién global
meromorfa no idénticamente cero; y L es el haz lineal asociado a algin divisor efectivo si y
sélo si tiene una seccién holomorfa global no trivial. Si L = [D] escribimos |L| en lugar de
|D| para denotar a los divisores efectivos linealmente equivalentes con D.

Si D = Y a;x; es un divisor sobre una superficie de Riemann X, podemos ver la co-
rrespondencia anterior de manera siguiente: Denotemos por D(p) al coeficiente asociado al
punto p en el divisor D, definimos la gavilla Op como la gavilla que al abierto U C X le
asocia el grupo

Op(U) ={f e M(U)lord(f) = —D(x) VxecU}
junto con las restricciones naturales. Denotamos por L£(D) a las secciones globales de la
gavilla Op, es decir L(D) = Op(X) = H°(X,Op).

Observemos que cuando D = 0 es el divisor cero sobre una superficie de Riemann com-
pacta X entonces para todo U C X,

Op(U) = {f e M(U)[(f) = 0}

es decir es el conjunto de secciones meromorfas tales que su divisor asociado es efectivo,
pero ya habfamos visto que una seccién meromorfa es holomorfa si y sélo si su divisor (s) es
efectivo. Por lo tanto Op = O si y sélo si D = 0.

PROPOSICION 2.1.3 Sean D y D' divisores linealmente equivalentes sobre una superficie
de Riemann compacta X y sea f € M*(X) tal que D — D' = (f) entonces el homomorfismo
de gavillas inducido por la multiplicacion

Op = Opr
g fg

es un isomorfismo.

Demostracion. SeaU C Xy f € M*(X) con (f) =D — D', si s € Op(U) luego la imagen
de s bajo esta funcién es fsy como (fs) = (f)+(s) tenemos que (fs)+D’' = (f)+(s)+ D" =
(s)+ D > 0 por lo tanto fs € Op/(U) y claramente conmuta con las restricciones, por lo
que es un morfismo de gavillas. Si s’ € Op/(U) entonces s = 37/ satisface (s) = (s') — (f) por
loque (s)+ D =(s)—(f)+ D = (s') + D" > 0 es decir s € Op y fs = s por lo que es
sobreyectiva. De manera andloga se puede probar que

Op =0p
g2

f

es un homomorfismo de gavillas y es facil ver que es el inverso. O

Si D es un divisor y D’ € |D| luego D y D’ difieren en una f € M*(X), que satisface
D' =D+ (f) >0 es decir f € L(D) y conversamente cualesquiera dos f, f’ que satisfagan
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D' = D+ (f) = D+ (f) difieren en una constante no cero, por lo que tenemos una
correspondencia 1 a 1 de los elementos de |D| con la proyectivizacién

P(L(D)) = L(D) - {0}/C*

es decir
|D| = P(L(D)).

En general, la familia de divisores efectivos sobre X que se corresponden con un subespacio
lineal de P(H°(X,O(L))) para algtin haz L — X es llamada sistema lineal de divisores.
Un sistema lineal es llamado completo si es de la forma |D|, es decir, si contiene a todos
los divisores efectivos linealmente equivalentes a cualquiera de sus elementos. Definimos la
dimension de un sistema lineal como la dimensién del espacio proyectivo que lo parametriza;
entonces si denotamos dim(|D]) como la dimensién del sistema lineal completo asociado al
divisor D, tenemos
dim(|D]) = dimL(D) — 1.

Se puede probar que como estamos en una superficie de Riemann compacta, £(D) es finito
dimensional (ver [§]). Un sistema lineal de dimensién 1 es llamado pencil, de dimensién 2
es llamado net y de dimension 3 es llamado web. En las siguientes secciones denotamos
(D) = dimL(D) = dim(H°(M,Op).

2.1.3. Clases de Chern de Haces lineales

Sea M una variedad compleja de dimensién n. De la sucesién exacta de gavillas
0-Z—-0—-0"=0
tenemos un morfismo cofrontera
HY(M,0%) % HX(M, 7).

Para un haz lineal L € Pic(M) = H'(M,O*) definimos la primer clase de Chern de
L (o simplemente la clase de Chern), denotada c¢;(L), como la imagen §(L) € H*(M,Z);
para un divisor D sobre M definimos la clase de Chern de D como ¢ ([D]).

Sean D y D* las gavillas de funciones diferenciables C*° y funciones diferenciables C'*°
no cero respectivamente; las funciones de transicién de un haz lineal diferenciable definen un
cociclo de Cech

Gij € Cl(Ma D)
y de manera analoga al caso de haces holomorfos, tenemos que el haz L estd determinado,
salvo isomorfismos C* por su clase de cohomologia [{g;;}] € H'(M,D*). Por otro lado
tenemos la sucesion exacta de gavillas

exp

0—-Z—D—D*—=0

que junto con las inclusiones O — D y O* — D* dan un diagrama conmutativo

5/

H'(M,D) H'(M,D*) H?*(M,7)

H'(M,0) HY(M,0") H?*(M,Z)



16 CAPITULO 2. DIVISORES Y HACES LINEALES

en el cual los renglones son exactos. Entonces podemos definir la clase de Chern ¢;(L) de
un haz lineal C* como ¢§'(L) y esta definicién coincide con la definicién dada para haces
holomorfos lineales. Hemos probado en que H'(M,D) =0y H?(M,D) =0, ya que D
es fina, por lo que de la sucesion exacta de cohomologia

o HY(M, D) — HYM,D*) 25 HX(M,Z) — H?(M,D) — ...

se obtiene que 4’ es un isomorfismo; de esto podemos concluir que un haz lineal complejo
estd completamente determinado bajo isomorfismos diferenciables C'**° por su clase de Chern.

OBSERVACION 2.1.4
Veamos algunas propiedades de la clase de Chern:

» Por la definicién tenemos que para cuales quiera L y L’ haces lineales sobre M se
satisface

Cl(L (24 LI) = Cl(L) + 1 (LI)

(L") =—a (D).

w» si f: M — N es una funcién holomorfa de variedades complejas entonces el siguiente
diagrama conmuta

HY(M,0%) H*(M,7Z)
[ [
H'(N,0%) H*(N,Z)

por lo que, si L — N es cualquier haz lineal, tenemos que

a(f*L) = ffe(L).

2.2. Teoremas importantes

En esta seccidon enunciamos tres teoremas muy importantes que utilizaremos en el si-
guiente capitulo; debido a la complejidad y extension de las demostraciones algunos teoremas
se enuncian sin su prueba, estas demostraciones se pueden ver en [4] y [g].

Si M es una superficie de Riemann conexa y compacta, un divisor D sobre M estd dado
solo por una suma finita

D =Y nipi

donde p; € M son puntos de la superficie, con multiplicidad n;. El grado de D se define

como
deg(D) = Zm.

Si D’ es un divisor en la misma clase de equivalencia lineal que D, es decir D' ~ D,
tenemos que existe una funcién meromorfa f € M*(M) tal que D = D’ + (f) entonces

deg(D) = deg(D'") + deg((f)) = deg(D");



2.2. TEOREMAS IMPORTANTES 17

yva que debido al resultado deg((f)) = >_ordy(f) = 0; por lo anterior el grado de
un divisor depende sélo de su clase de equivalencia lineal. Definimos el grado de un haz
lineal L sobre M como deg(L) = ¢1(L). Usando las propiedades de la clase de Chern dadas en
se puede probar que para cualquier divisor sobre una superficie de Riemann compacta,
entonces deg(D) = deg([D]) (ver pag. 31 [0]).

Consideremos a P™ con las coordenadas homogéneas (xq, ..., x,); si F = {f1,.., fr} es un
conjunto de polinomios homogéneos en C|zy, ..., z,] podemos definir

M = {(po; -, pn) € P"[f(po, .-, pn) =0V f € F};

ofi
5'xj »

es maximo en todo punto p € M, por el teorema de la funcién implicita M es una variedad
compleja y por lo tanto es no singular. M es un ejemplo de variedad proyectiva no singular.
Si la matriz no es de rango maximo en un punto p, decimos que p es punto singular de M.
Una curva proyectiva es una variedad proyectiva conexa compacta M C P" no singular
de dimensiéon uno. Notemos que en particular una curva proyectiva M tiene estructura de
superficie de Riemann compacta y definimos el género de M como g = dim(H*(M, O)).

Usaremos el término divisor candnico para denotar a cualquier divisor asociado a una
seccién holomorfa del haz candnico Kj;. Enunciamos el siguiente resultado sin demostracién
(ver pag. 239 []):

cuando el rango de la matriz

TEOREMA 2.2.1 Dualidad de Serre. Sea D un divisor sobre una superficie de Riemann
compacta X y sea K un divisor candnico sobre X, entonces

dimH"(X,0p) = dimH°(M,Ok_p) = l(K — D)

LEMA 2.2.2 Sea D un divisor sobre una curva X. Si dimH°(M,Op) # 0, entonces
deg(D) > 0. Mds ain, si dimH°(M,0Op) # 0 y deg(D) = 0 debe pasar que D ~ 0, es
decir Op = O como gavillas.

Demostracién. Si (D) = dimH°(M,Op) # 0, entonces el sistema lineal completo asociado
a |D| es no vacio y D es linealmente equivalente a algin divisor efectivo. Como el grado de
un divisor depende sélo de la clase de equivalencia lineal y el grado de un divisor efectivo
es siempre no negativo, entonces deg(D) > 0. Si deg(D) = 0 entonces D es linealmente
equivalente a un divisor efectivo de grado 0, es decir, al divisor cero. |

OBSERVACION 2.2.3
Sea X una superficie de Riemann compacta.

1. Sip € X es un punto en X, definimos k(p) la gavilla rascacielos en p como:

k(p)(U) =0, sipg U

[oN

kE(p)(U)=C, sipeU

donde las restricciones son las obvias; entonces H°(X,k(p)) = k(p)(X) = C. Por
otro lado si tomamos un elemento en [o0] € H'(X,k(p)) representado por el cociclo
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o € ZY(U,k(p)) para alguna cubierta U de X, la cubierta U tiene un refinamiento
V = {Vs} tal que el punto p estd contenido en un tnico abierto V,, entonces todas las
secciones en las intersecciones V3 N V., son cero, es decir C*(V,k(P)) = 0 por lo que
ZY(V,k(P)) = 0, luego [o] = 0; esto prueba que H'(X, k(p)) = 0.

. Sea D es un divisor sobre X y sea p € X y denotamos también por p al divisor que

toma el valor 1 en el punto p y cero fuera de él. Entonces D < D + p por lo que
tenemos una inclusion natural en las gavillas Op — Opyp; sea (V, z) una carta para
X centrada en p, definimos un morfismo de gavillas

B:Opyp — k(p)

de manera siguiente: supongamos que U C X es un abierto, si p ¢ U entonces S(U) :
Op+p(U) = k(p)(U) es el homomorfismo cero; sip € U y sea f € Op4,(U) entonces
f admite una expansion en series de Laurent alrededor de p con respecto de la carta
z, es decir

n=-—r—1

donde r es el coeficiente del punto p en el divisor D, definamos en este caso B(U)(f) :=
c—r—1 € C=Fk(p)(U); B es un morfismo sobreyectivo de gavillas; y si f € Op(U) para
algin abierto U C X que contiene a p:

caso 1) sir < 0 entonces tenemos que p es un cero de f de orden al menos —r, por
lo que en su expansion en serie de Laurent en la carta (V, z) el coeficiente c_,_1
es cero, es decir S(U)(f) =0

caso 2) Sir > 0 entonces tenemos que p es un polo de f de orden a lo mds r por lo
que el coeficiente c_,_1 en su expansién de serie de Laurent en la carta (V, z) es
cero, es decir B(U)(f) =0

caso 3) Sir = 0 (es decir si p no aparece en el divisor D) luego p no es polo de f
por lo que coeficiente c_1 en su expansion de serie de Laurent en la carta (V, z)
es cero, es decir S(U)(f) =0

esto prueba que la sucesion de gavillas
0— Op — Opyp — k(P)—0
es exacta. Tomemos la sucesion exacta inducida en los grupos de cohomologia

0 — H°(X,0p) - H°(X,0p4,) = H* (X, k(p))
— HY(X,0p) — H'(X,0p1p) — H' (X, k(p)) — ...

entonces tenemos que

0— H(X,0p) — H'(X,0p,,) & C
— HY(X,0p) — H'(X,0pp) = 0

es exacta.

TEOREMA 2.2.4 Riemann-Roch. Sea D un divisor sobre una curva proyectiva X de
género g. Entonces

(D) —I(K —D)=deg(D)+1—g
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Demostracién. El divisor K — D se corresponde con la gavilla Ox_p, podemos aplicar
dualidad de Serre para concluir I[(K — D) = dimH'(X,Op). Consideremos el caso D =
0, entonces en este caso deg(D) = 0, ademds como HY(X,Op) contiene a las funciones
constantes, tenemos que dimH°(X,Op) > 1; entonces por el lema anterior Op = O y en
este caso la férmula

dimH°(X,0) — dimH (X,0) =0+1—g

se cumple. Ahora sea D cualquier divisor y p cualquier punto en la variedad; demostraremos
que la férmula es cierta para D si y s6lo si es cierta para D’ = D + p (como cualquier
divisor puede obtenerse en un ntumero finito de pasos a partir del divisor cero, sumando
o restando puntos, esto terminard la prueba); supongamos que el resultado se cumple para
alguno de los divisores D é D', entonces la sucesién exacta dada en puede partirse en dos
sucesiones exactas cortas de manera siguiente: tomemos los espacios vectoriales V := I'm(u)
y W :=C/V, entonces las sucesiones

0— H°(X,0p) = H(X,0p) =V =0

0—=W —= HY(X,0p) = HY(X,0p/) =0

son exactas, ademads debido a la construccion de V' y W tenemos que dimV + dimW =1 =
deg(D') — deg(D), por lo que todos los espacios vectoriales en las sucesiones anteriores son
de dimensién finita y podemos concluir que

dimH°(X,0p,) = dimH"(X,Op) + dimV

dimH'(X,0p) = H'(X,Op/) + dimW

sumando ambas ecuaciones tenemos que

dimH°(X,O0p/) + dimH'(X,0p) =
dimH®(X,0p) + dimH" (X, Op/) + dimW + dimV

y entonces

dimH°(X,0p/) — dimH"(X,0p/) — deg(D’) =
dimH°(X,0p) — dimH"(X,0p) — deg(D)

por lo cual la férmula de Riemann-Roch se cumple para D si y sélo si se cumple para D’. O

A continuacién describimos como se pueden ver a las superficies de Riemann compactas
como curvas proyectivas: Sea L — X un haz lineal holomorfo sobre una superficie de Riemann
compacta X con género g y sea N = dimH"(L)—1y Sea s, ...sy una base de H°(X, O(L)),
definimos la funcién holomorfa

ér : X — AN

x> (so(x),...,sn(z))

Decimos que un haz lineal L — X tiene un punto base x € X si para alguna base {s;} de
H°(X,0(L)) se cumple que so(x) = s1(x) = ... = sy(x) = 0. Decimos que un haz lineal es
libre de puntos base si no tiene puntos base. Entonces cuando tenemos un haz lineal L — X
libre de puntos base, la funcién ¢ baja al proyectivo PV, es decir ¢, : X — PV. En este
caso nos interesa saber cuando esta funcién es un encaje de la variedad X en el espacio
proyectivo.
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Decimos que un haz lineal holomorfo L — X es amplio si para alguna n € N la n-ésima
potencia tensorial L®" de L encaja a X en algtin espacio proyectivo, mediante ¢ye-. Un haz
L — X es muy amplio si L encaja a X en un espacio proyectivo mediante ¢r. Enunciamos
el siguientes resultado sin su demostracién (ver [§]).

TEOREMA 2.2.5 Sideg(L) > 2g, entonces ¢r es un encaje de X en PV

El teorema anterior nos dice que cuando deg(L) > 2g el haz L es muy amplio; entonces
si deg(L) > 0 como deg(L®") = ndeg(L), tenemos que L es amplio; conversamente si L es
amplio, existe n € N tal que si L' = L®", ¢/ es un encaje, por lo que existe al menos una
seccién holomorfa no cero s € O(L’), entonces (por lo visto anteriormente) L’ debe ser el
haz lineal asociado a algin divisor efectivo D, es decir L' = [D] con D > 0; més atn D # 0,
va que si D = 0 entonces L es un haz trivial y no puede definir un encaje de X; entonces
mdeg(L) = deg(L'") = degD > 0, esto prueba que:

PROPOSICION 2.2.6 Un haz lineal holomorfo es amplio si y sélo si su grado es positivo.

Mas ain si X es una superficie de Riemann compacta siempre podemos encontrarnos un
haz lineal sobre X que lo encaja en un proyectivo mediante ¢ y debido al teorema de Chow
(ver [3]) resulta ser que la imagen de ese encaje es una curva proyectiva (no singular). Por
lo que toda superficie de Riemann compacta es una curva y viceversa (debido a la definicién
de curva proyectiva).



Capitulo 3

La aplicacion de Petri

3.1. Las variedades de sistemas lineales sobre una curva

Sea C una curva algebraica proyectiva y denotemos como Cy al conjunto de divisores
efectivos de grado d sobre la curva C; sea X = C? la variedad resultante de hacer el producto
de C consigo misma d veces, notemos que el grupo simétrico Sy, actia en X mediante
permutaciones y se puede probar que el espacio de 6rbitas X/S; es una variedad (ver [3]),
podemos identificar naturalmente a nuestro conjunto Cy con la variedad X /Sy asocidndole
a cada divisor D = Zle a;p; la 6rbita del punto (p1,...,pq) € X , por lo que Cy es una
variedad compleja de dimensién d. Definimos el subconjunto C; C Cy como

Cq = {D € Cy|dim(|D|) > r},

es decir, es el conjunto de divisores efectivos sobre C' que tienen grado d tales que su sis-
tema lineal (completo) asociado tiene dimensién mayor ¢ igual a r; este conjunto es una
subvariedad de Cy (ver [I]).

Por otro lado, en la seccién anterior se demostrd que el grado de un divisor es un invariante
de su clase de equivalencia lineal, por lo que tiene sentido hablar del grado de un sistema
lineal completo; si dim(L(D)) = r + 1 luego dim|D| = r y decimos que la proyectivizacién
P(L(D)) es un sistema lineal completo de dimensién r y grado d, a este tipo de sistemas
lineales los denotamos g}; definimos

5= {gy’s sobre C},

el conjunto que nos parametriza a los sistemas lineales completos de dimensién r y grado d
de una curva. Se puede probar también que G es variedad (ver [I]).

Puede dotarse al conjunto Pic(C) con una estructura de variedad (ver [I]), denotemos
como Pic?(C) a la subvariedad de Pic(C) que parametriza al conjunto de haces lineales
sobre C que tienen grado d; recordemos que si s es cualquier seccién meromorfa de L y
D = (s) entonces L = [D], por lo que tiene sentido escribir como |L| para denotar al
sistema lineal completo asociado al divisor D, usando esta notacién definimos el subconjunto
W7 (C) C Pic?(C) como el conjunto de haces lineales sobre C' de grado d tales que su sistema
lineal completo (asociado a D) satisface dim|L| > r, es decir

W5 (C) :={L € Pic*(C)| deg(L) = d y dim|L| > r}

se puede dotar a W con una estructura de subvariedad de Pic(C); notemos que Wj es
exactamente el subconjunto que consiste de haces lineales con al menos r 4+ 1 secciones y

21
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claramente el morfismo | ] : Div(C) — Pic(C) al restringirlo al subconjunto C C Div(C),
tiene como imagen exactamente a W;.

Como hemos visto en la seccién anterior, podemos referirnos indistintamente a superficies
de Riemann compactas de género g 6 a curvas proyectivas (no singulares) de género g;
definimos el espacio:

M, = {Clases de isomorfismo (analitico) de superficies de Riemann compactas de género g}

o bien, M, = {Clases de isomorfismo (algebraico) de curvas proyectivas de género g}; al es-
pacio M se le llama FEspacio Moduli de curvas de género g y se puede probar que tiene
estructura de variedad compleja (ver [4]). Si C' € My, decimos que C' es una curva general
si no estd contenida en alguna unién numerable de cerrados propios de M, es decir si existe
una sucesién {C;} de subvariedades cerradas propias de M, tales que

Ce Mg — {UCi};

decimos que una curva es especial si no es general.

3.2. La aplicacion de Petri

Sea X una curva proyectiva de género g y sea L un haz lineal sobre X, con grado
deg(L) = d, si s es una seccién meromorfa de L con (s) = D y denotemos la dimensién de
L(D) como r + 1, es decir dim|D| = r; si K es un divisor canénico, definimos la funcién
multiplicaciéon de secciones:

Y : H°(C,0p) x H*(C,0k_p) — H°(C,0k)
(s,t) — st
esta funcion es bilineal, por lo que baja al producto tensorial, es decir existe una tnica
funcién py, que hace conmutar el siguiente diagrama

™

HO(C,OD) XHO(C,OK_D) HO(C,OD)®HO(C,0K_D)

© oY

HY(C,0k))

donde 7 es la proyeccién al producto tensorial, a esta funcién py se le llama aplicacién de
Petri para el haz lineal L (sobre la curva X).

Usando la notacién anterior dimH°(C,Op) = (D) = r + 1 y dimH°(C,0Ox_p) =
I(K — D); por otro lado por el teorema de Riemann-Roch tenemos [(K — D) = (D) —
deg(D) — 14+ g = r — d + g; de nuevo usando dualidad de Serre y Riemann-Roch tenemos
g = dimH(C,0) = dimH(X,00) = dimH°(C,Of), esto prueba que p tiene kernel no
trivial cuando g — (r + 1)(g — d + r) < 0. Definimos el nimero de Brill-Noether como

p(g,rd) =g —(r+1)(g—d+r);

luego cuando p(g,r,d) < 0, ur, no es inyectiva.

La manera de darle estructura de subvariedad a C}; C Cy tiene importantes implicaciones
que nos relaciona al nimero de Brill-Noether p(g, 7, d) con las variedades Cj y W7 (ver [1]);
para empezar, el espacio vectorial H°(C,0k) = H°(C,K¢) se identifica con el dual del
espacio tangente de la variedad Pic(C); se puede probar que:



3.3. UN EJEMPLO EN GENERO 4 23

PROPOSICION 3.2.1 Si C' es curva general y p < 0 entonces Gl =0 y W5 =0 Si p>0
entonces G5(C) # 0 y Wi (C) # 0 para toda curva C.

De hecho existe un isomorfismo de espacios vectoriales entre el tangente a la variedad Cy
en el punto D (es decir, Tp(Cy)) con L(D); también tenemos un isomorfismo entre el espacio
tangente a la variedad W} en el punto L y el espacio ortogonal a la imagen de la aplicacién
de Petri y si 7 > d — g entonces toda componente irreducible de W} tiene dimensién mayor
o igual que p(g,r,d), por lo que el niimero de Brill-Noether nos da la “dimensién esperada”
de la variedad W} y cuando la aplicacién de Petri ;i1 es inyectiva tenemos que la variedad
W/ es no singular en el punto L. Del mismo modo se puede probar también que si uy es
inyectiva entonces G7; es no singular en el punto L.

TEOREMA 3.2.2 (Gieseker-Petri) Si C es una curva general, entonces la aplicacién de
Petri es inyectiva para cualquier haz lineal sobre C.

Deseamos estudiar cuando la aplicacion de Petri no es inyectiva y el haz L es libre de
puntos base, més atn debido a un teorema de Clifford (ver [I]) basta estudiar el caso en el
que el grado varia en el rango 2r < d < g — 1.

3.3. Un ejemplo en género 4

En esta seccion veremos como se relaciona la inyectividad de la aplicacién de Petri con
la geometria de la curva. En primer lugar debemos tener en cuenta el Base point Free
pencil Trick, este resultado afirma que si L es un haz lineal de grado d sobre C tal que
dimH®(C,L) > 2 y |L| es libre de puntos base, entonces para todo subespacio de V C
H°(C, L) de dimensién 2, es decir para una g, el kernel de la aplicacién de Petri

pr: Ve H(C,Ke® L™') — HY(C,Kc¢)

es isomorfo a H(C, Ko ® L72), es decir keru;, ~ H°(C,Kc ® L™2). Este resultado se
puede expresar también en términos de divisores como: si D es un divisor de grado d sobre
C con dimH®(C,Op) > 2 y |D| es libre de puntos base, entonces para todo subespacio
V C H°(C,0Op) de dimensién 2, el kernel de la aplicacién de Petri satisface

kerpp) ~ H°(C, Kc®)([D])~>.

DEFINICION 3.3.1 Una curva se dice hipereliptica si admite un haz lineal de grado 2 con
al menos 2 secciones; es decir, una curva es hipereliptica si admite una gi.

Se puede verificar que toda curva hipereliptica de género g admite una |L| = g3 libre de
puntos base tal que dimH°(C, Kc ® L~2) # 0, es decir, toda curva hipereliptica admite un
haz lineal L para el cual la aplicacion de Petri uz no es inyectiva.

Para g = 2 sélo existen curvas hiperelipticas, y si ¢ = 3 sélo las curvas hiperelipticas no
cumplen la inyectividad de la aplicacién de Petri (Teorema de Gieseker-Petri).

Ahora consideremos C' una curva proyectiva de género 4, entonces deseamos estudiar los
casos en que 2r < d < 3, por lo que podemos concluir que » = 1 y tenemos los casos:

d=2 Si C es hipereliptica (es decir si tiene un sistema lineal g3), entonces p(4,1,2) =
4—2(4—241) = —2 < 0 por lo que x no es inyectiva; por lo que una curva hipereliptica
de género 4 no satisface la inyectividad de la aplicacién de Petri.
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d=3 Si C no es hipereliptica, tiene un sistema lineal g3, entonces p(4,1,3) = 4—2(4—3+1) =
0 lo que no nos dice nada al respecto de la inyectividad de p

El primer ejemplo interesante es al considerar una curva no hipereliptica C' de género 4.
Para nuestros propésitos no perdemos generalidad al considerar una |L| = g3 completa y
libre de puntos base sobre C'. Por el Base point Free pencil Trick se tiene que

kerpy ~ H°(C, K¢ ® L™?),

por lo tanto queremos estudiar cuando dicho kernel es no vacio, es decir, cuando H°(C, K¢ ®
L~2) # 0; utilizaremos la geometria de la curva canénica para estudiar el kernel jz, en este
caso se sabe que por medio del encaje canénico

(bch\ :C — P3,

la curva candnica, es decir la imagen de C' es no degenerada (no estd contenida en ningin
hiperplano H ~ P? C P3) y est4 encajada en P? como una curva de grado deg K¢ = 2g—2 =
6 y dicha curva es interseccién completa, es decir, el ideal de C, I(C) en P? estd generado
por dos polinomios homogeneos irreducibles en 4 variables. Ademds se tiene que K¢ es el
haz de hiperplano en P2 restringidos a C, es decir

KC ~ O]P’?’(l)IC;

como la curva es de grado 6, tenemos dos opciones para los grados de dichos polinomios.
Si los polinomios tienen grados 1 y 6, entonces la curva C' estd contenida en el hiperplano
determinado por los ceros del polinomio lineal, lo cual contradice el hecho que C es no
degenerada; entonces se deduce que los polinomios son de grado 2 y 3, es decir C = Q NG,
donde Q, G son hipersuperficies, Q es una cuddrica y G es una ciibica en P3. Aqui debemos
distinguir dos casos:

i) Cuando la cuddrica es no singular (rango 4) podemos identificar a @) con la imagen de
Segre P! x P! < P3 dada por Q = Z(xy — zw). Esta cuddrica admite dos familias de
lineas {L;}, { M}, que son las iméagenes de las lineas P! x {t} y {s} x P! respectivamente,
por lo que las intersecciones son

L; N Mg = un solo punto

y
L,NL,=0,M.NM,=0,

para todo t,s (ver [4]).Notemos que como las lineas son de dimensién 1 en P? y la
cubica es de dimensién 2, al intersectar cada linea con la ciibica tenemos 3 puntos, al
restringir esta interseccién a la curva, obtenemos divisores de grado 3 , esto nos permite
ver que cada familia de lineas {L;}, {M,} induce dos gi distintas y libres de puntos
base sobre C' y éstas son todas, es decir la variedad W4 (C) consiste de dos puntos,
digamos L1, Lo y de las propiedades antes mencionadas de las lineas y del teorema
de Riemann-Roch se tiene en este caso que K¢ no es isomorfo a L?, 7 =1,2, es decir
dimH°(C,®Kc ® L™2) =0, es decir, kerpp; es inyectivo para estos haces lineales.

ii) Cuando la cuddrica @ es singular, entonces tiene rango < 3, en este caso @ se llama cono
cuddrico y sélo tiene una familia de lineas (ver [4]). Dicha familia induce sélo una g3
sobre C libre de puntos base y es la tinica, es decir, en este caso W4 (C) consta de un
punto L' que satisface Ko = (L')? (Theta caracteristica), es decir, dimH°(C, K¢ ®
(L')~2) =1, por lo tanto pz/ no es inyectiva.
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De este modo vemos que tenemos dos tipos de curvas no hiperelipticas de género 4 y la
geometria de la curva candnica nos hace ver que en el primer caso se satisface la inyectividad
de la aplicacién de Petri, mientras que en el segundo caso obtenemos la no inyectividad de la
aplicacién de Petri. Podemos decir entonces que la curva general no hipereliptica de género
4 es interseccién completa en P? de una cuddrica no singular con una cibica.

Actualmente el estudio de curvas especiales mediante la aplicacién de Petri es muy impor-
tante en el estudio del espacio moduli M, y sus divisores, asi como en el estudio de familias
de curvas dentro de superficies algebraicas. Este es un tema actual cuyo estudio sin duda es
interesante y se tiene una gama muy amplia de problemas abiertos en esta direccion.
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