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Introduccion

Hacer matematicas se reduce a dos palabras: imaginar y crear. Estas han sido
fuente de la existencia de las diversas ramas de esta disciplina. Ejemplo de lo
anterior, es el problema de los puentes de Konigsberg, el cual fue resuelto por
Leonhard Euler [6] y dio origen a lo que él llamo la geometria de la posicion, que
en la actualidad conocemos como la Topologia y la Teoria de las Graficas.

Con relacion a esta tltima, es de notar la gran diversidad de temas que podemos
encontrar, contenidos que inclusive llegan a estar fuera de nuestra imaginacion.
Uno de ellos, son los niicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

El concepto de nicleo fue introducido por Von Neumann y Morgenstern [21] en
el contexto de Teoria de Juegos y llamado al principio solucién de un juego y
posteriormente nicleo de una digrafica por C. Berge [3]. El nicleo de una digrafica
D fue definido como un subconjunto de vértices N de D tal que entre todo par
de vértices de N no existe flecha alguna y para cada x € V(D) \ N existe y € N
tal que hay una flecha de z hacia y en D.

El estudio de ntucleos por trayectorias dirigidas monocromaticas se originé con el
estudio de Sauer, Sands y Woodrow [I7] y posteriormente varios autores trabaja-
ron sobre el tema, en particular Hortensia (Galeana Sanchez definié formalmente
lo que es un nucleo por trayectorias dirigidas monocromaticas en [8].El concepto
de niucleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas generaliza la idea de ntucleo
de una digrafica D al pedir que no existan trayectorias dirigidas monocromaticas
entre todo par de vértices del niicleo y que para cualquier vértice de D que no
pertenezca al nicleo exista una trayectoria dirigida monocroméatica de él hacia
algtin vértice del nicleo.
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El tema ha sido de gran interés para la gente del &mbito de Teoria de las Graficas,
puesto que no toda digrafica tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromati-
cas. De igual manera, la bisqueda de las condiciones para que una digrafica resul-
tante de alguna operacion entre digraficas tenga ntcleo por trayectorias dirigidas
monocromaticas ha generado diversos resultados. Entre éstos podemos encontrar
los articulos “ Kernels in edge coloured line digraphs” de H. Galeana Sanchez y L.
Pastrana Ramirez [10], “ Monochromatic paths on edge colored digraphs and state
splittings” de H. Galeana Sanchez y R. Gomez [9], “ On kernels by monochromatic
paths in D-join” de 1. Wtoch [19] y “On kernels by monochromatic paths in the
corona of digraphs” de 1. Wloch [20)].

En este ultimo se nos muestra un nuevo concepto, la definicién de corona para
digraficas m-coloredas. Los origenes de ésta, se remontan a la corona para graficas,
cuyo objetivo es la grafica generada a partir de dos graficas Gy y G5 con ny y no
vértices respectivamente, tomando una copia de GG; y n; copias de G5 y haciendo
adyacente el 1 — ésimo vértice de (G; a todos los vértices de la i — ésima copia
de G,. Esta operacion fue dada por Roberto Frucht y Frank Harary en [7], donde
ademas prueban que su nueva operacion era en general isomorfa al producto co-
rona de los grupos Gy y Go.

Luego de la aparicion de este concepto, Jerzy Topp en [18] vuelve a usar las ideas
de esta operacion, pero en vez de trabajar con dos gréaficas, él toma una grafica G
y una sucesion de graficas arbitrarias H de tal forma que la cantidad de graficas
que contiene H sea igual a la cantidad de vértices de G, y haciendo adyacente
los vértices de H; € H hacia v; € V(G). De esta manera, Topp daba una genera-
lizacion de la definicion dada por Frucht y Harary.

Esta definicion, fue posteriormente la base para la construcciéon de la corona para
digraficas, dada por I. Wloch en [20], donde opera sobre una digrafica D y una
sucesion de digraficas H. Su objetivo es dar las condiciones suficientes y necesarias
para que en dicha digrafica existan ntucleos por trayectorias dirigidas monocroma-
ticas.

Sin embargo, los trabajos de Topp y Wtoch no son los tinicos en haber modificado
el concepto de corona, tenemos por ejemplo los articulos “The spectrum of edge
corona of graphs” de Y. Hou y W. Shiu [14] y “The spectrum of neighborhood
corona of graphs” de 1. Gopalapillat [12]. En éstos se define la corona por aristas
y la corona por vecinos, respectivamente para graficas.



CAPITULO 0. INTRODUCCION X111

En un principio, el propoésito inicial de la tesis era definir para digraficas la corona
por flechas y la corona por vecinos, posteriormente buscar las condiciones para
que las digraficas resultantes tengan niicleo por trayectorias dirigidas monocro-
maticas. Sin embargo, nos dimos cuenta que las digraficas resultantes de estas
operaciones tenian una misma estructura. Por tal motivo, pudimos construir una
operacion con la cual obtuvimos digraficas con la misma estructura a la corona
para digréficas, la corona por flechas y la corona por vecinos. A esta operacion le
llamamos la Corona Generalizada.

Teniendo en mente estas ideas, la estructura de este trabajo esta dada de la si-
guiente manera:

En el primer capitulo mostramos los conceptos bésicos usados a lo largo del tra-
bajo. Con éstos el lector podra tener una mejor comprension y visualizacion de
los temas a tratar a lo largo del texto.

En el segundo capitulo damos a conocer los distintos tipos de corona para digra-
ficas, los cuales fueron el resultado de analizar los tipos de corona para gréficas.
Observaremos las diferencias y similitudes que existen entre ellas y como punto
final damos la construccion de la operacion que engloba a las anteriores: la Corona
Generalizada.

Demostraremos, en el tercer capitulo, las condiciones suficientes y necesarias para
que esta ultima operacion pueda tener ntucleos por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas. Ademas, como los diferentes tipos de corona para digraficas son un
caso especial de la Corona Generalizada, veremos que éstas también cumplen estos
resultados.

Finalmente en nuestro tltimo capitulo, trabajaremos con dos propiedades méas de
los vértices de D: el semintcleo y el cuasinicleo, ambas por trayectorias dirigidas
monocromatica. En éste, damos las condiciones para que nuestra operaciéon pueda
poseerlas.
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Capitulo 1

Conceptos Basicos

En este capitulo daremos los conceptos basicos de la Teoria de Graficas, los cuales
usaremos en el siguiente trabajo. Con ellos el lector tendra una mejor comprension
y visualizacion de los temas a tratar en esta tesis. De igual modo en cada definiciéon
se ponen ejemplos para esclarecer cualquier duda que pudiera existir.

Definicién 1.1 Una grdfica G es una pareja ordenada (V(G), A(G)), donde
V(G) es un conjunto finito, no vacio, de objetos llamados vértices y A(G) es
el conjunto de pares no ordenados de elementos distintos de V(G) llamados aris-
tas.

De lo anterior y sabiendo que {z;,z;} C V(G), diremos que z; es adyacente en
G a zj si (v, x;) € A(G). Ademas se dice que (z;,x;) incide en un vértice x si
x es z; o z;. El grado de un vértice x; de una grafica G es el nimero de aristas
que inciden en él y se denota como 6(x;).

El siguiente ejemplo nos ayudara a entender el concepto. Sea G una grafica con
conjunto de vértices

V(G> - {xlﬁ X2, X3,T4,Ts5,Te, L7, T8, L9, IIO}
y conjunto de aristas

A(G) - {<$1’ 332), (xb ‘733)7 (.%1, 335), (x2> *774)7 (.%2, xﬁ)? (1’3, $4)7 (.%3, x9)7 (fL’4, $10)7
(955, 1’6), ($5, $7), (955, 1’10), ($6, $8)7 (1767 959), ($7, $8)7 ($7, Ig), ($8, xw),

(29, 710)}



Figura 1.1: Ejemplo de una grafica.

En la Figura 1.1 se muestra la representacién geométrica de dicha grafica, donde
cada circulo representa un vértice y cada linea una arista. De igual forma, para
ejemplificar el concepto de grado de un vértice, podemos ver que el grado del
vértice x4 es tres y el grado del vértice x4 es cuatro.

Diremos que las graficas G y G5 son isomorfas y lo denotaremos como G; = G5
si existe una biyeccion f : V(Gy) — V(Gy) tal que (x1,22) € A(G1) si y solo si
(f(x1), f(z2)) € A(Gy).

12

el Gz

Figura 1.2: Ejemplo de graficas isomorfas.

Ahora bien, si en la definicion de grafica nosotros pedimos que el conjunto de
aristas de G sea un conjunto de pares ordenados de V(G), nosotros obtenemos
una nueva definiciéon con la cual se da pie a un nuevo campo de estudio: la Teoria
de Digréficas.
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Definicién 1.2 Una digrdfica D es una pareja ordenada (V (D), F(D)), donde
V(G) es un congunto finito, no vacio, de objetos llamados vértices y F(D) es
el conjunto de pares ordenados de elementos distintos de V(D), al cual llamamos
conjunto de flechas o arcos de D.

A partir de la definicion de digrafica podemos observar que dados {z,y} C V(D)
se puede dar el caso en que (z,y) v (y, z) pertenezcan al conjunto de flechas. Por
lo cual diremos que (z,y) € F(D) es simétrica si (y,x) € F(D) y diremos que
(z,y) € F(D) es asimétrica si (y,z) ¢ F(D). Como tltima observacion es posi-
ble el caso en que dos o mas flechas en la misma direccién unan al mismo par de
vértices. Esto es conocido como multiflechas vy a las digraficas que las contienen
se les llaman multidigraficas.

A continuacion presentamos el ejemplo de una digrafica, sea D una digréfica con
conjunto de vértices
V(D) = {xla To,T3,T4, i[f5}

y conjunto de flechas
F(D) = {(xly CUQ), (Ii’n ._'Eg), (3747 x?)v (IQa 975), (I37 wl)v <$5a xl)a (I47 375)7 (xBa f)fg)}

En la Figura se muestra la representacion geométrica de la digrafica D, defi-
nida anteriormente, donde cada circulo representa un vértice (al igual que en la
representacion geométrica de una grafica) y cada linea dirigida una flecha.

Xz

Xq

Figura 1.3: Ejemplo de una digrafica.

Definiciéon 1.3 Si {x,y} C V(D) son tales que a = (x,y) € F(D), entonces
decimos que z es adyacente hacia y o y es adyacente desde .



A diferencia de una grafica, en digraficas encontramos tres tipos de grado de un
vértice. Estos son el grado exterior o exgrado de un vértice z, denotado por
0% (z), el cual es el ntimero de flechas que salen de z, el grado interior o ingrado
de un vértice z, denotado por 0~ (), siendo éste el nimero de flechas que entran
a z y el grado de z, denotado por §(z), definido como:

§(x) =6 (z) + 0 (x)

En el transcurso de este trabajo también usaremos 67 (D), 6~ (D) y §(D) para re-
ferirnos al minimo de todos los exgrados, ingrados y grados de D respectivamente.
Para ejemplificar los tres tipos de grado veamos el vértice x5 de la Figura [1.3] el
cual 6" (z2) =1, 0 (w9) =3y d(x2) =4 =0T (xq) + § (x2).

Dados A C V(D) y B C V(D) diremos que hay una AB-flecha si existe x € A
y y € B tal que (x,y) € F(D).

Definicién 1.4 Sea S C V(D). Definimos a los vecinos exteriores de S como
el conjunto:
I'*(S) ={z € V(D) | existe una Sz — flecha}

Si S ={x}, podemos notar que | T (z) | es igual a 67 (x) para toda x € V(D).

Definicién 1.5 Sea S C V(D). Definimos a los vecinos interiores de S como
el conjunto:
I'™(S) ={z € V(D) | existe una xS — flecha}

Si S = {x}, podemos notar que | T~ (z)| es igual a 6~ (x) para toda x € V(D).
Definicién 1.6 Sea S C V(D). Definimos a los vecinos de S como el conjunto:
L(S)=T*(S)ur—(S)

Si S = {x}, podemos notar que | I'(z)| es igual a 6(x) para toda x € V(D).

El conjunto S = {1, 2,4} de la Figura[l.3)tiene como vecinos exteriores a I'(S) =
{2, x5}, como vecinos interiores a I'"(S) = {x3,25} y como vecinos a I'(S) =
{SCQ, X3, Z'5}.

Definicion 1.7 Diremos que las digrdficas D, y Dy son tsomorfas, y lo deno-
taremos como Dy = Ds, si existe una biyeccion f : V(D) — V(Dy) tal que
(x1,22) € F(Dy) siy solo si (f(x1), f(z2)) € F(D3).
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II2

D, Dy
Figura 1.4: Ejemplo de digréaficas isomorfas.

Otro concepto que sin duda es muy usado, tanto en graficas como en digraficas,
y es de suma importancia es el de subdigrafica. Se dice que una digrafica H es
subdigrafica de la digrafica D si V(H) C V(D) y F(H) C F(D). A partir de lo
anterior la subdigrafica inducida por H de la digrafica D, denotado por D[H],
es la digrafica tal que V(H) C V(D) y para cualquier par de vértices distintos
{z,y} CV(H), (z,y) € F(DI]S]) siysolosi (z,y) € F(D). Ademas una digrafica
H es una subdigrafica generadora de D si V(H) = V(D) y H es subdigrafica
de D.

Definiciéon 1.8 Un camino C' = (xg, 21,2, ...,x,) en una digrifica D es una
sucesion finita alternada de vértices y flechas tal que para cada i € {0,1,...,n—1}
se tiene que

(i, 2i41) € F(D) o (xi11,2;) € F(D)

En este caso decimos que xg, x, son los extremos del camino. Ademds su lon-
gitud, la cual es denotada por I(C), se define como el nimero n.

Sien C' se cumple, ademas de lo especificado, que x; # x; donde ¢ # j, obtenemos
lo que se conoce como trayectoria, la cual es denotada con la letra T'. Por otro
lado si nuestro camino cumple que g = x,, tenemos lo que se llama un camino
cerrado. Si en este ultimo solamente se repiten los vértices inicial y final, y su
longitud es al menos dos, recibe el nombre de ciclo, el cual se denota con la letra

griega 7.

Aprovechando que en una digrafica sus flechas tienen direccién podemos encontrar
de igual manera lo siguiente:

Definicién 1.9 Un camino dirigido C' = (g, x1, X2, ..., T,) en una digrdfica es un
camino tal que para cada i € {0,1,....n — 1} se tiene que (x;,x;11) € F(D).



De entre los caminos dirigidos de una digrafica destacamos la trayectoria dirigida,
el camino cerrado dirigido y el ciclo dirigido, siendo cada uno de éstos trayectoria,
camino cerrado y ciclo respectivamente. Algunos ejemplos que podemos dar, con
respecto a la Figura [1.3] son:

» Camino; C' = (z9, 3, x5, T4, T2, 71) ¥y [(C) =5

» Trayectoria; T = (x5, 24,2, 23) v (T) =3

» Camino cerrado; Cy = (29, 1, T3, T2, T5, T4, T2) ¥ (C1) = 6
» Ciclo; v = (21, 2, T4, 5, 71) y I(y) = 4

» Camino dirigido; Cy = (23, 1, T2, x5, 21) y [(Cy) = 4

» Trayectoria dirigida; 71 = (x4, T5, 23,21, 22) y ((T}) = 4

= Camino dirigido cerrado, el cual también es ciclo dirigido;
C3 = (w5, 71,72, 75) y [(C3) =3

» Ciclo dirigido; v = (x5, 23, 22, 25) ¥ [(71) = 3

Presentamos a continuacion los diferentes tipos de digraficas que encontraremos
a lo largo del trabajo.

Definicion 1.10 Una digrifica D es r-regular cuando §*(z) = §~(x) = r, para
todo v € V(D).

Definiciéon 1.11 Una digrifica D es completa si para todo par de vértices dis-
tintos {z,y} C V(D), se tiene que (z,y) € F(D) y (y,z) € F(D).

Definiciéon 1.12 Una digrdfica D es semicompleta si para todo par de vértices
distintos {x,y} C V(D), se tiene que (z,y) € F(D) o (y,x) € F(D).

En la Figura [1.5] se muestran ejemplos de las definiciones anteriores. La digra-
fica (b) se trata de una digrafica semicompleta, la digrafica (a) es una digrafica
completa y la digrafica (c) es una digrafica 1—regular.
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(b) (<)

Figura 1.5: Tipos de digraficas.

Las siguientes dos definiciones son la base para poder definir lo que es el nicleo
de una digrafica. Dicho concepto, llamado asi por Berge en [3], fue introducido
por Von Neumann y O. Morgenstern en [21] en el contexto de Teoria de Juegos
y refiriéndose a él como solucion de un juego. Sobre el tema se han hecho varios
trabajos, al igual que se han obtenido distintas generalizaciones de dicho concepto,
una de ellas es el de nicleo por trayectorias dirigidas monocrométicas de una
digrafica m-coloreada por flechas como se podra ver mas adelante.

Definicién 1.13 Un conjunto S C V(D) es independiente si se cumple que
para todo par de vértices {x,y} C S se tiene que x no es adyacente a y, es decir,

(z,y) ¢ F(D) y (y,z) & F(D).

Definiciéon 1.14 Un conjunto S C V(D) es absorbente si se cumple que para
todo v € V(D) \ S eziste y € S tal que (z,y) € F(D).

Definicién 1.15 Un conjunto N C V(D) es nicleo si es independiente y absor-
bente.

Podemos ver en la Figura[L.6]que el conjunto S = {z, 24} de la digrafica (a) no es
nucleo pues, aunque éste sea independiente, no existe la £35S — flecha, por lo que
no es absorbente. Sin embargo, podemos observar que el conjunto N = {1, x3, x5}
es independiente, ya que sus vértices cumplen con no ser adyacentes entre si. Al
mismo tiempo tenemos que para los vértices de V(D) \ N existe una flecha hacia
algin vértice de N, es decir, (z9,x3), (4, 25) v (76, x1) pertenecen al conjunto de
flechas de la digrafica (a). Por lo cual N cumple ser absorbente y por lo tanto es
un ntcleo.



Xy

X3 x5 Xz

Xg

X
Xg +

(a) ()

Figura 1.6

Sin embargo, hay que aclarar que no todas las digraficas tienen niicleo y como
ejemplo tenemos a la digrafica (b) de la Figura [1.6] Tomemos, sin pérdida de
generalidad, a x;. Como nuestro conjunto candidato a nicleo debe ser indepen-
diente se tiene que x5 y x5 quedan excluidos de éste, lo que implica que x3 debe
de estar incluido, ya que es el inico vértice que puede absorber a x,. Nuevamente
por la independencia el vértice x4 queda fuera del conjunto, sin embargo, x4 no es
adyacente ni a xy ni a x3, es decir, nuestro conjunto no es absorbente por lo cual
no puede ser ntcleo.

Definicién 1.16 Se dice que una digrdfica D es m-coloreada por flechas st sus
flechas estdn coloreadas con m-colores.

En la Figura|l.7] se muestran dos ejemplos de digraficas cuyas flechas estan colo-
readas con tres colores. Cabe senalar que en este trabajo s6lo usaremos digraficas
m-coloreadas por flechas por lo que cuando mencionemos digraficas m-coloreadas
nos referiremos a digraficas m-coloreadas por flechas.

X 1 *2 1

X3

xg 2

b
(@ (b)

Figura 1.7: Ejemplos de digraficas 3-coloreadas.
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Definiciéon 1.17 Una trayectoria dirigida en una digrdfica m-coloreada D, es lla-
mada trayectoria dirigida monocromdtica si todas sus flechas tienen asignado
el mismo color.

En el transcurso de este trabajo abreviaremos trayectoria(s) dirigida(s) monocro-
maética(s) como tdm.

Sean A C V(D) y B C V(D), si existe una tdm entre algin vértice del conjunto
Ay algin vértice del conjunto B, lo denotaremos como una AB — tdm.

Al colorear las flechas de una digrafica D se obtienen distintas formas de estudiar
y visualizar el comportamiento de los colores en la digrafica m-coloreda. Una de
ellas nos lo da H. Galeana en [§] donde introduce el concepto de niicleo por tdm
para digraficas m-coloreadas, el cual generaliza las ideas que se tenian de ntcleo
de una digrafica. A continuacién enunciamos dos definiciones que nos ayudaran a
comprender lo que es un nicleo por tdm.

Definicion 1.18 Sea D una digrdfica m-coloreada. I C V(D) es un conjun-
to independiente por trayectorias dirigidas monocromdticas si para todo
par de vértices de I no existen tdm entre ellos. Abreviaremos independiente por
trayectorias dirigidas monocromadticas como I'TDM.

Definicién 1.19 Sea D una digrifica m-coloreada. A C V(D) es absorbente
por trayectorias dirigidas monocromdticas si para cada x € V(D) \ A eziste
y € A tal que hay una zy-tdm en D. Abreviaremos absorbente por trayectorias
dirigidas monocromdticas como ATDM.

Definicion 1.20 Sea D una digrdfica m-coloreada. N C V(D) es un nicleo por
trayectorias dirigidas monocromadticas de D si N es independiente por tdm

y absorbente por tdm. Abreviaremos nicleo por trayectorias dirigidas monocromd-
ticas como NTDM.

En la Figura observemos que entre los elementos del conjunto N = {3, x4}
de la digrafica (a) existen inicamente las trayectorias dirigidas (z2, x3, x4, T5, 26)
y (zg, 1, 2) no monocromaticas, es decir, N es independiente por tdm. Ademas
para los elemento del conjunto {z1,x3, 24,5} hay una tdm hacia N, las cuales
son T} = (x1,22) de color uno, Ty = (z3,x4,22) de color uno, T3 = (x4, 72) de
color uno y Ty = (x5, 2) de color tres. Por lo cual N cumple con ser absorbente
por tdm y por lo tanto es nicleo por tdm.
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Aunque el ejemplo anterior tuvo nicleo por tdm, podemos encontrar también di-
graficas m-coloreadas que no tienen ntcleo por tdm. Observemos que la digréfica
(b) de la Figura es una digrafica semicompleta entonces, sin pérdida de gene-
ralidad, tomemos N = {x;}. Notemos que x5 no es adyacente hacia x;, mas ain
no existe una tdm de x5 hacia x1, por lo que N no es absorbente por tdm y por
lo tanto no es ndcleo por tdm.

Igualmente pueden haber digraficas con més de un ntucleo por tdm. Nuevamente
encontramos un ejemplo de lo anterior en la digrafica (a) de la Figura Los
nucleos por tdm de ésta son Ny = {z3, 26}, No = {x2, 26} v N3 = {x4, x4}

Si comparamos las definiciones de niicleo y ntcleo por tdm no es raro pensar
en que éstas podrian relacionarse de cierta manera. Lo anterior se ve reflejado
en la cerradura transitiva por colores de una digrafica m-coloreada, pues
ésta preserva toda la informacion con respecto a todas las tdm que existen entre
todo par de vértices y en donde se puede aplicar la teoria de ntcleos que se
ha desarrollado. La cerradura transitiva por colores €(D) de una digrafica D
m-coloreada fue dada por Hortensia Galeana en [§] y esta multidigrafica queda
definida como sigue:

n

b) F(€(D)) = U{(xy) con color i | existe una tdm de color i en D} U F (D)

=1

1 1

2 1 2 1
2 2
D ¢(D)

Figura 1.8: Cerradura de una digrafica D.

El siguiente teorema muestra la relacién que mencionamos con anterioridad:
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Teorema 1.1 Sea D una digrdfica m-coloreada, N es nicleo por tdm de D si y
sdlo si N es nicleo de €(D).

Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea D una digrafica m-coloreada y N un niicleo
por tdm de D, por definicion sabemos que N es independiente por tdm, por lo
cual en €(D) no existen flechas entre cualquier par de vértices de N, es decir,
éste ultimo es independiente en €(D). De igual manera por definicion sabemos
que N es absorbente por tdm, por lo que para cada z € V(D) \ N existe la
xN—tdm. Por construccion de €(D) existe entonces la xN— flecha para cual-
quier z € V(€(D)) \ N. Por lo tanto N es nticleo en €(D).

Ahora para la necesidad, sea N un ntcleo de €(D), por definicién sabemos que
N es independiente y por definiciéon de la cerradura transitiva por colores sabe-
mos que en D para cualquier par de vértices de N no existen tdm, por lo cual es
independiente por tdm. De la misma manera como N es absorbente en €(D), es
decir, para cualquier z € V(€(D))\ N existe la tN— flecha, entonces en D existe
la N —flecha o la x N—tdm, por lo que N es absorbente por tdm. Por lo tanto
N es nucleo por tdm.g

Del teorema anterior podemos decir que si D es una digrafica m-coloreada donde
cada una de sus flechas tiene distinto color, entonces N es un ntcleo por tdm de
D siy sélo si N es un nicleo de D. Esto debido a que en este caso €(D) = D.
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Capitulo 2

Tipos de Corona

En el presente capitulo daremos a conocer el origen tanto en graficas como en
digraficas de la operacion conocida como corona. Construiremos para digraficas,
a partir de las variaciones que se han tenido de la corona en graficas, la corona
por flechas, por vecinos, por vecinos exteriores y por vecinos interiores. Al final
damos el concepto de Corona Generalizada la cual engloba las coronas anteriores.

2.1. Historia de la corona.

La corona

El concepto de corona para graficas fue dado por Roberto Frucht y Frank Harary
en [7] (1970). Al principio fue llamada composicion, pero méas adelante seria co-
nocida por el nombre de corona. Este tltimo nombre fue propuesto por Roberto
Frucht, de lo cual hace mencion Frank Harary en [13], y una de las razones es
porque la grafica resultante a menudo se ve como una corona.

La corona G o G5 de dos graficas G y Go, con ny y ny vértices respectivamente,
es la grafica generada a partir de tomar una copia de GG; y ny copias de G, y de
hacer adyacente el i — ésimo vértice de G; a todos los vértices de la ¢ — ésima
copia de Go. Para las graficas Gy y G4 de la Figura [2.1| su corona resultante es la
que se muestra en la parte derecha.

13
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Gy

Gy
Gy

Gy
Gy
Gy

Figura 2.1: Corona de las graficas Gy y Gs.

Tomando esta idea Jerzy Topp en su articulo Domination independence and irre-
dundance in graphs [18] da una generalizacion de la operacion al tomar una grafica
G y una sucesion de graficas arbitrarias H, de tal forma que la cantidad de grafi-
cas que contiene H es igual a la cantidad de vértices de G; y haciendo adyacente
los vértices de H; € H con z; € V(G). En esta definicion si todas las graficas
de la sucesion son isomorfas, obtenemos la corona de dos graficas tal y como fue
definida por Roberto Frucht y Frank Harary.

Posteriormente esta forma de visualizar la operacion seria retomada por Iwona
Wtoch [20] para definir por primera vez la corona en el campo de las digréficas.
Ella en el articulo On kernels by monochromatic paths in the corona of digraphs
da la siguiente definicion:

Definicion 2.1 Sean D una digrifica m-coloreada, con V(D) = {z1,...,x,} don-
den > 2, yH = (H;)ici=q1,..n) una sucesion de digrdficas m-coloreadas ajenas en
vértices dos a dos, con V(H;) = {yi,...,ys} donde p; > 2 para cada i € {1, ...,n}.
Sea U el conjunto de los m colores usados en la digrifica D. La ¥ — corona de
la digrdfica D y la sucesion H, es la digrdfica D o H tal que

V(DoH) yul JvH
el
Y
F(Do#H) )u U F(H;)U U{ yi, ;) — coloreada con 1;}
i€l icl

cont=1,....,p; y U¥; un color cualquiera de V.
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En la Figura mostramos la corona de la digrafica D con la sucesion

H - {Hl, HQ, Hg}

D: = H, : DoH:

Figura 2.2: Ejemplo de una corona.

No obstante los resultados mencionados hasta el momento alrededor de la corona,
los de Topp y Wtoch, no son los tinicos. Desde la aparicion de la corona en graficas
hasta fechas recientes se han realizado varios trabajos entorno a éste y los cuales
no se limitan al campo de estudio de la Teoria de Graficas, sino que también
involucran a distintas ramas de las matematicas. Ejemplo de lo anterior son Gra-
ceful Labelings of Chain and Corona Graphs de Christian Barrientos [2], On the
profile of the corona of two graphs de Yung-Ling Lai y Gerard J. Changpero [15],
Domination in the Corona and Join of Graphs de Carmelito E. Go y Sergio R.
Canoy, Jr. [I1], The Spectrum of the Corona of Two Graphs de S. Barik, S. Pati
y B. K. Sarma [1], Hosoya index of the corona of two graphs de Hongyan Cheng
y Jianguang Yang [4], The spectrum of edge corona of graphs de Yaoping Hou y
Wai-Chee Shiu [14] y The spectrum of neighborhood corona of graphs de Indulal
Gopalapillai [12]. En éstos dos ultimos encontramos dos nuevas operaciones para
graficas, la corona por aristas y la corona por vecinos.
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2.2. Tipos de corona.

Corona por aristas.

El concepto de corona por aristas fue dado por Yaoping Hou y Wai-Chee Shiu en
[14], donde ademés dan resultados sobre el espectro del Laplaciano de su nueva
operacion, como lo hiciera S. Barik, S. Pati y B. K. Sarma en [I] con la corona.
La definicién que proponen nos dice que dadas dos graficas G; y G con ny y no
vértices respectivamente y m; y msy aristas respectivamente, la corona por aristas
G ¢ Gy se define como la grafica resultante de tomar una copia de GG; y my-copias
de G9, y uniendo los dos vértices de la i-ésima arista de G; a cada vértice de la
i-ésima copia de Gbs.

A partir de esta idea, junto con la generalizaciéon de la corona dada por Topp y
la visualizacion de la corona para digraficas de Wloch, proponemos la corona por
flechas la cual esta definida para el campo de digraficas. Esta nos dice:

Definicion 2.2 Sean D wuna digrdfica m-coloreada, V(D) = {x1,...,x,} su
conjunto de vértices, F(D) = {ay,as,...,a,} su conjunto de flechas y H =
(Hi)ig:{17.,,7q} una sucesion de digrdficas m-coloreadas ajenas en vértices dos a
dos; donde V(H;) = {yi, ...,y }, pi > 2 para cada i € {1,...,q}, n>2yq> 1.
Sea U el conjunto de los m colores usados en la digrifica D. La ¥ — corona por
flechas de la digrdfica D y la sucesion H es la digrifica D o H tal que

V(DoH)=V(D)u|JV(H))

i€l
Y

F(DoH) = F(D)U U F(H;)U U{(y;, ;) — coloreada con ;} U U{(yz, rl) —
icl iel i€l
coloreada con 1);}

con a; = (z},2), t =1, ..., p; y ¥; un color cualquiera de V.

Para ejemplificar el concepto anterior tomemos una digrafica D 2-coloreada con
V(D) = {1,229, 23,24} vy F(D) = {(x1,22), (x4,23)}. Ya que nuestra digrafica
tiene dos flechas, la sucesion H debera estar conformada de dos digraficas m-
coloreadas. Sea H; el ciclo no dirigido de longitud cuatro coloreado con tres colores
y Hs el ciclo no dirigido de longitud 3 coloreado con dos colores. La siguiente figura
muestra el resultado de operar estas digraficas.
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D: O—2—50 DoH:

Figura 2.3: Ejemplo de una corona por flechas de una digréfica.

Corona por vecinos.

Luego de la aparicion de la corona por aristas, Indulal Gopalapillai en [12] da la
operacion de corona por vecinos, ésto con la finalidad de continuar con el trabajo
de Yaoping Hou y Wai-Chee Shiu. Se nos dice que dadas dos graficas G y Go
con ny y ng vértices respectivamente, la corona por vecinos G1% Gy es la grafica
resultante de tomar n; copias de GGy y hacer adyacentes todos los vértices de la
i-ésima copia de G5 a los vecinos de v; € V(G1) para cada i € {1,2,...,n;}.

Al observar esta nueva variante de la corona, definimos la corona por vecinos para
digraficas. Sin embargo, dado el hecho que en una digrafica D tenemos vecinos,
vecinos exteriores y vecinos interiores podemos construir tres tipos de coronas. La
primera de ellas es la corona por vecinos exteriores.
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Corona por vecinos exteriores.

Definicién 2.3 Sean D wuna digrifica m-coloreada, V(D) = {x1,...,x,} su
conjunto de vértices, 67(D) > 1 y H = (H;)icr={1,..n} Una sucesion de digrificas
m-coloreadas ajenas en vértices dos a dos; donde V(H;) = {y’l',...,y;i}, Di >
2 para cada i € {1,...,n} yn > 2. Sea ¥ el conjunto de los m colores usados en
la digrifica D. La ¥ — corona por vecinos exteriores de la digrifica D y la
sucesion H es la digrdfica Dy™H tal que

V(DX tH) = V(D) Ul JV(H))
iel
Y
F(D%"H) = F(D)uU U F(H;) U U{(yz, x;) — coloreada con ; | x; € T"(x;)}
i€l i€l

cont=1,....,p; y ¥; un color cualquiera de W.

En la Figura mostramos la corona por vecinos exteriores de una digrafica m-
coloreada D, en la cual se puede apreciar que todos sus vértices tienen al menos
exgrado uno. De igual manera podemos ver que la cantidad de digraficas que

contiene nuestra sucesion es igual a la cantidad de vértices que tiene D, como lo
fue en el caso de la corona para digraficas.

A2

X3

¥z

1.{3 .

Figura 2.4: Ejemplo de la corona por vecinos exteriores de una digrafica.
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Corona por vecinos interiores.

Damos a continuacion la definicién de corona por vecinos interiores.

Definicién 2.4 Sean D una digrifica m-coloreada, V(D) = {x1, ..., x,} su con-

.....

coloreadas ajenas en vértices dos a dos; donde V(H;) = {y},...,y, }, pi >2
para cada i € {1,...,n} yn > 2. Sea ¥ el conjunto de los m colores usados en
la digrifica D. La ¥ — corona por vecinos interiores de la digrifica D y la
sucesion H es la digrifica Dy~ H tal que

V(Dx M) =V(D)u| JV(H,)
Y
F(D% H)=F(D)U UF(Hl) U U{(yz,zk)) — coloreada con ; | xp € I' (x;)}

cont=1,....,p; y U; un color cualquiera de W.

La Figura 2.5 muestra un ejemplo del concepto anterior.

¥z

H

Figura 2.5: Ejemplo de la corona por vecinos interiores de una digrafica.
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Podemos notar que en las dos definiciones anteriores nosotros solo trabajamos con
digraficas en las cuales sus vértices tienen exgrado o ingrado mayor a uno, segiin
sea el caso. El proposito de elegir esta condicién es el de mantener la estructura
que se tiene en la corona para digraficas, donde los vértices de cada H; siempre
tienen adyacencia con alguno de los vértices de D.

Corona por vecinos.

Por ultimo tenemos a la corona por vecinos, siendo ésta la que mayor similitud
tiene con la que definié Indulal Gopalapillai.

Definicién 2.5 Sean D una digrifica m-coloreada, V(D) = {x1,...,x,} su con-
junto de vértices, 6(D) > 1 y H = (H;)ici=1,...n} una sucesion de digrdficas
m-coloreadas ajenas en vértices dos a dos; donde V(H;) = {y}, ...,y }, pi > 2
para cada i € {1,....,n} yn > 2. Sea V¥ el conjunto de los m colores usados en la
digrifica D. La W — corona por vecinos de la digrdifica D y la sucesion H es
la digrdfica D%H tal que

V(D%H) =V(D)u| JV(H))

el

F(DxH) = F(D)uU UF(HZ) U U{(yz,azj)) — coloreada con ; | x; € I'(z;)}

i€l i€l

cont=1,....,p; y ¥; un color cualquiera de W.

Al igual que en los anteriores casos, ilustramos esta operacion en la Figura 2.6.
En este caso tenemos que D es el ciclo dirigido de longitud cuatro coloreado con
dos colores y la sucesion H esta conformada por cuatro digraficas m-coloreadas,
las cuales son dos flechas dirigidas y dos ciclos no dirigidos de longitud tres.
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Hy: N DkH ¥i yi
’ 3
4 1
2
¥ ¥3
. H;:
i FEN .
Y1 ¥a
¥ ¥ O—2 0
¥i
[]\ . 1 1
2
¥ ¥i

Figura 2.6: Ejemplo de corona por vecinos.

2.3. Diferencia entre operaciones.

En esta seccion daremos ejemplos en donde los tipos de corona, comparadas dos
a dos y usando una misma digrafica D y una misma sucesion de digraficas ajenas
en vértices dos a dos H, no sean isomorfas entre si. De igual manera mostraremos
las condiciones, si se da el caso, para que pudiera haber un isomorfismo entre
las digraficas resultantes. La siguiente tabla nos recuerda la notacién que hemos
estado usando para cada operacion.

Operacion Notacion
Corona para digraficas DoH
Corona por flechas DoH
Corona por vecinos D% H
Corona por vecinos exteriores | Dy H
Corona por vecinos interiores | Dy~ H

Comencemos por comparar la corona para digraficas con las cuatro restantes,
siendo la primera la corona por flechas. De antemano, por definicion de ambas
operaciones, las digraficas resultantes son distintas entre si cuando nuestra di-
grafica D no tiene la misma cantidad de vértices que de flechas. Ahora bien que
pasaria si D tuviera la misma cantidad de vértices y de flechas, para ésto veamos
la siguiente figura:
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Con este ejemplo podemos ver que existen casos donde usando los mismos ele-
mentos las digraficas resultantes son distintas. En realidad siempre sera asi y para
demostrarlo tenemos el siguiente resultado. Vale la pena senalar que en la demos-
tracion usaremos |V (H)| y |F(H)| para referirnos al niimero resultado de la suma
de las cardinalidades de los vértices y las flechas de las digraficas de la sucesion
‘H, respectivamente. Ademas en la caracterizacion del conjunto de flechas de los
tipos de corona que mencionemos en esta seccion omitiremos el color.

Lema 2.1 Para cualquier digrifica D, con V(D) = {x1,...,x,}, donde n > 2 y
|F(D)| = q > 1, y para cualquier sucesion de digrdficas ajenas en vértices dos
a dos, H = (H;)ier=q1,..ny con V(H;) = {yi,.. .,y;i}, donde p; > 2 para cada
i€{l,...,n}, se tiene que DoH 2% D oH.

Demostracion.

Sean D una digrafica cualquiera, con V(D) = {z1,...,z,},donde n > 2y |F(D)| =
qg>1,yH=(H)icr- {1,..,n} una sucesion de digréficas ajenas en vértices dos a
dos, con V(H;) = {yi,...,y,.}, donde p; > 2 para cada i € {1,...,n}, por lo que
[V(H)| =37, pi = p > 2. De la definicion de corona sabemos que:

F(Do#) = F(D)u| JFH,) Ul iy )}

el i€l

donde t =1, ..., p;, por lo que
[F(DoH)| = |F(D)|+|F(H)|+p (2.1)

De la definicién de corona por flechas sabemos que:

(DOH UUF UU{ytvxb}UU{ Yt e

el el el
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con a; = (zt, ') y t =1,...,p; . Entonces tenemos que:
[F(DoH)| = [F(D)|+[F(H)| +2p (2.2)
Como p > 2, por (2.1) y (2.2) tenemos que:
|[F(DoH)| < |F(DoH)|
Por lo tanto Do H 2 D o H.m

Veamos ahora lo que sucede al comparar la corona para digraficas y la corona
por vecinos. Fn el siguiente ejemplo damos la construccion de ambas operaciones,
para una digréfica D y una sucesion H especificas.

Observemos que las digraficas resultantes no son isomorfas. Sin embargo, a di-
ferencia del analisis anterior podemos encontrar casos donde el isomorfismo se
puede dar, ésto es cuando tomamos o bien a K, la digrafica completa de dos
vértices, y a una sucesion de digraficas H cualquiera o bien a Sy, la digrafica tal
que V(D) = {x1, 22} y F(D) = {(x1,22)}, y a una sucesiéon de digraficas H tal
que sus digraficas sean isomorfas. De igual manera podemos tomar a una digrafi-
ca disconexa D cuyos componentes sean inicamente Ky 0 Sy y a una sucesion de
digraficas H especifica, pero se remite a los dos casos anteriores.

Lema 2.2 Sean D una digrifica conexa, con V(D) = {xy,...,x,}, donden > 2 y
d(D)>1, yH=(H)icri={1,..,n} una sucesion de digrdficas ajenas en vértices dos
a dos, con V(H;) = {yi,...,y},}, donde p; > 2 para cada i € {1,...,n}. Si D= S,
con H; = H; para toda i,j € I, o D = K,, entonces la corona para digrdficas es
1somorfa a la corona por vecinos, es decir, D o H = D%H.
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Demostracion

Tenemos dos casos, supongamos primero que D = Ky, con V(D) = {x1, 22}, ¥y
H = (Hi)icr=q1, 2} Una sucesion de digréficas ajenas en vértices dos a dos, con
V(H;) = {yi,...,y)}, donde p; > 2 para cada i € {1,2}.

Sea f : V(D oH) — V(D%H) una funcién biyectiva tal que f(z1) = w9,
flze)=m1y f(y!) =yl paratodaie I ycont=1,.. p;.

De la definicién de corona sabemos que:

F(DoH) = F(D)U|JF(H) U (4.2}

el el

= {(@1,22), (w2, 20)} U F(Hy) U F(Hy) U{(y;, 21)} U { (57, 22)}

y por la definiciéon de corona por vecinos:

F(DXxH) = UUF UU{ Vi) | 2 € T(xi)}

= {(z1,22), (x2,21)} U F(Hy) U F(Hy) U{(y, (1) = 29)} U
{7, D(22) = 21)}
= {(z1,2), (x2,21)} U F(Hy) U F(Ha) U{(y;, 72)} U{(y7,21)}

Observemos que nuestra funcion preserva las adyacencias, ya que:

(Y;,y,) € F(DoH)siysolosi (f(y,) =y, fy,) = y;) € F(DkH)
(v y2) € F(DoH) sty solosi (f(yf) =yi f(y2) = y2) € F(DkH)
(x1,22) € F(DoH) siysolosi(f(z1) =z, f(z2) =x1) € F(DhH)
(x9,21) € F(Do™H) siy solosi (f(x2) =1, f(x1) = 22) € F(D%H)
() € F(D o M) si y solosi (F(y)) = b F () = 22) € F(DKH)
(y2,9) € F(DoH) siysolosi (f(y?) =y, f(z2) =21) € F(D%H)

Por lo tanto D o H = D% H.
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Ahora bien, supongamos que D = Sy, con V(D) = {x1, 22}, vy H = (Hi)icr={1,2}
una sucesion de digraficas ajenas en vértices dos a dos, con V/(H;) = {4}, ..., %)}
y pi > 2paracadai € {1,2} y Hl Hj. Sea f: V(D OH) — V(D% H) tal que
flar) =@, flwa) =20, flyr) = w0 vy f(y7) =yl cont=1,...pi

De la definicién de corona sabemos que:
F(DoH) = {(z1,22)} UF(H:)UF(Hz) U{(y;, 1)} U{(y/ 22)}
y por la definiciéon de corona por vecinos:

F(D¥HM) = {(21,22)} UF(H)UF(Hy) U{(y;,22)} U{(y, 21)}

Como H; = H, podemos ver que nuestra funciéon preserva adyacencias ya que:

(i, ys) € F(Do M) siy solosi (f(y) = ymf(ys) =y2) € F(D%H)
(7, y2) € F(Do M) siysolosi (f(y7) =ul, f(y3) = yi) € F(DH)
(x1,22) € F(Do™H) siy solosi (f(z1) = xl, f(za) = x) € F(DHH)
(yi,x1) € F(DoH) siy solosi (f(y)) = yt, f(x1) = 21) € F(D%H)
(y2,m9) € F(DoH) siysolosi (f(y?) =y}, f(z2) = z2) € F(D%H)

Por lo tanto Do H = D% H.m

Analicemos ahora el caso de la corona para digréaficas y la corona por vecinos exte-
riores. En el siguiente ejemplo podemos ver la construccién de ambas operaciones
para una digrafica D y una sucesion de digraficas H.



26 2.3. DIFERENCIA ENTRE OPERACIONES.

Podemos notar que las digraficas resultantes no son isomorfas, sin embargo, como
paso en el anterior analisis, puede darse el caso de isomorfismo entre las digraficas
resultantes.

Lema 2.3 Sean D una digrifica conexa, con V(D) = {xy,...,x,} donden > 2, y

V(H;) = {yi,,y;}, donde p; > 2 para cada i € {1,...,n}. Si D es un ciclo
dirigido, entonces D o H = Dy H.

Demostracion

Sea D un ciclo dirigido, con V(D) = {z1, ...,z }, y H = (H)icr={1,..n} una suce-

.....

sion de digraficas ajenas en vértices dos a dos, con V(H;) = {yt, .. '7%1-} y pi > 2

para cada i € {1,...,n}. Sea f : V(Do H) — V(D% H) tal que f(z;) = zin1
(modn) y f(y!) =y para todai € I (modn)y cont=1,..,p;.

De la definicién de corona sabemos que:

F(D o) = F(D) Ul F(H) U (i)}

el el

y de la definicion de corona por vecinos exteriores se tiene que:

F(D*"H) = UUF UU{ Y, w) | w5 € T (i)}

el i€l

Sean {v,u} C V(D o H) tal que (v,u) € F(D oH), veamos que (f(v), f(u)) €
F(D¥*H). Tenemos los siguientes casos:
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Caso 1. {v,u} C V(D).

Como los vértices estan en D podemos decir que v = x; y u = x; 1 para cualquier
i € I (mod n). Sabemos que f(x;) = ;11 y f(xi1) = Tip2 ¥y como D es un ciclo
dirigido tenemos que (x;41,z;42) € F(D) por lo que

(f(v) = f(2:) = ziga, f(u) = f(2i1) = Tig2) € F(DKTH)

Caso 2. {v,u} C V(H;) para algin i € I.
Como los vértices estan en H; podemos decir que v =y’ yu =y’ conr,s =1,...,p;
y r # s. Por nuestra funcion tenemos que f(y%) =4’y f(y!) =y’ por lo que

(f(v) = flyp) =i, flu) = f(y)) = yi) € F(D*'H)

Caso 3. u € V(D) y v € V(H;) para algin i € I.

Como u € V(D) y v € V(H;) podemos decir que u=z; y v =1y con t = 1,..., p;.
Por otro lado sabemos que f(x;) = zi11 y f(y!) = y!, de igual manera también
sabemos que

{0 5) [ 25 € ¥ (@)} © F(D*H)

por lo que
(f(v) = fy) =yt f(u) = f(z;) = xi41) € F(DKTH)
Por lo tanto de los tres casos anteriores tenemos que D o H = D™ H.m

Toca el turno de analizar el caso de la corona para digraficas y la corona por
vecinos interiores. En la siguiente figura mostramos las digraficas resultantes al
realizar ambas operaciones a una digrafica D y una sucesion de digraficas H.

DoH D%~ H
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Nuevamente podemos ver que ambas digraficas son distintas pero, al igual que
en el caso de corona por vecinos exteriores, dada una digrifica D con ciertas
caracteristicas se puede dar un isomorfismo. El siguiente resultado muestra lo
dicho.

Lema 2.4 Sean D una digrifica conezxa, con V(D) = {x1,...,x,}, donde n > 2,
y H = (Hi)icqr,..ny una sucesion de digrdaficas ajenas en vértices dos a dos, con
V(H;) = {y,....,4;,}, donde p; > 2 para cada i € {1,...,n}. Si D es un ciclo
dirigido, entonces D o H = D% H.

Demostracion.
Analogo al Lema 2.3.9

Al citar ejemplos donde la digrafica resultante de la corona para digraficas y de
cada uno de los tipos de corona no sean isomorfas y dar resultados sobre isomor-
fismo, veamos ahora los casos entre las cuatro coronas restantes. Comencemos por
analizar la corona por flechas y la corona por vecinos.

Es importante mencionar, al igual que el primer analisis que hicimos, que si bien
podemos usar la misma digrafica D no siempre nos sera posible usar la misma
sucesion de digraficas H. Las digréficas donde podemos hacer uso de la misma
digrafica D y de la misma sucesion H, para este caso y los dos siguientes, son
aquéllas donde el niimero de vértices y de flechas son los mismos, por ejemplo, las
digraficas que contengan solamente un ciclo.

D¥H

El ejemplo anterior muestra la construccion de ambas coronas para una digréafica
D y una misma sucesion de digraficas H. Notemos que éstas no tienen semejanza
alguna, no obstante podemos encontrar casos de isomorfismo.
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Lema 2.5 Sean D una digrdfica conezxa, con V(D) = {xy,...,x,}, n > 2, F(D) =
{ai,....;a,}, ¢ > 1 ya; = (zi,21) con {x}, 22} C V(D) dondei € I ={1,....q}, y
V(H;) = {yt, ,y;Z} y p; > 2 para cada i € {1,...,n}. Si D es el ciclo dirigido de
longitud tres o D es el ciclo no dirigido de longitud tres, con H; = H; para toda
1,7, entonces Do H = DyH.

Demostracion.

En el primero de los dos casos, sean D el ciclo dirigido de longitud tres, con
V(D) = {z1,22,23} y F(D) = {a1 = (z1,22),a2 = (22,23),a5 = (3,21)}, ¥
H = (H;)icr={1,2,3 una sucesion de digraficas ajenas en vértices dos a dos, con
V(H;) = {y{,-y).} vy pi > 2 para cada i € {1,2,3}. Sea f : V(D oH) —
V(D% H) tal que f(z;) = x4 mod(n) y f(y!) = yi, para toda i € I y con
t= 1, ey i

De la definicién de corona por flechas sabemos que:
F(DoH)=FD)u|JFH)U| i =)} v w2}
iel iel iel
y por la definicion de corona por vecinos también sabemos que:
F(DxH) = F(D)U|JF(H) Ul 2)) | 25 € T(x:)}
iel iel

Observemos que nuestra funcién preserva las adyacencias, ya que:

(Vi y) € F(DoH) sty solosi (f(y,) =y, fy,) = y;) € F(DkH)
(v y:) € F(DoH) sty solosi (f(yf) =yi f(y:) =y:) € F(DkH)
(v, y5) € F(DoH) sty solosi (f(y7) =i, f(y) = y3) € F(D*H)
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(v1,m3) € F(DoH) siysolosi (f(x1) = x2, f(xe) = 23) € F(D%H)
(9, m3) € F(DoH) siysolosi (f(xe) = x3, f(x3) = 21) € F(D%H)
(x3,m1) € F(DoH) siy solosi (f(xs) =1, f(x1) = 22) € F(DH)
(9, 21) € F(DoM) siysolosi(f(y,) =y, [(x1) =12) € F(DkH)
(4 1) € F(DoH) si y s6lo si (f(yl) =yt f(ws) = ) € F(DKkH)
(42, 1) € F(DoH) si y solo si (f(y2) = . f() = ) € F(DKkH)
(y2,x3) € F(DoH) siysolosi (f(y?) =y, f(z3) =x1) € F(D%H)
(47, w3) € F(DoH) siysolosi (f(y)) =y, f(xs) = 21) € F(DkH)
(4, 21) € F(DoH) siysolosi (f(y)) =/, f(z1) = 22) € F(DKH)

Por lo tanto Do H = DwH.

Ahora bien, sea D el ciclo no dirigido de longitud tres , V(D) = {z, 29,23} y

F(D) ={a1 = (x2,21), a0 = (x2,23),a3 = (x3,21)}, H = (H;)ici= (1.23) una suce-
sion de digraficas ajenas en vértices dos a dos, con V(H;) = {yi, ..., 4}, } con p; > 2
para cada i € {1,2,3} y Hy = Hy > H;. Sea f: V(DoH) — V(D% H) tal que
f(z;) =z, f(yi) =y, " para todai € I (mod(n))ycont=1,..p;.

De la definicién de corona por flechas sabemos que:

F(DoH) = UUF UU{ yt,l’b}UU{ Yi> )

el el i€l

y por la definiciéon de corona por vecinos también sabemos que:

F(D%H) = F(D)Ul JFH) U (i 2)) | 25 € T(2:)}

el el
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Como H; = Hy, = Hj; podemos ver que nuestra funcion preserva adyacencias ya

(Yt y;) € F(DoH) siysolosi (f(y)) =v fly;) =v3) € F(DkH)
(v y:) € F(DoH)siysolosi (f(y7) =y, f(y;) = y;) € F(DkH)
(Y7 ys) € F(DoH)siysolosi (f(y)) =vi f(y)) = v7) € F(DkH)
(x9,m1) € F(DoH) siy solosi (f(xe) =22, f(x1) = 21) € F(D%H)
(w9, m3) € F(DoH) siy solosi (f(xe) = x9, f(x3) = 23) € F(D%H)
(x3,m1) € F(DoH) siysolosi (f(xs) =x3, f(x1) = 21) € F(D%H)
(41, 21) € F(DoH) siysolosi (f(y) =y, f(z1) = 21) € F(DkH)
(4 2) € F(DoH) si v s6lo si (F(yl) = i f() = 1) € F(DAkH)
(41 1) € F(DoH) si y solo si (F(y2) = i f() = 1) € F(DKkH)
(v, x3) € F(DoH) siysolosi (f(y?) =y}, f(z3) =x3) € F(D%H)
(yiw3) € F(DoH) siysolosi (f(yp) =y, fws) = x3) € F(DkH)
(4, 21) € F(DoH) siysolosi (f(y)) =i, f(z1) = 21) € F(DKH)

Por lo tanto Do H = D% H.m

Aligual que en el primer anéalisis de esta seccion, el siguiente resultado muestra que
en ningun caso las digraficas resultantes de la corona por flechas y la corona por
vecinos exteriores pueden ser isomorfas. A continuacion tenemos la construcciéon
de ambas operaciones para una digrafica D y una sucesion de digraficas H.

Xz

D¥"H

Lema 2.6 Para cualquier digrifica D, con |V(D)| = |F(D)| =n, donden > 2y
07(D) > 1, y para cualquier sucesion H = (H;)iciq1,..ny de digrdficas ajenas en
vértices dos a dos, con V(H;) = {yi, .. ,y:f)i} Yy pi > 2 para cada i € {1,...,n}, se
tiene que D o H 2 D% TH.
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Demostracion.

Sea D una digrafica con |V(D)| = |F(D)| = n, donde n > 2y 67(D) > 1,y

V(H;) = {yi,...y),} v pi > 2 para cada i € {1,...,n}. Observemos que al pedir
que |F(D)] = ny 0t(D) > 1, se tiene que 0% (z) = 1 para toda x € V(D),
ademés veamos que |V(H)| = Y7, p; = p > 2. De la definicion de corona por
flechas sabemos que:

F(DoH) = UUF UU{ ytaxb}UU{ Yi> )

i€l el i€l

con a; = (z},2) y t =1,...,p;. Por lo que

\F(DoH)|=n+|F(H)|+2p (2.3)
De la definicién de corona por vecinos exteriores sabemos que:
F(D*"H) = UUF UU{ Y w) | w5 € T (i)}
i€l i€l

cont=1,...,p;. Entonces por la observacion tenemos que:
|[F(DX*H)| =n+|F(H)|+p (2.4)
Como p > 2, por (2.3) y (2.4) tenemos que:
|F(DXH)| < |F(DoH)|
Por lo tanto DoH 2 D% H.m
Continuamos con el caso de la corona por flechas y la corona por vecinos interiores.

En la figura siguiente mostramos la construcciéon, para una digrafica D y una
sucesion de digraficas H, de ambas operaciones.
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Notemos que las digraficas resultantes no son isomorfas entre si. En realidad dada
cualquier digrafica y cualquier sucesion de digraficas, nunca se podré obtener un
isomorfismo entre las digraficas que se formen al realizar ambas operaciones. El
siguiente resultado confirma lo dicho.

Lema 2.7 Para cualquier digrafica D, con |V(D)| = |F(D)| =n, donden > 2y
0= (D) > 1, y para cualquier sucesion H = (H;)ici=(1,..n} de digrdficas ajenas en
vértices dos a dos, con V(H;) = {yi, ...,y } y pi > 2 para cada i € {1,...,n}, se
tiene que Do H 2 Dy H.

Demostracion.
Analogo al Lema 2.6.n

Ahora que hemos terminado el analisis de la corona por flechas y los tipos restantes
de corona, el caso que se presenta a continuacién trata sobre la relaciéon que existe
entre la corona por vecinos y la de vecinos exteriores. Presentamos un ejemplo
de la construccion de ambas operaciones para una digrafica D y una sucesion de
digraficas H.

Nuevamente ambas digraficas no son isomorfas, no obstante, si le pedimos cier-
tas caracteristicas a la digrafica D, podemos llegar a un isomorfismo entre las
digraficas resultantes de ambas operaciones.

Lema 2.8 Sean D una digrifica conexa, con V(D) = {z1,..,x,}, n > 2 y
0" (D) > 1, y H = (Hi)ici={1,..n} una sucesion de digrdficas ajenas en vérti-
ces dos a dos, con V(H;) = {yi,...,ys.} y pi > 2 para cada i € {1,...,n}. Si D es
una digrdafica con todas sus flechas simétricas, entonces D%H = D% H.
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Demostracion.

Sean D una digrafica con todas sus flechas simétricas, con V(D) = {zy,...,x,},

donde n > 2,y H = (H,;)icr=(1,..,n} una sucesion de digraficas ajenas en vértices

dos a dos, con V(H;) = {yi, .. .,y;i} y pi > 2 para cada ¢ € {1,...,n}. Sea f :
V(D%H) — V(D% TH) tal que f(x;) = z; y f(yi) = yi para toda i € [ y con

t=1,...,p.

Sabemos lo siguiente, de la definicion de la corona por vecinos:

F(DXH) = UUF UU{ v 7)) | 5 € D)}

el el

De la corona por vecinos exteriores también se sabe que:

F(D%x™H) = UUF )U U{ ytv%)) | 2 € T (@)}

i€l el

Notemos que estos conjuntos conservan las flechas de D y de H, diferenciandose
tinicamente en las flechas que se forman de H; hacia D para cualquier ¢ € I.
Observemos que en una digrafica con todas sus flechas simétricas, para cualquier
x; € V(D) sabemos que I'" (x;) = I'"(x;), por lo cual tenemos que:

U{ytv'rj | z; € D(w; }_U{yw% |25 € T (2)}

el i€l

Por lo tanto DwH = D% H.m

Presentamos ahora el caso entre la corona por vecinos y la de vecinos interiores.
Dada que esta tltima presenta semejanzas con la definicion de corona por vecinos
exteriores el resultado para isomorfismo seré el mismo que en el caso anterior.
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Lema 2.9 Sean D una digrifica coneza, con V(D) = {x1,...,x,}, donde n > 2
y o6~ (D) > 1, yH = (Hi)ici=q1,..n} una sucesion de digrdficas ajenas en vértices
dos a dos, con V(H;) = {yi, ...,y } ypi >2 para cada i € {1,...,n}. Si D es una
digrifica con todas sus flechas simétricas, entonces DowH = D%~ H.

Demostracion.
Analogo al Lema 2.8.4

Nuestro ultimo caso es el de la corona por vecinos exteriores y la corona por
vecinos interiores. Cabe senalar que la iinica manera para trabajar con la misma
digrafica D es que ésta cumpla que 67(D) > 1y § (D) > 1. Como lo hemos
hecho hasta el momento, mostramos en la siguiente figura un ejemplo donde las
digraficas resultantes de ambas operaciones no son isomorfas.

Observemos que en Dyt H para los vértices x; y x3, los unicos vértices en D
con exgrado dos, existe la Hyxry — flecha v la Hixs — flecha, sin embargo no
ocurre lo mismo en Dy ~H ya que existe la Hyzy — flecha, la Hyxy — flecha, la
Hyxs — flecha y la Hyxs — flecha. Por tal motivo no son isomorfas.

Igual que en los analisis anteriores, encontramos casos donde puede darse un
isomorfismo entre las digraficas resultantes. No obstante no tenemos la respuesta
general para decir que propiedades debe de tener la digrafica D y la sucesiéon de
digraficas H para que se de el isomorfismo. Sin embargo, tenemos el siguiente:
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Lema 2.10 Sean D wuna digrifica, con V(D) = {x1,...,x,}, donde n > 2,
0"(D)>1y o~ (D) >1, yH = (H)ici=f1,..n} una sucesion de digrdficas ajenas

.....

en vértices dos a dos, con V(H;) = {yi, ...,y } y pi > 2 para cada i € {1,...,n}. Si
D es una digrdfica con todas sus flechas simétricas, entonces D+t H = Dy~ H.

Demostracion.

Sean D una digrafica con todas sus flechas simétricas, V(D) = {x1,...,x,} su

-----

ficas ajenas en Vertlces dos a dos con V(H ) = {yl,. LY} ¥ pi > 2 para cada
i€{l,..,n}. Sea f: V(D% TH) — V(D% H) una funciéon tal que f(z;) = x;
v fly) =yl paratodaie [ yt=1,..p;.

De la definicién de corona por vecinos exteriores sabemos que:

F(Dx ™) = F(D) u| JF(H:) | J{(v} 2;)) | z; € TF ()}

1€l el

Y de la definiciéon de corona por vecinos interiores se sabe que:

F(D%x™H) UUF UU{ yt7x])|x]€F (i)}

i€l el

Notemos que ambas conservan las flechas de D y de H, diferencidndose iinicamente
en las flechas que se forman de H; hacia D para cualquier i € I. Observemos que en
una digrafica con todas sus flechas simétricas, para cualquier z; € V(D) tenemos
que 't (z;) = I~ (x;), por lo cual en esta digrafica ambas definiciones son idénticas.
Por lo tanto D% ™H = D% H.m
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2.4. Definicion de la Corona Generalizada

El proposito inicial al realizar esta tesis era trabajar nicleo por tdm en las defini-
ciones de la seccion anterior, pero al ver que los cinco tipos de corona conservan
ciertas propiedades y que la digrafica resultante de cada una de éstas tienen una
estructura semejante, encontramos una operacion que englobara a éstas. En el
siguiente capitulo trabajaremos niicleo por tdm en esta digrafica, la cual es:

Definicion 2.6 Sean D una digrifica m-coloreada con |V (D)| =n, |F(D)| =m,
donden > 2 ym # 0, g un nimero entero cualquiera tal que min{n,m} < g <
max{n,m} y H = (H;)ici=f1,...q) una sucesion de digrdficas m-coloreadas ajenas
en vértices dos a dos, con V(H;) = {yi, ...y, } y pi > 2 para cada i € {1,...,n}.
Sea VU el conjunto de los m colores usados en la digrdfica D. La ¥ — corona
generalizada de la digrifica D y la sucesion H es la digrifica DAH tal que:

V(DAM) = V(D) u| JV(H,)

il

F(DAH) = F(D)U U F(H;) U U{(yz, x.) — coloreado con V; para
i€l iel
al menos algin x. € V(D)}

cont=1,....,p; y¥; un color cualquiera de V.

En otras palabras la Corona Generalizada de una digrafica D y una sucesion
de digraficas H es la resultante de la unién del conjunto de vértices de D con el
conjunto de vértices de la sucesion H, de la unién del conjunto de flechas de D con
el conjunto de flechas de la sucesion H, conservando su color, y de hacer a todos los
vértices de H; adyacentes hacia por lo menos a un vértice de D y a este conjunto de
flechas colorearlas con algtin color de W. Para ilustrar lo anterior, en la Figura
damos la construcciéon de la Corona Generalizada de la digrafica D cuyo conjunto
de vértices es V(D) = {x1, T2, 3,74} y lasucesion H con V(Hy) = {yi,vs,ys, i},
V(Hz) ={yt.y3. 93} v V(H3) = {y, 43,43}
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D: M Hy : ¥ DANH yi

¥z
Figura 2.7: Ejemplo de una Corona Generalizada.

Observacion 1 Notemos que por la construccion de DAH para cualquier
x € V(D) no eziste la tH; —tdm en DAH coni € 1.

Observacion 2 La corona para digrdficas es una Corona Generalizada.

Demostracion.

De la definicién de corona para digraficas sabemos que |V(D)| =n > 2, |[F(D)| =
m # 0 (es facil ver que el caso donde la corona es resultado de operar una digrafica
m-coloreada D sin flechas y una sucesion cualquiera de digraficas m-coloreadas H
siempre tiene nicleo por tdm, por lo cual lo omitimos), g = n, |V (H;)| = p; > 2
coni €[ ={1,2,....,n}y los vértices de H; son adyacentes a x; € V(D) para toda
1 € I, coloreando este conjunto de flechas con algin color de ¥ para toda ¢ € I.
Por lo tanto la corona para digraficas es una Corona Generalizada.g

Observacion 3 La corona por flechas cumple con ser una Corona Generalizada.
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Demostracion.

De la definicion de corona por flechas sabemos que |V(D)| = n > 2, |F(D)| =
q#0,9g=q, |V(H)| =p; >2coniel={12..q}y los vértices de H; son
adyacentes a los vértices extremos de a; € F(D) para toda i € I, coloreando a este
conjunto de flechas con algiin color de . Por lo tanto cumple con las condiciones
para ser una Corona Generalizada.g

Observacion 4 La corona por vecinos exteriores cumple con ser una Corona
Generalizada.

Demostracion.

De la definicién de corona por vecinos exteriores sabemos que |V (D)| = n > 2,
|F(D)] =m #0 (ya que 6" (x;) > 1 para toda x; € V(D) coni € I ={1,...,n}),
g=mn, |V(H;))| =pi > 2coniel={1,2..n}y los vértices de H; son ad-
yacentes a los vecinos exteriores de x; € V(D) para toda i € I, coloreando este
conjunto de flechas con algtin color de W. Por lo tanto cumple con las condiciones
para ser una Corona Generalizada. g

Observacion 5 La corona por vecinos interiores cumple con ser una Corona
Generalizada.

Demostracion.

De la definicion de corona por vecinos interiores sabemos que |V(D)| = n > 2,
|F(D)] =m #0 (ya que 6 (x;) > 1 para toda x; € V(D) coni € I ={1,...,n}),
g=n,|V(H;)|=p; >2coniecl={12,..n}ylos vértices de H; son adyacen-
tes a los vecinos interiores de z; € V(D) para toda i € I, coloreando este conjunto
de flechas con algtn color de V. Por lo tanto cumple con las condiciones para ser
una Corona Generalizada.g

Observacion 6 La corona por vecinos cumple con ser una Corona Generalizada.

Demostracion.
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De la definicién de corona por vecinos sabemos que |V (D)| =n > 2, |[F(D)| =
m # 0 (ya que 0(z;) > 1 para toda z; € V(D) coni € I = {1,...,n}), g =n,
\V(H))| =pi >2coniel=HA{12..n}ylos vertices de H; son adyacentes a
los vecinos de z; € V(D) para toda i € I, coloreando este conjunto de flechas con
algin color de W. Por lo tanto cumple con las condiciones para ser una Corona
Generalizada.g



Capitulo 3

Nicleos por trayectorias dirigidas
monocromaticas en la
U — corona generalizada.

En el articulo On kernels by monochromatic paths in the corona of digraphs|20),
Iwona Wtoch nos muestra las condiciones suficientes y necesarias para que la co-
rona para digréficas tenga ntucleo por tdm, no sin antes analizar los conjuntos
independientes y absorbentes por tdm en dicha digrafica. Posteriormente da a co-
nocer otras propiedades relacionadas con el resultado principal, como es la de ver si
la corona es ntucleo perfecta por tdm y calcula el nimero total de nicleos por tdm.

Tomando como base el trabajo de Wtoch, en este capitulo veremos cuales son las
condiciones suficientes y necesarias para que en la Corona Generalizada, operaciéon
que definimos anteriormente, existan nicleos por tdm. A partir de este resultado
probaremos cuando dicha corona es ntucleo perfecta por tdm y su cantidad total
de ntucleos por tdm. De igual manera veremos que tales resultados se cumplen
para las diferentes coronas que definimos en el capitulo dos.

3.1. Independencia por tdm en la WV —corona gene—
ralizada.

Antes de dar las condiciones suficientes y necesarias para la existencia de ntcleos
por tdm en la corona generalizada primero veremos cual es la forma que tienen los

conjuntos independientes por tdm y absorbentes por tdm. Por ser una definicién
nueva para el lector recordemos lo que es la Corona Generalizada.

41
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Definicion Sean D una digrdfica m-coloreada con |V (D)| =n, |F(D)| =m,
donden > 2 ym # 0, g un nimero entero cualquiera tal que min{n,m} < g <

en vértices dos a dos, con V(HZ) ={v}, ..y, } ypi > 2 para cada i € {1,..., g}.
Sea U el conjunto de los m colores usados en la digrifica D. La ¥ — corona
generalizada de la digrdifica D y la sucesion H es la digrdfica DAH tal que:

V(DAM) = V(D) u| JV(H,)

iel

F(DAH) = F(D)uU U F(H;) U U{(yi, x.) — coloreado con 1; para
iel iel
al menos algin x. € V(D)}

cont=1,....,p; y ¥; un color cualquiera de W.

Nota: En los siguientes resultados D, H, I y DAH tienen las condiciones dadas
en la definicion anterior. De igual manera recordamos que V(H;)V (D) — tdm (de-
notado por comodidad como H; D—tdm en los siguientes capitulos) hace referencia
a que entre algiin y! € V(H;) y algin z € V(S) existe una tdm.

Teorema 3.1 Un subconjunto S* C V(DAH), tal que S* N V(D) # 0, es un
conjunto independiente por tdm de DAH si y sélo si

s*=sulJs
i€l

donde S C V(D) es un conjunto independiente por tdm de D distinto del vacio,
I, = {i € I | no existe H;S — tdm} y S; un conjunto independiente por tdm de
H; para toda @ € 1.

Demostracion.
Demostraremos la suficiencia. Sea S* C V(DAH) un conjunto independiente por

trayectorias dirigidas monocroméaticas de DAH tal que S = S* N V(D) # 0.
Como S C S* entonces S es independiente por tdm.
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Cualquier conjunto S* puede ser de las siguientes dos maneras. Si S* = .9, enton-
ces se cumple lo que queremos. Si S* # S, entonces V(H;) N S* # () para algiun
i€l. SeaS; =V(H;)NS* como S* es independiente por tdm, entonces cada S;
es independiente por tdm. Nuevamente por ser S* independiente por tdm y por
definicion de la Corona Generalizada, no existen tdm de S; hacia S, ni existen
tdm de S hacia S;, con i € I} = {i € I | no existe H;S — tdm}. Por lo que el
conjunto S* lo podemos escribir de la siguiente manera:

s*=sulJs
i€ly
donde S C V(D) es un conjunto independiente por tdm de D distinto del vacio,
I, = {i € I | no existe H;S — tdm} y S; un conjunto independiente por tdm de
H,; para toda 1 € I.

Ahora demostraremos la necesidad. Sea

s*=sulJs
i€lh
donde S C V(D) es un conjunto independiente por tdm de D distinto del vacio,
I, = {i € I | no existe H;S —tdm} y S; un conjunto independiente por tdm de H;
para toda i € I, por hipdtesis sabemos que tanto S como S; son independientes
por tdm en DAH, falta ver que S* es independiente por tdm en DAH. Tomemos
dos vértices en S* y veamos que no existen tdm entre ellos, por lo que tenemos
los siguientes casos:

Caso 1. Siz, € Sy vy, € S;coni € I.

Por construccion de la W — corona generalizada sabemos que solo existen flechas
de H; hacia D por lo que no existe la z,y; —tdm con i € I;. Ademéas por hipotesis
sabemos que los S; pertenecen a las H; tales que no existe H;S — tdm. Entonces
no existe la yjz, — tdm con i € I.

Caso 2. Siy; € S; v yl, € S; para toda i,j € I} con i # j.

Por construccion de la ¥ — corona generalizada sabemos que no existen las
H;H; — tdm ni existen las H;H; — tdm. Entonces no puede existir la yiyJ, — tdm

para toda i,j € I con i # j.

Por lo tanto S* es independiente por tdm en DAH. g
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Para el caso en que S* NV(D) = () tenemos el siguiente resultado:

Teorema 3.2 Un subconjunto S* C V(DAH) tal que S* N V(D) = 0, es un
conjunto independiente por tdm de DAH si y solo si

s*=Js

i€l

donde Iy es un subconjunto cualquiera de I y S; un conjunto independiente por
tdm de H; para toda i € I5.

Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea S* C V(DAH) un conjunto independiente por
tdm en DAH tal que S* N V(D) = 0, por lo tanto S* C J,; V(H;). Entonces
S* se puede ver de la siguiente manera:

s*=Js

i€l

donde I5 es un subconjunto cualquiera de [ y .S; un conjunto independiente por
tdm de H; para toda i € Is.

Ahora bien para demostrar la necesidad sea

W:U&

i€l

donde I5 es un subconjunto cualquiera de [ y .S; un conjunto independiente por
tdm de H; para toda i € I5. Por la definiciéon de la ¥ — corona generalizada, no
existe una tdm de H; a H; para toda 7,j con i # j, por lo que no existe la tdm
de S; a S; para toda 7,7 con ¢ # j. Por lo tanto S* es un conjunto independiente
por tdm. g

Recordemos que en el capitulo anterior vimos que los cinco tipos de corona: por
flechas D ¢ H, por vecinos exteriores Dy H, por vecinos interiores Dy~ H, por
vecinos D% H y corona para digraficas D o ‘H, cumplen ser casos especiales de la
Corona Generalizada, por lo que por los teoremas 3.1 y 3.2 los siguientes resultados
son validos:
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Teorema 3.3 Un subconjunto S* C V(D o H)((D o H),(Dk™H),(Dk~H),
(D% H)), tal que S*NV (D) # 0, es un conjunto independiente por tdm de DoH
(DoH,Dk"H, D% H,DkH) siy silo si

s*=sulJs
i€ly
donde S C V(D) es un conjunto independiente por tdm de D y distinto del vacio,
I, = {i € I | no existe H;,S — tdm} y S; un conjunto independiente por tdm de
H; para toda @ € 1.

Teorema 3.4 Un subconjunto S* C V(D o H)((D o H),(D¥H), (D% ~H),
(D% H)) tal que S* NV (D) =0, es un conjunto independiente por tdm de D oH
(DoH, DhkTH, D H,DhH) siy sdlo si

ﬁ:U&
i€l

donde Iy es un subconjunto cualquiera de I y S; un conjunto independiente por
tdm de H; para toda 1 € I.

3.2. Absorbencia por tdm en la ¥ —corona genera—
lizada.

Ahora que hemos visto como es cualquier conjunto independiente por tdm en
la corona, proseguimos a describir en el siguiente teorema cémo es un conjunto
absorbente por tdm en la corona generalizada. Pero antes daremos un resultado
que nos ayudara a demostrar dicho teorema.

Proposicion 3.1 Si Q* es un conjunto absorbente por tdm en DAH, en-
tonces QQ = Q* NV (D) es un conjunto absorbente por tdm en D.

Demostracion.

Sea Q* un conjunto absorbente por tdm en DAH y Q = Q*NV (D), supongamos
que @ no es un conjunto absorbente por tdm en D, entonces existe z € V(D) \ @
tal que no existe una tdm de x a @). Pero como Q* es un conjunto absorbente de
DAH entonces x es absorbido por tdm por @* \ Q C |J,.; V (H;), es decir, existe
una x H; —tdm para algtin ¢ € I. Pero por definiciéon de la ¥ —corona generalizada
sabemos que no existen flechas de D hacia H; para toda ¢ € I, lo cual contradice
lo anterior. Por lo tanto @ = @* N V(D) es un conjunto absorbente por tdm de
D.g
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Proposicion 3.2 5i Q* es un conjunto absorbente por tdm de DAH, en-
tonces Q* NV (D) # ()

Demostracion.

Sea Q* un conjunto absorbente por tdm de DAH, por el resultado anterior sa-
bemos que Q* NV(D) es un conjunto absorbente por tdm en D implicando que
éste debe ser distinto del vacio.g

Teorema 3.5 Un subconjunto Q* C V(DAH), es un conjunto absorbente por
tdm de DAH si y sdlo st

¢ =ulUaev U e

i€l FISAVS

donde Q C V(D) es un conjunto absorbente por tdm de D, I, = {i € I | no existe
H;Q —tdm}, Q; es un conjunto absorbente por tdm de H; para cada i € I; y Q)
un subconjunto cualquiera de V(H;) para cada j € (I\ I).

Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea Q* C V(DAH) un conjunto absorbente por
tdm de DAH. Por la Proposicion sabemos que @* N V(D) es un conjunto
absorbente por tdm en D, llamemos () a la interseccion de estos conjuntos.

Notemos que (Q* \ Q) € |U,; V(H;) para toda i € I. Tomemos I; = {i € I |
no existe H;Q — tdm}, es decir, para todo y! € H; con i € I} y para toda z € Q
no existe la y'z — tdm. Como Q* es un conjunto absorbente por tdm de DAH,
entonces ; = Q* NV (H;) debe ser un conjunto absorbente por tdm de H; con
i € I. Por otro lado consideremos j € (I'\ I;), entonces por definicion de la corona
generalizada y de [; para todo y{ € H; y para algin z € () existe la y{:c — tdm,
por lo cual Q); = Q* NV(H;) es un subconjunto cualquiera de V' (H,). Entonces
podemos ver a Q* de la siguiente forma:

Q*=QulJau | @

ich i€\

donde @ C V(D) es un conjunto absorbente por tdm de D, I} = {i € I | no existe
H;Q) — tdm}, @Q; es un conjunto absorbente por tdm de H; para cada i € I; y Q)
un subconjunto cualquiera de V(H;) para cada j € (I\ I1).
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Ahora demostraremos la necesidad. Sea

*=QulJau | o

i€l jel\I

donde @) C V(D) es un conjunto absorbente por tdm de D, I} = {i € I | no existe
H;Q) — tdm}, @; es un conjunto absorbente por tdm de H; para cadai € I; y Q)
un subconjunto cualquiera de V(H,) para cada j € (I \ I;). Mostraremos que
Q* es absorbente, es decir, para todo x € V(DAH) \ Q* existe una xy — tdm
con y € Q*. Por definiciéon de la Corona Generalizada tenemos los siguientes casos:

Caso 1. x € V(D) \ Q*. Sabemos que () es un conjunto absorbente por tdm de D
por lo que existe una tdm de x a (). Por definicion de QQ* sabemos que () C Q*,
por lo tanto existe una tdm de x a Q*.

Caso 2. x € V(H;) \ Q* para algan i € I;. Por definicion de Q* tenemos que Q;
es un conjunto absorbente por tdm de H; con ¢ € I, por lo que existe una tdm
de = a @, es decir, existe una tdm de z a Q*.

Caso 3. x € V(H;) \ Q* para algin j € I\ I;. Sabemos que I \ I; es el conjunto
de las j € I tal que existe una tdm de H; a (). Por lo tanto por definicién de la
corona generalizada existe una tdm de x a Q*.

Por lo tanto Q* es un conjunto absorbente por tdm de DAH.g

Al igual que en la seccion anterior, el siguiente resultado es valido para los dife-
rentes tipos de corona:

Teorema 3.6 Un subconjunto Q* C V(D o H)((D o H),(D%H), (D% H),
(D% H)) tal que Q* N V(D) # 0, es un conjunto absorbente por tdm de D o H
(DoH,Dx"H, D H,DkH) siy sdlo si

Q*=QulJau |J @

ich JENL

donde Q C V(D) es un conjunto absorbente por tdm de D, Iy = {i € I | no existe
H;Q —tdm}, Q; es un conjunto absorbente por tdm de H; para toda i € I y Q)
un subconjunto cualquiera de V(H;) para cada j € (I \ Iy).
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3.3. Ncleo por tdm en la ¥ — corona generalizada.

De una manera similar a como describimos los conjuntos independientes por tdm
y los conjuntos absorbentes por tdm de la Corona Generalizada, haremos lo mismo
con sus nicleos por tdm. El siguiente corolario, al igual que los teoremas anteriores,
seran de ayuda para la demostracion del resultado principal de esta seccion, el
Teorema [B.71

Corolario 3.1 Si N es un nicleo por tdm de DAH, entonces N NV (D) es un
nicleo por tdm de D.

Demostracion.

Sea N un nicleo por tdm de DAH. Como N NV(D) C N, entonces N NV (D)
cumple ser un conjunto independiente por tdm en D. Ademaés por la Proposicion
3.1 sabemos que NNV(D) es un conjunto absorbente por tdm en D. Por lo tanto
NN V(D) es un nitcleo por tdm en D.g

Corolario 3.2 Si N es un nicleo por tdm de DAH, entonces NNV (D) # 0.

Demostracion.

Sea N un ntcleo por tdm de DAH. Por definicion N es un conjunto absorbente
por tdm de DAH, entonces por la Proposicion 3.2 NNV (D) # (). m

Teorema 3.7 Un subconjunto N* C V(DAH), es un nicleo por tdm de DAH
sty solo si existe un nicleo por tdm N en D tal que

N*:NUUNZ-

i€l

donde Iy = {i € I | no existe H;N — tdm}, N; es un nicleo por tdm de H; para
cada v € I.

Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea N* C V(DAH) un ntcleo por tdm de DAH,
por el Corolario 3.1 sabemos que N = N* N V(D) es un nticleo por tdm de D.
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Cualquier conjunto N* puede ser de las siguientes dos maneras. Si N* = N,
entonces se cumple lo que queremos. Si N* # N, entonces V(H;) N N* = () para
algin ¢ € I. Sea N; = V(H;) N N* con N; # (), como N* es nucleo por tdm en
DAH, entonces cada N; es independiente por tdm en H;. Por definicién de la
Corona Generalizada y de que N* es independiente por tdm en DAH, no existen
tdm de N; hacia N, ni existen tdm de N hacia N;, es decir, i € [y = {i € I |
no existe H;N — tdm}. Como N* es nicleo por tdm de DAH, N; es absorbente
por tdm en H; y por lo tanto niucleo por tdm de H;. Por lo que el conjunto N* lo
podemos escribir de la siguiente manera:

N*:NUUNZ-
el

donde N es un niicleo por tdm de D, I} = {i € I | no existe H;N — tdm}, N; es
un nicleo por tdm de H; para cada i € I;.

Ahora demostraremos la necesidad. Sea

N*:NUUNi

i€l

donde I} = {i € I | no existe H;N — tdm}, N; es un nicleo por tdm de H; para
cada ¢ € I;. Por el Teorema sabemos que N* es un conjunto independiente
por tdm y si tomamos a N; = () para toda j € (I \ I;) entonces del Teorema
N* es un conjunto absorbente por tdm, por lo tanto N* es nucleo por tdm. g

De la demostracion del teorema anterior podemos ver que la existencia de
nicleo por tdm de la corona depende mucho de que exista un nicleo por tdm
en la digrafica D. De igual forma no podemos tener niicleo en la corona generali-
zada si las H; no tiene nucleo por tdm, con i € I} = {i € I | no existe H;N —tdm}
y N un nicleo por tdm de D.

Corolario 3.3 Una digrdifica DAH tiene un nicleo por tdm si y sélo si H; tiene
un nicleo por tdm con i € Iy, donde 1) = {i € I | no existe H;N — tdm} y N es
un nicleo por tdm de D.

Demostracion.
Consecuencia inmediata del Teorema 3.4.g

Como los diferentes tipos de corona son un caso especial de la Corona (Generali-
zada, los siguientes resultados se cumplen:
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Corolario 3.4 Si N es un nicleo por tdm de DoH (DoH, D ™H, D~ H, Dk H),
entonces N NV (D) es un nicleo por tdm de D.

Corolario 3.5 Si N es un nicleo por tdm de DoH (DoH, Dx+H, Do~ H, D% H),
entonces N NV (D) # 0.

Teorema 3.8 Un subconjunto N* C V(D o H)((D o H),(DkH),(Dk"H),
(D% H)), es un nicleo por tdm de D o H (D o H, Dk H, Dd H,DhkH) siy

solo st existe un nicleo por tdm N en D tal que
N*=NuUlJN
i€l

donde I = {i € I | no existe H;N — tdm}, N; es un nicleo por tdm de H; para
cada v € 1.

Corolario 3.6 Una digrdfica D o H (D o H, D% H, Dk~ H, D%H) tiene un
niicleo por tdm si y solo si H; tiene nicleo por tdm coni € I, donde Iy = {i € I |
no existe H;N —tdm} y N es un nicleo por tdm de D.

3.4. Nucleo perfecta por tdm.

En esta seccion daremos las condiciones para que la corona generalizada sea ntucleo
perfecta por tdm, es decir, veremos cuando toda subdigrafica inducida de la corona
tiene un nacleo por tdm. La siguiente proposicion, que es consecuencia inmediata
de la defenicion de la Corona Generalizada, nos ayudara a demostrar ésto, ya que
nos dice como es cualquier subdigrafica inducida de la corona.

Proposicion 3.3 Toda subdigrifica inducida de DAH es:
a. Una subdigrdfica inducida de H; para algin i € I.
b. Una subdigrdfica inducida de D.

c¢. Una subdigrdfica inducida de la forma DAH donde D es una subdigrdfica
inducida de D tal que V(D) = {x, | t € I}, donde I C I y H = (H,) con
t € I, donde Hy, es una subdigrdfica inducida de H,.

d. La union de las digrdficas a, b, c.

Teorema 3.9 Una digrdfica DAH es nicleo perfecta por tdm si y sdlo st D y H;
son nicleo perfectas por tdm para toda i € 1
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Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea DAH una digrafica nicleo perfecta por tdm,
entonces sus subdigraficas inducidas son ntucleo perfectas por tdm, en particular,
Dy H; para toda i € I.

Ahora bien para la necesidad sean D y H; nicleo perfectas por tdm para to-
da ¢ € I, por la Proposicion 3.3 debemos demostrar que los cuatro tipos de
subdigraficas inducidas tienen nicleo por tdm. Por hipotesis D y H; son nii-
cleo perfectas por tdm para toda i € I (inciso a y b). Para las subdigraficas
del tipo ¢, sean N un ntcleo por tdm de D una subdigrafica inducida de D e
I ={i € 1| noexiste H{N — tdm}. Como las H; con i € I, son nicleo perfectas
por tdm, las H; con j € I, y cualquiera de sus subdigréficas inducidas ﬁj son
nucleo perfectas por tdm, entonces por el Corolario implica que DAH tiene
nicleo por tdm. Observemos que si tomamos D = D y H = H, entonces DAH
tiene niicleo por tdm. Por 1ltimo puesto que los anteriores tipos de subdigraficas
son nticleo perfectas por tdm y la union de éstas sigue siendo ntucleo perfecta por
tdm, las subdigraficas inducidas del tipo d cumplen la propiedad. Por lo tanto
DAH es nicleo perfecta por tdm. g

Como los cinco tipos de corona son un caso especial de la Corona Generalizada,
el siguiente resultado se cumple:

Teorema 3.10 Una digrifica D o H (D o H, D H, D%~ H, Dk H) es niicleo
perfecta por tdm si y solo si D y H; son nicleo perfectas por tdm para toda 1 € I

3.5. Numero total de conjuntos ITDM, conjuntos
ATDM y NTDM de la V—Corona Generalizada.

Sabemos por los teoremas de las secciones anteriores cuando la Corona Genera-
lizada tiene conjuntos independientes por tdm, conjuntos absorbentes por tdm y
ntcleos por tdm. No es raro preguntarse teniendo esta informacién cuantos hay.
Usando el calculo combinatorio en los tres teoremas siguientes llegaremos a for-
mulas que nos permitiran saber cudntos tenemos.

Es importante senalar que calcularemos la cantidad de tales conjuntos a partir
de la informacion de D y H, sin embargo, no existe un método para saber el
numero total de conjuntos independientes por tdm, conjuntos absorbentes por
tdm y nucleos por tdm de una digrafica m-coloreada D cualquiera.
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Para una lectura mas sencilla recordemos que abreviaremos independiente por
tdm como IT DM, absorbente por tdm como AT DM y ntcleo por tdm como
NTDM. A estas tres abreviaciones al agregarles al principio la letra A nos refe-
riremos al nimero de todos los conjuntos independientes, absorbentes y niicleos
por tdm de una digrafica D, respectivamente.

3.5.1. Independientes por trayectorias dirigidas monocro-
maticas.

Teorema 3.11 Sea S = {S1,..., S}, t > 1 la familia de todos los conjuntos inde-
pendientes por tdm distintos del vacio de D. Si S, € S e I, ={j € I | no existe
H;S, —tdm}, entonces:

NITDM(DAM) = [[NITDM(H;) + ) fi(1,)

i€l
donde ‘
AL = [lc,, NITDM(H;)  sil, #0
1 1 en otro caso
Demostracion.

Sea S’ la familia de todos los conjuntos independientes por tdm de DAH los
cuales cumplen que su interseccion con los vértices de D es distinto del vacio.
Sea S” la familia de todos los conjuntos independientes por tdm de DAH los
cuales cumplen que su interseccién con los vértices de D es vacia. Podemos ver
que NITDM(DAH) = |S"| + 15"
Por el Teorema [3.1] para formar un conjunto independiente por tdm de DAH
perteneciente a S’ primero debemos escoger un conjunto independiente por tdm de
D. Sea S ={Si,...5;} cont > 1 la familia de todos los conjuntos independientes
por tdm D. Asumimos que S, € S e I, = {j € I | no existe H;S, — tdm}, por lo
cual tenemos los siguientes casos:
1. Si I, # 0, entonces en cada H; con j € I, nosotros escogemos un conjunto
independiente por tdm arbitrario. La cantidad de conjuntos independientes por
tdm que contengan a S, va a ser igual a la cantidad de maneras en las que se
puedan acomodar los conjuntos independientes por tdm de los H; con j € I,, es
decir:

[[~NITDM(H;)

jel,
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2. Si I, = 0, entonces S, es un conjunto independiente por tdm de la familia S’.
Por los dos casos anteriores podemos ver que:

5= 3" A1)

donde .
A(L) = [Ljc;, NITDM(H;)  sil, #10)
1 1 en otro caso

Por dltimo, por como definimos a S”, entonces en cada H; con i € I podemos
tomar cualquier conjunto independiente por tdm, esto por el Teorema [3.2] La
cantidad de conjuntos independientes por tdm de este tipo es igual a la cantidad
de maneras en que podamos seleccionar los conjuntos independientes por tdm de
cada H; con ¢ € I, es decir:

[[NITDM ()

il

Por lo tanto la cantidad de conjuntos independientes por tdm de DAH es:

t
NITDM(DAH) = |8'| + 18" = [[NITDM(H) + Y fi(L)
iel r=1
donde

Al,) = {Hjar NITDM(E) &1 £0

en otro caso

3.5.2. Absorbentes por trayectorias dirigidas monocroméa-
ticas.
Teorema 3.12 Sea Q = {Q1,...,Q¢}, t > 1 la familia de todos los conjun-

tos absorbentes por tdm distintos del vacio de D. Si Q, € Q e I, = {j € 1 |
no existe H;Q), — tdm}, entonces:

t

NATDM(DAH) =) (f(I) ] 2

r=1 sel\I,
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donde

foll) = {Hj@,, NATDM(H;)  si I, #0

1 en otro caso

Demostracion.

Sea (@' la familia de todos los conjuntos absorbentes de DAH. Por la de-
mostracion del Teorema todo conjunto absorbente por tdm de DAH de-
be contener un conjunto absorbente por tdm de D, entonces podemos notar
que |Q'| = NATDM(DAH). Sea Q = {Q1,...,Q;} con t > 1 la familia
de todos los conjuntos absorbentes por tdm de D. Asumimos que @, € Q e
I, ={j € I | noexiste H;Q, — tdm}, por lo cual tenemos los siguientes casos:

1. Si I, # 0, entonces en cada H; con j € I, nosotros elegimos un conjunto cual-
quiera absorbente por tdm y en cada H con s € I\ I, escogemos un subconjunto
cualquiera de sus vértices, esto debido al Teorema |3.5] Por lo anterior la cantidad
de conjuntos absorbentes por tdm que contengan a (), va a ser igual a la cantidad
de formas en que podamos acomodar los conjuntos absorbentes de cada H; con
j € I, y los subconjuntos de vértices de cada Hg, con s € I\ I, es decir:

[[vATDM(H)) ] 2~
jel, sel\I,
donde p, = |V(H,)| > 1 para cada s € I \ I,.
2. Si I, = 0, entonces por el Teorema [3.5]1a cantidad de conjuntos absorbentes por

tdm que contengan a (), va a ser igual a la cantidad de formas en que podamos
acomodar los subconjuntos de vértices de cada Hy, con s € I\ I, es decir:

De los dos casos anteriores podemos ver que la cantidad de conjuntos absorbentes
por tdm de DAH es:

t

NATDM(DAH) = 3" (f:(1,) T 2

r=1 SGI\I’I‘
donde

fo(1y) = {Hjejr NATDM (Hj) sil,#0

1 en otro caso
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3.5.3. Nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Teorema 3.13 Sea N = {Ny,...,Ni}, t > 1 la familia de todos los nicleos por
tdm de D. Si N, € N e I, ={j € I | no existe H;N, — tdm}, entonces:

NNTDM(DAH) =Y (f3(1,))
donde

J(l,) = {Hjen NNTDM(H;) il 48

en otro caso

Demostracion.

Sea N’ la familia de todos los nticleos por tdm de DAH. Por el Corolario|3.2] sabe-
mos que todo nicleo por tdm de DAH contiene vértices de D, por lo que |N'| =
NNTDM(DAH).Sea N = {Ny,...,N;} cont > 1la familia de todos los nicleos
por tdm de D. Asumimos que N, € N e I, = {j € I | no existe H;N, — tdm},
por lo cual tenemos los siguientes casos:

1. Si I, # 0, entonces por el Teorema en cada H; con j € I, tomamos un
nicleo por tdm. La cantidad de ntcleos por tdm que contengan a /N, va a ser
igual a la cantidad de formas en que podamos acomodar los nticleos por tdm de
cada Hj, con j € I, es decir:

[[~NNTDM(H;)

JElr

2. Si I, = (), entonces N, es nucleo por tdm de DAH.

Por los anteriores casos podemos ver que la cantidad de nucleos por tdm de DAH

es igual a:
t

IN'| = NNTDM(DAH) = S (f3(1)

donde |
f(1) = {Tier, NNTDM(H;) - si 1 70
e 1 en otro caso
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Al igual que en las anteriores secciones los siguientes teoremas se cumplen:

Teorema 3.14 Sea S = {S1,..., S}, t > 1 la familia de todos los conjuntos inde-
pendientes por tdm distintos del vacio de D. Si S, € S e I, = {j € I | no existe
H;S, —tdm}, entonces para Do H (Do H,D*H,Dk~H,DkH):

NITDM(D o H) = [ [NITDM(H;) + i AL

icl
donde

fi(l) = {Hjeu NITDM(H;)  sil, #0

1 en otro caso

Teorema 3.15 Sea Q = {Q1,...,Q:}, t > 1 la familia de todos los conjun-
tos absorbentes por tdm distintos del vacio de D. Si Q, € Q eI, = {j € 1 |
no existe H;Q), — tdm}, entonces para D oH (Do H,D"H, Dk~ H,DkH):

t

NATDM(D o) =Y (fo(L) ] 2*)

r=1 861\17

donde .
) = [[jc;, NATDM(H;)  si I, #0
2\ 1 en otro caso

Teorema 3.16 Sea N = {Ny,..., N}, t > 1 la familia de todos los nicleos por
tdm de D. Si N, € N e I, ={j € I | no existe H;N, —tdm}, entonces para DoH
(DoH, Dk H, Dh~H, DkH):

NNTDM(DoH) =3 (fs(1,))

r=1
donde
f3(Ir) =

1 en otro caso

{Hje,r NNTDM(H;)  sil, #0
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3.6. Diferencia en el ntiimero total de nticleos por
tdm entre coronas.

Por ser casos especiales de la Corona Generalizada los resultados sobre la existen-
cia de nucleos por tdm para los tipos de corona son los mismos, no obstante al
calcular la cantidad de todos los nucleos por tdm de cada uno de ellos, éstos no
siempre son iguales. Dependiendo de la digrafica D, de la sucesion de digraficas
H, de la coloracion de las flechas de la digrafica resultante o de las adyacencias
entre los vértices de H; hacia D, con H; € H, los calculos pueden variar o no.

Para ejemplificar lo anterior, tomemos a D un ciclo dirigido de longitud cuatro
3 — coloreado, como se muestra en la figura 3.1, y una sucesion de digraficas
m — coloreadas ajenas en vértices dos a dos y no vacias H = (Hy, Ho, Hs, Hy),
donde H; 2 H; para toda {i,j} C I = {1,2,3,4} y NNTDM(H,) = 2,
NNTDM(Hsy) =3, NNTDM(H;) =4y NNTDM (H4) = 5. Recordemos ade-
mas que para calcular el nimero de todos los nicleos nosotros denotamos a N
como la familia de todos los nicleos por tdm de D e I, = {j € I | no existe H;N,—
tdm con N, € N}.

Figura 3.1:

Como existe una trayectoria dirigida monocromatica (z9, z1, x4), pero no la rgzr, —
tdm, el unico niticleo por tdm de D es Ny = {x1,z3}. Con estas hipotesis, cons-
truyamos los distintos tipos de corona y calculemos la cantidad total de ntcleos
por tdm de cada uno de ellos. Empecemos por la corona definida por Wtoch,
representada en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Do H

Notemos para este caso que los vértices de H; y de H3 son adyacentes a los vértices
X1y Xy respectivamente, por lo cual existe la Hy Ny — tdm y la H3N; — tdm. Por
otro lado para los vértices de las digraficas Hy y H4 aunque existen trayectorias
dirigidas hacia algtin vértice de Ny, éstas no son monocromaticas. De esta forma
I, = {2,4} por lo que al calcular la cantidad de todos los nicleos por tdm ésta
nos queda de la siguiente manera:

NNTDM(DoH) = Y (fs(L) =Y (fs(1) = fs(5h)
= [[NNTDM(H;) = NNTDM(H:)NNTDM (H,)

= (3)(5) =15
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En la corona por flechas, representada en la Figura 3.3, podemos observar que
los vértices de H; y H, son adyacentes a x; y que los vértices de Hy y Hj3 son
adyacentes a x3, por lo que existe la Hy Ny — tdm, la HyNy — tdm, la H3N; — tdm
y la HyN; — tdm. Por tal motivo I; = () y el calculo queda de la siguiente manera:

t 1

NNTDM(D o H) = S (fs(L) = S (ol L)) = folly) = 1

r=1 r=1

Figura 3.3: DoH

Para la corona por vecinos, representada en la Figura 3.4, podemos ver que los
vértices de Hy y de Hy son adyacentes a xq y a x3, por lo cual existe la Ho Ny —tdm
y la HyN; — tdm. También observemos que aunque los vértices de H; no sea
adyacente a alguno de los vértices de Ny, existe la tdm (y;, x4, x3) con y; € V(Hy),
por lo cual existe la H;N; — tdm. El tnico caso que no tiene tdm hacia N; es Hj
por lo cual I} = {3}, entonces:
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NNTDM(D%H) = Y (fs(1.) =) (fs(h)) = fo(i) = [[NNTDM(H;)

=1 jenh

Figura 3.4: D%H

Ahora bien para la corona por vecinos exteriores, Figura 3.5, los vértices de Hy y
de H4 son adyacentes a x1 y a x3 respectivamente, por lo cual existe la Hy N1 —tdm
y la HyN; — tdm. Los vértices de H3 y de H; no son adyacentes a alguno de los
vértices del nicleo por tdm de D, sin embargo para el primero de éstos existe la
tdm (y;, x2, z1) por lo que existe la H3 Ny —tdm. Por lo tanto I; = {1} y el calculo
queda de la siguiente manera:
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NNTDM(D**H) = Y (fs(I,)) =

r=1

= NNTDM(H,)

-

(fs(h)) = fs(Iy) = [ NNT DM (H;)

jel

I
—

2

Figura 3.5: D% ™H

Por dltimo en la corona por vecinos exteriores. Figura 3.6, los vértices de Hy y de
H,4 son adyacentes a x3 y a x; respectivamente, por lo cual existe la Ho Ny — tdm
y la HyN; — tdm. Por el contrario, los vértices de Hs y de H; no son adyacentes
a los vértices del ntcleo por tdm de D, ni existe una tdm a éste mismo. Por lo
tanto [; = {1,3} y el calculo queda de la siguiente manera:
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t 1

NNTDM(D*™H) = > (fs(I,)) = > (fs(Ih)) = fa(I1)

r=1 r=1
— T[N NTDM(H;) = NNTDM(H,)N'NT DM (H;)
Jjeh

= (2)(4) =38

Figura 3.6: D%~ H

De todos estos resultados obtenidos podemos darnos cuenta que ninguno es igual.
Concluimos que la causa reside en que las H;, con ¢ € I, que tienen tdm hacia N;
varian dependiendo de que tipo de corona se haga. Ademaés la coloracién que se le
da a las flechas que van de H;, con ¢ € I hacia D es también un factor importante
a la hora del célculo.



Capitulo 4

Semintucleos y Cuasintcleos por tdm
en la ¥V — corona generalizada.

A lo largo de este trabajo hemos visto las operaciones, tanto en graficas como
en digraficas, que inspiraron y dieron lugar a la Corona Generalizada, asi como
resultados respecto a nicleos por trayectorias dirigidas monocromaticas, que en
su mayoria generalizan los resultados dados por Wtoch [20].

Continuando con este estudio en este capitulo daremos otros resultados relaciona-
dos con nuestra operacion. Veremos cudles son las condiciones para que la Corona
Generalizada tenga seminiicleo por tdm y cuasinicleo por tdm. Posteriormente
veremos cuantos de cada uno podemos tener, haciendo un trabajo similar al que
se hizo en el Capitulo 3.

Es importante que en el transcurso del capitulo se tenga presente los resulta-
dos vistos en el Capitulo 2, en especial la Observacion 1 puesto que gran parte de
nuestras demostraciones la involucran. Esta nos dice que para cualquier z € V(D)
no existe la xH; — tdm en DAH para cada i € I.

Ademés D, H, I y DAH tienen las condiciones dadas en la Definicion de la
Corona Generalizada.

4.1. Semintcleos por tdm.

Tal y como mencionamos anteriormente veremos en esta secciéon las condiciones
para que nuestra operacion tenga semintucleo por tdm. En digraficas sin colorear la

63
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definicion de semintcleo aparecié por primera vez en Seminicleos de una digrdfica
de Victor Neumann Lara [16]. En el articulo se nos dice que para que una digrafica
D tenga esta propiedad, ésta debe de tener un conjunto S C V(D) independiente
y para cualquier z € V(D) \ § para el cual exista la Sz — flecha, entonces existe
una 28 — flecha.

Posteriormente en Monochromatic paths on edge colored digraphs and state split-
tings de H. Galeana y R. Gomez [9] encontramos una generalizacion de este con-
cepto para digraficas m-coloreadas:

Definicién 4.1 Sea D una digrdfica m-coloreada, S C V(D) es un seminicleo
por tdm si es independiente por tdm y para todo z € V(D) \'S para el cual exista
una Sz — tdm entonces existe una zS — tdm.

Teniendo presente este concepto y antes de comenzar con nuestra buisqueda de las
propiedades que debe cumplir nuestra operacién para que tenga un semintcleo
por tdm, veremos algunos resultados que nos ayudaran.

Lema 4.1 Si §* es un seminicleo por tdm de DAH, entonces S = S* NV(D)
es un semintcleo por tdm de D.

Demostracion.

Sea §* un seminticleo por tdm de DAH y S = S*NV(D). Como S C §*, S es un
conjunto independiente por tdm de D. Por demostrar que para todo z € V(D)\ S
para el cual existe una Sz — tdm en D, entonces existe una zS — tdm en D.

Por contradiccion, supongamos que existe un z € V(D) \ S para el cual existe
una Sz — tdm en D pero no existe una zS — tdm en D. Como S* es un se-
miniicleo por tdm de DAH y & C S* entonces existe una z(S* \ S) — tdm en
DAH, donde S*\ S C |J,c; V(H;). Sin embargo, por la Observacion 1 sabemos
que lo anterior no se puede dar, contradiciendo que S* es un semintcleo de DAH.

Por lo tanto podemos ver que S = §* N V(D) es un seminticleo por tdm de D. g

Lema 4.2 Sea S* C V(DAH) un seminicleo por tdm de DAH, 8* # 0 si y
sdlo st S* NV (D) # 0.

Demostracion.



CAPITULO 4. SEMINUCLEOS Y CUASINUCLEOS POR TRAYECTORIAS
DIRIGIDAS MONOCROMATICAS. 65

Demostraremos la suficiencia. Sea S* C V(DAH) un seminticleo por tdm
de DAH distinto del vacio, veamos que S* NV(D) # (. Por contradic-
cion, supongamos que S* N V(D) = 0, entonces S* C J,.; V(H;) por lo
que existe w € V(H;) N S§* para algtin j € I. Por definicion de DAH, existe
(w,z) € F(DAH) con xz € T (V(H;))NV (D), es decir, existe S*x — tdm y como
S* es semintucleo por tdm debe existir la xS* — tdm. Por la Observacion 1 sabe-
mos que esto Ultimo no se puede dar, por lo cual llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto S* N V(D) # 0.

Ahora bien para la necesidad es claro que si S* N V(D) # (), entonces S* # (.
Por lo que nuestro enunciado se cumple. g

Los proximos resultados amplian la vision que tenemos hasta el momento sobre
los semintcleos por tdm en la Corona Generalizada. En el primero de éstos, su-
poniendo que la Corona Generalizada tiene un semintcleo por tdm veremos cudl
debe ser la estructura de éste, y en el segundo de nuestros teoremas, dado un sub-
conjunto de los vértices de la Corona Generalizada, con ciertas especificaciones,
veremos si cumple con ser un semintcleo por tdm.

Teorema 4.1 Si S* C V(DAH) es un seminicleo no vacio por tdm de DAH,
entonces
s*=sulJs
i€ly
donde S es un seminicleo no vacio por tdm en D, I} = {i € I | no existe H;S —
tdm}, S; es un seminicleo por tdm de H; para cada i € 1.

Demostracion.

Sea §* C V(DAH) un seminticleo no vacio por tdm de DAH, como S* es un
conjunto independiente por tdm y por el Lema 1.2l S* NV (D) # (), entonces por
el Teorema [3.1] tenemos que:

donde § C V(D) es un conjunto independiente por tdm de D y distinto del vacio,
I = {i € I | no existe H;S — tdm} y S; un conjunto independiente por tdm de
H; para cada ¢ € I.
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Demostraremos que § = S* N V(D) es un semintcleo por tdm de D y S; un
semintcleo por tdm de H; con 7 € I;.

Por el Lema [4.1] sabemos que S = S* N V(D) es un semintcleo por tdm de D.

Sabemos que S; C §* es un conjunto independiente por tdm de H; con ¢ € I,
demostremos que para cualquier z € V(H;)\ S* para el cual exista una S;z —tdm
entonces existe una zS; — tdm. Sea x € V(H;) \ §* con i € I;, tal que existe una
S;x — tdm. Como §; C §* y 8* es un semintucleo no vacio por tdm de DAH
entonces existe una zw — tdm con w € §*. Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. w € S. Por lo tanto, por definicion de la Corona Generalizada, existe la
H;w — tdm, es decir, existe la H;S — tdm, contradiciendo la independencia por
tdm de S*. Este caso no es posible.

Caso 2. w € Sj con j € I . Podemos concluir por definiciéon de la Corona Genera-
lizada que j = ¢ por lo que existe una zS; — tdm.

Por todo lo dicho anteriormente tenemos que S; es un seminticleo de H; con i1 € .

De este modo podemos describir a S* de la siguiente manera:
s*=8sulJs
i€lh
donde § es un seminicleo no vacio por tdm en D, I} = {i € I | no existe H;S —

tdm}, S; es un semintcleo por tdm de H; para cada i € I1.m

Teorema 4.2 Sea S* C V(DAH), si

s*=sulJs

i€l3

entonces 8* es un seminicleo no vacio por tdm de DAH, donde S es un seminii-
cleo no vacio por tdm en D, I3 = {i € I | no existe H;S—tdm, pero existe la tS—
tdm para toda x € V(D) \ S tal que existe la Hix — tdm}, S; es un seminicleo
por tdm de H; para cada v € I3.
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Demostracion.
Sea
s*=sulJs
IS E

donde S un semintcleo no vacio por tdm en D, I3 = {i € I | no existe H;S —
tdm, pero existe la xS — tdm para toda x € V(D) \ S tal que existe la H;x —
tdm}, S; es un seminticleo por tdm de H; para cada i € I3.

Tenemos que I3 C I; y ademas sabemos por definicion de semintcleo por tdm que
S y §; son conjuntos independientes por tdm, siendo el primero de éstos distinto
del vacio. Entonces por el Teorema sabemos que S* es un conjunto indepen-
diente por tdm.

Sea z € V(DAH)\ S* tal que existe S*z —tdm, veamos que existe la z§* — tdm.
Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. z € V(D) \ §*. Tenemos las siguientes dos opciones. En la primera pode-
mos decir que existe la Sz —tdm y como S es un semintcleo de D, entonces existe
la 2§ —tdm. Por otra parte puede pasar que exista la S;z —tdm para algtin i € I3,
es decir, existe la H;z — tdm para algtin ¢ € I5. Por definicién de I3 sabemos que
existe la S — tdm, en especial para z.

Caso 2. z € V(H; \ §*%) para algin i € I5. Por la Observacion 1 sabemos que no
existe Sz—tdm, por lo que debe de existir la S;z —tdm y como S; es un semintcleo
de H;, entonces la zS; — tdm existe.

Caso 3. z € V(H;) \ S* para algan j € I\ I3. Por construcciéon de la corona
sabemos que no existe la H;H; — tdm ni la H;H; — tdm para cualquier 7,j € I y
por la Observacion 1 sabemos que Sz — tdm no se puede dar. Por lo tanto esta
opcién queda descartada.

Por todo lo dicho anteriormente podemos concluir que $* es un semintucleo no
vacio por tdm de DAH.m

Luego de tener todos estos resultados, el siguiente corolario une cada uno de éstos.
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Corolario 4.1 Un subconjunto S* C V(DAH) es un seminicleo no vacio por
tdm de DAH si y solo si
s*=sulJs,
i€l
donde S es un seminicleo no vacio por tdm en D, I3 = {i € I | no existe H;S —
tdm, pero existe la xS — tdm para toda x € V(D) \ S tal que existe la H;x —
tdm}, S; es un semintcleo por tdm de H; para cada i € I3.

Demostracion.

Teniendo en cuenta que I3 C I; y por los teoremas 4.1 y 4.2, el resultado se
cumple.g

Corolario 4.2 Una digrifica DAH tiene un semintcleo distinto del vacio
por tdm st y solo st H; tiene un semunicleo por tdm con i € I3, donde
Iy = {i € I | no existe H;S — tdm, pero existe la ¢S — tdm para toda
x € V(D) \ S tal que existe la Hix —tdm} y S es un seminicleo por tdm de D
distinto del vacio.

Demostracion.
Inmediato por el Corolario 4.1. g

Daremos a continuaciéon un teorema que nos habla acerca de la cantidad total de
semintucleos por tdm de DAH. Cabe mencionar que nos referiremos a el nimero
de todos los semintcleos por tdm como NSTDM.

Teorema 4.3 Sean S = {S1,...,S8i}, t > 1 la familia de todos los seminicleos
no vacios por tdm de la digrifica D, S, € S e I, = {i € I | no existe H;S, —
tdm y existe xS, — tdm para toda © € D\ S, tal que existe la Hyx — tdm}
entonces:

NSTDM(DAH) =D fi(I,) +1
r=1

donde .
AL = [lc,, NSTDM(H;)  si I # 0
1\ 1 en otro caso

Demostracion.
Sea &' la familia de todos los semintcleos por tdm de DAH los cuales cumplen
que su interseccion con los vértices de D es distinto del vacio. Sea §” la familia
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de todos los seminticleos por tdm de DAH los cuales cumplen que su intersecciéon
con los vértices de D es vacia. Por lo que NSTDM (DAH) = |S'| +|S"|.

Por el Corolario 4.1 para obtener un seminticleo por tdm de DAH pertene-
ciente a S’ primero debemos escoger un seminicleo por tdm de D. Sean § =
{S1,...,8t} con t > 1 la familia de todos los semintcleos por tdm en D e I, =
{i € I | no existe H;S, — tdm pero existe xS, — tdm para toda x € D\ S,
tal que existe la Hyx — tdm}, tenemos los siguientes casos:

1. Si I, # (0 entonces en cada H; con j € I, nosotros escogemos un seminicleo por
tdm. La cantidad de semintcleos por tdm que contengan a S, va a ser igual a la
cantidad de maneras en las que se puedan acomodar los semintcleos por tdm de
los H; con j € I,, es decir:

[[~sTDM(H,))

JEl,

2. Si I, = () entonces S, es un seminidcleo por tdm de la familia S’.
Por los dos casos anteriores podemos ver que:

1= fi(L)

donde |
i) = [lje;, NSTDM(H;)  sil. #0
Y 1 en otro caso

Por el Lema 4.2 sabemos que §” = {(}} por lo que
t
NSTDM(DAH) = [8'|+18"| =Y fil,) +1
r=1

donde

[1.c; NSTDM(H;) sil, #0
fl(lr) = et
1 en otro caso

Recordemos que los cinco tipos de corona: por flechas DoH, por vecinos exteriores
D tH, por vecinos interiores Dy~ H, por vecinos D% H y corona para digraficas
D oH, cumplen ser casos especiales de la Corona Generalizada, por lo que por los
teoremas 4.1 y 4.2 y el Corolario 4.1, los resultados siguientes son validos:
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Teorema 4.4 Si S* CV(DoH) (DoH), (DktTH),(Dk~H),(DkH)) es un
seminiicleo por tdm distinto del vacio de DoH (DoH, DwtH, Dk~ H, DkH),
entonces
s*=sulJs
i€n
donde S es un seminicleo por tdm distinto del vacio en D, Iy = {i € I | no existe
H;S —tdm}, S; es un seminicleo por tdm de H; para cada i € I.

Teorema 4.5 Sea S* CV(DoH) (DoH), (Dk™H),(Dk H),(DkH)), si

s*=sulJs

i€l3

donde S es un seminicleo por tdm distinto del vacio en D, Is = {i € I | no existe
H;S—tdm, pero existe la tS—tdm para toda x € V(D)\S tal que existe la H;x—
tdm}, S; es un seminicleo por tdm de H; para cada i € I3, entonces S* es un
seminticleo por tdm distinto del vacio de DoH (D oH, D" H, Dk ~H, DkH).

Corolario 4.3 Un subconjunto S* C V(Do H) (Do H), (DkTH), (DkH),
(D% H)) es un seminicleo por tdm distinto del vacio de D o H (D oH, D% H,
D% ~H, DkH) sty sdlo si
s*=sulJs
i€l3
donde S es un seminicleo por tdm distinto del vacio en D, I3 = {i € I | no existe

H;S—tdm, pero existe la xS—tdm para toda x € V(D)\S tal que existe la H;x—
tdm}, S; es un seminicleo por tdm de H; para cada i € I3.

Teorema 4.6 Sean S = {S1,...,S;}, t > 1 la familia de todos los seminiicleos por
tdm distintos del vacio de la digrifica D, S, € S e I, = {i € I | no existe H;S, —
tdm pero existe xS, — tdm para toda x € D\ S, tal que existe la H;x — tdm},
entonces para DoH (Do H, D H, Dk~ H, DkH):

NSTDM(DoH) =Y fi(l,)+1
r=1

donde |
fil) = {Hjelr NSITDM(HJ') siI, #0

en otro caso
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4.2. Cuasintcleos por tdm.

En esta seccion veremos otro conjunto de vértices que puede tener una digrafica
m-coloreada, el cuasinicleo por tdm. El cuasintcleo para digraficas sin colorear
fue definido por primera vez por V. Chvétal y L. Lovasz en Every Directed Graph
has a Semikernel |5, distinguiéndose del nicleo por ser mas flexible con la propie-
dad de absorbencia, pues los vértices que no estan contenidos en éste a diferencia
del niicleo, estan a distancia uno o a distancia dos de ¢él (cuasiabsorbencia).

La propiedad antes referida queda generalizada para digraficas m-coloreadas de
la siguiente manera:

Definicién 4.2 Sea D una digrdfica m-coloreada, C C V(D) es un conjunto cua-
stabsorbente por tdm si para todo z € V(D) \ C existe una 2C — tdm o existe
w e V(D) \C tal que existe una zw-tdm y una wC — tdm.

En el transcurso de esta seccion diremos que z € V(D), con D una digrafica m-
coloreada, es cuasiabsorbido por tdm por A C V(D) \ z si existe una zA —tdm o
existe w € V(D) \ A tal que existe una zw — tdm y una wA — tdm.

Aligual que en semintcleos, la definicion de cuasintiicleo para digréaficas m-colorea-
das la encontramos en el articulo de Monochromatic paths on edge colored digraphs
and state splittings de H. Galeana y R. Gomez [9]. Esta nos dice lo siguiente:

Definicién 4.3 Sea D una digrifica m-coloreada, @ C V(D) es un cuasinicleo
por tdm si es independiente por tdm y cuasiabsorbente por tdm.

Comencemos con un resultado el cual sera de ayuda tanto para familiarizarnos
con las definiciones anteriores como para recordar las que teniamos:

Proposicion 4.1 Si N es un nicleo por tdm en D, entonces N es un cuasiniicleo

por tdm de DAH.
Demostracion.
Sea N un nicleo por tdm de D, como D C V(DAH) entonces N es independiente

por tdm en DAH. Veamos ahora que para cualquier z € V(DAH) \ N éste es
cuasiabsorbido por .
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Caso 1. z € V(D) \ N. Como N es un nicleo por tdm de D, entonces existe la
tdm de x hacia N y por lo tanto éste es cuasiabsorbido por V.

Caso 2. z € V(H;) \ N con ¢ € I. Por definiciéon de la Corona Generalizada sa-
bemos que existe y € V(D) tal que existe la H;y — flecha por lo tanto existe
(x,y) € F(DAH). Siy € N, entonces tenemos lo que buscdbamos, si no entonces
existe una tdm de y a N, por ser este tltimo nticleo por tdm de D, entonces existe
y € V(DAH)\ N tal que existe una zy — tdm y una yN — tdm.

Por lo anterior N es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de DAH. Por lo tanto
N es un cuasintcleo de DAH g

Usando solamente la propiedad de cuasiabsorbencia por tdm, veremos las condi-
ciones que nuestra operacion debe de cumplir para que ésta pueda tener conjuntos
cuasiabsorbentes por tdm. Posteriormente con ayuda de estos resultados y los de
independencia por tdm presentados en el Capitulo 3 daremos la forma que un
cuasinticleo por tdm debe de tener en la Corona Generalizada.

Proposicion 4.2 Si C* C V(DAH) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de
DAH, entonces C =C*NV(D) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de D.

Demostracion.

Sea C* un conjunto cuasiabsorbente por tdm de DAH. Probemos que C =
C* N V(D) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de D, es decir, que para
todo x € V(D) \ C existe una xC — tdm o existe w € V(D) \ C tal que existe una
xw — tdm y una wC — tdm.

Por contradiccion supongamos que existe z € V(D) \ C tal que no existe una
xC — tdm ni existe w € V(D) \ C tal que existe una zw — tdm y una wC — tdm,
entonces como C* es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de DAH puede pasar
que exista una z(C*\ C) —tdm o bien que exista w € V(DAH)\ C* tal que existe
una rw — tdm y una w(C* \ C) — tdm, donde C* \ C C |J,; V(H;). En el primero
de los casos por la Observacion 1 sabemos que éste no puede ser posible. Ahora
bien si suponemos que existe w € V(DAH) \ C* tal que existe una zw — tdm y
una w(C* \ C) — tdm tenemos los siguientes casos:

Caso 1. w € (U;e; V(H;) \ C*). Por la Observacion 1 este caso no es posible.
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Caso 2. w € V(D). Nuevamente por la Observacion 1 sabemos que la w(C*\C) —
tdm no se puede dar.

Por todo lo dicho anteriormente podemos concluir que existe x € V(DAH) \ C*
tal que no existe una xC* —tdm ni existe w € V' (D)\C tal que existe una zw—tdm
y una wC — tdm, contradiciendo que C* es un conjunto cuasiabsorbente por tdm
de DAH. Por lo tanto C = C* N V(D) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm
de D.g

Proposicion 4.3 Si C* C V(DAH) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de
DAH, entonces C* NV (D) # 0.

Demostracion.

Sea C* un conjunto cuasiabsorbente por tdm de DAH, por la proposiciéon anterior
sabemos que C* NV (D) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de D por lo cual
es distinto del vacio. g

Teorema 4.7 C* C V(DAH) es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de DAH

sty solo si
ct=culJau (¢

i€ly jEI\I4

donde C es un conjunto cuasiabsorbente por tdm en D, Iy = {i € I | no existe la
H,C—tdm y para toda x € V(D)\C tal que existe la H;x—tdm entonces no existe
la xC — tdm}, C; es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de H; para cada i € Iy
y C; un conjunto cualquiera de vértices de H; para cada j € I\ Iy.

Demostracion.

Demostraremos la suficiencia. Sea C* C V(DAH) un conjunto cuasiabsorbente
por tdm de DAH, por la Proposicién sabemos que C = C* N V(D) es un
conjunto cuasiabsorbente por tdm de D.

Notemos que (C*\C) C |J,; V(H;) para toda i € I. Sea Iy = {i € I | no ewiste la
H,C—tdm y para toda x € V(D)\C tal que existe la H;x—tdm entonces no existe
la zC — tdm} y supongamos que existe i € Iy, es decir, para todo y! € H; y para
toda 2z € C no existe la y'z — tdm y para toda x € V(D) \ C tal que exista la
yiz —tdm entonces no existe la xz—tdm. Como C* es un conjunto cuasiabsorbente
por tdm, entonces C; = C* N H; debe ser un conjunto cuasiabsorbente por tdm.
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Por otro lado, si tomamos j € (I \ 1), entonces existe la H;C — tdm o para todo
yl € Hj existe la yix —tdm y la xz — tdm con = € V(D) \ C y z € C, por lo que
para todo elemento de cualquier subconjunto C; de H; es cuasiabsorbido por tdm
por C. Entonces podemos ver a C* de la siguiente forma:

ct=culJau (¢

i€ly jEI\I4

donde C es un conjunto cuasiabsorbente por tdm en D, I, = {i € I | no existe la
H,C—tdm y para toda x € V(D)\C tal que existe la H;x—tdm entonces no existe
la xC — tdm}, C; es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de H; para cada i € I
y C; un conjunto cualquiera de vértices de H; para cada j € I\ I4.

Ahora demostraremos la necesidad. Sea:

ct=culJau (¢

1€y JjEI\Iy

donde C es un conjunto cuasiabsorbente por tdm en D, I, = {i € I | no existe la
H,C—tdm y para toda x € V(D)\C tal que existe la H;x—tdm entonces no existe
la xC — tdm}, C; es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de H; para cada i € I,
y C; un conjunto cualquiera de vértices de H; para cada j € I\ I;. Demostra-
remos que C* es un conjunto cuasiabsorbente por tdm, es decir, que para todo
z € V(DAH)\C* existe una zC* —tdm o existe w € V(DAH)\ C* tal que existe
una zw — tdm y una wC* — tdm.

Tenemos los siguientes casos:

Caso 1. z € V(D) \ C*. Como C es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de D
entonces existe la 2C — tdm o existe w € V(D) \ C tal que hay una zw — tdm y
una wC — tdm. Por construcciéon de C*, sabemos que C C C* por lo que tiene una
2C* —tdm o existe w € V(DAH)\C* tal que existe una zw—tdm y una wC* —tdm.

Caso 2. z € V(H;) \ C* con ¢ € I;. Como C; es un conjunto cuasiabsorbente por
tdm de H; entonces existe la zC; — tdm o existe w € V(H;) \ C; tal que hay una
zw — tdm y una wC; — tdm. Por construccion de C*, sabemos que C; C C* por lo
que tiene una zC* — tdm o existe w € V(DAH) \ C* tal que existe una zw — tdm
y una wC* — tdm.

Caso 3. z € V(H;) \ C* con j € I\ I;. Sabemos que el conjunto I \ I es el
conjunto de las j € I tal que existe la H;C —tdm o que para alguna z € V(D) \C
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tal que existe la H;x — tdm, existe la C — tdm. Por lo tanto existe zC — tdm
o existe x € V(DAH) \ C tal que existe una zx — tdm y una xzC — tdm. Por
construccion de C*, sabemos que C C C* por lo que existe una zC* — tdm o existe
w e V(DAH) \ C* tal que existe una zw — tdm y una wC* — tdm.

Por los tres casos anteriores podemos concluir que C* es un conjunto cuasiabsor-
bente por tdm de DAH.n

Luego de obtener este ultimo resultado podemos sentirnos preparados para saber
las condiciones que un cuasinicleo por tdm debe tener en DAH. No obstante
antes de comenzar con el resultado principal de esta secciéon nos detendremos
para dar dos resultados relacionados con esto tltimo.

Proposicion 4.4 Si QF es un cuasinicleo por tdm de DAH, entonces
Q= 09*NV(D) es un cuasinicleo por tdm de D.

Demostracion.

Sea Q* un cuasintucleo por tdm de DAH, entonces Q* es un conjunto cuasiabsor-
bente por tdm. Por la Proposicion sabemos que el conjunto @ = Q* N V(D)
es cuasiabsorbente por tdm en D. De igual manera como Q C QX entonces Q
es un conjunto independiente por tdm de D. Por lo que Q@ = Q* N V(D) es un
cuasinticleo por tdm de D.g

Proposicion 4.5 Si QF es un cuasinicleo por tdm de DAH, entonces
Q*NV(D) # 0.

Demostracion.

Sea Q un cuasinticleo por tdm de DAH, por la proposicién anterior sabemos que
QN V(D) es un cuasinicleo por tdm de D por lo cual debe de ser distinto del
vacio. g

Teorema 4.8 Si Q* C V(DAH) es un cuasinicleo por tdm de DAH, entonces

o*=qulJau U s

i€ly jE[\Ll

donde Q es un cuasinicleo por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la xQ — tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € 1y, S; es un
conjunto independiente por tdm de H; para cada j € I\ I4.
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Demostracion.

Sea Q* C V(DAH) un cuasinicleo por tdm de DAH. Como QF es un cuasini-
cleo por tdm entonces cumple ser un conjunto cuasiabsorbente por tdm y por el
Teorema [£.7] tenemos que:

o*=oulJau |J s

1€1y JjE\Iy

donde Q es un conjunto cuasiabsorbente por tdm en D, Iy = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la tQ—tdm}, Q; es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de H; para cada
i € I, y S; un conjunto cualquiera de vértices de H; para cada j € I\ .

Puesto que Q* también cumple ser un conjunto independiente por tdm sus sub-
conjuntos Q, Q; vy Sj, con i € Iy y j € I\ Iy, son conjuntos independientes por
tdm. Por lo tanto Q@ y Q; son cuasinicleos por tdm de D y H; respectivamente,
y Sj es un conjunto independiente por tdm de H; con j € I\ 1.

De lo dicho anteriormente podemos describir a Q* de la siguiente manera:

o*=oulJau U s

i€y je[\f4

donde Q es un cuasinticleo por tdm en la digrafica D, Iy = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la Q — tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € Iy, S; es un
conjunto independiente por tdm de H; para cada j € I \ I;.m

Teorema 4.9 5%
Q*ZQUUQZ'UUSJ‘

1€y j€ls

entonces Q% es un cuasinicleo por tdm de DAH, donde Q es un cuasinicleo
por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la H;Q — tdm y para toda
x € V(D) \ Q tal que existe la H;x — tdm entonces no existe la ©Q — tdm},
Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada @ € 1y, Is = {i € I | no existe H;Q —
tdm y para alguna x € V(D) \ Q tal que existe la H;x — tdm entonces existe la
rQ —tdm}, S; es un conjunto independiente por tdm de H; para cada j € I5.
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Demostracion.

Sea
Q*:QUUQiUUSj

i€y J€EI5

donde Q es un cuasinticleo por tdm en la digrafica D, Iy = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la tQ—tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cadai € Iy, Is = {i € I |
no existe H;Q — tdm y para alguna x € V(D) \ Q tal que existe la H;x —
tdm entonces existe la tQ — tdm}, S; es un conjunto independiente por tdm de
H; para cada j € I5. Por demostrar que Q* un cuasintcleo por tdm en DAH.

Observemos que [; C (I; \ ). Sabemos que para las k € (I \ 1) \ I5 existe
la H,Q — tdm por lo cual Hj es cuasiabsorbido por O, entonces si tomamos a
Q; = S;, un conjunto independiente por tdm de H;, si j € Is y a Qp = 0 si
Jj € ({1 \ 1) \ I5, tenemos por el Teorema 4.7 que Q% es un conjunto cuasiabsor-
bente por tdm de DAH.

Por otro lado como Q@ C V(D) es cuasinticleo por tdm de D tenemos que Q es
un conjunto independiente por tdm de D distinto del vacio. Sea Iy = {i € T |
no existe H;S — tdm}, como I, e I5 son subconjuntos de I;, ademés Q; y S; son
conjuntos independientes por tdm de H; y H; para toda ¢ € Iy y para toda j € I
respectivamente, entonces por el Teorema Q* es un conjunto independiente
por tdm de DAH.

Por lo tanto @* es un cuasinucleo por tdm de DAH.m

Corolario 4.4 Q* C V(DAH) es un cuasinicleo por tdm de DAH siy sdlo si

Q*ZQUUQZ‘UUSJ‘

i€l jE€Is

donde Q es un cuasinicleo por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda v € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la tQ—tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € Iy, Is = {i € I |
no existe H;Q — tdm y para alguna x € V(D) \ Q tal que existe la Hyx —
tdm entonces existe la xQ — tdm}, S; es un conjunto independiente por tdm de
H; para cada j € Is.
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Demostracion.

Teniendo en cuenta que Iy C I\ I, y por los teoremas y [£.9] el resultado se
cumple.g

Corolario 4.5 Una digrifica DAH tiene un cuasinicleo por tdm si y
solo si H; tiene un cuasinicleo por tdm con @ € Iy y H; tiene un conjunto in-
dependiente por tdm con j € I5, donde Iy = {i € I | no existe la H;Q —
tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x—tdm entonces no existe la
xQ —tdm}, Is = {i € I | no exviste H;Q — tdm y para alguna z € V(D) \
Q tal que existe la Hyx — tdm entonces existe la tQ — tdm} y Q es un cuasini-
cleo por tdm de D.

Demostracion.
Inmediato por el Corolario [4.4]m

Continuando con la estructura que hemos llevado en este trabajo, veamos ahora
cual es el nimero total no solo de los cuasinicleos por tdm de DAH sino también
de los conjuntos cuasiabsorbentes de DAH. Para una mejor lectura abreviaremos
al nimero total de conjuntos cuasiabsorbentes por tdm y al ntimero total de
cuasintcleos por tdm como NCT DM y N QT DM, respectivamente.

Teorema 4.10 Sean C = {Cy,...,Ci}, t > 1 la familia de todos los conjuntos
cuasiabsorbentes por tdm de D, C, € C e I, = {i € I | no existe la H,C, —
tdm y para toda x € V(D)\C, tal que existe la Hyx—tdm, entonces no existe la
xC, — tdm}, entonces:

t

NCTDM(DAH) = (f(L) T 2

r=1 s€I\I,
donde |
fo(I) = Hjelr NCTDM (H;) sil, #0
' 1 en otro caso
Demostracion.

Por la demostracion del Teorema [4.7 todo conjunto cuasiabsorbente de DAH de-
be contener un conjunto cuasiabsorbente de D. Sea C = {Cy,...,C;} cont >11a
familia de todos los conjuntos absorbentes de D y sea I, = {i € I | no existe la
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H,C, —tdm y para toda x € V(D)\C, tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la xC, — tdm} con C, € C, tenemos los siguientes casos:

1. Si I, # 0, entonces en cada H; con j € I, nosotros escogemos cualquier conjunto
cuasiabsorbente por tdm y en cada Hy con s € I\ I, escogemos un subconjunto
cualquiera de sus vértices, esto debido al Teorema [4.7] Por lo anterior la cantidad
de conjuntos cuasiabsorbentes por tdm que contengan a C, va ser igual a la canti-
dad de formas en que podamos acomodar los conjuntos cuasiabsorbentes de cada
H; con j € I, y los subconjuntos de vértices de cada H, con s € I\ I, es decir:

[[~verpy(my) TT 2

]el'r SGI\I’F

donde p, = |V(H)| > 1 para cada s € I \ I,.

2. Si I, = (), entonces por el Teoremal[d.7]1a cantidad de conjuntos cuasiabsorbentes
por tdm que contengan a C, va a ser igual a la cantidad de formas en que podamos
acomodar los subconjuntos de vértices de cada Hg con s € I\ I, es decir:

De los dos casos anteriores podemos ver que la cantidad de conjuntos cuasiabsor-
bentes por tdm de DAH es:

t

NCTDM(DAH) = (f(L) T] 2)

r=1 SEI\IT
donde .
2\ 1 en otro caso
=

Teorema 4.11 Sean Q = {Q1,...,Q}, t > 1 la familia de todos los cuasini-
cleos por tdm de D, Q, € Q, I' = {i € I | no existe H;Q, — tdm y para
alguna x € V(D) \ Q, tal que existe la H;x — tdm entonces existe la xQ, —
tdm} e I = {i € I | no existe la H;Q, — tdm y para toda x € V(D) \ Q,
tal que existe la H;x — tdm entonces no existe la xQ, — tdm}, entonces:

t
NQTDM(DAH) = fi(I} UL}
r=1
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donde
Hig% NITDM (H;) HjelgNQTDM(Hj) siI* £ 0 el?#£0

f([1U[2)_ Hze]%NITDM(HZ) St [7}75(2)@[3:@
1 sill=0el?=0

Demostracion.

Por el Corolario 4.4 sabemos que todo cuasinicleo por tdm DAH debe contener
un cuasinicleo por tdm de D. Sea Q ={Qj,...,Q;} con ¢t >1 la familia de
todos los cuasintcleos por tdm de D ysea I' = {i € I | no exviste H;Q, —
tdm y para alguna x € V(D) \ Q, tal que existe la H;x — tdm entonces existe la
rQ, —tdm} e I? = {i € I | no existe la H;Q, — tdm y para toda x €
V(D) \ Q, tal que existe la H;x — tdm entonces no existe la xQ, — tdm},
tenemos los siguientes casos:

1. Si I' # 0 e I? # 0, entonces por el Corolario 4.4 en cada H; con i € I}
nosotros escogemos un conjunto independiente por tdm y en cada H; con j €
I? nosotros escogemos un cuasinticleo por tdm. La cantidad de cuasintcleos por
tdm que contengan a O, va a ser igual a la cantidad de maneras en las que se
puedan acomodar los conjuntos independientes por tdm de los H; con i € I y los
cuasiniicleos por tdm de H; con j € I?, es decir:

[[NITDM(H;) [T NQTDM(H))

iel} JEI?

2. Si I! # 0 e I? = (), entonces nuevamente por el Corolario 4.4 en cada H; con
i € I' nosotros escogemos un conjunto independiente por tdm. La cantidad de
cuasinicleos por tdm que contengan a Q, va a ser igual a la cantidad de maneras
en las que se puedan acomodar los conjuntos independientes por tdm de los H;
con i € I, es decir:

[[~VITDM(H))

iel}

3.8i I} =0 e I? # 0, entonces en cada H; con j € I? nosotros escogemos un
cuasinucleo por tdm, ésto por el Corolario 4.4. La cantidad de cuasinticleos por
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tdm que contengan a Q, va a ser igual a la cantidad de maneras en las que se
puedan acomodar los cuasinticleos por tdm de los H; con j € I2, es decir:

[[~verDM(H;)

JEI?

4. 8iI' =0 e I? = ), entonces por el Corolario 4.4 Q, es un cuasinticleo por tdm
de DAH.

Por los anteriores casos podemos ver que:

t
NQIDM(DAH) => " fi(I} UI?)
r=1

donde
[Len NITDM(H;) [Licp NQTDM (Hy) sily #0e I # 0
fIrUT?) = HieI},N]TDM(Hi> siI'£Qel?=1
14, ULl) = Hje[?.NQTDM(Hj) siIl=0el?#0
1 sill=0el?=10

Recordemos que los cinco tipos de corona: por flechas DoH, por vecinos exteriores
D "H, por vecinos interiores Dy~ H, por vecinos D% H y corona para digraficas
D o H, cumplen ser casos especiales de la Corona Generalizada, por lo que por
los teoremas 4.8, 4.9, 4.10, 4.11 y el Corolario 4.4, los siguientes resultados son
validos. Téngase presente que el conjunto de vértices de cualquiera de las coronas
es el mismo.

Teorema 4.12 Un subconjunto C* C V(D o H) es un conjunto cuasiabsorbente
por tdm de Do H (Do H, Dk"H, Dk~ H, D%H) siy solo

ct=culJau (¢

i€ly jEI\I4

donde C es un conjunto cuasiabsorbente por tdm en D, Iy = {i € I | no existe la
H,C—tdm y para toda x € V(D)\C tal que existe la H;xz—tdm entonces no existe
la xC — tdm}, C; es un conjunto cuasiabsorbente por tdm de H; para cada i € Iy
y C; un conjunto cualquiera de vértices de H; para cada j € I\ Iy.
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Teorema 4.13 Si Q% C V(D oH) es un cuasinicleo por tdm de Do H (D o™H,
Dy H, D%~ H,D%H), entonces

o*=oulJau |J s

1€1y JjeEI\Iy

donde Q es un cuasinicleo por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
existe la xQ — tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € Iy, S; es un
congunto independiente por tdm de H; para cada j € I\ I4.

Teorema 4.14 5i
Q*ZQUUQZ‘UUSJ‘
i€y j€ls

donde Q es un cuasinicleo por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
eviste la xQ — tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € Iy, I5 =
{i € I| no existe H;Q —tdm y para alguna x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —
tdm entonces existe la xQ — tdm}, S; es un conjunto independiente por tdm de

H; para cada j € I, entonces QF es un cuasinicleo por trayectorias dirigidas
monocromdticas de D o H (Do H, DatH, D~ H, DH).

Corolario 4.6 Un subconjunto Q% C V(D oH) (D oH),(Dk*H), (Dk H),
(D% H)) es un cuasiniicleo por tdm de DoH (Do H, D%"H, Dk~H, DkH) si
y solo si
Q%ZQUUQZ‘UUSJ‘
i€y jels

donde Q es un cuasinicleo por tdm en la digrifica D, I, = {i € I | no existe la
H;Q—tdm y para toda x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —tdm entonces no
eviste la xQ — tdm}, Q; cuasinicleo por tdm de H; para cada i € Iy, I5 =
{i € I| no existe H;Q—tdm y para alguna x € V(D)\ Q tal que existe la H;x —
tdm entonces existe la xQ — tdm}, S; es un conjunto independiente por tdm de
H; para cada j € Is.

Teorema 4.15 Sean C = {Cy,...,Ci}, t > 1 la familia de todos los conjuntos
cuasiabsorbentes por tdm de D, C, € C e I, = {i € I | no existe la H,C, —
tdm y para toda x € V(D)\C, tal que existe la H;x—tdm entonces no existe la
xC, — tdm}, entonces para D o H (Do H, Dt H, D~H, DkH):

t

NCTDM(DoH) =Y (fo(L) T[] 2)

r=1 sel\I,
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donde
f2(]r> -

1 en otro caso

{Hm NCTDM(H;)  sil. #0

Teorema 4.16 Sean Q = {Q1,...,Qi}, t > 1 la familia de todos los cuasini-
cleos por tdm de D, Q, € Q, I'! = {i € I | no existe H;Q, — tdm y para
alguna x € V(D) \ Q, tal que existe la H;x — tdm entonces existe la xQ, —
tdm} e I = {i € I | no existe la H;Q, — tdm y para toda x € V(D) \ Q,
tal que existe la H;x — tdm entonces no existe la xQ, — tdm}, entonces para

DoH (DoH,Dk*H, Dk~ H, DkH):
t
NQTDM(DoH) =Y fi(I}UI?)
r=1

donde

[Len NITDM(H;) [1;c s NQTDM(H;) si I} # 0 e I # 0
[Lien NITDM (H;) siI' £ 0 el?>=10

[, NQTDM(H;) sill=0el>#0

1 sill=0el?=0

fl(Iy} U—’f) =
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Conclusiones

En un principio nuestro propoésito era definir la corona por flechas, por vecinos
exteriores, por vecinos interiores y por vecinos para digraficas, posteriormente
buscar las condiciones para que tuvieran ndcleo por trayectorias dirigidas mono-
cromaticas. Sin embargo nos dimos cuenta que las digraficas resultantes de estas
operaciones tenian una misma estructura, por tal motivo construimos la Corona
Generalizada.

En retrospectiva, analizamos los conjuntos independientes y absorbentes por tra-
yectorias dirigidas monocromaticas de la Corona Generalizada y dimos las condi-
ciones suficientes y necesarias para que ésta misma tenga nicleo por trayectorias
dirigidas monocromaéticas. Estudiamos el caso de semintcleo y cuasinicleo por tra-
yectorias dirigidas monocromaticas en esta operacion, no sin antes trabajar con
los conjuntos cuasiabsorbentes por trayectorias dirigidas monocromaéticas. Conta-
mos cuantos de estos conjuntos mencionados puede contener en total la digréfica
resultante de la operacion, al igual que dimos las condiciones para que ésta tenga
la propiedad de ser nticleo perfecta por trayectorias dirigidas monocromaéticas.

Estos fueron los resultados expuestos en la tesis, no obstante la pregunta persiste:
.Qué otras digraficas tienen niicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas?
JExistira alguna otra operacion entre digraficas que nos genere una familia de
digraficas, como el caso de la Corona Generalizada, que tenga niicleo por trayec-
torias dirigidas monocromaticas? Independientemente de las respuestas podemos
ver que el trabajo sobre nicleos por trayectorias dirigidas monocromaéticas no ha
concluido.
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