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Introduccion

Este trabajo tiene como objetivo generalizar la construccién clasica del anti-
prisma de un poligono a un politopo arbitrario, y estudiar las propiedades prin-
cipales de esta construccién. El enfoque de este trabajo estd completamente
contenido en el lenguaje de los politopos abstractos y se apoya de muchas he-
rramientas combinatorias de la teoria de graficas.

La construccion original es la siguiente: tomemos un poligono regular finito
con n lados, tomemos una copia del mismo en un plano paralelo, y girémoslo un
poco (g—z) hasta que queden vértices empalmados con los centros de las aristas
de la otra copia. Por cada vértice que tenemos en el poligono original manda-
remos un par de aristas que se unan a los vértices de la arista correspondiente
en la otra copia del poligono, formando asi un total de 2n triangulos. La figura
3-dimensional formada de esta manera tendra como nombre el antiprisma del
poligono. Esta sera la construccién a generalizar. Ilustramos la construccién en
la figura 1 (pag. vI).

Este trabajo, como muchos trabajos en politopos abstractos, usa una intensa
interaccién entre varios objetos matematicos (en especial combinatorios). En el
capitulo 1 nos dedicamos a familiarizar al lector con el lenguaje que se usara du-
rante el resto del trabajo, y refrescaremos algunos resultados de la teoria de
graficas, de la teoria de grupos y de la teoria de o6rdenes parciales. Tratamos
con especial atencién los temas de productos directos y semidirectos de grupos,
asi como las acciones de grupos sobre conjuntos. Hacemos una breve introduc-
cion al area de los politopos abstractos, ésta tiene como propésito principal que
el lector entienda la interaccién entre la geometria y la combinatoria de los 6rde-
nes parciales.

El contexto de los politopos abstractos incluye érdenes parciales infinitos nume-
rables, por esta razén en el capitulo preliminar exponemos brevemente algunas
construcciones de la teoria de conjuntos que nos permitiran tratar de igual ma-
nera a los politopos infinitos.

Como demostraremos posteriormente, la construccién del antiprisma estd pro-
fundamente conectada con algunos productos de politopos. Es por eso que
dedicamos un capitulo entero (el capitulo 2) a entender los diversos tipos de
productos que le dardan forma al trabajo. Comenzamos exponiendo el produc-
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Toma un poligono. Q

Girala copia.

; E Une con triangulos.

Figura 1: Construccién del antiprisma del cuadrado por pasos

Toma una copia.

to cartesiano de graficas y digraficas, ampliamente estudiado, el cual serad la
principal herramienta de estudio para ordenes parciales, y en particular para
los politopos abstractos. Demostramos una relacién conocida entre el producto
cartesiano de gréficas y el producto cartesiano de 6rdenes parciales. Y con la es-
tructura combinatoria general nos dedicamos a estudiar productos de politopos.
Introducimos las clases de érdenes parciales Poly!, Poly?, Poly® y Poly* que
usaremos como recurso notacional para simplificar el desarrollo de productos
entre politopos abstractos. Cada una de estas clases tiene una asocacién directa
con un producto de politopos.

El capitulo 3 se dedica a demostrar un teorema fundamental en el estudio del
producto cartesiano de gréficas, el teorema de factorizacién tnica. A pesar de
que el resultado se conoce desde 1960 [5], usamos una prueba mds moderna e
interesante [3]. Esta se basa en una idea muy profunda que conecta a los pro-
ductos de graficas con la convexidad de las mismas. Probado el teorema para
graficas, nos dedicamos a moldear ese gran teorema estructural para obtener co-
mo corolarios la factorizacién tnica en las clases Poly!, Poly?, Poly3 y Poly*.
Por la naturaleza de la asociacion que hay entre estas clases y los productos de
politopos, obtenemos como corolario la factorizacién unica de cada uno de los
productos. Aunque en primera instancia, demostrar la factorizacién unica en
productos de politopos pudiera parecer superficial, serd de enorme importancia
para la determinacién del grupo de automorfismos del antiprisma de un politopo.

El capitulo 4 se dedica a encontrar el grupo de automorfismos de todas las
construcciones expuestas. En este capitulo hacemos uso intensivo del producto
directo y semidirecto de grupos, asi como del lenguaje y los resultados de accio-
nes de grupos.



VII

Con la preparacién previa, el capitulo 5 culmina con la construccién genera-
lizada del antiprisma como una funcién Ant : Poly' — Poly® multiplicativa.
Encontramos el grupo de automorfismos del antiprisma de un politopo, poniendo
éste en términos de la factorizacién en Poly! del politopo original y por tltimo
pasamos a determinar todos los politopos regulares que se pueden construir de
esta manera.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Graficas y digraficas

En esta seccion introduciremos a las graficas, frecuentemente llamadas el objeto
combinatorio més basico. Son un lenguaje esencial en el estudio de cualquier
objeto combinatorio y muchas de las descripciones que daremos usardn este
lenguaje (en ocasiones también los resultados). Una nocién intuitiva del tema
usualmente es mucho mas fructifera que el uso riguroso de las definiciones para
entender tanto las demostraciones como para intuirlas. Sin embargo, hay oca-
siones donde se requiere del lenguaje formal para hacer construcciones en las
cuales la intuicién se queda pobre. Una grafica G la podemos describir como
un conjunto V' de elementos a los que llamamos vértices, y una relaciéon bina-
ria E sobre los vértices que cumple con ser simétrica e irreflexiva. A los pares
(u,v) € E se les llama aristas, y es comun denotar a V' 'y E por V(G) y E(G)
respectivamente. Intuitivamente uno piensa a las graficas como un dibujo donde
los vértices son puntos del plano y una arista entre ellos es simplemente una
curva uniendo estos puntos. En la figura 1.1 (pag. 2) dibujamos una gréfica.

Diremos que dos vértices u, v € V son adyacentes si (u,v) € E. Al ser E simétri-
ca, esta condicién es equivalente a (v,u) € E. Una subgrifica H de G = (V, E)
es una grifica H = (V(H), E(H)) talque V(H) CV(G) y E(H) C E(G). A una
subgréfica H la llamaremos inducida por vértices si adicionalmente v,u € V(H)
y (v,u) € E(G) implican (v,u) € E(H).

Un camino P de una grafica G es una sucesion de vértices vg, v1,...,0, con
la propiedad de que (v;,v;4+1) € E para cualquier ¢ = 0,...,n — 1, ademds si
v = v, diremos que es un camino cerrado. Podemos pensar a los caminos como
el movimiento de una persona que camina dentro de un museo, si representamos
a las salas del museo por vértices y ponemos una arista entre dos salas si hay un
pasillo que las une. Si el museo tiene el mismo lugar de entrada que de salida,
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D

AB/\ (4,0 \DFE)

E
C

(B.C)

V(G) = {A, B, C, D, E}

E(G) = {(4,B),(A,C),(B,C), (D, E)}

Figura 1.1: Una grafica G, con sus vértices V(G) y aristas E(G)

el paseo que represente al movimiento de la persona, tendrd que ser un paseo
cerrado. Un paseo es un camino que no repite aristas, y un paseo cerrado es
un camino cerrado que no repite aristas. Una trayectoria es un camino que no
repite vértices, a la nocién de trayectoria cerrada (un camino cerrado que sélo
repite el vértice inicial y final) se le llama ciclo. Si queremos especificar que un
ciclo tiene n vértices (y consecuentemente n aristas) le llamaremos n-ciclo.

Dado un paseo, camino, trayectoria o ciclo, nos podemos fijar en la subgrdfi-
ca inducida por las aristas de estos (minima subgréfica que contiene a todas las
aristas) y es muy comin que cuando hablemos de trayectorias o de ciclos nos
refiramos a esta subgrafica y no a la sucesién per se. También es comin que
si queremos agregar la informacion adicional de que un paseo empieza en u y
termina en v lo llamemos un (u,v)-paseo. En la figura 1.2 (pag. 3) ilustramos
estos conceptos. Observemos que todo paseo cerrado contiene un ciclo, ademas
dadas dos (u,v)-trayectorias distintas existe un ciclo inducido por las mismas.
Si pedimos que éstas (u, v)-trayectorias sean ajenas, este ciclo tendrd a uy a v
entre sus vértices.

Una nocién de enorme importancia para la teorfa de graficas (y en general
muchas dreas de las matemadticas) es la de conexidad, y en esta tesis también
jugard un rol importante. Diremos que una grafica G es coneza si para cuales-
quiera dos vértices existe una trayectoria que pasa por los dos. No todas las
graficas son conexas, como podemos ver en la figura 1.3 (pag. 3) que ilustra
este concepto. Dado un vértice podemos definir su componente conexa como la
maxima subgrafica conexa que tiene ese vértice. Concatenando paseos se puede
demostrar que pertencer a una misma componente conexa es una relacién de
equivalencia. De hecho las componentes conexas son las subgraficas inducidas
por los vértices de las clases de equivalencia que se forman al tomar la cerradura
transitiva de E(G) (donde E(G) es el conjunto de aristas pensado como una re-
lacion simétrica en los vértices, y donde la cerradura transitiva de una relaciéon
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Grafica

é Camino é

Trayectoria

Figura 1.2: Una grafica G (negro), un camino (rojo), una trayectoria (verde),
un ciclo (morado)

Grafica Conexa G . .
S Grafica Disconexa D

| 7

o—0

Figura 1.3: Una gréfica conexa G, y una disconexa D

R es la minima relacién que contiene a R y es transitiva). Las componentes
conexas constituyen una particiéon de los vértices.

Algo que siempre es importante definir cuando se trabaja con un objeto ma-
tematico, es la nocién de isomorfismo. Cuando un matemaético da una nocién de
isomorfismo, de alguna manera esta determinando qué parte de la estructura de
un objeto le interesa estudiar. En este caso diremos que dos graficas, G; y Ga,
son isomorfas si existe una biyeccién f : V(G1) — V(G2) tal que (a,b) € E(G1)
siy sélo si (f(a), f(b)) € E(G2), esta funcién recibird el nombre de isomorfismo
cuando G # (5 y recibird el nombre de auotomorfismo cuando G; = Gs.

Ya que sabemos un poco de graficas, estamos listos para introducir la segunda
estructura combinatoria. Esta consistira de un conjunto de elementos y una rela-
cién binaria sobre ellos. Una digréfica (o gréfica dirigida) D es un conjunto V' de
elementos a los que también llamaremos vértices y una relacién binaria E sobre
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Figura 1.4: Una digréafica

D G

Figura 1.5: Digrafica D con su grafica subyacente G

los vértices que cumple con ser asimétrica e irreflexiva. A los pares (u,v) € E se
les llama arcos, y es comun denotar a V' y E por V(G) y E(G) respectivamente.
Notemos que la unica diferencia entre una grafica y una digrafica es que los
arcos tienen mas informacién, en el sentido de que le imponen una direccién a
las aristas. También es usual pensar a las digraficas dibujadas de forma que en
lugar de representar a las aristas por curvas, representaremos a los arcos por
flechas como en la figura 1.4 (pag. 4). La nocién de subgrifica se extiende de
manera natural, conservando las orientaciones como se debe.

Un camino dirigido es una sucesién de vértices vy, v1,...,v, tales que el par
ordenado (v;,v;11) se encuentre entre los arcos de la digréfica. Es importan-
te aclarar que, por la asimetria de la relacién, la direccion empieza a tomar
un rol muy importante en nuestras descripciones. Andlogamente podemos defi-
nir paseos, trayectorias y ciclos dirigidos. Otra nocién que usaremos, sobretodo
en el capitulo 3, es la de gréafica subyacente de una digréfica. Intuitivamente
la gréfica subyacente es la grafica que se obtiene al eliminar las orientaciones
de una digrafica y cambiar todos los arcos por aristas. Formalmente la grafica
subyacente de una digrafica es la grafica que se obtiene de hacer a la relacion
E(D) simétrica. En la figura 1.5 (pag. 4) mostramos una digréfica con su grafica
subyacente. Hay muchas propiedades de digraficas que se heredan de su grafi-
ca subyacente. Diremos, por ejemplo, que una digrafica es conexa si su grafica
subyacente lo es.

Diremos que dos digréaficas, D1 y D2, son isomorfas si hay una biyeccién f entre
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Orden P
Suborden de P

Figura 1.6: Orden parcial, con suborden

los vértices de éstas que ademds preserva arcos (i.e (a,b) € E(Dq) siy solo si

(f(a), F(b)) € E(Dy)).

1.2. Ordenes parciales

En esta seccion estudiaremos el lenguaje de los 6rdenes parciales y daremos al-
gunas demostraciones estructurales sobre los mismos. Un orden parcial P consta
de un conjunto X, y una relacién binaria usualmente denotada como <p (pue-
de pensarse que el orden parcial es el par ordenado (X, <p)). Esta relacién es
transitiva, irreflexiva y asimétrica. Los ordenes parciales pueden ser pensados
como un tipo especifico de digrafica que cumple la condicién de transitividad.
Sin embargo, cuando uno piensa en un orden parcial usualmente no piensa en la
digrafica que representa, pues aunque estructuralmente si lo sea, semanticamen-
te se han usado para propdsitos distintos. Por supuesto, habrd pruebas donde
necesitaremos referirnos a la digrafica de un orden parcial.

Un suborden S de un orden parcial es otro orden parcial que tiene como ele-
mentos a un conjunto Y C X, tal que para todo par de elementos yo,y1 € Y se
tiene que yo <p y1 siy sélo si yp <g y1. En la figura 1.6 (pag. 5) representamos
a la digrafica de un orden parcial y un respectivo suborden.

Tomemos una digréafica que no tenga ciclos dirigidos como subgraficas, y pode-
mos pensar en la estructura que obtenemos al tomar la cerradura transitiva de
la relacién de arcos. Observemos que esta estructura es un orden parcial.

En un orden parcial diremos que dos elementos distintos a y b son incompa-
rables si ninguna de las dos condiciones a < b 6 b < a se cumple. Diremos que
un orden es denso si para cualesquiera dos elementos a y b con a < b existe
otro elemento ¢ del orden que cumple a < ¢ < b. Por ejemplo, el orden tradicio-
nal de los racionales (Q, <) es un orden denso pues cualquier par de elementos
distintos a y b tenemos que QT'H’ serd un elemento entre ellos. Por otro lado, el
orden tradicional de los enteros (Z, <) no es denso. Una nocién relacionada con
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la densidad, pero en cierto sentido contrario, es la de cubrir. Diremos que un
elemento a de un orden cubre a otro elemento b del orden, si b < a y ademés no
existe ningun elemento ¢ que satisfaga b < ¢ < a; podemos ver la relacién entre
estos dos conceptos cuando planteamos a los érdenes densos como aquellos tales
que ningun par de elementos satisfacen la condicién de cubrir uno al otro. Por
ejemplo, en el orden usual de los naturales N tenemos que el nimero 666 cubre
al niimero 665, pues no hay ningin niimero que sea menor al 666 y mayor a 665.

Diremos que un elemento es mdzimo del orden, si es mayor a cualquier otro
elemento. Diremos que es minimo si es menor a cualquier otro elemento. Al
méximo y minimo (cuando existen) se les llama caras impropias del orden; a
todos los demés elementos del orden se les llama caras propias. Diremos que
un elemento de un orden parcial es mazimal, si es mayor a cualquier elemento
comparable con él. Andlogamente para minimal. Hacemos la observacion de que
un elemento maximal, que no sea maximo, es una cara propia.

Dado un orden parcial P y dos elementos a y b € P, llamaremos al suborden
parcial con elementos x € P tales que a < x < b el segmento acotado por a y b,
lo denotaremos [a, b]. Definiremos a su vez al segmento superior de un elemen-
to, denotado [a, 00|, como el suborden parcial de P que tiene como elementos a
x € P con a < z. Definimos de manera analoga a los segmentos inferiores y los
denotamos [00, a]. Nos referiremos por los segmentos de un orden a cualquiera
de estos tres tipos de subdérdenes. Por ejemplo, en el conjunto potencia de un
conjunto o(X), ordenado por la relacién de contencién, podemos observar que
los elementos del segmento inferior de un elemento R € p(X), serdn los subcon-
juntos de R. Este coincidird con el segmento acotado por el elemento vacio y R.
Notemos que, en general, si un orden parcial tiene maximo y minimo, todos los
segmentos seran acotados.

Dentro de un orden parcial nos referimos por una cadena a un suborden del
mismo en el cual todos los elementos son comparables. En el orden usual de los
naturales todos los subdérdenes son cadenas ya que todos los elementos son com-
parables entre si. Una bandera es una cadena maximal, es decir, un suborden tal
que al agregar cualquier elemento nuevo a la cadena se obtiene un orden parcial
con al menos dos elementos incomparables. En la figura 1.7 (pag. 7) dibujamos
cadenas y banderas para ilustrar el concepto.

Dado un orden parcial P, una funcién f es de rango si es un morfismo del orden
parcial a los nimeros enteros (i.e f : P — Z tal que a < b implica f(a) < f(b)).
A una funcién f: P — Z de rango la llamaremos de grado si las desigualdades
son estrictas y cada vez que un elemento a cubre a un elemento b se satisface
f(a) — f(b) = 1. A los 6rdenes para los cuales existe una funcién de grado se les
denomina gradudados.

Daremos un ejemplo de un orden que no es graduado. Sea X = {0, {1}, {2}, {3},
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Figura 1.7: Una Cadena (de verde) y una bandera (de rojo) de un orden parcial

{1,2}, {1,2,3}} y ordenemos a X con la contencién de conjuntos. Supongamos
que el orden es graduado con funcién de grado f. Dado que los conjunto {1}, {2}
y {3} cubren al conjunto ) tenemos que f({1}) = f({2}) = f({3}) = f(0) + 1.
Como el conjunto {1,2} cubre a 1 tenemos f({1,2}) = f(#) + 2. Dado que el
conjunto {1, 2,3} cubre a {1, 2} tenemos que f({1,2,3}) = f(0) + 3. Sin embar-
go, {1,2,3} cubre a {3} por lo cual f({1,2,3}) = f({3}) + 1 = f(0) + 2. Esta
contradiccién nos dice que X no puede ser un orden graduado.

Tomaremos prestada la notacion de teoria de conjuntos y diremos que dos ban-
deras son equipotentes si tienen la misma cardinalidad. En el caso de que una
bandera sea finita, definiremos su altura como la cardinalidad de la bandera
menos 1 (si pensamos a una bandera como una trayectoria dirigida que va del
elemento maximal al elemento minimal, entonces la altura representaria el nime-
ro de arcos de esta trayectoria, mientras que la cardinalidad seria el nimero de
vértices en ella).

Proposicion 1. Todo orden graduado con mdzimo y minimo tiene banderas
equipotentes.

Demostracion. Sea P un orden graduado con funcién de grado f. Lo que de-
mostraremos es que las banderas tienen cardinalidad f(M) — f(m) + 1 donde
M y m son el méaximo y el minimo del orden respectivamente. Lo haremos por
induccién fuerte sobre el nimero f(M) — f(m). Nuestra hipdtesis de induccién
es que, todo orden parcial graduado con méaximo M}, minimo my y funcién de
rango fp que satisfaga fi, (M) — fo(mp) < f(M)— f(m) cumple que sus banderas
tienen cardinalidad fy (M) — fo(msp) + 1.

Tomemos una bandera B arbitraria del orden y pensemos en ésta como un
suborden. Observemos que si un elemento a € B cubre a un elemento b € B en
el orden restringido, entonces también lo cubre en P. Esto se debe a la maxima-
lidad de la bandera como cadena (de no ser asi podriamos agregar a un elemento
entre ellos y hacer crecer a la presunta bandera). Tomemos un elemento = € B
que cumpla m < z < M. Si no hay tal, tenemos que M cubre a m en B (y por
tanto en P), mostrando f(M) — f(m) = 1. En este caso la tnica bandera es la
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® 1

0

Orden graduado
Orden con funcion con banderas equipotentes
derango

Figura 1.8: Rango, Grado, Equipotencia

trivial y tiene cardinalidad 2 = f(M)— f(m)+1, por lo que el resultado se sigue.
La bandera del suborden [z, M] tendrd cardinalidad f(M)— f(x)+1 por hipéte-
sis de induccién y la bandera de [m, z] tendra cardinalidad f(z) — f(m) + 1. Si
queremos calcular la cardinalidad del conjunto |[m, z] U [z, M]| necesitamos la
férmula |[m, z]| + |[z, M]| — |[m, 2] N [z, M]| que nos da f(M) — f(m)+2—1

O

como queriamos demostrar.

En la figura 1.8 (pag. 8) exponemos los conceptos de rango, grado y equipotencia
entre banderas. Es importante aclarar que todo orden graduado con méximo
y minimo es automaéaticamente finito, por lo cual una prueba por induccién
estd justificada.

Pospondremos las definiciones de conexidad y conexidad fuerte en conjuntos
parcialmente ordenados para la siguiente seccién, pues la definicién abstracta
de estos conceptos parecera un poco forzada sin la debida motivacién.

Dado un orden parcial P = (X, <p) podemos definir su orden dual, usualmente
denotado P*, como aquel orden con elementos en X, pero que cumple a <p~ b si
y sélo si b <p a. En otras palabras, el orden dual es el que se obtiene de voltear
todas las relaciones. La nocién de isomorfismo para érdenes parciales es simple-
mente la nocién de isomorfismo que tenemos cuando los pensamos como un caso
particular de digraficas. Cuando un orden P satisface que él y su orden dual P*
son isomorfos lo llamaremos autodual. En ese caso identificaremos a P con P*
y toda funcién f : P — P biyectiva que satisfaga a < b si y sélo si f(a) > f(b)
la llamaremos dualidad. De forma andloga cualquier biyeccion f : P — P que
satisfaga a < b si y sélo si f(a) < f(b) la llamaremos un automorfismo.

Comentaremos un poco sobre el Lema de Zorn. Estamos muy lejos de demos-
trarlo, pues para eso tendriamos que tener muy frescas las ideas clasicas de un
curso de teoria de conjuntos, lo cual no estd muy relacionado con los propdsitos
de esta tesis. El Lema de Zorn es una proposicién légicamente equivalente al
axioma de eleccién bajo la axiomdtica de conjuntos ZF y ambos representan
una herramienta tedrica de extrema utilidad. Lo menciono en esta seccién pues
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lo utilizamos en una demostracién del capitulo 3 y ademés porque el lenguaje
en el que suele enunciarse es el lenguaje de érdenes parciales. Sera necesario
introducir un término. Dado un 6rden parcial P = (X, <) y un conjunto Y C X
diremos que un elemento xg € X es una cota superior de Y si y < xg para todo
elemento y € Y.

Lema de Zorn. Sea P = (X, <) un orden parcial tal que cualquier cadena tenga
una cota superior en el conjunto X, entonces P cumple con tener al menos un
elemento mazimal.

1.3. Politopos abstractos

Aunque esta tesis no use muchas técnicas del area de politopos abstractos la
razén de ser de la misma es estudiarlos. Por eso empezaremos con una intro-
duccién mucho mas intuitiva al tema. Los politopos son las generalizaciones de
los objetos geométricos mas antiguos con los que ha lideado la humanidad, los
poligonos y los poliedros. El primer trabajo en esta linea de pensamiento lo
realizé Euclides en sus Elementos, donde clasificé a los poliedros regulares (en
esa época la definicién de regularidad exigfa la convexidad de los cuerpos). A lo
largo de los anos la definicién de poliedro fue evolucionando (y relajandose) para
permitir el estudio de objetos con altos grados de simetria. El primer paso fue
abandonar la convexidad y estudiar poliedros regulares no convexos. El segun-
do paso fue abandonar la finitud. El tercer paso fue abandonar a los poliedros
y pensar en su generalizacién n-dimensional. El ultimo paso fue abandonar la
geometria. Los politopos abstractos son representaciones combinatorias de estos
objetos geométricos que han dejado perplejos durante siglos a la humanidad. La
ventaja que ofrece esta forma de entender a los politopos es que las simetrias
de los objetos son mucho més manejables.

Como se hace es asi: dado un politopo usual P (podemos tener en mente un
cubo, un tetraedro, un poligono) representaremos a cada subconjunto geométri-
co (o cara) de él por un elemento de un orden parcial (en el caso del cubo sus
pedazos serian: 8 vértices, 12 aristas, y 6 caras cuadradas). Diremos que un
elemento es menor que otro si el primero es parte del otro a nivel geométrico.
Para concretar ejemplos, pensemos en el objeto geométrico que tiene dos puntos
y una arista. Al representarlos como orden parcial tenemos que la arista serd un
elemento y ademas serd mayor a cada uno de los puntos, pues ellos forman par-
te de la arista. Pensemos ahora en un tridngulo con sus tres aristas y sus tres
vértices, el tridngulo serd mayor que cada una de las aristas y los vértices, y
cada arista serd mayor a los dos vértices que le corresponden. Resulta ser que
uno puede abstraer qué es lo que tienen en comun todos estos érdenes parciales.
Esto inspira la definicién de politopos abstractos. En esta definicién agregare-
mos un elemento minimo al orden para describir de manera mas concisa una de
las propiedades de un politopo (intuitivamente se ha entendido a este minimo
como el politopo vacio).
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En la figura 1.9 (pag. 11) mostramos algunos politopos con sus respectivos
politopos abstractos (sélo hemos dibujado los arcos necesarios para deducir el
orden parcial via la transitividad).

Hay varias maneras equivalentes de axiomatizar a los politopos abstractos, da-
remos las dos principales:

Definicién 1. Un politopo abstracto es:

1.

2.

4.

Un orden graduado.
Con mdzximo y minimo.

Que cumple la condicién diamante D' (posteriormente la explicaremos
con detalle).

Que es fuertemente conexo.

Desglosaremos un poco las definiciones:

1.

En un contexto tradicional se pide adicionalmente que la funcién de rango
evalie al minimo de la funcién con valor —1 y al resto de los elementos del
orden con enteros no negativos. Si el maximo del orden evaliia n dirfamos
que éste es un n-politopo o un politopo de rango n. Esta funcién de rango
pretende capturar la dimensién de cada pedazo del politopo; los vértices
tendran rango 0, lo cual coincide con la nocién geométrica de que tienen
dimension 0, las aristas tendran rango 1, lo cual coincide con su dimension.
La razon por la cual la definicién de orden graduado requiere una desigul-
dad estricta es que queremos que un objeto que contenga a otro tenga
dimensiéon mayor, entonces el segundo tenga mayor dimensién. Pedimos
que la diferencia de rangos entre caras que se cubren sea 1, para que uno
no pueda omitir dimensiones. Si no ponemos esta restriccién podriamos
representar objetos con vértices dentro de una cara, pero tales que no haya
ninguna arista de la cara en contacto con ese vértice.

La principal razén por la cual se agrega un méaximo y un minimo a las
condiciones de un orden es por la simplificacién combinatoria que se logra
al incluirlos. En particular, al incluir un minimo y un méaximo aseguramos
que los segmentos acotados de politopos vuelvan a satisfacer las condi-
ciones necesarias para ser politopos. En el fondo, el minimo representa
el “vacio” que no tiene ninguna interpretacion geométrica y el méximo
representa al politopo per se.

La condiciéon diamante quiere recuperar una propiedad intrinsecamente
geométrica que separa a los politopos de otros cuerpos geométricos. Dada
una cara de un poliedro (un poligono) y un vértice en él, existen exacta-
mete dos aristas del poligono que pertenecen al poligono y contienen al
vértice. Si tomamos una arista del mismo poliedro, existen exactamente
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Triangulo abstracto
Triangulo

Cubo

Tetraedro

Tetraedro abstracto

Figura 1.9: Politopos y sus representaciones abstractas

dos caras de éste que contienen a la arista. La condicién diamante genera-
liza este fendmeno en dimensiones superiores. Formalmente diremos que
un orden parcial P = (X, <) graduado, con funcién de grado f, cumple
la condicién D' (o condicién diamante) si para todo par de elementos x,y
que cumplan z <y y f(y) — f(x) = 2 existen exactamente dos elementos
z,w que satisfacen x < z,w < y. Observemos que si m es el minimo de un
politopo abstracto y a es un arista, se cumplird que f(a) — f(m) = 2. La
condicién D! nos dirfa, en este caso, que toda arista contiene exactamente
dos vértices.

4. La conexidad geométrica se logra abstraer de manera corecta con la cone-
xidad abstracta. Motivaremos mas adelante la razén por la cual pedimos
conexidad fuerte y no simplemente conexidad.

Diremos que un orden parcial es conexo si al tomar el suborden indu-
cido por las caras propias y al considerar a este orden como digréfica, se
tiene una digrafica conexa. Diremos ademas que todos los 6rdenes isomor-
fos a un suborden de p({1,2}) ordenado por la relacién contencién, serdn
conexos. La razén por la cual agregamos a la familia de subdrdenes de
©({1,2}) como drdenes conexos, es que (como veremos en el capitulo 2)
estos érdenes son los que representaran de forma combinatoria a la arista
(o segmento de recta). Diremos que un orden es fuertemente conexo si
cualquiera de sus segmentos es conexo.

Las banderas de un politopo abstracto son de los objetos mas importantes en la
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teoria. Tan importantes que se tiene una axiomatizacién de los mismos en térmi-
nos de banderas. Para darla definamos algunas cosas. Dado un orden parcial P
y dos banderas equipotentes de éste, diremos que son adyacentes si difieren en
una sola cara. Las banderas junto con la relacién de adyacencia formaran una
grifica, la grafica de banderas que denotaremos 3(P). Diremos que un orden
es conexo por banderas, si la grafica de banderas es conexa. Y diremos que un
orden es fuertmente conexo por banderas si para cualesquiera dos banderas ®
y U se tiene una sucesiéon ® = @4, Pq,..., P, = ¥ tal que ®; es adyacente a
®; 1 y ademas NV C ®; para toda ¢ = 0,...,n. La condicién fuertemente
conexa por banderas pide que cualesquiera dos banderas estén conectadas por
banderas que no muevan las caras que tienen en comun.

La segunda axiomatizacion de politopos abstractos queda de la siguiente mane-
ra. Un politopo abstracto es:

Definicién 2. 1. Un orden graduado.
2. Con mdzxzimo y minimo.

3. Cumple con que cada bandera tiene exactamente una bandera adyacente
de cada rango propio (recordemos que los rangos impropios son los corres-
pondientes al minimo y mdzimo).

4. Que es fuertemente conexo por banderas.
Demostraremos un resultado que posteriormente seré de enorme utilidad.

Proposicion 2. Dado un orden graduado P conexo, sin caras impropias y
que tenga banderas equipotentes finitas, se tiene que cualesquiera dos elementos
maximales My y My cumplen que grad(My) = grad(Ms).

Demostracion. Diremos que dos elementos maximales, M7 y Ms, son adyacentes
si [oo, M1]N[oo, Ma] # §. Demostraremos dos cosas: la primera, que cualesquiera
dos maximales adyacentes tienen el mismo grado, y la segunda, que la grafica
de maximales es conexa.

Si My y M> son adyacentes existe un elemento a € [oo, M7] N[00, M3] y por
tener banderas finitas existe un elemento minimal mg tal que mg < a, esto
implica mg < My y mg < Ms. Entonces podemos encontrar una cadena que
contenga a mg y a Mj, y otra que contenga a mg y Ms. Al ser un orden gra-
duado, grad(M;) estd determinado por grad(myg) y por la altura de la bandera.
Como este argumento es simétrico para My y las banderas son equipotentes,
grad(M;) = grad(Ms).

Demostremos que la gréfica de maximales es conexa. Esta grafica tiene por
vértices a los elementos maximales del orden, y tiene una arista entre dos maxi-
males My y M si [0o, M1]N[oo, Ma] # 0. Tomemos una componente conexa de la
gréfica, llamémomosla C1, consideremos el conjunto [00, C1] := Uysec, [00, M] ¥y
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pensemos en éste como un suborden parcial. Tomemos un elemento z € P y un
elemento y € [0o, C1]. Siy < z, cualquier maximal M; tal que & < M serd adya-
cente a cualquier maximal Ms € C7 que cumpla y < My y por tanto tendremos
que M; € Cy. Esto dltimo implica necesariamente que = € [oo, M;] C [o0, C4].
Tenemos pues, que [0o, (1] es una componente conexa del orden. Como P era
conexo, tenemos que P = [co, 1], entonces para todo maximal M se tiene que
M € [00,C4], por lo tanto, M € Cj. Esta es la prueba de que la componente
conexa (1 es la grafica de maximales. O

De manera anéloga tenemos la siguiente afirmacién.

Proposicion 3. Dado un orden graduado P conexo, sin caras impropias y
que tenga banderas equipotentes finitas, se tiene que cualesquiera dos elementos
minimales my y mo cumplen que grad(my) = grad(ms).

1.4. Productos Infinitos

En el capitulo 2 y el capitulo 3 utilizaremos la herramienta conjuntista de pro-
ductos infinitos, por eso aprovecharemos este capitulo preliminar para introducir
el tema y facilitar la lectura de estos capitulos.

Dado un conjunto Y, una operacion binaria es una funcién f : Y xY — Y.
Cuando tratamos con operaciones infinitarias, estamos pensando en funciones
que corren su dominio sobre objetos que tienen una infinidad de coordenadas
en Y y tienen contradominio en Y. Empecemos por entender qué significa una
infinidad de coordenadas. Los pares ordenados (y1,y2) € Y X Y podemos pen-
sarlos como el conjunto de funciones que tienen dominio {1,2} y contradominio
Y. En general dado un conjunto X podemos pensar en el conjunto de todas las
funciones f : X — Y, denotado como XY. Si X es infinito podemos pensar a
cualquier elemento f €X Y como un objeto que tiene una infinidad de coorde-
nadas en Y (tantas como tenga X).

Podemos pensar ahora en operaciones infinitarias, como F :X Y — Y, don-
de el dominio es una X-ada, o coordenadas indexadas por X. Decir que una
operaciéon es conmutativa cuando tratamos de operaciones binarias significa
fy1,y2) = f(y2,91) para todo y1,y2 € Y. De alguna manera nos habla de
que no importa como estén indexados los elementos por el dominio {1,2} el
resultado bajo f es el mismo. La manera de abstraerlo es: diremos que una

operacién X-aria, I, es conmutativa si para cualquier biyeccién (permutacion)
B:X — X se tiene que, si f €X Y, entonces F(f) = F(f o f).

El tema de asociatividad es un poco més delicado. Hay veces que necesita-
mos que nuestras funciones sepan evaluar coordenadas que estén indexadas no
s6lo por un unico indice. Nos gustaria poder entender funciones que puedan
recibir como entrada un par ordenado, una terna ordenada o una sucesién infi-
nita. Podemos pensar en la funcién producto en los naturales a la que estamos
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acostumbrados []}_, m; que recibe como argumento cualquier n-ada para cual-
quier n € N, esta operacién no es binaria, ni ternaria, pues puede recibir més
de tres entradas. El nombre multinaria, aunque no sea muy formal, refleja la
flexibilidad que queremos conferirle. Esto nos invita a considerar funciones F
definidas en un conjunto Z el cual tenga como elementos funciones con dominio
arbitrario, pero contradominio Y. Podemos pensar que la funcién [] estd defi-
nida en Z = [J;2, °N.

Ya que tenemos una nocién de lo que una funcién multinaria es, hay mu-
chas nociones dentro de este contexto que podrian conferirle el nombre de
asociativa a una funcién de este estilo. Mencionaré uUnicamente la que nos
serd de utilidad. Diremos que una funcién conmutativa, F', es ademads asocia-
tiva si para cualquier funcién f €% Y con un X arbitrario (f = {yz}sex),
y cualquier particién de X, {X;};c; indexada por un conjunto I, se tiene que
F{yz}tzex) = F{F{Yz }zex,) tier)- Lo que estamos permitiendo es que para
cualquier particién del indice sobre el que trabajamos, se puede operar dentro
de la particién, y luego en cada pedazo de esa particion.

Otra cosa que debemos tratar, son los productos cartesianos infinitos de la
teorfa de conjuntos. Dada una familia indexada de conjuntos {X;};e; defini-
mos su producto cartesiano, denotado [],.; Xi, como el conjunto de funciones
(UX;) que satisfacen f(i) € X;. Como veremos, esta construccién tiene una
familia de biyecciones naturales que estdn relacionadas con la conmutatividad
y asociatividad infinitarias.

Tomemos una familia de conjuntos indexada por un conjunto I, {X;};cs y otra
familia indexada por un conjunto J, {Y;};cs tales que exista una biyeccién
B : I — J que cumpla que Yg;) = X;. Dadas estas condiciones tenemos una

forma natural de definir una biyeccién 3 entre [Lier Xi v Il;e;Y;. Podemos

hacerlo de la siguiente forma, dada una funciéon f € [[,.; X; definimos B(S)
como la funcién g, tal que g(8(i)) = f(i) para toda ¢ € I. Empecemos por

demostrar que 3 tiene contradominio en [],. ;Y. Tenemos g = 3(f) € [[;c; Y;
sélo si g(j) € Y;. Si (i) = j, se tiene que g(j) = (7). Sabemos que f(i) € X;,
como X; = Yg(;) = Y}, tenemos que g(j) € Y; y asi g € [[,.;Y;. Verifiquemos
zﬂlgra la biyectividad, consideremos la funcién 8~! y la construccién aniloga
B~1 observemos que:

BLBMNIBHBEN] = BUNIBO)] = £(i)

. . —
lo cual muestra que 8 tiene inversa izquierda que cumple 5~1 = 5—1. Haciendo
un calculo parecido se muestra que esta también es la inversa derecha. Usaremos
en las proximas secciones esta biyeccién natural.

Tomemos ahora una familia indexada de conjuntos {X;}ic; y tomemos una
particién de I indexada como {I;};c, consideremos los productos [[;.; Xi vy
[Ljes(ITies, Xi)- Daremos una biyeccién natural entre estos conjuntos. Dada
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una funcién f € J],.; X; mandaremos f a la funcién g que satisface: g(j)[i] =
f(i) para cualquier i € I;. Dada una funcién g € [];c;(I;c;, Xi) podemos
asociarle una funcién h € [],.; X; definida como h(i) = g(js)[i] donde j; es el
unico indice tal que 7 € I;,. Estas dos asociaciones son claramente inversas y
por tanto las asociaciones son una biyeccién. A esta biyeccién nos referiremos
como la biyeccién natural.

1.5. Teoria de Grupos

La teoria de grupos es una importante rama de las matematicas que ha tenido
un impacto enorme en muchas dreas. La teoria de grupos estudia de forma in-
tensa un tipo particular de operaciones binarias. Dado un conjunto X con una
operacion binaria * diremos que esta estructura es un semigrupo si la operacién
* es asociativa. Dado un semigrupo < X, * > diremos que éste es un monoide
si ademds existe un elemento e € X que funge como identidad (es decir, para
todo z € X se tiene que x * ¢ = = e * ). Un monoide lo llamaremos conmu-
tativo si la operacién * es ademds conmutativa. Dado un monoide < M, *x > lo
llamaremos grupo si ademads, para cualquier elemento a € M existe un elemento
aleMtalque:axa l=e=a"'xa.

Si tomamos al conjunto de los enteros positivos junto con la suma, obtendremos
un semigrupo que no serd un monoide, pues no tendra neutro aditivo. Si consi-
deramos a los enteros no negativos con la suma obtendremos un monoide (pues
tiene como neutro a 0), pero no serd un grupo, pues no tendrd a los inversos. Los
enteros con la suma son un grupo. Dado un conjunto X, el conjunto de todas las
biyecciones f : X — X junto con la composicién, también serda un grupo, pues
la composicién es asociativa, la identidad funge de neutro y toda biyeccién tiene
inversa. Comenzaremos a omitir la operaciéon cuando se entienda del contexto,
as{ g xg h lo denotaremos como gh.

Dado un grupo < G,* > diremos que un subconjunto S C G es un subgru-
po si para cualquier par de elementos s y ¢ en S (no necesariamente distintos),
57t € S. En tal caso escribiremos S < G para denotar que S es un subgrupo.
Observemos que la interseccién arbitraria de subgrupos es a su vez un subgru-
po. Dado un conjunto X C G, llamaremos el subgrupo generado por X y lo
denotaremos por < X > al subgrupo descrito como la interseccién de todos los
subgrupos de G que contienen a X. Dado un grupo G y un subgrupo S defini-
mos el indice de S en G como la cardinalidad del conjunto {gS|g € G}.

Un homomorfismo entre dos grupos < G,*g >y < H,*yg >, es una funciéon
f: G — H que cumple: f(axgb) = f(a)*y f(b). Diremos que un homomorfismo
es un isomorfismo si la funcién f es ademads una biyeccién. Es facil ver que los
homomorfismos respetan neutros e inversos. Si tenemos un isomorfismo de un
grupo en si mismo (de la forma f : G — @), lo llamaremos automorfismo; al
conjunto de todos los automorfismos de un grupo lo denotamos Aut(G). Como
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la composicién de dos automorfismos es un automorfismo, y la inversa de un
automorfismo es otro automorfismo, tenemos que el conjunto Aut(G) junto con
la composicién o es naturalmente otro grupo.

A un subgrupo N < G lo llamaremos normal, que denotaremos N < G, si
para cualquier elemento ¢ € G se cumple la igualdad gNg~' = N, donde
gNg=! := {gng~!ln € N}. Dado un homomorfismo f : G — H definire-
mos su kernel, denotado Ker(f), como Ker(f) := {g € G|f(g9) = en}. Una
observacion rapida de probar, es que para cualquier homomorfismo f, se tie-
ne Ker(f) < G, pues si n € Ker(f) se tiene que gng=' € Ker(f) ya que

flgng™) = f(g)f(n)f(g™") = en.

Introduciremos ahora los productos directos y semidirectos de grupos. Comen-
zaremos dando una construccién: dados dos grupos < G,*g >y < H,xg >
definiremos el producto de G y H, denotado < G X H,*gxg >, como el grupo
con elementos en el producto cartesiano de G y H que satisface

(91, h1) *axm (92, h2) = (g1 *c g2, b1 *m1 h2) = (9192, h1h2).

La asociatividad se deduce de las respectivas asociatividades, y la identidad del
grupo seré (e, ex) v el inverso satisface (g, h) ™! = (g7, h71).

Observemos que los grupos (G,ey) := {(g9,h) € G x Hh =en} y (eq,H) :=
{(g,h) € G x H|g = eq} satisfacen (G,en),(eq,H) I G x H y ademés
(G,eg)N(eq, H) = (eq, en), veremos que estas propiedades son caracteristicas
de los productos. Tomemos un grupo G y dos subgrupos N, H < G tales que
NH = G (observemos que si tenemos un subgrupo S y un subgrupo normal N
se tiene que el conjunto SN serd un subgrupo) y N N H = {eg}. Demostra-
remos que N X H es isomorfo a G. Consideremos la funcion f : N x H - G
dada por f(n,h) = nh. Entonces la suprayectividad de f estd garantizada por
el hecho de que NH = G. Observemos que los elementos de N conmutan con
los de H ya que por normalidad nhn~th™! estd tanto en N como en H y por
lo tanto nhn~'h~! = e. Esta conmutatividad demuestra que esta funcién es un
morfismo. Para ver que es inyectiva observemos que si n1h; = nghs, entonces
ny'ng = hohy' =e.

Un concepto muy cercano al de producto directo de grupos es el de produc-
to semidirecto de grupos. Sin embargo, éste es ligeramente més complicado de
entender. Empecemos con algunas definiciones y aclaraciones de notacion: Da-
do un grupo G y un elemento x € G, definimos la conjugaciéon por x como la
funcién 7, : G — G dada por v,(g9) = xgr~!. Es ficil demostrar que v, defi-
nida de esta forma siempre es un automorfismo de G, y que ademas v; 0y, = Yay-

Consideremos un grupo G y dos subgrupos H, N, talesque NH =Gy NNH =
{e}, pero esta vez pidamos dnicamente N < G. En este caso diremos que
G = NXH y que G es el semiproducto directo interno de N y H. Una propiedad
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simbdlica de estos subgrupos es que cualquier elemento de G tiene una repre-
sentacién dinica como producto de un elemento en N y otro en H (la prueba es
extremadamente parecida a la que acabamos de realizar).

Ahora daremos una construcciéon que nos ayude a entender mejor a los pro-
ductos semidirectos. Sean H y N grupos, y sea § : H — Aut(N) un homo-
morfismo de grupos. Consideremos al conjunto N x H, junto con la operacién
*: (NxH)x(NxH)— (NxH)dada por (ng, ho)*(n1, h1) = (nobp,(n1), hoh1)
para cualesquiera ng,n; € N y cualesquiera hg,h1 € H (donde 0y, es el auto-
morfismo de N correspondiente a 6(hg)). Demostraremos que esta construccién
nos da un grupo. La operacién es asociativa, pues

[(TL(), ho) * (Tll, hl)] * (77,2, h2) = (Tloeho (’Ill), hOhl) * (ng, hz)
= (noehg(nl)ehohl(WQ),h0h1h2)

(’no, ho) * [(nl, hl) * (’I’LQ, hg)] = (no, ho) * (n19h1 (’n,g), hlhg)
(noBhy (n16h, (n2)), hohihs)

y como

gho (nlghl (?7,2)) = 0h0 (nl)aho (ehl (nQ))
= aho (nl)ahohl (n2)

la asociatividad se sigue. El neutro del grupo serd (en,eq), y los inversos
(z,y)™t = (O,-1(z71),y™ "), verificar que estos fungen como neutro e inver-
sos es un cédlculo directo. A este grupo se le denota como N Xy H, y se le conoce
como el producto semidirecto externo inducido por 6.

Demostremos algunas propiedades de este grupo. Fijémonos en los conjun-
tos de la forma N x {ex} vy {en} x H. Observemos que (nog,em)(ni,emy) =
(nobe,; (n1),em) y, como O(err) = Id € Aut(N), tenemos que (no, em)(n1, em) =
(non1,em). Esto muestra que el conjunto N X {eg} es un subgrupo isomorfo al
grupo N. Ahora, si consideramos (ex, ho)(en,h1) = (enOp,(en), hoh1), al ser
0r, un automorfismo mandar4 la identidad de IV en si misma, asi

(eN,ho)(eN,hl) = (eN, hohl).

Lo anterior muestra que {ex} x H es un subgrupo isomorfo al grupo H. Otra
propiedad interesante es que N x {eg}N{en} x H = {(en,en)}. Como tenfamos
en el producto directo, tenemos que N X {eg } es un subgrupo normal. Para ver
eso, consideremos el producto (ni,hi)(ng, eH)(thl(nl), k). Como la tltima
coordenada del producto es simplemente el producto de la tltima coordenada
de cada factor, sin importar como se vea la expresién en la primera entrada,
tendremos que este elemento estard en N x {ey}. A diferencia del producto
directo, el conjunto {ex} x H no siempre serd un subgrupo normal, pero lo que
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si se cumplird es que los conjuntos N X {eg} y {en} x H generen a todo el gru-
po. Para ver esto tltimo, basta con escribir a (ng, ho) como (ng, er)(en, ko). En
resumen, hemos visto que el grupo N xg H es un producto semidirecto interno
de N x {eg} con {en} x H.

Veremos ahora que esta construccién recupera esencialmente a todos los pro-
ductos semidirectos internos. Consideremos un grupo G que se pueda escribir
como el producto semidirecto de sus subgrupos N y H, digamos G = N x H.
Definamos 6 : H — Aut(N) como 6(h) = ~, para cada h € H (como N es un
subgrupo normal, tenemos que vy,(IN) = N y 0 estd bien definida). Tenemos
que 8(xy) = Yoy = Yz © Yy = 0(x) 0 0(y), esto muestra que 6 es un homomor-
fismo de grupos. Con esto en mente, consideremos el grupo G’ = N x4 H. Lo
que demostraremos es que Gy G’ son isomorfos. Definimos 1) : G’ — G como
¥(no, ho) = noho. Para mostrar que es morfismo, consideremos

Y[(no, ho)(n1, h1)] = ©¥(nebh,(n1), hohi)
= NgYhe(n1)hohi
= n0h0n1h1

= P(no, ho)(ni, h).

Como todo elemento de G se puede escribir de manera tnica de la forma nghg,
1 es una biyeccién. Esto muestra el isomorfismo.

1.6. Grupos de automorfismos y acciones

Una de las partes mas interesantes de la teoria de grupos es cuando los grupos
interactian con otros objetos matemaéticos. La forma méas comin en que un
grupo interactiia con otro objeto matematico es a través de los automorfismos
que tenga este objeto matematico. Para cualquier objeto matematico, es facil
ver que el conjunto de todas las funciones que van de este a él mismo y que son
automorfismos, forman un grupo con la operacién composicién. A este grupo se
le llama el grupo de automorfismos, usualmente se denota Aut o AUT. En la
teoria de politopos abstractos es usual encontrarlo como I'. Los automorfismos
de un politopo seran simplemente los automorfismos de ellos cuando los pensa-
mos como drdenes parciales (ver pagina 8).

Por dar un ejemplo, tomemos a la grafica G que tiene dos vértices y una arista
entre ellos. Los unicos automorfismos de este objeto son (ver 3): la identidad, y
la funcién que intercambia los vértices. Asi AUT (G) = Z/2Z.

Otra forma usual en la que un grupo interactia con otro objeto matematico
es a través del concepto de acciones. Dado un grupo GG y un conjunto X, una
accion de G en X es una funcién * : G x X — X que cumple: eq * © = = para
todo z € X,y g« (h*xz) = (gh)*x para culesquiera g, h € G y cualquier z € X,
siempre que esta accion exista diremos que X es un G-conjunto. Intuitivamente
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estamos pensando en un grupo G que tiene una forma de transformar a los
elementos de X. La érbita de un elemento x € X es el subconjunto O(z) de X
tal que y € O si y sblo si x = g xy para algin g € GG. Las 6rbitas parten en
clases de equivalencia a los elementos de X. Por ejemplo, podemos considerar
el orden parcial P = p({1,2}) con la contencién y su grupo de automorfismos
G = AUT (P), podemos pensar ahora en la accién * : G x P — P dada por
g*p=g(p) (la evaluacién). Tendremos que la érbita del elemento {1}, O({1}),
serd {{1},{2}}. Por otro lado, la érbita del elemento {1,2} serd simplemente é1
mismo, al igual que la drbita del elemento (.

Diremos que una accién actia de forma transitiva si la particién de X en orbitas
de la accidn es trivial (es decir, consta de una sola érbita). Diremos que una
accion es fiel si dado cualquier elemento g # eg tenemos que existe un elemento
z € X tal que gxr # x. La condicién de actuar fiel se puede entender intuiti-
vamente como que no haya elementos que se asemejen a la identidad. Diremos
ademas que una accion es libre si para cualquier elemento x € X y cualquier
elemento g € G\ {eg} se tiene que gz # z. La nocién de actuar libremente es
un poco més exigente que la de actuar fiel. La accién que definimos en el parrafo
anterior no es transitiva, pues (como vimos) tiene 3 érbitas. No es libre, pues el
elemento {1, 2} se queda fijo para los elementos no triviales. Pero la accién es fiel.

Dada una accién de un grupo G en un conjunto X hay una forma natural
de definir una accién de G en E(X). La accién serfa de la forma: para cada
Y C X,y g€ G tenemos que g xY = g[Y] = {g xyly € Y}. Es fécil verificar
que ésta es a su vez una accién. Si una accién de G en X se restringe a un sub-
conjunto cerrado bajo la accién, digamos Y, tendremos a su vez una accién de
G en Y. Un ejemplo de esto puede ser una érbita, pues al ser érbita es cerrada
bajo la accién del grupo. Podemos combinar las construcciones anteriores. Por
ejemplo, tomemos un orden parcial P y la acciéon natural de su grupo de auto-
morfismos. Veremos que esta accién define una accién, de manera natural en el
conjunto de banderas de P. Para esto necesitamos ver que cualquier elemento
en la érbita de una bandera es a su vez una bandera. Tomemos un elemento
g € G y una bandera B; C P. Consideremos g[B;] y extendamos este conjunto
a una bandera Bs. Si tomamos un elemento x € By \ g[B1], tendremos entonces
que g~1(x) serd comparable con todos los elementos de B; contradiciendo que
B; sea una bandera.

1.6.1. Grupos, Acciones y Politopos Abstractos

Como el estudio de los politopos abstractos estd principalmente enfocado a
entender las simetrias de ciertos objetos geométricos, el lenguaje de teoria de
grupos y acciones surge de manera muy natural. El grupo de simetrias de un
politopo abstracto P es simplemente el grupo de automorfismos cuando pensa-
mos al politopo como un orden parcial. Lo denotaremos I'(P). A los politopos
abstractos (en general los 6rdenes parciales) se les puede asignar un “segundo”
grupo de automorfismos. A este grupo se le llama el grupo de automorfismos
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extendido, y tiene por elementos al conjunto de automorfismos junto con el de
dualidades (cuando estas tltimas existan), su operacién es la composicién. Este
lo denotamos I'(P) y en el capitulo 5 nos serd de gran utilidad. Notemos que si
P es autodual (y, por lo tanto, existen dualidades de P en él mismo), la compo-
sicién de dos dualidades es una biyeccion que preserva el orden, y por lo tanto es
un automorfismo. Entonces, si P es autodual, I'( P) serd un subgrupo de indice
2 en I'(P), en cualquier otro caso I'(P) = I'(P).

Una de las acciones mas importantes que se estudian sobre un politopo es la
accion del grupo de automorfismo sobre las banderas del politopo. Diremos que
un politopo P es regular si la accién natural de T'(P) sobre las banderas de P
es una accion transitiva.

Una proposicién clasica de la teoria de politopos dice que dado un politopo
Py su grupo de automorfismos I'(P), la accién natural de éste sobre las bande-
ras de P es una accién libre. Para probarlo tomemos g € I'(P) y una bandera @
tales que g® = ®. Ahora, si ®* denota la tinica bandera de P que es adyacente
a ® en el rango ¢ se debe de cumplir que g®? = ®*, pues los automorfismos con-
servan la adyacencia de banderas. Sin embargo, por la conexidad de la grafica
de banderas, con un argumento inductivo, podemos probar que g¥ = ¥ para
cualquier bandera ¥. Esto automaticamente implica que g es la identidad del
grupo I'(P), lo cual termina la prueba.



Capitulo 2

Productos en Graficas,
Digraficas y Ordenes
parciales

En este capitulo expondremos varios tipos de construcciones y encontraremos
relaciones entre los mismos. Definiremos el producto cartesiano y producto car-
tesiano débil para graficas y digréficas, lo que es un orden discreto, y el producto
cartesiano de ordenes discretos. Con ese lenguaje podremos construir cuatro ti-
pos de productos de politopos que generalizaran construcciones clasicas como
la construccion de piramides y prismas. El capitulo se divide en seis secciones.

1.

Productos Cartesianos: En esta seccién construimos los productos carte-
sianos de graficas, digréficas y 6rdenes discretos, encontramos la relaciéon
entre ellos y probamos algunas propiedades fundamentales.

La Pirdmide: En esta seccion analizamos la construccién de la piramide
para politopos abstractos.

Primer Producto: En esta seccién generalizamos la construccién de la
pirdmide asociando esta construccién con el producto cartesiano de érde-
nes y demostramos algunas propiedades de este producto.

. El Prisma: En esta seccién analizamos la construccién del prisma para

politopos abstractos.

. Segundo Producto: En esta seccion construimos un segundo producto que

generaliza la construccién del prisma.

. Los dos productos como uno: En esta seccién replanteamos la forma de

entender a los politopos abstractos, de forma que nos permita unificar
el primer y segundo producto como casos particulares del producto car-
tesiano de érdenes. Una vez creado ese lenguaje descubrimos otros dos

21
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(v,y)

Figura 2.1: El producto cartesiano de G con Go

productos y demostramos que estos inducen construcciones particulares
de politopos abstractos.

2.1. Productos cartesianos

En esta seccion desarrollaremos todas las herramientas de construccién basicas
necesarias para comprender los capitulos subsecuentes. Empezaremos con un
par de definiciones y observaciones sobre las mismas, referentes a construcciones
estandar en la teoria de graficas. Empezaremos por definir el producto cartesiano
de gréficas [5] que ha sido trabajado desde 1960, y proseguiremos a la definicién
del producto cartesiano débil, que es de suma utilidad cuando se trata con
productos cartesianos infinitos.

Definicién 3. Dada la familia de grdficas {G;}icr, definimos el producto car-
tesiano [[,c; G de la familia G;, como la grdfica con vértices V([[;c; Gi) =
[Lic; V(Gs) y con aristas (u,v) € E([[;c; Gs) si y solo si, existe un inico indi-
ce ig tal que (uiy,vi,) € E(Gi,) y u; = v; para todas las otras coordenadas
i # 1g.

Al producto cartesiano de unicamente dos graficas lo denotaremos G10G5. Por
ejemplo digamos que G; y G son las gréaficas completas de dos vértices, Ks.
Entonces la gréafica Hle G; = G10G5 serd un cuadrado como en la figura 2.1
(pag. 22).

Demostraremos asociatividad y conmutatividad de este producto. Para demos-
trar conmutatividad del producto tomaremos dos conjuntos I y J tales que
ambos indexen a la misma familia de gréficas {G;}ier = {G,}jes vy de forma
que exista una biyeccién f : I — J, tal que G¢;) = G;. Podemos extender esta
biyeccién de indices a la biyeccién natural de los vértices de los respectivos pro-
ductos (la introducida en el capitulo 1) I [Lic:Gi = HjEJ G;. Teniendo una
biyeccion de vértices, basta con ver que se conservan las aristas para demostrar

que las gréficas son isomorfas. Como (f(u))f(i) = (u)i y (f(0)su) = (v)s, si
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tenemos que (v); = (u); para toda ¢ # ip, tendremos (f(u))f(i) = (f(v) s

para toda i # i y, por lo tanto, (f(u)); = (f(v)); para toda j # f(ig). Si
ademds sabemos que u;, es adyacente a v;, en Gy,, como (f(u))aiy) = Uiy ¥

(f(v)f(io) = Vi tendremos que (f(u))f(io) es adyacente a (f(v))f@,) en G (iy)-
La discusién anterior nos da las condiciones suficientes para asegurar que si u
y v son adyacentes, entonces f(u) y f(v) también lo son. Con un argumen-

to simétrico para la funcién f~! (y su respectiva extensién f~1) obtenemos lo

reciproco (es decir, si f(u) y f(v) son adyacentes, entonces u y v también lo
son), lo cual nos asegura el isomorfismo de graficas.

Recordando que, como vimos en la seccién 1.4, una vez que se tiene conmutati-
vidad generalizada en un producto infinito, entender la asociatividad se reduce
al planteamineto por particiones del indice podemos proceder a probar la aso-
ciatividad del producto.

Sea {G;}icsr una familia de graficas indexadas por un conjunto I. Tomemos
una particién arbitraria del conjunto I. Denotémosla por {I;} con j € J, y
consideremos P; = [],. I G;. Después consideremos [] jes Pj- Tomemos la bi-
yeccién natural (la estudiada en la seccién 1.4) que inducen estas factorizaciones
(HjeJ P;j y [L;c; Gi). Y consideremos una pareja de vértices adyacentes u, v de

jes Pj. Como la arista (u,v) estd en la grafica, u y v difieren en exactamente
una coordenada. Digamos que difieren en jo, y que ademds u;, es adyacente a
vj,. Esto sélo pasa si uj, y vj, difieren en una coordenada en el producto P,
dandonos la tinica coordenada en que difieren en el producto original [],.; G;.

El hecho de que si u y v son adyacentes en [[;.; G; implica que son adya-
centes en [] jed P;, se obtiene al observar que al diferir en una coordenada iy en
el primer producto, existird un tnico inidice I, con iy € I, tal que en ese u;,
y vj, serdn adyacentes.

Observemos que el producto finito de gréficas conexas es conexo. Esto se prueba
facilmente por induccién. Pero el producto infinito de graficas no triviales es ne-
cesariamente disconexo. Al tener una infinidad de factores no triviales existiran
dos vértices u y v que difieran en cada una de las coordenadas no triviales y
por tanto en una infinidad de ellas. Por nuestra definicién de adyacencia, para
que exista una trayectoria de un vértice al otro, es necesario que estos difieran
en una cantidad finita de coordenadas.

A las componentes conexas de un producto cartesiano (infinito), se le llama
un producto cartesiano débil. Aclaramos, sin demostrar, que las distintas com-
ponentes no son necesariamente isomorfas, asi de un producto cartesiano se
pueden derivar varios productos cartesianos débiles distintos. En la literatura
que trabaja con este tipo de productos de graficas hay dos formas de entender al
producto cartesiano débil. La primera consiste en tomar el producto cartesiano,
fijar un vértice del mismo y tomar la componente conexa que tiene a ese vértice.
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(v,2)

O Dy — -
Dy DD, (v,9)
(u,z)

(u,y)

Figura 2.2: Producto Cartesiano de digréaficas

La segunda perspectiva (igual de comun) es comenzar con gréificas que tengan
un vértice etiquetado como informacién adicional, y definir a los vértices del
producto cartesiano débil como los vértices que difieren en una cantidad finita
de coordenadas del vértice que tiene todas las etiquetas (al vértice con estas
etiquetas se le llama la raéz del producto). Ambas perspectivas son anédlogas. La
forma de denotar a un producto cartesiano débil de gréaficas es er ; Gy, donde
a representa la raiz del producto.

Observamos que la definicién que hemos dado para el producto cartesiano de
graficas se puede extender facilmente al producto cartesiano de digréficas sim-
ples, donde la orientacién de las aristas del producto es simplemente la orienta-
cién que heredan de la coordenada en la que difieren dos vértices. La figura 2.2
(pag. 24) muestra un ejemplo sencillo.

2.1.1. Ordenes discretos y preordenes

En el capitulo 2 demostraremos un teorema de factorizacién tinica para un tipo
especial de 6rdenes parciales, para eso utilizaremos una conexion intrinseca que
hay entre 6rdenes parciales y graficas dirigidas. Exploraremos un poco esta re-
lacién.

Dado un orden parcial (P, <) definiremos su grafica de Hasse como la digrafica
que tiene como vértices a los elementos de P y sus arcos son de la forma u — v,
si y sélo si u > v, y no existe z con u > z > v. Denotaremos a esta gréfica como
H(P). Por ejemplo, consideremos a la potencia g del conjunto {1,2} ordenada
por la contencién. Tenemos que H(p({1,2})) tiene arcos de {1,2} a {1}, y a
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{2}, y cada uno de estos dos conjuntos tendrd un arco a (). Estos son los dnicos
arcos, pues aunque () C {1,2}, hay al menos un elemento en medio de ellos.

De manera anéloga, dada una digréfica podemos definir un orden parcial de
la siguiente manera: los elementos del orden parcial seran los vértices de la
digréfica, y diremos que u > v si existe una trayectoria dirigida de v a v. Para
que de esta definicién obtengamos un orden parcial tenemos que pedir que la
grafica no tenga ciclos dirigidos. Pedir que la digrafica no tenga ciclos dirigidos
serd suficiente, pues la transitividad de la relacién se obtiene de la concatena-
cién de trayectorias, y la asimetria de la relacién se obtiene de la ausencia de
ciclos dirigidos. A este orden derivado de la digrafica D sin ciclos dirigidos lo
denotaremos por C(D) (haciendo alusién a la cerradura transitiva).

Definicién 4. Un orden parcial P es discreto si C(H(P)) = P. A su vez una
digrdfica D sin ciclos dirigidos es un preorden discreto si H(C(D)) = D.

Un ejemplo sencillo de orden discreto nos lo da p({1,2}) junto con la contencién.

Observemos que por nuestras definiciones, hay una biyecciéon natural entre
ordenes discretos y predrdenes discretos, dada por H con inversa C. Es de-
cir, dado un orden discreto P se tiene que H(P) es un preorden discreto y
dado un preorden discreto D tenemos que C(D) es un orden discreto. Para
demostrar esto observemos que si P cumple C(H(P)) = P, entonces H(P)
cumplird H(C(H(P))) = H(P).

Otra cosa que hay que observar es que no todos lo 6rdenes parciales son discre-
tos. Por ejemplo, consideremos a (Q, <) el orden usual de los nimeros racionales.
Tenemos que su grafica de Hasse consiste de unicamente puntos aislados, pues
el hecho de que este orden sea denso implica que ningtin punto puede cubrir a
ningun otro. Tampoco serd cierto que toda digréfica sin ciclos dirigidos sea un
preorden discreto. Podemos considerar la digréfica Dy con vértices {a,b,c} v
arcos a — b — ¢y a — c. El orden descrito por esta gréafica serd a > b > ¢ que
tendrd como grafica de Hasse a a — b — ¢ perdiendo de vista al arco a — c.
A este fenémeno le llamaremos tener un arco falso. Formalmente diremos que
un arco u — v es falso si existe una trayectoria dirigida de u a v, distinta de la
trayectoria trivial. En la figura 2.3 (pag. 26) dibujamos el ejemplo anterior.

Proposicion 4. Una digrdfica sin ciclos dirigidos es un preorden discreto si y
solo si no tiene arcos falsos. Ademds, cualquier orden parcial con una funcion
de rango estricta en los enteros serd un orden discreto.

Demostracion. Observamos que la digrafica de Hasse de un orden no tiene arcos
falsos por construccién, pues sélo ponemos un arco entre dos elementos si uno
cubre al otro. Esto prueba la necesidad en el primer enunciado. Tomemos ahora
una digréafica D sin ciclos dirigidos, que no tenga arcos falsos. Tomemos un arco
u — v. Como este arco no es falso, tenemos que no hay una trayectoria dirigida
diferente de la trivial de u a v. Por lo anterior, u cubrird a v en C(D), y el arco
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Dy arco falso H(C(Dy))

Figura 2.3: Ejemplo de arco falso

u — v estard en H(C(D)). Por otro lado, si el arco a — b estd en H(C(D)),
tendremos que a > b en C(D), por lo cual debe de existir una trayectoria de
a a ben D. Como ademds a cubre a b, esto deja como Unica posibilidad de
trayectoria a la trivial. Esto prueba la suficiencia de la primera afirmacién.

Para la segunda afirmacién basta ver que si a < b, entonces hay una suce-
cién creciente de a a b, de tamaifio finito, tal que un término es cubierto por su
consecutivo. Esto hard que en la respectiva grafica de Hasse podamos encontrar
una trayectoria dirigida de a a b. Al tomar la cerradura C, obtendremos de
nuevo a > b. A su vez, si dos elementos eran incomparables, no habrd forma
de encontrar una trayectoria dirigida de uno a otro, y por ende seguirdn siendo
incomparables en el nuevo orden. O

Definiremos ahora el producto cartesiano de érdenes parciales, y por si el lector
sentia algo de curiosidad, los nombres no son coincidencia.

Definicién 5. Dados dos drdenes parciales P = (X, <p) y Q = (Y, <) defini-
mos R= P ® Q como el orden parcial con elementos en P X Q y con relacion:

(vo,wo) <r (v1,w1) & vo <p v1 Yy wo <Q Wi

En la figura 2.4 (pag. 27), hemos dibujado el producto de dos 6rdenes que tienen
Unicamente dos elementos, uno mayor que el otro. Representamos al orden con
una digrafica donde un elemento x es mayor que otro, digamos ¥, si y sélo si
hay un arco de x a y.

A continuacién veremos la principal relacion que hay entre el producto carte-
siano de digraficas y el producto cartesiano de érdenes discretos.

Proposicién 5. Dados dos drdenes discretos A y B tenemos que H(A)OH(B) =
H(A® B).

Demostracion. Ambas digraficas tienen los mismos vértices, pues la funcién H
evaluada en un orden tiene como vértices a los elementos del orden, y porque
ambos productos (O, ®) trabajan con el producto cartesiano (conjuntista) de
sus respectivos factores (es decir, V(H(A® B) = A x B = V(H(A)OH(B))).
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Figura 2.4: Producto cartesiano de dos 6rdenes parciales

Basta con ver que también tienen los mismos arcos.

Tomemos un arco de la grafica H(A)OH(B), (a,b) — (¢, d). Por la definicién
de nuestro producto cartesiano de digraficas debe de suceder que a = ¢ 6 b = d,
sin pérdida de la generalidad, supondremos que a = c¢. De esta suposicion, ob-
tenemos que b — d en H(B). Esto nos dice que d <p b, a = ¢ y b cubre a
d en B. Por lo tanto, (¢,d) <aep (a,b). Como (¢,d) <aep (z,y) <aep (a,b)
automdticamente implica x = a = ¢y que y € {b,d}, obtenemos que (a,b) cubre
a (c,d) en A® B. Esto hace que tengamos un arco de (a,b) a (¢,d) en H(A® B).

Supongamos ahora que tenemos un arco de (a,b) a (¢,d) en H(A ® B). Te-
nemos que (a,b) cubre a (¢,d) en A ® B. Como (¢,d) < (¢,b) < (a,b) y (a,b)
cubre a (c,d), alguna de las igualdades a = ¢ 6 b = d se tiene que dar. Sin
pérdida de la generalidad, supongamos que a = ¢. Ademas, si d < x < b se diera
para algun z, entonces (a,d) < (a,z) < (a,b) contradiciendo que (a,b) cubre a
(c,d). De esta forma tenemos que b cubre a d. Esto muestra que b — d en H(B)
y por tanto (a,b) — (¢,d) en H(A)OH (B). Esto termina de mostrar que las dos
digraficas son iguales. O

Otra forma de entender a los érdenes discretos junto con el producto cartesiano
de dos o6rdenes es como un monoide conmutativo. Podemos hacer lo mismo
con los predrdenes discretos, junto con su producto cartesiano de digraficas.
Las afirmaciones pasadas mostrarian que estos dos monoides serian isomorfos,
con el isomorfismo H y su respectiva inversa C. Este isomorfismo lo usaremos
mucho en el siguiente capitulo, por ahora podemos obtener como corolario que
el producto cartesiano de érdenes discretos es asociativo y conmutativo, ya que
el producto cartesiano de preérdenes discretos lo es.

2.1.2. Politopos abstractos

Como todo politopo abstracto es un orden discreto (pues tiene una funcién de
rango estricta), y podemos recuperar toda la informacién del politopo de su
grafica de Hasse, empezaremos a pensar a los politopos como predrdenes dis-
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cretos. Cuando queramos probar que cierto orden discreto tiene una propiedad,
nos referiremos a su preorden como el mismo objeto, y es posible que en una
misma prueba usemos ambas representaciones.

Daremos ahora una herramienta técnica que nos sera util para algunas cons-
trucciones. Demostraremos que el producto cartesiano ® preserva: érdenes gra-
duados, tener maximo, tener minimo, ser conexo y ser fuertemente conexo.

Lema 1. Si P y R son dos drdenes con mdzimo (respectivamente minimo),
entonces P ® R tiene mdximo (respectivamente minimo).

Demostracion. Si Mp y Mg denotan los maximos de P y R respectivamente
entonces, (Mp, M) es el méximo de P ® R. Esto se deduce inmediatamente de
la definicién del orden P ® R. O

Lema 2. Si P y R son dos drdenes graduados con banderas de altura n y m
respectivamente, entonces P ® R es graduado con banderas de altura n + m.

Demostracion. Esto es una consecuencia de que un elemento (¢, d) cubrird al
elemento (a,b) siy sélo si a = ¢y d cubre a b en R 6, de forma simétrica, si
b=d y c cubre a a en P. Podemos definir

grad((a,b)) = grad(a) + grad(b),

ésta serd la funcion de grado que nos funcione, pues tomando dos elementos del
orden P ® R tales que (a,b) < (¢,d) tendremos que a < ¢y b < d por lo cual

grad(a) + grad(b) < grad(c) + grad(d).

Ademés, si (¢, d) cubre a (a,b), por la observacién inicial y por el hecho de que
P y R son graduados, la diferencia de sus grados serd necesariamente uno. La
altura de las banderas resulta del hecho de que si las banderas tenian altura
n y m respectivamente, cualquier elemento Mp € P que sea maximal cumple
grad(Mp) = n y cualquier elemento Mp € R cumple grad(Mg) = m. Asi, cual-
quier maximal de este orden (de la forma (Mp, Mg)) cumple grad((Mp, Mg)) =
n+m. O

Observemos que los segmentos de un producto son el producto de los segmentos.
Para ser mds claros, si (a,b) y (c,d) son elementos de P ® R, el segmento
[(a,b), (¢, d)] es el mismo orden parcial que el producto de segmentos [a, c]®[b, d].
Asimismo, el segmento superior [(a,b),o0] serd el mismo que el producto de
segmentos [a, 00| ® [b, co]. Andlogamente con segmentos inferiores. Probaremos
ahora que el producto de 6rdenes fuertemente conexos es fuertemente conexo.

Lema 3. Si P y R son dos ordenes fuertemente conexos, entonces P ® R es
fuertemente conexo.

Demostracion. Demostremos primero que el producto de ordenes conexos es
conexo. Sean P y R dos o6rdenes conexos. Supongamos que uno de ellos tiene
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una cara propia, digamos P. Sea (a,b) un elemento del orden P ® R tal que
a es un elemento propio en P, autométicamente (a,b) serd un elemento pro-
pio de P ® R. Tomemos otro elemento (¢,d) que sea propio en P ® R. Por
conexidad en P y en R hay una sucesion d = by, by1,...,b, = b de elemen-
tos propios (salvo, quizds b y d) e incidentes en R, y a su vez, una sucesién
¢ =ag,ai,...,a, = a de elementos propios (salvo, quizds ¢) e incidentes en P.
Sean xg = (¢,d), 1 = (a1,d),... 2, = (a,d), Tpy1 = (a,b1) ... Tpem = (a,b).
La sucesion g, 1, ..., Zn1m s una sucesién de elementos propios (pues en cada
uno de ellos, al menos una coordenada es propia) incidentes en P ® R, podemos
concluir que P ® R es conexo.

El 1nico caso que no hemos contemplado hasta ahora es aquel en el que ni
P ni R tienen elementos propios, pero eso sélo sucede si ambos consisten del
orden con unicamente maximo y minimo, o alguno de ellos es el orden trivial.
El tnico caso interesante es el primero, en este el producto de los érdenes es
una arista (pensindolo como politopo abstracto), que por definicién es conexa.

Ya que hemos demostrado que el producto de érdenes conexos es conexo, pode-
mos usar las observaciones que preceden a esta proposicién para demostrar que
el producto de érdenes fuertemente conexos son fuertemente conexos. O

La tnica propiedad que nos faltaria probar para que el producto de érdenes
conservara el hecho de ser un politopo, es la propiedad diamante, sin embargo,
dejaremos esta prueba para las proximas secciones de este capitulo.

2.2. La piramide

Como en muchas ramas de las matemdticas (en especial las geométricas) se co-
mienza con una construccién conocida en un caso particular y se procede a ge-
neralizar dicha construccion. En este caso haremos lo mismo. Dado un poligono
(o un 2-politopo) sabemos muy bien lo que significa construir una pirdmide
que tenga como base ese poligono. Es lo mismo que imaginar el poligono plano
en el espacio tridimensional, agregar un vértice fuera del plano generado por
el poligono, trazar una arista del nuevo vértice a cada uno de los vértices del
poligono, y rellenar los tridangulos que se forman entre el nuevo vértice y los lados
del poligono. Esta construccién nos da un poliedro (o un 3-politopo). Imagine-
mos que hacemos esta construccién, pero ahora con una arista (o un 1-politopo)
y con un vértice (o un 0-politopo), lo que nos quedaria es un tridngulo, y una
arista, respectivamente.

Estas construcciones las hemos hecho desde el nivel geométrico. Observemos
qué pasa una vez que traducimos estos objetos al nivel combinatorio. Trazan-
do algunos diagramas de Hasse de pirdmides de poligonos (por ejemplo el de
la figura 2.5 pag. 30) podremos observar que la figura de vértice (este término
se refiere al segmento superior de algin elemento de rango 0) del vértice que
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Figura 2.5: Pirdmide de un tridngulo, con su diagrama de Hasse

agregamos, es un politopo isomorfo al poligono original. Si coloreamos de azul
las caras de esta seccién (la figura de vértice), de rojo el resto de las caras y
de verde las aristas del diagrama que une una cara roja con una azul (como
en la figura 2.5 pag. 30), observaremos que el diagrama de la pirdmide de un
poligono consiste de dos copias del mismo. Una de estas copias esta dibujada en
un rango mayor que la otra, y hay una arista uniendo caras correspondientes de
la copia. Esta meticulosa descripciéon da pie a convertirse en una definicién de
la piramide, pues al cambiar en la descripcién la palabra poligono por politopo,
nos queda otra descripcion bien definida.

Definicién 6. Dado un politopo P definimos su pirdmide Pyr(P) como el po-
litopo descrito por el diagrama de Hasse que consiste de dos copias de P, una
dibujada en el rango 1 y la otra dibujada en el rango 0, y una arista uniendo
cada par de caras correspondientes de las copias.

En la figura 2.6 (pag. 31) exponemos la iteracién de la operacién pirdmide
sobre el punto con sus respectivos diagramas de Hasse. Aunque demostrar que
este objeto en efecto es un politopo sea sencillo, lo pospondremos a la seccién
siguiente donde contaremos con una herramienta de construccién generalizada.

2.3. Primer producto

Resulta ser que el producto cartesiano de érdenes nos da de forma natural cua-
tro tipos distintos de productos entre politopos. En esta seccién exploraremos
el més sencillo, que generaliza la construcciéon de la piramide. Intuitivamente
este producto mezcla combinatoriamente dos politopos de forma que cada uno
de ellos resulte como seccién del producto, y que dichas secciones del producto
compartan unicamente la cara vacia. La forma méas natural de definir un pro-
ducto entre dos politopos es como el producto cartesiano de érdenes parciales
que hemos desarrollado en las secciones anteriores.
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Politopos

Diagramas de Hasse

[I: Q%%

v Pyr(V)
Pyr*(V) Pyr(V)

Figura 2.6: Las iteraciones de la operacién Pyr, sobre el punto

Teorema 1. Si P y QQ son dos politopos, entonces el orden parcial L definido
como L =P ® Q también es un politopo.

Demostracion. Por los lemas 1, 2 y 3 sabemos que L es un orden parcial, gra-
duado, con méximo y minimo que es fuertemente conexo. Lo tnico que falta es
demostrar que ademas cumple la propiedad diamante. Tomemos dos elementos
de nuestro orden (a, b) y (¢, d) tales que (a,b) < (¢,d) y tal que la diferencia entre
los rangos sea dos. Como grad(a,b) = grad(a)+grad(b), las inicas opciones que
tenemos son grad(c) — grad(a) =1 = grad(d) — grad(b) 6 grad(c) — grad(a) = 2
(y por lo tanto grad(b) = grad(d) ) y su caso simétrico. En el segundo ca-
so tenemos b = d, y por ser P un politopo y cumplir la propiedad diamante,
existirdn exactamente dos elementos x y y que cumplan a < = y < ¢, esto
nos da inmediatamente que (z,b) y (y,b) son los tnicos elementos tales que
(a,b) < (z,b),(y,b) < (¢,b) = (¢,d). Esto muestra que en este caso se cumple
la propiedad diamante. En el primer caso los tinicos dos elementos que estardn
entre (a,b) y (¢,d) serén (a,d) y (c,b), pues d cubre a b y ¢ cubre a a. O

Con este lenguaje podemos definir de forma més cémoda Pyr(P) = PGV, don-
de V es el dnico politopo de rango 0 (el punto). Esto se debe a que la primera
definicién es una descripcién de un producto de graficas de Hasse, la segunda es
un producto de érdenes parciales y conocemos la asociacién entre el producto
de graficas de Hasse y sus respectivos 6rdenes discretos. Como la construccién
de la piramide es un producto de dos politopos, tenemos que para todo politopo
P el orden Pyr(P) serd un politopo.
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Politopos
[ ] —— o I

Prismas de politopos

W oA

Figura 2.7: Algunas figuras con su respectivo prisma

Otra observacién que serd de suma importancia posteriormente es que en P® )
el segmento inferior [co, (P,0)] es isomorfo a Py el segmento superior [(P,0), o0]
es isomorfo @) (ambos con las proyecciones naturales). De alguna forma hemos
logrado apilar combinatoriamente a Py Q.

Dada una nocién de producto, es natural definir la nocién de elevar a poten-
cias naturales, esto consiste simplemente en la iteraciéon de la operacion. Esta
nocién de potencia nos ayudara a expresar de manera sintética una familia de
politopos muy famosa: los simplejos. El n-simplejo es simplemente (V)™ la n-
ésima potencia del punto. Esta propiedad es una consecuencia inductiva de que
el n-simplejo es la pirdmide del (n — 1)-simplejo.

2.4. El prisma

El prisma, como la piramide, es una construccién geométrica con la que nos fami-
liarizamos desde muy temprano en nuestra formacién matemética. Intuitivamen-
te sabemos que para formar el prisma que tenga por base a un poligono fijo, lo
tnico que tenemos que hacer es dibujar dos copias geométricas del poligono, una
frente a la otra, unir con aristas vértices correspondientes y unir con rectdngulos
aristas correspondientes.

Si aplicamos este algoritmo de construccion a la arista y el vértice obtendremos
un cuadrado y una arista, respectivamente. Lo que sucede combinatoriamente es
un poco mas complicado que con la pirdmide, pero de igual manera analizable.

Empecemos por analizar lo que sucede con la arista. Sabiendo que el prisma de
la arista es el cuadrado, dibujemos ambos como diagramas de Hasse, pero por
el momento olvidémonos en ambos dibujos del elemento minimo (la cara vacia).
Ubiquemos en el cuadrado combinatorio (ver figura 2.8 pag. 33) las dos copias
de aristas (es decir, dos aristas ajenas) una de verde y la otra de rojo (incluyendo
todos los vértices incidentes en ellas). En el dibujo deberfan quedar sélo 3 caras
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Aritsta Cuadraado Cubo

Figura 2.8: Diagramas de Hasse de la arista, el cuadrado y el cubo

sin colorear (dos de grado 1 y la de grado 2). Observemos que el orden parcial
determinado por estas 3 caras es isomorfo al orden parcial de la arista cuando
eliminamos la cara vacfa. Haciendo este mismo andlisis con un cuadrado (y su
respectivo prisma: el cubo) podemos colorear dos copias ajenas de cuadrado (de
nuevo ignorando la cara vacia) y el orden parcial de las caras no coloreadas
serd isomorfo al orden parcial de un cuadrado sin cara vacia. Lo que hacemos
para formar el prisma, es tomar tres copias del poligono original sin minimo, y
unir las copias. A continuacién daremos una descripcién méas detallada.

El algoritmo para constuir un prisma dado un politopo en general, es descrito
de la siguiente manera:

1. Toma el diagrama de Hasse del politopo original y quita el elemento mini-
mo (o elemento vacio). Etiqueta cada cara del dibujo (de manera que caras
distintas reciban diferentes etiquetas).

2. Dibuja tres copias del diagrama de Hasse etiquetado, las primeras dos
empezando en el rango 0 y la tercera en el rango 1. Anexa las etiquetas
con las copias.

3. Dibuja una arista por cada par de caras que compartan etiqueta y tengan
un rango distinto.

4. Agrega la cara minima de rango -1 al diagrama de Hasse.

En la préxima seccién entenderemos mas formalmente esta construccién una
vez que hayamos desarrollado y entendido un nuevo producto.

2.5. Segundo producto

En esta seccién generalizaremos la construccion del prisma, y obtendremos como
corolario que ésta nos induce siempre un politopo. Para eso introduciremos el
producto 2 entre dos politopos. Intuitivamente este producto mezcla geométri-
camente a los politopos.
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P
! B P2 P,

Figura 2.9: Las graficas de Hasse del producto ®2 de dos érdenes discretos con
minimo

Definicién 7. Dados dos ordenes parciales P = (P,<p) y Q = (Q,<g) con
minimos mp y mq, respectivamente, definimos R = P ©2 QQ como el orden
parcial con elementos en (P\ {mp} x Q\ {mq}) U{(mp,mq)} y con relacién

(vo,wo) <g (vi,w1) & vo <p v1 Yy Wy <Q Wi.

A este producto lo llamaremos el producto geométrico de 6rdenes. En la figura
2.9 (pag. 34) podemos ver diagramas de Hasse de este producto.

Demostraremos ahora que este producto es asociativo y conmutativo:
Proposicion 6. El producto geométrico de drdenes es asociativo.

Demostracion. Sean P = (P,<p), Q = (Q,<q) y R = (R,<pg) tres érdenes
parciales con minimo y consideremos

L= ((P®Q)® R)

M = (P ®2(Q®2 R)).

Observemos que

LA\ {((mp,mg) ma)} = (((P\ {mp}) © (@\ {mg}) © (R\ {ma}))

M\ {(mp, (mo,mr))} = ((P\ {mp}) © (@) {mg} © (R\ {mr}))
De forma que por asociatividad de ® tenemos
L\ {((mp,mq),mg)} = M\ {(mp, (mq,mr))}

y como ((mp, mQ)7mR)} y (mp, (mQ,mR)) son ambos minimos tenemos que
L=M. ]
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Proposicion 7. El producto geométrico de dos drdenes parciales es conmuta-
tivo.

Demostracion. Sean P = (P,<p)y Q = (Q, <g) dos érdenes parciales y consi-
deremos L = (P©2 Q) y M = (Q ®2 P). Definiremos el isomorfismo f : L — M
como f((v, w)) = (w,v). Esta es una biyeccién entre L y M. Ademds

(vo, wo) < (vi,w1) & ((vo <p v1) y (wo <@ w1)) & (wo,v0) <nr (wi,v1).

Por lo tanto
a<pbs fla) <uy f(b)

cuando a, b € L. Esto prueba que f es un isomorfismo. O

La razén por las cual las pruebas de asociatividad y conmutatividad del produc-
to ® pueden ser utilizadas para demostrar estas propiedades del otro producto
®2, es porque en el fondo S ®4 T es un suborden de S ® T'. Es el suborden in-
ducido por todos los elementos que tienen un nimero par de veces al elemento
minimo entre sus coordenadas.

El motivo por el cual quitamos el elemento minimo de los politopos para cons-
truir el producto geométrico de ellos es que la cara vacia (el minimo de un
politopo) es la tnica que no tiene significado geométrico intrinseco. Si recorda-
mos el capitulo 1, agregamos esta cara para describir con mayor elegancia a la
familia de los politopos. Es por eso que para recuperar combinatoriamente el
producto geométrico tenemos que deshacernos de esta cara, multiplicar y agre-
garla de nuevo. Podemos observar que el orden que consiste de dos elementos
(uno mayor que el otro) funge como identidad bajo este producto.

Aunque la definicién 7 hace referencia a cualquier orden parcial con minimo
arbitrario, podemos restringir su estudio a los politopos abstractos. Es por eso
que demostraremos que este producto conserva la propiedad de ser politopo.

Teorema 2. Si P y Q son dos politopos, entonces el orden parcial L definido
como L = P ®y Q) también es un politopo.

Demostracion. Sabemos que L es un orden parcial, pues este producto define
6rdenes parciales. Si llamamos mp y mg respectivamente a los minimos de
Py Qy Mp, Mg a los maximos de los mismos, obtendremos a (mp,mg) y
(Mp, Mg) como el minimo y méximo de L.

Para probar la conexidad fuerte de L, tomemos un segmento [(po, q), (p1, ql)] C

L. Si pg # mp, entonces qo # mq y [(po.qo), (p1,q1)] es isomorfo a [pg,p1] ®
[qo, ql] que nos da un politopo y por ende un orden conexo. Si pg = mp, enton-
ces qo = mq y si ademds p; < Mp 6 ¢1 < Mg, tenemos que

[(P0,q0), (p1,@1)] = [(—o0, p1] \ mp) @ [(—o0, 1] \ mq) U (mp,mq)
[poam] ©2 [(Jo,m] (2.1)
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que por induccién fuerte se tiene que es conexo. De forma que sélo basta veri-
ficar que L es en si conexo. Para probar que L es conexo tomemos (po,qo) de
forma que py sea una cara propia en P, tomemos otro elemento (p1, ;) propio
arbitrario. Como P y @ son conexos, existen sucesiones p; = sq, S1,---, Sk = Po
con todas sus caras propias (excepto quizds p1) y ¢1 = ¢o,C1,-..,¢ = Go con
todas sus caras propias (excepto quizds ¢q1 y/o go) con términos consecutivos
incidentes en Py @) respectivamente. Definiendo la sucesién

(p1,q1) = (80,¢0), (51,¢0) -+, (Po,co) = (Sky€0), (Sks€1)y - (Sk,ct)

obtendremos una sucesién de caras incidentes y propias entre (so,co) v (S, ¢i)
mostrando que este orden es conexo.

Para probar que todas las banderas tienen la misma altura, basta con obser-
var que las tnicas tres maneras en que dos caras de un producto cumplan que
(p1,q1) cubre a (pg, qo), son: si pg = p1 # mp y q1 cubre a qg; p1 cubre a pg y
go = q1 # mq; 6sipo =mp,q0 = mqg y p1, ¢1 cubren a py y o respectivamente.
Asf{ las banderas en el producto son suceciones (pg, qo), (P1,91) - - - (Pn, gn) con
(po,q0) = (mp,mgq), p1 y ¢1 cubren a py y go respectivamente y ademds para
todo i > 0, p; = Pi4+1 ¥ ¢i+1 cubre a q; 6 p;41 cubre a p; y ¢; = ¢;+1. Observa-
mos entonces que si el tamano de las banderas de Py Q eran n+ 2y m + 2
respectivamente, el tamano de las banderas de L sera: n + m + 2. Siendo un
orden con maximo, minimo y banderas equipotentes finitas, automaticamente
es un orden graduado.

Por dltimo, mostraremos la condicién diamante: tomemos dos caras (a,b), (¢, d)
tales que (a,b) < (¢, d), (a,b) # (mp,mqg) y grad(c,d) — grad(a,b) = 2. Co-
mo [(a,b), (Mp, Mq)] = [a,Mp] © [b, Mg] y el término derecho sabemos que
es un politopo, satisfacera la condicién diamante. Entonces, si tomamos x que
cumpla (a,b) < z < (¢, d), tenemos z € [(a,b), (Mp, Mg)], pero la condicién
diamante en [(a,b), (Mp, Mg)] nos dice que hay exactamente 2 caras = que lo
cumplen. Si ahora (a,b) = (my,my) y grad(c,d) — grad(a,b) = 2 es porque
grad(c) — grad(a) = 2 y grad(d) — grad(b) = 1 (o su respectivo caso simétrico).
Al cumplir P la condicién diamante tenemos que existen exactamente 2 ele-
mentos de P que satisfacen a < z,y < ¢, los elementos (z,d) y (y,d) serdn los
Unicos que satisfagan: (a,b) < (z,d) y (y,d) < (¢,d), ya que cuando tomamos
una pareja (w, z) tal que (a,b) < (w, 2) < (¢,d) y consideramos el caso z = mq
tenemos automdticamente w = mp y (a,b) = (w, z) y, por lo tanto, z =d. O

Ya teniendo esta herramienta podemos definir el prisma de un politopo, como
Pris(P) = P ®3 A, donde A es el unico politopo de dimensién 1 (es decir, la
arista). Con el segundo producto que hemos construido podemos describir de
manera muy sintética otra familia muy importante en el mundo de los politopos:
los hipercubos. El cubo de dimensién n es simplemente A7 donde tomamos la
potencia de la arista usando el segundo producto ®,. Esto es una consecuencia
inductiva de que el n-cubo es el prisma del (n — 1)-cubo.
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2.6. Los dos productos como uno

En la seccién anterior encontramos conexiones entre los dos productos, de he-
cho, en varias demostraciones del segundo producto usdbamos informaciéon que
conociamos del primero. En esta seccién se expondréd una forma de entender a
los dos productos como uno solo de forma que nos permita hacer pruebas para
un solo producto. No cambiaremos nada en esencia, es sélo una pausa semanti-
ca que se utilizard para acortar algunas demostraciones en el resto del trabajo.
Entenderemos cuatro tipos de representaciones abstractas de politopos:

1. Los usuales (con méximo y minimo).
2. Con sélo méaximo.

3. Con sélo minimo.

4. Sin maximo ni minimo.

Y daremos sus respectivas axiomatizaciones. Todos son 6rdenes parciales gra-
duados, con banderas equipotentes, fuertemente conexos;

1. Los usuales: (denotados Poly')

= Tienen maximo y minimo.

» Cumplen la condicién diamante usual (denotada D1).
2. Con s6lo méaximo: (Denotados Poly?)

= Tienen maximo.

= Cumplen diamante?, denotada D?. Esto es, al agregar un minimo
absoluto al orden, se cumple la condicién diamante. A este minimo
lo llamaremos el falso minimo.

3. Con s6lo minimo. (Denotados Poly?)

= Tienen minimo.

= Cumplen diamante®, denotada D3. Esto es, al agregar un maximo
absoluto al orden, se cumple diamante. A este méximo lo llamaremos
el falso maximo.

4. Sin maximo ni mfnimo. (Denotados Poly?)
= Cumplen diamante?*, denotada D*. Lo cual quiere decir que cumple
D? y D3.

En la figura 2.10 (pag. 38) damos las distintas representaciones de un tridngulo
en las distintas clases Poly’. Una conclusién que el dibujo nos invita a obtener,
es que los elementos de Poly® son los mismos que los de Poly’ salvo que en
algunos hemos quitado o agregado maximos y minimos segin sea el caso. La
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Tridngulo Trigngulo en Poly' Trianguloen Poly®
Tridngulo en Poly® Triagngulo en Poly*

Figura 2.10: Diagramas de Hasse de las distintas representaciones del tridngulo
en Poly’ parai=1,...,4

afirmacion pasada es casi precisa, excepto que tenemos el siguiente caso degene-
rado. Tomemos la arista abstracta en Poly' y tomemos el suborden que resulta
de quitar tanto el minimo como el maximo del orden. El orden resultante no es
conexo bajo nuestra definicién de conexidad, lo cual implica que no es fuerte-
mente conexo. Eso automaticamente nos dice que este orden no puede ser un
miembro de Poly*. Afortunadamente este es el nico caso degenerado.

A continuacién demostraremos cosas que nos seran de gran utilidad para las
préximas secciones y haremos observaciones importantes. La primera observa-
cién que es importante hacer, es que Poly® N Poly) = {N} si i # j, donde N
representa el orden parcial con un tinico elemento. Esto se debe a que si un orden
parcial tiene un méximo diferente del minimo, entonces no puede satisfacer D?
va que si M es el maximo y a es cualquier elemento cubierto por M tendremos
que existird sélo un elemento (M) en el segmento comprendido entre a y el
nuevo maximo (el maximo falso). De manera anédloga si un orden tiene minimo
diferente del maximo no puede satisfacer D2. Esto deja como tnica posibilidad
que Poly’ N Poly’ C {N}. Pero N satisface D', D? y D? y por lo mismo D*.

Hemos cambiado drasticamente nuestro lenguaje. En las secciones anteriores
entendiamos a los politopos abstractos como un tipo particular de orden parcial
que cumplia ciertas caracteristicas, y sobre ellos podiamos definir dos produc-
tos distintos. En este nuevo escenario tendremos un sélo producto y distintos
tipos de érdenes parciales. Podriamos continuar el trabajo olvidandonos abso-
lutamente de la parte geométrica y demostrar teoremas estructurales para estos
tipos de ordenes parciales, pues los teoremas no dependen de la interpretacién
que queramos darle a los 6rdenes, pero el propdsito de estudio de los politopos
abstractos es entender a los cuerpos geométricos, y por eso haremos algunas
anotaciones sobre las interpretaciones.

La filosofia de los politopos abstractos es poder representar a los politopos
geométricos de forma combinatoria, y estudiar de manera sistemética todas
las propiedades recuperables de esta representacién. Poly' es la representacién
usual con la que trabajamos en las primeras secciones. En esta seccién estamos
proponiendo otros 3 tipos de representaciones, y la razén por la que hacemos
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esto es la claridad combinatoria que le ofrece a nuestros argumentos. Cuando
tengamos un politopo geométrico P y nos querramos referir a su representacién
en Poly’ simplemente escribiremos P?. Recordemos que en el capitulo 1, cuando
discutimos conexidad, agregamos de manera casi arbitraria 3 érdenes parciales
que eran conexos por mas que el orden de caras propias no lo fuera. Estos tres
érdenes corresponden a las representaciones de la arista en Poly® parai = 1,2,3.

Demostraremos que @ preserva las propiedades D? para i = 1,...,4. Para eso
usaremos una notacién concisa. Dados dos elementos x, y de un orden discreto,
diremos que = «’ y si y sélo si x < y y ademés las trayectorias dirigidas en la
grafica de Hasse del orden discreto de y a x de longitud minima miden exacta-
mente 7. Una reformulacién sencilla dice que cuando a cubre b escribimos b <! a.
En el caso de érdenes graduados, todas las trayectorias dirigidas de un punto a
otro, tienen exactamente la misma longitud, pues cada paso en una arista obliga
a bajar en exactamente una unidad el rango. Otra observacion sencilla es que
podemos reformular la condicién diamante D' al siguiente enunciado. Si z y y
son dos elementos de un orden tales que = «? y, entonces hay exactamente dos
elementos z,w con x < z,w < y.

Lema 4. Si P y R son dos drdenes que cumplen D', entonces P ® R cumple
D*.

Demostracion. Sean Py R érdenes discretos que cumplan D!. Tomemos (a, b)
y (¢,d) en P ® R con (a,b) 4® (c,d). Las tinicas maneras en que (a,b) <€* (c,d)
puede suceder son si a €' cy b 4! dosia €® cy b «® d con su respectivo
caso simétrico. En el primer caso (a,d) y (¢,b) completardn el diamante, y en
el segundo caso, por cumplir P la propiedad D', se tiene que hay dos tinicos
elementos digamos s y h con a < s,h < ¢y asf los elementos (s,d) y (h,d) son
los que formaran el diamante.

Lema 5. Si P y R son dos drdenes que cumplen D?, entonces P ® R cumple
D?.

Demostracion. Sean Py R 6rdenes discretos que cumplan D?2. Por la afirmacién
anterior y la observacién de que un segmento en un producto es el producto de
los respectivos segmentos, sélo falta verificar la condicién diamante sobre el falso
minimo. Para eso tomemos (a,b) € P ® R que cubra a un elemento minimal
(mp,mpg). Sin pérdida de la generalidad, a # mp y b = mpg. Por cumplir P
la propiedad D? existen dos tinicos h, s con h, s 4! a (donde uno de ellos es
mp) y asi (h,b), (s,b) < (a,b), ademés son los unicos por ser b minimal en R.
Probando que en el falso minimo también se da la condiciéon diamante. O

Lema 6. Si P y R son dos drdenes que cumplen D3, entonces P ® R cumple
D3.

Demostracion. La demostracién de esta afirmacién se sigue de que un orden
parcial cumple D? si y sélo si su dual cumple D?3. O
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q
Al o2 Al =t Ao A2 =C?
[ J [ °

Figura 2.11: Comparacion entre el producto ®y de dos aristas y multiplicar en
Poly? las respectivas representaciones de la arista

Podemos observar que por la definicién de D* y porque el producto conserva D>
y D3, también preservard D*. Por dltimo podemos sintetizar las observaciones
de esta seccién en el siguiente teorema.

Teorema 3. FEl producto cartesiano de drdenes discretos ® es cerrado en Poly’
parai=1,...,4., es decir, P, Q € Poly’ implica que P ® Q € Poly’.

Este teorema nos permitira construir una muy amplia variedad de politopos
con estos cuatro tipos de productos distintos. Sin embargo, como veremos més
adelante, la mayoria de estos no son regulares.



Capitulo 3

Teoremas de Factorizacion
Unica

3.1. Factorizacion tnica en graficas conexas

En esta seccién demostraremos un teorema fundamental en el estudio del pro-
ducto cartesiano de gréficas. El teorema nos dice que cualquier grafica conexa
puede verse como un producto (posiblemente infinito) de gréficas irreducibles.
Nos dice ademés que esta representacién es unica salvo por el orden de los facto-
res. Este resultado se conoce desde 1960, fue inicialmente probado por Sabidussi
[5] y desde entonces se han encontrado distintas pruebas y generalizaciones. La
prueba que daremos es mucho més reciente [3]. En esta seccién todas las graficas
denotadas por G las asumiremos conexas. Todo lo que haremos se puede exten-
der al lenguaje de digréficas y multigraficas, y las pruebas son analogas. Sin
embargo, mantendremos la prueba para graficas simples por motivos didacti-
cos. Posteriormente demostraremos de otra manera el teorema para digraficas.
Empecemos con algunas definiciones.

Definicién 8. Dada una grdfica conexa G y una subgrdfica conexa H de G.
Decimos que H es convexa en G, si y sdlo si dados cualesquiera dos vértices v
yu de H, y dada cualquier (u,v)-trayectoria de tamarno minimal en G, se tiene
que dicha trayectoria es una subgrdfica de H.

Esta nocién pretende particularizar a graficas la nocién de que un espacio métri-
co conexo por trayectorias sea convexo en otro. Cuando G se entienda del con-
texto, simplemente diremos que H es convexa. En la figura 3.1 (pag. 42) damos
un ejemplo de graficas convexas.

Resulta ser que los productos cartesianos de gréficas estan intimamente relacio-
nados con la nocién de convexidad que acabamos de dar, sin embargo, tendre-
mos que pedir una nocién de convexidad maés particular para lo que haremos

41
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Lasubgrficaroja  Lasubgraficarojano es convesa
es convewa. pues tiene una trayectoria de tamafio

Minimo quenoesroja

Figura 3.1: Gréfica convexa y no convexa

R

Conveza Conveza No conveza.
Figura 3.2: Coloraciones convexas y no convexas

en adelante. Es por eso que introducimos la nocién de que una relacién de equi-
valencia (o coloracién) sea convexa en una grafica. En cierto sentido estamos
permitiéndonos entender a la convexidad inclusive cuando contamos con objetos
disconexos. Formalmente la definimos asi:

Definiciéon 9. Dada una relacion de equivalencia ~ sobre las aristas de una
grifica G, decimos que ésta es convera en G, si y solo si para cualquier clase de
equivalencia C de ~ se cumple que las componentes conexas de C' son convezas

en G.

En la figura 3.2 (pag. 42) damos un ejemplo de coloracién convexa.

Parafraseando la definicién 9, dada una coloracién de aristas de G (toda co-
loracién induce una relacién de equivalencia y viceversa) diremos que ésta es
convexa en (¢ si toda componente conexa monocromatica es convexa en G. Los
productos cartesianos de graficas son convexos, en un sentido que aclararemos
mas adelante. Pero tienen un tipo de convexidad un poco maés exigente que la
usual, esta estd muy relacionada con el hecho de que el producto cartesiano de
graficas es asociativo.
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Coloracién convexa

quenoes Coloracion fuertemente

convera.
fuertemente conveza

Figura 3.3: Convexidad y convexidad fuerte

Definicién 10. Dada una relacion de equivalencia ~ sobre las aristas de una
grafica G, decimos que €ésta es fuertemente convexa en G si y solo si para cual-
quier relacidn de equivalencia ~* que extienda a ~ (es decir, ~ C ~*) se cumple

que ~* es conveza en G.

En la figura 3.3 (pag. 43) damos ejemplos ilustrando este concepto.

En otras palabras, que una coloracién de aristas tenga convexidad fuerte lo que
nos dice es que la coloracién es convexa ain cuando unimos clases crométicas.
Omitiremos a G al momento de decir que una relacién de equivalencia es fuer-
temente convexa en GG, cuando ésta se entienda del contexto. A lo largo de esta
seccién utilizaremos los conceptos de particién, coloracién y relacién de equiva-
lencia de manera indistinta. También nos referiremos por colores a las clases de
equivalencia como lo hemos hecho hasta el momento.

Dada una grafica G y una factorizacién cartesiana débil de G = er ; G le asig-
naremos el color ¢ a toda arista (u,v) € E(G) que cumpla u; # v;; denotaremos
por ~, a esta relacion de equivalencia, donde o representa a la factorizacién.
Recordemos que dados u, v € V(@) si estos son adyacentes, entonces tienen
exactamente una coordenada distinta. La observacién anterior demuestra que a
cada arista se le asigné exactamente un color. En la figura 3.4 (pag. 44) ilustra-
mos coloraciones inducidas por un producto.

Probaremos ahora que los productos de gréaficas son fuertemente convexos, es
decir, la coloracién inducida por la expresién de una grafica como un producto
cartesiano débil de otras gréficas, es fuertemente convexa en la gréfica. La prueba
tiene dos ideas esenciales. La primera idea lidea con la convexidad usual, y
consiste de visualizar a un color en una dimensién espacial y pensar a los otros
colores como dimensiones adicionales. En cierto sentido caputra la idea de: no
importa cuanto te muevas en el eje y, tienes que usar el eje x si quieres avanzar
en éste. Para describir esto en lenguaje formal usarmemos proyecciones. En
contraparte, la segunda idea lidea con la convexidad fuerte, y lo inico que hace
es aclarar que unir colores en un producto es, asociar factores. Recordemos que
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Figura 3.4: Coloracién inducida por producto

por un producto cartesiano débil nos referimos a una componente conexa de un
producto cartesiano, y que por una raiz nos referimos a cualquier elemento que
pertenezca a esa componente.

Teorema 4. Dada una grdfica G y una expresion o de G como un produc-
to cartesiano débil con raiz a, se tiene que la relacion de equivalencia ~, es
fuertemente convexa en G.

Demostracion. Digamos que o es er ; Gi. Empezaremos por probar que basta
con demostrar la convexidad de ~,. Sea ~* una relacién que extienda a ~,.
Sean C;, i € I 'y Di, k € K las clases de equivalencia de ~, y ~*, respecti-
vamente (indexamos a las clases C; con el indice I, pues la forma de colorear
un producto conserva la forma de indexar). Entonces, como ~* extiende a ~,
tenemos que cada Dy, es la unién de algunas clases C;. Digamos Dy, = | et CZ-J..
Si expresamos a G' como 7 determinada por G = ],k (Hjelk Gij), tendre-
mos entonces que ~*=~_ pues cada factor [] el Gi; tendrd asociado ahora
un mismo color, y por la convexidad (usual) en productos, que probaremos en
unos momentos, tenemos que ~. es convexa. Asi, ~, serd fuertemente convexa.

Para completar el argumento demostremos la convexidad de o. Tomemos una
clase de equivalencia C; y una componente conexa H; de la misma. Es natural
observar que esta componente es isomorfa a GG; y que el isomorfismo estda dado
por la restriccién de 7 : G — Gy, la proyeccién usual. Identifiquemos a G; como
esta subgrafica de G. Tomemos T una G-trayectoria entre dos vértices u, v € G;
que sea de tamano minimo y consideremos la trayectoria T/ = 7(T'). Como T’
también es una trayectoria entre u y v, el tamano de las trayectorias debe coin-
cidir, por la minimalidad de 7. De esto podemos deducir que no hay una arista
(v1,v2) en T con 7(vy) = m(va), es decir, que haya usado otra coordenada o
equivalentemente, otro color. Esto implica que T' < G; como queriamos ver. [

Una vez que ya afianzamos el concepto de convexidad y su relacién con los pro-
ductos, podemos introducir un segundo ingrediente de suma importancia para
los productos cartesianos: la propiedad cuadrado. En el fondo lo que captura es-
ta propiedad es el hecho de que el producto cartesiano de dos aristas es siempre
un cuadrado y el hecho de que localmente un producto siempre es el producto
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Violala segunda Violala
propiedad primera propiedad

Figura 3.5: Coloraciones que no son cuadradas

de sus aristas adecuadamente pegadas. Por un cuadrado sin diagonales de una
grafica G, entenderemos a un 4-ciclo de G cuya grafica inducida por vértices es
él mismo. (Ver pigina 2)

Definicién 11. Dada una grdfica G y una coloracion por aristas C en G dire-
mos que la coloracion tiene la propiedad cuadrado, y la llamaremos cuadrada,
St:

1. Cualquier cuadrado sin diagonales de G tiene a sus aristas ajenas (es
decir, sin vértices en comin) coloreadas con el mismo color.

2. Cualquier par de aristas adyacentes de distinto color, pertenecen a un
unico cuadrado sin diagonales de la grifica.

Podemos deducir algunas cosas sencillas de las coloraciones cuadradas, como
que en una coloracién cuadrada todo tridngulo es monocromatico. En la figura
3.5 (pag. 45), tendremos otra subgrifica que es necesariamente monocromética
en coloraciones cuadradas.

Demostraremos que las coloraciones inducidas por productos son cuadradas.

Teorema 5. Sea G una grdfica, o una expresion de la grdfica como un producto,
Y ~g Su respectiva coloracion. Entonces ~, tiene la propiedad cuadrado.

Demostracion. Demostremos la primera parte de la propiedad cuadrado. Tome-
mos a @ = (vg,v1,vs,v2) un cuadrado sin diagonales de G. Sin pérdida de la
generalidad, @ tiene dos aristas adyacentes de diferente color, si no habriamos
terminado. Digamos que son e = (vg,v1) y f = (vo,v2) ¥y que estdn coloreadas
con i, j respectivamente. Es decir, v; difiere de vg en la coordenada i, mientras
que vg y vy difieren en la coordenada j. Ahora, vz difiere en exactamente una
coordenada de vy y en una coordenada de vq, por la definiciéon de adyacencia.
Esto implica que vz difiere de vy en exactamente dos coordenadas y que estas
coordenadas son precisamente ¢y j. Si (v3); = (v1);, se tiene que (v3); # (v2);,
dando (v3); = (v2); y, por lo tanto, v3 = vg. De forma que (v3); # (v1);. De
manera angloga, tenemos que (v3); # (v2);. Entonces la arista (vy,v3) tiene
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color j y la arista (vq,vs) tiene color i. Por lo tanto, G cumple la primera parte
de la propiedad cuadrado.

Demostremos la segunda parte de la propiedad cuadrado. Recordemos que en
el parrafo anterior argumentamos sobre un cuadrado que nos fue dado, en esta
parte debemos demostrar que podemos contruirlo. Tomemos aristas e y f que
sean adyacentes y de colores distintos. Llamemos al vértice de interseccién vy y
a los otros dos v1 y vy respectivamente. Digamos ademés que vy difiere de v; en
el color i y de vs en el color j. Sea vs tal que (v3)r = (vo)x para todo k # 7, 1,
(v3)i = (v1); ¥ (v3); = (v2);. Entonces la gréfica inducida por vy, vi, v2 ¥y v3
es un 4-ciclo, por lo que e y f estdn en un cuadrado sin diagonales. Usando el
argumento del parrafo anterior podemos ver que el vértice v3 es unico y, por lo
tanto, también el cuadrado. O

Hemos visto que las coloraciones inducidas por una factorizacién tienen la pro-
piedad cuadrado y son fuertemente convexas. En lo subsecuente nos dedicaremos
a demostrar que son las tinicas coloraciones con ambas propiedades. Descom-
pondremos una prueba larga en varios lemas.

Lema 7. Sea G una grdfica conexa, C una coloracion de G que tenga la pro-
piedad cuadrado, u un vértice de G y ¢ € C un color, entonces existe una arista
incidente a u de color c.

Demostracion. Supongamos que el color ¢ no toca al vértice u. Por conexidad
podemos suponer que u no toca a ninguna arista de color ¢, pero es adyacente
a otro vértice v que si es incidente a una arista de color ¢, digamos f. La arista
e = (u,v) debe de estar coloreada con un color diferente de c. Por la segunda
parte de la propiedad cuadrado, e y f generan un cuadrado. Si u, v, x y z son los
vértices de dicho cuadrado de manera que f = (v,x), entonces por la primera
parte de la propiedad cuadrado, la arista (u,z) tiene el color de f. Pero esta
arista incide en u y tiene el color c. Esta contradiccién nos da el resultado. O

Como las coloraciones inducidas por productos tienen la propiedad cuadrado,
podemos interpretar lo que dice la afirmacion anterior para el producto: para
todo vértice v y toda coordenada ¢ del producto existe un vértice u tal que v y
u comparten todas sus coordenadas salvo la i-ésima.

Lema 8. Sea G una grdfica conexa, C' una coloracion con la propiedad cuadrado
y ¢ una clase de equivalencia. Si todas las componentes conexas inducidas por
las aristas de color ¢ son convexras en G, entonces son isomorfas.

Demostracion. Diremos que dos componentes de ¢ diferentes son adyacentes si
existe una arista entre algunos de sus respectivos vértices. Por la conexidad de
G y por el hecho de que todo vértice toca al menos una arista de cada color,
basta con probar que dos componentes de ¢ adyacentes son isomorfas, pues si
tomamos una trayectoria que conecte dos componentes de color ¢ cada vértice
de esa trayectoria pertenecerd a alguna componente de color ¢, e inductivamen-
te cada una de estas seran isomorfas a la primera. Tomemos dos componentes
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conexas c¢; y ¢ de ¢ que sean adyacentes. Sean u; € ¢y, us € cp vértices con
e = (u1,uz) € E(G). Digamos que e tiene un color r con r # c¢. Consideremos
todas las aristas de color r que tienen un vértice en c¢; y otro en cy, llamemos
a este conjunto F(cq,co,r). Demostraremos que para cada vértice v en ¢; o
en ¢y existe una arista f € FE(cp,ce,7) incidente en v. Supongamos que esto
no sucede, tomemos v; € c¢; tal que E(cq,co,7) no toca a vy. Por conexidad
y porque E(cy,ca,7) # B, podemos suponer que v; es adyacente a un vértice
wy de ¢ con (vi,wy) € ¢y tal que E(eq,cq,r) toca a wy. Sea ws un vértice
de ¢o con (wy,ws) € r, por la propiedad cuadrado de la coloracién C' se tiene
que (v, wy) y (w1, ws) generan un cuadrado sin diagonales. Llamemos v al
vértice que falta de este cuadrado. Ahora (ws,vs) tiene que ser de color ¢ por
la propiedad cuadrado, de forma que vs € ¢y y, como (v1,v2) € 7, se tiene que
(v1,v2) € E(eq,co,r). Esto contradice que F(cy,ca,7) no toque a v1. Como el
argumento es simétrico, lo mismo aplica para los vértices de cs.

Demostraremos ahora que por cada vértice de c¢; existe una tunica arista de
E(c1,ca,7) que lo toca. Supongamos que existe un vértice vy en ¢1 y dos aristas
(v1,v2), (v1,v3) € E(c1,ca,7). Entonces v3, vy, v9 es una G-trayectoria entre v
y va de color r. Como ¢y es convexa tenemos que la distancia p(ve,vy) < 2 de
forma que vy y v; son adyacentes y la arista (ve,v3) es de color ¢. Pero asi los
vértices v, ve y v1 forman un tridngulo bicromatico, lo cual es una configura-
cién que prohibe la propiedad cuadrado, por lo tanto, v = v5. Entonces cada
vértice de ¢; (y por simetria de cg) tiene una tnica arista en E(cq,ca,7). Por
lo tanto, induce una biyeccién entre vértices de ¢1 y c3. Veamos que esta biyec-
cién es un isomorfismo, dada una arista (uy,v1) € ¢1 y vértices us, va € co con
(u1,u2), (v1,v2) € E(cy,co,r) se tiene un vértice w que completa el cuadrado
de uq, v1, v2 dando (u1,w) € E(c1,ca,r). Por la unicidad, w = us demostrando
que (u1,v1) € ¢1 siy sélo si (ug2,v2) € co. Esto concluye la prueba de que ¢; y
¢o son isomorfas. O

Poniendo esto en un contexto de productos, podemos observar que las compo-
nentes conexas de una coloracién por aristas son el resultado de fijar todas las
coordenadas salvo una, y en efecto estas componentes son todas isomorfas al
factor, por tanto, entre si. Daremos ahora una definicién que usaremos también
en otras secciones.

Definicién 12. Dada una grdfica conexa G, una coloracion C, dos vértices u, v
y T un (u,v)-camino definimos la sucesion de colores de T como f : |T| — C
con f(k) =c, sila k-ésima arista de T estd coloreada con el color c.

La siguiente afirmacién nos dice que dado un camino P entre dos vértices pode-
mos encontrar otro camino entre esos vértices, pero de manera que la sucesion
de colores haya quedado permutada.

Lema 9. Sea G una grdfica conexa, una coloracion cuadrada C, dos vértices
u, v, y T un (u,v)-camino con sucesidn de colores f, entonces para cualquier
sucesion de colores g tal que g = f(0), donde o es una permutacion o € Syp| del
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dominio de f, se tiene que eziste un (u,v)-camino T* con sucesion de colores
g.

Demostracion. Basta probar el resultado cuando o es de la forma (k, k + 1),
ya que cualquier permutacion es expresable como transposiciones de elementos
consecutivos. Tomemos Ty o como previamente mencionamos. Si f(k) = f(k+
1), entonces T es un (u, v)-camino con sucesién de colores f(o), pues permutarlos
no cambia su color. Si difieren, por la propiedad cuadrado, tendremos que la
arista k-ésima y k + 1-ésima generan un uinico cuadrado, los nuevos dos lados
del cuadrado completan otro camino 7™ en donde los colores estdn permutados
y asi T* es un (u, v)-camino con sucesién de colores f(o). O

Como es costumbre, contextualizaremos la afirmacién pasada en lenguaje de
productos. Esta nos dirfa que si dos vértices difieren en varias coordenadas, y
tomamos una trayectoria de uno al otro, no importa el orden en que decidamos
variar las coordenadas. En cierto sentido hablamos de un tipo de independencia
sobre las coordenadas, es decir, no importa todo lo que hagamos sobre una coor-
denada, las otras coordenadas permaneceran igual. A dos caminos de tamano n
con sucesiones de colores g y f que satisfagan: g(o) = f, para algin o € S,,, los
llamaremos afines.

Lema 10. Sea G una grdfica conera, C' una coloracion convexa con la pro-
piedad cuadrado y tal que sdlo tenga dos clases de equivalencia, digamos de
color verde y rojo. Si' V' es una componente verde (es decir, una subgrdfica cone-
za, monocromdtica en aristas, mazimal) y R es una componente roja, entonces
[VNR|=1.

Demostracion. Demostremos primero [V N R| > 1 usando sélo la propiedad
cuadrado. Supongamos que existen componentes V' y R, verde y roja respecti-
vamente, que sean ajenas en vértices. Tomemos una trayectoria T de V a R,
y tomemos vértices v € TNV y r € T N R; sin pérdida de la generalidad T
es una (v, r)-trayectoria. Gracias al lema 9 podemos tomar a T de forma que
todas las aristas verdes formen una subtrayectoria de T' incidente a v y de igual
manera todas las aristas rojas formen una subtrayectoria de T' incidente a r,
pues en efecto hay una permutacién con esa sucesiéon de colores. Como v € V
y las aristas verdes de T forman una subtrayectoria, cada una de éstas es par-
te de V, de manera analoga las aristas rojas de T forman parte de R, asi la
ultima arista verde de T y la primera roja comparten un vértice, de forma que
VN R # 0. Que la interseccién conste de un solo elemento, es consecuencia de
la convexidad. Si la interseccién tuviera al menos dos elementos diferentes, por
convexidad cualquier camino de tamano minimo entre estos vértices seria de
color tanto verde como rojo. O

Lema 11. Dada una grifica G, una coloracion cuadrada y fuertemente conveza
C, un color a € C' y dos componentes distintas a1 y as de a, existe un color
r € C tal que r desconecta a a1 y a ag en G (es decir, toda trayectoria de a1 a
as necesariamente usa el color r, o de manera equivalente ay y ag pertenecen a
diferentes componentes conexas de G\ r).
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Demostracion. De todas las trayectorias que empiezan en algin vértice de a; y
terminan en as tomemos una de tamano minimo, denotémosla 7. Llamemos vy
v vo a los vértices inicial y final respectivamente. Como a; # as, la sucesién de
colores de T' involucra al menos un color diferente de a, digamos r. Afirmamos
que 7 desconecta a a; de as. Primero observemos que por el lema 9 podemos
tomar a 7™ una trayectoria afin a T', de forma que todas las aristas de color r
estén juntas y al principio de la trayectoria. Por ser T trayectoria de tamano
minimo, T* también serd una trayectoria de tamano minimo. Supongamos ahora
que r no separa a estas componentes, y tomemos una v, ve-trayectoria P que no
involucre al color r. Eliminando las aristas repetidas, de ser necesario, podemos
formar de P y T™ un ciclo O que tenga a las aristas de color r contenidas en
T* (pues éstas no se repitieron). Tomando a la coloracién que une a todos los
colores salvo a r (y por ende extiende a C') tenemos una coloracién convexa.
Llamemos v al color que se obtuvo de la unién. Tenemos que O se puede ver
como la unién de una trayectoria 7. de color r y otra trayectoria T, de color
v. Si tomamos la componente de color r que contiene a 7;., y su analoga de
color v que contiene a T,, habremos encontrado una componente de color r y
una componente de color v que se intersectan en al menos dos vértices. Esto
contradice el lema anterior, y la contradiccién nos deja concluir que el color r
separa a a; de as. O

Observemos que hasta ahora sélo hemos utilizado la convexidad fuerte en el
lema 11, y que cuando una coloracién tiene tinicamente 2 colores, ser convexa
equivale a ser fuertemente convexa. Hemos descompuesto la prueba del siguiente
teorema en diversas afirmaciones, y éste serd el ultimo fragmento. Bésicamente
lo que dice el enunciado es: si tenemos una grafica con una coloracién cuadrada
y fuertemente convexa, entonces es factorizable. Lo que haremos es construir a
cada uno de los factores, y una vez que tenemos una construccion adecuada de
los factores, la demostracién procede de forma natural usando el lenguaje que
impuso nuestra construccion.

Se debe de hacer énfasis en que la parte dificil de la prueba es en efecto en-
contrar los factores.

Proposicion 8. Dada una grifica conexa G y una coloracion C que sea fuer-
temente convexa, tenga la propiedad cuadrado y conste de solo dos clases de
equivalencia, eziste una factorizacion o de G inducida por C tal que ~,= C.
En esta factorizacion cada uno de los factores resulta isomorfo a una de las
componentes de cada color.

Demostracion. Llamemos a los dos colores A y R. Numeremos las componen-
tes conexas de A: Ay, As,..., A;... coni € I4 ylasde R, Ry, Ra,... R;
con j € Ir. Construyamos las graficas G4 y Gg como V(G4) = {R;}icip ¥
(Ri, Rj) € E(G4) siy sblo si existe una arista de color A entre vértices de R; y
R;. Analogamete construimos a Gg.

Demostraremos que G = GrOG 4 (el producto cartesiano de Gr y G4) y si
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llamamos a esta expresién o, entonces ~,= C. Ademds, demostraremos que
G 4 es isomorfo a una (y por tanto a todas) de las componentes de A, y andlo-
gamente G serd isomorfa a las componentes de R.

Definimos f : G4OGRr — G como f(R;, A;) = A;NR;. Por el lema 10 estas inter-
secciones constan de un sélo vértice, por lo cual f es en efecto una funcién a los
vértices de G. Ademsds, el lema 7 nos dice que a todo vértice de G le corresponde
una de estas componentes, asi f es suprayectiva. Si v = A; N R;, = A;, N Ry,
es porque v € A;, y v € A;, de forma que estas dos componentes deben ser
la misma, de manera andloga, I?;, = R;, lo cual prueba la inyectividad. Hasta
ahora sabemos que f es una biyeccién entre vértices, pero queremos ver que es
un isomorfismo.

Tomemos una arista de G4OGR. Sin pérdida de la generalidad, esta arista es de
la forma ((R;, 4;), (Rk, A;)) con R; adyacente a Ry. Llamemos v; a A;NR; y vy,
a A;NRy. Por ser R; adyacente a Ry, existe una arista de color A entre estas dos
componentes. Por la demostracién del lema 8, tenemos que hay una arista de
color A que va de v; a Ry, por otro lado esta arista al ser de color A pertenece a
la componente conexa A;. Dado que |4;NRy| = 1, por el lema 10, tenemos que la
arista que va de v; a Ry, tiene por vértice a v, asi (f(R;, 4i), f(Rk, 4i)) € E(G).
De esta forma f manda aristas en aristas. Veamos que f~! también preserva
aristas. Para eso tomemos una arista en (u,v) € G, sin pérdida de la generali-
dad de color A y en la componente A;. Por como hemos definido a f, se tiene
() = (R, A;) y f~1(v) = (R;, A;) y como la arista (u,v) es un testigo de
que las componentes Ry y R; son adyacentes, (R, 4;) y (R, A;) son adyacentes.
Mostrando asi que f~! manda aristas en aristas.

Observemos ademéas que al tomar una arista de color A obtenemos siempre
una arista con la primera coordenada distinta, en la expresién del producto esta
arista se colorearia de color 1, de forma que toda arista de color A va a una
arista de color 1 y toda arista de color R va a una arista de color 2. Demostrando
que C' =~y

El isomorfismo entre G4 y las A; surge de restringir a f~! a alguna de las
componentes, digamos A;, como tenemos un isomorfismo que conseva clases
crométicas f~1[A;] serd una componente conexa de color 1, pero las componen-
tes de color 1 en un producto son las subgéficas resultantes de fijar todas las
coordenadas salvo la primera, y esa subgrafica siempre es isomorfa al primer
factor G 4. O

La prueba anterior podria ser utilizada, con un argumento inductivo para en-
contrar factorizaciones de gréficas con coloraciones cuadradas, y fuertemente
convexas que utilicen una cantidad finita de colores. Sin embargo, para nuestros
fines necesitaremos algo mas general. Una observacién de suma importancia que
hay que hacer a esta altura, es que la definicién que dimos en la prueba del teo-
rema pasado de G4 como la gréafica que tenia por vértices a las componentes
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rojas, fue unicamente por el hecho de que el color rojo y el azul erdan los tnicos
colores, es decir, el color azul era el complemento del color rojo. Es por eso que
necesitamos una nocion de color complemento para la versién general.

Dada una coloracién C en una grafica GG, y un color A € C' denotaremos por A€
(el complemento de A) a E(G) \ A. Podemos observar que la relacién de equi-
valencia con clases de equivalencia A y A€ extiende a C, pues basta con unir las
clases cromaéticas distintas de A para obtener A°. Denotaremos por G 4 como la
grafica con vértices V(G 4c) = {Aitier, v (Ai, Aj) € E(Gae) siy sélo si existe
una arista entre un vértice de A; y un vértice de A; (donde las A; representan
las componentes conexas de A). Como A = (A°)°, por G4 nos referiremos a
Gaeye.

Teorema 6. Dada una grifica conexa G y una coloracion C que sea fuertemente
conveza y tenga la propiedad cuadrado, existe una factorizacion o de G inducida
por C tal que ~,= C. En esta factorizacion cada uno de los factores resulta
isomorfo a las componentes conexas de cada color.

Demostracion. Consideremos el producto cartesiano débil H = [[ .- Ga to-
mando la componente conexa adecuada (a lo largo de la prueba encontraremos
la componente adecuada). Para cada A € C' 'y v € G definimos (A°);, como la
Unica componente conexa de color A tal que v € (A€);,. A su vez asignémosle a
v el elemento de H que tiene por coordenadas {(A°);, }acc.

Como

A= () B°

BeC\A
dado v € G, la interseccion

A= ) B,

BeC\A

es la componente de A a la que v pertenece. Pues cada intersectando cumple

(B, 2 | Ri, 24,
ReC\B

lo cual nos da
4, < () (BY,.

BeC\A
Como
(Bc)iv g Bc7
tendremos que

() (B, CNpecr\a(B) = A.
BeC\A
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Por ultimo observemos que por el lema 11 cualquier componente A; # A;,
sera desconectada de A;, por un color, por lo tanto, ninguno de sus elementos
podra pertencer a la componente conexa que tiene a v del complemento de ese
color, y por ende no pertencerd a la interseccién.

Observemos ahora que

() (B, = (A);, N A;, =v.
BeC

Por el lema 10, la asignacién f : G — [[ 4 Ga dada por f(v) = {Af }acc es
inyectiva. Supongamos que esta funcién no es suprayectiva. Por conexidad po-
demos suponer que hay un par de vértices adyacentes u y v de H, de los cuales
s6lo uno pertenece a la imagen de la funcién, digamos que ese es v. Sin pérdi-
da de la generalidad, difieren en la coordenada correspondiente al factor G 4 y
sus coordenadas son Af , Af respectivamente. Como las coordenadas de v son
subgréaficas, podemos intersectarlas. Ademaés la interseccién de las coordenadas
de v correspondientes a los factores Gp con B € C'\ {A} es la componente A;_ .
Como cualesquiera dos componentes de A y de A se intersectan (por el lema
10), tenemos que A;, N A # (). Por tanto, la interseccién de las coordenadas de
u es no vacia. Cualquier vértice en esta interseccién tendrd asociado el vértice
u, y, por lo tanto, f es suprayectiva.

La demostracién de que esta biyeccién es un isomorfismo que preserva colo-
res es andloga a la del caso cuando tenfamos sélo dos colores (ver el teorema
8). O

Ya que hemos demostrado la relaciéon entre las factorizaciones de una gréfica
y las coloraciones cuadradas y fuertemente convexas, pasemos a demostrar la
factorizacién tnica. Para eso lo nico que tenemos que demostrar es que hay
una tUnica coloracién minima al ordenar estas relaciones bajo contencion. Esto
es porque una coloracién minima obliga a cada uno de los factores a ser irredu-
cibles, y al ser Uinica obligara a que cualquier representacion en irreducibles sea
en esencia la misma.

En lo subsecuente serd importante recordar que estamos pensando a las co-
loraciones como relaciones de equivalencia, y es por eso que es justificable
intersectarlas. Cuando intersectamos dos o mas coloraciones (o relaciones de
equivalencia) obtenemos una tercera coloracién. Dos aristas compartirdn color
uinicamente si compartian color en todas las coloraciones intersectadas.

Lema 12. La interseccion de relaciones cuadradas es cuadrada.

Demostracion. Para la primera parte de la propiedad cuadrado basta observar
que si dos aristas, e y f, son ajenas (no comparten vértices) y pertenecen a un
cuadrado sin diagonales, entonces se relacionan en cada una de las relaciones de
equivalencia. El par ordenado (e, f) estd en la interseccién de las relaciones, y por
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ende se relacionan en la relacién interseccion. Asi, la relacién intersecciéon cumple
la primera parte de la propiedad cuadrado. Para la segunda parte, tomemos dos
aristas adyacentes e y f de diferente color en la relacién interseccién. Si tienen
diferente color es porque en alguna de las relaciones intersectadas, digamos R,
no se relacionan. Como R tiene la propiedad cuadrado, estas aristas pertenecen
a un unico cuadrado de G. Hemos probado que en la relacién intersecciéon dos
aristas de diferente color generan un tinico cuadrado. Asi, la relacién interseccion
tiene la propiedad cuadrado. O

El siguiente lema enriquece nuestra definicion de convexidad para relaciones,
pues la convexidad es algo que nos gustaria que se preservara bajo intersecciones
como sucede en los espacios métricos.

Lema 13. La interseccion de relaciones convexas es convera.

Demostracion. Tomemos dos vértices u y v que pertenezcan a la misma com-
ponente de un color de la relacién interseccién. Como u y v pertenecen a una
misma componente, existe una uv-trayectoria monocromatica 7T'. Esa trayecto-
ria debe ser monocromatica en cada uno de los intersectandos y, por lo tanto,
u y v pertenecian a la misma componente en cada una de las relaciones inter-
sectadas. Tomemos ahora una uwv-trayectoria de tamano minimo, digamos M.
Por la convexidad de las relaciones intersectadas, tenemos que el color de M y
el de T deben de coincidir para cualquiera de las relaciones intersectadas. Como
cada arista de M se relaciona con cada arista de T, en cada una de las relacio-
nes intersectadas tenemos que en la relacion interseccién cada arista de M se
relaciona con cada arista de T'. Esto demuestra que M tiene el mismo color que
T en la relacién interseccion, y por ende la relacién interseccion es convexa. [J

Los siguientes lemas nos permitiran apoyarnos posteriormente en la teoria de
conjuntos. La idea detras de el siguiente lema es pensar a las componentes
como si supiéramos que son factores, y entender que si se puede refinar una
componente es porque puede refinarse como factor. De alguna forma estamos
aprendiendo a “romper” los factores hasta que no se puedan “romper” mas.

Lema 14. Dadas dos relaciones de equivalencia Ry y Ry sobre un conjunto E,
cuadradas, fuertemente convexas e incomparables, existe una relacion L fuerte-
mente convexa y cuadrada que refina a R.

Demostracion. La idea principal de la prueba es refinar a uno de los factores
inducidos por la coloracién R; y de ésta refinaciéon obtener a L. Como R; y
R, son incomparables, existe un color A € Ry, con A ¢ B para todo color
B € R,. Existe un color V € Ry con ANV # () y ANV¢ # (). Para demostrarlo
tomemos una arista u € A y tomemos el tnico V € Ry tal que u € V, tenemos
que {u} CVNAy, comoa A lo tomamos de forma que A ¢ V, se tiene que
Ven A # (). Tomando una componente conexa Ag tenemos que por ser R
fuertemente convexa, los colores V¢ y V, serdn convexos y tanto Ao NV como
ApN Ve seran convexas en GG gracias al lema 13. Por ser convexas en G también
son convexas en Ag. Ademds tendremos que Ag NV # 0y Ag NV £ B, pues
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si una componente de A, digamos Ay, fuera ajena a V podriamos encontrarla
adyacente a una que no fuera ajena a V', digamos A;. Al ser adyacentes, tenemos
una biyeccién entre vértices y aristas de las componentes como en el lema 8
y ademds de forma que aristas correspondientes forman un cuadrado. Como
Ry tiene la propiedad cuadrado, encontraremos una arista de Ay que en efecto
es de color V. Dado que AgNV # 0y Ay NV £ (), estos conjuntos de aristas
forman una coloracién convexa y cuadrada en A;. Tenemos una factorizacion
no trivial de Ag por el teorema 8. Si tomamos la factorizaciéon inducida por Ry,
el factor isomorfo a Ag lo cambiamos por su expresion factorizada, y tomamos
la relacion inducida por esta nueva factorizacién, encontraremos una relacion
que refina a Ry. Por venir dicha relacién de un producto, tiene la propiedad
cuadrado y es fuertemente convexa. O

Podemos ver que el lema 14 inmediatamente implica que el orden descrito por
las relaciones fuertemente convexas y cuadradas junto con la contencién no pue-
de tener dos elementos minimales. Cualquier condicién que implique que este
orden tiene un minimal automaticamente demostrard que este orden tiene un
minimo. En el caso de que la grafica sea finita autométicamente tendremos que
hay una cantidad finita de coloraciones y por ende una de ellas serd minimal y
minima. En el caso de que uno de los vértices tenga grado finito, digamos n,
una relaciéon que tenga n colores serd minimal. Esto se cumple pues cualquier
refinamiento aumenta un color y por el lema 7 esos colores inciden en el vérti-
ce. Asi, para una gran cantidad de graficas hemos encontrado una relacién de
equivalencia fuertemente convexa y cuadrada de tamano minimo bajo la con-
tencién. Como aclararemos posteriormente una relacién con esas propiedades
corresponde a una factorizacién unica en factores irreducibles.

Para probar que este orden siempre tiene minimo introduciremos un término
que usaremos Unicamente en la siguiente demostracion. Dada una grafica Gy
una coloracién C, diremos que la coloracion es fuertemente convexa a nivel fi-
nito en G, si las componentes conexas de las graficas inducidas por unir una
cantidad finita de colores son convexas en G. Lo abreviaremos como finitamente
convera.

Proposicién 9. Sea G una grdfica y C' una coloracion finitamente conveza,
entonces es fuertemente conveza.

Demostracion. Supongamos que C no es fuertemente convexa. Entonces existe
una unién de colores que no es convexa, llamemos a esta unién B. Al no ser
convexa existen dos vértices, u y v, una trayectoria T' de color B que une a u y
a v y una trayectoria minimal M con al menos una arista de color B°. Tomando
By, Bs, ..., By los colores contenidos en T tenemos que B* = Ule B; no es
convexa, pues u, v se encuentran en una misma componente de B*, pero hay
una trayectoria minimal M con al menos una arista de color (B*)¢ mostrando
que C no es finitamente convexa. O
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Lema 15. Sea G una grdfica conexa y tomemos una familia de relaciones de
equivalencia R, con i € I, sobre las aristas de G totalmente ordenada por la
contenencion. Si, pensadas como coloraciones, todas las relaciones de la familia
son fuertemente convexas y cuadradas, entonces la interseccion de estas rela-
ciones es una relacion de equivalencia fuertemente convexa y cuadrada.

Demostracion. Ser cuadrada es una propiedad que se conserva en cualquier tipo
de interseccién como vimod en el lema 12. Para ver que la interseccion es fuer-
temente convexa demostraremos Unicamente que es finitamente convexa. Para
eso tomemos un natural k € Ny k colores Ay, ..., A de la relacién interseccién.
Llamemos C} al tinico color en R’ que contiene a Aj. Llamemos C* a U?Zl cr.
Lo que demostraremos es que

La pimera contencién

es completamente conjuntista. Dada una arista e, con e € U;?:lAj, hay un jg
con e € Aj,. Como Aj, = NicrC} , tenemos que e € Cj para cada i y por
ende e € C para toda i € I. Esto muestra que e € N;c;C?. Ya que tenemos

una contencién, tomemos una arista f € E(G) con f ¢ U?zlAj, como f ¢
Aj para toda j, se tiene una i; tal que en R, f ¢ C’;j. Consideremos el
minimo de estos R%, digamos R%o (es importante observar que la tricotomia es
esencial para poder establecer la existencia del minimo). Como los R forman
una cadena con respecto a la contencién R’ < R implica que C;l C 0;2. Asi,
se tiene que f ¢ CUo y por tanto f ¢ N;c;C*, probando la igualdad. Pero al
ser Ule A = ;e C" tenemos que la expresion derecha es una interseccién
arbitraria de colores convexos, pues cada R' es fuertemente convexa. De esta
forma ULlAk es convexa por el lema 13 demostrando que esta interseccion es
finitamente y por tanto fuertemente convexa. O

Con el propésito de ayudar al lector a aclarar las ideas involucradas en el lema
pasado, recalcaremos la importancia (para la prueba, no necesariamente para el
resultado) de pedir una familia R? totalmente ordenada. Daremos un ejemplo de
una grafica G, dos coloraciones cuadradas y fuertemente convexas de las aristas
de G, Ry y Ra, vy dos colores A7 y A} de la relacion R = Ry N Ry tales que
A% U A} es un subconjunto propio de (C% Sea G = Ko ® K2 ® K2 ® Ko (donde
K5 es la gréfica con dos vértices y una arista entre ellos). Sea R* la coloracién
inducida por la factorizacién de G, y sean A7, A5, A5 y A} los colores de R*.
Sea
Ry ={ATUA;, ASUAL}



56 CAPITULO 3. TEOREMAS DE FACTORIZACION UNICA

y sea
Ry = {A]UAL ASU AL

Ahora, Ry N Ry = R*. Si tomamos los colores A} y A} tendremos que C' = G =
C?, lo cual hace que ((C* = G y A} U A} sea un subconjunto propio de () C".
Observemos que R; y Ry son incomparables y por ende no hay contradiccion
con el lema 15.

Ya tenemos toda la herramienta necesaria para demostrar el teorema princi-
pal de esta seccién, el teorema de factorizacién unica para graficas conexas. Sin
embargo, para poder factorizar gréaficas infinitas necesitaremos usar el axioma
de eleccidn.

Teorema 7. Para toda grdfica conexa G existe una iunica expresion de G como
un producto cartesiano débil de graficas idescomponibles.

Demostracion. Por el lema 15, sabemos que la interseccién de toda cadena, or-
denada con la contencién, de coloraciones cuadradas y fuertemente convexas
es una coloracién cuadrada y fuertemente convexa. Por el Lema de Zorn, esto
implica que existe un elemento minimal M en la familia F', pero por el lema 14
este minimal es Uinico y es minimo. Una vez que encontramos una relacién mini-
ma, por el teorema 6, ésta induce una factorizacién. Dicha factorizaciéon debe
de ser en factores irreducibles, pues de no ser asi al refinar uno de los factores
podriamos refinar a M contradiciendo su minimalidad. Si tenemos dos factori-
zaciones en gréficas irreducibles o y 4, al ser irreducibles inducen coloraciones
~s Y ~gs que no pueden refinarse. Por lo tanto, ambas son minimas y ~,=n~y3,
ademas el i-ésimo término es isomorfo a las componentes conexas del color 1.
Como o y ¢ forman la misma coloracién, hay una biyeccién natural de los fac-
tores de o a los de § y esta biyeccién es isomorfa via los isomorfismos que hay
de los factores a las componentes conexas de los colores correspondienes. O

3.2. Teoremas de factorizacién unica para digrafi-
cas, ordenes parciales, y politopos

En esta seccion utilizaremos el lenguaje y los resultados de la secciéon anterior
con el propésito de demostrar teoremas de factorizacion unica para digraficas,
ordenes parciales discretos y las cuatro clases de politopos abstractos que hemos
contemplado.

Comenzaremos demostrando teoremas de factorizacién tnica para digraficas.
A lo largo de esta seccién trabajaremos con las graficas subyacentes de una
digrafica. La tnica propiedad que nos interesara de las digraficas es la disposi-
cion de sus orientaciones locales. Propiedades no tan locales como conexidad,
convexidad y convexidad fuerte, las tomaremos sobre las gréaficas subyacentes.
Para probar el teorema de factoriazcion unica para digraficas hemos hecho ya
mas de la mitad del trabajo. El problema con el que nos encontramos ahora es
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Coloraciones bien orientadas.

Coloraciones mal orientadas.

[ 2 ey ]

Figura 3.6: Coloraciones bien orientadas y mal orientadas

béasicamente que hay cierto tipo de orientaciones que hacen que una digrafica que
tenfa por grafica subyacente a una gréfica factorizable, sea ahora una digréfica
irreducible. Tomemos, por ejemplo, un ciclo dirigido de longitud cuatro, esta
digrafica tiene como grafica subyacente a un cuadrado sin diagonales que se fac-
toriza como el producto de dos aristas. Sin embargo, cuando intentamos orientar
estas dos aristas para obtener el ciclo dirigido fallamos. Construiremos el len-
guaje adecuado para poder encontrar las digraficas irreducibles que parecen no
serlo.

Definicién 13. Dado un cuadrado (sin diagonales) dirigido, diremos que estd bien
orientado, si es isomorfo al producto de dos aristas dirigidas. Si un cuadrado
sin diagonales no estd bien orientado, diremos que estd mal orientado. Dada
una digrafica y una coloracion de sus aristas, diremos que ésta es orientada si
todo cuadrado policromdtico estd bien orientado.

En la figura 3.6 (pag. 57), vemos cuadrados bien orientados y mal orientados.

Lema 16. Dada una digrdfica D, una expresion o de D como un producto de
digrdficas y la coloracion de D inducida por ~,. Tenemos que ~, es orientada.

Demostracion. Tomemos un cuadrado policromético @@ de D, pensemos en la
grafica subyacente de D con la coloracién heredada. Por la propiedad cuadrado y
la demostracién del teorema 5, sabemos que los tinicos cuadrados policromaticos
son bicrométicos y sus vértices son de la forma v, v?, v/, v (la notacién vk
denota (v); = (v¥); si y sélo si j # k). Como la orientacién de v a v® debe
de ser la misma que la de v7 a v®J, por diferir en la misma coordenada de la
misma forma (es decir, (v); = (v7); y (v'); = (v"7);), se tiene que el cuadrado
inducido por v, v%, v/, v*J es isomorfo a A; x A;, donde Ay, es la arista que se
forma entre v y v*. El isomorfismo es v — (v,v), v' = (v;,v), v/ = (v,v;) ¥
v (v, v5).

Como queremos rescatar la prueba del teorema de factorizacién tnica para grafi-
cas, necesitamos que las propiedades que vamos anadiendo también se conserven
bajo intersecciones. Dadas dos coloraciones C7 y Cs diremos que Cy extiende
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a (1 si al pensarlas como relaciones de equivalencia se tiene que C; C Cs. Por
ejemplo, si a cada natural n lo coloreamos con el color [n]4 (donde [n],, denota
el residuo que deja n al ser dividido por m), a esta coloracién la llamamos Cy, y
a la coloracién que a n le asigna [n]z la llamamos Cs. Entonces Cy extenderd a
C.

Lema 17. La propiedad ser orientada para coloraciones se preserva bajo inter-
secciones y extensiones.

Demostracion. Empecemos con extensiones, tomemos una coloracién orientada
C y otra coloracion Cy que la extienda. Tomemos un cuadrado policromético de
C5. Como es policromatico en Cs, también es policromético en C7 y por ser Cy
orientada, este cuadrado esta bien orientado. De forma que cualquier cuadrado
policromatico de C5 estad bien orientado.

Sigamos con intersecciones. Tomemos la interseccién de una familia de colora-
ciones orientadas. Llamémosla I. Tomemos un cuadrado @ policromético para
I. Como hay dos aristas que no se relacionan, debe de haber una coloraciéon
C; de las intersectadas que no relaciona a estas dos aristas. ) es un cuadrado
policromatico para C;, entonces ) debe de ser orientado. O

Lema 18. Dada una digrdfica D, G su grdfica subyacente, y una coloracion C de
D que sea orientada, que cumpla la propiedad cuadrado en G y sea fuertemente
conveza en G, existe una expresion o de D como un producto de digrdficas tal
que ~,= C. Cada factor de o es isomorfo a las componentes conexras de los
diversos colores de C.

Demostracion. Por el teorema 6 la grafica subyacente G de D, bajo la colora-
cién C| tiene una factorizacién o* con las propiedades deseadas. Como ~,+= C,
podemos decir que 0* es [ [, Gi. Lo que haremos es encontrar graficas D;, con
1 € C, que tengan como graficas subyacentes a G; respectivamente y tomen la
estructura de la digrafica. Para eso tomemos un vértice v de G (o de D). Por
el lema 7, sabemos que cada color de C' tiene una arista que incide en v. Tome-
mos, por cada color ¢ la tinica componente conexa de color i de G adyacente a
v. Llamémoslas H;. Como G; es isomorfa a H;, podemos definir a D; como la
digrafica inducida en D por esta componente en G de color i. Observemos que
la gréfica subyacente de D; serd ;. Definimos la expresion o como [, D; y
llamamos a esta grafica D*. Por construccién, la grafica subyacente de D* es G
y ademads la componente H; de D es isomorfa a la componente H; de D* con la
biyeccién natural de vértices que hay entre D, Gy D*.

Demostraremos que esta biyeccion natural es un isomorfismo entre las digraficas
Dy D*. Como D y D* tienen la misma grafica subyacente, sabemos qué arcos
de D* iréan en arcos de D bajo la biyecciéon natural de vértices. Lo tnico que
ignoramos es si la orientacién se preserva. Sin embargo, sabemos que la orien-
tacién se preserva para las aristas de las componentes H;, y que la coloracién
C inicial de D coincide con la coloraciéon D*. Tomemos un color ¢, supongamos
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que hay una componente J; de i, que tiene al menos una arista e de D* que bajo
la biyeccién natural no preserva su orientacién en D. Por conexidad podemos
suponer que esta componente es adyacente a una componente K; de i que bajo
la biyeccion natural preserva todas las orientaciones. Por el lema 8, sabemos que
a la arista e de J; le corresponde una tunica arista f de K; y que ademés esta
correspondencia genera un cuadrado bicromatico. Por hipétesis, f preserva su
orientacién bajo la biyeccién natural, e no, pero este cuadrado es bicromatico
bajo las dos coloraciones (pues las coloraciones son iguales). Observamos que
este cuadrado no puede ser bien orientado para ambas orientaciones de e (la
de D* y la de D). Por lo tanto, una de las coloraciones no es orientada. Pero
hemos visto en el teorema 16 que las coloraciones inducidas por un producto son
orientadas. Asi, C' es orientada en D* y, por lo tanto, C no es orientada en D,
lo cual es una contradiccion a nuestra hipétesis original. Entonces la biyeccion
natural preserva orientaciones y D = [[;,. D;. Esta factorizacién induce a C
y por construcciéon D; es isomorfo a las componentes conexas H;. Pero en un
producto todas las componentes de un color son isomorfas. O

Tenemos de nuevo una asociacién natural entre factorizaciones de digraficas y un
tipo especial de coloraciones (las cuadradas, orientadas y fuertemente convexas).
Como ser orientada se preserva al intersectar coloraciones, esto nos inducird un
teorema analogo al teorema 7, pues de igual manera podremos encontrar una
coloracion con estas propiedades de tamano minimo y esta representa una facto-
rizacién prima tnica. La demostracién del siguiente teorema es andloga a la del
teorema 7, tomando a F' como la familia de coloraciones ordenadas, fuertemente
convexas y cuadradas.

Teorema 8. Para toda digrdfica conexa D, existe una tUnica expresion de D
como un producto cartesiano débil de digraficas idescomponibles.

En lo que resta de esta seccién nos dedicaremos a estudiar érdenes discretos. Co-
mo ya sabemos, todo orden discreto P tiene asociado una digrafica, su digrafica
de Hasse H(P). Ademés sabemos que dados dos 6rdenes Py @ se tiene que
H(P® Q) = H(P)OH(Q), y en general, H([I,c; Ps) = [I,e; H(P;) cuando
nuestro inidce [ es finito (para indices arbitrariamente grandes también serd cier-
to, pero no es nuestra intencion explorar este resultado, pues nuestro principal
objeto de estudio son lo politopos, que al tener rango finito siempre serdn un
producto finito de irreducibles).

Podemos considerar las digraficas que provienen de un orden discreto. Un teo-
rema de factorizacién tnica para este tipo de digraficas autométicamente nos
dard un teorema de factorizacién unica para ordenes discretos, ya que la aso-
ciacion entre estas estructuras constituye un isomorfismo de monoides, y los
isomorfismos preservan factorizacién tnica.

En general no es cierto que dado un conjunto con un producto que admite
factorizaciéon tnica en factores irreducibles, se tenga que cualquier subfamilia
de objetos cerrada bajo el producto también tenga factorizacién unica dentro
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de la subfamilia. Por dar un ejemplo, tomemos el conjunto de los niimeros natu-
rales con el producto usual. Este tiene factorizacién unica en irreducibles, pero
en la subfamilia de los nimeros pares, los nimeros de la forma 2¢ con i un
ndmero impar, seran irreducibles en esta familia, pues no se pueden expresar
como producto de dos pares. Ademads el nimero 60 se puede expresar como
6(10) y como 2(30) lo cual nos da dos factorizaciones en irreducibles distintas.
A continuacién enunciaremos un principio de factorizacién que nos ayudara a
evitar situaciones como ésta.

Principio de factorizacion. Supongamos que tenemos una familia F y un
producto sobre ellos que tenga un principio de factorizacion unica. Si tomamos
una subfamilia G con G C F, podemos asegurar que la familia G tendrd un
principio de factorizacion unica en G, si para cada objeto O € G y cada factor
H € F que divida a O (en el sentido de que exista Hy € F tal que O = H - Hy ),
se tiene que H € G.

Demostracion. Si tomamos un elemento irreducible de G, se tendra que este
elemento serd irreducible en F. De no ser asi, se factorizaria en F' y cada uno
de los factores estaria en G por hipétesis. Esto demuestra que no es irreducible
en G.

Si tomamos un objeto de G, por hipdtesis tiene una factorizacién prima en
F, pero ésta misma es una factorizacion en G. Asi, todo elemento de G tiene
al menos una factorizacion irreducible; ésta es tinica, pues de tener dos diferen-
tes tendria dos diferentes en F', dado que aqui también serian factorizaciones
irreducibles, por lo que demostramos inicialmente. O

Llamaremos a una subfamilia G factorizable, si cumple las condiciones del prin-
cipio de factorizacién. Diremos a su vez que una propiedad es factorizable si la
familia de los elementos que cumplen la propiedad es factorizable. Lo que nos
dedicaremos a probar de ahora en adelante, paso a paso, es que las familias
Poly?, para i = 1,...,4 son factorizables. Una observacién sencilla es que los
factores de una digréfica son subdigraficas de la misma. Asi, al probar que una
propiedad se preserva bajo subdigraficas, autométicamente se prueba que es
factorizable para las familias que nos conciernen (pues la propiedad la tendran
los factores, al pensarlos como subdigréficas).

Lema 19. Dado un preorden D y una subdigrdfica conexa S de D (recordemos
que estamos tomando conezidad sobre las grdficas subyacentes), se tiene que S
es también un preorden.

Demostracion. Supongamos que S no es un preorden. Hay dos opciones: o que
tenga un ciclo dirigido, en cuyo caso D también lo tendria; o que tenga un arco
falso y de nuevo, D lo tendria. O

Teorema 9. La familia de preordenes discretos conexos junto con el producto
cartesiano tiene factorizacion unica.



3.2. TEOREMAS DE FACTORIZACION UNICA PARA DIGRAFICAS, ORDENES PARCIALES, Y POLITOPOS

Demostracion. Como la familia de preérdenes discretos conexos es una subfami-
lia de digraficas conexas, por el principio de factorizacién, basta con demostrar
que esta familia es factorizable. Pero hemos visto que ser preorden se preserva
bajo subgraficas. O

A continuacién veremos muchas propiedades factorizables en el producto car-
tesiano de érdenes parciales. Las hemos organizado modularmente para poder
aclarar las dependencias entre una afirmacién y otra.

Proposicion 10. Ser un orden graduado es factorizable en el producto carte-
stano de ordenes parciales discretos.

Demostracion. Tomemos un orden P que sea graduado, y un orden F' con P =
FOT. Tomando un punto en P y fijando su segunda coordenada de este producto
podemos pensar a F' como un suborden de P. Tomando la funcién de grado p
de P restringida a F', podemos ver que x < y en F implica que p(z) < p(y),
pues asi era en P por ser graduado. Si x cubre a y en F', también lo cubre en
P, pues z y y comparten su segunda coordenada, cualquier elemento entre ellos
estd obligado a tener la misma segunda coordenada y por ende estar en F. Al
cubrir z a y en P, se tiene que p(z) = p(y) + 1. Mostrando que la restriccién de
la funcién de grado p a F' también es una funcién de rango y de grado en F. [

Proposicion 11. Tener minimo y tener mdzimo son ambas propiedades facto-
rizables en el producto cartesiano de ordenes parciales discretos.

Demostracion. El minimo de P serd minimo en la copia del factor F' que tenga
a este elemento. Andlogamente con el méximo. O

Proposicién 12. Tener rango finito es factorizable en el producto de ordenes
parciales discretos.

Demostracion. Como un factor es a su vez un suborden que por la proposiciéon
10 es graduado bajo la misma funcién de grado, si la funcién grado esta acotada
en el caso del producto, también lo estard en cada uno de los factores. O

Empezaremos a restringir cada vez mads nuestra familia de estudio. En este
momento restringiremos nuestras factorizaciones a los érdenes con rango finito,
pues todos los politopos tienen rango finito.

Proposicion 13. Tener banderas equipotentes es factorizable bajo el producto
cartesiano débil de ordenes discretos graduados finitos.

Demostracion. Sea P un orden discreto graduado finito, y P = F ® T una
factorizacion de P. Tomemos un elemento minimal m de P. Al fijar la segun-
da coordenada de m, digamos mg, tenemos un orden isomorfo a F. Tomemos
dos banderas distintas de F ® {mg}, digamos By y Bs, y sean M7 y My los
elementos maximales de B; y Bs respectivamente. Extendamos la bandera B
a una bandera de P y llamémosla Bj. Al ser la primera coordenada de M;
maximal en F', los términos nuevos de la bandera B} compartiran ésta coorde-
nada con M. Lo tnico que hemos hecho es concatenar una bandera de F' con
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una de T, llamémosla Br. Concatenemos a Bp, con la bandera Bs, (como la
segunda coordenada de Ms es la misma que la segunda coordenada de m y que
de M;, podemos concatenarlas). Llamando B3 a esta concatenacién, podemos

observar que B3 y Bj son ambas banderas de P. Asi, |Bf| = |B3| y, como
|B¥| = |Br| + | Bil, tenemos que |By| = |Bsz|. Esto prueba que las banderas del
factor F' son equipotentes. O

Proposicion 14. Ser fuertemente conexo es factorizable en el producto carte-
stano de ordenes discretos.

Demostracion. Tomemos un orden P y una factorizacion P = F © T, todos
con las caracteristicas de la afirmacién. Lo primero que demostraremos es que
los segmentos (acotados, superiores e inferiores) de F' son isomorfos a algin
segmento de P. Tomemos un segmento superior [a,o0] de F, tomemos un ele-
mento maximal M € T. El segmento [a,00] C F es isomorfo al segmento
[(a,M),0] = {z € P|(a,M) < z} = {(b,M) € Pla < b}, donde la tultima
igualdad se debe a que M es maximal. Haciendo el analisis andlogo para seg-
mentos inferiores, y escogiendo respectivamente un elemento minimal m € T,
obtendremos que el segmento [0, a] serd isomorfo al segmento [0o, (a, m)]. Por
dltimo, un segmento de la forma [a,b] C F serd isomorfo a un segmento de la
forma [(a, ), (b, z)], donde x es un elemento arbitrario de T'.

Hemos probado que cualquier segmento de F' es conexo como orden, pues P
es fuertemente conexo y tenemos un isomorfismo explicito entre los segmen-
tos de F' y algunos segmentos de P. Veamos ahora que F' es conexo per se.
Si F' tiene un minimo m, autométicamente puede ser visto como un segmento
inferior (F' = [m,o]) y, por lo tanto, es isomorfo a un segmento de P. Esto
muestra su conexidad. El argumento en caso de tener maximo es analogo. Si
F no tiene ni maximo ni minimo, su conexidad como orden discreto coincide
con la conexidad de su gréfica de Hasse. Si F' fuera disconexo, H(F') también
lo serfa (recordemos que esto no sucede en caso de tener mdximo o minimo),
asi H(P) = H(F)OH(T) serfa disconexa y, por lo tanto, P serfa disconexo
contradiciendo la hipétesis. O

Proposicién 15. La propiedad D' es factorizable en el producto cartesiano de
ordenes parciales graduados de rango finito.

Demostracion. Sea P = F ®T como en las afirmaciones anteriores. Pensemos a
F' como el suborden inducido por los elementos de P al fijar su segunda coorde-
nada. Tomemos dos elementos = y y de F con = 4? y. Por tener P la propiedad
D', existen exactamente dos elementos 21,2 con x < z1, 20 < 3. Como = y y
tienen la misma segunda coordenada, los elementos z; estan obligados a su vez a
tener la misma segunda coordenada. Por eso z; € F' mostrando que también en
F hay exactamente dos elementos entre x y y. Asi, F' también tiene la propiedad
D' O

Proposicién 16. La propiedad D? y D> son factorizables en el producto car-
tesiano de drdenes parciales graduados de rango finito.



3.2. TEOREMAS DE FACTORIZACION UNICA PARA DIGRAFICAS, ORDENES PARCIALES, Y POLITOPOS

Demostracion. Probaremos tinicamente D?, pues la otra demostracién es analo-
ga. Sea P = F'® T como en las proposiciones anteriores. Pensemos a F como
el suborden inducido al fijar su segunda coordenada de un elemento minimal
m, de P. Como P al cumplir D? cumple D', tenemos que F cumple D' por
la afirmacién 15. Por lo anterior, s6lo debemos preocuparnos por la condicién
diamante en el falso minimo, llamémoslo s. P cumple la condicién diamante en
el falso minimo, si tomamos un elemento z € F tal que s € = tendremos que
[s,x] es un diamante en P. Ademds, y < x autométicamente implica que y € F,
va que la segunda coordenada de y esta obligada a ser m, por ser la segunda
coordenada de x un elemento minimal de T. Esto muestra que la condicion
diamante se cumple al agregar el falso minimo al orden F'. O

Teorema de factorizaciéon tinica para politopos abstractos 1. Para i =
1, 2, 3, 4 se tiene que Poly® tiene factorizacion inica bajo el producto cartesiano
de drdenes.

Demostracion. Mezclando las afirmaciones requeridas segin el indice i con el
que queramos trabajar, y usando el principio de factorizacién, podemos concluir
que las familias Poly® son factorizables de entre los érdenes discretos. Y por
tanto tienen un principio de factorizacién tnica. O
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Capitulo 4

Grupos de automorfismos

4.1. Grupos de automorfismos

En esta seccién estudiaremos los grupos de automorfismos de los productos de
digréficas conexas. Para eso tomaremos una descomposicién de la grafica como
un producto de primos y caracterizaremos al grupo de automorfismos en térmi-
nos de los respectivos grupos de los primos. Como el propédsito principal de esta
tesis es discutir ciertas construcciones de politopos abstractos, y éstos son de
rango finito, nos concentraremos en caracterizar el grupo de automorfismos de
productos finitos de digréficas. Eso serd suficiente para caracterizar los grupos
de automorfismos de los politopos.

Nuestra caracterizacién comenzara por encontrar otra digréifica (no necesaria-
mente conexa en este caso) que tenga el mismo grupo de automorfismos que el
producto.

Definicion 14. Dada una familia de digrdficas D;, con i € I, definimos la
suma de las grdficas, Y ,c; Di, como V(3 .., Di) = {(v,i)[v € Dy, i € I} y
[(Uvi)v (’U,,])] € E(Zie] Dz) sty solo si :j Y (Uau) € E(D’L)

En la figura 4.1 (pag. 66) ilustramos sumas de graficas y sus respectivos pro-
ductos.

65
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Figura 4.1: Suma y producto de un tridngulo con un cuadrado

Dada una factorizaciéon o de una digréafica D, diremos que o es primoide si la
coloracion que esta factorizacién induce cumple con que para cualquier automor-
fismo g € Aut(D) se satisface ~,= g(~,). Es decir, todo automorfismo manda
clases cromaticas en clases cromaticas. Hay dos tipos especiales de coloraciones
primoides con las que trabajaremos en adelante: la factorizacién en primos (to-
dos los factores son primos), y las factorizaciones en primos relativos (pedimos
que cualesquiera dos factores de la factorizacién que tomemos no compartan
factores).

Lema 20. La factorizacion en primos y las factorizaciones en primos relativos
son primoides.

Demostracion. Para demostrar que la factorizacién en primos es primoide, bas-
ta con observar que ~,# g(~,) implica inmediatamente que ~, Ng(~,) es
una coloracion estrictamente menor, pero la factorizaciéon en primos induce una
coloraciéon minima. Para probar que las factorizaciones en primos relativos son
primoides, tomemos una factorizacién ¢ y un elemento g € Aut(D) tal que
~o7# g(~g). Al ser diferentes estas relaciones, hay un par de aristas e y f ta-
les que e ~, f, pero g(e) =, g(f). Sin pérdida de la generalidad, podemos
suponer que f =, g(f) (de no ser asi tendriamos que e =, g(e)). La relacién
~r=rvy Ng(~,) cumple que e =, f. Si A es la componente conexa mono-
cromética de f en ~, y R es la componente conexa monocromética de g(f)
en ~,, tendremos que g~ (R) serd la componente conexa monocromética de
feng(~y),yV=ANg (R) serd la componente conexa monocromatica de
fen ~,. Por ser A y R componentes conexas monocromaticas que no se rela-
cionan en ~, son isomorfas a distintos factores de la factorizaciéon o. Al ser V'
una componente conexa monocromatica de una coloracién cuadrada, convexa
y orientada, y dado que V' C A, tenemos que V corresponde a un factor de A,
andlogamente V serd isomorfo a un factor de g~ (R). Como g~!(R) es isomorfo
a R, hemos encontrado un factor no trivial V', comun a R y a A, lo cual prueba
que esta factorizacion no era en primos relativos. O

Aunque estas factorizaciones no sean las tinicas primoides, son las Unicas que



4.1. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS 67

usaremos. Ya que tenemos la nocién primoide, demostremos un hecho impor-
tante sobre estas coloraciones. La siguiente prueba es una excelente ilustracién
del poder y naturalidad que tiene el lenguaje de acciones en la combinatoria
algebraica.

Teorema 10. Dada una digrdfica conexa D y una factorizacion primoide o =
[1;_, D; de D en digrdficas, el grupo de automorfismos de D es isomorfo al
grupo de automorfismos de la suma >, D;.

Demostracion. Sean P = [ D; y S = > | D;. Podemos pensar a los
vértices de [[;-; D; como conjuntos de pares ordenados de la forma (v,4) con
v € D;. (Por ejemplo: V = (v1,va,...,v,) lo podemos pensar como el conjunto
V = {(v;,1)]i =1, 2,...,n.}). Estamos pensando a los elementos de P como
subconjuntos de los elementos de S con la cualidad de que la interseccion de
estos subconjuntos con cualquier sumando de S tiene exactamente un elemento.
A lo largo de la prueba denotaremos a los elementos de Aut(P) = Aut(D) con
gp y alos elementos de Aut(S) = Aut(}_;.; D;) por g;. Haremos una asociacién
entre las g y las g,. Dada una g, tenemos que ésta tiene una forma natural
de actuar en los elementos de P. Como estamos pensando a los elementos de
P como subconjuntos de S, gs puede actuar elemento por elemento, es decir,
9s(V) = {gs[(vs,9)]|(v4,47) € V}. Veremos que esta permutacion de los elementos
de P es un elemento de Aut(P).

Primero veamos que para todo V € P se tiene que gs(V) € P. Como g, es
un automorfismo de S, manda componentes conexas en componentes conexas
de forma biyectiva (recordemos que cada D; era conexa, asi las componentes
conexas de S son simplemente sus sumandos). Entonces, al aplicar g a un sub-
conjunto de vértices de S se conserva el niimero de componentes que toca. Como
los elementos de P son los subconjuntos de S con n elementos que tocan a ca-
da una de las n componentes de S, la accién g5 sobre uno de ellos dejard un
subconjunto de S con n elementos todos ellos en diferentes componentes. Por lo
anterior, el nuevo subconjunto de S tendrd intersecciéon no vacia con cada una
de las n componentes. Esto muestra que V' € P implica que g4(V') € P.

Ya sabemos que Aut(S) es una accién en la potencia (S). Como P C p(S5),
y como ya demostramos que puntos en P permanecen en P bajo los elementos
gs € Aut(S), tenemos que Aut(S) actia de forma natural en P. Demostremos
ahora que cada g; es un morfismo de digraficas. Tomemos V' y W en P con
W — V (en el contexto de digraficas por W — V nos referimos a que nuestra
digrifica tenga el arco (W, V') entre sus arcos). Por la definicién de adyacen-
cia en un producto, V' y W difieren en una coordenada, digamos i. Ademds
(w;, 1) — (v4,4) se debe satisfacer en la gréfica D;. Bajo gs obtendremos dos
conjuntos (gs(V) v gs(W)) que tengan las coordenadas j # i iguales (es de-
cir v; = w; para j # i) y, como gs es un automorfismo de S, tenemos que
gs(w;) — gs(v;). Lo anterior muestra que gs; también es un morfismo de P.
Como el mismo argumento es aplicable a (gs)~! y gs o (gs) ! es la identidad,
tenemos un morfismo que tiene por funcién inversa a otro morfismo, esto es suf-
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ciente para concluir que g5 es un automorfismo. La funcién ¢ : Aut(S) — Aut(P)
que a cada g5 le asocia su accién en P es un morfismo por la asociatividad de
las acciones. Ademds es inyectiva, pues si suponemos que g5(V') = V para todo
V € P, tomamos (v;,4) € Sy Vi, Va € P tales que ViNVa = {(v;,4)}, tendremos
que gs(vi, 1) € gs(Vi) Ngs(Va) = Vi N V3, lo cual muestra que gg(v;, i) = (v4,1)
para todo vértice y asi, g5 es la identidad en Aut(S). Para probar que la asig-
nacién ¢ es un isomorfismo de grupos basta con probar que es suprayectiva.

Para ver que esta asignacién es suprayectiva, tomaremos un elemento g, € Gp y
encontraremos el g; del que proviene. Recordemos aqui que pedimos que nuestra
factorizacién fuera primoide, pues esta hipotesis es de suma importancia para
obtener el resultado. Dado un elemento g, € Aut(P), definiremos una funcién
f: S — S de la siguiente manera: dado un elemento a € S (digamos a = (v;, 1))
tomemos un elemento V€ P cona € V. Sea W € P con a ¢ W y W adyacente
a V. Tenemos que g,(V)\ gp(W) consta de exactamente un elemento pues g, (V)
v gp(W) son adyacentes. Ese lo nombraremos f(a). Probemos que esta funcién
estd bien definida.

Esta funcion no depende de W, pues dadas dos Wy y Wi ambas adyacentes
aVycon a¢ Wy, Wi, se tiene que las aristas (V, Wy) y (V, W7) se encuentran
en la misma clase cromdtica (la de color i, pues a = (v;,4)). Por ende, bajo
gp las aristas (V, W) y (V,W1) estardn en la misma clase cromética (esto se
debe a que la factorizacién es primoide, de hecho si la factorizacién no fuera
primoide, la funcién f que estamos construyendo podria no estar bien defini-
da). Asi, la diferencia con g,(V) se mantiene en una clase cromética. En ese
caso hay un unico elemento de g,(V) correspondiente a esa clase cromatica.
Nos falta ver ahora porque f(a) no depende de la eleccién de V' para demostrar
que esta funcién esté bien definida. Supongamos ahora que la asignacién f(a)
dependi6 de la eleccion de V. Sin perdida de la generalidad, podemos asumir
que existen Vp y V] adyacentes con a € Vp, V1, pero f(a)o segun Vj, es distinto
de f(a); segin V;. Tomemos Wy v W adyacentes a Vy y V; respectivamente,
con a ¢ Wy UW; y con Wy adyacente a Wi. Como estos cuatro puntos forman
un cuadrado bicromaético, bajo g, se irdn a un cuadrado bicromatico (esta afir-
macién usa nuevamete el hecho de que nuestra factorizacién sea primoide). Sin
embargo, esto nos da f(a)o = ¢,(Vo) \ 9p(Wo) = (V1) \ 9p(W1) = f(a)1 por la
proposicién 5.

Ya que tenemos que esta funcién estd bien definida, podemos pensar que g, (V) =
fIV] (donde f[V] = {f(a)la € V}) pues, por construccién, a € V implica que
f(a) € gp(V), esto prueba f[V] C g¢,(V). Sabemos ademds que f tiene que
ser una biyeccién de vértices de .S, pues la funcién asociada a g, L induciré la
inversa de f. Como f[V] C g,(V) y |V| = |f[V]] = |gp(V)| = n, tenemos que
11V] = gp(V).

Veamos que f también es morfismo de digraficas. Tomemos a, b € S con a — b
y un conjunto V € P con a € V, tomemos W = (V' \ {a}) U {b}. Por construc-
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Figura 4.2: Coloraciones primoide y no primoide

cién V. — W. Ahora g,(V) — g,(W), por ser g, un automorfismo de P. Por
tanto, [g,(V) \ gp(W)] = [gp(W) \ g,(V)] por las definiciones de adyacencia en
el producto. Pero estos conjuntos son f(a) y f(b) respectivamente. Tenemos en-
tonces f(a) — f(b), asi f € Aut(S). Siendo f un elemento de Aut(S), podemos
considerar su efecto en los elementos de P bajo la accién natural de Aut(S).
SiV e P, tenemos f(V) = f[V] = {f(s)ls € V} = gp(V), mostrando que g,
proviene de la accién natural de un elemento de Aut(S) (explicitamente viene
de f). Por ende la asociacién que mencionamos es suprayectiva, y por tanto
tenemos un isomorfismo de grupos. O

Para darle claridad a la prueba anterior, expondremos un ejemplo de una facto-
rizacién no primoide de una digréfica. Sea G; la digrafica con V(G1) = {1,2} y
E(G1) ={(1,2)}. Consideremos Gy = G10G1, y G5 = G10Gs. Por la asociati-
vidad del producto cartesiano de digraficas, tendremos que Gs = G10G;0G,
de hecho esta tltima factorizacién serd primoide y asi Aut(G3) = Aut(G1+G1+
G1) = S3 por el teorema pasado. Sin embargo, la factorizacién Gz = G3OG; no
es primoide. Los elementos de G5 en esta factorizacién tienen la forma ((¢, j), k)
con i, j, k € {1,2}, y el mapa que manda al elemento ((7, j), k) a ((k, ), ) serd un
automorfismo del producto que no respete clases cromaticas. La suma asociada
a la factorizacién es Go + G1 y Aut(G2 + G1) = S que es distinto a S3. Esto
muestra que nuestra hip6tesis era necesaria. En la figura 4.2 (pag. 69) ilustramos
ambas factorizaciones de G3.

Teniendo este nuevo objeto combinatorio (la suma de digraficas), los célculos
necesarios para encontrar el grupo de automorfismos pueden hacerse con abso-
luta intuicién. Para poder dar una descripcion formal del objeto es necesario el
lenguaje de productos semidirectos.

Teorema 11. FEl grupo de automorfismos de una suma finita de digrdficas cone-
zas Aut(Y_;_, D;) es isomorfo a un grupo de la forma H x K con H el producto
[T, Aut(D;) y K =T Su(p) con n(D) = [{i|D; ~ D}|
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Demostracion. Llamemos I'; = Aut(D;) al grupo de automorfismos de cada su-
mando, y denotemos por S a >, D;. Notemos que []_; I'; es un subgrupo
de Aut(S) silo dejamos actuar coordenada a coordenada. Ademds, si tomamos
un elemento g € Aut(S) que no mueva sumandos de S (es decir g(D;) = D;
para toda i), el elemento g restringido a cada D; serd un automorfismo de D;.
La restriccién de g a D; es un elemento de I';, y g es un elemento de [];_, I';.
Llamemos H a [[;—, T;.

Obsrvemos que H < Aut(S). Para demostrarlo tomemos h € H, un elemen-
to g € Aut(S) y un elemento x € S en una componente i. Si g(x) estd en una
componente j, por la forma de h, se tiene que h(g(z)) estd en la misma com-
ponente j. Dado que ¢! es la inversa de ¢, todo elemento de la componente j
ird4 a un elemento de la componente i. Asi g~ (h(g(z))) estd en la componente i
mostrando que g 'hg € H. Como estamos pensando a los elementos de S como
pares ordenados (v,7) con v € D;, tenemos que H sélo actia sobre la primera
coordenada. Si tenemos primos isomorfos en nuestra suma, podemos pensar que
son isomorfos bajo la identidad y que en lo tnico que difieren es en su segunda
coordenada. Consideremos K el subgrupo de Aut(S) que tinicamente permuta
primos bajo la identidad, es decir, si k € K, entonces existe k una permutacién
de {1,...,n} tal que k(v,i) = (v,k(i)) y D; = Dy iy, para toda i € {1,...,n}.
Este grupo, por construccién, sélo afecta a la segunda coordenada de algunos
de los elementos de S. Por esta razén K NH = {id}. Ademds Aut(S) = KH. Lo
ultimo se debe a que para cualquier elemento g € Aut(S), podemos considerar
un elemento k& € K de forma que si la componente i fue a dar a la compo-
nente j bajo g, entonces k mande a la componente j a la componente i. Bajo
esta construccién kg € H y g = k~'h mostrando Aut(S) = KH. Esto nos da
Aut(S) = H x K. Naturalmente K es isomorfo al producto [], S,(p) de grupos
simétricos, donde n(D) es el niimero de factores isomorfos a la digréfica D.

O

Tenemos ahora un teorema de automorfismos sobre productos finitos de digrafi-
cas. Notemos que el grupo de automorfismos de un orden discreto y su respectiva
grafica de Hasse son iguales, Aut(Q) = Aut(H((Q)). Esto es consecuencia de
que a < b en @ siy sdlo si existe una trayectoria dirigida de @ a b en H(Q), y
los respectivos grupos preservan incidencia y trayectorias dirigidas.

Combinando estos resultados tendremos un teorema de automorfismos para el
producto finito de 6rdenes discretos. En particular tendremos caracterizados los
automorfismos de productos de politopos. Es decir, si buscamos el grupo de au-
tomorfismos de un politopo, basta con encontrar los grupos de automorfismos
de sus primos.

Corolario 1. Sea P un politopo en Poly', para i € {1,2,3,4}, y sea P =
[T, P su factorizacién prima. El grupo de automorfismos de P es:

n

Aut(P) = [ [(Aut(P)™ % Sp,).

i=1
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4.2. Orbitas y banderas

En la seccién pasada determinamos el grupo de automorfismos de un produc-
to buscando el grupo de automorfismos de la suma. Lo que haremos en esta
seccién es entender la accién del grupo de automorfismos en las banderas del
producto de un orden parcial. Para eso nos apoyaremos de otro objeto combi-
natorio, “las banderas” de la suma de 6rdenes parciales (la suma de 6rdenes
parciales es simplemente, como en digraficas, la unién disjunta de ellos). En
la seccién pasada probamos que el grupo de automorfismos de una suma de
digraficas S = Y., D; se puede ver como el producto semidirecto de dos gru-
pos, Aut(S) = H x K, con H = [[;", G, G; = Aut(D;), y K = [[p Sn(p)
donde n(D) = |{i|D; = D}|. Por la similitud de los érdenes parciales discretos
con las digraficas esta descomposicién también se dard para los grupos de au-
tomorfismos de sumas de érdenes parciales discretos. A lo largo de esta seccién
utilizaremos esta descomposicién de Aut(S), y tomaremos prestada la notacién.

Definicién 15. Dada la suma de n ordenes graduados, conexos, de rango fi-
nito, con banderas equipotentes, definiremos las banderas de la suma de ellos
como un par ordenado con primera entrada, un conjunto de n pares ordenados
(exactamente uno por cada sumando) (b;,i) con b; una bandera del respectivo
orden i. Como sequnda entrada tendrd una sucesion de colores (como el definido
en el capitulo dos, simplemente es una sucesion con contradominio un conjunto
prestablecido de colores) que tenga por longitud la suma de las longitudes de las
banderas b; y por colores los indices de la suma. Pediremos adicionalmente que
el nimero de veces que aparece el colori € {1,2,...,n} en la sucesién de colores
sea exactamente la altura de las banderas del sumando i, es decir, la altura de
b;.

En la figura 4.3 (pag. 72) mostramos algunas banderas de sumas.

Hay una forma natural en que el grupo de automorfismos de la suma de 6rdenes
parciales discretos S = I | P; actda en las banderas de la suma. Utilizan-
do notacién de la seccién anterior, cualquier elemento g del grupo se puede
descomponer en hk, con h € H y k € K. Tendremos que h moverd a los
elementos del conjunto de n coordenadas actuando como: h(b;, i) = (h(b;),1).
Por otro lado tendremos que k actuard tanto en la segunda coordenada de los
conjuntos (es decir en la segunda coordenada de los elementos de la primera
coordenada de la bandera de la suma) como en la segunda coordenada de la
bandera de la suma. Permutara los mismos colores de los sumandos que permu-
te en la suma. Es decir, k(b;, 1) = (b;, ]Af(l)) y si T =g, i1,...,%, era el patron
(o sucesién) de colores de la bandera tenemos que la accién de k sobre ésta
serd k(T) = k(io), k(i1), ..., k(im). En general la accién de un elemento g = hk
sobre un patrén de colores T serd g(T') = k(T).

Podemos considerar ahora la accién que tiene Aut(S) sobre las banderas del
producto P = [];_, Pi. A lo largo de esta seccién S denotard una suma de
ordenes graduados, conexos, de rango finito y con banderas equipotentes, P de-
notard el producto de los mismos, Bg denotard el conjunto de banderas de la
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Suma de trianguloy arista.

q
» 3

»
Figura 4.3: Suma y producto de un tridngulo en Poly' con una arista en Poly!,
y banderas correspondientes en la suma y el producto

suma S y Bp denotara el conjunto de banderas del producto P.

El siguiente lema identifica las acciones sobre estos dos objetos combinatorios,
usaremos nuevamente muchas nociones de acciones y notacién de este lenguaje.
Béasicamente la idea de todo lo subsecuente es darse cuenta de que queremos
describir a las banderas de un producto como el producto de banderas en los
factores, sin embargo, podemos describir a méas de una bandera de esa forma, y
por eso necesitamos introducir el patrén de colores, que nos dice en qué orden
fuimos bajando dentro de este producto.

Lema 21. Tomemos dos ordenes graduados, conexos, de rango finito, con ban-
deras equipotentes R y Q. Sea P=RO®Q yS =R+ Q. Si R y Q son primos
relativos, entonces la accién natural del grupo de automorfismos Aut(S) en Bp
es isomorfa a la accion de Aut(S) en Bg.

Demostracion. Al ser Ry @ primos relativos, el grupo de automorfismos Aut(P)
conserva clases cromdticas (pensando la coloracién en las respectivas grafi-
cas de Hasse H(P) = H(R)OH(Q)). Por el teorema 10, Aut(P) es isomor-
fo Aut(S). En este caso Aut(P) no sélo conserva clases cromadticas, las fi-
ja, pues sé6lo habrd dos de ellas y no son isomorfas. Asi, por el teorema 11,
Aut(S) = H = Aut(R) x Aut(Q). Podemos pensar a las banderas de P co-
mo trayectorias dirigidas maximales en las digraficas de Hasse de los érdenes



4.2. ORBITAS Y BANDERAS 73

parciales, y considerar sus trayectorias proyeccién (es decir, las trayectorias que
se forman al considerar la imagen bajo cada una de las respectivas funciones
de proyeccién en los factores de P). También consideramos su patrén de colo-
res, y con esta informacion construimos una asignacién entre Bp y Bg de la
siguiente manera. Definimos m : Bp — Bg con w(b) = ({mr(b),mq(b)}, f(b))
donde f denota la funcién que a una trayectoria le asigna su patrén de colores,
mr : Bp = Br y mg : Bp — Bg son las funciones que a cada bandera le
asignan su bandera proyeccion en R y @ respectivamente. Esta asignacion w
resultard ser un isomorfismo de acciones entre los Aut(.S)-conjuntos Bp y Bg.

Primero demostremos que 7 es una biyeccién: consideremos b, y by, bande-
ras de R y @ respectivamente. Ahora, b, © by C R ® Q). Ademds, si tomamos
un patrén de colores ¢ que repita exactamente |b.| veces el color R y exacta-
mente |b,| veces el color @, tendremos que en b, © b, existird una tnica bandera
by, € b, ©® by del orden R ® @ con f(b,) = c¢. Como en cada factor hay una
lnica sucesion decreciente y suprayectiva, el patrén de colores determina la
bandera. Si llamamos 7~ 1((b,,b,),c) a esta tinica bandera b, tendremos que
7o 7 (b, bg),¢) = ((br,by),c). Por lo tanto m o 7=1 funge como identidad
y asi 7 es suprayectiva. Supongamos 7(b,) = 7(by), como 7(b,) = ((br,by),c)
implica automdticamente b, € b, ® b, tenemos que by, b, € b, © by, ademds
f(bp) = f(by), como hay una tnica bandera en b, ® b, que cumpla f(b,) = c
tenemos que b, = b, probando la inyectividad de 7.

Para ver que m ademads de biyeccién es isomorfismo de acciones consideremos
lo siguiente: al ser R y @ primos relativos, g € Aut(S) implica que existen
gr € Aut(R) y g4 € Aut(Q) tales que g = (gr,gq). Dado (r9,q0) € P tene-
mos mr(g(r0,90)) = Tr((9-(r0),94(q0))) = gr(r0). Esto es lo mismo a la ac-
cién de g en Bg, es decir, g(mr(r0,q0)) = g(ro) = g-(ro), andlogamente con
Q. Como g € H, tenemos que g conserva clases cromaticas y por lo tanto el
patrén de colores de una bandera. Asi f(g(b)) = g(f(b)), todo esto nos da que
g(m(b)) = w(g(b)) y que 7 un isomorfismo de acciones, ya que tenemos dos
Aut(S)-conjuntos (Bp y Bg) con una biyeccién 7w : Bp — Bg que cumple
g(m(b)) = w(g(b)) para cualquier g € Aut(S) y cualquier b € Bp. O

Ya que tenemos estudiado el caso para primos relativos, tenemos que estudiar
el caso complementario, es decir, el caso en el que tenemos una potencia de
primos.

Lema 22. Sea P un orden graduado, conexo, de rango finito, con banderas
equipotentes y que sea la potencia de un primo R, es decir, P = H?:l R. Sea
S = >"" | R. Entonces la accion de Aut(S) sobre Bp es isomorfa a la accidn
de Aut(S) sobre Bg.

Demostracion. Como P estd descompuesto en primos, los automorfismos Aut(P)
conservan clases cromaticas y Aut(S) = Aut(P). Tomando la misma asociacién
del lema pasado, que a una bandera b en Bp la manda a

(Fl(b)v 7T2(b), s 77Tn(b)’ f(b))v



74 CAPITULO 4. GRUPOS DE AUTOMORFISMOS

con ; la proyeccién natural a Ry f la funcién que asocia el patrén de colores,
tenemos una biyeccién m entre Bg y Bp (verificar que esta funcién es en efecto
una biyeccién es andlogo al caso estudiado en el lema 21). Esta biyeccién entre
Aut(S)-conjuntos (Bp y Bg) resultard ser, como veremos, un isomorfismo de
acciones.

Como Aut(S) = H x K segin el teorema 11, podemos descomponer la accién de
Aut(S) en las respectivas acciones de H y K (la notacién de H = [];-_; Aut(R)
y K = S, la heredamos de la prueba del teorema 11), pues si la accién de H y
de K coincide en Bp y en Bg entonces la accién de Aut(S) = HK coincidird a
su vez en Bp y Bg.

Seanh € H,conh = (hy, ha, ..., hy), h; € Aut(R)yp € Pconp = (11, T2y .., 7).
Entonces 7;(h(p)) = hi(r;) vy h(mi(p)) = h(r;) = h;i(r;). Como h no mueve cla-
ses cromdticas, h(f(b)) = f(h(b)) = f(b) asi w(h(b)) = h(n(b)). Tomemos un
elemento k € K, y un elemento p € P con p = (r1, ro,...,mn) = {(r4,9)|t €
{1,2,...,n}}. Asi, p bajo k tiene la forma

k(p) = {(ri, K(@))li € {1,2,...,n}} = {(ris (0, Dl € {1,2,...,m}}

por lo que
Wz(k(p)) = (ch—l(i)vi)v

Km0y (1)) = s oy K@) = (7s a0 )-

Estas identidades al cumplirse para un elemento p € P se cumpliran para cual-
quier bandera b C P. Si el patrén de colores de b (pensando a b como una
trayectoria dirigida en la digréfica de Hasse de P) es {(i1), (i2),..., (im)} en-
tonces f(k(b)) = {k(i1), k(iz), ..., k(im)} que es justo k(f(b)). Con esto se tiene
que k(m(b)) = w(k(b)) y esto muestra que 7 es un isomorfismo de acciones. [

Ya que conocemos mejor la acciéon del grupo de automorfismos en las banderas,
podemos pasar a calcular el nimero de érbitas de banderas que induce un pro-
ducto. En el caso del producto de dos primos relativos, nuestros objetos son el
producto cartesiano (de conjuntos) entre las banderas de un factor, las bande-
ras de otro factor y el patrén de colores. Si tomamos dos elementos (b9, b9, s%)
y (b}, by, s') tales que b)) y b, se encuentren en la misma 6rbita bajo la accién
natural de Aut(R) con g,.(b)) = b}, b) y b} estén en la mlsma 6rbita bajo la
accién natural de Aut(Q) con gq(bo) = bl7 y ademds s® = s!, entonces estas
banderas estardn en la misma érbita de BS bajo la accién natural de Aut(S).
Pues el elemento g = (g,,9,) € Aut(R) x Aut(Q) = H = Aut(S) hard que
g(b9, 02, s%) = (bL, bl s1).

T q7 a8 qa

Para la parte conversa, observemos que ningin elemento de H = Aut(S) mueve

a los patrones de colores. Asi la condicién s° = s' es necesaria. Como los ele-

mentos de H elementos restringidos en sus coordenadas son automorfismos de
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Ry @, respectivamente, tenemos que g,.(b2) = b} para algtin g, € Aut(R) tam-
bién serd una condicién necesaria, andlogamente con gq(b9) = b}. Con esto se
tiene que el nimero de 6rbitas de banderas en un producto de primos relativos
P=R®Qes: OR)-0(Q)- ("™ donde n y m representan la altura de las
banderas de Ry @,y O(R), O(Q) representa el nimero de 6rbitas de banderas
que R y @ tenian respectivamente.

Sélo falta determinar el nimero de banderas de las potencias de un primo.
Si tomamos dos banderas en la suma de primos b° = (b9,89,...59,5%) y bt =
(bi,b3,...bL,s') tal que bajo la accién natural de Aut(S) se encuentren en
la misma 6rbita, entonces debe de haber una permutacién k de los colores
i = 1,2,...,n tal que k(s’) = s'. Esto se debe a que, de la descomposi-
ciéon Aut(S) = H x K la tnica parte de la descomposicién que actia en el
patrén de colores (de las banderas de una suma) son los elementos de K. Es-
tos intercambian clases cromaticas completas. Ademds si j = k(i) tenemos
que b? debe de estar en la érbita de b} en la accién natural de Aut(R) en
R. Pues cualquier automorfismo g que mande b° a b' al descomponerlo en
g = hk, con h € Hy k € K y considerando que j = k(i) tenemos que
hk(®Y,i) = h(b?,j) = (h;(8Y),7) = (b5,7) y como hj € Aut(R) estamos obliga-
dos a que b? y b; estén en una misma érbita, bajo la accién natural de Aut(R).
Por construccién, esas condiciones no sélo son necesarias, también son suficien-
tes.

Una vez que sabemos que s° se puede ver como una permutacién de colores
de s' (o en el lenguaje del capftulo 2, s° y s son afines) podemos construir
el k que sea testigo de esa permutacién. Una vez teniendo la permutacién y
sabiendo qué coordenadas se corresponden, es facil constuir a h coordenada a
coordenada, encontrando asi el automorfismo g = hk adecuado que sea testigo
de que b° v b! estdn en la misma 6rbita. El nimero de érbitas seré: el nimero
de orbitas de los patrones de colores bajo el grupo simétrico S,,, multiplicado
por el niumero de érbitas que comparten el mismo patrén de colores.

Para ver lo anterior, observemos que dadas dos banderas de la suma S = Z?Zl R
que tengan un patrén de colores en la misma érbita bajo la accién del grupo
simétrico S,,, podemos llevarlas con automorfismos en el grupo K a que tengan
el mismo patrén de colores (ya que por hipdtesis sus patrones de colores estéan
en la misma 6rbita bajo S, ). Una vez hecho eso, tomemos representantes de las
6rbitas de Bg bajo la accién de Aut(S) que tengan el mismo patrén de colores.
Como las banderas en cada coordenada de la suma S podemos variarlas, y como
basta con que las banderas de la suma no se relacionen coordenada a coordena-
da (es decir, que exista una coordenada i tal que b}, b? € Bg se encuentren en
Orbitas distintas de la accién de Aut(R) en R) para que las banderas completas
tampoco lo hagan tendremos O(R)"™ de representantes. Asi, para cada patrén
de colores fijo hay una cantidad O(R)™ de drbitas de banderas distintas que
tienen al menos un elemento con ese patrén. Falta tinicamente contar cuantas
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6rbitas de patrones de colores existen. Si la altura de las banderas de R es a,

las banderas del producto seran de altura an. La forma de contar estas estruc-
I (%)
n!
por (“("a_l)) de tomar el segundo color entre los lugares restantes, etc. Debe-
mos dividir entre n! por la permutacion de colores que estamos permitiendo. La

| . . .,
% Resumiremos la discusién

n

turas es pues hay (") formas de tomar el primer color multiplicado

férmula final es maés facil de visualizar como
pasada en el siguiente teorema.

Teorema 12. Sea P un orden graduado de rango finito con banderas equipo-
tentes y sea P =T["_|(P;))™ su descomposicion en primos. Sean a; las alturas
respectivas de las banderas de los primos P;, y o; el numero de drbitas de ban-
deras respectivas de los primos, bajo la accidn de Aut(P;). Entonces el nimero
de drbitas de las banderas bajo la accion de Aut(P) es:

) Cai)!
iy mea) [T, o™ (a(vly)lfnar)w

T2 (miay)!

Demostracion. O

|0(P)| = (4.1)

De esta formula podemos intuir que habra muy pocos politopos regulares que
estén inducidos por un producto. De hecho, suponiendo que esta férmula resul-
tara valiendo uno, podemos concluir que P es una potencia de primos, ya que
% siempre es un entero mayor a uno cuando ¢ > 2. Teniendo a P co-
(aymq)lo]™t

W Como buscamos

aquellos niimeros que hacen que la expresién valga uno y % siempre es
entero tenemos que o7 = 1, lo cual nos dice que este factor primo tenia que
% sea uno, es necesario y suficiente
que a1 =1 6 my = 1. Si m; = 1 entonces P es un primo. Y a; = 1 nos da
4 opciones, una por cada clase de Poly® de politopo que tenemos. En Poly' el
tnico politopo que tiene altura uno es el vértice y las potencias del vértice son
los simplejos. En Poly? el tinico politopo que tiene altura uno es la arista (sin
minimo) y las potencias de la arista en Poly? son los hipercubos. En Poly?® el
Unico politopo con altura uno es la arista (sin mdximo) y sus potencias son los
duales de los hipercubos (conocidos en inglés como crosspolytopes). En Poly*
los tnicos politopos de altura uno son los poligonos (sin méximo ni minimo) y

la potencia de un poligono de Poly? serdn toros n-dimensionales.

mo potencia de primos obtenemos la nueva férmula

ser inicialmente regular. Para que



Capitulo 5

El antiprisma

Ya que tenemos toda la herramienta de productos y grupos de automorfismos de
productos, podremos construir el antiprisma y encontrar todas las propiedades
cldsicas que se buscan de una construccion.

5.1. Construccion

Primero describiremos la construcciéon del antiprisma para poligonos: tomemos
un poligono regular finito con n lados, tomemos una copia del mismo en un
plano paralelo, y girémoslo g—z, de forma que los planos que bisectan perpen-
dicularmente a las aristas del poligono original contengan a los vértices de la
copia rotada. Por cada vértice que tenemos en la figura colocaremos un par de
aristas a los vértices de la arista correspondiente en la otra copia del poligono,
formando as{ un total de 2n tridngulos. En la figura 5.1 (pag. 78) ilustramos
esta construccion.

Lo que intentaremos es generalizar esta construccion, pero motivaremos la gene-
ralizaciéon con una descripcién diferente. Para eso recordemos que un poligono
es un politopo autodual. Pensemos a los dos poligonos del antiprisma como el
inicial y su dual. Ahora busquemos una forma diferente de entender a los 2n
tridngulos. Recordemos que el producto en Poly! de un vértice por una arista es
precisamente un tridngulo, y recordemos que en una dualidad de poligonos los
vértices van en aristas. De cierta forma podemos pensar a n de estos tridngulos
como el resultado de multiplicar a la arista por su dual en una dualidad. Po-
demos pensar al poligono original como el producto de este con la identidad y
a los otros n triangulos como el producto de los vértices también con su dual.
Todas las facetas son el producto de una cara original del poligono con su res-
pectiva dual. Lo dnico que nos faltaria es saber como “unirlas”. La definicién
16 tiene como facetas al producto de caras con sus duales y tiene una manera
muy sintética de realizar la union.

7
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Toma un poligono. Q

Girala copia.

; E Une con triangulos.

Figura 5.1: Construccién del antiprisma del cuadrado por pasos

Toma una copia.

Definicién 16. Definimos la funcidn Ant : Poly' — Poly?, que a P € Poly'
lo manda a Ant(P), donde Ant(P) es el orden parcial que tiene como elementos
a {(a,b) € P ©® Pla < b} y como relacion de orden parcial a (a,b) < (¢,d) siy
sdlo sia < ¢ <d<b. El orden parcial Ant(P) es el antiprisma de P.

En la figura 5.2 (pag. 79) dibujamos el esqueleto del antiprisma de un cubo.
Es claro de la definicién que Ant(P) es un orden parcial. Demostraremos ahora
que realmente el antiprisma de un politopo en Poly! yace en Poly®. Es decir,
que la funcién Ant esté bien definida.

Lema 23. FEl antiprisma de un politopo es un orden graduado.

Demostracion. Sea P € Poly' y p la funcién de grado de P. Definiendo p*
como p*(a,b) = p(a) + p(P) — p(b) tendremos que esta serd una funcién de
rango de Ant(P), pues (¢,d) < (a,b) implica que ¢ < a < b <dy p(c) < p(a)
y p(b) < p(d). Esto hace que p*(¢,d) < p*(a,b). Si (a,b) cubre a (c,d) quiere
decir que pueden variar en sélo una coordenada. Si a = ¢ tenemos que d cubre
aben Py por tanto p(b) = p(d) + 1 dejando p(a,b) = p(c,d) + 1, el otro caso
es andlogo. O

Proposicion 17. Las banderas del antiprisma son equipotentes.

Demostracion. Los tnicos elementos maximales son de la forma (a, a) cona € P,
y todos los elementos de esta forma son maximales. Tenemos a su vez un tnico
elemento minimo (mp, Mp) donde mp y Mp son el minimo y méximo de P,
respectivamente. Como Ant(P) es un orden graduado, el tamafio de una bandera
Bes p*(Mp)—p*(mp) donde mp y Mp son el minimo y méximo de la bandera
B respectivamente. Al tener Ant(P) un minimo se tiene mp = (mp, Mp) sin
importar la bandera. Por la observacién inicial Mp es de la forma (a,a) para
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Figura 5.2: Antiprisma del cubo

algiin ¢ € P. Sin embargo, p*(a,a) = p(P) sin importar el elemento a que
tomemos. Por lo tanto todas las banderas de Ant(P) tienen tamano

p*(a,a) — p*(mp, Mp) = p(P) — p(mp).
O

Una observaciéon importante que hay que hacer, es que los segmentos inferiores
de un elemeno maximal (de la forma (a, a)) son el producto del segmento inferior
de a en P con el segmento inferior del dual de a en P*. En particular, al ser
productos de politopos, son politopos. Otra observacién importante es que el
segmento superior de un elemento (a, ¢) en un antiprisma (es decir [(a, ¢), o0]) es
el antiprisma del segmento acotado por a y ¢, esto es, Ant([a,c]) (pues (b,d) >
(a,c) siy sélosiby destén en [a,c]). Con estas observaciones podemos probar
la conexidad y conexidad fuerte del antiprisma.

Proposicién 18. FEl antiprisma de un elemento en Poly' es un orden fuerte-
mente conexo.

Demostracion. Probemos primero la conexidad de Ant(P). Para eso tomemos
dos caras propias (a,b) y (¢,d) € Ant(P). La tnica cara no propia (por ser
minimo del orden) es (mp,Mp). Alguna de las suceciones (a,b), (a, Mp) o
(a,b), (mp,b) es una sucesién de caras propias (pues (a,b) es una cara propia),
andlogamente para (c,d). Sin pérdida de generalidad, podemos restringirnos a
los casos en que los siguientes pares de sucesiones son sucesiones de caras pro-
pias: (a,b), (mp,b) y (c,d), (mp,d), o (a,b), (a, Mp) v (c,d), (mp,d), pues el
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argumento sobre los otros casos es simétrico. En el primer caso by d son caras di-
ferentes al méximo de P. La trayectoria (a,b), (mp,b), (mp,mp), (mp,d), (c,d)
es una sucesién de caras propias incidentes de Ant(P). En el segundo caso a
no es la cara minima y d no es la cara méxima. Como (a,d) es incidente con
(mp,d) tenemos que (a,b), (a, Mp), (a,d), (mp,d), (¢,d) es una trayectoria de
caras propias incidentes de (a,b) a (¢,d) en Ant(P). Para probar la conexidad
fuerte hay que probar que cada segmento inferior, superior o acotado es conexo.
Como todo segmento acotado o inferior es un segmento de algiin politopo de la
forma [(mp, Mp), (a,a)]. Tenemos que esos serdn conexos. A su vez, si tomamos
el segmento superior (a, ¢) obtendremos un orden isomorfo al de Ant([a, c]) pero
el antiprisma del politopo [a, ¢] hemos visto en un principio que es conexo. [

Encontraremos qué tipo de propiedad diamante tiene:
Proposicién 19. El antiprisma de un politopo P tiene la propiedad D3.

Demostracion. Cualquier 2-segmento acotado de Ant(P) es un segmento del
politopo formado por el segmento inferior de una cara méximal (de la forma
[(mp, Mp),(a,a)]) y por ende estos 2-segmentos son siempre una arista con
maximo y minimos. Nos basta probar que los 1-segmentos superiores, al agre-
garles un maximo absoluto son aristas. Recordemos que segmentos superiores
son antiprismas de un subpolitopo. Al pedir que sea un 1-segmento, estamos for-
zando a que sea el antiprisma de un O-politopo, pero los tinicos 0-politopos son
los vértices, y el antiprisma de un vértice sabemos que es la arista sin maximo,
como se requiere. O

Resumimos las pasadas afirmaciones en el siguiente teorema:

Teorema 13. Sea P tal que P € Poly', entonces Ant(P) € Poly®

5.2. Grupo de automorfismos

La siguiente observacién serd esencial para encontrar el grupo de automorfismos
de un antiprisma.

Proposicién 20. Si P,Q € Poly', entonces Ant(P ® Q) = Ant(P) ® Ant(Q).

Demostracion. Dado un elemento ag = [(xo, o), (20, wo)] € Ant(P © Q) defini-
mos a f(ag) = [(xo0,20), (Yo, wp)]. Ahora como ag € Ant(P ® @), tenemos que
(z0,y0) < (z0,wp) en PO Q. Asi g < zp en Py yo < wp en Q. Lo anterior
muestra que (zg, 20) v (Yo, wo) estdn en Ant(P) y Ant(Q) respectivamente y,
por tanto, f(ag) € Ant(P) ® Ant(Q). Entonces la funcién f : Ant(P © Q) —
Ant(P)©® Ant(Q) estd bien definida. Sea g : Ant(P)®Ant(Q) — Ant(P®Q) con
g(bo) = [(z0, Y0), (20, wo)] si bg = [(x0, 20), (Yo, wo)]. De manera similar al caso de
f, g esta bien definida. Méds atn, es inmediato ver que es la funcién inversa de f.

Demostraremos que ap < a; en Ant(P ® Q) si y sblo si f(ag) < f(a1) en
Ant(P) ® Ant(Q). Digamos que a; = [(z,¥:), (2:, w;)]. Entonces tenemos que
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ao <ay & (zo,y0) < (21,91) < (21, w1) < (20, w0)
en Ant(P ® Q) enPoQ

ro<m <z21<2 < (v0,20) < (71,21)
en P en Ant(P)

yo<y1 <wy <wyg & (yo,wo) < (y1,wr)
en@ en Ant(Q)

(z0,%0) < (71,91) < (21,w1) < (20,w0) € [(w0,20); (Y0, wo)] < [(21, 21), (y1, w1)]
enP®Q en Ant(P) ® Ant(Q)

Por lo tanto, a < ben Ant(P® Q) siy sélosi f(a) < f(b) en Ant(P) ® Ant(Q).
Esto prueba el isomorfismo. O

Como sabemos muy bien cémo se comporta el grupo de automorfismos de un
producto de politopos, y la accién de éste sobre las banderas del mismo, lo inico
que nos falta por conocer es cémo se comporta el grupo de automorfismos y la
accion natural que éste define sobre las banderas del antiprisma de un politopo
primo en Poly®.

Teorema 14. Sea P un politopo primo en Poly', sea G = T'(P) el grupo de
automorfismos de P, y I'(P) el grupo extendido de P. Entonces I'(Ant(P)) es
isomorfo a T'(P).

Demostracion. Sea H = T'(Ant(P)). Tenemos que un automorfismo g de P
actia de forma natural en el antiprisma de P como g(a,c) = (g(a), g(c)). Como
el orden del antiprisma estaba dado absolutamente en términos del orden de P,
éste serd un automorfismo del antiprisma. Notemos que cualquier g € T'(P) fija
a los elementos maximales (Mp, Mp) y (mp, mp).

El segmento inferior de (Mp, Mp) es isomorfo a P y sus elementos son de
la forma (a, Mp). Llamaremos Py a este segmento de Ant(P). Cualquier auto-
morfismo g € T'(Ant(P)) que fije a (Mp, Mp), al restringirse a Py induce un
automorfismo ¢’ € I'(P). La accién natural que ¢’ induce en Ant(P) (como un
automorfismo de P) coincide con el g. Lo anterior se debe a que ambos actian
de la misma manera en Py y, por tanto, en una bandera de Ant(P) (recordemos
aqui que la imagen en una bandera determina completamente el automorfismo,
pues la accién es libre en banderas). Tenemos pues, un isomorfismo entre el
grupo de automorfismos G de P y el estabilizador de (Mp, Mp) en H.

El tnico otro segmento que tiene oportunidad de ser isomorfo a P es el seg-
mento inferior de (m,,m,), con elementos de la forma (m,,a). Esto se debe al



82 CAPITULO 5. EL ANTIPRISMA

hecho de que cualquier segmento (a, a), con a una cara propia de P, serd un pro-
ducto no trivial y, como P es primo, no puede ser isomorfo a [(mp, Mp), (a,a)].
Por lo tanto, dado h € H, h(Mp, Mp) # (a,a) para cualquier cara propia a € P.

Si somos observadores, el segmento [(mp, Mp), (mp, mp)| es isomorfo al dual de
P, es decir, a P*. Ahora, si P es autodual, toda dualidad de P tiene una forma
natural de actuar en Ant(P). Tomemos * : P — P una dualidad (en caso de que
exista), definimos un automorfismo § en Ant(P) como d(a,b) = (b*,a*). Dado
que a < b implica b* < a*, por ser una dualidad, éste serd en efecto una fun-
cién con codominio Ant(P). Ademads, expresiones del estilo g < yg < y1 < 1
conservaran xy > yg > yi > i y por ende tendremos un automorfismo. Cabe
destacar que 6(Mp, Mp) = (mp, mp).

De forma conversa, sea h € H tal que h(Mp, Mp) = (mp,mp). Como pa-
ra toda a € P, (a,Mp) < (Mp,Mp), entonces h(a, Mp) < h(Mp,Mp) =
(mp,mp). Por lo tanto, h(a, Mp) = (mp,b) para algin b € P. Entonces
podemos construir la asignacién g : P — P con g(a) el dnico elemento que
cumple h(a, Mp) = (mp,g(a)). Notemos que (a, Mp) < (b, Mp) implica que
h(a, Mp) < h(b,Mp) y asi (mp,g(a)) < (mp,g(b)). Usando la definicién del
orden < 44(p), obtenemos mp < mp < g(b) < g(a), en particular g(b) < g(a) y,
por lo tanto, g es una dualidad de P. La accién natural de g en Ant(P) cumple
g(a, Mp) = (mp,g(a)) = h(a, Mp). Como la accién del grupo de automorfismos
de un politopo es libre en banderas, esto nos da que la accién de g en Ant(P)
es h. En resumen, hemos encontrado una biyeccion entre el grupo extendido de
automorfismos I'(P) y T'(Ant(P)). Como I'(Ant(P)) y I'(P) actdan fielmente
y de la misma manera en Ant(P), tienen que ser isomorfos. Al actuar fielmen-
te podemos pensar a estos grupos encajados en el grupo simétrico S|ane(p)| ¥s
como actian de la misma manera estos encajes, tendran la misma imagen en
S| ant(pP)|, lamemos I a esta imagen. Tendremos que I'(Ant(P)) = Iy D(P)=T1

por la definicién de encaje, asi tenemos I'(Ant(P)) = T'(P). O

En lo subsecuente nos dedicaremos a entender la accién natural del grupo de
automorfismos I'(Ant(P)) sobre las banderas de Ant(P). Para eso, nos apoya-
remos de otro objeto combinatorio el cual facilitard la comprensién de la accion.

Sea P un politopo (en Poly') y Ant(P) su respectivo antiprisma. Sea Bp el con-
junto de banderas de P, sea h la altura de las banderas de P,y sea V = {0,1}" el
conjunto de sucesiones de longitud h con contradominio {0, 1}. Encontraremos
una biyeccién entre las banderas de Ant(P) y el conjunto Bp x V. Podemos pen-
sar a un elemento j = (b,v) de Bp x V como un conjunto de instrucciones para
construir a una bandera en Ant(P), la bandera b nos dird sobre qué bandera
de P movernos y el conjunto de instrucciones v nos dird si modificar la prime-
ra o la segunda coordenada en el antiprisma. Lo subsecuente formaliza esta idea.

Definimos las funciones +4 : b\ {Mp} — by — : b\ {mp} — b como
+p(x) = y siy cubre a x en b, y —p(x) = y si x cubre a y en b. Si x y y
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son elementos de b tales que z < y, definimos fi,((z,y),0) = (+p(x),y) vy de-
finimos f,((z,y),1) = (z, —1(y)) (observemos que si (z,y) € Ant(P), entonces
tanto fp((z,9),1) como fy((z,y),0) cubren a (z,y) en Ant(P)). Por tltimo,
definimos de manera recursiva B; : {0,1,2,...h} — Ant(P) (recordemos que
j = (b,v)) como B;(0) = (mp,Mp) y Bj(k+1) = fp(Bj(k),v(k+1)). La suce-
sién B; serd por construccién una bandera de Ant(P), pues B;(0) es el minimo
en Ant(P), Bj(k+1) cubre a Bj(k), y Bj(h) es de la forma (a,a) (un maximal)
para algtin a € b (esto se debe a que las banderas de Ant(P) tienen altura h, y
hemos subido de rango exactamente h veces).

Demostraremos que la asignacién ¢ : Bp x V' — By, py que asigna ¢(j) = B;
es una biyeccién. Empecemos por demostrar la inyectividad de ¢. Supongamos
o(jo) = ¢(j1), con j; = (b;,v;). Observemos que las coordenadas de Bj, son
todos elementos de la bandera b; (por construccién). Ademads, cada elemento de
la bandera b; aparece por lo menos una vez como coordenada de la bandera B;;,.
Asi, el conjunto formado por las coordenadas de Bj, es precisamente b;. Como
B;, = Bj,, por hipdtesis, tenemos que by = b;. Denotemos por b a by = b;.
Tenemos Bj, (k+ 1) = fy(Bj,(k),vi(k)) y por hipétesis Bj,(k+1) = B;, (k+1)
asi fp(Bj, (k),vo(k+1)) = fo(Bj,(k),vi(k+1)), lo cual autométicamente nos da
vo(k +1) = vi(k + 1). Mostrando, vy = v1, jo = j1, y por ende la inyectividad
de ¢.

Definamos my : Ant(P) — P como my(a,b) = a y m : Ant(P) — P como
m1(a,b) = b. Tomemos una bandera del antiprisma B € B4, (p) (escrita como
una sucesién estrictamente creciente de elementos de Ant(P)) que tenga por
elemento méximo a (a,a). Consideremos la sucesién

w0l B] = {mo(B())li € {0, 1,...,}}.

Esta sucesién serd no decreciente de mp a a. Por otro lado la sucesién mq[B]
serd no creciente de Mp a a. Invirtiendo el orden de la sucesién 1 [B] y conca-
tendndola con my[B] (por supuesto eliminando los términos repetidos) obtene-
mos una bandera de P, digamos b. Tenemos que exactamente uno de los siguien-
tes dos casos se da para todo ¢ € {0,1,...,(h—1)}: o sucede que w1 (B(i+1)) =
m(B(7)) y mo(B(i + 1)) cubre a mo(B(i)) en P, o mo(B(i + 1)) = mo(B(i)) v
m1(B(i)) cubre a w1 (B(i + 1)) en P. Esto nos da derecho a definir v(i + 1) = 0
si se da el primer caso, y v(i + 1) = 1 si se da el segundo caso.

Demostraremos que con j = (b,v) definidos de esta forma tendremos un ele-
mento j tal que ¢(j) = B. La prueba serd por induccién. Sea By = ¢(j), por
construccién B1(0) = (mp, Mp) = B(0). Ademds Bi1(i + 1) = fi(B1(i),v(i +
1)) = fo(B(i),v(i + 1)). Si v(i + 1) = 0 es porque mo(B(i + 1)) cubre a
mo(B(i)) en by m(B(i + 1)) = m1(B(i)). Ahora v(i + 1) = 0 nos dard que
mo(fo(B(i), (i +1))) = mo(+(B(0))) = mo(B(i + 1)) y m(fu(Br (i), 0(i +1))) =
m1(+5(B(4))) = m1(B(i)) = m1(B(i + 1)), lo cual prueba que si asumimos que
B(i) = By (i), entonces By (i + 1) = B(i+ 1) cuando v(i + 1) = 0. Probar que si
asumimos que B(i) = Bi(i), entonces obtenemos By (i + 1) = B(i 4+ 1) cuando
v(i+1) =1 es andlogo al caso anterior. Esto es suficiente para concluir de forma
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inductiva que B = By = ¢(j).

Teniendo esta biyeccién entre las banderas del antiprisma By py y el con-
junto Bp x V podemos hacer algunas observaciones. Por ejemplo, si P es un
politopo finito, entonces Ant¢(P) también serd finito y el nimero de banderas de
Ant(P) (|Bani(py| = |Bp x V) seré exactamente 2" | Bp|. Como segunda obser-
vacién, si P ademas de ser politopo finito es primo, entonces I'(Ant(P)) = I'(P)
y el nimero de érbitas que tiene la accién natural de I'(Ant(P)) en las banderas
B ant(p) lo podemos calcular como:

|Bani(p)l 2" |Bp]

O(Ant(P)) = ID(Ant(P)| — |D(P)]

Esta expresion puede tomar los valores 2 - O(P) o 2"~1. O(P) dependiendo de
si P es o no autodual (en esta expresién O(Q) denota el nimero de drbitas que
tiene la accién natural del grupo de automorfismos de un politopo @ sobre sus
propias banderas).

Afortunadamente la biyeccién entre By, p) y Bp x V nos ayuda a estudiar el
niimero de 6rbitas de la accién del grupo I'(Ant(P)) sobre las banderas B gnq(p)
aun cuando P es un politopo primo infinito. Para eso definiremos una accién de
I'(Ant(P)) sobre Bp x V que nos ayudara a entender lo que sucede.

Como P es un politopo primo, tenemos que cualquier automorfismo g € T'( Ant(P))
viene inducido de un automorfismo de P o una dualidad de P (como en el teo-
rema 14). Si j = (b,v), definimos g(j) = (g(b),v) cuando g es un automorfismo
de Py g(j) = (g(b),v*) si g es una dualidad, donde v*(i) = 1 —v(7). Tendremos
que ¢ : Bp x V. — By p) no es solamente una biyeccion, serd una biyeccién
que preserve la accién de f‘(P) sobre estos conjuntos. Para probarlo, tomemos
g € T(P)y j = (byu) € Bp x V. Tenemos que g(B;(0)) = g(mp,Mp) =

Bgy(;y(0). Supongamos ahora que g(B;(i)) = By;)(i), y demostremos por casos
que g(B;(i+ 1)) = By (i +1).

» Caso v(i + 1) = 0: Tenemos que B;(i + 1) = fi(B;(4),0) = +4(B;(1)),
asi mo(B;(i + 1)) cubre a mo(B; (z)) en la bandera b y m1(B;(i + 1)) =
m1(B;(2)). De lo anterior tenemos que g(mo (B, (i+1))) cubrird a g(m(B;(7)))

y g(m( B;(i+1))) = g(m1(B;(i))) en la bandera g(b). Asi g(B;(i +1)) =
+g(b)( 5(4))), pero por la hipétesis inductiva g(B;(i)) = B (])( 1), asi que

(B
9(B; (i + )) +9)(Bg() (1)) = fo(v) (By(j)(i),0) = By (i + 1).

s Caso v(i + 1) = 1: Tenemos que B,;(i + 1) = f(B;(i),1) = —4(B;(1)),
asi m (B; (z)) cubre a m(B;(i + 1)) en la bandera b y mo(B,(i + 1)
mo(B;(2)). De lo anterior tenemos que g(mi(B;(i))) cubrird a g(m (B;
))) 9(mo(B;(i+1))) = g(mo(B;(7))) en la bandera g(b). Asi g(B;(i+1))
— 40 (9(Bj(i))) pero, por la hipétesis inductiva g(B;(i)) = Bg;)(i), asi que
9(B,(i + 1) = —40) (B () = Fyior By (0):1) = By (i +1).
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Este argumento inductivo muestra que si g € I'(P), entonces g(¢(j)) = ¢(g9(j)).
Tomemos ahora una dualidad d € T'(P) \ ['(P). Demostraremos que d(B;) =
Bg(jy. La prueba también serd por induccién. Observemos que d(B;(0)) =
d(mp,Mp) = (mp, Mp) = Bg;y(0). Demostaremos ahora que si d(B;(i)) =
Byjy(i), entonces d(B;(i + 1)) = By(;)(i + 1). Nuevamente lo haremos por ca-
S08:

» Caso v(i + 1) = 0: Tenemos que B;(i + 1) = fp(B;(i),0) = +4(B; (7)),
asi mo(B;(i + 1)) cubre a my(B; (z)) en la bandera b y m(B;(i + )) =
m1(B;(1)). Ahora, d(my(B;(t))) cubre a d(mo(B;(i+1))) en d(b) yd(m(B (i+
1) = d(m (B, (i))). Ahora, o(d(B;(i+1))) = d(m(By(i-+1))) y m (d(B,(i+

1))) = d(mo(B;(i + 1))) por cémo se comporta una dualidad en los ele-

mentos de Ant( ). De esto deducimos que d(B;(i+1)) = —qq) (d(B;(i)))

como por hipdtesis inductiva se tiene que d(B;(i)) = Bg;)(i), tendremos

que d(Bj(i,‘F 1)) = —aw)(Bay)(9) = faw)(Bag) (i), v*(i+1) = By (i+1),
como queriamos ver.

» Caso v(i + 1) = 1: Tenemos que B;(i + 1) = fp(B;(i),1) = —u(B;(1)),
asi m(B;(4)) cubre a m(B;(i + 1)) en la bandera b y mo(B;(i + 1)) =
mo(Bj(i)). Ahora, d(m1(B;(i+1))) cubre a d(m1(B;(i))) en d(b) y d(mo(B;(i+
1))) = d(mo(B;(3))). De esto deducimos que d(B;(i+1)) = —|—d(b (d(B, (1 )))
como por hipétesis inductiva se tiene que d(B;(i)) = Bg;)(i), tendrem 0s
que d(Bj(i,Jr 1)) = +aw) (Ba)(0) = faw)(Bag) (i), v*(i+1) = By (i+1),
como queriamos ver.

Este argumento inductivo muestra que si d es una dualidad de P, entonces
d(#(j)) = ¢(d(j)). Esto con lo anterior termina de probar que las acciones de
I'(P) sobre los conjuntos Bany(py y Bp x V son isomorfas via ¢.

Pero la accién de f(P) sobre Bp x V es muy clara y estudiable. Por ejem-
plo, si P es un politopo primo (finito o infinito) que no sea autodual, tendremos
f(P) = I'(P) y que para cualesquiera elementos jo = (bo,vo), j1 = (b1,v1), se
tendrd que jo € I'(P) - j1 si y sélo si vg = v1 y by € I'(P) - by. Por lo tanto,
en este caso el nimero de dérbitas de Ant(P) bajo la accién del grupo f‘(P)
serd exactamente:
O(Ant(P)) = O(P) - 2"

El caso en que el politopo P sea primo y autodual se analiza de manera analoga.
Si restringimos la accién de T'(P) en Bp x V a la accién de T'(P) en el mismo
conjunto, tendremos O(P) - 2" érbitas de banderas (como en el caso pasado)
pero las dualidades permitiran pasar de una de estas érbitas a otra de ellas de
forma tnica. En este caso la férmula de drbitas es: O(Ant(P)) = O(P) - 2h=!
como tenfamos en el caso finito. Resumiremos la discusién pasada en el siguiente
teorema:

Teorema 15. Sea P € Poly' un politopo primo. Sea O(P) el niimero de orbitas
que tiene la accion natural de T'(P) en las banderas de P (Bp). Sea n el rango
de P. Si P es autodual, entonces O(Ant(P)) = O(P)-2™. Por otro lado, si P
no es autodual, entonces O(Ant(P)) = O(P)-2"+!
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Demostracion. Apoyandonos de la discusién que precede a este teorema, basta
con observar que si h denota la altura de las banderas de P, entonces h =
n+ 1. O

Pasemos ahora a determinar los antiprismas regulares. Al ser la funcién Ant una
funciéon multiplicativa podemos concentrarnos en el estudio de antiprismas de
primos, pues de no ser primo tendria que ser una potencia de un primo (produc-
tos con més de un primo como factor nunca son regulares). El tinico primo en
Poly? que tiene potencias regulares es la arista sin maximo. Observemos que la
arista sin maximo es el antiprisma del vértice. Asi, los antiprismas de simplejos
(las potencias del vértice en Poly') nos dardn siempre el dual de un hipercubo
(las potencias de la arista sin maximo, en Poly3), esta familia de antiprismas es
regular. Dejando esta familia de lado, tomemos un politopo primo finito regular
P en Poly' que no sea el vértice. Sus banderas tendran altura h con h > 2.
Por la féormula de orbitas estudiada anteriormente, al ser A > 2 tendremos que
O(Ant(P)) > O(P) -2"~! > 2, probando que el antiprisma de estos primos no
sera regular.

Corolario 2. Sea P € Poly' un politopo primo de rango 2 o mayor, entonces
Ant(P) no es regular.
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Conclusiones

El trabajo presentado en esta tesis deja traducidos teoremas y pruebas impor-
tantes de factorizacién en graficas, digraficas, y 6rdenes parciales, y los expone
en términos elementales. Involucra al lector con conceptos que relacionan a la
combinatoria con diversas areas de las matematicas. Resuelve el problema de en-
contrar el grupo de automorfismos del antiprisma. Introduce un nuevo producto
entre politopos abstractos, y establece precedentes lingiiisticos que facilitan el
trato de los productos en politopos. A su vez, abre la linea de investigacion al
estudio de politopos fibrados.

A continuacién enlistamos los principales resultados expuestos en este traba-

jo:

Teorema 3 (p. 40): El producto cartesiano de 6rdenes discretos ©® es
cerrado en Poly® para i = 1,...,4., es decir, P, Q@ € Poly® implica que
P ®Q € Poly'.

Teorema 6 (p. 51): Dada una grifica conexa Gy una coloracién C
que sea fuertemente convexa y tenga la propiedad cuadrado, existe una
factorizacién o de G inducida por C tal que ~,= C. En esta factorizacion
cada uno de los factores resulta isomorfo a las componentes conexas de
cada color.

Teorema 7 (p. 56): Para toda grafica conexa G existe una tnica expre-
sién de G como un producto cartesiano débil de gréficas idescomponibles.

Teorema 8 (p. 59): Para toda digrafica conexa D, existe una tnica
expresion de D como un producto cartesiano débil de digréficas idescom-
ponibles.

Teorema de factorizacién tinica para politopos abstractos (p. 63):
Para ¢ = 1, 2, 3, 4 se tiene que Poly® tiene factorizacién unica bajo el
producto cartesiano de érdenes.

87
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= Teorema 10 (p. 67): Dada una digréfica conexa D y una factorizacién

primoide o = [];; D; de D en digréficas, el grupo de automorfismos de
D es isomorfo al grupo de automorfismos de la suma > ; D;.

Teorema 11 (p. 69): El grupo de automorfismos de una suma finita
de digraficas conexas Aut(> ., D;) es isomorfo a un grupo de la forma
H x K con H el producto [];_; Aut(D;) y K =[] Sn(p) con n(D) =
{i| D ~ D}|.

Teorema 12 (p. 76): Sea P un orden graduado de rango finito con ban-
deras equipotentes y sea P = [[I_,(P;)™ su descomposicién en primos.
Sean a; las alturas respectivas de las banderas de los primos P;, y o; el
numero de 6rbitas de banderas respectivas de los primos, bajo la accién
de Aut(P;). Entonces el nimero de 6rbitas de las banderas bajo la accién
de Aut(P) es:

(S miai)! T, o it

|0(P)| = T, (man)!

(6.1)

Teorema 13 (p. 80): Sea P tal que P € Poly', entonces Ant(P) € Poly?

Teorema 14 (p. 81): Sea P un politopo primo en Poly!, sea G = T'(P) el
grupo de automorfismos de P, y I'(P) el grupo extendido de P. Entonces
T'(Ant(P)) es isomorfo a I'(P).

Teorema 15 (p. 85): Sea P € Poly' un politopo primo. Sea O(P) el
nimero de drbitas que tiene la accién natural de I'(P) en las banderas de P
(Bp). Sean el rango de P. Si P es autodual, entonces O(Ant(P)) = O(P)-
2", Por otro lado, si P no es autodual, entonces O(Ant(P)) = O(P)-2"+!
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