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Dedicada a toda mi familia, ejemplo insuperable de unién y fuerza,
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RESUMEN

En este trabajo, mediante el enfoque de Funcién de Lyapunov de Control (Robusta)
se aborda el problema disefio de controladores (homogéneos y no homogéneos) que
producen Modos Deslizantes de Orden Superior. El estudio se enfoca principalmente
a una clase sistemas no lineales de una entrada y una salida, y sobre la cual acttian
tanto perturbaciones acopladas como no acopladas.

El principal objetivo de control es hacer que la salida del sistema sea cero en tiem-
po finito. Para cumplir con este objetivo, el problema de control se formula como un
problema de estabilizacién en tiempo finito de un sistema no lineal (que depende
de la salida y sus derivadas) es vez de disefiar una superficie deslizante que asegure
la convergencia en tiempo finito. Al cambiar el enfoque a un problema de estabi-
lizacién, las leyes de control para el sistema en consideracién se pueden construir
mediante una modificaciéon del método de Backstepping, técnica ampliamente uti-
lizada en la estabilizacién robusta de sistemas dindmicos, pero sorprendentemente
poco utilizada como herramienta matemaética en el andlisis y disefio del Control por
Modos Deslizantes de Orden Superior.

El método de Backstepping aqui utilizado permite conectar a la teoria de Modos
Deslizantes de Orden Superior con los métodos clasicos empleados en la teorfa de
sistemas no lineales y probar otras propiedades, entre ellas, la robustez ante pertur-
baciones no acopladas.
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NOTACION

La siguiente terminologia se usara a lo largo de todo el trabajo.

3 es el simbolo “existe”.

Vv es el simbolo de “para todo”.

7 7

<, <, >, > son los simbolos de “menor que”, “menor o igual que”, “mayor que”
y “mayor o igual que”.

4

a € A denota que el elemento a pertenece al conjunto A.

A C B denota el subconjunto A del conjunto B.

AN B denota la interseccién de los conjuntos A y B.

A UB denota la unién de los conjuntos A y B.

A\ B denota la diferencia de los conjuntos A y B (la parte de A fuera de B).

A x B denota la producto cartesiano de dos conjuntos (el conjunto de pares
(a,b),a € A, beB).

f: A — B denota el mapeo f del conjunto A al conjunto B.

f denota la taza cambio de la funcién f(derivada c.r. al tiempo t), % es la

derivada de f c.r.a x y 9 es la derivada parcial de f c.r. a x.
A = B denota que la afirmacién A implica B.
A & B denota que las afirmaciones A y B son equivalentes.

R es el conjunto de ntimeros reales, IR ¢ es el conjunto de los reales estrictamen-
te positivos, R>o := Ry U{0}, R :=R>0 U{oo}, y R := RU{—o0}U{oo}. N es
el conjunto de los nimeros naturales.

el conjunto de vectores columna de dismensién n x 1 se denota con R™.

el producto interno de x,y € R™ se denota por (x,y) y la norma de Euclidiana
de x por ||x]| = 1/(x, ).

Br = {x € R™: |x|| < r} denota un conjunto abierto centrado en el origen de
radior € Ry, BS ={x € R™: ||x|| > r} denota su complemento, B (y) es la bola
abierta de radio v > 0 con centro en y € R™ y B denota la bola unitaria.

diag(ay, ..., ai) denota a la matriz diagonal cuyos elementos son ay, ..., a; € R.
coQ) denota la cerradura de la envolvente convexa del conjunto Q.

J denota uno de los siguientes intervalos: [a, b], (a, b), [a,b), (a,b]. donde a < b,
a,belR

Una funcién continua a tramos en t € J satisface la condicion de Lipschitz si
1£(t, %) = f(t, Yl < Lix—yll, ¥x,y € Br(xo). *

Ckesel conjunto de funciones continuas definidas en QO C R™, que son conti-
nuamente diferenciables hasta el orden k, donde k € IN.

1 La condicién de Lipschitz es una propiedad mads fuerte que la continuidad en una funcién. Ademas, en
el intervalo de interés B, || % | <L,Vx € Bs.
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NOTATIONS

» Una funcién continua V : R™ — R definida sobre Q es p.d. si V(0) =0y
V(x) > 0 parax € R\{0}. Y Vesn.d.si V(0) =0y V(x) < 0 para x € R\{0}.

» V() es radialmente no acotada si estd definida sobre By, y lim |00 V(X) =
+00

» V(-) es una funcién propia si los conjuntos de nivel {x € R™ : V(x) < a} estan
acotados Va > 0.

oV(x) aV(x))T
ox7 /"7 Oxn

» Si V() € C! entonces el gradiente de V(x) es VV(x) = (

s LV = <a\gix) X)) =21, g—;/ifi(x) define la derivada de V en la direccién del
k—1

campo vectorial® f(x) = (f1(x),..., fn(x)). Ademas, (i) L‘]SV = Wf(x), con

k € N, representa que V es diferenciada k veces en la direccién de f(x), donde
L? =V(x),y (ii) LygL¢V = 6“57;\/)9(7() define la derivada de LV en la direccion
del campo vectorial g(x).

n [z]™ = [z|™sign(z), Vm > 0, es un operador? de potencia que preserva el
signo de la funcién z € R.

» una funcién « : [0,a) — RT pertenece a la clase X, si es continua, estricta-
mente creciente y «(0) = 0. Ademds, (i) & € Ko, si @ € K, con a = oo, y
lim; 00 (1) = o0; (ii) o« € L, si o es continua, estrictamente decreciente y
lim;_, o (1) = 0; y por tltimo (iii) una funcién B : [0,a) x RT™ — R pertenece
a la clase XL si es de clase £ c.r. a la primera variable y de clase X, cr. a la
segunda. 4

» L representa el conjunto de funciones acotadas. Una funcién es localmente
L cuando esta (esencialmente) acotada sobre una vecindad de cada punto.

2 Comtnmente conocida como la derivada de Lie.

3 Para mds informacion de este operador consulte el Apéndice A.

4 A esta clase de funciones se le conoce como funciones de comparacién, fueron introducidas por primera
vez en la obra de Hahn [36]. El objetivo de proponer una clase de funciones genéricas X, es considerar la
mads amplia variedad de funciones. Por ejemplo: (1) = r€ pertenece a la clase K; B (7,s) = 1/(ksr +
1), k € Ry, es estrictamente creciente en 1 y estrictamente decreciente en s, ademds (3(r,s) — O cuando
s — 0o, por lo tanto, B € KL; B(r,s) =r°exp(—s), ¢ € Ry, pertenece a la clase K L.



INTRODUCCION

“Estudia el pasado si quieres pronosticar el futuro.”

— Confucio

1.1. MOTIVACION

Las ecuaciones diferenciales (ordinarias o parciales) se utilizan frecuentemente pa-
ra describir la dindmica de los sistemas. A dicha descripcién se le conoce como
modelo del sistema. A través del modelo es posible realizar algin tipo de andlisis
cualitativo del comportamiento dindmico. Generalmente, un sistema “real” estd su-
jeto a condiciones de operacién no previstas (incertidumbres) y/o bajo la influencia
de alguna accién externa (perturbaciones). El efecto de ambas se ve reflejado en un
cambio inesperado en el comportamiento del sistema.

El desempefio del sistema, mantenido bajo condiciones adversas o inciertas, se
debe a la propiedad de robustez que este tiene. El propésito principal de disefiar
un control robusto es reducir o contrarrestar el efecto de las incertidumbres y/o
perturbaciones, mientras se trata de mantener el comportamiento requerido en el
sistema. Relacionado al desemperfio, existen dos tareas importantes que se buscan
concretar en cualquier aplicacién: la regulacién y el seguimiento .

Para realizar el disefio, tomando en cuenta las perturbaciones, hay que contar con
el modelo del sistema. Una representacién muy general de la dindmica de un sistema
es la descrita por el modelo en espacio de estados

z=1(t,z) +g(t,z)(u+p(t,z)), o =h(t,z). (1)

Las funcién f(t,z) contiene a la dindmica conocida y perturbaciones no acopladas
a la entrada de control, g(t,z) designa los canales por donde entra la sefial de control
y p(t,z) representa las perturbaciones acopladas, y posiblemente no desvanecientes,
presentes en el sistema, z define las variables de estado y u define las entradas de
control. La funcién h(t,z) define la tarea de regulacién o seguimiento que se desea
cumplir. Bajo las hipétesis adecuadas, dichas tareas de control se trasforman en un
problema estabilizacién del siguiente sistema [89]

2 o: m=fom,x)+Afp(x,m),

Xi = X1 +wilt,x,m), Vi=1,..,1r—1, 2)
2T Xr =wr(t,x,m) +b(t,x,Mu, xo =x(0),
X1 =0,

donde % representa la dindmica cero, x y 1 son nuevos vectores de estados, b(t,x, 1)
es una funcién continua que no cruza por cero y las funciones w-(t,x,m), wi(t,x,n)
y Afp(x,m), modelan a las perturbaciones acopladas y no acopladas del sistema. Una
vez conocida la dindmica nominal del sistema, el problema de control robusto se
reduce a disefiar la entrada de control u que garantice la estabilidad del sistema (2)
en presencia de alguna clase apropiada de perturbaciones acopladas y no acopladas.

Existen dos enfoques, muy interesantes, que resuelven el problema de control
robusto del sistema Xt bajo ciertas condiciones. El control por modos deslizantes
(CMD) y el control disefiado mediante una Funcién de Lyapunov de Control (FLC).

Un CMD requiere esencialmente que solo existan perturbaciones acopladas. El
disefio clasico por CMD consta de dos pasos, Utkin [87]:

1 Que es regulacién y seguimiento

Las incertidumbres y/o
perturbaciones pueden ser
modeladas por funciones
que dependen del tiempo,
de las variables de estado,
incluso de las entradas de
control.

De aqui en adelante, a la
incertidumbre paramétrica
del modelo y a las
perturbaciones externas se
les considerard
simplemente como
perturbaciones.

Los controladores
continuos estdticos por
retroalimentacion de
estados no aseguran la
estabilizacién robusta del
sistema en lazo cerrado en
presencia de
perturbaciones no
desvanecientes.
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El control puede ser

continuo o discontinuo,

ver por ejemplo el tutorial

[42].

Las nociones de estabilidad
se revisardn mds detalle en
el Capitulo 2.

El control por modos
deslizantes terminales
(CMDT) y el control por
modos deslizantes
terminales no singulares
(CMDTNS) logran
durante el modo deslizante
convergencia en tiempo
finito. Estas técnicas estdn
restringidas a sistemas de
segundo orden.

La Homogeneidad es una
propiedad geométrica. Ha
sido muy utilizada para el
disefio de controladores y
observadores. Es una
propiedad fundamental en
el desarrollo de los
resultados de este trabajo.

(s1) Disefio de la superficie deslizante (SD), donde se incluyen los criterios de
desempefio que se desean o se requieren para el sistema. Al comportamien-
to dindmico del sistema restringido a la SD se le denomina modo deslizante.

(s2) Disefio de la entrada control, la cual asegura que cualquier trayectoria del sis-
tema sea forzada a converger a la SD en tiempo finito y se mantenga ahi, una
vez iniciado el modo deslizante.

Las caracteristicas principales que presentan los sistemas con un CMD son:

1. Insensibilidad ante incertidumbres paramétricas y rechazo ante perturbaciones
externas, cuando ambas se encuentran acopladas a la entrada de control. La
condicién de acoplamiento (matching condition) se refiere a que, la entrada de
control y la perturbacién entran al sistema a través de los mismos canales.

2. Reducciéon del orden del sistema durante el modo deslizante (sistema reduci-
do).

3. Convergencia en tiempo finito solamente a la SD.

Desafortunadamente, el CMD estdndar presenta algunos inconvenientes:

1. La técnica esta limitada a sistemas que tienen grado relativo igual a uno con
respecto (c.r) a la entrada de control. 2

2. Produce el efecto de castafieo o chattering. Un fenémeno de oscilaciones de alta
frecuencia y de amplitud finita en el sistema controlado.

3. Altamente sensible ante la discretizacion.
4. Las perturbaciones no acopladas no se pueden compensar.

5. Convergencia asintodtica (o exponencial) de las trayectorias del sistema durante
el modo deslizante . De forma mds precisa, el origen del sistema reducido solo
es asintéticamente (o exponencialmente) estable.

Las caracteristica principal del CMD clasico es que es capaz de llevar cualquier
trayectoria del sistema controlado en tiempo finito a la SD y mantenerla ahi, a pesar
de la presencia de perturbaciones acopladas. Por otro lado, la técnica de disefio no
toma en cuenta del todo3 a las perturbaciones no acopladas, el chattering degrada
enormemente el desempefio del sistema en la practica debido al uso de un modo
deslizante de primer orden (MDPO) como entrada de control y en el modo deslizante
solo existe convergencia asintética.

Hallar condiciones para que la propiedad de convergencia en tiempo finito esté
presente en una variable escalar es mas o menos obvio, pero la extension de esta
propiedad a una variable vectorial de orden arbitrario no es trivial. En un intento
por extender esta propiedad a variables vectoriales en CMD se ha introducido el
concepto de modo deslizante de orden superior (MDOS), Levant [54].

Un control, cuyo disefio esta basado en un MDOS, hereda las propiedades de
robustez del CMD estandar, pero con la ventaja de proporcionar convergencia en
tiempo finito durante el modo deslizante, si las perturbaciones estdn acopladas a la
entrada de control. Una de las diferencias principales del disefio por MDOS con el
disefio cldsico por CMD, es que un control por MDOS (CMDOS) se construye usual-
mente utilizando el concepto de homogeneidad. Algunas caracteristicas del CMDOS
son:

(c1) Eliminacién de la restriccion del grado relativo uno.

2 Comentar acerca de grado relativo
3 Existen muy pocas técnicas desarrolladas para la atenuacién de este tipo de perturbaciones.
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(c2) Reduccién del efecto de chattering.
(c3) Una mayor precisién c.r. al tiempo de muestreo discreto, [55], [56].
(c4) Poseen propiedades de homogeneidad.

(c5) Solo rechazan perturbaciones acopladas. Al menos no sido probado formal-
mente que tengan robustez ante perturbaciones no acopladas.

A pesar de que los algoritmos por MDOS tienen una teoria establecida, atn existen
problemas que no se han resuelto del todo, [54], [55], [56]. Por ejemplo,

(a1) las ganancias en un CMDOS se eligen a priori, y aunque solo es necesario
ajustar un parametro, el cual tiene que ser elegido suficientemente grande, no
existen condiciones explicitas para ajustar las ganancias;

(a2) no obstante de que los algoritmos empleados en CMDOS son homogéneos, no
se propone ninguna funcién de Lyapunov (FL) (Homogénea) para mostrar su
estabilidad;

(A3) no es posible disefiar algoritmos por MDOS que tengan mayor velocidad de
convergencia y mejores propiedades de robustez con las técnicas propuestas
en [56].

Por otro lado, el enfoque con FL se utiliza frecuentemente en el andlisis de esta-
bilidad de sistemas no lineales, siendo también una herramienta fundamental para
la sintesis de controladores. Originalmente, la teoria de Lyapunov fue desarrollado
para sistemas sin entradas de control. Para sistemas con entradas de control, la FLC
desemperia un papel importante en la construccién y disefio de leyes de control, [30],
[70], [33]. Una FLC es simplemente una candidata a FL para el sistema en lazo ce-
rrado y cuya derivada c.r. al tiempo se impone a ser negativa definida (n.d.) a través
de una correcta eleccién de la entrada de control. Si bien, la existencia de una FL es
suficiente (y necesaria) para determinar la estabilidad del sistema no lineal sin entra-
das, la existencia de una FLC es suficiente (y necesaria) para que un sistema con una
entrada de control sea estabilizado, [33].

La nocién de FLC robusta (FLCR) aparece cuando también existen perturbaciones
actuando sobre el sistema. Desafortunadamente, a menudo la FLCR es desconocida
y, en general, no toda FLC llega a ser una FLCR, [33]. El redisefio por Lyapunov o
método min-max es una de las primeras técnicas utilizadas para el disefio de control
robusto no lineal, [35], [46]. La idea del redisefio por Lyapunov es muy simple, si
uno conoce una FLC para el sistema nominal, entonces esta misma funcién se puede
utilizar como una FLCR para el sistema incierto. Lo anterior funciona siempre y
cuando se cumpla la condicién de acoplamiento. Sin embrago, el obstdculo radica en
como construir una FLC.

Una técnica ampliamente conocida para el disefio de control robusto no lineal, es
el método de Backstepping (MB) . Con este método siempre es posible construir sis-
tematicamente una FLCR, y simultdneamente un controlador robusto, para sistemas
de dindmica incierta que se encuentran en la forma de retroalimentacién estricta y
que estructuralmente cumplen con una condicién mucho mas débil que la condicién
de acoplamiento [45], [47], [48], [46], [33].

Cuando se utiliza el MB, comtnmente se asume que las funciones con las cuales
se construye la FLCR son suaves, debido a la necesidad de calcular las derivadas
de dichas funciones durante la construccién de la ley de control y de la FLCR. Sin
embargo, para algunos sistemas no lineales, tal suposicién no se cumple, por ejem-
plo, en sistemas que no tienen un campo vectorial suave. Sin alguna modificacién
extra, la aplicaciéon directa del MB falla cuando se tienen que disefiar entradas de
control puramente continuas, la suavidad es imprescindible en este método. Para
hacer frente a este inconveniente, existen basicamente dos enfoques. Uno es utilizar

En un CMDOS, las
ganancias son propuestas
por el autor Levant con
base en simulaciones. Esto
se discutird con mds
detalle en el Capitulo 4.

Se considera como sistema
nominal al sistema que no
tiene incertidumbres ni
perturbaciones.

El MB se basa en la
aplicacion recursiva de la
técnica de afadir un
integrador. Para mayores
detalles de esta técnica, el
lector puede consultar a
Freeman and Kokotovié
[33] y sus referencias.
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Por razones estruturales
del sistema, en los trabajos
[781, [791, [39], [41], no se

pueden admitir entradas

de control suaves.

En una funcién estdtica o
sin memoria su valor en
un tiempo t solo depende
de valores en ese mismo
instante de tiempo y del

estado.

La nocién de FLC fue
introducida originalmente

por Artstein y Sontag.

una FLCR no suave, lo que implica el manejo de herramientas matematicas mas com-
plejas, [33]. La otra alternativa es integrar al MB una técnica de desingularizacién de
funciones para obtener una FLCR. La idea de desingularizar funciones no es nueva.
Las funciones desingularizantes (Fdes) fueron introducidas por primera vez en [78].
El objetivo principal de este trabajo fue construir explicitamente una FLC para una
clase de sistemas en cascada en donde la entrada de control a disefiar solo puede ad-
mitir una retroalimentacién de alguna funcién continua de los estados. El empleo de
Fdes fue retomado en [79], [39], [41], para disefiar leyes de control continuas por re-
troalimentacién de estado que estabilizan en tiempo finito cierta clase de sistemas no
lineales.. Sin embargo, nunca se ha aplicado para disefiar controladores discontinuos
puramente homogéneos.

Una cuestién natural que surge es si es posible utilizar el enfoque de FLCR para
el disefio de controladores discontinuos que brinden convergencia en tiempo finito.
Una FLCR permite encontrar condiciones suficientes para sintonizar las ganancias,
permite obtener un estimado del tiempo de convergencia de las trayectorias de es-
tado y hacer extensiones de los algoritmos de control que de otra manera no seria
posible. Por estas razones, es importante investigar cémo construir FLCR para siste-
mas retroalimentados con una entrada de control discontinua.

La finalidad de este trabajo es proponer un enfoque basado en FLC para generar
un disefio totalmente novedoso de controladores discontinuos homogéneos (y no
homogéneos) para ser utilizados en CMDOS.

1.2. ANTECEDENTES: FUNCION DE LYAPUNOV DE CONTROL (FLC) EN MODOS
DESLIZANTES

El disefio de controladores capaces de garantizar convergencia en tiempo finito de
algtn sistema dindmico no es un problema reciente, [37]. El empleo de controladores,
continuos o discontinuos, que aseguran convergencia en tiempo finito en el esquema
de control, provee ventajas notables: el objetivo de control se alcanza en tiempo finito,
hay mejor robustez y rechazo a cierta clase de perturbaciones, [15], [56]. Existe una
diferencia importante entre usar un controlador continuo y uno discontinuo. Una
entrada de control discontinua puede eliminar el efecto de perturbaciones acopladas
estdticas que no necesariamente se desvanecen, y que por el contrario, un controlador
continuo jamés podra compensar.

Para algunos sistemas no lineales continuos, el anélisis de estabilidad y de estabili-
zacién en tiempo finito usando el enfoque de FL ha sido ampliamente estudiado en
[371, [14], [15], [16], [79], [39], [41].

La ventaja del enfoque de FLC es que permite lograr la estabilizacién de casi cual-
quier sistema no lineal, por supuesto, si se conoce la FLC del sistema. Particularmen-
te en [79], [39], [41], auque no se menciona propiamente, se construye explicitamente
una FLC para disefiar entradas de control que son solo continuas usando el MB y
funciones desingularizantes.

Cuando se usan entradas de control discontinuas, la estabilidad del sistema en
lazo cerrado se puede analizar bajo la teoria de una ID, [5], [32], [84]. El método de
FLC se ha empleado para estabilizar cierta clase de sistemas descrito por una ID con
una sola entrada de control en [9o] y con muchas entradas en [17]. Sin embargo, esta
clase de sistemas son relativamente especiales y pertenecen bésicamente a sistemas
politopicos. En ambos casos, la estabilizacién es asintética.

El problema de estabilidad en tiempo finito de una ID ha sido estudiado en [71],
[68]. En [40] se usa el método de FLC no solo para construir controladores discon-
tinuos con velocidad de convergencia asintética sino también con convergencia en
tiempo finito. Sin embargo, la principal desventaja en todos estos trabajos es que el
disefiador ya debe contar con una FLC para implementar el control.

En CMDOS homogéneos [54], [55],[57], el andlisis de estabilidad mediante FL s6lo
ha sido fructifero en sistemas de segundo orden. Los algoritmos maés estudiados
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han sido los pertenecientes a los modos deslizantes de segundo orden (MDSO): el
algoritmo Twisting y el algoritmo Super-Twisting [72], [75], [76], [73], [65], [67], ¥
el algoritmo Terminal, [31], [95], [92]. En algunos de estos trabajos, la estabilidad se
estudia a través de alguna FL débil restringiendo la posibilidad de estimar el tiempo
de convergencia y hacer otra clase de extensiones [72]. En [65] se propone una FL
para el Super-Twisting generalizado permitiendo estimar el tiempo de convergencia,
y hallar una sintonizacién de las ganancias en forma explicita. Un andlisis similar no
ha sido posible para los algoritmos por MDOS.

Recientemente, se ha tratado de abordar el problema de construir una FL para
algoritmos de MDOS pero con limitado éxito, [67],[81]. Una de las soluciones a es-
te problema ha sido propuesta en [81]. Sin embargo, la gran desventaja del método
propuesto en [81] radica en que hay que obtener las soluciones del sistema retroali-
mentado con un CMDOS para poder construir la FL. Lo cual resulta practicamente
imposible para érdenes mayores a tres.

El redisefio de Lyapunov se ha aplicado en [38] para generar una nueva familia
de CMDOS en dos pasos. El método consiste en usar un controlador continuo para
estabilizar en tiempo finito una cadena de integradores no perturbada, para después,
aplicar un control discontinuo junto con la entrada continua con el fin de mejorar las
propiedades de robustez del sistema en lazo cerrado, [46]. Esta estrategia permite re-
chazar perturbaciones acotadas y acopladas, que ley de control nominal no es capaz
de compensar. Sin embargo, no construyen una FLCR para disefiar controladores por
retroalimentacién de estados discontinuos que hagan que el sistema en lazo cerrado
sea homogéneo.

La homogeneidad permite concluir de una forma sencilla la estabilidad en tiempo
finito de sistema. Cuando se tiene una entrada de control, solo hay que lograr que a
través de dicha entrada, el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado tenga
un grado de homogeneidad negativo, [16], [39], [41], [56].

Aunque, los MDOS poseen caracteristicas muy atractivas para su empleo como
controladores, también poseen algunas desventajas. Por ejemplo, los algoritmos por
MDOS generalmente tienen una estructura fija, lo cual restringe la posibilidad de
manipular la velocidad de convergencia a través de los parametros del controlador,
proveen estabilidad semiglobal, compensan perturbaciones acopladas acotadas por
alguna constante conocida y el rechazo ante perturbaciones no acopladas no ha sido
formalmente demostrado. La estrategia adoptada para combatir y/o reducir el efecto
de las perturbaciones no acopladas en CMD y CMDOS es la combinacién de estas
técnicas con otros métodos de control robusto. Por ejemplo, en [19], [80], el CMD
integrales se utiliza para atenuar el efecto de perturbaciones no acopladas, y en
[18] para eliminar completamente su efecto; sin embargo, estos enfoques funcionan
para un MDPO. Para MDOS, los controladores propuestos en [54], [57] se combinan
con el MB, bajo la suposicion de que los términos no acoplados sean lo bastante
diferenciables, [28], [29]. Esta condicién es relajada en [89], donde la diferenciaciéon
del modelo del sistema perturbado es dificil.

El control por modos deslizantes terminales (CMDT) rapidos propuesto en [96]
brinda una mejor velocidad de convergencia a las trayectorias del sistema en com-
paracién con el CMDT clésicos, [63]. Un CMDT rdpidos emplea una SD terminal
que contiene términos lineales permitiendo una convergencia méas rdpida durante el
modo deslizante. Aunque hay una mejora en la velocidad de convergencia, esta cla-
se de controladores posee los mismos problemas de implementacién que un CMDT
clasico. Principalmente, el problema esta relacionado con la singularidad que apa-
rece en el control. Las leyes de control propuestas por estos métodos no estdn bien
definidas en todo el espacio de estados. Algunos métodos alternativos que permiten
obtener controladores bien definidos en todo el espacio de estados con un esquema
de CMDT se han propuestos por Man and Yu [62] y Wu et al. [91].

Un método bastante utilizado en la comunidad de CMDT es el basado en el empleo
de una Fdes, [31], [95], [92]. La idea es reescribir la SD terminal (rdpida) con el ob-

A la SD empleada en un
CMDT rdpidos se le
conoce como SD terminal
rdpida.
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Utilzar la idea de
desingularizar la SD
terminal (rdpida) es
complicada bajo el enfoque
de CMDTNS.

La propiedad de
atractividad en tiempo fijo
se define en el Capitulo 2.

jetivo de obtener leyes de control no singulares. Las dos técnicas méas conocidas que
emplean esta idea son el CMDTNS vy el control por modos de deslizante terminales
répidos no singulares (CMDTRNS). Esta tltima mejora la velocidad de convergencia
usando sefiales de control que no se hacen singulares en ningtin conjunto del espacio
de estados.

Las principal caracteristica de un CMDTRNS es que su disefio estd basado en CMD
clasicos. Hasta ahora, este enfoque ha resultado satisfactorio para sistemas de segun-
do orden. Sin embargo, para sistemas de orden arbitrario la extensiéon de la idea
de desingularizar la SD terminal rdpida ya no es obvia y el disefio del controlador
parece complicarse conforme el orden del sistema crece [93], [94]. Un hecho impor-
tante, es que en el contexto de exclusivo de MDOS nunca se ha tratado de mejorar la
velocidad de convergencia.

1.3. OBJETIVOS GENERALES

Debido a las ventajas que presenta la convergencia en tiempo finito, es recomenda-
ble que la tarea de control se realice en tiempo finito y de manera robusta. Desde el
punto de vista mds general, lograr la tarea de regulacién o seguimiento o usando el
modelo del sistema (1) es complicado. Como se busca llevar a cabo la tarea de control
mediante controladores discontinuos, es mas conveniente trabajar con el sistema Z 7.
Dicho lo anterior, existen dos problemas especificos que se abordan en este trabajo:

(r1) Proponer un método basado en Funciones de Lyapunov de Control Robustas
para el disefio de controladores discontinuos, homogéneos y no homogéneos,
que garantizan que la tarea de regulacién o seguimiento se lleva a cabo en
tiempo finito. Ademads, a diferencia del problema convencional de CMDOS,
se considera que existe cierta clase de perturbaciones no acopladas. El caso
homogéneo podria considerarse como un caso particular del no homogéneo,
pero se examinan ambos casos por separado por ciertas razones que pueden
dividirse en dos categorias.

(1) Existe una importante familia de algoritmos homogéneos que son aplica-
dos en CMDOS, y cuya obtencién es poco clara. En el contexto estdndar
de CMDOS, la idea es disefiar la entrada de control robusta u = u(x)
que logre que las trayectorias del sistema Lt converjan al origen x = 0
en tiempo finito, a pesar de la presencia de perturbaciones acopladas y
acotadas. Un anadlisis ante perturbaciones no acopladas para un CMDOS
homogéneo nunca ha sido tratado.

(11) La otra categoria concierne al disefio controladores discontinuos no homo-
géneos. Es importante investigar como disefiar leyes de control robustas
u = u(x) que logren que las trayectorias del sistema Ly converjan al ori-
gen x = 0 en tiempo finito, pero con una mejor velocidad de convergencia.
Todo esto a pesar de la presencia de cierta clase de perturbaciones. Una
familia importante de controladores que se estudian son los que aseguran
convergencia en tiempo fijo. Esta familia no solo garantiza convergencia
en tiempo finito al origen, sino también, el tiempo de convergencia al
origen de cualquier trayectoria estd uniformemente acotado por una cons-
tante independientemente de las condiciones iniciales de los estados del
sistema.

(r2) Utilizar el método por CMD clasico en conjunto con una FLCR para disefiar
la entrada de control robusta u = u(x) que asegure que cualquier vecindad
del origen del sistema X1 sea atractiva en tiempo fijo (ATEj), a pesar de la
presencia de otra clase de perturbaciones . La entrada de control se disefia
con base en el método clasico de CMD con el fin de que las trayectorias del
sistema en lazo cerrado converjan asintéticamente al origen, pero ademads, el
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tiempo que le toma a cualquier trayectoria de estado alcanzar una vecindad
del origen del sistema L1 esté acotado uniformemente por una constante. Es
importante resaltar que dicha cota solo depende de pardmetros constantes y es
independiente de la condicién inicial de las trayectorias.

El problema (P1) es menos sencillo de resolver que el segundo. Puesto que, el di-
sefio de controladores discontinuos con convergencia en tiempo finito a través de la
construccién explicita de una FLCR nunca antes se habfa considerado. Una FLCR
permite conocer el tipo de perturbaciones no acopladas que soporta el sistema con-
trolado. El problema (P1) se reduce a buscar ciertas funciones desigularizantes (ho-
mogéneas y no homogéneas) con las que es posible construir una FLCR. El correcto
estudio del punto (I) es clave para hallar una solucién al punto (II).

Con respecto al problema (P2), las dificultades aparecen ya que el CMD solo fun-
ciona en el caso en que la perturbacién es acoplada. Es por ello que es imperativo
hallar bajo que tipo de perturbaciones no acopladas se preserva la estabilidad.

Todos los problemas mencionados toman en cuenta en su disefio a las perturbacio-
nes no acopladas. Cada ley de control estabilizante es capaz de soportar cierta clase
de perturbaciones. En general, la clase de perturbaciones que se puede compensar
dependerd en gran medida de la entrada de control seleccionada para el sistema.
Ademas, cuando la perturbacién acoplada no desvanece en el origen, no existe nin-
gun controlador continuo que la pueda compensar. Por ello, es imprescindible el
disefio de controladores discontinuos.

1.4. ESTRUCTURA DEL TRABAJO

En el Capitulo 2 se presentan definiciones y conceptos teéricos relacionados con
la estabilidad en el sentido de Lyapunov y el tipo de convergencia para sistemas
continuos y discontinuos. Con el desarrollo de la teoria de estabilidad en el sentido
de Lyapunov [60], evaluar la estabilidad de un sistema no lineal utilizando las pro-
piedades de la solucién de su ecuacién diferencial ordinaria (EDO) que lo modela,
se convierte en un problema de existencia de una FL. Permitiendo darle la vuelta al
problema de resolver la EDO para probar la estabilidad y caracterizar otras propie-
dades distintas, entre ellas, la velocidad de convergencia. La existencia de una FL es
suficiente (y necesaria) para determinar la estabilidad de un sistema sin entradas.

Durante estos ultimos afios, la teoria de homogeneidad ha contribuido al andlisis
de sistemas no lineales [16],[6],[56]. Sus resultados mas fuertes estdn relacionados
con el grado de homogeneidad del sistema y la existencia de alguna FL homogé-
nea. Como casi ningtn sistema dindmico es homogéneo, se hace el uso de alguna
aproximacién homogénea para analizar su estabilidad. Una importante extensién de
esta propiedad es presentada en [2] como homogeneidad en el bi-limite permitiendo
utilizar diferentes aproximaciones homogéneas.

En sistemas donde aparecen entradas de control, uno de los enfoques mas utili-
zados para el disefio de controladores es el basado en FLC. Dicha funcién es una
candidata a FL cuya derivada puede hacerse negativa a través de la correcta cons-
truccién de la entrada de control. Aqui, la existencia de una FLC es suficiente (y
necesaria) para la estabilizacién del sistema con entradas. Para un sistema incierto,
la FLC quizés no permite abordar el problema de robustez. Para garantizar la ro-
bustez del sistema en lazo cerrado se requiere de lo que se conoce como FLCR, la
cual permite hacer el disefio de la entrada de control cuando se toman en cuenta
perturbaciones.

El Capitulo 3 presenta el sistema dindmico con el cual se trabajara a lo largo del
trabajo. La formulacién del problema toma en cuenta a las perturbaciones no acopla-
das que acttian sobre planta y que generalmente son excluidas del andlisis cuando
se utiliza el enfoque de MDOS, donde tinicamente se consideran perturbaciones aco-
pladas.
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INTRODUCCION

A pesar de que la Teoria de
Homogeneidad garantiza
la existencia de alguna FL
homogénea, no propone
ningiin método para
construirla.

Los controladores
obtenidos a través de la
FCLR comparten algunas
caracteristicas cualitativas
con los controladores
propuestos en [56]. Por
ejemplo, ambos son
homogéneos y garantizan
convergencia en tiempo
finito.

Una vez se ha formulado el problema de control en el espacio de estados, se desa-
rrollan diferentes tipos de controladores, basados en el construccién explicita de una
FLCR, que aseguran distintas propiedades de convergencia del sistema en lazo cerra-
do.

1.4.1.  Estabilizacién en tiempo finito mediante FLCR

El Capitulo 4 y el Capitulo 8 se enfocan exclusivamente en el disefio de controlado-
res discontinuos, homogéneos y no homogéneos, a través de la construccién de una
FLCR.

Capitulo 4. El disefio de controladores discontinuos puede realizarse cuando se
cuenta con una FLC, o una FLCR. La meta es garantizar no solo estabilizacién robus-
ta, sino también, que dicha estabilizacién sea en tiempo finito.

Los algoritmos del CMDOS ampliamente reportados en [54],[55],[56], pueden re-
solver el problema de estabilizaciéon robusta y en tiempo finito, siempre y cuando
las perturbaciones cumplan la condicién de acoplamiento. Hasta ahora, la prueba de
estabilidad de los algoritmos por MDOS se ha basado en propiedades de contraccién
y propiedades de homogeneidad para inclusiones diferenciales. Como el grado de
homogeneidad del sistema retroalimentado es negativo, es posible concluir conver-
gencia en tiempo finito.

Recientemente, el redisefio de Lyapunov se ha aplicado para disefiar nuevos algo-
ritmos para CMDOS, [38]. Este enfoque utiliza el redisefio por Lyapunov y requiere
del empleo de algin controlador continuo que garantice la convergencia en tiem-
po finito del sistema a controlar. Ademds, los controladores resultantes ya no hacen
homogéneo al campo vectorial del sistema en lazo cerrado. Por lo que existe una
pregunta muy interesante a cuestionar

¢(Es posible disefar controladores puramente discontinuos que sean homogéneos
y que presenten la propiedad de convergencia en tiempo finito a través de la cons-
trucciéon explicita de una FLC?

Un disefio explicito de una FLC permite, entre otras cosas, caracterizar la velo-
cidad de convergencia, estimar el tiempo de convergencia, obtener un conjunto de
ganancias, y hacer extensiones de los algoritmos de control, que de otra forma no
seria posible. Si uno puede disefiar una FLC, entonces se obtiene indirectamente una
solucién al problema de disefar la ley de control discontinua. Con el enfoque pro-
puesto por Levant , [54],[55],[56], no es posible tener los beneficios anteriormente
mencionados

El andlisis realizado en este capitulo da una posible solucién a la pregunta anterior,
dando como resultado una herramienta metodolégica complemente novedosa para
el disefio de controladores discontinuos homogéneos. Adicionalmente, en el disefio
se toman en cuenta las perturbaciones no acopladas, logrando que el problema de
estabilizacién robusta sea lo mas general posible.

CONTRIBUCION: La contribucién principal es el desarrollo de un método de di-
sefio que permite construir simultdneamente algtin controlador discontinuo con su
correspondiente FLCR, garantizando la existencia de un MDOS en tiempo finito. La
construccién explicita de la FLCR estéd fuertemente inspirado en el MB y en las pro-
piedades de sistemas homogéneos.

Se muestra como funciona el método paso a paso y se propone una forma de di-
sefar las ganancias de los controladores. En general, se puede construir cualquier
familia de controladores discontinuos que se desee con el método que se propone.
Todos los controladores obtenidos con esta metodologia son estructuralmente dife-
rentes a los propuestos en [56]. Esta diferencia permite que la respuesta transitoria
de las trayectorias del sistema sea mds suave cuando se aplican los controladores
propuestos que cuando se aplican los controladores dados en [56].



1.4 ESTRUCTURA DEL TRABAJO

Capitulo 8. Se plantea el problema de estabilizacién robusta y en tiempo finito,
pero con un ingrediente adicional, el mejoramiento de velocidad con que se alcanzan
las tareas de control. Los controladores discontinuos que son puramente homogéneos
no pueden cambiar, o mejorar, la velocidad de convergencia del sistema en lazo
cerrado. Para resolver este nuevo problema se siguen dos enfoques.

El primer método consiste en combinar dos controladores con distintito tipo de
convergencia a través de una correcta regla de conmutacién. Basicamente, se emplea
uno de los controladores discontinuos del Capitulo 4, que asegura estabilizacién en
tiempo finito, en combinacién con otro controlador que no es homogéneo pero que
garantiza la velocidad de convergencia y robustez deseadas lejos de una vecindad
del origen.

La segunda alternativa consiste en construir una ley de control robusta completa-
mente nueva que no necesite de una regla de conmutacién para proveer la velocidad
de convergencia deseada. El disefio de esta ley de control es méds complicado y requie-
re del uso de herramientas matemaéticas més generales que las puras propiedades de
homogeneidad. Para este fin, se usardn las propiedades de homogeneidad en el bi-
limite. En Andrieu et al. [2], se define y utiliza esta propiedad junto con una FLCR
para el disefio de controladores continuos. Aqui se utiliza esa propiedad para dise-
fiar una nueva clase controladores discontinuos mediante una FLCR. Dependiendo
de como se sintonicen los pardmetros del controlador, las trayectorias del sistema en
lazo cerrado exhiben distintos tipos de convergencia, incluyendo la propiedad recien-
temente redefinida como estabilizacién en tiempo fijo, [73], y brevemente estudiada
en [2] a través de los concepto de homogeneidad en el bi-limite.

CONTRIBUCION: Se proponen dos familias de controladores que tienen mejor ve-
locidad de convergencia comparado con los MDOS propuestos en [56]. En disefio de
ambas familias estd completamente basado en el MB y se basa en una ligera modifi-
cacién del método presentado en el Capitulo 4 y tomando en cuenta las herramientas
matemadticas presentadas en [2].

La primera familia utiliza una regla de conmutacién entre controladores con dis-
tinto tipo de convergencia. Para ello, se hace una generalizacién de un controlador
homogéneo que provee la velocidad de convergencia deseada a través de la sinto-
nizacién de sus pardmetros. Este controlador es conmutado con los controladores
discontinuos del capitulo 4. El esquema resulta robusto solamente ante perturbacio-
nes acopladas y acotadas.

La segunda familia de controladores no utiliza una regla de conmutacién y a tra-
vés de los parametros involucrados en la estructura de control se obtiene el tipo de
convergencia deseada. Para esta familia de controladores es posible asegurar conver-
gencia en tiempo finito en presencia de cierta clase de perturbaciones no acopladas.
Esta familia de controladores constituye el aporte importante de este capitulo, ya que
hasta ahora no se habia propuesto controladores discontinuos que tuvieran distintos
tipos de convergencia para sistemas con grado relativo arbitrario.

1.4.2. Estabilizacion en tiempo fijo via Control por Modos Deslizantes (CMD)

El Capitulo 6 y el Capitulo 7 se enfocan en el disefio de controladores de tiempo
fijo a través del método brindado por la técnica de CMD clésico.

La propiedad de convergencia en tiempo fijo, recientemente ha llamado la atencién
de la comunidad de CMD [26],[73]. El mejoramiento de la velocidad de convergencia
y de la robustez de los sistemas dindmicos lejos y cerca del origen son dos caracteris-
ticas inherentes de la estabilizacién en tiempo fijo [2]. Una consecuencia relevante de
esta propiedad, es que los objetivos de observacién y control pueden ser alcanzados
durante un tiempo acotado y posiblemente predefinido a priori por el usuario.

Capitulo 6. Se analiza uno de los casos mds simples, un sistema de segundo or-
den. Para lograr estabilizar el sistema en tiempo fijo se necesita proponer una nueva

La propiedad de
convergencia en tiempo fijo
fue descubierta en el disefio
de observadores [44], [27],
[24], y presenta dos
caracteristicas interesantes.
La primera es que el
objetivo de control se
alcanza en tiempo finito.
La segunda es que el
tiempo de convergencia
esta acotado
uniformemente por una
constante.

Para sistemas de segundo
orden, el mejoramiento de
la velocidad de
convergencia ha sido
ampliamente estudiado en
[92], [73], usando la idea
bdsica de CMD. En Yu
and Man [96] se proponen
un CMDT rdpidos, que no
es implementable en la
prdctica.

En [23], [24] se presenta
un observador y un
diferenciador en cuyo
disefio se incluye esta
propiedad.
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INTRODUCCION

Con la propiedad de ATFj
el tiempo de convergencia
a una vecindad esta
acotado por alguna
constante independiente de
la condicion inicial del
sistema.

clase algoritmos, y ademads, como las superficies deslizantes conocidas no poseen la
propiedad de ATEj, se necesita proponer una nueva SD que asegure que el sistema
reducido posea esta caracteristica. A diferencia de los controladores de tiempo fijo
del capitulo anterior, el enfoque de CMD cldsico solamente permite asegurar ATFj de
cualquier vecindad arbitrariamente pequefa del origen del sistema en lazo cerrado.
La estabilidad en tiempo fijo queda resuelta con los controladores del Capitulo 8,
pero con el empleo de esta clase de controladores es inevitable la aparicion del efec-
to de chattering. Para reducir este efecto, se propone un controlador basado en una
modificacién del Super-Twisting, permitiendo convergencia en tiempo fijo a la SD.
El esquema de control resulta robusto ante variaciones en las condiciones iniciales del
sistema y ante la presencia de cierta clase de perturbaciones.

CONTRIBUCION: Se proponen dos controladores de tiempo fijo para un sistema de
segundo orden usando la metodologia cldsica de MD. Los controladores propuestos
aseguran estabilidad asintética robusta del origen del sistema controlado ante la
presencia de cierta clase de perturbaciones. Pero ademads, garantizan que cualquier
vecindad del origen sea ATFj. Esencialmente se disefian

(1) una SD no lineal tal que, durante el modo deslizante, el origen del sistema sea
AE y una vecindad arbitrariamente pequefia del origen sea ATFj;

(11) un controlador basado en un MDPO pero que incluye algunos términos adicio-
nales. Esto ayuda a que la convergencia de cualquier trayectoria a la SD sea
robusta ante cierta clase de perturbaciones acopladas y en tiempo fijo;

(111) un controlador basado en el Super-Twisting generalizado con el fin de redu-
cir el efecto de chattering. De forma similar, se adicionan algunos términos
al controlador para que las trayectorias converjan a la SD en tiempo fijo. Este
controlador resulta robusto en presencia de otra clase de perturbaciones.

Capitulo 6. Como una extensién del resultado anterior, se hace una generalizacién
de los controladores de tiempo fijo para una clase de sistemas de orden arbitrario.
El disefio de controladores que tienen la propiedad de atractividad tiempo fijo para
sistemas con orden mayor a dos ha sido abordado por Polyakov [73], en donde los
controladores no son disefiados propiamente mediante una FLCR, las leyes de con-
trol propuestas tienen un estructura muy compleja, y el andlisis bajo perturbaciones
no acopladas no se toma en cuenta.

Nuestro andlisis es motivado por la compensacién de perturbaciones no acopladas
y que usualmente no se toma en cuenta en un CMD clésico. Con este enfoque de
control, la SD se construye de tal manera que exista convergencia asintética durante
el modo deslizante cuando tnicamente existen perturbaciones acopladas. Si llegasen
a existir perturbaciones no acopladas, es necesario conocer la clase de perturbaciones
para la cual es sistema controlado sigue siendo estable. La solucién que se propone
a este problema, es hacer el disefio de la SD a través de la construccién de una FLCR.
Con este enfoque es posible determinar la clase de perturbaciones no acopladas que
los controladores de tiempo fijo son capaces de compensar.

CONTRIBUCION: Seintroducen dos controladores de tiempo fijo para una clase de
sistema de orden arbitrario usando la metodologia de disefio de CMD clésico. Dichos
controladores son una extensioén de los controladores desarrollados en el Capitulo 6.
Se demuestra que la construcciéon de la SD a través del MB permite obtener un disefio
recursivo y conocer la clase de perturbaciones que es capaz de compensar cualquiera
de los controladores de tiempo fijo que se proponen.
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1.5. COMENTARIOS ADICIONALES

Para facilitar la lectura, todas las pruebas de los resultados de cada capitulo se
presentan en una seccién al final del mismo. Las pruebas son presentadas en el
orden en que aparecen los resultados de cada capitulo.

Para mayor informacién sobre los resultados reportados en este trabajo el lector
puede consultar el Apéndice F, donde se presenta una lista detallada de las publica-
ciones realizadas a lo largo de los estudios de doctorado.






PRELIMINARES

“Aprende las reglas, asi sabrds
como romperlas apropiadamente.”

— Dalai Lama

Un aspecto importante del comportamiento dindmico de un sistema correspon-
de al andlisis de estabilidad. Las primeras nociones de estabilidad describieron a
sistemas cuyas trayectorias convergen asint6ticamente a un punto de equilibro. La
estabilidad asintética se divide en dos categorias: exponencial y racional, [6]. En un
sistema racionalmente estable, el tiempo de convergencia al punto de equilibrio del
origen es en un tiempo no acotado y la velocidad de convergencia es muy lenta muy
cerca del origen. Sin embargo, la caracteristica notable es que la velocidad de conver-
gencia llega a ser tan grande fuera de una vecindad del origen, que el tiempo que le
toma a cualquier trayectoria en llegar a dicha vecindad, estd uniformemente acotado
por una constante, independientemente del valor de la condicién inicial del sistema.
Esta propiedad se conoce como atractividad en tiempo fijo y ha sido poco utilizada
en el disefio de controladores y observadores para sistemas no lineales, a excepciéon
de algunos trabajos, [2], [24], [73].

Otra nocién importante, conocida desde hace tiempo, es la estabilidad en tiempo
finito. La caracteristica sobresaliente de los sistemas que presentan esta propiedad
es que sus trayectorias llegan en tiempo finito al punto de equilibrio. En un sistema
con convergencia en tiempo finito no hay unicidad de las soluciones hacia atras en el
tiempo, por lo que asumir que el sistema es Lipschitz continuo no es suficiente para
analizar estos sistemas.

Establecer herramientas para el andlisis de estabilidad de sistemas con dindmica
no lineal ha sido una tarea dificil. Una forma de evaluar la estabilidad del sistema es
a través del método directo de Lyapunov. Este método, muy eficiente para sistemas
no lineales, requiere de la construccién de lo que ahora se conoce como FL. Con el
desarrollo de la teoria de la estabilidad en el sentido de Lyapunov [60], evaluar la
estabilidad de un sistema no lineal se convierte en un problema de existencia de una
FL. Permitiendo darle la vuelta al problema de obtener la solucién de la EDO que
modela al sistema para estudiar la estabilidad.

En general, no hay ningtin algoritmo explicito que permita construir una FL. La
dificultad no sélo radica en la construccién “manual” de la FL, sino también en la
complejidad de verificar las dos condiciones que se necesitan satisfacer: la funcién
debe ser p.d. y su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema debe ser n.d..

Un enfoque basado en FL no solo permite analizar el comportamiento dindmico,
sino ademds, permite realizar el disefio de controladores y observadores de siste-
mas lineales y no lineales, garantizando la estabilidad en lazo cerrado cuando son
conectados junto con el sistema. A través de una FL se puede caracterizar el compor-
tamiento dindmico de un sistema, es decir, la estabilidad asintética o en tiempo finito
se pueden caracterizar a través de una FL, [13], [15], [6],[46].

Durante estos tltimos afios, los sistemas que presentan la propiedad de homoge-
neidad han recibido una notable atencién. Los resultados més fuertes establecidos
para sistemas homogéneos estdn relacionados con lo que se conoce como grado de
homogeneidad y con la existencia de alguna FL. homogénea. Ambos, permiten ca-
racterizar el tipo de convergencia que exhibe el sistema homogéneo. Sin embargo, la
teorfa de homogeneidad no propone una forma para construir una FL. Como casi
ningtn sistema dindmico es homogéneo, usualmente se hace alguna aproximacién
homogénea para analizar su estabilidad. Una extensién importante de esta propie-

13

Para conocer mds detalles
sobre estabilidad en tiempo
finito, consiltese los
trabajos [36], [15], [16].
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Solo se estudia la

estabilidad del origen

x = O del sistema (3), ya
que haciendo un cambio de
variable y = x — x*,

siempre se puede

transformar cualquier
problema de andlisis de
estabilidad de alguna
solucién no trivial
x*(t,x}) en un andlisis
de estabilidad de un punto
de equilibrio y = 0.

Bs

0

es el dominio de
atraccion.

dad es presentada por Andrieu et al. [2] como homogeneidad en el bi-limite permi-
tiendo utilizar diferentes aproximaciones homogéneas.

Originalmente, la teoria de Lyapunov se desarrollé para sistemas sin entradas de
control. Para sistemas con entradas de control, uno de los enfoques més utilizados
es el basado en FLC. Dicha funcién es una candidata a FL cuya derivada puede
hacerse negativa a través de los correctos valores de la entrada de control. Aqui, la
existencia de una FLC es suficiente (y necesaria) para la estabilizacién del sistema
(nominal) con entradas. Para un sistema incierto, la FLC quizds no permite abordar
el problema de estabilizacién robusta. Para analizar la robustez del sistema en lazo
cerrado se requiere de lo que se conoce como FLCR, la cual permite hacer un andlisis
cuando se toman en cuenta perturbaciones.

Los conceptos que se presentan en este capitulo servirdn para formular el proble-
ma de control en Capitulo 3 y para desarrollar distintos controladores discontinuos
en capitulos posteriores. La mayoria de los conceptos y resultados presentados en
este capitulo han sido extraidos de Bacciotti and Rosier [6], Polyakov and Fridman
[74], Bernuau et al. [11], Clarke et al. [20].

2.1. ESTABILIDAD DE SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS

La estabilidad de los puntos de equilibrio de un sistema no lineal puede ser es-
tudiada en dos formas. La primera es a través de la nocién de estabilidad interna,
que simplemente es la nocién cldsica de estabilidad del sistema no forzado, es decir,
cuando la entrada de control es nula. El segundo caso es utilizando la nocién de
estabilidad externa, que considera el caso cuando que la entrada es distinta de cero.

2.1.1. Estabilidad y tipo de convergencia

El concepto de estabilidad introducido en [60] es una de las nociones centrales en
la teorfa de control moderna. Considere el siguiente sistema

x = f(x), xo = x(0), (3)

donde f : R™ — RR™ es un campo vectorial continuo que mapea de un dominio
D C R™ en R™. Esto garantiza que para cada condicién inicial de x¢, existe al menos
una solucién de (3). Denotaremos a una solucién® de (3) por x(t, xo).

Definicién 2.1 [6] Se dice que el origen x = 0 es un punto de equilibrio de (3) si f(0) = 0.
Definicién 2.2 [6] El origen de (3) es

(1) estable en el sentido de Lyapunov si para cada € € R existe & € Ry tal que Vxo € Bs,
las soluciones x(t,xg) € Be, Vt > 0.

(11) localmente atractivo si existe 8¢ tal que Vxo € Bg,, limi— oo x(t,x0) = 0.

(111) es local y asintéticamente estable (AE), si es estable en el sentido de Lyapunov y local-
mente atractivo. El origen es global y AE (GAE), si Bg, = R™.

(1v) es inestable si no satisface la condicién (I).

1 Cuando se habla de soluciones a la EDO hay que especificar el problema asociado. El problema de
Cauchy o de la condicién inicial ocurre cuando, dada una x¢ y un tiempo inicial to € R™, hay que hallar
un funcién definida en un intervalo de tiempo, que contiene a t, que satisface la EDO tal que su valor
en to es xg. El problema se puede reducir a buscar funciones que son al menos absolutamente continuas
c.r. al tiempo. Para asegurar existencia de la solucion hay que suponer que la EDO posee soluciones
maximales tinicas en tiempo hacia adelante en XX’ C R™. La funcion x¢ (t, xo),xo € X, definida en [0, Ty, ]
es una solucion maximal si para cualquier otra solucién x1(t,xo) definida en [0, Tx,], Tx; < Tx, ¥
xo(t,x0) = x1(t,%0), Vt € (0, Tk, ). Ademids, la solucién x(t, x) satisface la propiedad de consistencia
x(0,%x0) = xo y de semi-grupo x(t,xs(T,x0)) = s(t+T,xp) porcadax € Dy t, T € [0, Ty, ).



2.1 ESTABILIDAD DE SISTEMAS NO LINEALES AUTONOMOS

Las funciones de comparacién permiten reformular las definiciones de estabilidad
de un modo unificado, generalizando la clase de funcién que se utilizan para acotar
las soluciones de un sistema auténomo.

Proposicién 2.1 [6],[36] Las siquientes afirmaciones son equivalentes:
(1) el sistema (3) se estable en x =0,

(11) existen vo € Ry y un mapa o : [0,79) = Rxo, « € KX, tal que Vxo € By, y Vt > 0,
[[x(t, x0)ll < a(l[xol)).

Proposicién 2.2 [6],[36] Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) el sistema (3) es local AE (0o GAE) en x =0,

(11) existe un mapa de B : [0,a) x [0,00) — R, B € KL, tal que Vxo € By (Vxo € R™)
y vt >0, [[x(t,xo0)[l < B(t, IIxoll).

La nocién de estabilidad asintética por si sola no permite caracterizar la velocidad
de convergencia de las trayectorias del sistema. Existen tres tipos bésicos de conver-
gencia que se pueden distinguir.

Definicién 2.3 [6] El origen de (3) es

(1) racionalmente estable (RE) si es AE y existen constantes positivas §,b1,by € Ry y
n € (0,1], tal que Vxo € Bs, la solucion x(t,x¢) estd definida en [0, +o00) y satisfa-

_ 1
ce||x(t,xo) || < b1(1+ [Ix0]|®28) ®2 [[xo|", ¥t = 0;

(11) exponencialmente estable (EE) si es AE y existen constantes positivas 5, b1, by € Ry,
tal que Vxo € Bs, la solucion x(t, xo) esta definida en [0, +00) y satisface ||x(t,xo)|| <
b1 exp(—bat)|xoll, Vt = 0;

(111) estable en tiempo finito (ETF) si es AE y Vxo € Bs, la solucion x(t,x¢) satisface
x(t,x0) = 0 en algiin tiempo finito t = T(xg) y permanece ahi ¥t > T(x¢), donde
T:R™ — R™" es la funcién de tiempo de asentamiento.

Las nociones son globales si satisfacen la Definicién 2.3 con Bs = R™. Ademds,
de la Definicién 2.3 se observa que: el punto (II) define la convergencia exponencial
bastante conocida en la Teoria de Control Lineal. La propiedad de convergencia en
tiempo finito queda caracterizada en el punto (III). De hecho, ¥xy € Bs, la funcion de
tiempo de asentamiento satisface

T(xg) = inf{t € Ry : x(t,x0) =0}

La funcién T(x¢) define el tiempo de convergencia y es el tiempo que le toma a
la trayectoria x(t,x¢), con estado inicial xy € Bs, en llegar al origen. La estabilidad
asintética implica que si el origen de (3) es un equilibrio ETF, la tinica trayectoria
solucién a partir de x = 0 es x(t,0) = 0 y la solucién permanece en el origen para
cualquier momento mayor a T(x¢), [15].

Como se vera mas adelante, el punto (I) caracteriza la propiedad de atractividad
en tiempo fijo. La siguientes definiciones caracterizan dos casos peculiares de la
estabilidad en tiempo finito.

Definicién 2.4 . El origen x = 0 es ETF con decaimiento exponencial (ETFAE) si es ETF y
la funcion de tiempo de asentamiento T(x¢) estd acotada por una funcién logaritmica de xo,
es decir, In € (0,1),b1,B2 > 0:T(xp) < b1 In(1+ bz |[xo]|M), ¥xo € R™.

No solo las trayectorias del sistema convergen al origen en tiempo finito, también,
el decaimiento de las trayectorias al origen es similar a un decaimiento exponencial.
A pesar de que existe una mayor velocidad de convergencia, el tiempo de asenta-
miento sigue dependiendo de la condicién inicial x.

De la Proposicion 2.2
existen dos casos notables,
cuando B € XL,y
B(r,s) =rexp(—ces),
yB(rs)= (Tlf? +
(1T—=pleuls)) T, con
n>1.

La nocién de la estabilidad
racional fue introducida
por primera vez por
Bacciotti and Rosier [6].
Sin embargo, desde hace
mucho tiempo atrds se
conoce esté tipo de
soluciones de un sistema,
véase Hahn [36].
Comiinmente a T (xo) se
le conoce como
settling-time function.
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Definicién 2.5 [73]. El origen x = 0 es estable en tiempo fijo (ETFj) si es globalmente ETF
y la funcién de tiempo de asentamiento T(x¢) esta uniformemente acotada por una constante
de tiempo fijo Tmax, es decir, ITpax > 0: T(xp) < Thmax, VX0 € R™.

No se debe pasar por alto que T4« s una constante positiva que no dependen del
estado inicial x¢. Esta propiedad enfatiza el hecho de que, el tiempo de convergencia
de cualquier trayectoria al origen puede encontrarse uniformemente acotado por una
constante sin importar el valor de la condicién inicial que se tenga. Los conceptos de
ETF y ETFj se pueden extender al caso de conjuntos invariantes atractivos.

Definicién 2.6 [73]. El conjunto B, del sistema (3) es

(1) atractivo en tiempo finito si cualquier solucion x(t,x¢) de (3) llega a By en un tiempo
finito t = T(xg) y permanece ahi ¥t > T(xo). T : R™ — RY es la funcién de
asentamiento.

(11) atractivo en tiempo fijo (ATFj) si By es globalmente atractivo en tiempo finito y la
funcion de tiempo de asentamiento T(xg) tiene una constante de tiempo fijo Tmax > 0,
es decir, ATnax > 0: T(x0) < Tmax, VX0 € R™.

La atractividad en tiempo fijo se refiere a que las trayectorias del sistema convergen
asint6ticamente al origen pero con la notable caracteristica, de que el tiempo de
convergencia de cualquier trayectoria iniciada fuera de una bola B, (es decir, Vxo €
B¢) estd uniformemente acotado por una constante c.r. a cualquier condicién inicial,
o equivalente, existe una constante T4« que no depende del estado inicial xo € B¢ tal
que Vt > T4 se satisface x(t,xo) € By. Por lo tanto, x(t,x) pertenece a la bola B,
YVt > Thax. En este sentido, existe una cota del tiempo de convergencia para cualquier
trayectoria iniciada fuera de un conjunto compacto, no importa si la condicién inicial
llega a ser infinita. Debe quedar claro que las trayectorias se aproximan lentamente
al origen cuando xy € B;. Pero son atraidas tan fuertemente desde infinito a una
vecindad del origen By, si xo € Bf, que el tiempo de convergencia de cualquier
x(t,xo) a la bola B, tiene una constante de tiempo fijo.

El siguiente resultado muestra que un sistema con punto de equilibrio global y RE
posee un vecindad B, que es ATFj.

Proposicién 2.3 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (3). Si x = 0 es global y RE con
n =1, entonces, el conjuto B, es ATFj.

El converso de la Proposicion 2.3 no es totalmente cierta. Existe otra clase de siste-
mas que presenta la propiedad de atractividad en tiempo fijo, y cuyas soluciones no
satisfacen la Definicién 2.3 para la estabilidad racional.

Los siguientes ejemplos ilustran algunos de los conceptos revisados hasta el mo-
mento.

Ejemplo 2.1 [36] Considere la EDO escalar
x=c[x|P,p>0, @

el comportamiento dindmico depende del signo de c y del valor del exponente p. La soluciones
quedan determinadas por

xgpec(t—to) sip=1,
xs(t,xO)={ 0 1 P

sign(xo)(Ixol"™ P + (1 —plc(t—1to)) TP, si0O<p#Tl.
La estabilidad depende del signo de (1 —p)c ¢ del signo de c. Considerando que ty =0,

(1) Cuandop =1, ¢ <0, la solucién es la solucion cldsica para un sistema y xs = 0 es EE.
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(11) Sic <0, p € (0,1) el valor de xs = 0 es alcanzado en tiempo finito. En este caso, el
tiempo de convergencia de cualquier estado inicial xo a x = 0 estd dado por

1—p
T(xo) = Z=,

y las trayectorias alcanzan xs = 0 en un tiempo T(xo).

(111) Parael casop > 1,sic < 0, entonces 1/(1—p) < 0y x; tiende a cero cuando t — oo,
por lo que x5 = 0 es AE. El tiempo de convergencia de cualquier estado inicial x estd
dado por

Tlx0) = sy (1xs(t,x0)I' P —xol '),
es importante notar que cuando x5 (t,xo)l — 0, T(xo) — oo, pero fijando |xs(t,x0)| —
7 (tal que v € Ry) y haciendo que la condicion inicial crezca indefinidamente (es decir,
[xo| — 00), se deduce que, no importa que tan grande sea el estado inicial, el tiempo de
convergencia a una vecindad del origen de radio r estd uniformemente acotado por

TP

_ 1
Tr = (1—-p)c

7

una constante que solo depende de pardmetros del sistema y del radio de la vecindad
pero no depende de las condiciones iniciales (cuando v se hace arbitrariamente pequefia
T — o0).

(1v) Por otro lado, para ¢ > 0, xs(-) crece sin cotas y en el caso de p > 1 esto sucede en
tiempo finito. Comiinmente llamado escape a infinito en tiempo finito.

Del ejemplo, se observa que: (a) términos con exponente p € (0,1) ofrecen convergencia
en tiempo finito, (b) términos lineales ofrecen convergencia exponencial y (c) términos con
exponente p € (1, 00) ofrecen convergencia racional.

Ejemplo 2.2 [74] El siguiente sistema es ETFj,

x=—[x|"2—[x|3/2,x e R.

Las soluciones estdn definidas ¥Vt > 0:

x(t,x0) sign(xo) tanZ (arctan(|xo|'/%) —t/2), t < 2arctan(|xo|'/2),
,X0) =
0, t > 2arctan(|xo|'/2).

Cualquier solucién x(t,xo) de este sistema converge al origen en tiempo finito y ademds, la
igualdad x(t,xo) = 0 se cumple Vt > 7, ¥xo € R. En este caso, la constante de tiempo fijo
es Tmax = m. Obsérvese, que la estabilizacion en tiempo fijo se debe a que existen términos
correctos de bajo y alto orden en la EDO.

2.1.2. Funcién de Lyapunov (FL)

La existencia de una FL es la condicién mds importante de suficiencia y necesidad
para estudiar la estabilidad de un sistema no lineal. Por lo que es imprescindible
revisar conceptos y resultados importantes relacionados con este enfoque, particular-
mente los concernientes con el segundo método de Lyapunov.

El segundo método de Lyapunov analiza la estabilidad de un sistema dindmico
desde el punto de vista energético. El método toma cualquier funcién p.d. como
posible funcién de energia para el sistema y estudia la evolucién de dicha funcién en
el tiempo. Si la funcién es decreciente (o acotada) a lo largo de cualquier trayectoria
del sistema, entonces el sistema tiene propiedades de estabilidad y a la funcién se le
denomina FL.

A lo largo del texto se le
llamard términos de bajo
orden a los términos con
exponente p € (0,1),y
términos de alto orden a
los términos con exponente
p € (1,00).

La suficiencia fue mostrada
por Lyapunov [60], y la
necesidad aparece con los
teoremas conversos [46].
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La existencia de la funcion
que garantiza que el origen
del sistema (3) es AE se

debe al Teorema de Zuvov.

Para resultados
concernientes a FL no
suave y discontinua, el
lector puede consultar a
Polyakov and Fridman
[74]. Este trabajo
solamente considera
funciones de Lyapunov

diferenciables.

Para analizar la estabilidad del sistema (3) es suficiente con hallar una funcién p.d.
y continua V(-) tal que para cualquier solucién x(t,xo) del sistema (3), la funcién
V(x(t,x0)) sea decreciente y tienda a cero cuando t — +o0. Para una funcién V € cl,
ésta propiedad de monoticidad queda descrita por:

V(x) = (VV(x),f(x)) <0.

Esta desigualdad no requiere del conocimiento de las soluciones de (3) para verificar
la estabilidad del sistema. Para analizar de estabilidad mediante una LF se debe
calcular la derivada de una funcién p.d. a lo largo de las trayectorias del sistema
dindmico. Si la funcién no es diferenciable, el anélisis se puede llevar acabo mediante
el concepto de derivada direccional generalizada.

Definicién 2.7 Una candidata a FL estricta (o fuerte) es un mapeo real V(x) definido sobre
B, que satisface las siguientes propiedades: (i) V(x) es p.d., (i) V(x) € C! sobre By, y (iii)
(VV(x),f(x)) < 0, ¥x € B \{0} A la funcién V(x) que estd definida ¥x € R™, que es
radialmente no acotada y que satisface las propiedades (i)-(iii) con B, € R™, se conoce como
FL estricta (o fuerte) global.

Para sistemas que satisfacen la condicién de Lipschitz (al menos localmente) anali-
zar la estabilidad a través de una FL siempre es posible. Como el sistema considerado
es solo continuo, se requiere de un resultado que asegure que un analisis de estabili-
dad puede realizarse mediante una FL.

Teorema 2.1 [50] Considere el sistema (3) tal que f es continua. El origen de (3) es AE si y
solo si existe una FL estricta para el sistema (3).

La estabilidad asintética de un punto de equilibrio puede ser caracterizada a través
de una FL débil o fuerte. Una FL débil satisface los puntos (i)-(ii) de la Definicion
2.7, pero (VV(x),f(x)) <0, ¥x € By \ {0}

Teorema 2.2 [6] Si para el sistema (3) existe una
(1) FL débil y suave en By, entonces x = 0 es estable.
(11) FL estricta (global) y suave en By, entonces x = 0 es local AE (GAE).
Las propiedades de positividad y negatividad definida de una FL se pueden ca-
racterizar utilizando una funcién de comparacién. En este caso,
ar{[lxll) < Vix) < eallix]l), o1, a2 € X, ¥xo € By,
implica que V(x) es p.d.. Si V(x) se define en R™, es radialmente no acotada, entonces
o1, 00 € Koo Si
V) < —as(lx]), oz € %K,

implica que V(x) es n.d..

2.1.3. Caracterizacion del tipo de convergencia mediante FL

Inicialmente, el método de Lyapunov fue introducido para analizar la estabilidad
sin tomar en cuenta el tipo de convergencia. En esta seccién se establecen importantes
resultados sobre la caracterizacion del tipo de convergencia a través de una FL.

La estabilidad exponencial y estabilidad asintética pueden garantizarse si existe
una FL que satisface las siguientes propiedades.

Teorema 2.3 [46] Sea x = 0 es un punto de equilibrio y f un campo vectorial de clase C'
para (3) en By. Sea V(x) una FL estricta tal que Vx € B,
crl|x]|* < V(x) < caf|x]|*, (VV(x),f(x)) < —c3]x[|*, Vt >0,

donde c1,c3,c3,a € Ry. Entonces, x = 0 es EE. Si las hipétesis se cumplen globalmente,
entonces x = 0 es globalmente EE.
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Teorema 2.4 [6] Sea f un campo vectorial de clase C' cerca de 0 tal que £(0) = 0. Entonces,
el origen x = 0 es RE si y sélo si existe una FL estricta V(x) tal que Vx € B,

crllx[|® < V(x) < eallx||P, (VV(x), f(x)) < —c3|x||€, Vt >0,

donde cq,c3,c3,a,b,c € Ry, con ¢ > b > a. Si las hipétesis se cumplen globalmente,
entonces x = 0 es global y RE.

Otra clase de sistemas que presentan la propiedad de atractividad de tiempo fijo
son los que cumplen con las siguientes condiciones.

Teorema 2.5 Sea x = 0 un punto de equilibrio para (3) en B. Sea V(x) una FL estricta tal
que Vx € R™,

crllx]|® < V() < callx]|®, (VV(x), f(x)) < —c3lx[|* —callx||°, ¥t >0, (5)
donde cy,c3,c3,a,b € R, con b > a. Entonces, x = 0 es GAE y B, es ATFj.

La caracterizacién de la estabilidad en tiempo finito del sistema (3) a través de una
FL continua se enuncia a continuacion.

Teorema 2.6 [15]. El origen de (3) es un punto de equilibrio ETF y la funcion de asenta-
miento T es continua en O si y sélo si existe una funcion p.d. y continua V(x) en B, tal
que,

V(x) < —cVP(x), ¥x € B+\{0},

donde c € Ry yp € (0,1). En este caso, T(xo) es continua en una vecindad del origen y
satisface

T(xo) < ﬁ‘ﬂ “P(x0)- (6)

Si las hipdtesis se cumple globalmente, entonces x = 0 es globalmente ETF.

Es muy dificil calcular V si V es solamente continua, al menos que la solucién de
(3) sea conocida. Es méas conveniente aplicar el Teorema anterior con una funcién V
que es Lipschitz continua o que es continuamente diferenciable.

Teorema 2.7 Suponga que existe una funcion p.d. y diferenciable V(x) tal que cualquier
solucién x(t,xo) de (3) satisface la desiqualdad diferencial

V(x) < —k¢VP(x) — ku V9(x),Vx € R™, (7)

para algunas constantes k¢, ky >0y p € (0,1), q > 1. Entonces, el origen x = 0 de (3) es
ETFjy Vxo € R™, T(x¢) satisface

1 %;1]3 1 1 1 K (11;% 8
Ky — =
Txo) < g=rey (?J T @ Ra Vi Tixg) T T—p)Rr (KTfL) ‘ (8)
Ademds, T(xo) estd acotado por la constante de tiempo fijo
T = 1 Ky %E]E 1 Ky ;4:% (9)
=t (8)" e ()T

Tenga en cuenta que la estabilidad en tiempo fijo implica que x(t,xp) = 0 es
globalmente ETF y T(-) es continua en R™. Ademads, cualquier solucién x(t,xp) se
encuentra en el origen Vt > T¢, Vxo € R™. Si se permite que el pardmetro g = 1 en
el resultado anterior, se obtienen la caracterizacién de convergencia en tiempo finito
con decaimiento exponencial.
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Una funcién es
semicontinua por arriba si
dada x € R™, para
cualquier € > 0,36 > 0
tal que |x —x'| < & =
F(x’) C F(x) + €B.

La contraparte de
estabilidad asintética
fuerte es la estabilidad
asintética débil. Una
funcion multivaluada es
débilmente AE si para
cualquier x¢ existe al
menos una solucién de la
ID (12) iniciada en x que
satisface la atractividad y
estabilidad.

2 Es decir, se debe cumplir que

Teorema 2.8 Suponga que existe una funcién p.d. y diferenciable V(x) en By tal que cual-
quier solucion x(t,xo) de (3) satisface la desigualdad diferencial

V(x) < —k¢VP(x) — ku V(X),Vx € By, (10)

para algunas constantes k¢, Ky > 0,y p € (0,1). Entonces, el origen x = 0 de (3) es ETFAE
y T(xo) satisface

T(x0) < grpr—py In(1 + 52V 7P (xo)). (11)

2.2. ESTABILIDAD DE INCLUSIONES DIFERENCIALES

Considere la inclusién diferencial (ID), [32], [20],

% € F(x(t)), (12)

donde x(t) € R™. F es una funcién multivaluada cuyos valores son subconjuntos de
IR™. Una solucién de (12) sobre el intervalo J es una funcién absolutamente continua
x(t,xp) : I — R™ tal que (12) se cumple casi en todas partes sobre el intervalo® J. Las
principales hipétesis sobre F son

(H1) F(x) es un subconjunto no vacio, compacto y convexo de R™ para cada x € R™,
(H2) F(x) es una funcién semicontinua por arriba.

Bajo estas hipotesis existen soluciones de (12) al menos localmente; es decir, ¥x € R™
existe una solucién de x(-) de (12) satisfaciendo x(0) = xg, sobre un intervalo [0, T)
para algtin maximal T > 0.

Las mismas nociones de estabilidad introducidas en la Subseccién 2.1.1 para siste-
mas continuos son extendibles a las soluciones de la ID (12), y en este caso, se debe
tener en mente que cada x(-) pertenece al conjunto solucién de la ID (12). También
es posible usar funciones de comparacién. Debido a la no unicidad de las soluciones
existen dos nociones de estabilidad para la ID : estabilidad débil (1a propiedad de esta-
bilidad solo la cumple una solucién) y estabilidad fuerte (la propiedad de estabilidad
la cumplen todas las soluciones de la ID).

Lema 2.1 [20] F es fuertemente AE si y sélo si las soluciones existen globalmente y existe
una funcion B € KL tal que para cada solucion x(t,xo) de (12) se cumple ||x(t,xo)| <

E’(t/ ||X'0H)

2.2.1. Existencia de FL suave

Una ID puede admitir un FL diferenciable lo que facilita enormemente el analisis
de estabilidad.

Definicién 2.8 [20] La pareja de funciones continuas (V, W) sobre R™, con V € C*®(R™)
y W e C®(R™\0), constituyen un par de Lyapunov fuerte, y ademds, suave, para F si las
siguientes condiciones se cumplen

(1) V(x) >0y W(x) > 0 son positivas definidas, y V(x) es propia;

(11) Decrecimiento infinitesimal fuerte

méxy e (x) (VV(x),y) < —W(x),Vx € R™\ {0} (13)

dx(t,xg)
dt

€ F(x(t,x0)) casi en todas partes sobre J tal que x(to, Xo) = Xo.
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Si existe un par (V, W), entonces para cualquier estado inicial xo € R™, cada
solucién de (12) con x(0) = x¢ se encuentra definida en todo el intervalo [0, c0) y
es atraida al origen de manera uniforme y estable. Propiedad que se conoce como
estabilidad asintética fuerte.

El siguiente Teorema pone en claro que una FL suave siempre existe para una ID
invariante en el tiempo y cuyo equilibrio es AE.

Teorema 2.9 [20] Sea F una funcién multivaluada que cumple las hipétesis (H1) y (Hz2).
Entonces, el origen de (12) es fuertemente AE si y sélo si existe un par de Lyapunov fuerte
(V,w).

El origen x = 0 es necesariamente un equilibrio de F, es decir, 0 € F(0). Este
resultado puede verse como una generalizaciéon del Teorema converso de Lyapunov
de Kurzweil para el sistema (3) si f es un campo vectorial continuo, Kurzweil [50]. La
importancia de este resultado radica en que se asegura estabilidad asintética incluso
si el lado derecho del sistema no es Lipschitz continuo en el origen.

El Teorema 2.9 se apoya en la estabilidad asintética de las soluciones del sistema
(3), cuando f es un campo vectorial discontinuo. Como en este caso, las soluciones
clasicas pueden no existir, se ha hecho necesario desarrollar conceptos de las solucio-
nes mds generales.

Una solucién de Krasovskii es una solucién de la ID

x(t) € KIfI(t,x), K[f](t,x) = Ns=0c0f(Bs (x)), (14)
mientras que una solucién de Filippov es una solucién de la ID
x(t) € K[fl(t,x), K[fl(t,x) = Ns=0 Ny (n)=0 COf(Bs(x) \ N), (15)

donde pn(N) denota la medida de Lebesgue del conjunto N C R™. Observe que la
segunda interseccién se toma sobre todos lo subconjuntos de N C IR™ de medida cero
denotado por u(N) = 0. Aqui, en cada punto de discontinuidad, el lado derecho de
(12) es remplazado por la envolvente convexa del conjunto de vectores de velocidad
obtenido al aproximarse a x de todas las direcciones en R™, mientras se evitan los
conjuntos de medida cero.

Si f estd acotada sobre conjuntos acotados y (para el caso de las soluciones de
Filippov) si f es ademds medible, entonces el lado derecho multivaluado de (14) y
(15) cumple las hipétesis (H1) y (H2), y por lo tanto el Teorema 2.9 es aplicable.

Teorema 2.10 [20] Suponga que f estd acotado sobre subconjuntos acotados de R™. Enton-
ces

(A) lasolucion de Krasouskii de (12) es fuertemente AE si y solo si existe un par de Lyapunov
fuerte (V, W) que satisface (I) de la Definicion 2.8 y

limsup(VV(x), f(y)) < —W(x),¥x € R™\{0}. (16)

yYy—x

(B) Si, ademds, f es medible, la solucién de Filippov es fuertemente AE si y sélo si existe tal
par de Lyapunov fuerte (V, W) que satisface
esslimsup(VV(x), f(y)) < —W(x),¥x € R™\ {0} (17)

Yy—x
2.2.2. Caracterizacion del tipo de convergencia

Si existe una funcién V(x) de clase C! sobre una vecindad del origen contenido
en un conjunto Q tal que (VV(x), f(x)) + cV*(x) (c > 0y « € (0,00)) sea negativa
semidefinida en (); entonces, el origen exhibe cierta propiedad de estabilidad de-
pendiendo del valor del exponente o. Asi como el tipo de convergencia de sistemas
con campo vectorial continuo queda caracterizada a través de una FL [15],[46], [6], el
tipo de convergencia de las trayectorias de una ID también puede caracterizarse por
medio de una FL suave.

Teoremas conversos de
Lyapunov para ID
aparecen en Bacciotti and
Rosier [6], asumiendo que
el lado derecho del sistema
es Lipschitz.

A la ID que satisface (15)
se le conoce como ID de
Filippov.

Otros Teoremas conversos
de Lyapunov para
ecuaciones diferenciales
con lado derecho
discontinuo, cuyas
soluciones se entienden en
el sentido de Filippov,
pueden consultarse en [6].
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Las propiedades de
simetria de polinomios
homogéneos fue primero
estudiada por Euler, y mds
profundamente en el siglo
1900, desde el punto de
vista de geometria
proyectiva y algebraica. EI
lector puede consultar a
Bernuau et al. [11] para
mds informacién sobre
homogeneidad cldsica.

Para mds detalles sobre el
operador dilatacion,
constiltese [6].

Teorema 2.11 [74] Sea (V, W) un par de Lyapunov fuerte para el sistema (12),

(1) siexiste o € Ry tal que W(x) > «V(x), entonces el origen de (12) es EE.

(11) siexisten o € Ry yp € (0,1) tal que W(x) > aVP (x), entonces el origen del sistema
(12) es ETF y la funcién de tiempo de asentamiento cumple con la desigualdad (6)

(111) siexisten o, p € Ry, p € (0,1) y q € (1,00), tal que

1,

<
=1,

W) > aVP(x) VYxe Q:V(x)
T BVAx) VxeQ:V(x)

entonces el origen de (27) es ETFj y el tiempo de convergencia estd acotado por una
constante de tiempo fijo Tmax, es decir,

T(x0) < Thax < “L.p + BLq

2.3. SISTEMAS HOMOGENEOS

Las propiedades de homogeneidad se utilizan ampliamente para construir siste-
maticamente leyes de control (continuas y discontinuas) por retroalimentacién de
estados. Los sistemas homogéneos aparecen naturalmente como una aproximacion
local de los sistemas no lineales. Una linealizacién alrededor del origen es, de hecho,
una aproximacion de un sistema no lineal por uno que es lineal y que es, natural-
mente, homogéneo.

Homogeneidad es una propiedad de escalamiento de funciones y campos vectoria-
les que es consistente c.r. a un operador de escalamiento conocido como dilatacién.
La homogeneidad clésica surgié de estudiar polinomios homogéneos . La genera-
lizacién de homogeneidad cldsica propuesta por V.I. Zubov en los afios 50’s y por
H. Hermes en los afios 9o’s dio como nacimiento la nocién de homogeneidad mas
popular: homogeneidad ponderada.

2.3.1. Homogeneidad ponderada

El operador dilatacién es una transformacién lineal definida por

ATX (X7, Xn) = (€71X7, ..., € X ), Ve > 0,

donde el vector x = (x1,...,xn) € R™. Las constantes r; € IR, son los pesos asociados

a las coordenadas x; y se pueden agrupar en el vector de pesos r = (ry,..., ;). El

mapeo también puede reescribirse como A{x = diag(e™’,...,e"™)x, donde A] es la

matrix de dilatacién y x es el vector de coordenadas.

Definicién 2.9 Se dice que

(1) una funcion V : R™ — R, es r-homogénea de grado m € R c.r. a AYx, si V(ALx) =
e™V(x),vx € R™", Ve > 0;

(11) un campo vectorial f(x) = (f1(x),..., fn(x)) : R™ — R™, es r-homogéneo de grado
le Rcra Alx, si f(ALx) = e'ALf(x), ¥x € R™, Ve > 0;

(111) un campo vectorial multivaluado F(x) C R™, x € R™, es r-homogéneo de grado 1 € R
c.r.a ALx, si F(ALx) = e'ATF(x),Vx € R™, Ve > 0;

(1v) el sistema (3) es homogéneo si el campo vectorial f (o el campo vectorial multivaluado
F) es homogéneo.

Definicién 2.10 La norma homogénea es un mapeo x +— ||x

vp, definido por ||x|l+p =

1
L
(Z?:1 \xilfi)P, Vx € R™, Vp > 1. El conjunto S = {x € R™ : ||x||+,p = 1} es la esfera
homogénea unitaria.
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Las funciones y campos vectoriales homogéneos tienen propiedades ttiles. Consi-
dere que el vector de pesos r y la dilatacién AL x estdn fijos.

Lema 2.2 [6] Sea ALx cualquier familia de dilataciones en R™, y sea V1, V3 (resp., f1, f2)
funciones homogéneas (resp., campos vectoriales) de grado mq,m; (resp., 11, 12) c.r. a la
dilatacion AL x. Entonces,

(1) ViV (resp., Vify, [f1,12]) es homogénea de grado my 4+ my (resp., my + 1, 11 + 12).

(11) a\g‘x(:‘) es homogénea de grado mq — 1y, siendo r; el peso del estado x;.

(111) Vq = L¢, Vq es homogénea de grado my +15.
(1v) Existe una constante c; > 0 tal que Vi (x) < c2||x\|¥}]}. Ademds, si Vy es p.d., existe

¢y > 0 tal que cq||x|vp < Vi.

Cabe mencionar que el grado de homogeneidad de una constante es cero. Ademads,
si dos funciones tienen el mismo grado de homogeneidad la suma de ambas es
homogénea. Las caracteristicas mds importantes de la homogeneidad ponderada son

[11]:

(1) Siel origen de un sistema con campo vectorial homogéneo es localmente atracti-
vo, entonces el origen es GAE.

(11) Sif=fy+..+fp, donde fy, ..., fp, son campos vectoriales homogéneos de grado
l1,..., 1p y el origen es GAE bajo f1, entonces el origen es localmente AE bajo f.

(r11) Si el campo vectorial f del sistema es homogéneo de grado 1 y existen solu-
ciones en tiempo hacia adelante para cada condicién inicial xg, entonces las
soluciones satisfacen ALx(e't,xg) = x(t, ALxp).

Ejemplo 2.3 A continuacién se muestra que el campo vectorial del siguiente sistema

X1 = X2,
X2 = —ki[x1]™—ka[x2]™,

es homogéneo para ciertas condiciones sobre los exponentes m y n. De la Definicién 2.9, se
debe cumplir f(Acx) = e'Acf(x), donde

e 0 X1
, X = .
0 €m2 X2

Con esto en mente,

€"2x7; _ e 0 X2
—kq €T1m|'X]Jm_kz€‘r2n|'X2Jn 0 €"2| |—kq ’—X]Jm—kz |—X2Jn

_ [ ele™{x,y} ]
=, )
eem2{—k[x1]™ —ka[x2]"}
El sistema es homogéneo si se satisfacen simultdneamente las siguientes restricciones
Tim=1471, 12 =1l+717, 2N =1+7,

que se cumplen sin = 2m/(1+m), cuando m es conocido,6 m = n/(2—n), cuando nes  Observe que el valor del

dado. exponente de uno de los
estados depende del valor
del otro.
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De manera andloga al
Corolario 2.1, el
comportamiento dindmico
de una ID homogénea
queda caracterizado a
través de su grado de

homogeneidad, [69].

2.3.2. FL homogénea

Se sabe que un sistema lineal con punto de equilibrio AE posee una FL estricta,
la cual tiene forma cuadratica. En el caso de sistemas homogéneos se admiten FL
estrictas y homogéneas que no necesariamente tienen una estructura cuadrética. El
siguiente teorema establece la existencia de una FL estricta para un sistema homogé-
neo.

Teorema 2.12 [6]. Sea f un campo vectorial continuo en R™ tal que el punto de equilibrio es
localmente AE. Asuma que f es homogénea de grado 1 con algiin vector de pesos r. Entonces,
para cualquier p € IN y cualquier m > p - max;{ri}, existe una FL estricta V para (3), la cual
es homogénea de grado my de clase CP. Ademds, la derivada c.r. al tiempo V = (VV(x), f(x))
es homogénea de grado 1+ m.

Una consecuencia importante del Teorema anterior es que la velocidad de conver-
gencia de un sistema homogéneo queda caracterizada por el grado de homogeneidad
de su campo vectorial. Si el grado de homogeneidad cambia, también las trayectorias
cambian su tipo de convergencia.

Corolario 2.1 [6] Sea f como en el Teorema 2.12 con grado homogéneo 1y sea || -
cualquier norma homogénea:

T,p

(1) sil > 0, entonces existen constantes My, My € IRy, tal que, para cualquier trayectoria
yvt =0,

1
fpt) 4 |[x(0)]7

_1
My (1 + [[x(0)[[Fpt) 4 [[x(0) Tpi

ﬁ,p < [[x(t)

rp < Mo (14 [x(0)

(11) si 1l =0, entonces existen constantes My, M, D € R, tal que

My exp(—Dt)||x(0)

rp < Ix(t)

T,p < M3 eXP(—Dt)”X(O)an?
(111) sil <O, el origen es ETF.

Si el punto de equilibrio del sistema homogéneo es AE y el campo vectorial tiene
grado de homogeneidad: (a) | < 0, entonces el origen es ETF; (b) | = 0, entonces
el origen es EE; y (c) 1 > 0, entonces el origen es RE [16],[6], [56], [36]. Y si es RE,
entonces tiene la propiedad de atractividad en tiempo fijo. Esto motiva a utilizar las
propiedades de homogeneidad para el disefio controles homogéneos.

Cuando se tiene una ID, se cuenta con el siguientes resultados.

Teorema 2.13 [69]. Suponga que el origen de una ID de Filippov homogénea x € F(x) es
uniformemente GAE. Entonces, existe una FL fuerte y homogénea de clase C*.

Tanto el Teorema 2.12 como el Teorema 2.13 aseguran la existencia de alguna FL
para sistemas que son homogéneos. Sin embargo, no se dice nada acerca de como
construir explicitamente dichas funciones. Cabe sefialar que, es posible obtener una
FL homogénea que sea continua pero no necesariamente de clase C'.

Teorema 2.14 [56] Sea x € F(x) una ID de Filippov homogénea de grado homogéneo ne-
gativo 1 < 0. Entonces, las siguientes afirmaciones son equivalentes: (i) x = 0 de la ID es
uniformemente GAE en x = 0; (ii)) x = 0 de la ID es uniformemente y globalmente ETF; y
(ii1) la ID es contractiva.

En una ID de Fillipov homogénea de grado negativo existe convergencia en tiempo
finito cuando x = 0 es GAE.
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2.4. SISTEMAS HOMOGENEOS EN EL BI-LIMITE

En general, como los sistemas dindmicos no son homogéneos, la estabilidad de su
punto equilibrio puede hacerse a través de alguna aproximacién homogénea. Esta
aproximacion se utilizan para estudiar el comportamiento de las soluciones del sis-
tema dindmico tanto cerca del origen como lejos del mismo (en infinito). El trabajo
reportado por Andrieu et al. [2], rescata las definiciones de aproximaciones homo-
géneas en el origen y en el infinito. Estas aproximaciones satisfacen las propiedades
usuales de homogeneidad.

Definicién 2.11 [2] Sea ry el vector de pesos, 1y € R el grado de homogeneidad de una
funcion (resp. un campo vectorial) fo. Una funcion (resp. un campo vectorial) f es homogénea
en el 0-limite con tripleta asociada (ro, o, fo) si

lime_,o sup, ok [[€ O f(ALX) — fo(x)[| =0,

(resp. lime_,o sup, o € T (AL) T F(ALX) — fo(x)|| = 0), para cada conjunto compacto
K € R™\ {0},

Definicién 2.12 [2] Sea ro, el vector de pesos, 1 € R el grado de homogeneidad de una
funcién (resp. un campo vectorial) . Un funcion (resp. un campo vectorial) f es homogénea
en el oo-limite con tripleta asociada (oo, loo, Too) Si

lime s 0 SUP, ek e Lo f(AE*X) — foo (X)|| = O,

(resp. lime 100 SUP, e o (AE®) T F(AE®xX) — foo(X)|| = 0), para cada conjunto com-
pacto K € R™\ {0}

El primer elemento de cada tripleta denota el vector pesos rg = (19,...,19) y 1o =
(r9%, .., 7°), 1 = 1,..,m, el segundo el grado de homogeneidad del campo vectorial
(o funcién), y el tercero es la aproximacién en el O-limite o en el co-limite del campo
vetorial (o funcién).

Definicién 2.13 [2] Una funcién ¢ : R™ — R (o campo vectorial f : R™ — R™) es
homogénea en el bi-limite si es homogénea en cero (0-limite) y homogénea en el infinito (co-
limite).

Bésicamente, si una funcién f es homogénea en el bi-limite (resp. un campo vec-
torial) entonces posee funciones de aproximacioén fp 6 fo, estas aproximaciones son
homogéneas en el sentido estdndar de homogeneidad ponderada con sus pesos y
grados correspondientes. Los campos vectoriales fy y fo, son aproximaciones del
campo vectorial f cerca del origen y cerca de infinito.

Ademads, es posible analizar la estabilidad de los sistemas que son aproximados en
forma homogénea en el bi-limite a través de una FL homogénea en el bi-limite.

Teorema 2.15 [2] Considere un campo vectorial homogéneo en el bi-limite f : R™ — R™
con tripletas asociadas (vo,lo, o) ¥ (foo, loo, Too) tal que el origen de los sistemas

es un punto de equilibrio GAE. Sean my,, my_ € R tales que my,; > maxjgign r? Y
My, > maxj <ign T5°. Entonces, existe una funcion de clase C', p.d. y propia V: R™ — R
tal que por cada i en {1,..,n}, el mapeo x — OV/0xy es homogéneo en el bi-limite con
tripletas asociadas (to, My, — r‘f, OVo/0xi) ¥ (Teo, My, —T9°,0Veo/0x4), y las funciones
(0Vo/0xi)fo(x), (0V/0x1)f(0) ¥ (0Veo/0xXi)foo(Xx) son negativas definidas.

Este resultado es una extensién del Teorema Converso de Lyapunov para sistema
homogéneos [6]. Algunas caracteristicas de los sistemas homogéneos en el bi-limite
son:

Las funciones homogéneas
en el bi-limite, poseen
algunas propiedades que se
refieren a: composicion de
funciones, funciones
inversas e integrales, [2].

El lector puede consultar
[2] para conocer mds
detalles sobre
homogeneidad en el
bi-limite.
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La nocion de estabilidad en
tiempo fijo captura muy
bien las propiedades
involucradas del punto de
equilibrio, y la palabra
uniforme puede llegar a
causar confusion, ya que se
usa en distintos contextos,

[71].

El teorema de Artstein [4]
asegura la existencia de un
control continuo para
sistemas con entrada afin.

(c1) Si el campo vectorial f tiene una aproximacién homogénea en el O-limite con
tripleta asociada (ro, lo, o) y el sistema con fy es GAE, entonces f es localmente
AE.

(c2) Si el campo vectorial f tiene una aproximacion homogénea en el co-limite con
tripleta asociada (s, loo, foo) y €l sistema con fo, es GAE, entonces existe un
subconjunto compacto invariante, que contiene el origen, que es globalmente
ATEj para el sistema (3).

(c3) Satisfacen propiedades la estabilidad entrada-estados c.r. a perturbaciones y de
pequefias ganancias.

De [16],[6], se sabe que cuando el sistema es GAE y tiene grado de homogeneidad
negativo, las soluciones convergen en tiempo finito. Lo anterior puede extenderse de
la siguiente manera, si el origen es GAE y tiene aproximacién homogénea de grado
homogéneo negativo en el origen y ademds, tiene aproximacién homogénea de grado
homogéneo positivo en el infinito, entonces la cota del tiempo de convergencia no
depende de la condicién inicial.

Corolario 2.2 [2](convergencia uniforme y en tiempo finito) Bajo las hipdtesis del Teorema
2.15, si los grados de homogeneidad satisfacen 1o, > 0 > g, entonces todas las soluciones del
sistema x = f(x) convergen en tiempo finito al origen, uniformemente en la condicién inicial.

Propiamente, este resultado establece la convergencia en tiempo fijo a través de la
homogeneidad en el bi-limite. En este trabajo se adoptara la nocién de estabilidad en
tiempo fijo, es vez de convergencia uniforme y en tiempo finito.

2.5. ESTABILIZABILIDAD, CONTROLABILIDAD, FLC Y ROBUSTEZ

Originalmente, la teoria de Lyapunov solo consideraba sistemas dindmicos sin
entradas. Cuando aparecen entradas de control en el sistema, una candidata a FL
puede usarse para el disefio de la ley de control si a través de los valores del control
puede lograrse que la derivada de FL sea negativa. Esta idea es la esencia de lo que
es una FLC. Para introducir el concepto de FLC, considere el sistema dindmico con
entrada afin descrito por

x = f(x) + g(x)u, x € R™, x(0) =xo, u € R, (18)
donde f(0) =0, g(0) =0y f(x) y g(x) son mapas continuos.
Definicién 2.14 (Sistema Estabilizable) Se dice que el sistema (18) es estabilizable, si .......

Definicién 2.15 [86] (Sistema Controlable) Se dice que el sistema (18) es controlable si dado
algiin estado inicial xo existe una entrada de control sobre un intevalo finito de tiempo J tal
que la trayectoria x(t,xo) es obligada a converger asintdticamente al origen.

Definicién 2.16 (Sisterna Homogéneo con Control) Se dice que el sistema (18) es de gra-
do homogéneo 1 € R c.r. a la dilatacion A{x, si existe w(x) tal que se cumple f(A{x) +
g(ALXU(ALX) = e AL(f(x) + g(x)u).

La definicién anterior es aplicable a la ID con entrada de control

x € F(x)+g(x)u, x € R", ue R', (19)

donde F(x) € R™ es un mapa multivaluado, g(x) es continua, 0 € F(0) y g(0) = 0.
En este caso la ID (19) es homogénea de grado 1 si existe u(x) tal que se cumple
FIALX) + g(ALXJu(ALx) = AL (F(x) + g(o)w).

Las suposiciones sobre f(x), F(x) y g(x) aseguran que el origen es un punto de
equilibrio.
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Definicién 2.17 [85],[33] Una funcién (homogénea) de clase C', propia y p.d. V : R™ —
R>0, es una FLC (homogénea) para el sistema (18)(resp. para la ID (19)) si inf, er{L¢V +
LgV-u} < 0,¥x € R™M\ {0} (resp. si inf cr{LFV +LgV-u} < 0,¥x € R™\ {0}).

La definicion garantiza que el origen es el tinico punto estacionario de una FLC
(homogénea). El problema de estabilizacién se resuelve si se puede asignar a través
de u, valores estrictamente negativos a la funcién V(x). Lo cual es posible en todos
los puntos x donde LgV no es cero. Ademads, la funcién V es una FLC si y sélo si la
siguiente implicacién se cumple

LgV=0= LV <0, Vx € R™\{0}, (20)

lo cual garantiza que en aquellos puntos donde L4V es cero, una FLC es n.d..3 La De-
finicién 2.17 no exige que u sea una funcién de los estados, cualquier valor que haga
negativa la derivada es permitido. Sin embargo, un control por retroalimentacién de
estados tiene propiedades de robustez. A grosso modo, la existencia de una FLC para
el sistema (18) es equivalente a la existencia de la ley de control por retroalimentacién
de estados u(x), excepto posiblemente en cero, [4].

Comentario 2.1 Una FLC homogénea para un sistema continuo y homogéneo con entrada
afin siempre satisface la propiedad de control pequerio [30], [70]. Esta propiedad dice que
[lu|| = 0, cuando ||x| — O.

En general, en el sistema (18) no s6lo actiian entradas de control. En el caso de que
exista una entrada de perturbacion en el sistema, es importante saber si existe una
entrada de control que estabilice el sistema aun ante la presencia de la perturbaciéon
[33]. Con este fin, surge el concepto de FLCR. Una FLCR generaliza la nocién de
FLC para sistemas que presentan entradas de perturbacién. Antes de introducir el
concepto de FLCR, se presenta la nocién de robustez, que aparece naturalmente al
considerar perturbaciones. Para ello, considere el sistema no lineal invariante c.r. al
tiempo descrito por la ecuacién diferencial

(21)

donde x € X define la variable de estado, u € U es la entrada de control, w € W es
la perturbacioén, y t € R es la variable independiente. El espacio

x = f(x,u,w), x(0) =xo,

(1) X define el espacio de estados

(11) U define el espacio del control. La funcién u es una entrada de control admisible
cuando u € U;

(rrr) W define el espacio de la perturbacién. La funcién w es una perturbacién ad-
misible cuando w € W y representa a las perturbaciones externas e incertidum-
bres de la planta;

El lado derecho de (18) se considera continuo en x y localmente Ly, en t, y por
los teoremas clésicos de existencia, la solucién de (18) siempre existe (localmente en
t) pero no necesariamente es tnica. Dada una u € U para el sistema (21), si cada
solucién converge a un conjunto QO C X que contiene el punto de operacién deseada,
por conveniencia se toma 0 € X, para toda condicién inicial en X y w € W, se dice
que la solucién es robustamente estable.

Definicién 2.18 [33] Fije una entrada de control para el sistema (21) y sea Q C X un
conjunto compacto que contiene 0 € X. Toda solucién de (21) es robusta y GAE c.r. a Q
(RGAE-Q), si existe 3 € XL tal que Vxo € Xy VYw € W, toda solucion estd definida en
[0, 00) y satisface ||x(t,x0)]lo < B(l[xolla,t—to), ¥t > to. Ademds, toda solucion de (21)
es RGAE si QO = 0.

3 La existencia de una FLC implica que el sistema es asintéticamente controlable.

Si f es continua y existe
una retroalimentacion de
estados continua para (18)
tal que x = 0 es GAE, por
los teoremas conversos
[64], debe exitir una FLC
para (18). Si f es afin,
entonces la existencia de
una FLC es también
suficiente la estabilizacion
a través de una
retroalimentacion de
estados continua.

La existencia de FLCR
implica la existencia de
una FLC, pero no toda
FLC llega a ser una FLCR,
esto solamente ocurre si la
perturbacion estd acoplada
a la entrada de control.

La notacién || - || o define
la distancia Euclidiana de
un punto al conjunto Q,
es decir

I lla = d(-, Q).
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Para mds detalles,
consultar [33].

El concepto de RGAE-Q) implica que el conjunto Q es (robustamente) invariante
positivo. Mientras, que el concepto de RGAE implica que 0 € X es un punto de
equilibrio. Se pueden definir tres tipos de estabilizabilidad robusta de acuerdo con
que tan pequefio se pueda hacer el conjunto Q.

Definicion 2.19 [33] El sistema (21) es
(1) robustamente AE si existe w € U tal que toda solucion de (21) es RGAE.

(11) robustamente prdcticamente estabilizable si Ve > 0 existe uw € U y un conjuto compacto
Q € X que cumple 0 € Q C €B tal que toda solucién de (21) es RGAE-Q.

(111) robustamente estabilizable si existe uw € U y un conjuto compacto Q € X que cumple
0 € Q tal que toda solucion de (21) es RGAE-Q).

La diferencia entre estabilidad practica y mera estabilidad es que el conjunto Q de
la estabilidad practica puede hacerse arbitriamente pequefio eligiendo la entrada de
control.

Definicién 2.20 [33] Una funcion V € V(X) es una FLCR (homogénea) para un sistema si
y sélo si existen ¢\, € Ry y una funcién invariante en el tiempo «,, € P(X) tal que

inf sup [LeV(x,u,w) 4+ o, (x)] <0, (22)
uell(x) weW (x,u)

siempre que V(x) > cy.

El conjunto V(x) define el conjunto de todas funciones propias, positivas definidas
y de clase C', que son candidatas a FL para probar la estabilidad robusta del sistema
(21). El conjunto P(X) representa las funciones que no necesitan ser diferenciables
o radialmente no acotadas, es decir, funciones continuas &, : X x R — Rxq. La
desigualdad (22) se puede interpretar de la siguiente manera: para cada x fijo existe
un valor admisible u para el control y cualquier valor admisible w de la perturbacién
tal que la derivada de Lyapunov es negativa. Las funciones u y w son admisibles
cuando u € U(x) y w € W(x,u). Por dltimo, el parametro c, permite considerar:
estabilizacién asintética robusta (c, = 0), estabilizacién practica robusta (c, > 0) y
estabilizacién robusta, para algunos espacios admisibles U, W. La existencia de una
FLCR es necesaria y suficiente para la estabilizacién robusta.

En particular, si existe una funcién FLCR y ¢, = 0, la construccién de una entrada
de control por retroalimentaciéon de estados se reduce al problema de hallar una fun-
cién continua k : R™\ {0} — U, acotada cerca de cero, que cumpla con la condicién
(22), es decir que

SupWEW(x,u) LfV(X,k(X),W) < =&y (X)/ (23)

donde la retroalimentacién k(x) es una entrada de control estabilizante (continua o
discontinua), lo que significa que el origen del sistema en lazo cerrado puede hacerse
RGAE mediante el control k(x).

Teorema 2.16 [52] El sistema (21) admite una FLCR si y sélo si existe una entrada de
control estabilizante robusta para tal sistema. Ademds para cualquier FLCR, toda retroali-
mentacion k(x) que cumpla con (23) es un control estabilizante robusto.

Finalmente, si se cuenta con una FLC, en el caso general, también existe una ley
estabilizante variante en el tiempo k(t,x), Coron and Rosier [21].
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2.6. RESUMEN DEL CAPITULO

La breve revision de conceptos y resultados presentada en este capitulo serd de
gran utilidad en la formulacién del problema de control en el capitulo 3. La nocién
FCLR da un marco de referencia unificado para tratar con el problema de disefio
de un control robusto (no lineal). Sin embargo, todavia existen dos obstdculos: como
construir dicha funcién y cémo disenar el control estabilizante una vez que se conoce
la FLCR. La nocién de FLCR junto con las propiedades de homogeneidad estdndard
y de homogeneidad en el bi-limite ayudara a construir leyes de control discontinuas
con las propiedades deseadas en capitulos posteriores.

2.7. PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL CAPIiTULO

Prueba de la Proposicién 2.3. Las soluciones de un sistema que es RE satisfacen
[Ix(t, x0)|| < cr(1+ ||xo||kt)*]i Ixo|I™, ¥t € [0, 00). Suponga que existe r € R arbitra-
ria, de tal manera que Vxg € Bf, existe un tiempo fijo T, tal que x(t,xo) € B;. Debido
a quen < 1, se tiene

cr\k k(m=1) _ 1 _ _ (er\K 1 _ 1
T<($)" Ixoll el = (F)” = ~ T

fijando 1 = 1 y haciendo x( suficientemente grande, es decir, ||xo|| — oo, se observa
que

r\k 1 1 k _
T< (%) fepm=m ~ o < e/ =T
Por tanto, cualquier solucién x(t,xo) iniciada con cualquier estado inicial xp € B
pertenecerd a un conjunto compacto (x(t,x¢) € By) antes de un tiempo T;..
Prueba de la Teorema 2.5. Con ayuda de (5), Vt > 0, se cumple (VV(x), f(x)) <

f%zV — ﬁ—‘}avb/“. Por el principio de comparacién [46] , como V (x(t)) < v (t), cuan-
€2
do Vy = V(xg) < Vo, la solucién de la EDO v = —kjv — k,v9, con V(0) = vo > 0,

K1 =c3/c2, K2 =ca/cy y q =b/a estd dada por

V()9 = exp(—(1 - q)Kkathvy 9 — o exp(—(1—q)kat) lexp((1 —q)kzt) — 1],
(24)

El tiempo T que le toma a cada trayectoria en ir de cualquier estado inicial xp a una
superficie de nivel V =1 (0 < r < V(xp)), se calcula mediante

T(xo,) € et | [ <2V ) gy (2wt
XS Tq=myeg | K]+K2V§7] -n K1+Kapd!
1 _ ko9 ! _
< (q—T)kz [ In <'<1+'<2Tq’1 )} =Tr

Es claro ver que el tiempo de convergencia T(xp, r) estd uniformemente acotado por
una constante independiente del estado inicial xg € V(x¢). Por lo tanto, Vxo € R™ y
Vvt > T, las trayectorias del sistema estaran en el interior de un conjunto B;. Aqui,
T(xp, ) denota el tiempo de convergencia de x(t,xp), con condicién inicial xo € BS,
a la bola By.

Prueba del Teorema 2.7. Hay que encontrar alguna constante T¢ > 0, de tal manera
que, la solucién x(t,xp) este en x = 0, Vt > T¢, independientemente del valor de
xo. Desde que V(t) satisface V < —cfVP y V < —c VY, el valor de V(t) estd por
debajo de la solucién de cualquiera de ambas desigualdades. La solucién de la EDO
v=—keWP, v(0) =vp =0, Vp € (0,1), estd dada por

1

v(t) = (v P — (1 —plke(t —t)) TP, (25)

El principio de
comparacion se aplica en
situaciones donde la
funcién v (t) satisface una
desigualdad diferencial
v(t) < f(t,v(t)). La
meta es comparar la
solucion de la desigualdad
diferencial

v(t) < f(t,v(t)) conla
solucion de la EDO

w = f(t,u). El lema
establece que si se tiene
una EDO escalar
u=f(t,u),

u(0) =up, y una
desigualdad diferencial
v(t) < f(t,v(t)),
donde vy < wg, entonces,
v(t) < u(t) para todo
teld
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y la solucién de la EDO v = —kyv9 , v(0) =vp > 0, para q > 1, estd dada por

1

v(t) = (v 197 4+ (g = Dkul(t—to)) "7 T. (26)

Del principio de comparacion [46] y considerando V (t) < v (t), cuando Vy = V (x(t,x¢)) <
Vo, se obtiene

V(t) < min {v1 = ()P = (1= p)ke(t—10)) T, Vs = (vg (91

1
(a4 = Dkult—to)) a7 |
Esta expresién permite estimar el tiempo de convergencia. Primero, considere una
trayectoria iniciada en xp, con un nivel de energia V. El tiempo T, en el cual se
alcanza el conjunto de nivel V = r (0 < v < Vj), se calcula a partir de V; =,

obteniéndose T>(xq, ) = (q_]w(r*(q*” -V, (a=T1) ). Ahora, a partir del conjunto
de nivel V = 1, el tiempo Ty que le toma a la trayectoria en alcanzar x = 0, se
calcula haciendo V; = 0, lo cual da T;(r) = “Jwﬂ_p. Por lo tanto, el tiempo

de convergencia al origen de cada trayectoria iniciada en xy € Vp cumple T(xp) <
T1(r) 4+ Ta(xp, 7). La funcién T(xp) estd uniformemente acotada por la constante

_ 1 1
Te = (q—T)Ky 7a—1 + = L (27)

es decir, T(xg) < T¢. Para garantizar la mejor estimacién de la constante de tiempo

fijo, seleccione T = (k¢/Ky) q]fp, que es el valor que minimiza la funcién (9).

Prueba del Teorema 2.8. La estabilidad en tiempo finito se debe al Teorema 2.7.
Por otro lado, la solucién de la EDO v = —k¢VP — kv, v(0) =vo > 0, parap € (0,1)
estd dada por

,
v(t) = exp(—kut) vy P — EL[exp((1 —p)kyt) — 1] T7. (28)
Del principio de comparacién [46] y considerando V (t) < v (t), cuando Vy = V (x(t,%¢)) <

Vo, se obtiene

1

V() < expl(—kut) V] P — E-lexp((1 —p)kut) — 1] 7.

El tiempo que le toma a cada trayectoria, iniciada en xp € Vp, para converger al
origen se obtiene haciendo V(t) = 0 en la expresién anterior, lo cual permite obtener
(11). Por lo tanto, el origen es ETFdE.



EL PROBLEMA DE ESTABILIZACION ROBUSTA

“Me lo contaron y lo olvidé; lo vi

s

y lo entend; lo hice y lo aprend.
— Confucio

En este capitulo se formula el problema de regulaciéon y seguimiento de alguna
referencia deseada para una clase de sistemas no lineales con perturbaciones como
un problema de estabilizacién robusta. Las perturbaciones que se toman en cuenta
son de dos tipos: las debidas a la incertidumbre en el modelo del sistema y las
debidas a acciones externas que afectan el desempefio del sistema.

Para poder resolver el problema de estabilizacién robusta se requieren de algunas
condiciones adicionales sobre el sistema y sobre la funcién que describe a la refe-
rencia deseada. Como los métodos de frecuencia estdn practicamente ausentes para
el andlisis de sistemas no lineales, se usa la representacién en el espacio de esta-
dos. Se considera que el sistema tinicamente posee una entrada de control, y que las
perturbaciones son descritas por funciones sin memoria.

3.1. DESCRIPCION GENERAL DEL SISTEMA

Se considera un sistema de una sola entrada y una sola salida, cuyo modelo en el
espacio de estados esta descrito por

2 =1(t,z) +g(t,z)(u+p(t,z)), o =h(t,z), zo =z(0), (29)
donde u € Ry o € R son variables escalares. Las caracteristicas del sistema son:

(c1) La variable z € IR™ define el vector de estados del sistema, u es la entrada de
control, o es la salida, 0 = 0 define a la SD, z¢ es la condicién inicial y z =0 es
un punto de equilibrio.

(c2) Todo el estado z se considera medible y z(t) define a las trayectorias de estado
absolutamente continuas que satisface la EDO (29) casi en todas partes.

(c3) La funcién h(t,z) : R x R™ — R describe la tarea de control de regulacién o
seguimiento que se desea que realice el sistema.

(c4) Los campos vectoriales f(t,z) : R x R™ — R™ y g(t,z) : R x R™ — R™ son
suaves, y para cada z € R™, estos campos vectoriales se consideran uniforme-
mente acotados c.r. al tiempo t, Vt > 0. Ademads, existe una funcién escalar
&(t,z) > 0 tal que g(t,z) = gn(z)&(t,2), y gn(z) : R™ = R™.

(c5) La funcién f(t,z) se asume que puede descomponerse esencialmente en dos
partes importantes, es decir, f = f;,(z) + Ay (t, z). El término fy,(z) representa
la dindmica que se conoce del sistema. El término A, (t,z) representa el nivel
de incertidumbre de la dindmica conocida y/o las perturbaciones externas que
acttian sobre el sistema, no acopladas a la entrada de control, pero que puede
ser acotado por un campo vectorial A(z), es decir, para cada componente se
satisface |Ayi(t, z)| < Ai(z). Una condicién necesaria para lograr la estabiliza-
cién del origen del sistema (29) es que el término A, (t,z) debe desvanecerse
en z =0, es decir, A (t,0) =0, vVt > 0.

(c6) Las funcién p(t,z) : R x R™ — IR modela al conjunto de perturbaciones aco-
pladas que acttian sobre el sistema. Se considera que p(t, z) pertenece a la clase
de funciones esencialmente acotadas W = {p(t,z) € Lo : [p(t,z)| < p}, Vt = 0y
Vz € R™. El término p(t, z) no necesariamente se desvanece en el origen z = 0.
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Si Ay (x, t) estuviera
acoplada a la entrada de
control existiria una
funcién escalar incierta
e(x,t) tal que

Aylz, t) =
e(x,t)g(x,t).
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(c7) Tanto A (t,z) como p(t,z) estin modeladas por funciones sin memoria.

El sistema nominal de (29) se obtiene cuando no existen perturbaciones, es decir,
para Ay(t,z) = 0y p(t,z) = 0, Vt > 0. En cualquier otro caso, Ay(t,z) # 0 6
p(t,z) # 0, para algin t > 0, el sistema (29) se encuentra perturbado. En general, se
busca cumplir con la tarea seguimiento y/o regulacién descrita por la funcién h(t, z)
a pesar de las perturbaciones que acttian sobre el sistema.

3.2. FORMULACION DEL PROBLEMA

Como la tarea de regulacién y/o seguimiento debe cumplirse a pesar de la presen-
cia de perturbaciones, se necesita emplear una técnica de control robusto. Dos técni-
cas de control robusto que permiten resolver este problema son el CMD y CMDOS.
Ambos enfoques son adecuados bajo la hipétesis de que solo existan perturbaciones
acopladas en el sistema (29). En comparacion con el CMD clasico, un CMDOS ga-
rantiza la realizacién de la tarea de control en tiempo finito sin la restriccién de que
el grado relativo solo sea uno. Teniendo esto en mente, basados en un enfoque de
CMDOS, el objetivo de control se transforma a:

(01) garantizar que, mediante una ley de control por retroalimentacién discontinua
Al ser discontinua la de los estados, se logre llevar cualquier trayectoria de estado del sistema (29) a
entrada de control, las la SD ¢ = 0 en tiempo finito y mantenerla ahi, a pesar de la presencia de cierta

soluciones del sistema en .
clase de perturbaciones acopladas y no acopladas.
lazo cerrado (29) en

retroalimentacién con el L. . ‘s
controlador discontinuo se  Lara poder lograr el objetivo (O1) se requiere de una representacion adecuada del

entienden en el sentido  sistema. Para ello, hay que imponer algunas condiciones adicionales. Las tnicas su-
Filippov [32]. posiciones que se hacen son:

(HO) el sistema (29) es completo en el conjunto compacto QO C IR™, es decir, que
z(t) € Qy, para cada zp y cada entrada de control u, z(t) estd definida para
casi todot € Rt;

Se entiende por funcion ~ (H1) h(t,z) es una funcién suficientemente suave;
suave como aquella
funcién quees  (H2) en ausencia de perturbaciones no acopladas, el grado relativo r del sistema

continuamente (29) c.r. a 0 debe estar bien definido, ser constante (no variante con el tiempo)
diferenciable. . . .,
y conocido. El grado relativo r es exactamente el nimero de veces que hay que
diferenciar a o para que la entrada de control u aparezca explicitamente por
. T
primera vez en ol .= (ftrh(t, z);

Bajo las hipétesis (Ho)-(Hz2), el sistema (29) puede ser llevado a una forma normal
computada, al menos localmente, [43], [89]. Si s6lo aparecen perturbaciones acopla-
das, la forma normal computada se reduce a la forma normal convencional; si ade-
mads, la dindmica cero es de dimensién cero, la forma normal computada se reduce

La forma de controlador se  a la forma de controlador. El hecho mas importante es que las hipétesis (Ho)-(Hz)

obtiene si el grado relativo  ageguran la existencia de un difeomorfismo ¢ : Q — R™, definido por
T es igual al orden del

sistema.
Un difeomorfismo b(z) n
x = ¢ (z) es un vector de h(t,z) X1
cambio de coordenadas en [0) (t,z) = . = . ,
IR™. Bdsicamente satisface :
dos propiedades: (i) es r—1
invertible (b~ (x) = z) LF h(t, z) Xr
y (i) d(z) y 1 (x)
son mapas suaves.  con @ : O — R™~T, y donde el estado normal se ha designado por x = ()q X2 .. Xr) S
R", n = (TH n2 .. T]n—r) € R™7, y la funcién L}Eh(t, z) = Lg, L;_] h(t,z) +

AL Th(x,
fT(Z), Vi =1,..,v—1, quedando por definicién ]_20‘ := h. El vector x estd for-

mado por la variable de salida o y funciones que dependen de las (r — 1) derivadas
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de h(z,t) c.r. al tiempo. Diferenciando c.r. al tiempo el nuevo vector de coordenadas
¢(z), la estabilizacién en tiempo finito de la variable o se trasforma en un problema
de estabilizacion del sistema

2o m=Tfom,x)+Afp(x,m),

Xi = Xi41 +wilt,x,m),
(30)
IS

7.(1' = WT(t/X/n) +b(trxrn)u/

X1 =0,

y mads especificamente, de la estabilizacién en tiempo finito del origen x = 0 del
sistema X1 a través de la entrada de control u. Aqui, el campo vectorial fy =
Le, M1, e Lfnnn,r]T representa la dindmica cero del sistema (29) perturbada por
el término Afy = [La M1, ..., LAunn,r]T, las funciones wy(x,m,t) = LAuLifn o, Vi =
1,..,7—1, representan a las perturbaciones y términos no acoplados a la entrada de
control que acttian sobre el sistema, las perturbaciones y términos acoplados a la
entrada de control quedan definidos por la funcién wy(x,m,t) = L;ncr + LAuL‘f"nG +
LgL;:] op(z,t), y siendo b(tx,n) = LgL;:] o # 0 debido a la condicién de grado
relativo. No es restrictivo considerar b(t,x,n) > 0, puesto que es posible redefinir
el signo de la sefial control u. Para la lograr estabilizacién del sistema (30), hay que
asegurar que el vector de estado 1 permanezca acotado.

(H3) El vector de estados x estd acotado; la dindmica cero Ly es global y EE, y el
campo vectorial fo(x,1n) 4+ Afp(x,1) es globalmente Lipschitz en x y 1, [82].

Observe que los términos wj(-) no involucran diferenciacién del término no aco-
plado Ay (z,t) después del cambio de coordenadas. La diferencia més notable con
el enfoque tradicional en CMDOS es que en el sistema It aparecen términos no
acoplados. Generalmente, en el disefio convencional de un CMDOS, los términos
wi(-)i=1,..,1r—1, se consideran suficientemente diferenciables con el fin de llevar
el efecto de las perturbaciones no acopladas a la parte donde se encuentra la entrada
de control. No siempre el término desconocido A, es suficientemente diferencia-
ble. Si solamente existen perturbaciones acopladas en (29), es decir, Afy(x,n) = 0,
Vt > 0, el vector x depende de oy de sus (r— 1) derivadas c.r. al tiempo, es decir,
g(r—1)) € R" 7. Convencionalmente, en CMDOS se necesita

X = (cr ol

que las siguientes hipétesis se cumplan para .

(H4) Los términos no acoplados wi(t,x,m), 1 =1,..,r—1, son suficientemente dife-
renciables.

Bajo la hipétesis (Hyg), los efectos de los términos no acoplados existentes en el
sistema (29) pueden transformarse a efectos que estdn acoplados a la entrada de con-
trol. Como las funciones wy(t,x,1) y b(t, x,m) son continuas, y $(Q) es un conjunto
compacto, estas funciones satisfacen las siguientes condiciones

(H5) 0 < Ky < b(t,x,m) < Km, wr(t,x,m)l < C, ¥x,n € $(Q) C R, Vt > 0, donde
las constantes C, K, Kp € IRy, y ademds, son conocidas.

La hipétesis (Hs) siempre se cumple al menos localmente. Las condiciones (Hg)-
(Hs) permiten que el problema de estabilizacion sea resuelto con cualquier CMDOS
homogéneo propuesto en [54],[55],[56], dando lugar a un modo deslizante de orden
T.

Definicién 3.1 [54] Considere que el sistema (29) estd retroalimentando con un control dis-
continuo y sean o, oM, .., olr=1 funciones continuas. La dindmica en la variable deslizante
se denomina modo deslizante de orden r c.r. a la variable deslizante o si las trayectorias per-
tenecen al conjunto S” ={x € R™|o = oM =... =01 =0, el cual es un conjunto no
vacio y local integrable en el sentido de Filippov.

El sistema (30) en realidad
es un extension la forma
normal computada
introducida en [89].

No se ha exigido que las
derivadas de la salida
queden definidas por

oM .= L}h(t,z), ya
que en el caso del sistema
(29) la forma convencional
de la forma normal no
puede ser derivada.

A lo largo de este trabajo
se toma como verdadera la

hipdtesis H'3.

& (Q) es un subconjunto
abierto acotado de R™
dentro del cual se asegura
que la dindmica del
sistema estd acotada. Esta
condicion se puede relajar
un poco usando otra clase
de controladores
discontinuos, véase
Capitulo 8.
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En una retroalimentacion
estdtica, el control es un
funcién sin memoria. Las
leyes de control dindmicas
surgen cuando se usa, por
ejemplo, control integral o
control adaptable, y es
muy comiin en esquemas
por retroalimentacion de
salida, [46].

Una vez se ha alcanzado el
origen, el sistema
controlado exhibe un modo
deslizante de orden .

En este trabajo se
consideran funciones
continuas.

La hipétesis sobre b(-) es estdndar y evita la pérdida de controlabilidad en el
sistema X7. La hipétesis sobre w;(-) puede satisfacerse localmente, pero es muy
restrictiva en el contexto de globalidad. Cualquier perturbacion que sea creciente en
funcién de los estados no cumple con la condicién (Hs) globalmente. Esto es una
consecuencia inherente de la ley de control, puesto que ésta es acotada. Para poder
contrarrestar el efecto de perturbaciones crecientes es necesario contar con una accién
de control que sea también creciente. Debido a las incertidumbres en las funciones
b(t,x,m) y w(t,x,m), no es posible resolver este problema usando una entrada de
control continua y estdtica por retroalimentacién de estados.

Es muy posible que el sistema original (29) no tenga propiedades de homogenei-
dad. De hecho, no se ha supuesto que el sistema (29) sea homogéneo. Bajo las hipoé-
tesis (Hg) y (Hs) hechas sobre los términos acoplados y no acoplados, la aplicacién
de un controlador discontinuo homogéneo hace que el sistema Zt, en presencia sola-
mente de perturbaciones acopladas, resulte ser una ID homogénea. Esta observacién
es importante, ya que el campo vectorial de cualquier cadena de integradores pura
puede hacerse homogénea aplicando una ley de control homogénea. Como la tinica
informacién acerca de wr(t,x,m) y b(t,x,1) son sus cotas, el sistema X1 implica la
ID,

S { >:<i:x1+1 +wi(t,x,m), Vi=1,.,7r—1, (31)
xr € [C, Cl+ [Km, Kpmlu,  xp =x(0).

Solamente en ausencia de perturbaciones no acopladas, en el sistema auxiliar X1p
desaparece la dependencia de la dindmica del sistema original. El disefio de un CM-
DOS se reduce a la tarea de hallar controladores que estabilizan en tiempo finito el
origen x =0 de X|p.

El CMD y el CMDOS resultan adecuados para remover los efectos de las pertur-
baciones acopladas; sin embargo, es de interés considerar el disefio de controladores
discontinuos cuando existen perturbaciones no acopladas que afectan la tarea de
control. Algunos esquemas han sido desarrollados para atenuar el efecto producido
por las perturbaciones no acopladas en vez de eliminar completamente dicho efecto,
[19],[80].

Este trabajo considera el objetivo (O1) pero relajando la hipétesis (Hg). Principal-
mente, se busca resolver el problema de estabilizacién en tiempo finito del sistema
Z1 tomando en cuenta perturbaciones no acopladas que no son suficientemente di-
ferenciables . La hipotesis sobre b(t,x,1) permanece sin cambios, pero la hipétesis
sobre wr(t,x,m) dependera de si la entrada de control es acotada o no. Para los
términos no acoplados wj(x,1,t), Vi = 1,..,7v—1, se consideran dos suposiciones
adicionales.

(H6) Las perturbaciones no acopladas satisfacen la condicién w;(0,0,t) = 0, i =
1,..,7—1. De forma mds concreta, las perturbaciones no acopladas deben des-
vancerse cuando los vectores de estado x y 1 se desvanezcan;

(17) Las perturbaciones no acopladas estdn uniformemente acotadas por funciones
conocidas que dependen solamente del estado, es decir, las cotas de las pertur-
baciones son uniformes c.r. al tiempo t, Vt > 0. De esta forma, el modelo exacto
de las perturbaciones no es requerido para propésitos de andlisis y/o disefio.

Sin (H6), el origen x = 0 no es un punto de equilibrio del sistema Xt. La condicién
(Hy) establece que siempre es posible acotar las funciones wj (t,x,1n) por funciones
que no dependen del tiempo t. El sistema X junto con el sistema X1 representan una
clase de sistemas no lineales mas amplia que la comtdnmente descrita en el contexto
de MDOS.



Parte I

ESTABILIZACION EN TIEMPO FINITO MEDIANTE
FLCR

La primera parte de este trabajo se enfoca exclusivamente en el disefio de
controladores discontinuos, homogéneos y no homogéneos, a través de la
construccién de una FLCR.






CONTROL DISCONTINUO HOMOGENEO CON
CONVERGENCIA EN TIEMPO FINITO

“Las que conducen y arrastran al mundo
no son las mdquinas sino las ideas.”

— Victor Hugo

En este capitulo se aborda el problema de disefiar controladores discontinuos por
retroalimentacién de estados que son homogéneos y que garantizan que la variable
deslizante y sus (r — 1) derivadas c.r. al tiempo sean llevadas a cero en tiempo finito
dando lugar a un MDOS. La ley de control se obtiene a través de una FLCR. La FLCR
se construye en forma iterativa, empleando una modificacién del MB con el cual
también es posible construir simultdneamente el controlador. Ademads, es posible
determinar la clase de perturbaciones no acopladas que admite el sistema y que
preservan la estabilizacion en tiempo finito.

4.1. GENERALIDADES

El empleo de controladores, continuos o discontinuos, que aseguran convergencia
en tiempo finito, provee ventajas notables: el objetivo de control se alcanza en tiem-
po finito, hay mejor robustez y rechazo a cierta clase de perturbaciones [15], [56].
Motivados por estas favorables caracteristicas, uno desearia desarrollar algiin contro-
lador robusto que tenga esta propiedad para resolver el problema de estabilizaciéon
planteado.

Para algunos sistemas no lineales continuos, el analisis de estabilidad y de estabi-
lizacién en tiempo finito usando el enfoque de FL ha sido ampliamente estudiado
en [37], [14], [15], [16], [79], [39], [41]. Particularmente en [79], [39], [41], aunque no
se menciona propiamente, se construye explicitamente una FLC para disefiar las en-
tradas de control continuas. La técnica empleada para la construccién de la FLC es
la integracion entre Fdes y el MB. La Fdes ya se habia utilizado para disefiar contro-
ladores estabilizantes para una clase de sistemas en cascada, donde solo es posible
implementar entradas de control continuas, [78]; y fue retomado en [79], [39], [41],
para disefiar leyes de control continuas por retroalimentacién de estado que estabili-
zan en tiempo finito cierta clase de sistemas no lineales.

Por otro lado, para controladores que emplean algoritmos discontinuos, el anali-
sis mediante una FL s6lo ha sido fructifero para sistemas de segundo orden. Los
algoritmos mds estudiados han sido los algoritmos Twisting y Super-Twisting [72],
[75], [76], [73], [65], [67]. Recientemente, se ha tratado de abordar el problema de
construir una FL para algoritmos de MDOS pero con limitado éxito, [67],[81]. Una
de las soluciones a este problema ha sido propuesta por Sanchez and Moreno, [81].
La gran desventaja del método propuesto en [81] radica en que hay que obtener las
soluciones del sistema retroalimentado con un CMDOS para poder construir la FL.
Lo cual resulta practicamente imposible para 6rdenes mayores a tres.

En [38] se aplica el redisefio de Lyapunov para [46] generar un nuevo tipo de
CMDOS en dos pasos. El método consiste en usar un controlador continuo para
estabilizar en tiempo finito una cadena de integradores no perturbada, para después,
aplicar un control discontinuo junto con la entrada continua con el fin de mejorar las
propiedades de robustez del sistema en lazo cerrado. La estrategia permite rechazar
perturbaciones acotadas y acopladas, que la ley de control nominal no es capaz de
compensar. Algunos puntos importantes a resaltar en este enfoque son:
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Por ejemplo, los
controladores que se
proponen en [79], [39],
[41], para los cuales, la
FLC ya es conocida.

Con el enfoque presentado
en [38], no es posible
conocer si hay alguna
mejora en la velocidad de
convergencia del sistema
controlado.

Hasta ahora, no ha sido
formalmente probado que
un CMDOS sea robusto
ante perturbaciones no
acopladas.

En Gonzalez et al. [34] se
presenta el Super-Twisting
con ganancia variable para

compensar perturbaciones

que crecen en funcion del
tiempo y del estado. La
compensacion es exacta si
las perturbaciones (ast
como sus derivadas) son
acotadas por funciones
conocidas.

(1) para disefiar el controlador discontinuo, se necesita de un controlador continuo
previamente disefiado que tenga la propiedad de convergencia en tiempo finito;

(11) no se construye una FLCR para disefiar controladores por retroalimentacién de
estados homogéneos y discontinuos;

(111) el sistema en lazo cerrado no es homogéneo;

(1v) los controladores no son acotados, pero ademds, no es posible decir algo acerca
de como esta contribuyendo la parte continua del controlador.

(v) solo se prueba que pueden compensar perturbaciones acopladas.

Un ingrediente que ha sido crucial en el desarrollo de todos los enfoques mencio-
nados es la propiedad de homogeneidad. Esta propiedad permite concluir de una
forma sencilla que el sistema controlado es estabilizado en tiempo finito. Solo hay
que lograr que a través de la entrada de control el punto de equilibrio del sistema
sea AE y que el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado tenga grado de
homogeneidad negativo, [16], [39], [41], [56].

Aunque poseen propiedades similares, existe una diferencia importante entre usar
un controlador continuo y uno discontinuo. Una control discontinuo puede eliminar
el efecto de perturbaciones acopladas que no necesariamente se desvanecen, y que
un control continuo no puede compensar. Por ello, el problema de estabilizacién se
resolverd disefiando una nueva clase de controladores por MDOS. En contraste con
los algoritmos por CMDOS reportados en [54], [55], [56], los controladores disconti-
nuos homogéneos propuestos:

(1) se obtienen por medio de la construccién explicita de una FLCR;
(11) son discontinuos sobre una superficie continua;

(111) un logro importante, desde el punto de vista practico, es que las leyes de con-
trol discontinuas que se proponen mejoran la respuesta transitoria utilizando
el mismo esfuerzo de control;

(1v) permiten compensar cierta clase de perturbaciones no acopladas;

(v) el enfoque de FLCR permite hacer extensiones importantes que de otra manera
no seria posible. Por ejemplo, controladores con ganancia variable solo pueden
ser obtenidos a través de una FL.

Para resolver el problema de estabilizacién bajo perturbaciones no acopladas (a la
entrada de control) se supondrd que entran en forma triangular inferior al sistema
y estdn acotadas por cierta clase de funciones conocidas. Esta suposicién garantiza
la estabilizacién en tiempo finito, de manera global y robusta, del sistema en lazo
cerrado.

4.1.1.  Problemas con el disefio por CMD cldsico y alternativas

El problema de estabilizacién en tiempo finito utilizando una ley de control dis-
continua puede ser atacado a través de una variante del enfoque de CMD, conocido
como CMDYT, [63],[91]. Como ejemplo ilustrativo, considere que se quiere estabilizar
en tiempo finito el origen del sistema

X1 =X2, X2 =1, (32)

donde u € R es la entrada de control a disefiar. Para lograr estabilizacién en tiempo
finito con un CMDT, la SD debe tener la siguiente estructura

s=x2+ci[x1/P =0, pe (0,1). (33)
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siendo c¢; > 0 una constante. A la superficie (33) se le conoce como SD terminal.
Usando las coordenadas de estado (x1, s), el sistema (32) queda representado por

X1 =—c1[x1JP+s, $ =u+ciplxi[P 'z (34)

En el modo deslizante s = 0, la dindmica reducida del sistema queda descrita por

X1 =—c1[x71]P. (35)

Como p € (0,1), se puede concluir que la solucién de la EDO (35) converge a
cero en tiempo finito. Por lo que la SD (33) asegura convergencia en tiempo finito al
origen durante el modo deslizante. Propiedad que no estd presente si el pardametro
p = 1. Una vez seleccionada la SD, la ley de control debe garantizar que la SD se
alcanza en tiempo finito, desde cualquier condicién inicial arbitraria. Para garantizar
la existencia del modo deslizante, el disefio por CMDT requiere que la ley de control
cumpla la condicién de suficiencia s§ < —nls|, [87]. Para el sistema (34), una ley de
control que satisface tal condicién es

u=—cipliP"x2—Q[s]® Q >o. (36)

Con esta ley de control, el origen de (32) es ETE. Sin embargo, existen términos
que provocan que la sefial de control no este definida para valores en el conjunto
x = {x1 = 0}. Como la ley de control se obtiene de la derivada c.r. al tiempo de
la SD, los términos de bajo orden producen términos singulares, haciendo que la
ley de control no esté acotada para cierto conjunto de valores. Lamentablemente, el
empleo de este controlador es limitado en la practica debido a que las trayectorias del
sistema deben comenzar en un sector predeterminado en el espacio de estados para
evitar sefiales de control no acotadas, [96]. Para lidiar con el problema provocado por
términos singulares en la ley de control, algunos autores han propuesto una clase de
“desingularizaciéon” de la SD para evitar la aparicién de términos indeseados en la
ley de control, preservando la propiedad de convergencia en tiempo finito durante
el modo deslizante, [31], [95], [88]. Este enfoque llamado CMDTNS, busca remplazar
la SD por una mds suave. Para ilustrar lo anterior, la SD (33) se remplaza por una
Fdes ¢(x1,x2). La Fdes debe cumplir

d(x1,%x2) =0 & x2 = —kq[x1 |P.

La Fdes debe elegirse de clase C!, vx € R2. Proponiendo ¢(x1,x2) = [xzﬂ/p +
k} / Px1, y utilizando (x7, $) como nuevas coordenadas, el sistema (32) se puede es-

cribir como

; 1 i 1-p 1 2p—1
51 =[0—KPx1 P, b =Pxal 7 [pu+kl/Plxa) 7 1.

2p—1
Utilizando la idea bésica del disefio por CMD, se elige u = —(k, [ 04 k: /P [x2] T )

para obtener

1= [b—k/Px1 P, b = —Kabxal 7" [0)°. (37)

Es claro que, durante el modo deslizante las trayectorias del sistema convergen en
tiempo finito al origen. Ademas, la nueva ley de control esta bien definida en todo el
espacio de estados. Por otro lado, hay otras cosas que destacar:

(1) No es claro como la ley de control propuesta asegura la existencia del modo
deslizante. Desde este punto de vista, (37) pareciera tener dos conjuntos de
equilibrio, el punto x1 =x, =0y el eje x, = 0.

(r1) Como el punto (i) no es claro, se necesita realizar un andlisis adicional (geomé-
trico) para mostrar que hay un solo punto de equilibrio (x; = x2 = 0) y que
existe el modo deslizante para el sistem (37).

La expresion (32)
representa la dindmica del
sistema proyectada sobre la
variable s.

Si hubiera perturbaciones
acopladas con cota po , la
ganancia Q se elige tal
que Q > po.

Una extension para
sistemas de orden n ha
sido reportada en [96],
pero la ley de control
resultante sigue
presentando
singularidades
restringiendo su aplicacion
en la prdctica.

El disefio de la entrada de
control se reduce a
encontrar una Fdes

& (x1,x2) apropiada.

/P
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El lector puede consultar
los trabajos Yu et al. [93] y
Yu et al. [94] para conocer
mds sobre la
desingularizacién en
CMDT.

(111) La extension sistemdtica de esta idea a sistemas de 6rdenes mayores no es
sencilla ni obvia.

El CMDT y el CMDTNS necesitan disefiar una SD con la propiedad de conver-
gencia en tiempo finito para lograr la estabilizacién del sistema. Hasta ahora, estos
enfoques han sido satisfactorios para sistemas de orden dos. Un CMDOS puede resol-
ver el problema, y en el caso de orden arbitrario podria usarse un CMDOS existente,
como los propuestos en [54], [56]. Pero lo que realmente nos interesa es hallar un
método sistemadtico para disefiar una ley de control dada una FLC, o una FLCR, para
cualquier sistema de orden mayor a dos.

4.1.2.  Objetivos y estructura del capitulo

En este capitulo, se desarrolla un método alternativo a los enfoques de CMDT y de
CMDTNS, y que, a diferencia de estos, es posible utilizar en sistemas de érdenes ma-
yores a dos. Ademds, cualquier controlador obtenido por el método que se propone
tiene caracteristicas cualitativas similares a los utilizados en CMDOS.

La meta primordial de este capitulo es proporcionar un método de disefio basado
en la construccién explicita de FLC para construir controladores discontinuos estabi-
lizantes robustos que aseguran convergencia en tiempo finito del sistema controlado.

En la Seccién 4.2, se aborda el disefio de un controlador discontinuo para el sistema
(38) en un marco de referencia muy general considerando que se conoce alguna
FLCR.

Posteriormente, inspirados por la técnica propuesta por Praly et al. [78], se pro-
pone un método para construir explicitamente una FLC para disefiar controladores
discontinuos homogéneos que estabilizan el sistema (30). Los controladores obteni-
dos aseguran estabilizacién robusta y en tiempo finito a pesar de la existencia de
cierta clase de perturbaciones actuando en el sistema. El tinico requerimiento que se
pide es que las perturbaciones no acopladas estén acotadas por cierta clase de fun-
ciones conocidas. Si esta suposicién se cumple globalmente, entonces se garantiza
estabilizacién global en tiempo finito del sistema en lazo cerrado. Para ilustrar como
funciona el método, se obtienen dos familias distintas de controladores discontinuos.
Estas familias comparten caracteristicas cualitativas similares a las propuestas en [54],
[551,[56], pero su estructura es totalmente diferente. Entre las similitudes se encuen-
tra que, las familias de controladores en lazo cerrado con el sistema (30) aseguran
que la ID asociada al sistema controlado sea homogénea de grado negativo. Por lo
tanto, la convergencia de las trayectorias de estado al origen del sistema (30) es en
tiempo finito.

Finalmente, en la Seccién 4.5 se muestra como una FLCR permite construir contro-
ladores discontinuos con ganancia variable.

4.2. DISENO DE CONTROLADORES HOMOGENEOS MEDIANTE FLCR

A continuacién, se presentan algunos resultados relacionados con el disefio de
entradas de control discontinuas y continuas cuando se conoce una FLC (o FLCR).
En un andlisis preliminar, se estudia el sistema

x = f(t,x) + g(t, x) (u+ p(t, x)), (38)

cuyas caracteristicas han sido definidas en el Capitulo 3. Hay que recordar que
flt,x) = frn(x) + Ault,x) vy g(t,x) = gn(x)&(t,x). Las funciones p(t,x) y Ay (t,x)
modelan al conjunto de perturbaciones acopladas y no acopladas que acttian sobre
el sistema. Como para cada x € R™, f(t,x) estd uniformemente acotada en t, las per-
turbaciones no acopladas Ay (t,x) también se encuentran uniformemente acotadas
en t, vt > 0. El sistema nominal de (38) est4 descrito por

% = fn(x) + gn(x)&(t, x)u. (39)
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4.2.1.  Control discontinuo

Los consideraciones que se tomardn en cuenta en esta seccién son
H’0 El origen x = 0 es un punto de equilibrio del sistema nominal (perturbado).

H'1: La funcién escalar &(t,x) satisface &(t,x) > v, siendo vy > 0 una constante
conocida.

H’'2: El vector A (t,x) es desvaneciente en el origen. Si x — 0 entonces A, (t,x) — 0,
¥t > 0. Por lo tanto, f(t,x) es desvaneciente en el origen.

H'3: p(t,x) pertenece a la clase de funciones W = {p(t, x) € £ : Ip(t,x)| < C}.

Para un andlisis preliminar, el campo vectorial del sistema nominal (39) no necesita
ser homogéneo.

Suposicién 4.1 Para toda x € By, existen constantes o, 3 > 0 tales que: (i) para el sistema
nominal L¢ 'V < o|Lg, VI; y (ii) para el sistema perturbado L ,\V < B|Lg, V|, donde V
es la FLC (o FLCR).

La Suposicién asegura que la funcién Lg,, V domina a L¢, V (0 L¢(¢ ) V) al menos
en un vecindad del origen. Por definicién de FLC, Ly, V = 0 implica L¢V < 0. Los
siguientes resultados muestran que la existencia de una FLC (o FLCR) asegura la
existencia de una la ley de control estabilizante.

Teorema 4.1 Sea V(x) una FLC para el sistema nominal (39) y considere que el punto (i) de
la Suposicién 4.1 se cumple. Elija la ley de control discontinua w = —k[Lg, V|°. Entonces,
para cualquier ganancia k suficientemente grande, el origen x = 0 de (39) es local y AE.

En comparacién con otras leyes de control, la ley de control discontinua u propues-
ta tiene una estructura muy sencilla.

Teorema 4.2 Sea V(x) una FLCR para el sistema (38) y considere que la Suposicion 4.1 se
cumple y . Elija la ley de control discontinua w = —k[Lg, V|°. Entonces, para cualquier
ganancia k suficientemente grande, el origen x = 0 de (38) sigue siendo local y AE.

La ley de control discontinua estabiliza local y asintéticamente el origen, aun en
presencia de perturbaciones no acopladas. Las perturbaciones acopladas siempre
pueden compensarse a través de la entrada de control.

El disefio propuesto en los Teoremas previos no requiere que el sistema (38) sea
homogéneo. Sin embargo, se presentan dos inconvenienientes, solamente se asegura
estabilidad asintética localmente y no es posible caracterizar el tipo de convergencia
de las trayectorias del sistema en lazo cerrado.

El andlisis de estabilidad, la robustez del sistema y el disefio de controladores
basados en MDOS usualmente se hace con la ayuda de herramientas de homoge-
neidad para ID’s y propiedades de contraccion [56]. En particular, los conceptos de
homogeneidad ayudan a establecar resultados globales y garantizar, en este caso, la
existencia de convergencia en tiempo finito.

Para los siguientes resultados, se necesitan las siguientes hipétesis adicionales:

H'4: El campo vectorial del sistema nominal y la FLC son homogéneas c.r. a la
misma dilatacion.

H'5: Existe una FLCR homogénea cuando las perturbaciones no acopladas y acopla-
das estdn actuando sobre el sistema.

H'6: Existen constantes positivas di, i =1,...,n—1, tales que |A; (t, x)| < di||x|\k$Ti

Las funciones A4 (t, x) son las componentes del vector Ay, (t, x). Esta suposiciéon
establece que las perturbaciones son dominadas por funciones homogéneas.
Ademas, el sistema perturbado estd dominando por un sistema homogéneo
que tiene el mismo grado que el sistema nominal.

Como en muchos trabajos
donde se usa el enfoque de
FLC, la ley de control w
incorpora en su disefio a la
funcion V (x).

Este tipo de disefio es
parecido al CMD cldsico.
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Un campo vectorial puede
exhibir propiedades de
homogeneidad en algiin
tipo de coordenadas,
mientras en otras, nunca
se presentard la propiedad.

La representacion (41) serd
iitil para las
demostraciones de los
Teoremas.

Las hipétesis garantizan que existe un control homogéneo que es capaz de llevar
a las trayectorias de estados al origen. H'6 asegura que el sistema en lazo cerrado es
homogéneo de cierto grado.

Teorema 4.3 Sea V(x) una FLC de grado homogéneo m y w = —k[Lg, V|° la ley de control
discontinua para el sistema nominal (39). Si fn(x) v gn(x) son funciones homogéneas del
mismo grado 1y si la ganancia k se elige suficientemente grande, entonces el origen x = 0 es
GAE. Ademds, si 1 < 0, el origen es globalmente ETF.

Cualquier sistema que cumpla las hipétesis del Teorema es estabilizable global-
mente en tiempo finito en ausencia de perturbaciones. Para el caso perturbado, se
cuenta con el siguiente resultado.

Teorema 4.4 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo m y w = —k[Lg, V| la ley de
control discontinua. Bajo las hipétesis H'3 y H'6, si la ganancia k se elige suficientemente
grande, entonces el origen x = 0 es RGAE. Ademds, si 1 < 0, el origen es globalmente ETF.

Los Teoremas anteriores muestran cémo disefiar un control discontinuo para el
sistema en lazo cerrado, cuando el campo vectorial del sistema (38) es dominado por
uno homogéneo y cuando se cuenta con la FLCR homogénea. Si el grado de homo-
geneidad del campo vectorial del sistema en lazo cerrado es negativo, el controlador
discontinuo homogéneo garantiza que el origen es globalmente ETF a pesar de las
perturbaciones. Esto se debe a que las perturbaciones (acopladas y no acopladas) es-
tan uniformemente acotadas por funciones homogéneas conocidas que preservan el
grado de homogeneidad del sistema.

Es importante resaltar que las propiedades de homogeneidad ponderada del cam-
po vectorial de un sistema dependen fuertemente de las coordenadas de estado utili-
zadas. Transformar el sistema a una forma normal utilizando la variable deslizante,
es explotado enormemente en el disefio de MDOS homogéneos [56].

Hallar una FLCR es précticamente imposible en el caso general. El disefio de la
ley de control solo se realiza para una clase reducida pero importante de sistemas
no lineales. Sin pérdida de generalidad y por motivos de simplicidad, el disefio de la
ley de control discontinua se hace para el sistema X1 (30), considerando que el grado
relativo r es igual al orden del sistema. En este caso, el sistema Z1 se reduce a

>:<i =xi01 +wWilt,x), vi=1,.,n—1, (40)
Xn = b(t,x)u+wn(t,x),

siendo n el orden del sistema. Este sistema puede representarse por
x = f(t,x) + g(t, x)u+ p(t, x). (41)

donde se ha definido f(t,x) = fn(x) + Au(t,x), fa(x) = [X2,.., %1, 017, Au(t,x) =
Wi, ., wn_1,01T, g(t,x) = [0,...,0,b(t,x)] " y p(t,x) =1[0,.., 0,wn(t,x)]". Las hipéte-
sis adicionales son

H'7: Las funciones b(t, x) y wn (t, x) satisfacen b(t, x) € [Kyn, Kpm] con Kyg = Ky >0,
y wn(t,x)] < C, ¥x € R™, ¥t > 0. Las contantes K., Kpm y C son conocidas.

H'8: Para toda i =1,..,n — 1, existen constantes positivas p; tales que |A;(t,x)| <
414 L7y

pillbxgl ™+ X ).

La hipétesis H’8 es diferente a la condiciéon H’6, ya que no estd en la forma de una
norma. Pero el lado derecho de la desigualdad si es homogéneo de grado 1, es decir,

l+71q Ttry 474 Tty
(€™ T e T ) = pi et (x| T A Il ) (42)
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Para poder construir la ley de control homogénea para el sistema (40) se necesitan
dos cosas. La primera es contar con una FLC homogénea, con lo cual se asegura
la existencia de un controlador capaz de hacer homogéneo el campo vectorial del
sistema en lazo cerrado. La segunda es que la FLC y la ID asociada al sistema (40)
deben ser homogéneas c.r. a la misma dilatacién. Entonces, hay que hallar el vector
de pesos r correcto. Primero, se considera al sistema (40) perturbado solamente por
términos acoplados (con Ay (t,x) =0, vVt > 0).

Teorema 4.5 Considere que H'7 se cumple. Sea V(x) una FLC de grado homogéneo m,
fn(x) de grado homogéneo 1y u = —k[aavi(:)jo la ley de control discontinua. Entonces, si

X
Au(t/x) = O/ Vt 2 0/

(1) la ID asociada a (40) es homogénea de grado 1 < 0 y los pesos 1; cumplen (n+1—1)1+
r=0,vi=1,.,n

(11) si la ganancia k se elige suficientemente grande, el origen x = 0 de (40) es globalmente
ETE

Una ID en forma de cadena de integradores que es homogénea tinicamente puede
presentar convergencia en tiempo finito. Ademads, del punto (i) se observa que los
pesos satisfacen

) =1l4+11,13=214711,..,Tho1 =M —=2)l+711, T =M —T1)1+1y, (43)

como el orden del sistema es conocido, con solo fijar el grado de homogeneidad
1 < 0, todos los pesos quedan autométicamente determinados. Es posible elegir el
pardmetro 1, basicamente, de dos formas. Una de ellas es fijarlo a que tenga valor —1,
como en Levant [56]. Por ejemplo, sin=2,r=(2,1),sin=3,r=(3,2,1).

Otra posibilidad, es reparametrizar 1, por ejemplo, a que tenga el valor p — 1 con
p € [0,1), lo cual implica que 1 € [—1,0). Mds concretamente, se busca que el grado
de homogeneidad 1 esté en funcién del orden del sistema, hallar el valor de p como
funcién de n. De esta forma el vector de pesos r dependerd exclusivamente del orden
del sistema. Para ello, en contraste con la primera alternativa, solo hay que fijar el
valor de alguno de los pesos.

De la primera igualdad de (43) ydenl+1; =0,sir, =1, entonces vy =1—(p —
1)=2—-p,yp= 2—:% valida Vn > 2. Por lo tanto, 1 = n’j]. Sir; =1, de forma

similar se obtiene 1, =p, p = -1, y 1= =1,

Teorema 4.6 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo m y u = —k(%] 0 Ia ley de control
discontinua. Bajo las hipétesis H'7 y H'8, si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 de (40) es robusto y globalmente ETF.

4.2.2.  Control continuo

Los resultados del Teorema 4.3 y del Teorema 4.4 se pueden generalizar al caso
cuando la entrada de control es continua (suave).

Teorema 4.7 Sea V(x) una FLC de grado homogéneo m y u = —k[Lg, V]9, q € (0,00), Ia
ley de control para el sistema nominal (39). Si los grados de homogeneidad ¢ y 1g de frn (x) y
gn(x) satisfacen 1 = l¢ = lg + (m+1g)q, y si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 es GAE. Ademds, (i) si 1 < 0, el origen es globalmente ETF; (ii) si
1 =0, el origen es global y EE; (iii) si 1 > 0, el origen es global y RE.

En ausencia de perturbaciones, todo sistema que cumpla las hipétesis del Teore-
ma anterior es estabilizable globalmente por un control homogéneo. Para el caso
perturbado, hay que cambiar la hipotesis H’3 por la siguiente

H”3: p(t,x) pertenece a la clase de funciones W1 = {p(t,x) € R : [p(t,x)| < C[Lg, V|9},
con q € (0, 00).

Si se permite que el
pardmetro q = 0 en el
Teorema 4.7, se recupera el
resultado del Teorema 4.3.
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Construir una FLCR no es
un problema trivial, no
existe una metodologia

universal para
construirlas.

Teorema 4.8 Considere que H”3 y H'6 se cumplen. Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo
myu = —k[Lg, V]9 la ley de control. Si los grados de homogeneidad ¢ y 1g de fn(x) y
gn(x) satisfacen 1 = ¢ = lg + (m+1g)q, y si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 es RGAE. Ademds, los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7 se cumplen.

Para establecer los resultados para el sistema (40), hay que cambiar ligeramente la
hipétesis H'y,

H”7: Las funciones b(t,x) y wn (t,x) satisfacen b(t,x) € [Kim, Knp] con Kpg > Ky >
Oy wn(t,x)] < ClLg, V|9, ¥x € R™, ¥t > 0. El parametro q € (0,00), y Kin, Knm
y C son constantes conocidas.

Teorema 4.9 Considere que la hipétesis H"7 se cumple. Sea V(x) una FLC de grado homogé-
neo m, fn(x) de grado homogéneo L y u = —k[%LMJ 9 la ley de control. Entonces, cuando

Xn
Ay(t,x)=0,Vt >0,

(1) el sistema (40) es homogéneo de grado 1 arbitrario y los pesos ri cumplen (n+1—1)1+
ri=mq,Vi=1,.,n

(11) si la ganancia k se elige suficientemente grande, el origen x = 0 de (40) es RGAE.
Ademds, se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7.

Para el caso en el que existen pertubaciones no acopladas se cuenta con el siguiente
resultado.

Teorema 4.10 Sea V(x) una FLCR de grado homogéneo m y sea uw = —k(ag/x(:f) 19 la ley
de control. Bajo las hipétesis H”7 y H'S, si la ganancia k se elige suficientemente grande,
entonces el origen x = 0 de (40) es RGAE. Ademds, los puntos (i)-(iii) del Teorema 4.7 se

cumplen.

Tomando ventaja de las propiedades homogeneidad, el disefio de la ley de control
que se presenta tiene una estructura muy simple. En bien sabido que una estructura
compleja puede ocasionar una mala respuesta transitoria de los estados del sistema
[331]-

Todos los resultados presentados en esta seccién necesitan conocer la FLCR. Esen-
cialmente, el disefio de controladores discontinuos, y continuos, homogéneos se re-
duce a hallar una FLCR apropiada.

La siguiente Seccién se enfoca al problema de construir explicitamente una FLCR
para disefiar la ley de control discontinua para el sistema perturbado (40).

4.3. METODO PARA CONSTRUIR UNA FLCR

A continuacién se presenta el método para construir simultdneamente una FLCR
y un controlador discontinuo con el fin de estabilizar el origen del sistema (40) en
tiempo finito. El método se basa en gran medida en el uso de Fdes combinado con
el MB esténdar. La Fdes de emplea para construir un FLCR de clase C¥. El método
construye una FLCR con las siguientes caracteristicas:

(c1) La FLCR es p.d. por construccién. No es necesario probar esta propiedad.

(c2) LaFLCR que se construye es suave y puede hacerse tantas veces continuamente
diferenciable como uno quiera. *

(c3) La derivada c.r. al tiempo de FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema
siempre puede hacerse n.d. haciendo la ganancia del control suficientemente
grande. El método s6lo proporciona condiciones suficientes sobre las ganan-
cias.

1 Por simplicidad solomente se construyen funciones que pertenecen a la clase C' .
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(c4) La FLCR es homogénea un grado de homogeneidad asignable. Hay que elegir
el grado de la funcién de tal forma que sea al menos una vez diferenciable.

(c5) El método permite determinar la clase de perturbaciones no acopladas que
admite el sistema sin que se pierda la estabilidad en tiempo finito.

En nuestro caso, construir una FLCR no puede hacerse sin utilizar una Fdes. El mé-
todo, que esta inspirado en el trabajo de Praly et al. [78] , construye recursivamente
una FLCR para el sistema 40 y se sintetiza de la siguiente forma:

P1: Asignar cualquiera de los siguientes pesos (2 —p,1,...G—1)p—(—2)),j =
0,1,...,00, al estado x1 y dendtelo como el peso r1. Una vez hecho esto, tome
el resto de pesos a la derecha del asignado a x7 y asignelos uno a uno a los
estados xi, Vi = 2, ..., n. Por ejemplo, si se asigna el peso 11 =1 a x7, entonces
el vector de pesos del vector de estados x = (x1,...,xn) serd r = (1,p, ..., (N —

1)p — (n—2)).

p2: Fije el grado de homogeneidad m de la FLC tal que m > c - méx{r;}, donde c es
el orden de diferenciabilidad de la FLC. Es decir esta condicién representa el
grado minimo que debe tener la FLC para que sea c veces diferenciable.

Para los pesos propuestos, 11 es el maximo de los pesos para cualquier p €
[0,1). Se ha elegido m = d; + 1, con d; > 1, el cual claramente satisface la
condicién previa. Note que m depende del valor que tome p.

L 2 4y
r3: Parai= 2, defina la Fdes como s;q4 = [x2] "2 +k;? [x1] ™1, para alguna d, > 1.

A
Note que spq =0 < x2 = —kq[x7]|™1 =v7. La FLCR queda determinada por

d, ) d,

Vo =Wy +81Vy, Wa = [F2([12] 2 +k{7[x1j " )dTy,

dy+r
donde V7 = |xq| En y 81 es una constante arbitraria positiva. Esta funcién
determina el méximo grado de homogeneidad para el cual la FLCR es, al me-
nos, de clase C'. Cada Fdes debe disefarse, al menos, para garantizar el mismo
grado de homogeneidad de la FLCR.

r4: Para 6rdenes arbitrarios i > 2, defina la Fdes como s;q = [x; |4t/ + k?i/fi [S(i—1)al T ,

para algunas d; > 1, Vi = 3,..,n, apropiadas. La FLCR est4 dada por

Vi=W;+08;i_1Vi_q1, Vi=2,..,1, (44)

di
donde la funcién W; = [Xt ([;]d/™ + kfi/fi [s(i_1)a) T 1)dTy, vig =

Vi1

—ki—1[s(i—1)d] di%l, y siendo 8;_1 € R4 una constante. El parametro d; se
elige apropiadamente para asegurar el mismo grado de homogeneidad m de
la FLCR V;.

p5: El controlador discontinuo para el sistema de orden n, se obtiene haciendo
Tn+1 = 0. En este caso, la ley de control discontinua queda determinada por
U=vn =—kn (sndjo.

Cada elemento W; en (44) es una funcién positiva semidefinida®. Pero la su-
ma resulta ser una funcién p.d.. Construir la FLCR como una suma de funciones
positivas semidefinadas es comtn en el disefio por MB. Por ejemplo, si se tiene
V(a,b) = (a+b)?, este término es positivo semidefinido, ya que es cerosi a = —b y
positivo para a # —b. Ahora, para que V(a, b) sea p.d. solamente hay que agregarle

En [78] se introduce la
nocion Fdes para construir
una FLC para una clase de
sistema de orden dos. La
idea se puede extender a
sistemas de drdenes
mayores.

d
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Una funcién constituida
por una suma de funciones
positivas semidefinidas, se
hace positiva agregando un

término positivo.

un término que sea positivo, por ejemplo, a?, con lo que V(a,b) = (a+b)? +a? > 0,
Va,be Ry V(a,b)=0s6losia=b=0.

Cualquier controlador obtenido mediante el método genera controladores por re-
troalimentacion de estados estabilizantes y robustos asegurando que el origen x = 0
de (40) es RGAE c.r. a cierta clase de perturbaciones. Un control que no utilice la
informacién de los estados también podria ser implementado pero las propiedades
de robustez se perderian.

Asignar el vector de pesos como se establece en el punto P1 permite construir
simultdneamente el control discontinuo (o continuo) y la estructura general de la
FLCR. La FLC del sistema (40) estd dada por

Vn =Wy +5n—1vn—1/

la cual es una estructura recursiva de funciones. La derivada de la FLCR siempre se
puede hacer n.d. aplicando una ganancia de control k;, suficientemente grande. Pero,
para propositos de disefio es de vital interés determinar cual es el valor minimo de
la ganancia que se necesita.

4.3.1. FLCR para el sistema

El método anterior permite construir una FLCR para el sistema (40), tomando en
cuenta perturbaciones que no necesariamente estan acopadas a la entrada de control.
Por lo que, si inicamente existen perturbaciones acopladas (cuando A (t,x) = 0) es
un caso particular. Aqui, se presentan dos FLCR distintas que dan lugar, como se
verd mas adelante, a distintos controladores que garantizan convergencia en tiempo
finito.

Como la FLCR debe ser de clase C', para la construcciéon de esta funcién se ha
asignado al vector de estados x = [x1,...,xn], el siguiente vector de pesos r = (2 —
p,1,p, .. n—=2)p—(n—3)), donde p € [2—:%, 1). Como las siguientes desigualdades
secumplenry >1; > ..>1, >0,Vp € [2—:%, 1), para que la FLCR sea de clase Cl el
grado de homogeneidad de la FLCR debe satisfacer m > ry. Claramente, m =3 —p
cumple esta restriccién.

Cuando se fija el parametro p = :—:%, la FLCR resultante sirve para disefiar
una ley de control discontinua homogénea para sistemas de orden n > 2. Para
este caso, el vector de pesos depende exclusivamente del orden del sistema r =
(5271, 2—:%,..., ﬁ). El caso n = 1, el cual representa un control por MDPO, se
ha excluido, ya que su disefio es trivial. Si p € (2—:%, 1), la FLCR resultante sirve
para disefiar controladores continuos homogéneos. Cuando p = 1, el vector de pe-
sos se transforma en r = (1,1,...,,1), dando como resultado una FLCR cuadréatica,
y con la que se puede disefiar un controlador por realimentacién de estados lineal,
garantizando estabilidad exponencial del sistema.

— 2=p

Para la primera FLCR, se define la siguiente Fdes, o; = [x; | z“ip + kifﬁ oi_1,donde

o1 =x1,youi=1—-2)p—(i—-3),Vi=2,...,n

Proposicién 4.1 La funcién continua y diferenciable

3p _dn dn d. =P 3—p
Vh = %|Xn| on +k70{11 [On1]7Pxn + ﬁk;fh lon—11Z77 +0n_1Vn_1,Vn =2,
(45)

2 3-p 3-p
con'Vqy = %l)q 777, dn =n—Mn—T)py dn_1 =k >0, es una FLCR global para

el sistema (40).

2 Una funcién es positiva semidefinida si V(x) > 0, x € R™\{0}. Es decir, x = 0 no es el tnico punto en
el que se anula la funcién.
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Es facil mostrar que la variable o}, la FLCR V;, y su derivada Vy, son homogéneas
c.r. a la dilatacién

ATx = (e27Pxq,e'x2, ..., €%xp). (46)
donde el parametro p = R—Z% Con base en la Definicién 2.9, 0;(ALx) = €2 Poi(x),

i=1,.,m, Vp(ALx) = e3PV (x), Va(ALx) = €2V (x).

d dq d;

Para la segunda FLCR, se define la Fdes como sig = [xi| = 4 kf‘ii] [S(i—1)al) 41,

1
donde s1g=[x1|Z Py =(i-2)p—(i—3),di=i—-(i—-1)p, Vi=2,..,n
Proposicién 4.2 La funcion continua y diferenciable

3—p dn dn d 3-p 3—p
Vi = 385 hnl e + ki [spnotyal 1 xn + 385k Isonyal T A8 1 Vg,V > 2,

sk
(47)

3—p
'™, >0, es una FLCR global para el sistema (40).

2 3—p
con Vy = 301270 y oy =k

A pesar de tener una estructura ligeramente diferente, la FLCR propuesta en el
Teorema 4.1 y la FLCR propuesta en el Teorema 4.2 tienen los mismos grados de
homogeneidad c.r. a la dilatacién (46). Tanto la FLCR (47) como la FLCR (45) se
construyen en forma recursiva usando el método sistemdtico propuesto. Ademas, el
método permite construir siempre una FLCR distinta. Las dos funciones presentadas
son solamente dos ejemplos.

Para que una funcién sea una FLCR debe cumplir la condicién (20) en presencia
de perturbaciones. Derivando c.r. al tiempo la funcién (45) a lo largo del sistema (41)
se tiene

. g dn (n-2)1-p) | : oV
Vi =snalu+wnl+ zfnk ™ snlon_1l 27 On_1+0n_1(Vno1 + 5250
P n OXn—1

donde V;,_1 se disefia para ser n.d. a pesar de las perturbaciones no acopladas. Las
Fdes s, 4 es una Fdes de sy, por lo tanto se desvanecen en los mismo puntos. Cuando
esto pasa

Vn = \'/n_1 <0.

Lo mismo sucede con la FLCR (47). Para elegir la ley de control hay que considerar
esencialmente dos cosas . La primera es que el control propuesto no debe destruir  Cualquier entrada de

la propiedad de homogeneidad de la derivada de FLCR. La segunda, es que debe  control que cumpla estas

dV(x) dos propiedades es

desvanecerse en los mismos puntos donde la funcién =53~ se desvanece. admisible, en el sentido de

Con cada FLCR se puede disefiar un control distinto para el sistema (40). que toda trayectoria del
sistema en lazo cerrado
eventualmente va a

4.4. CONTROLADORES DISCONTINUOS DE ORDEN ARBITRARIO .
converger al origen.

Con ayuda de cada FLCR se construyen dos familias de controladores disconti-
nuos capaces de estabilizar el origen del sistema (40) en tiempo finito a pesar de las
perturbaciones acopladas y no acopladas.

Primero, se considera que solo existen perturbaciones acopladas en el sistema (40)
(cuando wi(t,x) =0,Vi=1,.,n—1).

4.4.1.  Caso con perturbaciones acopladas

Con la primera FLCR se obtiene el siguiente controlador.
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Para n = 2, la cota
minima de la ganancia X
que se puede obtener con la
FLCR s koK >

4v5 2
ek C

Cabe la posibilidad de que
exista un conjunto de
ganancias menos
restrictivo que aiin
garantice la estabilidad en
tiempo finito.

En el modo deslizante
terminal las trayectorias
llegan a la SD y luego
deslizan sobre ella hasta
que llegan al origen en
tiempo finito. En MDOS,
las trayectorias conmutan
sobre la SD, sin deslizar
sobre ella, hasta que el
origen es alcanzado en
tiempo finito.

La familia de CMDOS
anidada estd basada en una
estructura pseudo anidada
de un MDPO, [83].

Teorema 4.11 Suponga que wr (t,x) satisface H'7. Elija la ley de control discontinua y
homogénea

2— 2-p
u:—kn[[xnjﬁ +kn°‘j1cn,1jo,p: %,Vn}l (48)

Entonces, existen ganancias Ky, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema en lazo cerrado (40) es globalmente ETF.

Con la segunda FLCR se obtiene otro controlador.

Teorema 4.12 Suponga que wr (t,x) satisface H'7. Elija la ley de control discontinua y
homogénea

dn dn _dn
u=—Kkn[[xn]on +k ™ [s(m_1)4] dn—1 Jo,p = %,Vn > 2. (49)

Entonces, existen ganancias Ky, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema en lazo cerrado (40) es globalmente ETF.

Comentario 4.1 Para el caso n = 2, ambos controladores tienen la misma estructura y las
ganancias satisfacen las mismas desigualdades: k1 > 0y koK > 2k3 + C. Para el caso

n > 3, las ganancias satisfacen: k1 > 0, ko > ZZ(Z]fIF)kffp yki>Ai_1,vVi=3,.,n-1,
Y Kmkn > An_1+C, donde Ai_1, 1 = 3,..,n, es un pardmetro que depende de las
ganancias (ki_1,...,K1). En este caso, el pardmetro A\i_1 cambia dependiendo de la ley de
control (48) 6 (49) que se utilice.

Ambas estructuras de control tienen una forma anidada simple, bien definida y no
producen sefiales de control no acotadas como un CMDT. Ademds, ambas leyes de
control producen MDOS.

El campo vectorial del sistema en lazo cerrado (40) en retroalimentacién con la
entradas de control (49) y (48), es homogéneo de grado 1 = p — 1 c.r. a la dilatacién
(46). Es claro que, V¥n > 2, p € [0,1) implica 1 € [-1,0). Por lo tanto, el sistema en
lazo cerrado es homogéneo de grado negativo, asegurando estabilidad del origen en
tiempo finito para cualquier condicién inicial, [69], [56].

Los Teoremas 4.11 y 4.12 solo establecen condiciones suficientes para garantizar la
estabilidad en tiempo finito.

En general, las ganancias ki, ..., kn, se determinan en orden creciente del indice,
es decir, que es necesario calcular cada ganancia ki, ..., kn_1, para poder disefiar
la ganancia kn. Las ganancias no se han fijado a priori en los controladores que
se proponen y pueden obtenerse a partir de la FLCR. Esto permite tener mayor
flexibilidad en la sintonizacién de las ganancias cuando se disefia la ley de control.

Todas las trayectorias de estado del sistema (40) en lazo cerrado con los contro-
ladores propuestos exhiben MDOS. Un modo deslizante de primer orden (o modo
deslizante terminal) no puede determinarse a través de la FLCR. A excepcién del
caso de segundo orden, hallar las condiciones sobre las ganancias para producir un
modo deslizante terminal es un tema abierto, aun en los MDOS hasta ahora reporta-

dos, [55],[56].

4.4.2.  Comparacion con otros MDOS conocidos

Las entradas de control discontinuas homogéneas se emplean ampliamente en
MDOS para estabilizar en tiempo finito y robustamente sistemas con perturbaciones
acopladas. En [54],[56], [57], se presentan las dos familias de controladores disconti-
nuos comunmente utilizadas en MDOS: la familia de CMDOS anidada y la familia de
CMDOS casi-continuo. Ambas familias tienen una estructura recursiva. Los siguientes
controladores reportados en [54] pertenecen a la clase de CMDOS anidada,

(L2) upp = —ka[x2 + B1[x1]1/2)°
(L3) uzp = —k3[x3 + B2 (lx2l? +1x112)"/6xa + B1[x1]2/3]°°

(Lg) uar = —ka[xq + B3(Ix3l® + xal* + x113)1/ 12 x5 + Ba(Ixal* + x113)1/0[xz + B1[x1]3/4]°]0©
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ANIDADO CASI-CONTINUO PARAMETROS
(L2) (LC2) f1 =1
(L3) (LC3) P2=2p61 =1
(L4) (LC4) B3 =382 =161 =05

Cuadro 1.: Sintonizacién del CMDOS anidado y del CMDOS casi-continuo, Levant, [56],[57].

mientras que los siguientes controladores pertenecen al CMDOS casi-continuo [57],

(LC2) uzc = —ka(x2 + B1[x1)1/2)/(Ix2l + B1lx11'/2)

_oxa+Ba(xal B 132 T2 (xa 4+ B [x1]3/2)
(LC3) usc = —ks X3+ B2 (%21 B1 g [/2)1/2

(LCy) wye = —kg XatBalxatBolbxalt B berl/) 12 (xp 4 B [xr | )l lxal 4 B (IxalBlxe|2/4) /212

Ixal+B3(Ix3l+B2(Ixal+B1lxq[3/4)2/3)1/2

La ventaja de un CMDOS casi-continuo, comparado con un CMDOS anidado, es
que hay una reduccién de la alta frecuencia que se produce en la respuesta transitoria
de las trayectorias cuando se aproximan al MDOS.

La estabilidad en tiempo finito empleando estos controladores discontinuos se de-
duce a través de un enfoque de homogeneidad para ID’s y propiedades de contrac-
cién. Los parametros P1, ..., fn—1,kn, se eligen apropiadamente y suficientemente
grandes en el orden del indice. En los trabajos [54],[55], [56], las ganancias de la
variedad deslizante (el conjunto en donde los controladores son discontinuos) son
dadas a priori y no se dan condiciones explicitas para sintonizarlas. La Tabla 1 mues-
tra la sintonizacién que se usa comtinmente. Asi, solo hay que ajustar la ganancia k;,
i=2,..,n, dependiendo del grado relativo. El ajuste de k;, se hace convencionalmen-
te a través de simulaciones, [83]. No hay una regla explicita para la sintonizacién de
las ganancias 31, frn—1, y ademads, ambas familias tienen una estructura compleja.

En contraste con estos resultados reportados, del Teorema 4.11 y del Teorema 4.12
se obtienen dos nuevas clases de controladores discontinuos con convergencia en
tiempo finito que se han disefiado mediante una FLCR.

Los siguientes controladores discontinuos, y sus correspondientes FLCR, se deri-
van del Teorema 4.11 y de la Proposicién 4.1

3
(B2) v = —ka[[x2)? +k3x1]%, y Vo = T1xal® + kdxqxz + 32K5Ixq 2.

3 .3 4 5
(E3) v3 = —k3[[x3 3 +K3([x2)2 +kix1)]%, y V3 = LIx31° +k3[02)3%x3 + 2Kk3lo2| +
kzvz,

5.3 31 12
Vo = 2ol + kfxixg + 22k7 [xq 3.
4.3 e

(B4) va = —ka[[xa]* +K3([x3)2 +Kk3([x2)5 +k{x1))]%, y Va = Lxal” +k§ 03] 9 xq +

7

Sk3lo3lT +k3Vs,
Vi = 2[x3]2 + k3 [02] %3 + 2kF|02]7 + k3 V2, Vo = 3xa|5 +k§xqx2 + 22k5 [xq]7.
Del Teorema 4.12, se obtiene la siguiente familia de controladores

(1) vo = k3 H—ijz —I-k%X]JO
3
@ vs = —k3[[x3)* +K3[[x2)? +kixg ]3]0
S 4
(3) va = —ka[[xa)6 +K§[[x3)3 + K3 [[x2]3 +kixg |50

Aunque la magnitud de la
alta frecuencia tiende a
cero durante la respuesta
transitoria, en la prictica
puede ocasionar problemas.

Los pardmetros 3; tiene la
misma sintonizacién para

ambos controladores. Para
sintonizar la ganancia kn
hay que tomar en cuenta la
condicion H'7.

El controlador (L2) y (E3)
son andlogos a los
utilizados en CMDT y
CMDTNS.
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Segin la metodologia
propuesta en [95], el

CMDTNS
u=—[ka[[x]"/P+

k] /pX] J O
K)/PIxa) 7 1/p o
puede admztlr el valor
p=1/2.

15

0.5r

Figura 1.: (a) La variedad s; = ’—ijz +k%x1 = 0; (b) la variedad o3 = ’—X3J3 + k%([XZJ% +
3
kix1) =0;y (c) la variedad 031 = x3 +2(x2 2+ 1x112) 1€ xz 4 [x1]2/3]° = 0.

En el caso de primer orden se puede utilizar el control discontinuo 1 = —kq[x]°.
Para el caso de segundo orden, v, y v, son discontinuos en el conjunto [xzjz +
k%)q = 0, como también lo es, el controlador upy; = —ka[x7 + k1 [x3 JVZJO. Ambos
controladores son discontinuos sobre la misma curva x; = —kq[x1 | 1/2 en el plano
de fase (véase Figura 1.(a)). El andlisis de estabilidad con el controlador u;1, ha sido
ampliamente estudiado en [58]. Se ha demostrado que las trayectorias convergen en
tiempo finito al origen en dos formas diferentes, dependiendo de cémo se elijan las
ganancias ki1 y k. Basicamente,

(1) eligiendo kK, > k% /2 + C, el controlador uy; asegura un modo deslizante
terminal. Las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito a la variedad
x2 +k1[x1]1/? =0,y una vez ahi, se deslizan sobre ella hasta alcanzar el origen
en tiempo finito,

(2) eligiendo p < kK < k% /24 C, el controlador u,; hace que las trayectorias
tengan un modo de convergencia a la twisting. Las trayectorias conmutan sobre
la variedad x + k1 [x7]’ /2 = 0, hasta que el origen se alcanza en tiempo finito.

El Teorema 4.11 muestra que hay que seleccionar k1 > 0 y Kmka > 2k% + C, para
asegurar la estabilidad en tiempo finito cuando se usa el controlador v,. Acorde
con lo anterior, con este conjunto de ganancias, las trayectorias se deslizan sobre la
variedad x, + ki [x1 | 1/2 = 0, dando lugar a un modo deslizante terminal. Obsérvese

que el CMDTNS u = —[ky[[x] /P + k}/pm 19+ k} /p (xzj /p, reportado en [95],
tiene un término que casi coincide con el controlador disefiado pero, tiene otro que
quizds no es necesario para asegurar la estabilidad en tiempo finito.

En general, para érdenes mds altos (n > 3), los controladores (49) y (48) son dis-
continuos en conjuntos distintos a los comtinmente observados en los controlado-
res propuestos en [55]. Por ejemplo, (48) es discontinua en el Con]unto [Xn ] on +

2-p
k™ on_1 = 0, 0 equivalentemente, cuando xn, = —kn_1[0n_1]2~?). Este conjunto

es una variedad que define una hiper superficie continua. En la Flgura 1. (b) y la
Figura 1.(c), se muestran las variedades donde los controladores (L3) y (E3) se hacen
discontinuos. Mientras que la variedad determinada por el conjunto o3 = 0, es una
superficie continua, la variedad impuesta por la condicién o031 = 0, es discontinua
en si misma. Como se observa, las superficies donde se hacen discontinuos los con-
troladores son distintas. Ademads, la estructura de control es también notablemente
diferente y mds simple.
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4.4.3. Disefio de las ganancias: caso con perturbacion acoplada

En general, para 6rdenes mayores a dos no parece posible obtener un férmula
analitica para las ganancias. Gracias a las propiedades de homogeneidad, obtener el
valor de las ganancias de los controladores se convierte en un problema de hallar
maximos de funciones homogéneas. Para sintonizar las ganancias del controlador
2— v

del Teorema 4.11, cuando n > 2, estas deben satisfacer: k; > 0, k > 2 = > k

ki >Ai1,¥i=3,.,n—1, yKmkn —C > A, 1. (50)

El parametro Ay_1,1 = 1,...,1, depende de como se elijan las ganancias anterio-
res (kn_1,....k1). El correspondiente valor de Aj_1, i = 2,...,1, se puede obtener
numéricamente a través de la FLCR (45) con la férmula:

4 (i=2)(1—-p)
o R i —— oV
. fk psiloigl 2P siq+8iq (X, ax: ]] xj)
Aig = maXyx:s) Xit1 ’ (51)
Isialloil 2P

donde S = {x € R™ : [|x|+3-p = 1} es la esfera homogénea unitaria con vector
de pesos r = {2—p,1,...,(n—2)p — (n — 3)}, recuerde que p = —F 2 . Los mé&ximos
son funciones de las ganancias (ki, ..., ki—1). La manera de obtener las ganancias,
se resume a valuar el lado derecho de la expresién (51), y elegir las ganancias k;
tal que la desigualdades en (50) se cumplan. Resulta inadecuado para propésitos de
disefio tener que valuar el lado derecho de la desigualdad anterior cada vez que se
necesiten sintonizar las ganancias. Una manera apropiada de calcular las ganancias
es parametrizdndolas en términos de la ganancia kj, permitiéndose obtener curvas
de sintonizacién solamente para la ganancia k. Sin embargo, las restricciones que
se obtienen sobre la ganancia k,, son bastantes conservadoras. Resulta un tanto sor-
prendente que la sintonizacién para las ganancias k1, ..., kn_1, si pueda realizarse a
través de la expresion (51). La Figura 2 muestra el conjunto de valores minimo de
la ganancia k;, que se obtienen para el controlador (E3) y (E4) usando su correspon-
diente FLCR. La sintonizacién resulta inaplicable para el disefio de la ganancia k4
del controlador (Eg).

La Tabla 2 presenta una posible parametrizacién de las ganancias para el controla-
dor (48). La segunda columna muestra como elegir las ganancias de la ley de control
cuando se usa la férmula (51). Se observa que conforme el orden crece la ultima ga-
nancia se vuelve absurdamente grande y no puede ser utilizada en la sintonizacién.
La tercera columna muestra el disefio de ganancias utilizando la misma sintonizacién
para las ganancias k1, ..., kn_1, y que se ha obtenido de la expresién (51), excepto que
las ganancias ky,, afuera del signo, se obtiene a través de simulaciéon. Lo importante
de usar la expresién (51) es que permite obtener una estructura para el disefio de las
ganancias. De hecho, no es muy dificil observar, que a través de la férmula (51), en
realidad se puede obtener una parametrizacién de A;_1,i=1,..,n, en términos de
la ganancia k1, por lo que el sistema de desigualdades (51) se reduce a

2— 2-p

ki > Biork, Vl =2,..,n—1, yKinkn —C > Brn_1k ", (52)

y donde los pardmetros ;_1,1 =2,..., 1, son las constantes que se obtienen de valuar
la expresién (51), y que resultan ser apropiadamente y suficientemente grandes en
el orden de indice, es decir, 31 < 32 < ... < fn_1. Esta parametrizacién es posible
gracias a que se ha elegido una FLCR apropiada. Si se introduce el pardmetro A =

k", siendo n > 2 el orden del sistema, la parametrizacion (52) se convierte en una
reparametrizacién de A,

ki > By AT, Vi =2 ey =1, y Kinkn —C > B AT (53)

Experimentos de
simulacién muestran que
la ganancia ky, siempre
puede sintonizarse con
valores muchos menores a
los obtenidos a través de la

FLCR.
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En [59], [83], también se
propone una
parametrizacion de las
ganancias (31, ..., Bn—1,
para el CMDOS
casi-continuo.
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Figura 2.: Datos obtenidos de la FLCR: (a) Parametrizacion de la ganancia k; con p = 0; (b)-(c)
parametrizacion de las ganancias k, y k3, con p = 1/2; y (d)-(f) parametrizaciéon de
la ganancias k4, k3, y k2, conp = 2/3.

CONTROL SIN MODIFICACION CON MODIFICACION
(E2) Kmka > 1.62k? + C Kmka > 1.62k% +C
(E3) Kmks > 11k3 + C, Kmks > 3.25k3 + C,
ky = 1.5k372 ky = 1.5k372
(E4) Kmky > 765k + C, k3 = 8.45k?, Kmks > 30k] + C, k3 = 8.45k%,
ky = 2k7/3 ky =2k}

Cuadro 2.: Parametrizacién de las ganancias con FLCR.

De este andlisis y tomando en cuenta los datos de la Tabla 2, los controladores
(E1)-(E3) tienen la siguiente estructura que ya puede ser empleada en problemas de
diserio,

(E2) V2 = —ka[[x2]2 + M7/, A > 0y Kinky > 1.62A + C,
(E3) v3 = —k3[[x3)3 + (15)3A3([x2) 2 +Ax1)]%, A > 0y Kimks > 3.25A2 + C,

(E4) vs = —ka[[xa)? + (845)%A8([x3)2 + 2A2([x2)3 + Mx1))]% A > 0y Kmnks >
30A3 4 C,

La parametrizacién no solo permite tener un disefio mds o menos explicito de
las ganancias, sino también, permite mejorar la velocidad de convergencia de los
controladores propuestos. Si solo se fijan las ganancias que estdn dentro de la funcién
signo a un valor predefinido, como se propone en la Tabla 1 para lo algoritmos
anidados y casi-continuos, el incremento de la ganancia fuera de la funcién signo no
permite tener cambio significativo en la velocidad de convergencia, solo produce un
incremento del efecto de chattering.
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4.4.4. Caso con perturbaciones no acopladas

Para los controladores propuestos en [55] no se ha demostrado robustez ante per-
turbaciones no acopladas. La familia de controladores (49) y (48) también pueden
compensar cierta clase de perturbaciones no acopladas. Los resultados que se presen-
tan enseguida son una solucién al problema de estabilizacién con un control discon-
tinuo para el sistema (40) ante cierta clase perturbaciones w;(t,x) #0,i=1,..,n—1.
En algtin sentido, las cotas de las perturbaciones que admite el sistema solo son
funciones de los estados y tienen una estructura triangular.

Considere que la cota de los términos de perturbacién no acoplada es conocida y
satisface la condicién de crecimiento globalmente.

Suposicion 4.2 Paracadai=1,..n—1,yalgunap € [0,1)sii=16p € [%,1) si
i > 2, las perturbaciones no acopladas pertenecen a la clase de funciones Wy = {w; € R :

[wi(t,x)| < piloil 27 ,p3 =0}, con oy = (1—2)p— (1 —3).

La perturbaciones que pertenecen a la clase W1 son desvanecientes en x = 0, por lo
que el origen del sistema perturbado sigue siendo un punto de equilibrio.

Teorema 4.13 Suponga que wn (t,x) satisface H'7 y que wi(t,x) € W1. Si las ganancias
K1, ..., kn, del controlador (48) se eligen suficientemente grandes, entonces, el origen x = 0
del sistema (40) sigue siendo globalmente ETF.

Ahora, considere que los términos de perturbacién satisfacen la siguiente condi-
cién de crecimiento globalmente.

Suposicién 4.3 Paracada i =1,.,n—1, yalgunap € [0,1)sii=16p € [%,1) si
i > 2, las perturbaciones no acopladas pertenecen a la clase de funciones Wy = {w; € R :

X

241
wi(t,x)| < pilsial % ,pi =0} conoy =(i—-2)p—(i—-3)ydi=i—({1—1)p.

Teorema 4.14 Suponga que wn (t,x) satisface H'7 y que wi(t,x) € W,. Si las ganancias
k1, ..., kn, del controlador (49) se eligen suficientemente grandes, entonces, el origen x = 0
del sistema (40) sigue siendo globalmente ETF.

El disefio de las ganancias también debe tomar en cuenta a las constantes p;, Vi =
1,..,n—1, que forma parte de la cota de las perturbaciones no acopladas.

Comentario 4.2 Ahora, para el cason = 2, las ganancias tienen la siguiente forma explicita:

20-p) 2 02 2-p

ki1 >p1,ykoKm >2 29 +27 2 m]k] + C. Para el cason > 3, las ganan-
2
P1

. . 2(1-p) P 2
cias satisfacen: k1 > p1,kp > [272% 42 2 m]k1 Ptpo,yki>Ai1+0pi,
Vi=3,.,n—1,yKnkn > An_1+C, donde Ai_1,1 = 3,..,n, es un pardmetro que
depende de las ganancias (ki_1,...,K1) y de las constantes (p1, ..., pi—1). Nuevamente, el
pardmetro A\i_q cambia dependiendo de la ley de control (48) 6 (49) que se utilice.

Cada controlador es robusto ante un conjunto de perturbaciones no acopladas di-
ferente. Bajo la Suposicién 4.2 y la Suposicién 4.3 se preserva el grado de homogenei-
dad del sistema cuando se encuentra perturbado solamente por términos acoplados
y acotados. También, es posible mostrar que los controladores son robustos ante per-
turbaciones que estan acotadas por funciones de la forma establecida en la hipétesis
H’S.

Una FL (homogénea) permite caracterizar la velocidad de convergencia de las tra-
yectorias del sistema.

Si dichas Suposiciones 4.2
Y 4.3 se satisfacen
localmente, los Teoremas
4.13 Y 4.14 tinicamente
aseguran estabilidad en
tiempo finito localmente.
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La estabilizacion en

tiempo finito, de cualquier
estado inicial

xn (0) € R™, queda
caracterizada por la
desigualdad (54), ya que
Vp € [0, 1), el exponente
2/(3—p)el(2/3,1).
El valor de la constante
Kn dependen de cual
FLCR se utilice.

El tiempo de convergencia
estd acotado por una
funcion de las condiciones
iniciales.

El controlador (48)
también puede ser usado
como una
retroalimentacion de
estados para estabilizar en
tiempo finito un sistema
lineal controlable.
Resultados similares
aparecen en [16] y [39]
usando una
retroalimentacién de
estados continua.

Proposicion 4.3 Elija la ley de control (48) (6 (49)). Entonces, la derivada c.r. al tiempo Vi,
de la FLCR (45) (6 (47)) a lo largo de las trayectorias del sistema satisface la desiqualdad
diferencial

2
Vi < —kn Vi 7 (X), (54)

donde kn es un pardmetro que depende de las ganancias (kq, ..., kn) y de las constantes
(p1 7y pT‘L—] ’ C)

2/(3—p) _
) Vf/(s P ag =k —p1.

Comentario 4.3 Paran =1, V; < —aj; (3{%

La FLCR permite obtener un estimado del tiempo de convergencia.

Proposicién 4.4 EI control discontinuo (49) y (48), en lazo cerrado con el sistema (40),
logran que cualquier trayectoria de (40), con estado inicial xn (0) € R™, llegue al origen en
un tiempo finito menor a

T(xn(0)) < %V}?g (xn(0)). (55)

(1—p

_ 1-p o2
Comentario 4.4 Paran =1,se cumple Ty < Uiﬁlm (0)|3=7, donde k1 = a1 (g—p) 37,

vp €[0,1).

Una consecuencia directa del Teorema 4.13 y del Teorema 4.14 es que la estabiliza-
cién global en tiempo finito de un sistema en la forma de retroalimentacién estricta

7:61 =xXi41 +filx1,.xi), T<i<m, (56)
Xn = u—+Fr(X1, .., Xn),

puede lograrse a través de una retroalimentaciéon de los estados discontinua.

Corolario 4.1 Considere el sistema de una sola entrada (56), donde f; : R* — R es una
funcién de clase CO con £i(0,...,0) = 0, Vi = 1,...,n. Entonces, (56) se puede estabilizar
localmente en tiempo finito a través de la ley discontinua (49) ( 6 (48)).

El resultado es global si las funciones f; satisfacen ciertas cotas. Para nuestro caso,
con los controladores presentados, la estabilizacion global se alcanza si la Suposicién
4.3 y la Suposicién 4.2 se cumplen globalmente.

4.5. EXTENSIONES Y OBSERVACIONES IMPORTANTES

A continuacién, se presentan algunas extensiones de los resultados presentados en
secciones anteriores. Entre los mas importantes se encuentran, un controlador discon-
tinuo y un controlador continuo, ambos, de ganancia variable. Por un lado, el empleo
de alguna ganancia variable en los algoritmos de control con términos discontinuos
permite relajar la hipdtesis H'7 haciendo posible controlar sistemas cuya dindmica
no esté acotada. Por otro, la ganancia variable ayuda a reducir el efecto de chattering,
si se disminuye apropiadamente conforme se va alcanzando el objetivo de control.
Los controladores propuestos por Levant, [54], [56], [57], y en especial el algoritmo
casi-continuo [59], también se han modificado para que admitan una ganancia varia-
ble. Sin embargo, el andlisis de estabilidad sigue siendo geométrico y hasta cierto
punto poco claro. Con una FLCR, el anélisis y disefio de algoritmos discontinuos con
ganancia variable es inmedjiato.

Teorema 4.15 Considere que la Suposicion 4.2 se cumple y que wn (t,x)] < C+Z(t,x),
donde la constante C > 0, y Z(t,x) > 0, Vt > 0, es una funcién conocida. Elija la ley de
control discontinua
2— 2-p
w=—(K(t,x) +kn) [[xn) 0 +k7011]0,p = 22 vn > 2,

n

(57)
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Si las ganancias K1, ..., kn, se eligen suficientemente grandes y K K(t,x) > =(t, x), entonces
el origen x = 0 del sistema (40) es globalmente ETF.

En ausencia de perturbaciones no acopladas, el Teorema 4.15 sigue siendo valido.
El siguiente resultado es una consecuencia directa de la aplicacién del método.

'd

2-p
Proposicién 4.5 Para el sistema (40), suponga que 61 = X1y 0y = [xi| % +k Yloi1),
oy =(1—=2)p—(1—3),Vi=2,..,m. Silaley de control vy se elige como

Un = —kn[on]| E=2 , para alguna p € [1=F ,1), (58)
el origen x = 0 es ETF para cualquier kv, suficientemente grande.

La ley de control vy sigue siendo homogénea c.r. a la dilatacién (46) con p €
(=T %, 1). En este caso, se recupera una familia de controladores continuos que tienen
la propiedad de convergencia en tiempo finito. De igual manera que en casos anterio-
res, para estimar la ganancia correspondiente k;,, es necesario asignar las ganancias
(kn—1,.... k1) previamente. Enseguida se presentan unos cuantos controladores deri-

vados del resultado previo

(@) vy =~k [x1 |77, %p € [0,1),
@ V2 = —Kka[[x2) 2P + K2 Pxq |77 = —ky[02| 27, W¥p € [0,1),

2-p 2971

2— P 2p—1
(3 vz = —k3[[x3] 7 +k,7 0] *fksfcrsJLH vp e l1/2,1),
2

3p—2

2 i 2
@) Vs = —ka[[xa) 7T +k7 T03] T7 = —ksfoa) T7, vp € [2/3,1).

w

La familia de controladores es robusta ante cualquier perturbacién no acoplada
que no cambie el grado de homogeneidad del sistema retroalimentado y que cumpla
Suposicién 4.2.

Teorema 4.16 Considere que la Suposicion 4.2 se cumple y que [wn (t,x)| < Clon| 5 +
Z(t,x), donde la constante C > 0, y Z(t,x) > 0, Yt > 0, es una funcion conocida. Elija la
ley de control continua

u=—(K(t,x) +kn)[on]| P 5 , para alguna p € (=% 21, (59)

n—1’

Si las ganancias K1, ..., kn, se eligen suficientemente grandes y K K(t, x) > =(t, x), entonces
el origen x = 0 del szstema (40) es globalmente ETF.

Un consecuencia directa de la Proposicién 4.2 es el siguiente resultado.
4; 4 _di
Proposicion 4.6 Para el sistema (40), suponga que siq = [xi] % + Kk [s(i_1ya] 7,
1
donde s14 = [x1]Z P,y =(i—-2)p—(i—3),di =i—({i—1p, Vi=2,.,n Eljala
ley de control

u=—kn[sndal 't , para alguna p € [B2=%,1). (60)

Existen ganancias K1, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 es globalmente
ETFE.

Obsérvese que este resultado contiene a la clase de controladores discontinuos
presentados en el Teorema 4.12, pero ademds, también se obtiene un clase de con-
troladores continuos cuando p € (;1=F %,1) Enseguida se presentan unos cuantos
controladores, derivados del resultado previo

@) v1 = —ki [ |77, ¥p € 0,1),

@ vy = —ka[[x2)2P +k$‘jmfi‘v = —Ka[s24]77,¥p € 10,1),
3-2 3=2p 2p—1
(3)v3:—k3HX3J% 1K, 7 [s2a) 79 |57 = —k3[s3q) 35, ¥p € [1/2,1),
s 4-3p 3p—2

4}]2 3p—2
(4) v4 =—k4HX4Jf+k3.p [s3a] 3720 | #7357 = —k3[saa|*37,Vp € [2/3,1).
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A través del redisefio del
Lyapunov siempre es
posible robustificar una ley
de control continua para
que pueda compensar
perturbaciones no
desvanecientes.

Se pueden utilizar los
observadores propuestos
por Levant [55] y Angulo
etal. [3].

Para la simulacion se
toman

x(0) =[0,0,0,01T y
tiempo de muestreo

T = 0.0005 con método
de integracién de Euler.

De manera similar, se puede disefiar otra familia de algoritmos de ganancia varia-
ble.

Teorema 4.17 Considere que la Suposicion 4.3 se cumple y que |wn (t,x)] < C+Z(t,x),
donde la constante C > 0, y Z(t,x) > 0, Vt > 0, es una funcién conocida. Elija la ley de
control discontinua

dn dn

dn
w=—(K(t,x) +kn)[[xn] o0 + k& [s(q_1yq) 1 ]0,p=1=2 vn>2. (61)

Si las ganancias K1, ..., kn, se eligen suficientemente grandes y K K(t, x) > Z(t, x), entonces

el origen x = 0 del szstema (40) es globalmente ETF.

Xn41
< Clon| 277 +
0, es una funcién conocida. Elija la

Teorema 4.18 Considere que la Suposicion 4.3 se cumple y que [w (t,x)|
Z(t,x), donde la constante C > 0, y =(t,x) > 0, Vt >
ley de control continua

Xn+1

u=—(K(t,x) +kn)[sna) 9 . (62)

Si las ganancias Ky, ..., kn, se eligen suficientemente grandes y Ky K(t, x) > Z(t, x), entonces

el origen x = 0 del 51stema (40) es globalmente ETF.

En general, los controladores (58), (59), (60), y (62) son continuos cuando p €
(=T %, 1). Obviamente, no pueden rechazar perturbaciones no desvanecientes y aco-
pladas como lo hace una entrada de control discontinua.

4.6. EJEMPLO ACADEMICO

Considere el modelo cinemaético de un carro [54], modelado en el espacio estados
por

X1 =vcos(x3), X2 =vsin(x3), x3 = ({)tan(xs), x4 =y,

donde x;7 y x, son las coordenadas cartesianas del punto medio eje trasero, x3 es el
dngulo de orientacién, x4 es el dngulo de direccién, v es la velocidad longitudinal
(v =10m-s~ 1), L es la distancia entre los dos ejes (L = 5m) y u es la entrada de
control. El estado x4 se usa como entrada auxiliar y u define la nueva entrada de
control para evitar discontinuidades en x4.

El objetivo de control es llevar el carro desde una posicién inicial dada a la tra-
yectoria X2ref = 105in(0.05x1) + 5 en tiempo finito. Sin pérdida de generalidad, la
entrada de control entra en accién después de 0.5 segundos bajo la suposicién de
que existe un observador que da la estimacién exacta de los estados antes de 0.5
segundos. Con la variable deslizante o = x; — X2+¢f, €l grado relativo del sistema es
r = 3. El sistema se puede reescribir como

21 =122, 22 =23, 23 = ¢(-) +v()u,
T
donde el vector z = [0‘ o c'y] ,

1

[W cos( 20) cos”(x3) — 1 sin(’z%) sin(x3) tan(x4)]v
( 1

’2‘0 ) cos(x3)sin(x3) + 11_(2 cos (3! 55) cos(x3) —sin(x3)) tan(x;;)}%

2 3 cos(x3)

tan(x4),

v() =5 cos(zo) sinx3 + cos(x3)][1 + tan? (x4)].

Se considera que las variables de estado x3 y x4 pertenecen a X = {[x3]| < 7/4, [x4| <
n/4} y que solo hay 5% de incertidumbre en la velocidad. Tomando en cuenta lo
anterior, las cotas de las funciones ¢ y vy se estiman como |¢p| < Cp = 49.63, y
Km =638 <v < Kyp =46.77, [51]. Se comparan los controladores:



4.6 EJEMPLO ACADEMICO
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Figura 3.: Resultados con el controlador (L3): (a) estado x; (linea solida); (b) variedad desli-
zante o (linea solida) y sus derivadas ¢(linea segmentada), 6(linea punteada); y (c)
el dngulo de direccién x4. Resultados con (LC3): (d) estado x;; (e) variedad desli-
zante o y sus de derivadas ¢, 6; y (e) el &ngulo de direccién x4. Resultados con (E3):
(d) estado x3; (e) variedad deslizante o y sus de derivadas &, 6; y (e) el angulo de
direccién x4.

(L3) usr = —kar[z3 +2(1z2l* +12112)"/®[z2 + [21]%/3]°]°, donde k31 = 20.

42 4 3/2\—1/2 4 3/2
(re3) use = —ksc™ (lficzslwlzhlxﬂlm|3(/X22)1/[2X1J !, donde k3¢ = 245.

(E3) v3 = —k3 H23J3 + (1.5)37\3((22J% + Azq )JO, con ganancias A1 =1y k3 = 20.

El desempefio de los controladores se muestra en la Figura 3. Todos controladores
aseguran que la referencia x,,¢¢ se alcanza en tiempo finito usando la misma magni-
tud de control. El objetivo de control se alcanza aproximadamente a los 9 segundos
usando el controlador (L3) y (E3), véase la Figura 3.(a) y la Figura 3.(g), y a los 17.8
segundos, aproximadamente, usando la ley de control (LC3). Aunque los autores
no lo mencionan [57], [83], (LC3) funciona como un algoritmo de ganancia variable,
permitiéndose obtener mejor precisién que los controladores (L3) y (E3),Figura 4.
Por otro lado, el controlador tarda aproximadamente el doble de tiempo en alcanzar
el objetivo de control. Para mejorar la velocidad de convergencia de (LC3) hay que
incrementar la ganancia k3¢, lo que produce un incremento significativo del efecto
de chattering en el control y una menor precisién. La Figura 4.(d) muestra cémo la
precisién del (LC3) empeora al tratar de tener una velocidad de convergencia similar
a la de los controladores (L3) y (E3).

La Figura 3.(b) muestra las oscilaciones de alta frecuencia del angulo de direccién
x4 durante la repuesta transitoria con el controlador (L3), y que posiblemente seas
causadas por el conjunto donde el controlador es discontinuo, ya que también es
discontinuo. Por otro lado, el angulo de direccién x4 es mds suave con el controlador

La ganancia k3 se calcula
de Kmk3 =
2.3866((1.5)3A2 +
Co) =126.5.

La ganancia k3¢ fue
elegida para que
disminuyera hasta
alcanzar el valor
aproximado de 20. Asi la
comparacion de todos los
controladores es mds justa
en términos de la
magnitud del control.

57
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La precision final de z3
con (LC3) (k3 = 24.5),
cumple |z3| < 0.115.
Esta cota se encontré
después de los primeros 50
segundos de simulacion.

Sdlo es posible obtener
condiciones suficientes
sobre las ganancias, y
estdn lejos de las
condiciones necesarias
para la estabilidad.
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Figura 4.: Precisién: (a) con (L3); (b) con (LC3); (c) con (E3); (d) con (LC3) (k3¢ = 70).

0.35
0.25

3

Precision z
Precision z,

3

Precision z
Precision zZ,

propuesto, véase la Figura 3.(i). El mismo efecto se observa en el comportamiento
dindmico de z3, véase la Figura 3.(b) y la Figura 3.(h). Ademas, se observa que la
precision es similar para ambos controladores, Figura 4.(a) y Figura 4.(c).

El controlador (E3) garantiza buena velocidad de convergencia y respuesta transi-
toria suave. Dos buenas caracteristicas que los controladores (L3) y (LC3) tienen por
separado.

4.7. RESUMEN DEL CAPITULO

El disefio de controladores discontinuos que producen MDOS se puede realizar a
través del MB. Esto marca una diferencia metodolégica importante y novedosa, ya
que a diferencia de otros métodos reportados anteriormente, como el CMDT o el
CMDOS, el disefio de controladores discontinuos con convergencia en tiempo finito
se puede hacer a través de la construccién explicita de una FLCR.

El método de disefio propuesto es sistemdtico, y conduce a construir simultdnea-
mente un controlador discontinuo, asi como su correspondiente FLCR. Las carac-
teristica més notables de controladores discontinuos que se pueden obtener con el
método son

(c1) Utiliza el MB ampliamente conocido en la teoria de estabilizacién de sistemas
no lineales para construir alguna FLCR.

(c2) La estabilizaciéon del origen del sistema se logra en tiempo finito.

(c3) Permite conocer el tipo de perturbaciones no acopladas que soporta el contro-
lador. No es necesario contar con el conocimiento preciso de las no linealidades
del sistema. La tinica informacién requerida es una cota de la funcion de incer-
tidumbre.

(c4) La estructura de control es simple.

(c5) Solo hay que disefar apropiadamente y suficientemente grandes las ganancias
del controlador. Esta condicién de suficiencia es inherente al método utilizado.
Ademas, es posible derivar condiciones explicitas para el ajuste de las ganan-
cias.

(c6) Es posible estimar el tiempo de convergencia, en general de forma muy conser-
vadora.
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(c7) Tiene la peculiar caracteristica de reducir la elevada frecuencia durante la res-
puesta transitoria de las trayectorias del sistema controlado si se les comparan
con los MDOS propuestos en [56].

(c8) Se pueden realizar extensiones que de otra forma no serfa posible con las me-
todologias hasta ahora conocidas para MDOS. Aqui, solo se ha presentado una
extensién a algoritmos de ganancia variable y que hace posible que los contro-
ladores propuestos sean robustos ante perturbaciones acopladas no necesaria-
mente acotadas por constantes.

Para propoésitos précticos, las ganancias se pueden parametrizar para que sélo dos
pardmetros sean ajustados. Particularmente, para el caso cuando aparecen pertur-
baciones acopladas, las ganancias en el interior de la funcién signo se han parame-
trizado en términos de la ganancia k1, asi solo la otra ganancia debe seleccionarse
apropiadamente. Resultados numéricos, més que sélo estudios tedricos, han mostra-
do que el conjunto de ganancias que se obtienen de la FLCR es un subconjunto de
aquel que produce estabilidad y que en general, da ganancias mds grandes de lo
necesario.

Aunque, un andlisis sobre la precisién de los controladores que se obtienen con
el método no fue formalmente desarrollado, una conjetura basada en resultados de
simulacién es que estos controladores tienen una precisién similar a los conocidos
en MDOS, [56].

Los controladores discontinuos se han disefiado considerando que en el sistema
(4.5) el grado relativo es igual al orden del sistema. Si solo se llegase a conocer el
grado relativo del sistema, esta consideracién no interfiere con los resultados aqui
presentados, como se ha ilustrado en el ejemplo.
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Prueba del Teorema 4.1. Como la funcién V(x) es una FLC, (I) en aquellos puntos
donde L4, V=0= V= Lf, V<0, Vx € B \{0}; (II) cuando x € {x € By : Ly, V # 0},
bajo las hipétesis (i) de la Suposicion 4.1 y H'1, se obtiene

V(x) =g, V+1Lg, V- E(t,x) - u < —(ky — a)[Lg, VI, ¥x € Br.

Elegir ky > o implica que V(x) < 0, al menos en una vecindad del origen. Con (I)
y (D, se concluye V = L¢, V+1Lg, V- &(t,x) -u < 0, Vx € By. Entonces, el origen de
(39) es local y AE en lazo cerrado con la ley de control discontinua.

Prueba del Teorema 4.2. Ahora, V(x) es una FLCR. (I) Cuando Ly, V =0 = V(x) =
Leex)V <0, Vx € By \ {0}. (ID Acorde con las hipétesis (ii) de la Suposicion 4.1, H'1
y H’3, se llega a que

V(x) = L)V + Lo, V- £t %) - (w+p(t,x)) < —(ky — B —yC)ILg, V], Vx € By.

Si ky > B +7vC, V(x) < 0 en una vecindad del origen. Por lo tanto, de (I) y (I), se
concluye que el origen del sistema perturbado es local y AE.

Prueba del Teorema 4.3. Hay que probar que dada u(x) = —ksign(Lg,V) se
cumple fn(ALX) + g(ALX)U(ALX) = e' AT (fr(x) + gn(x)u(x)). Por homogeneidad,

fr(ALx) = e ALfn(x) y g(ALx) = €'9ALgn(x), donde L y lg4 son lo grados de ho-
oV

mogeneidad de f, (x) y gn(x). Del punto (iii) del Lema 2.2 se obtiene que 4.~ (A{x)g(ALx) =

e™tloly Vyu(x) = —ksign(e™tlaly, V) = —ksign(Lg, V). Por lo tanto,

elf/\Tan(x) + 619/\2 gn(x)u(x) = elAg(fn(x) + gn (x)u(x)).

La igualdad se cumple siy sélosi lf =15 = L.
Ademas, como V(x) es una FLC, (I) cuando L4,V = 0 = V(x) = Le, V <O,
Vx € R™\ {0}; (II) cuando x € {x € R™ : L4,V # 0}, las funciones L Vy Lg,V son

El Lema 2.2 se ha
enunciado en el
Capitulo 2.
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Véase el Apéndice A para

consultar el Lema A.6.

homogéneas del mismo grado m + 1. Como V satisface las condiciones (ii) y (II) del
Lema A.6, existe k* € Ry tal que L¢, V < k*[Lg, V|, ¥x € R™. Entonces, junto con
H’1, se obtiene

V(x) =L, V4+Lg, V- &(t,x) - u< —(ky —k*)|Lg, V| < 0,¥x € R™,

Claramente, eligiendo ky > k*, V(x) es n.d..

Por (I) y (I), V(x) < 0y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito
se concluye del Teorema 2.14 con 1 < 0.

Prueba del Teorema 4.4. Considerando H’1, H'3, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

V(x) =Legx) V4 Lg V- E(6X) - (u+p(t,x)) LNV +LA,V,

donde LV = L¢, V—(k—C)y|Lg, V|. Como V(x) es una FLCR, (I) cuando L4,V =0,
se cumple V(x) = Leex)V <0, ¥x € R™\{0}. Esto significa que V es n.d. a pesar de
las perturbaciones no acopladas; (II) cuando x € {x € R™ : Ly, V # 0}, del resultado
anterior se sabe que Ly V y L4,V son homogéneas de grado m + L. De la hipétesis
H’6 y del punto (iv) del Lema 2.2, existen constantes o tales que

ALY = Z ax Ayt x) < Z | HALLl(t x| < Z ' d; 0-1”)(”111Jrl

Por los mismos argumentos del resultado anterior, LyV es n.d. si ky > k* ++vyC.
Por punto (iv) del Lema 2.2, existe A € R4 tal que LyV < ?\HXH‘“Jrl Tomando
en cuenta lo anterior, se obtiene V(x) < LNV + L,V < —(A— le] dioyi) ||x||m+l.
La derivada V(x) es n.d. si A > Z?:_]] d;o;i. El parametro A se hace suficientemente
grande si k se hace suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. La estabilidad
global en tiempo finito se concluye tomando 1 < 0.

Prueba del Teorema 4.5. Bajo la hipétesis H'7 y como la entrada de control es
discontinua, el sistema (40) se transforma en la ID

Xi = Xi+1, vi=1,.,n—1,
S [Km/ KM]U+ [_Cr CL

ya que Ay (t,x) =0, Vt > 0. Este sistema es homogéneo si

€Ti+]Xi+‘| :elerixiJr], Vi=1,.,n—1,
K, Kmlu+[—C,Cl = ete™ ([Km, Kpmlu+ [—C,C),

es decir, si se cumplen i1 =141, Vi=1,.,n—1,y0=14+1q,.

Todos los pesos 1i, 1 = 2,...,n, pueden ser determinados en funcién del peso 1 y
del grado de homogeneidad 1 como en (43). Substituyendo 0 = 1+ 1, en la tltima
igualdad de (43) se obtiene nl+ 17 = 0. Substituyendo esta condicién en todas las
igualdades de (43) se obtiene la condicién de los pesos de primer punto del Teorema.
Comor; >0,i=1,.,n,yn >0, el conjunto de igualdades (n+1—1)l+1; =0,i =
1, ..., 1, Gnicamente puede cumplirse si 1 < 0.

Por otro lado, la derivada temporal de V(x) a lo largo de las trayectorias del sistema
satisface

V(x) = Le, V+ 232 (bt x)u+wn(t,x) < Le, V= (Knk — C)| 252

Como V(x) es una FLC, (I) cuando L4,V = 0 = V(x) = Le, V <0, ¥x € R™\ {0}
(ID en el caso x € {x € R™ : L4,V # 0}, note que L, V'y %(:)
del mismo grado m + 1. Como V/(x) satisface las condiciones (ii) y (II) del Lema A.6,

existe k* € Ry tal que L¢ V < k*l \ v¥x € R™. Entonces, se obtiene V(x) <

son homogéneas
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—(Kmk—C—k*)2
n.d..

Por (I) y (II), V(x) < 0O y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito
se concluye tomando 1 < 0.

Prueba del Teorema 4.6. Considerando H7 y H’8, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

. Eligiendo Knk > C +k*, la derivada V(x) es

V(%) = L0V + B2 - (b(t, x)u+wn(t,x)) < LV + Lag (1,0 Vo

con Ly = L, V — (Kyk — €)| 252 V=0=
V(x) = Leg)V < 0, ¥x € R™\{0}. Esto significa que V es n.d. a pesar de las
perturbaciones no acopladas; (II) cuando x € {x € R™ : Ly, V # 0}, se sabe que LnV
es homogénea de grado m + 1, y n.d. si ky > k* +yC. Por el punto (iv) del Lema 2.2,
existe A € Ry tal que Ly V < ?\HXH‘“H Ademads, de la hipétesis H’8, del punto (iv)
del Lema 2.2 y de (42), se deduce que existen constantes o; tales que

l+7y

X (g | 1 i ) < X1 pro XIS

V Zn 1 oVix Aui(trx) < TL—] Pi

oxi i=1

Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V(x) SINVAHLA V< —(A— Zl ] Pi0i) Hx||m+l.
La derivada V(x) es n.d. si A > Z{l;ﬂ pioj. Lo cual siempre es posible haciendo
k suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. La estabilidad global en tiempo
finito se concluye tomando 1 < 0.
Prueba del Teorema 4.7. Hay que probar que u(x) = —k[Lg, V|9 cumple f (Agx) +
g(ALxX)u(ALx) = e'AL(fn (x) + gn (x)u(x)). Por homogeneidad y del punto (iii) del
Lema 2.2, se cumple f,,(ALx) = eYALfL(x), g(ATX) = el9ALgn(x) y u(ALx) =
—k(%(/\gx)g(/\zxﬂq = e(m+lg)dy(x). Por lo tanto,

eYATEL (x) + eloe(MHLAAT g (x)u(x) = €' AL (fr(x) + gn (X)u(x)). (63)
La igualdad (63) se cumple siy sélosil =1 =19+ (m+1g)q.
Ahora con H'1, la derivada temporal de la FLC satisface
V(x) =L, V+Lg, V-&(t,x) - u< Ly, —kylLg, VI9H1.

Como V(x) es una FLC, (I) cuando L4,V =0 = V(x) = L¢, V <0, x € VR™\{0}; (I)
cuando x € {x € R™ : Ly, V # 0}, las funciones L¢, V' y [Lg, V|9*! son homogéneas
del mismo grado m + 1. Como V(x) satisface las condiciones (ii) y (II) del Lema A.6,  Las funcién |Lg, V|97F!

existe k* € Ry tal que L¢V < k*[Lg, V|9FT, vx € R™. Entonces, V(x) < —(ky — is homogénea de grado
* q+1 n T * + m, ya que
k*)|Lg, VI < 0,Vx € R™, eligiendo ky > k*. (m+ L) (q 4+ 1)

Por (I) y (I), V(x) < 0y el origen es GAE. Los puntos (i)-(iii) se concluyen del |
Corolario 2.1.

Prueba del Teorema 4.8. Considerando H’'1 y H'3, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (38) satisface

V(%) = Li(a)V + Lgy V- &(tx) - (wtp(t,x) < Lp, V4 La, V- (k= ClylLg, VI9*7,

donde LyV =L¢, V—(k— C)yILgnVIq”. Como V es una FLCR, (I) cuando Ly, V =
0 = V(x) = Legx)V < 0, ¥x € R™\{0}. Esto significa que V es n.d. a pesar de
las perturbaciones no acopladas; (II) cuando x € {x € R™ : L4 V # 0}, LNV en
homogéneas de grado m + 1. De la hipétesis H'6 y del punto (iv) del Lema 2.2,
existen constantes o; tales que

LayV = X1 $Aui(tx) < T 1A (6] < Z15' dioIx| 73
Por los mismos argumentos del resultado anterior, Ly V es n.d. si ky > k* 4+ yC. Por
el punto (iv) del Lema 2.2, existe A € R tal que LNV < —A|Ix||1 m+1 Tomando en

cuenta lo anterior, V(x) < LNV +La, V< —(A— ZI‘:_]] dioi) ||x|\m“.
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La derivada V(x) esn.d. si A > ZI‘;] d;ioi, A se hace suficientemente grande si k
se hace suficientemente grande. Los puntos (i)-(iii) se concluyen del Corolario 2.1.
Prueba del Teorema 4.9. Para Ay (t,x) =0, Vt > 0, el sistema (40) queda descrito

por

Xi = Xi+1, Vi=1,.,n—1,

6
Xn = b(t, X)u+wn(t,x). (64)

Como b(t,x) € [Kmn, Km], a este término se le puede asociar el grado 1y, = 0. Ademds,
Aqui, se toma el hechode  W(ALX) = e™du(x) y la cota de wn (t,x) es homogénea, el sistema (64) es dominado

que por uno que si es homogéneo y que cumple
[wn(t,x)] < Cw(x),

w(x) >0yw(ALx) = ) Lo .
e(M+1g)dy (x) e"i+Ixi 1 =€ €e"ixgy, vi=1,.,n—1,

M4 (K, K] u(x) + wi(x)) = ete™ (K, Kmlu+w(x)),

es decir, si se cumplen ri 1 =141, Vi=1,..,n—1,y mq = L+ 1. Todos los pesos
Ti, 1= 2,..,mn, pueden determinarse en funcién de r; y del grado de homogeneidad
1, como

o=1l+11,13=2l4+711,..c iy =(M=2)1+11,Thn =(MN—T1)1+717. (65)

Como tn = mq —1, de la dltima igualdad de (65) obtenemos nl+ 17 = mgq. Si se
substituye esta condicién en cada una de las igualdades de (65) se llega a la condicién
de los pesos del punto (i), la cual se cumple para valores positivos y negativos de
L. Bajo las hipétesis H”7, la derivada temporal de V a lo largo de las trayectorias de
(64) satisface

V(x) =L, V+ 5 (bt x)u+wn (t,%) < Le, V — (Knk — €)| 235 ja+1

Recuerde que V(x) es una FLCR. El resto de la prueba es similar a los puntos (I) y
(I1) de la demostracién del Teorema 4.7. Entonces, existe k* € ]R+ tal que L¢, V <
k|2 ja+T vy e R™. Por lo tanto, V(x) < —(Kmk—C—k*)|2
Ehglendo Kmk > C+k*, la derivada V(x) es n.d..

Por lo tanto, V(x) < 0 y el origen es GAE. La estabilidad global en tiempo finito se
concluye tomando 1 < 0.

Prueba del Teorema 4.10. Considerando H”7, la derivada temporal de la FLCR a
lo largo de las trayectorias del sistema (40) satisface

V(%) = LV + 2 (b(t, xdu+w(t, X)) < LV +Lag (10 Vs

donde Ly = L¢, V — (Kjmk — C)|Lg, V|9*! es homogénea de grado m+ 1y n.d. si
Kmk > C 4 k*. El resto de la prueba es similar a los puntos (I) y (II) de la de-
mostracion del Teorema 4.8. Entonces, V(x) es n.d. a pesar de las perturbaciones no

acopladas. Por el punto (iv) del Lema 2.2, existe A € Ry tal que LV < ?\||me+1.
De la hipétesis H'8, del punto (iv) del Lema 2.2 y de (42), existen constantes o; tales
que

41y

—1
LaV =51 autx) < Ii5 ol ds mxn il R < S

Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V(x) < Ly V + La,V<—(A— Zl 1 PiOi) ||x\|m+1.

La derivada V(x) es n.d. si A > Z{:ﬂ pioi, A se hace suficientemente grande si
k se hace suficientemente grande. Entonces, x = 0 es RGAE. Los puntos (i)-(iii) se
concluyen del Corolario 2.1.

Prueba de la Proposicién 4.1 y del Teorema 4.11. La demostracién de ambos resul-
tados se hace en forma simultdnea aplicando el método propuesto en la Seccién 4.3 y
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que es una modificacién del MB. Para disefiar un control discontinuo apropiado u(x)
junto con su FLCR, hay que definir la siguiente ley de control por realimentacién de
estado auxiliar

Xit1

vi=—-kifoy] 277, s =(i—-2p—(i—3), Vi=1,..,n, (66)

conpe[0,1)sii=1,yp¢€ [1 1,1) sii > 2. A continuacién se mostrard que (66)
estabiliza globalmente y en tiempo finito el origen de (40) bajo la Suposicién 4.2. La
ley de control correspondiente se obtiene fijando u = vy,. Puesto que el método se
basa en una modificacién del MB, se procede por induccién. El método funciona de
la siguiente manera:

Paso 1: Se tiene que X1 = v7 +wq(x71), suponga que v; = —K; [x1j]/(2*p). El
vector de pesos es r = (2 —p). El pardmetro p € [0,1), lo cual implica 1/(2 —p) €
(1/2,1). Por lo que,

X1 = —kq |—X1J% + w1 (t,x). (67)

3—
Tomando la derivada c.r. al tiempo de la FLCR V; = %:—Elm |ﬁ a lo largo de las
trayectorias de (67) y bajo la Suposicién 4.2, se obtiene

. av 1 1 2
Vi =g +wi(tx) < =[x |77 (ki [x] 77 — p1lx1|7) < —ay x| Z7.

donde a7 = ki — p7. La derivada V; es n.d. si aj; > 0 y puede rescribirse como

2
Vi = —(k1 —p1) ( V1> . Note que Vp € [0,1) se cumple que 2/(3 —p) €

[2/3,1). La derivada V7 muestra que el origen es ETF.
Paso 2: Se tiene

X1 =%x2 +wWi(t,x) , %2 =v2 +wa(t,x). (68)

A partir de este paso, la construccién no es trivial. La aplicacién directa del MB estan-
dar produce leyes de control singulares [63] (produciendo sefiales infinitas en ciertos
conjuntos), cuando se trata de utilizar para disefiar controladores con convergencia
en tiempo finito. Sin embargo, el disefio de leyes de control no singulares que esta-
bilizan a (68) en tiempo finito se puede resolver de manera inteligente. En lugar de
utilizar la variable s, = x, —v1 para construir el FLCR, se define la Fdes

s2a = [x2)2 7P + k7 Pxg. (69)
Es muy importante notar que la variable s; y sy4 definen la misma curva x; =

—kpc1 =5 & 57 = s34 = 0. En contraste con s5, la Fdes s»4 es de clase C'. Usando es-
ta funcién se construye la FLCR V, = @, + 61V, @, = fm ([t2]?>7P + k1 “Px1)dTa,
donde 87 = Jk3 L

La solucién de @, = ﬁlxzﬁ_p + k% X1X2 + k3 Plx; \2 r. Como @, es
positiva semidefinida y V; es p.d., V; es p.d. por construcc1on Tomando la derivada
de V; a largo de las trayectorias de (68) y bajo la Suposicién 4.2, se obtiene

. _ _ 25
Vo = s34 +wa(t,x)] +k$ Psa(x2 +wi(t,x)) + k? PIxy |77 [xg +wi (t,x)].
1 1
Observe que x = s —kj[x|ZP. En este caso, 03 = s2q, wi(t,x)| < p1lx1|177, v
P P . e
[wa(t,x)| < p2lo2|7>. Elija vz = —k2[02]Z7. Después de algunas simplificaciones

se llega a

. 2 2 3 2 2 1
Vy < —(ka —p2)lo2| 77 + k7 Pls2l2 — k7 Pk1 —p1)lx11Z77 + k7 Ppylsallx|Z7.

Disefiar la ley de control a
través del método de CMD
también produce una ley
de control singular. Por lo
tanto, no puede ser
utilizado.
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2(1-p)
Del Lema A.2 y del Lema A.1, se deducen las desigualdades Is2|2 < 2 = |0'2|%,

1 1 2 2
y [02|77 [x1|77 < v?[02]77 /2 + v 2[x1]|77 /2. Usando estas desigualdades, se ob-
tiene

V, < — 5 2P %
> < —azz|o| 1 Taxihxi|ze,

2(1-p) 5 - N T 1 _
conaz; =ky—p2—2 2% ki P—2"27vkj Ppiv yax =ki(ki—p1)—2 Zrpry 2

Para obtener (120), ~ La constante y siempre existe si y s6lo si las ganancias satisfacen
bdsicamente se checa
cuando azy; > 0y p? 2-p
azi > 0, y se verifica k2 > [2 Eaa v +2 =] k1(k17p1)}k1 +p2, k1> 1. (70)
cuando existe y% > 0.
La funcién V; es n.d. si las ganancias cumplen las desigualdades anteriores.
Para continuar con el disefio, hay de definir la Fdes de la variable s; = x; —vi_1.
Se elige

d/cx di Zp Z;E
sia =[x WX + kT o127, oy = [xi] S +k o,

coney =(i—-2)p—(i—3),di=1—(i—1)p,Vi=2,..,n,y 01 =s1 =x. Estas repre-
sentaciones definen las mismas variedades cuando s; = siq = 0; = 0. A diferencia
de si, la Fdes siq es de clase C'. La Fdes permite construir una FLCR de la forma
(44), donde la funciéon W; = fﬁll 1y |4/ 4 k; 1/ “loi_1] 2% )dt;. La funcién (44)
es p.d. y es de clase C' por construccién. La forrna explicita se da en la expresion
(45). La FDES si4 se ha elegido tal que V; sea homogénea de grado m =3 —pcr. a
la dilatacién (46).

Paso i —1: Se considera que el controlador v;i_ estabiliza el sistema (40) de orden
(i—1) y que la FLCR V;_1 lo garantiza, debido a que su derivada Vi_1 esnd..

Paso i: Tomando la derivada de FLCR Vj, definida por (45), a largo de las trayecto-
rias de (40), se obtiene

di

2)1-p) oV,
V _sld[vl+wl]+2 P Kie ]SI|GI 1| P01+ 017 Z)—Z ox;_ X)—1)

De un célculo directo se deduce que Z),z gl/ X1 = Vi1 + ax sl, donde
aV‘L 1
oxi—1
cumple Vi = V;_1 <0, ya que V; es una FLCR. Para s; y siq diferentes de cero, debi-

i 00}
}*2 ax1 : (X] +WJ*1)

S(i—1)a- Cuando s; = siq = 0 se tiene que para cualquier (x1, ..., xi) #0, se

do a que x; = s{ +vi_1, no es dificil mostrar que 6;_1 =
. (i-2)(1-p) . _ _
Yi_1m + JO‘F] Ixi1l *-1 s;i+W_1)p, donde la funciéon asociada a parte nomi-

(i—2)(1—p)
. —_ a o 1 2z
nal del sistema es W(;_1), = ]1_; aSL LX; + |x1,1| %i-1  v;_1,y la funcién

2
Wi Z) 2% G‘ ! — Wj—1 estd asociada a las perturbac1ones Acorde con la Supo-

sicién 4.2, se cumple que ¥(i_1)p < Agi_1)p, donde Ajj_1), = ijz quj,1, y
e ]
Para ms detalles sobre el se evaltia tomando wj_7 = p;j_1]/0oj_1/27. Tomando en cuenta todo lo anterior, y

término Wi_1),  utilizando la ley de control v; definida en (66), se obtiene
consiiltese el Apéndice B.

) 1 3-p
Vi < _(ki )|51d||61| 2 P _k1_1 V' 1 —I—CD-(X),

di dl (im 2)(1 —p) (i-2)(1-p)
Oi(x) =k siVioy + =Sk ol 2P gl S [sif

. (i=2)(1-p) .
donde Y 1 = %Wi—ﬂ v Yisnm HAp—nel tkicisi—na, yVicr = Vi =

0, ya que V; 1 < 0. Ademds, por ser V; una FLCR, la derivada V; cumple con el Le-
ma A.6. Por lo tanto existe k; suficientemente grande tal que se logra que V; sea n.d.
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y el origen del sistema (40) es RGAE. Ya que el grado de homogeneidad del campo
vectorial es negativo aplicando la ley de control se obtiene la estabilidad en tiempo
finito.

Paso n: Por argumentos de induccion, se obtiene

3=p

. Xn+1
Vi < —(Kikn — Cllsnallon| 277 —k,{"21\7n_1 + On(x),

la cual es n.d. eligiendo el valor de k;, suficientemente grande. Para obtener el con-
trolador discontinuo en el paso i = n, elija el pardmetro p = (n—2)/(n—1). La
estabilidad en tiempo finito se concluye del Corolario 2.1. Como se observa, el dise-
fio de controladores discontinuos y continuos se ha realizado de forma unificada.
Prueba de la Proposicion 4.2 y del Teorema 4.12. El disefio de la ley de control
discontinua u junto con su FLCR se hace a través de la ley de control auxiliar

Xit1

vi = —Kkq ’—SidJ 4, oy =(1-2)p—(i—3), (71)

i—2

i—17

Vi=1,.,nconp € [0,1)sii=1yp €]
correspondiente se obtiene haciendo u =vn.
Paso 1 y 2: Estos pasos son idénticos a los presentados en la demostracion anterior.
Paso i — 1: Se considera que el controlador vi_1 estabiliza el sistema (40) de orden
(i—1) y que la FLCR V;_ lo garantiza, debido a que su derivada V; 1 es n.d..
Paso i: Tomando la derivada de FLCR Vj, definida por (47), a largo de las trayecto-
rias del sistema (40), se obtiene

1) sii > 2. La ley de control

ﬁ 1-p
V *Std[vl"'wl]"‘z pk 1‘5 i—1) al - TS 1)d+v1 1+ ax 51/

donde g}(/%*]‘ = S(i—1)a Y Si = X{ —Vvi_1. Cuando s; = siq = 0, se tiene que
V(x1,.,%i) # 0, se cumple V; = V; 1 < 0, ya que V; es una FLC. Para s; y
siq diferentes de cero, debido a que x; = s; +vi_1, no es dificil mostrar que
ds(i1) d (2i-5)(1—p)
=Y, T(Xj+wjf1) =Y+ okl S Si+‘1’(>1)p,
i 0s 0s(
o i (i—1)d i—1 1)

donde la funcién Wi 1), = > j_, ﬁw]_p yY¥Yi1m = 222 a; —xj +

(2i=5)(1—p) o
‘x: 1 Ixi—1] *-1  vi_7. Acorde con la Suposicion 4.3, ¥(1_1)p, < A(i_1)p, donde

. ds.s I
_ 1 (i—1)d - _ d:_
A1y = ijz B Wi-1se evaltia tomando wj_1 = pj_1ls(j_1)q/ 9" . Toman-
do en cuenta todo lo anterior, y utilizando la ley de control v; definida en (71), se

obtiene
. 37P
Vi < —(ki — pi)lsidl k V'L 1 JF(DS( )

di d CH 17}3 (2i—5)(1—p) 5
(Dis_(x):k 184 Vi + 1,1‘5 (i—1) [ YT %=1 [si]%,

2
dj

1_

donde la funcién Vi = Wi TA—1)pl tkicisi—1)ay Vi1 =
—Vi_1>0,yaqueV; 1 < O. Nuevamente, al ser V; una FLCR, la derivada V; cumple
con el Lema A.6. Por lo tanto existe k; suficientemente grande tal que se logra que
V; sea n.d. y el origen del sistema (40) es RGAE. Ya que el grado de homogeneidad
del campo vectorial es negativo aplicando la ley de control se obtiene la estabilidad
en tiempo finito.
Paso n: Por argumentos de induccién, se obtiene
3=p

. 2
Vi < —(kn —pn)lsnaldn —k;:l]vn_] + @3 (x),

la cual se hace n.d eligiendo el valor de k,, suficientemente grande. Para obtener el
controlador discontinuo en el paso i = n, elija el pardmetro p = (n—2)/(n—1).

Solamente, para un
sistema de primer orden
(n = 1), no es posible
recuperar un controlador
discontinuo.

Para mds detalles sobre el
término A(i_y), consulte
el Apéndice B.
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Prueba del Teorema 4.13 y de la Proposicién 4.5. Directa de la Proposicién 4.1.

Prueba del Teorema 4.14 y de la Proposicién 4.6. Directa de la Proposicion 4.2.

Prueba de la Proposicién 4.3. Las funciones continuas Vi (x) y Vy (x) (en ambos ca-
sos) son homogéneas de grados my, =3 —py my, =2, cr. ala dilatacién (46). Con
este hecho, la derivada V;, puede acotarse en funcién de Vy,. Del Lema A3, se conclu-
ye que la desigualdad (54) se cumple Vx € R™, donde kn = ming,.y/, (x)=1 }{—Vn(x)}.
Recuerde que kn > 0, ya que —Vn(x) es p.d.. Como p € [0,1) implica que % €
[2/3,1), estabilidad en tiempo finito del origen se concluye inmediatamente.

Prueba de la Proposicién 4.4. Se obtiene de la desigualdad (54). Para una n arbi-
traria, utilizando el principio de comparacion [46], para Vo = Vi (x1(0)), la soluciéon

_ _ 1— 3—
Vi (t) satisface Vi (t) < (V(g1 p)/3=p) _ 3prnt)ﬁ%, Vp € [0,1). Esta expresion

permite obtener la cota del tiempo de convergencia (55) fijando Vn (t) = 0.

Prueba del Teorema 4.15 y del Teorema 4.16. Es directa de la Proposicién 4.1.
Solo se debe probar el tltimo paso. Por argumentos de induccién, se obtiene que
Vp e [B=2,1),

n—1’

3-p Xn+1
& P

"1 Vn—1 + On(x) — (KmK(t,x) — Z(t,x))Isnallon| 2~

. %n+1
Vi < —(kn —pn)lsnallon] 277 -k

—

Eligiendo kn, suficientemente grande y K K(t,x) > =(t,x), V,, se hace n.d..

Prueba del Teorema 4.17 y del Teorema 4.18. Es directa de la Proposicién 4.2.
Solo hay que probar el tltimo paso. Por argumentos de induccién, se obtiene que
vp € [B=4,1),

. 2 3-p - 2
Vi < —(kn —pn)lsnaldn — kT{XT_H Vi1 + (D%(X) — (KmK(t,x) = Z(t,x))Ispal an.

Eligiendo kn, suficientemente grande y K K(t,x) > =(t,x), V, se hace n.d..



ESTABILIZACION EN TIEMPO FINITO CON VELOCIDAD DE
CONVERGENCIA MEJORADA

“La simplicidad consiste en sustraer
lo que es l6gico y afiadir lo especifico.”

— John Maeda [61]

En este capitulo se presentan nuevas clases de controladores discontinuos que
mejoran la robustez y velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema L7,
y cuyo disefio esta basado en una FLCR.

5.1. GENERALIDADES

Los MDOS poseen caracteristicas muy atractivas para su empleo como controla-
dores. Sin embargo, hay otros puntos que destacar de estos algoritmos: la velocidad
de convergencia es lenta para condiciones iniciales arbitrariamente grandes, no es
posible cambiar el tipo de convergencia a través de los pardmetros del controlador,
solo pueden proveer estabilidad semiglobal y solamente pueden compensar pertur-
baciones acopladas acotadas por alguna constante conocida. Ademads, las pruebas se
hacen con ayuda de métodos geométricos.

Hasta ahora, los algoritmos mas estudiados han sido los MDSO. Por ejemplo, en
[72], [31], [95], [92] se estudian el algoritmo Twisting y Terminal a través de una FL
débil restringiendo la posibilidad de estimar el tiempo de convergencia y hacer otra
clase de extensiones. En [65] se propone una FL para el AST generalizado permitien-
do estimar el tiempo de convergencia y sintonizar las ganancias. Un andlisis similar
no ha sido posible para los algoritmos por MDOS.

Generalmente, muchos controladores propuestos tienen a priori una estructura fija,
lo cual restringe las posibilidad de manipular el tipo de convergencia del algoritmo
o compensar perturbaciones que pueden crecer con el estado.

El CMDT répidos, propuesto en [96], brinda mejor velocidad de convergencia a
las trayectorias del sistema en comparacién con el CMDT clésico, [63]. Un CMDT
rapidos emplea una SD terminal que contiene términos lineales responsables de una
convergencia més rdpida durante el modo deslizante. Aunque hay una mejora en la
velocidad de convergencia, esta clase de controladores posee los mismos problemas
de implementacién que un CMDT.

Recientemente, el método que se utiliza en la comunidad de CMDT es el disefio
de CMD clésico junto con una Fdes [31], [95], [92]. La Fdes se usa para reescribir, o
desingularizar, la SD terminal (rdpida), con el objetivo de obtener leyes de control no
singulares. Las dos técnicas més conocidas que emplean esta idea son el CMDTNS
y CMDTRNS. Esta tltima mejora la velocidad de convergencia usando sefiales de
control que no se hacen singulares en ningtn conjunto del espacio de estados. Hasta
ahora, este enfoque ha resultado satisfactorio para sistemas de segundo orden. Sin
embargo, para sistemas de orden arbitrario la extensién de la idea de desingularizar
la SD terminal (rdpida) ya no es obvia y el disefio del controlador parece compli-
carse conforme el orden del sistema crece, [93], [94]. Un hecho importante, es que
en el contexto exclusivo de MDOS nunca se ha tratado de mejorar la velocidad de
convergencia.

Para desarrollar una nueva clase de controladores discontinuos que garanticen
mejor velocidad de convergencia, y que ademds, aseguren convergencia en tiempo
finito, se necesita de una nueva metodologia de disefio. El Capitulo 4 mostré que
el MB junto con el empleo de Fdes permite obtener de forma recursiva leyes de
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El controlador de tiempo
fijo propuesto en [73] tiene
una estructura fija y poco
flexible.

Para lograr obtener
controladores bien
definidos en todo el espacio
de estados utilizando
CMDT, algunos métodos
alternativos se han
propuestos en [62], [91].
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Las caracteristicas del
sistema (72) se han
definido en el Capitulo 3.

control no singulares que garantizan convergencia en tiempo finito. Es razonable
tratar de utilizar esta idea para disefiar controladores discontinuos con velocidad de
convergencia mejorada.

En este trabajo se adoptan dos enfoques para obtener controladores discontinuos
con velocidad de convergencia deseada. El primero se basa en una estrategia de con-
mutacién entre dos controladores con distintos tipos de convergencia. Una adecuada
estrategia de conmutacién para el sistema controlado permite, entre otras cosas, me-
jorar la velocidad de regulacién y tiempo de convergencia cuando se compara con el
caso en que solo se usa un controlador, sin comutarlo con otros controladores, [1].

El segundo enfoque se basa en la nocién de homogeneidad en el bi-limite [2]. Dicho
enfoque garantiza estabilizacién global del origen del sistema controlado y permite
obtener una sola estructura de control con la velocidad de convergencia deseada. La
herramienta principal para el disefio del controlador son las nociones de homogenei-
dad estandar a través del empleo de aproximaciones homogéneas. En particular, la
nocién de homogeneidad en el 0-limite cuando las trayectorias de estado estan cerca
del origen y la nocién de homogeneidad en el co-limite cuando las trayectorias de
estado estdn lejos del origen.

5.1.1. Objetivos

El objetivo principal de este capitulo es disefiar, mediante una FLCR, controlado-
res discontinuos que mejoran la velocidad de convergencia en comparaciéon con los
controladores discontinuos presentados en el Capitulo 4. Particularmente, se abarcan
los siguientes puntos:

(01) Se utiliza el método propuesto del capitulo anterior para disefiar una ley de
control homogénea, en la cual, dependiendo del valor que tomen sus parame-
tros, se pueden asignar diferentes tipos de convergencia: racional, exponencial
y en tiempo finito. A este controlador lo denominaremos control homogéneo
generalizado (CHG) y su disefio incluye robustez antescierta clase de perturba-
ciones no acopladas.

(02) Se desarrolla un controlador hibrido que mejora la velocidad de convergencia.
En este sentido, se construye una ley de control que combina el CHG y los con-
troladores discontinuos del capitulo anterior mediante una ley de conmutacién.
El esquema asegura que el origen del sistema controlado es ETF y resulta ser
robusto ante perturbaciones acopladas.

(03) Finalmente, se construye un controlador robusto que brinda diferentes veloci-
dades de convergencia sin necesidad de usar una ley de conmutacién. La ley de
control resultante es robusta ante cierta clase de perturbaciones no acopladas
si se encuentran acotadas por cierta clase de funciones conocidas.

Estrictamente hablando, las familias de controladores propuestas ya no hacen que
el campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado sea homogéneo de algtin gra-
do. Sin embargo, las aproximaciones homogéneas de ambos controladores si hacen
homogéneo al campo vectorial del sistema en lazo cerrado. Esto permite determinar
el tipo de convergencia presente en el sistema controlado.

5.2. DISENO DE UNA CLASE DE CONTROL NO HOMOGENEO MEDIANTE FLCR

En forma similar al capitulo anterior, primero se presentan los resultados del di-
sefio de control discontinuo cuando se conoce la FLC, o la FLCR, para el sistema

x = f(t,x) + g(t,x)(u+ p(t,x)). (72)
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Hay que recordar que f(t,x) = fn(x) + Ay (t, x) y g(t, x) = gn(x)&(t,x). Las funcio-
nes p(t,x) y Ay (t,x) modelan a las perturbaciones acopladas y no acopladas. Como
para todo x, f(t,x) estd uniformemente acotada en t, A (t,x) también se encuentra
uniformemente acotada en t, Vt > 0. Para generalizar algunos resultados del capitulo
anterior, se requieren las siguientes hip6tesis

H’0 El origen x = 0 es un punto de equilibrio del sistema nominal (perturbado).

H'1: La funcién escalar £(t,x) satisface &(t,x) > 7y, siendo y > 0 una constante
conocida.

H'2: El vector A, (t,x) es desvaneciente en el origen. Si x — 0 entonces A (t,x) — 0,
Vt > 0. Por lo tanto, f(t,x) es desvaneciente en el origen.

H'3: p(t,x) pertenece a la clase de funciones W; = {p(t,x) € R : |p(t,x)] < Co +
CoolLg, V19, Co, Coo = 0}, ¥x € R™, Vt > 0, donde q € (0, 00).

H’4: El campo vectorial del sistema nominal

X = fr(x) 4 gn (X)E(t, x)u(x), (73)

y su FLC es homogénea en el bi-limite, es decir, existen dos aproximaciones
homogéneas de grado lyp € Ry 1l € R, siendo 1y < 1o, del sistema (73), y las
cuales se denotan como

2 N %0 = fon(x) + go(x)&(t, x)uo(x), 2N, ¥oo = foon (%) + oo (X)E(t, X)Uoo (X).

(74)

00

tales que las aproximaciones de su FLC Vj y V tienen grados de homogenei-
dad mo y M. El sistema 3 y Vo son homogéneas c.r. a una dilatacién, y
2 N, ¥ Veo son homogéneas c.r. a otra dilatacion.

H'5: Existe una FLCR homogénea en el bi-limite de grados mgy y mq, cuando las
perturbaciones no acopladas y acopladas estan actuando sobre el sistema.

H'6: Existen constantes positivas di, i = 1,...,n—1, tales que |A;; (t, x)

loo+1°
[Ix[lv,p © ), lo cual establece que las perturbac:lones son dommadas por funcio-

nes homogeneas en el bi-limite. Las funciones A,;(t,x) son las componentes
del vector Ay (t,x).

La hipétesis H'6 asegura que el sistema en lazo cerrado esté dominado por uno
homogéneo en el bi-limite.

5.2.1. Control discontinuo homogéneo en el bi-limite

Para disefiar una entrada de control solo se necesita contar con una FLCR. Si no
se imponen condiciones adicionales, solamente es posible asegurar que el origen del
sistema en lazo cerrado es local y AE. En este caso, la desventaja mas grande es la
imposibilidad de caracterizar el tipo de convergencia de las trayectorias del sistema.
El tipo de convergencia puede determinarse si se impone alguna condicién extra al
sistema y al controlador discontinuo. Para ello, se utiliza el concepto de aproximacién
homogénea en el O-limite y el co-limite.

Teorema 5.1 Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-limite de grados mo y Meo, Yy U =
—ko[Lg, V|® —keo[Lg, V]9, q € (0,00), la entrada de control discontinua para el sistema
nominal (73). Si fn(x) ¥ gn(x) son campos vectoriales homogéneos en el bi-limite de grados
lo ¥ leo, y si las ganancias ko y koo se eligen suficientemente grandes, entonces el origen
x = 0 es GAE. Ademds, (i) si 1y < loo < 0, el origen es ETF; (ii) si lo < 0y looc = 0, el
origen es ETFAE; (iii) si 1y < 0 < o, el origen es ETFj;

Lo+7?
di(lfxllvgp * +

Nuevamente, se hace uso
de las propiedades de
homogeneidad ponderada
presentadas en el
Capitulo 2.
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La hipétesis H'8 es
ligeramente diferente a la
condicién H'6, ya que no

estd en la forma de alguna

norma.

Teorema 5.1 muestra como disefiar un control discontinuo para el sistema en lazo
cerrado, cuando el campo vectorial de sistema (73) es dominado por uno que es ho-
mogéneo en el bi-limite y cuando se cuenta con la FLCR. El grado de homogeneidad
lo < 0 de la aproximacién en el O-limite del campo vectorial del sistema en lazo
cerrado asegura convergencia en tiempo finito.

Teorema 5.2 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-limite de grados mo y Moo, Yy U =
—ko[Lg, V|® —keo[Lg, V]9, q € (0,00). Bajo las hipétesis H’3 y H'6, si las ganancias ko
Y koo se eligen suficientemente grandes, entonces el origen x = 0 de (72) es RGAE. Ademds,
los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1 se cumplen.

El origen del sistema en lazo cerrado es GETF si las perturbaciones (acopladas y no
acopladas) estdn uniformemente acotadas por funciones conocidas y homogéneas en
el bi-limite, y que preservan los grados de homogeneidad en el bi-limite del sistema
nominal.

Para finalizar, nuevamente se restringe el andlisis al sistema X1 (40) descrito por

X{ = Xi41] +Wi(t,X), vi=1,.,n—1, (75)
Xn = b(t, x)u+wn(t,x),

siendo 1 el orden del sistema. Las incertidumbres no acopladas definen el siguiente
vector Ay (t,x) = Wi (+), ..., wn_1(-),0]T. Las hipétesis adicionales son

H'7: Las funciones b(t, x) y wm (t,x) satisfacen b(t, x) € [Km, Kml, Kpm =2 K >0,y

wn (1, %)] < Co + Coo 25219, ¥x € R™, 't > 0, con q € (0, 00).

H’8: Paratodai=1,..,n—1, existen constantes positivas p; tales que

0 0
Lo+ry Lo+ry Loo+7§° Loo+15°

0 +0 T T
Auilt, ) < pillbal T+l 0 )+ (xal T ] L

El lado derecho de la desigualdad es homogéneo en el bi-limite de grados 1y y lw,
es decir,

L0+r? lo+rg 1O+r(1) 10+rg
0 0 0 0 0 0 0
pille™xy] T+t leTing] U ) =pielot (x| T 4l )
loo+rc]’° loo+r§l’° loo+r?° loo+r?°
pille™xql T e T ) =T (gl T A kil T
(76)

Para poder construir una FLC homogénea en el bi-limite para el sistema (75) se
necesita hallar cuales son los vectores de pesos 1y y ro, correctos para que el campo
vectorial del sistema en lazo cerrado sea homogéneo en el bi-limite de grados 1y y
loo.

Considere que el sistema (75) estd perturbado tinicamente por términos acoplados,
es decir, con Ay (t,x) =0, Vt > 0.

Teorema 5.3 Considere que la hipétesis H'7 se cumple. Sea V(x) una FLCR homogénea en el
bi-limite de grados mo ¥ Mo, fon (x) de grado homogéneo 1y, foon (x) de grado homogéneo
lo, ¥ U = —Ko [%(:)JO — Koo [%(:)Jq, q € (0,00), la entrada de control discontinua.
Entonces, si Ay (t,x) =0, Vt >0,

(1) la ID asociada a Lo es homogénea de grado 1o < 0y los pesos 1¢ i cumplen (n+1—
)l + To4i = o,vi=1,..,n.

(IT) INoo €5 homogéneo de grado 1o, arbitrario y los pesos To 1 cumplen (M +1—1)lg +
Too,i = Moo, Vi=1,.., 1.



5.2 DISENO DE UNA CLASE DE CONTROL NO HOMOGENEO MEDIANTE FLCR

(111) Si las ganancias Ko y Ko se eligen suficientemente grandes, el origen x = 0 de (75) es
RGAE. Ademds, se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

Las aproximaciones homogéneas en el O-limite y en el co-limite tienen distinto
grado de homogeneidad c.r. a diferentes vectores de peso. El término discontinuo es
el responsable de la estabilizaciéon robusta y en tiempo finito ante perturbaciones no
desvanecientes.

Teorema 5 4 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-limite de grados mg y Meo, Yy U =
—ko [ JO Oo[agfx( )j , q € (0,00), la entrada de control discontinua. Bajo las hi-
potesis H 7 y H'8, si las ganancias ko y koo se eligen suficientemente grandes, entonces el
origen x = 0 de (75) es RGAE. Ademds, solo se cumplen los puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

5.2.2.  Control continuo homogéneo en el bi-limite

Teorema 5.5 Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-limite de grados mo ¥y Moo, ¥y U =
—ko[Lg, V]P —keo[Lg, V]9, conp € (0,00), q € (0,00), y p < q, la entrada de control
para el sistema nominal (73). Si los grados de homogeneidad en el bi-limite de fr (x) ¥ gn(x)
satisfacen 1o = lor = log + (Mo + log)P ¥ loo = loof = loog + (Moo + leog)d, ¥ si las
ganancias ko y koo se eligen suficientemente grandes, entonces el origen x = 0 de (73) es
GAE.

En ausencia de perturbaciones, todo sistema que cumpla las hipétesis del Teorema
anterior es estabilizable globalmente por un controlador continuo homogéneo en el
bi-limite. Para el caso perturbado, hay que cambiar la hipétesis H'3 por la siguiente

La aproximacién
homogénea en el O-limite
de la parte discontinua de
la ley de control
inicamente puede ser de
grado 1o < 0.

Si se permite que p = O,
se recupera el resultado del

H”3: p(t,x) pertenece a la clase de funciones W, ={p(t,x) € R : |p(t,x)| < Co|Lg, V[P + Teorema s.1.

CoolLg, VI9,Cp, Coo = 0}s, conp € (0,00), g € (0,00), y p < q.

Teorema 5.6 Considere que H”3 y H'6 se cumplen. Sea V(x) una FLCR homogénea en el
bi-limite de grados mo y Moo, Yy U = —ko[Lg, V|P —ko[Lg, V]9, p € (0,00), q € (0, 00),
y P < q, la entrada de control. Si los grados de homogeneidad en el bi-limite de fr(x) y
gn (x) satisfacen Teorema 5.5 y si las ganancias Ko y Ko e eligen suficientemente grandes,
entonces el origen x = 0 de (72) es RGAE.

Para establecer los resultados para el sistema (75), hay que cambiar ligeramente la
hipétesis H'7,

H"”7: Las funciones b(t,x) y wm (t,x) satisfacen b(t,x) € [Kim,Kml, Km = Ky >0,
y |Wm(tlx')| < CO“—gnv'p + COO|Lgnv|qr CO/ COO P OI JoS (O/ OO)/ q € (OIOO)I
vx € R™, Vt > 0. Los pardmetros p y q cumplen p < q.

Teorema 5.7 Considere que H7 se cumple. Sea V(x) una FLC homogénea en el bi-limite
de grados My ¥ Mo, Ton (X) de grado homogéneo 1y, foon (x) de grado homogéneo 1o, y
u= fko[as/x(:”p —koo[ag/( )J ,p € (0,00),qe (0,00) yp < q, laentrada de control
continua. Entonces, cuando Au(t x)=0,Vt=>0,

(1) ZNo es homogéneo de grado 1y arbitrario y los pesos 1o 1 cumplen (n+1—1)lg+101 =
mop, Vi=1,..,n

(1) XNoo s homogéneo de grado o arbitrario y los pesos T i cumplen (n+1—1)lo +
Tooi = Meq, Vi=1,..,1n

(111) Silas ganancias Ko Y keo se eligen suficientemente grandes, el origen x = 0 de (75) es
RGAE.

En el caso de que existan perturbaciones no acopladas se cuenta con el siguiente
resultado.
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Los puntos (i)-(iii) del
Teorema 5.1 se cumplen
para el controlador
continuo si 1o < 0.

El modelo exacto de las
perturbaciones no se
requiere, es suficiente con
conocer solamente una
cota de las mismas.

Si la Suposicion 5.1 se
satisface localmente,
entonces, solo puede

garantizarse estabilidad
local.

Teorema 5.8 Sea V(x) una FLCR homogénea en el bi-limite de grados mgy y Moo, Yy U =
—ko [%(:)Jp — koo[ag;(:)Jq, p € [0,00),q € [0,00) y p < q, la entrada de control. Bajo
las hipétesis H”7 y H'8, si las ganancias Ko Y koo se eligen suficientemente grandes, entonces
el origen x = 0 de (75) es RGAE.

Nuevamente, el disefio de controladores discontinuos no homogéneos se reduce
a hallar una FLCR apropiada. En las siguientes secciones se aborda al problema de
disefiar leyes de control discontinuas para mejorar la velocidad de convergencia del
sistema no lineal Xt utilizando una FLCR (véase Subseccion 5.3.1).

5.3. CONTROLADOR HOMOGENEO GENERALIZADO (CHG)

En esta seccién se propone un controlador homogéneo que permite obtener di-
ferentes tipos de convergencia eligiendo correctamente el valor de sus parametros.
. Z-p %B N
Para ello, se define la Fdes como o3 = [xi| *i +k;" [o3_1] = ,con 0] = X1,
o« = (i-2p—(i—3), & = B¢, By = (1—2)g+(3—1), Vi = 1,..,n, y donde

pelo,)yqelp?2).

Considere el sistema dindmico descrito por (75), donde los términos de perturba-
cién estdn uniformemente acotados por funciones conocidas en t, ¥t > 0, y satisfacen
la siguiente condicién.

Suposicion 5.1 Para cada i = 1,..,n, y alguna p € [0,1],q € [1,2), las perturbaciones

pertenecen a la clase W3 = {w; € R : lwi(t,x)| < pﬁcrdﬁci, pi = 0L

Para los resultados de esta seccién se considera que la perturbacién acoplada
wn (t,x) satisface la Suposicién 5.1. Esta condicién caracteriza a una gran variedad
de perturbaciones. Por ejemplo:

(1) para cualquier q > py p € [0, 1), las perturbaciones estan acotadas por funciones
continuas.

(11) para q € [p,1) y p € [0,1), las perturbaciones estdn acotadas por funciones
continuas que no escapan a infinito en tiempo finito .

(111) para q € [1,2) y p € [0,1), las perturbaciones estdn acotadas por funciones
continuas que escapan a infinito en tiempo finito .

(1v) para q = p = (n—2)/(n—1), las cotas de wi(t,x), i = 1,..,n—1, son fun-
ciones continuas, pero la perturbacién acoplada wy (t,x) estd acotada por una
constante positiva.

(v) parap € [0,1) y q = 1, las cotas de w;i(t,x), i = 1,..,n—1, son funciones
continuas que crecen similar a una funcién lineal.

Bajo la Suposicién 5.1, es posible disefar la siguiente clase de controladores por
retroalimentacién de estado con tipo de convergencia garantizada para el sistema

(75)-

Teorema 5.9 Considere que la Suposicion 5.1 se cumple globalmente, con p € [0,1), si
n=1ype [2—:%, 1), sin > 2. Elija la ley de control homogénea

oan Bl

u=—kn[on|ZP Bn . (77)

Entonces, existen ganancias K1, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen es x = 0
del sistema (75) en lazo cerrado es RGAE. Ademds, las siguientes afirmaciones son ciertas: (i)
siq € (1,2), el origen es RE; (ii) si q = 1, el origen es EE; (iii) si q € [p, 1), el origen es
ETE.
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Comentario 5.1 Las ganancias se pueden obtener de forma explicita hasta orden dos. Para
n=1,elija Kmky > py. Paran =2, elijak; =k; —p1 >0,y

2 p 2270
2—p 2.227P
Kmkz > 5=4 27—
1 2(1-p) 1-p (78)
275 [,9=P_2 2% 93P | p11iqop 27 Pp R g 2p
24+q—p 071k kg 2 "24+9—p 05k kq 1 2

donde las constantes 021 y 022 cumplen 037 + 072 = 1.

El CHG garantiza diferentes tipos de convergencia del sistema en lazo cerrado
dependiendo del valor que tome el pardmetro q c.r. al parametro p € [0, 1). El campo
vectorial del sistema en lazo cerrado con el controlador (77) es homogéneo de grado
l=q—1, cr. ala dilatacién

Alx = (e2= 9%, e'xa, €dx3, ..., ePnx,), Ve > 0. (79)

Para diferentes valores de g, el campo vectorial es homogéneo de algtin grado. Esta
importante particularidad es interesante, debido a que de la misma estructura de
control es posible recuperar, controladores discontinuos, continuos, exponenciales y
racionales, todos homogéneos. Generalmente, solo es posible disefiar una ley de con-
trol tal que el sistema en lazo cerrado tiene cierto grado de homogeneidad positivo
o negativo. Recuerde que para grados de homogeneidad positivos, las trayectorias
del sistema convergen asintdticamente al origen pero ademds, cualquier vecindad
del origen es ATFj. Para grados de homogeneidad negativos, existe convergencia en
tiempo finito.

Las ganancias k1, ..., kn, se disefian suficientemente grandes en el orden del indice,
es decir, k1 < k2 < ... € kn. En seguida, se presentan algunos controladores para
n <4,

(1) v1 =—ki[x1) 79, k1 > 0,¥q € 0,2);

2
(2) va = —ka[02)T7, 0p = [x2)2P +k7P )74, pelo), y Vq € (p,2);

_p_2q-1 2-p =@ q
(3) vz =—k3f[o3]ZP 9 ,03=[x3] P +k," [o2]P,pell/2,1),yVqe€(p2);
(4) va = —kafog) F5 3, 0 = Pea) T 4137 03 TN y p € [2/3,1) Vg €
(p,2).

Diferentes leyes de control derivan del Teorema 5.9. Por supuesto, una vez que la
ley de control se haya eligido, el sistema (75) es robusto ante cierta clase de pertur-
baciones acopladas y no acopladas. Cabe resaltar que, ningtin controlador reportado
en la literatura tiene la flexibilidad de recuperar tantos controladores homogéneos
de la misma estructura de control.

Controlador discontinuo homogéneo con convergencia en tiempo finito. Los con-
troladores discontinuos del Teorema 4.11, introducidos en el capitulo anterior, se ob-
tienen fijando q = p = E—Z% Estos controladores rechazan perturbaciones acopladas
no desvanecientes.

Controlador continuo homogéneo con convergencia en tiempo finito. Del CHG
se recupera un clase importante de controladores con convergencia en tiempo finito
si uno selecciona los pardmetros q € [p,1) yp € [0,1),sin=1,6p € [2_2 1),
Vn > 2. Estos controladores no son robustos ante perturbaciones acopladas no des-
vanecientes.

Controlador homogéneo con convergencia exponencial. Eligiendo los parametros
q =p =1, se recupera el bien conocido controlador por retroalimentacién de estados
lineal. Sin embargo, existe otro controlador que no tiene estructura lineal y que es
capaz de garantizar convergencia exponencial. Considere que q =1y p € (5 ],1),

El Teorema 5.9 solamente
da condiciones de
suficiencia sobre las
ganancias.
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Fijandop =1y q > 1,
se recupera una clase de
controladores racionales.

Esta clase de controladores
se utilizan para disefiar

una SD en el Capitulo 7.

La desigualdad (82)
caracteriza el tipo de
convergencia de las
trayectorias del sistema en
lazo cerrado.

2p LB L)
entonces, oy = [xi] % +k;"4[oi_1] % ,donde o1 =x7y ¢y = (i—2)p—(i—3),
vi=1,..,n

Corolario 5.1 Considere que la Suposicion que 5.1 se cumple globalmente, con q = 1y

pE [2—:%, 1). Elija la ley de control homogénea

Uexp = —kn[on| 27 . (80)

Entonces, existen ganancias k1, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del
sistema (75) es robusto y EE.

Comentario 5.2 Para n = 1, seleccione Kinky > p1. Para n = 2, seleccione kq = k1 —
p1 >0,y Kinky se obtiene de (78) con q = 1.

Algunos controladores derivados del Corolario 5.1 son:

@ vy =—ki[xi]  @vz=—ka[02]77,05 = 2|2 P+ K3 Pxg 2P, p e [0,1),

i 2-p 2-p 1
(3) v3 =—Kk3 |—0—3J 2,03 = |—X3J P +k2p |—0-2J P,pE []/2/1)r
2p—1 2-p  FP P
@ vg =—kaf[o4] 277,04 = [x4] 27T + k3" [o3] 2 T,p € [2/3,1).

Controlador con la propiedad de atractividad en tiempo fijo. Los controladores
con la propiedad de atractividad en tiempo fijo se obtiene cuando los pardmetros se
eligencomoq>1ype(0,1),sin=1,0p¢€ [:—:%,1),%1 > 2.

5.3.1. La FLCR del sistema

A continuacién se presenta la FLCR que permite obtener el controlador (77). La
Proposicién 5.1 establece cual es la forma explicita la FLCR que demuestra la estabi-
lidad y robustez del sistema en lazo cerrado con el controlador propuesto.

Proposicién 5.1 La funcién continua y diferenciable

3-p dn dn %n-1 3p 3-p Xn—1]
o =P T Cn— d — Cn—
Vh = 73:11, Ixnlon +k™, N e e 3jpk1{x31 lon 1]z on St
In—1 Cn71 3=
+5T1—1 Vniq 7 6T1—] = kaﬁ:]/

(81)
3—p
con' Vi = %bﬂ |2=a, es una FLCR global para el sistema (75).

El estado virtual oy, la ley de control u, la FLCR V;, y su derivada V,,, son homo-
géneas c.r. a la dilatacién (79), es decir, on (ALx) = ePro(x), u(Agx) = ePrriy(x),

Vn(ALx) = G%B“Vn(x), Vn(ALx) = e%\'/n(x), donde @, = (2n—3)q— (2(n—
3) +p). El tipo de convergencia de las trayectorias queda caracterizada por dicha
FLCR.

Proposicion 5.2 Elija la ley de control (77). Entonces, la derivada c.r. al tiempo Vy, de la
FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema (75) satisface la desigualdad diferencial

Va < 7Kan(137p)Bn (x), (82)

donde ky, es un escalar que depende de las ganancias (kq, ..., kn ) y de las constantes (p1, ..., pn ).

, o - 3-p 4 e
Comentario 5.3 Cuando n = 1, la derivada V7 satisface V1 < —(2%%)3*19 anVvyo

con aj; = k1 —p1. Note que ¥Vp € [0,1] q > 1, se cumple 2+3ﬂ7?7 > 1, entonces, se

concluye que el origen es RE. Por otro lado, ngi%g <1,¥p€el0,1],sip < q<1,entonces,
se concluye que el origen es ETF.
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Bésicamente, si el exponente

(1) (Sf‘)ﬁ < 1, la convergencia es en tiempo finito.
(11) Bf‘)ﬁ =1, la convergencia es exponencial.

(11) Bf"ﬁ > 1, la convergencia es racional, pero ademds, la atractividad en tiem-
po fijo es garantizada.

Con la ayuda de la FLCR se puede obtener una estimacién del tiempo de conver-
gencia.

Proposicién 5.3 Elija la ley de control (77). Entonces, Vp € [0,1)sin=1,yVp € [I‘L—j, 1)

sin > 2, cualquier trayectoria del sistema (75) iniciada con cualquier estado inicial xn (0) €
R™ converge al origen

(1) racionalmente¥q € (1,2), y el tiempo de convergencia T(xn (0)) de cualquier trayectoria,
con xn (0) € B, a una vecindad B, satisface

(q—1)an _(g—N)an
Tixn(0)) < (E5Pa [~ B595R — v T8y (0)) (83)
Ademds, el tiempo de convergencia estd acotado por una constante de tiempo fijo
(9=T)on
__(B=P)Bn ..—3= .

= @ o™ 70 (54
(11) exponencialmente para q = 1;
(111) en tiempo finito ¥q € [p, 1), y el tiempo de convergencia satisface

5 (1-q)on
T(xn(0) € g2ghanas V' 7P (en (0)). (85)

= “*q)“nKn

5.3.2. Mejoramiento de la robustez del CHG

En general, el controlador (77) es continuo cuando el pardmetro q € (p,1), por
lo que el sistema en lazo cerrado no es robusto ante perturbaciones acopladas que
no desvanecen en el origen. Para resolver este problema se hace uso de la técnica
conocida como redisefio de Lyapunov. Dicha técnica permite mejorar la robustez del
sistema en lazo cerrado en presencia de perturbaciones acopladas y acotadas.
Suposicién 5.2 La perturbacién acoplada satisface wn (t,x)| < C+ pnIGnI%C", con
C,pn 20.

Observe que la perturbacién acoplada puede crecer en funcién del estado, pero
ademads, la perturbacién no necesariamente desvanece en el origen.

Teorema 5.10 Considere que las Suposiciones 5.1 y 5.2 se cumplen. Elija la ley de control

oan Brnt1
up, = _kd [(YnJO —kn [GnJ 2=p PBn (86)

donde los pardmetros q y q se eligen como en el Teorema 5.9. Enfonces, existen ganancias
K1, ..., kn, suficientemente grandes y kq > pm, tales que el origen del sistema (75) es RGAE.

El resultado anterior es valido para el caso en donde solo aparezcan perturbaciones
acopladas. Observe que se ha introducido un término discontinuo a la ley de control
para mejorar sus propiedades de robustez ante perturbaciones acopladas y que no
necesariamente se desvanecen en el origen del sistema.

El campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado con la ley de control (86) ya
no es homogéneo. Sin embargo, el pardmetro 1, = q — 1 sigue determinando el tipo
de convergencia y por lo tanto,

Cuando hay atractividad
en tiempo fijo, el tiempo de
convergencia de cualquier
trayectoria a una vecindad
del origen estd
uniformemente acotada por
un constante.

Para mds detalles sobre el
redisefio de Lyapunov, el
lector puede consultar
[46].

Las observaciones hechas
para la Suposicion 5.1, son
validas para la parte de la
cota de la perturbacion que
depende de los estados.
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Recuerde que tales
controladores garantizan
convergencia en tiempo
finito al origen.

La idea para realizar la
conmutacion ha sido
tomada de Adamy and

Flemming [1].

(1) si los pardmetros se seleccionan como q € [p,1), las trayectorias llegaran en
tiempo finito;

(11) siel pardmetro q =1, las trayectorias llegardn exponencialmente al origen,

(111) siel parametro q € (1,2), las trayectorias llegardn en tiempo fijo a una vecindad
del origen.

La funcién (81) es una FLCR, por lo tanto, se puede utilizar para estudiar la esta-
bilidad en el caso con perturbaciones acopladas.

5.4. VELOCIDAD DE CONVERGENCIA MEJORADA: CONTROL HIiBRIDO

El CHG puede combinarse a través de un algoritmo hibrido de control con el ob-
jetivo de mejorar la velocidad de convergencia de los controladores discontinuos del
Capitulo 4. La idea bésica es combinar dichos controladores discontinuos con conver-
gencia en tiempo finito con los controladores racionales o exponenciales. Basicamen-
te, se busca combinar dos controladores que tienen distintos tipos de convergencia.
Desafortunadamente, el disefio solo funciona para el caso con perturbaciones acopla-
das, es decir, cuando Ay, (t,x) =0, Vt > 0. En este caso, el sistema (75) queda descrito

por

Xi = Xit1, Vi=1,..,n—1,
'1 i+1 (87)
Xn = b(t, x)u+wn(t,x),

donde la perturbacién se considera solamente acotada, es decir, [wn (t,x)| < pm. Por
propésitos de claridad, se redefine la funcién Vi, (x) como Vy 1, (x). El subindice 15,
representa el grado de homogeneidad del sistema retroalimentado por el CHG. Si
el parametro 1, = 0, la funcién V;, o representa la FLCR para el sistema cuando se
requiere estabilidad exponencial. Para el caso en que 1, € [~1,0), la funcién Vy,y,
define la FLCR del sistema cuando se necesita estabilidad en tiempo finito. Particu-
larmente, para el caso cuando p = q = (n—1)/(n —2), la FLCR sirve para disefiar
controladores discontinuos y para diferenciarla de las demds funciones se denotard
por Vn 4(x). Tomando en cuenta lo anterior, se define la ley de conmutacion entre
dos controladores con diferente tipo de convergencia como

uy, si Vn,d(X)>A,

u=9d(ug,u,,A) = { (88)

donde uq4 es el controlador homogéneo discontinuo (4.11) y uy, es el controlador
descrito por (86). La superficie donde conmutan los controladores estd determinada
por A. Como la ley de control w, garantiza convergencia robusta al origen ante
perturbaciones acopladas, las trayectorias cruzaran el conjunto de nivel V;, 4(x) = A.
En ese instante, el control discontinuo entra en accién y como Vy q(x) < A es un
regién invariante positiva y atractiva para el sistema con control g (\'/n,d < 0),
cualquier trayectoria en esta regién converge al origen en tiempo finito.

La ley de conmutacién (88) permite mejorar, en general, la velocidad de convergen-
cia de los controladores discontinuos presentados en el Capitulo 4. Como ejemplos
ilustrativos se presentan dos casos de interés.

Controlador discontinuo con convergencia rapida. El siguiente controlador ase-
gura convergencia exponencial a una vecindad del origen, y una vez dentro de dicha
vecindad, las trayectorias convergen al origen en tiempo finito.

Proposicién 5.4 Sea el orden del sistema n > 2y A > 0. Considere que el pardmetro
1y = 0, es decir, el pardmetro q del controlador (86) es igual a 1. Entonces, el controlador
u = d(ug,uy,, A) estabiliza el sistema (87) en tiempo finito globalmente.
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A pesar de que el controlador 14 asegura convergencia al origen en tiempo acota-
do cuando V;, 4(x) < A, la convergencia del controlador uy,—¢ a una vecindad del
origen es en tiempo no acotado si la condicién inicial no inicia en un conjunto com-
pacto. Por lo tanto, cuando se utiliza esta ley de control, el tiempo de convergencia
crece cuando las condiciones iniciales en el sistema se incrementan. Un controlador
de tiempo fijo puede compensar esta desventaja.

Controlador de tiempo fijo. La propiedad de atractividad en tiempo fijo en el

controlador (86) se obtiene al seleccionar q € (1,2) y p € [“—_2 1). Por simplicidad,
2— 2—p

se toma p = 2=, por lo que, oy = [x) = + k™ [or_] % !

ap=({1-2)p—(i—-3),Vi=2,..,n

,donde 01 =x1y

Proposicién 5.5 Sea el orden del sisteman > 2y B > 0. Considere que el pardmetro1; > 1,
es decir, que el pardmetro q del controlador (86) cumple q € (1,2). Entonces, la ley de control
u = d(ug,w,, B) estabiliza el sistema (87) en tiempo fijo.

5.5. NUEVA CLASE DE CONTROLADORES DISCONTINUOS

Para mejorar la velocidad de convergencia del sistema (75) sin tener que usar un
control hibrido, se necesita de una nueva clase controladores discontinuos que garan-
ticen que el sistema en lazo cerrado tenga las propiedades deseadas con una misma
estructura de control.

5.5.1. La FLCR del sistema

2-p 2—p

"" g
o +ki i O(i—1)ur O'iuzuo'i—i—Tl[o‘iJ STt gy = HX] +

nfxi) =4,y o = (=2)p—(1—3), ¢ = G, B = (1-2)q+(3—1), vi=1,..,n. (75).
Los pardmetros | y 11 son, en general, constantes positivas. Para generar la nueva ley
de control se utiliza la siguiente FLCR para el sistema.

Defina la Fdes o; = [x; |

Proposicién 5.6 La funcion continua y diferenciable

d p
Vih = 3 |Xn‘ an +k““ |—0-(n71)uJ PXn + 32 ‘pk ‘Xn]|0' n—1) u| - (89)
(XE ]Cn 1 b 9
+on_1(WVn_1 +nV, 25 ), dn—1 =k,
con w,m = 0, es una FLCR global para el sistema (75).

En el sentido estricto, la FLCR (89) ya no es homogénea. Sin embargo, tiene propie-
dades de homogeneidad en el bi-limite. De hecho, esta funcién es una generalizaciéon
de la FLCR (45) y la (81), las cuales son homogéneas c.r. a diferentes dilataciones. Por
un lado, la FLCR (45) se recupera si p = 1 y 1 = 0, mientras que la FLCR (81) se
obtiene al fijar u=0ymn=1.

5.5.2.  Caso con perturbaciones acopladas

Primero, se presenta el caso en que solamente existen perturbaciones acopladas en
el sistema (75) (cuando w;(t,x) =0, Vi =1,..,n—1, ¥t > 0). No solo se mejora la
velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema, sino también, la robustez
ante una clase mas amplia de perturbaciones.

L2)ywmn >
acoplada pertenece a la clase W = {wn (t,x) € R : jwn (t,x)| < pnpu+ pnunlcrnlﬁcn
0}, Vt > 0.

Suposicion 5.3 Sea n > 2. Para algunas p € [0,1],q € 0, la perturbacicn

Cuando la constante 1 = 0, el término acoplado se encuentra acotado por una
constante y puede que no desvanezca en el origen. Cuando n > 0, la perturbaciéon
acoplada se encuentra acotada por un funcién que puede crecer con el estado pero
que no necesariamente desvanece en el origen. De hecho,

Eligiendo el pardmetro q
como en la Proposicion 5.5,
el tiempo de convergencia
a cualquier vecindad del
origen se garantiza en
tiempo fijo sin importar
que tan grande haya sido
el estado inicial de la
trayectoria.

P Pnu 2

Unicamente en el caso

n =0, el CMDOS
propuestos en [56] puede
emplearse.
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Esto se verd con mayor
detalle en la
Subseccion 5.5.5.

La ley de control (90)
posee una caracteristica
interesante. De la misma
estructura de control, es
posible recobrar
controladores homogéneos
y homogéneos en el
bi-limite.

Las condiciones sobre las
ganancias son
relativamente
conservadoras.

Una vez que la ley de
control es elegida, el
sisterma (75) es robusto a
cierta clase de
perturbaciones acopladas.

(1) para q € [p,1] y p € [0,1), las perturbaciones estan acotadas por funciones que
no escapan a infinito en tiempo finito .

(11) para q € (1,2) y p € [0,1), las perturbaciones estdn acotadas por funciones que
escapan a infinito en tiempo finito .

Teorema 5.11 Considere que la Suposicién 5.3 se cumple con p = T’t—’%, y q € (p,2). Elija

el controlador discontinuo

U= —knpt[on]® —knunf[on |2 P, ¥n > 2. (90)

Entonces, existen ganancias X1, ...,kn, y kny suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es robusto y globalmente ETF.

Comentario 5.4 Para el caso n = 2, las ganancias se obtienen de forma explicita.

Si la Suposicién 5.3 se satisface locamente, el Teorema 5.11 solo asegura estabilidad
local y en tiempo finito. El campo vectorial asociado al sistema en lazo cerrado con
el controlador (90) ya no es homogéneo. Sin embargo, dependiendo del valor que
adquiera el pardmetro q c.r. a p € [0, 1), distintas tipos de convergencia se presentan
en el sistema en lazo cerrado. La aproximacién homogénea del campo vectorial cerca
del origen tiene grado de homogeneidad 1o = p — 1 y la aproximacién homogénea
del campo vectorial lejos del origen tiene grado de homogeneidad l, = q — 1. En-
tonces, para distintos valores de p y q del controlador, el sistema en lazo cerrado es
homogéneo en el bi-limite y garantiza mayor velocidad de convergencia y rechazo
a una clase de perturbaciones mds amplia que solamente sus puras aproximaciones
homogéneas.

Las ganancias ki, ..., kn, se disefian suficientemente grandes de tal manera que
kn > ... > k2 > k1 > 0. Las ganancias no se han fijado a priori y pueden calcularse
mediante la FLCR. Enseguida, se listan algunos controladores para n < 4,

9 _ 2-p
(2) v2 = —ka(u[02]0+1[02]77), 02 = [x2]2 P + K7 P01y, 010 = wxg +1[x1 ) 274,
Vp=0,9¢lp2);

P 2q-1 2-p 2=p
(3) v3 = —k3(pfo3)+nfo3|ZP @ ), 03 = [x3] P +k," 02y, 02y = Hoz +
q
nfo2]?, ¥p=1/2,q9 € [p,2);
2p—13q—2 2-p R
(4) V4 = —ka(u[oa]® +noa] 277 267T), 04 = [x4 |27 + k37 03y, 03, = po3 +

2q—1
nfo3 |7 @ ,¥p=2/3,q€lp,2).

Controladores homogéneos. Eligiendo los pardametros u = 0 y = 1, se obtiene
el CHG. Por lo que, todos los controladores de la Seccién anterior se recuperan. A
continuacion, se enuncian algunas leyes de control no homogéneas derivadas del
Teorema 5.11.

Controlador discontinuo con decaimiento exponencial. Para obtener este contro-
lador solo hay que fijar el pardmetro q = 1. Con esta eleccién de los parametros se tie-

2—p 2-p xq 9
o ‘Xi _ oG . ot
ne que oy = [x{| *i +k;"4 0(i_1)w Oiu = MOy +1[0¢] “4T, 07 = pxq +1[x1] T,

donde oy = (i—2)p—(i—3),Vi=2,..,n.
Corolario 5.2 Considere que n > 2 y que la Suposicién 5.3 se cumple con p = 2—:% y
q = 1. Elija el controlador

xXn

2-p Zp oan_
U= —Kknuf[[xn]on +k™ 0i-1]% —knunfon]Z7. (91)

Entonces, existen ganancias X1, ..., kn, Yy knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es ETFdE.
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Controlador discontinuo de tiempo fijo. Si se elige el pardmetro q € (1,2), se
obtienen los controladores discontinuos de tiempo fijo.

Corolario 5.3 Considere que n > 2 y que la Suposicién 5.3 se cumple con p = 2—:% y

q € (1,2). Elija el controlador

2p 2P 0 .
u=—knp[[xn] o + k. oi—1]° —knun[on]Z P (92)

Entonces, existen ganancias K1, ...,Kn, Y knv suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es ETE].

5.5.3. Caso con perturbaciones no acopladas

La familia de controladores del Teorema 5.11 puede compensar cierta clase de
perturbaciones no acopladas wj (t, x).

Suposicion 5.4 Sea n > 2. Para algunas p € [0,1],q € [1,2), y w,m = O, las pertur-
baciones no acopladas pertenecen a la clase W4 = {wy(t,x) € R : lwi(t,x)| < pilpoi +

_X g %Ki
nfo] %+t U2 i = 0L coni=1,..,n—1.
Cabe destacar que

(1) la clase de perturbaciones de la Suposicién 5.1 estd contenida en la Suposicion
5.4, solo hay que hacer p = 0;

(11) cuando q = 1, la perturbaciones crecen como un funcién lineal lejos del origen;

(111) cuando q € (1,2), las perturbaciones pueden crecer tan rdpido, que pueden
hacer que las trayectorias del sistema escapen a infinito en tiempo finito;

(1v) las perturbaciones no solo son grandes lejos del origen, también son més gran-
des que una perturbacion lineal cerca del origen.

Bajo la Suposicién 5.4 existe una clase de controladores que es capaz de mejorar la
velocidad de convergencia de las trayectorias del sistema en lazo cerrado en presencia
de perturbaciones cuyas cotas son funciones homogéneas en el bi-limite.

Teorema 5.12 Considere que n > 2, y que las Suposiciones 5.4 y 5.3 se cumplen con
p= 2—:% Yy q € [p,2). Elija el controlador discontinuo (90). Entonces, existen ganancias
K1,..., kn, ¥ knu suficientemente grandes tales que el origen x = 0 del sistema (75) es
RGAE. Ademds, las siguientes afirmaciones son ciertas: (i) si q € [p,1), el origen ess ETF;
(ii) si q =1, el origen es ETFAE; (iii) si q € (1,2), el origen es ETF].

Una consecuencia directa del Teorema 5.12 es que la estabilizacion global en tiem-
po finito de un sistema en la forma de retroalimentacién estricta

7:‘1 =Xi41 +filx1,.0x1), 1<i<m, ©93)
Xn =u+fn(x1,...,xn),

de una sola entrada puede lograse a través de una retroalimentacion de los estados
discontinua.

Corolario 5.4 Considere el sistema (93), donde para cada i, f; : R = R es una funcién de
clase C° con £i(0,...,0) = 0, Vi = 1,...,n. Entonces, (93) se puede estabilizar localmente en
tiempo finito a través de la ley de control discontinua (90).

Para que el resultado sea global, las funciones f; deben satisfacer ciertas cotas. Para
nuestro caso, la estabilizacién global se logra si las Suposiciones 5.3 y 5.4 se cumplen
globalmente.

La FLC permite caracterizar el tipo de convergencia de las trayectorias del sistema
en lazo cerrado.

La Suposicion 5.4
caracteriza un variedad de
perturbaciones aiin mds
grande que las descritas en
la Suposicion 5.1.
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Cabe remarcar que las
extensiones que se
presentan no son posibles

sin el uso de una FLCR.

En ausencia de
perturbaciones no
acopladas, el Teorema 5.13
sigue siendo vdlido.

Proposicién 5.7 Elija el controlador discontinuo (9o). Entonces, la derivada c.r. al tiempo
de la FLCR a lo largo de las trayectorias satisface la desigualdad diferencial

2 _®n_
Vi < —kn (BVi P (x) + Vi P (), (94)

donde kv, es un pardmetro que depende de las ganancias (K1, ..., kn, knu) v de las constantes
(P1, s Py PrL)-

De la desigualdad diferencial (94) se puede obtener una estimacién del tiempo de
convergencia.

Proposicién 5.8 Seleccione la ley de control (90). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(75) iniciada con algiin estado inicial xn(0) € R™ converge al origen en un tiempo finito
menor a

(I—q)an
3-p 2 (3=p)Bn_ /G pIBn -
T(xn(0) < T (Pq)«an“QZn oD et
T In(1 4+ 2V P (xa(0)) si q=1,
(95)

__3p P (3-p)p.
T = e P T e Danem” © PP (96)

donde v > 0 es una constante positiva.

5.5.4. Extensiones y observaciones importantes

A continuacién se presentan dos extensiones de los resultados presentados en
secciones anteriores. Primero, se presenta un resultado que es consecuencia directa
de la Proposicion 5.6.

Xn41
Teorema 5.13 Considere que la Suposicion 5.4 se cumple y que wn (t,x)| < pnplon] 5 +

Pnunlon|ZP Cn n—2 4

n—1’

,eonpel0,1)sin=1,yconp €| ), sin > 2. Elija el controlador

%n+1 o
n+ n Cn

u=—Kknplon| 2P —knunfon]Z—?r (97)

Entonces, existen ganancias k1, ..., Kn, Yy knu suficientemente grandes tales que el origen
x = 0 del sistema (75) es RGAE. Ademds, las siguientes afirmaciones se cumplen: (i) si
q € [p, 1), el origen es ETF; (ii) si q = 1, el origen es ETFAE; (iii) si q € (1,2), el origen es
ETFj.

El resultado anterior contiene a la clase de controladores discontinuos presentados
en el Teorema 5.12, y ademds, también posee una clase de controladores continuos
homogéneos en el bi-limite cuando p € (2—:%, 1). Enseguida se presentan unos cuan-
tos controladores, derivados del resultado previo

1

(1) v1 = —ki (u[x1)TF +n[x1 ) 79), ¥p € [0,1), q € [p, 2);

P _ 2 2-p
(2) v2 = —ka(u[o2] 7P +nf02]77), 02 = [x2|2 P +k] Pory, 01 = pxq +1x1) 29,

vp€0,1),q€lp2);

-

2q—1 2—p 2-p

), 03 = |—X3JT +k2p 02y, O2u = HO2 +

(3) v3 = —ES(MGSJ% +n[os3) 7w
nfoz2]?,Vp €l1/2,1),q € [p,2);

3p—2 2p—13q-—2 2— 2-p
(4) va = —ka([oa] 77 +nfog) T 577, 04 = [xa | 57T 4k 034, 030 = 03+
2q—1
nfos) 7T 0, ¥p € 2/3,1),9 € [p, 2).
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Ademas, se pueden disefiar algoritmos de ganancia variable.

Teorema 5.14 Considere que la Suposicion 5.4 se cumple y que [wn (t,x)| < (pn +Z(t, x))1,
con pn = 0, y donde =(t,x) > 0, Vt > 0, es una funcion conocida. Elija la ley de control
discontinua

w=—(K(t,x) + kn)[on | — knun[on | TF o, p=12=2 n > 2. (98)

Si las ganancias K1, ..., kn, ¥ kny se eligen suficientemente grandes, y Km K(t,x) > Z(t,x),
entonces el origen x = 0 del sistema (75) es ETF.

El término continuo del controlador (98) garantiza el tipo de convergencia deseada.

Xn+1
Teorema 5.15 Considere que la Suposicion 5.4 se cumple y que [wn (t,x)| < (pnlonl 5 +
Z(t,x))y, con pm = 0, y donde =Z(t,x) > 0, Vt > 0, es una funcién conocida. Elija la ley de
control continua

w=—(K(t,x) + kn)[on] " —Kknun[on 255", (99)

Si las ganancias K1, ..., kn, ¥ kny se eligen suficientemente grandes, y Km K(t,x) > Z(t,x),
entonces el origen x = 0 del sistema (75) es ETF.

Los controladores (97) y (99) son continuos cuando p € (2—:%, 1). Obviamente, no
pueden rechazar perturbaciones no desvanecientes y acopladas como lo hace una ley

de control discontinua.

5.5.5. Controlador para sistemas de segundo orden

Un control por MDSO es eficaz para contrarrestar perturbaciones acotadas mien-
tras se preserva la convergencia en tiempo finito del sistema controlado, [58], [63], [8].
Por otro lado, estos controladores no tienen una velocidad de convergencia rdpida.

Cuando el orden del sistema es n = 2 y considerando solo perturbaciones acopla-
das, el sistema (75) queda descrito por

X1 =x32, %3 = f(t,x) + g(t, x)u, (100)

donde x = [x1,x2] € R? define el vector de estados y u € R es la entrada de control.
Generalmente, se considera que f(t,x) y g(t, x) son funciones inciertas, y que dichas
funciones se encuentran uniformemente acotadas, es decir.

[f(t,x)] < C, Km < g(t,x) < Kpm, Vx € R?, Vt >0, (101)

donde C, Ky, Kpq son constantes positivas. La funcién f(t, x) modela a las perturba-
ciones que no necesariamente desvanecen en el origen x = 0. Un control por MDSO
asegura que las trayectorias del sistema (100) convergen al origen x = 0 en tiempo
finito bajo la condicién (101). Por ejemplo, el controlador Suboptimal [8], el contro-
lador Twisting [58], el controlador con ley de convergencia prescrita [58], el CMDT
[63], [91], [96], y el CMDTNS [31], [95].

La estabilizacién en tiempo finito el sistema (100) se hace bajo la siguiente condi-
cién de crecimiento de los términos de perturbacién.

Suposicion 5.5 Existen constantes p, py, 1,n = 0, Km = Ky > 0 tales que Vx € RZ,
vt >0,

1£(t,%)] < (p+Z(t, %))+ punlozl 2, Km < g(t,x) < Kpt, (102)

2
para alguna q € (0,2), donde o2 = [x2]? Jrk%cn, o1 = px1 +M[x1]29 y Z(t,x) es una
funcién positiva conocida.

Las soluciones del sistema
(100) se entienden en el
sentido de Filippov [32].
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Cuando la Suposicion 5.5
sélo se cumple localmente,
el Teorema 5.16 sigue
siendo vidlido localmente.

Solo los controladores no
homogéneos son capaces de
mejorar la velocidad de
convergencia en ausencia
de ganancia variable.

Las formulas (105) y (104)
dan un ajuste de las
ganancias muy
conservador. Recuerde que,
la FLCR solo permite
obtener condiciones
suficientes, no necesarias,
para asegurar la
estabilidad en tiempo finito.

La condicién (102) generaliza a la condicién (101) permitiendo recuperar una gran
variedad de perturbaciones,

(1) cuando C = ppu y w(t,x) =1 = 0, la condicién (102) se reduce a la condicién
(101).

(11) cuando m > 0, las perturbaciones crecen en funcién del estado.

El siguiente controlador es capaz de estabilizar el origen del sistema (100) en tiem-
po finito.

Teorema 5.16 Considere que la Suposicion (5.5) se cumple globalmente. Elija el controlador
discontinuo

u= *(K(t,X) + kZ)H’VO_ZJO - kZuTI ’—O_ZJ E21/ qc (012)/ (103)

entonces, el origen x = 0 del sistema (100) es globalmente ETF si las ganancias se eligen tal
que

(1) KmK(t,x) > Z(t,x), koK > 2kF +p, Kmbow > 7255 (mh e I + 0wy

k1 > 0.

Cada término del controlador (103) tiene una influencia diferente sobre el sistema
en lazo cerrado. El término discontinuo es responsable de la convergencia robusta
y en tiempo finito. La ley de control es discontinua en o = 0, o, equivalentemente,
cuando s7 = x7 + kg [cnj% = 0. En este sentido, ambos s = 0 y 0, = 0 definen
la misma curva x; = —kq[0q | 7. El término continuo del controlador se encarga de
mejorar la velocidad de convergencia y de las nuevas propiedades de robustez. De
cualquier estado inicial, las trayectorias de estado del sistema en lazo cerrado el con-
trolador (103), no sélo convergen al origen en tiempo finito, sino también lo hacen
mas rapidamente y robustamente ante cierta clase de perturbaciones crecientes. Es
un rasgo distintivo, ya que ningtin control por MDSO homogéneo puede conver-
ger tan rdpido como lo hace (103). Asignando diferentes valores de los pardmetros
(n, 1, q) se obtienen algunos casos importantes:

(1) Cuandom,u> 0y q =1, se obtiene el control por MDSO rédpidov = —k[s¢2 ] 0_
k3n[s¢2] %, el cual el robusto a perturbaciones que satisfacen w(t,x)| < pu+
pun\sle%, donde s = [x;|? +k$su Y S11 = HX] +1[x1 |2. Este controlador
proporciona convergencia rapida y en tiempo finito. La ley de control tiene un
término que es discontinuo en el conjunto fxzjz + k%su = 0. De hecho, es

. . . . 1 .
discontinua en el mismo conjunto como x; +kq[s11]2 = 0. Ambos conjuntos

definen la misma curva cuando x; = —kq[s11] 7. La Figura 5 compara la SD
terminal rdpida cldsica [96] con el conjunto donde se hace discontinuo el contro-
lador (103). Hay una diferencia importante entre el controlador propuesto en
[96] y el controlador v = —koulse2 ] —kan[se2) %, y es que, en este dltimo las
sefiales de control estdn bien definidas para todo t > 0. El controlador v puede
ser sintonizado para tener un desempefio similar al controlador propuesto en
[96], al menos en una vecindad del origen.

(11) Los controladores de tiempo fijo se derivan del Teorema 5.16, con q € (1,2) y
1, > 0. La Figura 5 muestra la variedad donde el controlador es discontinuo.
Las ganancias se pueden ajustar para garantizar convergencia dentro de un
tiempo fijo preestablecido Tp,. Fijando p =n = 1, las ganancias se eligen de la
siguiente manera

e 5 2 4(kf-2595)
Kmkz = (32/3+1 +2) kg4 e Kmkaw = 753 ((324?*+2%)k$+q(

4 2
+57¢ | kKT +pPu,
4—q) 2+q> 1 u



5.5 NUEVA CLASE DE CONTROLADORES DISCONTINUOS

2 T i
(52:0,1]:0

1.5F . —— sf i
- = =-6,=0n=0.4,g=1
- 62=O,n=0.4,q=4/3

Figura 5.: La SD [xzjz + k%)q = 0, (ky = 0.5) (linea solida); la SD términal rapida clésica

(111)

sf = x2 +0.5[x7]1/2 4+ 0.125x; (linea 'x’ );1la SD 03 = [x2]2 +kfo1 =0, (q = 1)
(linea ' — —'); y 1a SD de tiempo fijo 03 =0, (q > 1) (linea ' —.").

(104)
donde
1
ke — |:(27q)1/q(4,q)1/qx(q)}q+ 2q /4
1 21747y, (2+q)k%7qz ’ (105)
_ _ 2+q
x(@) = 3q23 1235 % RS 255 28 2/3) 3 /e
- 4— 2 1 — .
(q-1)2742 30 (2/3)%F

Una vez que se eligen los pardmetros T, > 0y q € (1,2), la ganancia k; se
obtiene como el punto de interseccién de la funcién y; = kg y de la funcién
ypy = ([(2— q)”qx(q)/(zvqu)]q +2q/12+ q)k%_q])”q. Las ganancias del
controlador de tiempo fijo propuesto por Polyakov [73] (CTFP) también se di-
seflan en base a una constante de tiempo fijo, pero su estructura de control es
poco flexible y no tienen propiedades de homogeneidad en el bi-limite.

El controlador homogéneo discontinuo 1w = —k;[[x2]% + k%)qjo se obtiene
cuando p,, = 0 and K(t,x) = 0, ver Seccién 4.4.2. Si K(t,x) # 0, se obtiene la
version de ganancia variable para este algoritmo.

(1v) El controlador homogéneo uw = —k;[ 0> %, 02 = [x2]% +k?[x1]|? con conver-
g 1

gencia exponencial se obtienesipu=0yn=q=1.

(v) El controlador homogéneo u = —k;[03 | 3,0, = [x2]? +k3[x1] ﬁ, con la pro-

piedad atractividad en tiempo fijo a una bola B, se obtienesipu =0, =1y
qe(1,2).

(vi) Cuando p =0,1 >0y q € (0,1), se recuperan los controladores continuos y

homogéneos con convergencia en tiempo finito.

La FLCR permite estimar el tiempo de convergencia, lo cual no es posible para la
mayoria de los controladores por MDSO.

Corolario 5.5 Seleccione la ley de control (103). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(100), iniciada con estado inicial xy € R?, converge al origen dentro de un tiempo finito
menor a

El Apéndice F contiene el
desarollo de las formulas

(104) y (105).

83



84

ESTABILIZACION EN TIEMPO FINITO CON VELOCIDAD DE CONVERGENCIA MEJORADA

Note que hay un término
cuadrdtico que no pude ser
compensado globalmente
por un control por MDSO
tradicional (es decir, con
ganancia constante).

Para la simulacion:
a=05g=23,

p(0) = 107, 1.757) 7
y tiempo de muestreo

T = 0.001 con el método
de integracion Euler.

23 2 (VI (xo) — 15 Vg e (0,1
Tixor) < 4 =i T T=ara (V3 o) =) Ve e (01,

V3 (xq)) q=1,

w
£l
+

=

ademds, si q € (1,2), el tiempo T(xo) estd acotado por la constante de tiempo fijo
To= 2+ et 5 Ya e (1,2), (106)
donde v > 0 y « es una constante positiva que depende de k1, k2, ko, p, Pu-

Con el controlador (103), el origen del sistema (100) es globalmente ETF. Pero hasta
ahora, no se sabe si las trayectorias golpean la superficie 0 = 0.
. . .. . . k2 S o
Proposicién 5.9 Elija la ganancia variable Ky K(t, x) > ﬁ%m |2=a +=(t,x). Entonces,
las trayectorias del sistema convergen a la SD o, = 0 en tiempo finito desde cualquier punto
en el plano fase.

Para el controlador (103), solo es posible asegurar la existencia de un modo desli-
zante a través de la correcta elecciéon de la ganancia variable. Ademads, no es posible
compensar perturbaciones que crezcan mas fuertemente que un término cuadratico
en el estado x, usando solo términos crecientes que sean homogéneos en el co-limite.
Hay que usar ganancia variable para poder lograrlo. Esto se verifica facilmente de
la condicién (102). Considere que w(t,x) = 0 y que x; — 0, entonces la condicién
(102) se reduce a |f(t,x)] < pp+ punlx2|9,Vq € (0,2). Como q € (0,2), términos
cuadraticos no pueden ser compensados por la ley de control (103) si K(t,x) = 0.

Finalmente, si solo se considera que hay ganancias constantes en la ley de control y
que no acttan perturbaciones w(t,x) que crecen en funcion de estado, el conjunto de
ganancias dado en el Teorema (5.16) atin garantiza la existencia del modo deslizante,
al menos localmente.

Proposicién 5.10 Considere que w(t,x) = 0 en la Suposicion (5.5). Si la ganancia variable
K(t,x) = 0, el conjunto de ganancias dado en el Teorema 5.16 asegura que las trayectorias
del sistema siempre convergen en tiempo finito a o, = 0, al menos localmente.

Con ganancia constante, la regién de atracciéon del modo deslizante se puede hacer
arbitrariamente grande si k; y p se hacen suficientemente grandes. Lamentablemen-
te, esto tiene como consecuencia un incremento considerable del efecto de chattering.

5.5.6. Ejemplo Académico

Considere un sistema Euler-Lagrange de un grado de libertad con friccién de
Coulomb, [12], descrito por

(14 cos?(p))p — 0.5sin(2p)p? + asign(p) + gsin(p) = .

El objetivo de control es para asegurar seguimiento en tiempo finito de la trayecto-
ria pg = 0.1 cos(57tt) antes de un tiempo fijo T, = 3. Los estados p y p se consideran
medibles. Defina e; =p —pgq y e2 = p — Pa- Entonces, el sistema se puede rescribir
como

é1=e, & = u+f(p),

1
1+cos? (p)
donde f(p) = (0.5sin(2p)p? — asign(p) — gsin(p) —pa)/(1 + cos?(p)). Es més o me-
nos claro que [f(p)| < p+w(ez), con p = 35.85 y w(ez) = 0.354le5]% + 1.111]e,|. Se
comparan



5.6 RESUMEN DEL CAPITULO
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Figura 6.: Resultados de Simulacién: (a) error de seguimiento eg; (b) error de seguimiento e;;
(c) las superficies deslizantes 03, s, s; y (d) el esfuerzo de control.

1. el controlador (103) (CTFE) con 0, = [e2]? + k%(e1 + feﬂﬁ) y =1,
q=12,p=3585 pu =0, Km = 0.5, KmK(t,x) = w(q), k1 = 1.886, k» = 85.93

y kou =19.
2. el controlador reportado en [73] (CTEP),
3B1ed+2
u=*£fm(wfﬂ°+foczS+Bz[sJ3J‘/2),
donde s = e> + [[e2]? + x1er + Bifer|?]/?, F=a = % =p2 = T624 ,

max

Tmax =3y vq = p+w(q).
3. el CMDTRNS, propuesto en [92],

1[1

u= " Kn Bnyz

fe2]27Y2(T+ anyiler 1= 1) — Ky [s1]° — Kasyl,

con sy = ey +anfer |V +Bnle2]¥2, 1 < v2 < 2,v1 > v2, Ky =w(q)+p,
Ko =8, ot = 0.91, B = 0.2813, y2 = 1.98 y 7 = 3.

Las superficies deslizantes se disefiaron para tener casi el mismo desempefio. Por
lo tanto, el comportamiento dindmico es bastante similar. El error de seguimiento
se representa en la Figura 6.(a) y la Figura 6.(b). Cualquiera de estos controladores
logra que las trayectorias de estado hagan seguimiento de la referencia deseada en
tiempo fijo, aunque la propiedad de tiempo fijo no estd formalmente probada para
el sistema en lazo cerrado con el CMDTRNS. Experimentos de simulacién muestran
que el disefio de la constante de tiempo fijo propuesto en [73] es conservador, por lo
que el esfuerzo de control es mas grande que el utilizado por el CTFE, Figura 6.(d).
Ademas, el CMDTRNS requiere mds esfuerzo de control que los demads, véase la
Figura 6.(d).

5.6. RESUMEN DEL CAPITULO

Es posible mejorar la velocidad de convergencia de los controladores presentados
en el capitulo anterior. Unicamente se ha mejorado la velocidad de convergencia de

Las ganancias del CTFE
fueron ajustadas por
simulacién y usando el
Teorema 5.16.

La superficie no lineal o
tiene la misma estructura
que la supetficie sy. Sin
embargo, o2 no se
recupera a partir de sn1,
porque para eso, hay que
fijar y2 =2yv1 =2.
El valor de -y ; no satisface
las condiciones dadas para
Snl, [92]
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uno de los controladores usando dos enfoques ligeramente diferentes; sin embargo,
la velocidad de convergencia de cualquier controlador del Capitulo 4 puede mejorar-
se con cualquiera de los métodos presentados.

El primer enfoque estd basado en un control hibrido, que conmuta entre dos con-
troladores con distintos tipos de convergencia. Aqui, solo es posible compensar per-
turbaciones acopladas.

El segundo enfoque esta basado en la idea de homogeneidad en el bi-limite y no
hay necesidad de conmutar entre dos controladores con diferentes tipos de conver-
gencia. Una sola estructura de control disefiada apropiadamente, permite mejorar la
velocidad de convergencia. Los controladores presentados poseen mejor velocidad
de convergencia y robustez ante cierta clase de perturbaciones no acopladas que los
controladores del Capitulo 4. De esta familia de controladores pueden derivarse al-
goritmos homogéneos y no homogéneos con diferentes propiedades de estabilidad
y robustez. Hasta ahora, no se habian propuesto controladores de tiempo finito con
velocidad de convergencia mejorada para sistemas con grado relativo mayor a dos,

Un CMDTRNS no posee implementables para un CMDOS, excepto los obtenidos por el CMDTRNS [92].
PTOPi?dﬂdﬁ’S de Nuevamente, el disefio de los controladores estd basado completamente en la cons-
homOgmezZ?_dh,;Z:; trucciéon de FLCR mediante el MB combinado con Fdes. Permitiendo, entre otras co-
" sas: asegurar la existencia de ganancias (suficientemente grandes), estimar el tiempo
de convergencia, caracterizar el tipo de convergencia y proponer algoritmos de ga-
nancia variable con velocidad de convergencia garantizada. En el caso de orden dos,
siempre es posible hallar explicitamente el conjunto de ganancias. Para sistemas de
orden mayor a dos el disefio de las ganancias ya no es directo. El problema radica
en que los resultados de homogeneidad ya no pueden ser aplicados para hallar una
parametrizacién de las ganancias.

5.7. PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL CAPITULO

La siguiente representacién del sistema (75) sera tutil para las demostraciones de
los Teoremas

x = f(t,x) + g(t,x)u+ p(t,x). (107)

donde f(t,x) = fn (x) + Ay (t,x), con fr (x) = [x2, ..., xn, 01T y Au(t,x) = Wi, .., wn 1,017,
g(t/ X) = [0/ a4 O/b(t/ X)]T y p(t/X) = [O/ 4 O/Wn(t/X)]T‘
Prueba del Teorema 5.1. Los sistemas Ly, y Zn,, deben cumplir

fon (ALX) + go(ALX)ug (ALX) = e0AL (for (x) + go (X)uo(x)),
foon(AzooX) + Qoo(AEWX)Uoo(AEMX) = elooAZ:Do (foon (%) + goo (X) U0 (X)),

donde up = —ko sign(Lg, Vo) ¥ Uso = —Keo[Lg,, Vo] 9 son las aproximaciones homo-
géneas de u. Por el Teorema 4.3 el sistema Ly es homogéneo de grado 1y c.r a ALx,
y por el Teorema 4.7 Zn o €s homogéneo de grado 1y, c.r. a Ag®x. Ademas,

V(x) = Le, V+Lg, V- &(t,x) - 1.

Como V(x) es una FLC, (I) cuando Ly, V = 0 = V(x) = L,V <0, Vx € R™\ {0}
Ademds, como V(x) es una funcién homogénea en el bi-limite, también L4 Vo =
0 = Vo(x) = Lgy, Vo < 0, Vx € R*\{0}, y Lg, Voo = 0 = Vo(x) = L, Voo < 0,
vx € R™\ {0}.
(IT) Cuando x € {x € R™ : L4,V # 0}, las funciones L V' y Ly, V son homogéneas
en el bi-limite de grados mgy + lp y My + leo. Como todos los puntos del Lema A.6
Para consultar el Lema  se cumplen , existe k* € Ry tal que L¢; Vo < k*[Lg,Vol, L., Voo < k*ILgooVoo\qH ,
A6 uvayaal Apendice A T V< k*(|Lg, V| + [Lg, VI9FT), ¥x € R™. Entonces, junto con H’1, se obtiene
V(x) < —(koy —k*)[Lg, VI — (koY — k*)ll_gnV\q+1 < 0,¥x € R™. Eligiendo koy > k*
¥ koY > k¥, la derivada V(x) es n.d..



5.7 PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL cAPiTULO

Por (I) y (I), V(x) < 0y el origen es GAE. Finalmente, (i) se concluye del Corolario
2.1, ya que las aproximaciones homogéneas en el 0-limite y oco-limite son de grado
negativo; (ii) también se concluye del Corolario 2.1, ya que la aproximacién homogé-
nea en el O-limite es de grado negativo y la aproximacién homogénea en el co-limite
es de grado cero; (iii) se concluye del Corolario 2.2.

Prueba del Teorema 5.2. Considerando H'1 y H'3, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (772) satisface

V(x) = L)V +Lg, V- E(t,x) - (u+p(t,x)) S LNV +LA,V,

donde LNV =L¢, V — (ko — Co)yILg, VI = (Koo — Coo)yngnV|q+1 . Como V(x) es una
FLCR, (I) cuando L4,V = 0 = V(x) = Leex)V < 0, Vx € R™\ {0} La funcién
V(x) es homogénea en el bi-limite, por lo tanto, Ly, Vo = 0 = Vp(x) = Lg, Vo < 0,
Vx € R"\{0}, y Lg Voo =0 = Voo (x) = Le, Voo < 0, Vx € R™\ {0}. Esto significa
que V(0), Vo y Vi son n.d. a pesar de las perturbaciones no acopladas.

(II) Cuando x € {x € R™ : Ly, V # 0}, se sabe que L¢, V y Ly, V son homogéneas
en el bi-limite de grados mg + lg y My + L. De la hipotesis H’6 y del Lema A.5,
existen constantes o; tales que

Véase el Apéndice A para
conocer el Lema A.5.

LanV =85 §Aui(tx) < TES IFEIAw (L0l < T35 diou (X780 + el ).

Por los mismos argumentos del resultado anterior, LNV es n.d. si koy > k* + Coy
Y koY > k* 4+ Coy. Del Lema A 5, existe A € Ry tal que LnV < —A((|x[|75 motlo 4
||x||m°°+1°°) Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V(x) < LnV + LAuV <—(A—
>is 11 dioi)( *).

Como V(x) es n.d. si A > ZIZR d;oj. El pardmetro A se hace suficientemente
grande haciendo ko y ks suficientemente grandes. Entonces, x = 0 es RGAE. Los
puntos (i)-(iii) del Teorema 5.1.

Prueba del Teorema 5.3. El punto (i) y (ii) son directos del Teorema 4.5 y 4.9, consi-
derando que uy = —kgsign(Lg, Vo) y uoo = —Koo[Lgy Voo |9 son las aproximaciones

homogéneas de u(x), y que Co y Cool )4 son las aproximaciones homogéneas
de la cota de wy (t,x). Con H'1,H7 y Au(t x) =0, Vt > 0, la derivada temporal de
V alo largo de las trayectorias de (107) satisface

VI(x) = L,V + 25 (b(t,x)u+wn(t,x)) <Lp,V-LuV

donde LV = (Kimko — CO)I | + (Kimmkeo — C )| \q“ El resto de la prue-
ba es similar a los puntos (I) y (II) de la demostrac1on "del Teorema 5.1. Entonces,

existe k* c ]R+ tal que Lgy, Vo < K250) 1 Voo < k| @¥eljatt 1 v <
k*(l |—|—| \q“) Vx € IR“ Entonces, se obtiene V(x) < —(Kymko — Co —

k)2 (Kmk —Coo — k*)\ X)ja+1 < 0,¥x € R™. La derivada V(x) es n.d. si
Kmko > Co+k*y Kmkeo > Coo +k*

Por lo tanto, el origen es RGAE. Los (i)-(iii) se concluyen de igual forma que en el
Teorema 5.1.

Prueba del Teorema 5.4. Considerando H'7 y H’S, la derivada temporal de la FLCR
a lo largo de las trayectorias del sistema (107) satisface

V(x) = L) V4 Lo V- (b(t,x)u-i-wn(t,x)) < LNV+LA (tx) Vs

donde LNV = Ly, — V(Kimko — CO)I X)) (Kmkeo )I X)1a+1 e n.d. si
Kmko > k*+Co v Kimkeo > k* 4+ Co El resto de la prueba es 51m11ar a los pun-
tos (I) y (II) de la demostraciéon del Teorema 5.2. Entonces, existe A € Ry tal que

LnV < =] m""““) y existen constantes o; tales que
lo+r0 Lo+7oi
] T T
La,V =Y 150 $EAu(tx) < XI5 pillbal Tor . lxil Tov )

loo+To01 loo+To

N e e N e T P M o (XIS
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m0+10 +

Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene que V(x) < LyV+La,V < —(A— ZI‘;] pioi)(
||x|\m°°+l°°) La derivada V(x) es n.d. si A > Z?:_]] Pi07}.

Entonces, x = 0 es RGAE. La tltima afirmacién de concluye del Teorema 5.2.

Prueba del Teorema 5.5. Las aproximaciones en el 0-limite y el co-limite del siste-
ma nominal son Zn, y N, con aproximaciones homogéneas 1y = —ko sign(Lg, Vo)
Y Uoo = —Keo[Lg,, Voo 9. Aplicando el Teorema 4.7 a los sistemas Zn, y In,, se ob-
tiene que ly = lor = log + (Mo +log)P, ¥ leo = loor = loog + (Moo + loog)q. Ahora
con H'1, la derivada temporal de la FLC satisface

V(X) = Lan + LgnV' a(t,X) ‘u < Lfn — Luv,

donde Ly V = koY[Lg, VIP*! + keoyILg, VI9F!. Como V(x) es una FLC, (I) cuando
Lg,V=0= V(x) = L¢, V <0, ¥x € R™\ {0}. Ademads, como V(x) es una funcién
homogénea en el bi-limite, también Ly Vo =0 = Vo(x) = L¢y, Vo <0, Vx € R™\ {0},
Y Lgoo Voo =0 = Vo(x) = Lt Voo < 0, ¥x € R™\ {0}.

(ID Cuando x € {x € R™ : L4,V # 0}, las funciones Ly V y LyV son homogé-
neas en el bi-limite de grados mg + lp y Moo + loo. Todos los puntos del Lema A.6
se cumplen, entonces existe k* € R tal que L¢; Vo < k*lLQOVO\p”, L¢,, Voo <
k*|Lg.. Vool 97T, L, V < K*(|ILg, VIPTT +|Lg, VI9F1), ¥x € R™. Por lo tanto, la deriva-
da V(x) < Ly, —LyV es n.d. eligiendo koy > k* y keoy > k*, Vx € R™.

Por (I) y (I), V(x) < 0 y el origen es GAE.

Prueba del Teorema 5.6. Considerando H'1 y H”3, la derivada temporal de la
FLCR a lo largo de las trayectorias del sistema (72) satisface

V(x) =Legx)V+Lg V- E(6X) - (u+p(t,x) <L, VLAV,

donde LNV =L¢, V— (ko —Co)vILg, VI— (Koo — Coo)yngnVIq“ esn.d.si kgy > k* +
PoY ¥V keoY > k™ + pooY, Y ademds, es homogénea en el bi-limite de grados mg + 1o
Y Moo + Lo . Como V(x) es una FLCR, (I) cuando Ly, V =0 = V(x) = Leex)V <0,
vx € R™\ {0}. La funcién V(x) es homogénea en el bi-limite, por lo tanto, Ly, Vo =
0 = Vo(x) = Lg,, Vo < 0, ¥x € RM\ {0}, y Ly, Voo = 0 = Vo(x) = L, Voo < O,
Vx € R™\ {0}. Esto significa que V(0), Vo y V& son n.d. a pesar de las perturbaciones
no acopladas.

(II) Cuando x € {x € R™ : Ly, V # 0}, de la hipétesis H’6 y del Corolario 2.2,
existen constantes o; tal que

La V=21 SAui(tx) < X1 12 1AW (4] < X1 dioi (x| + IIx][Te ')

Por el Lema A.5, existe A € R4 tal que Ly V < —A([|x||7y . Tomando
en cuenta lo anterior, V(x) < LNV—I- LAuV —A=Y ]] dioi) ||><Herl La deri-

vada V(x) es nd. si A > Y I, ] dioj, lo cual siempre es posible haciendo kg y koo
suficientemente grandes.

Por (I) y (I), V(x) < 0 y el origen es RGAE.

Prueba del Teorema 5.7. Los puntos (i) y (ii) se obtienen aplicando el Teorema 4.9
a los sistemas Zno Y ZNeo- Bajo las hipétesis H”7 y A (t,x) =0, Vt > 0, la derivada
temporal de V a lo largo de (107) satisface

V(x) =L, V+ 5 (b(t,x)u+wa(t,x) < L, V—LuV,

donde Ly V = (Kimko — Co)lF5— av Jip+1 4 (Kimkoo — Coo) [ 55— av J|a+1 El resto de prueba
es similar a los puntos (I) y (II) de la prueba del Teorema 5.5. Existe k* 6 IRJr tal
que Lfo Vo < KRBT L Vo < k@i jatt e v ke (ST
|av |q+]) Vx € IR“. Entonces, la derivada V(x) < Le¢, —LyV es nd. e11g1endo
Kmko >k* 4+ Cp y Kmmkeo > k* + Co. Por lo tanto, el origen es RGAE.
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Prueba del Teorema 5.8. Considerando H”7, la derivada temporal de la FLCR a lo
largo de las trayectorias del sistema (107) satisface

V(%) =Lt ) V4 LoV (w+wn(t,x)) LNV +La, 1.0V (108)

con Ly = Lg, V — (Kmko — Co)l 252 PHT — (Kinkoo — Coo)| T2 9+ El resto de
prueba es similar a los puntos (I) y (II) de la prueba del Teorema 5 6. Entonces,
existe k* € R, tal que L, Vo < k*|aV° |P+1 Le, Voo k*lavoo \q+1 L, V <
k*(l |p+] +|av \q“) Vx € R™, y ademas, existe A € R} tal que NV <
—Alllx ||r m°°“
mog+loo)

mo+lo +

),y constantes o; tales que Lo,V < Y 1" ps

[Ix]| Tomando en cuenta lo anterior, se obtiene V(x) < LNV+ LAuV <
—A=Y " pioq )Ix[I7%FL. La derivada V(x) es n.d. si A > > ! pioy. Por lo tan-
to, x = 0 es RGAE.
Prueba de la Proposicién 5.1 y del Teorema 5.9. La prueba de ambos resultados
se hace en forma simultdnea combinando el MB con el uso de Fdes. La prueba se
hace por induccién.

1
Paso 1: Considere el sistema x1 = v1 +wj, donde v = —kq[x7] @91 El pardmetro
q € [0,2), lo cual implica zl—q € [%, 00). Teniendo en cuenta lo anterlor,

1
X1 =v7 +wy =—Kkq[x7] 779 +wy. (109)

3—
La estabilidad del sistema se estudia con la FLCR V; = %—:g\m Iﬁ, pel0l],qce
[p,2). Tomando la derivada c.r. al tiempo de V7 a lo largo de las trayectorias de (109)
y bajo la Suposicién 5.1, se obtiene

. AV 2 2+q—p
Vi = 5w +wy) < —5=Fanhk[ 77,

donde aj; = kj — py. La derivada V; es n.d. si a7 > 0.
Paso 2: Considere el sistema de segundo orden

X1 =X2 +Wq,X2 =V +Wws. (110)

2
se define la Fdes soq = [x2|> 7P + kf_p f)qugql para construir la FLCR en vez de
usar la variable s; = x, —v7. Se introduce un grado de libertad p € [0, 1] para tener
mas flexibilidad en el disefio del controlador. Cuando s; = s34 = 0, dichos conjuntos

1
definen la misma curva x; = —kj[x7|Z=9. Ademas, la Fdes s, pertenece a C T La
FLCR se construye de la siguiente manera V, = ®>(x2,x1) +81V{, &1 = k?fp,

_ 2-p
donde @5 (x3,%x1) = R? [1,]%7P + k% Plx7]Z adt;. Por lo tanto,
— 2-p _ _ 3—p
V2= 3113 xaPP +k$ Plx1]Z7axy + %if;k? Plxq12=4 + 81 V7. (111)

Tomando la derivada c.r. al tiempo de V; a lo largo de las trayectorias de (110), se
obtiene

- 2-p 2— 3-
Va =s2a(v2 +w2) + =5k Psalxg|a qX1+2 BK] Pixg[Fe “(MJZ axq,

1
donde %1 = —kq[x1]Z® + s, + wj. En este caso 02 = s24. Aplicando la ley del
control v; = —k,[02]Z 7 y bajo la Suposicién 5.1, se llega a
. 2+q—p _ _ 2+9—p
Va < (kg —p2)loa| 77 — 328K P (kg — py)fxg| 7

2 9-=p +q9-p
+5=2 —ky P lIs212x11279 + pylx1| 24 [s2ll,

Del Lema A.1 y del Lema A.2, se obtienen las siguientes desigualdades |s;|? <

V; es p.d. por
construccion y de clase
ch.

Véase el Apéndice A para
conocer Lema A.1 y Lema
A.2.
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2(17]3
271 |0y |7,
q-p 2(1—p) J_EZJr - +9-p 2+q—p 24+q—p
Is22ha |56 <2757 (FIBy, TP T 4 g2y, ¢ ol T,
1tg-p LS 244°p  24qp 249=p  2+q-p
el 25 Is] < 2250 (=B, TR g THIE g T T gy TR,

Con ayuda de estas desigualdades se obtiene que

. 249=p 5 o, 9 2+9—p

Vo < —aglog| 77— 5=hKG Payixq| =9, (112)
1p 5 5 o 1-p 2tq-p 2+tq-p
_ _ _ 2= P Pr2= 2 2 P1 1 _
donde ay> = ko —py —272¥ z_qkl 27 PR pY]+ + 2rqp Y2 ], ap7 =
I-p 1-p —£4r _ srar .
ki(ky—p1)—2Z7[2Z» ﬁ?f—py] P4 %ﬁ%yz 1747 p1]. Para hallar una condi-
cién mds explicita de las ganancias, considere que a;, y az; se pueden reescribir
como ayy = b}z +b%2, yaz; = b}] —&—b%], donde

, 2igop 2(1-p) —Zap

b, —911k2—2 =y k z+q,pY1 bl =021k1a11 -2 J—Luq pY1 ,
2 - _ _ o i‘]ii tq— ]+

b3, :elzkz—zz’P ﬁ]ﬁ i O , b3y = 022k1a17 Wis pﬁ—gyz - pph

siendo k; = ky — p2, y los pardmetros 011, 012,021, 022, constantes que satisfacen
Para obtener (113), 011 +012 = 1y 021 + 022 = 1. Combinando b;z y b%l es posible mostrar que v

basicamente se checa giempre existe si y s6lo si las ganancias satisfacen
cuando bl, > 0y

b}] > 0, y se verifica 201-p) 2(1—p)
cuando existe T 2—p 2 SRl gqp 2779 q452.2-p 11
_Y%+q*'P > 0. e1]k2 > Z—q 2+q—p2 v [2+q—p ez]k] Cl]]] 2 k] 4 ( 3)

de manera similar, combinando b}, y b3, es posible mostrar que v, siempre existe

Observe que  si'y s6lo si las ganancias satisfacen
011k +012ky = k).
1=p
1-p _ = T+q—p_ 2
e S | 7=p [1Ed=P 2°Pp; : P
612k > —-q 2+q—P2 [2+q—P 022Kk an] kg

Por lo tanto, V, es n.d. si las ganancias k; y k; satisfacen la condicién (78).
d4q 4 &

44 o di X1
Paso i —1: Se define la Fdes como siq = [x{]* +k; ' [oj_1]*P = CH, di =
2p 2 LS
i—(i—=1p, Vi = 2,..,n,donde 01 = x1 y 03 = [xi] % +k §[oi_1] = =

ai = (i—2)p—(1—3), Vi = 2,..,n. Todas estas representaciones definen el mismo
conjunto cuando s; = siqg = 0; = 0. La Fdes siq es de clase C Ly y permite construir
la FLCR

Xi—1
1C1]

Vi=Wi+8 1V~ , Vi=2,..,1, (114)

di oy
donde W; = le ([t = "‘1 —I—qu [Gi_ﬂﬁ"‘i‘rlc"’] )dti. La FLCR (114) es p.d. y
pertenece a la clase C'" por construccién. Su forma explicita se dada en la expresién
(81). La funcién siq se ha elegido para que V; sea homogénea de grado my, =
%ﬂ cr. a la dilatacién (79). Con todo lo anterior, se asume que el controlador
vi_1 estabiliza el sistema (75) de orden (i—1) y que la FLCR V;_1, la cual es p.d.
por construccién , lo asegura, debido a que su derivada V;_1 es n.d..

La funcién Vi se define Step i: Tomando la derivada c.r. al tiempo de la FLCR, a lo largo de las trayectorias

explicitamente en (89). el sistema (75), se obtiene

Q.

i

X1
—1
51|0-1 1l - D‘ G Gi1

(Z]—z % i—1)-

di
-P ‘Xl
i—-1—

Vi = sialvi +wil =
—1

xXi_ (X
+ Ci—15i—1Vi,i
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Facilmente se deduce que Z) - ax x)q =Vi_1+ ax sl, donde TM =S(i—1)a-
00y 1
Como xi = si +Vi_1, no es dificil mostrar que ¢;_1 = Z]._z ax; . (xj +wj_1) =
(i-2)(1—p)

Y1+ %‘Xi_1 | *i-1 sy +W¥(i_1)p, donde las funciones

=y Lw —y it} o Lxj + 2=P | I(Fii):ip)v-
j=2 ax 3*1’ - j=2 0xj_ o 1ri—] i—1-

Acorde con la Suposicion 5.1, se tiene que ¥;_1), < A(1_1)p, donde A1), =

Z}:z gzj‘j wj_1, que se evalta en wj_1 = pj_1loj_1|ZP %1, Tomando en cuenta
todo lo anterior, y aplicando la ley de control v; definida en (77), se llega a

3711
y 1 dl 1 h
Vi < —(kq _pl)|51d||0-1‘ 2 p G pr— OCOL LG 1k Vif1 +q)ic 9,
ch o daq (i—2)(1—p) (2—p)(q—p)+({i—2)(1—p)Bix; 7
e Tt ] N P N R R CH T Y (2opieibio +siVial,
(115)
a (2—p)(q—p)+({1-2)(1—p)Biy_1
donde la funcién Yi_y = 5[0 1] (2=p)aiBi (Wi T A—1)p) +
JLE JB v
AV o, y Vi = =V Vi > 0, ya que Viog < 0. Al ser V; una

FLCR, la derivada V; cumple con el Lema A6,y por lo tanto existe k; suficientemente
grande tal que V; se hace n.d..

Paso i = n: Por argumentos de induccién, se llega a (115) valuada en i = n. Nueva-
mente, la derivada V;, se hace n.d. eligiendo el valor de k;, suficientemente grande.

Prueba de la Proposicién 5.2. Las funciones continuas Vi (x) y Vn (x) son homogé-

neas de grado my, = M ymy, = @n cr. ala dilatacion (79). Del Lema A.3,  Veéase el Apéndice A para

se llega a que (82) se Cumple vx € R™, donde Kn = mingy.y, (x)=1{—Vn(x)}. Note e’ el Lema A.3.
que la constante kn, > 0 ya que —Vy (x) es p.d..
Prueba de la Proposicién 5.3. Es directa de la desigualdad (82) y del principio
de comparacion, [46]. Para cualquier vo = Vi (xn(0)), la solucién V;,(t) satisface la
desigualdad diferencial

(g—1)on p)

_ (3—
(1) Val(t) < (v, (=plbn +%Knt) (a=Ten  ya que q € (1,2) y p € [0,1] im-

plican (3*@% > 1. Esta expresién permite estimar una cota del tiempo de

convergencia. De hecho, cualquier trayectoria con estado inicial xn (0) alcanza
el conjunto de nivel V, = 1 (0 < v < vy0), en un tiempo determinado por
(83). Ademads, como el limy, ;o T(xn(0),1) = T, el tiempo de convergencia
T(xn(0),7) de cualquier trayectoria tiene una constante de tiempo fijo (84), es
decir, T(xn(0),7) < Ts.

(11) Va(t) < voexp(—knt), como q = 1y p € [0,1] implican Bf"ﬁ = 1. Por lo
tanto, el origen es EE.

(1—q

Simn (1—q)a (3 —p)Bn
(111) Va(t) < (v(g ~PBn ﬁKnt) dxi Vg € [p,1). Ya que, q € [p,1), con
pE[O,Hsin:Lype[TL ,)sin > Zlmphcan(

Gopjan < I La desigual-
dad (85) se obtiene fécilmente de esta expresion.

Prueba del Teorema 5.10. La prueba emplea la misma FLCR definida en la Pro-
posicion 5.1. El paso que hay que probar es i = n. Bajo la Suposicién (5.2) y con el
controlador (86), se obtiene

p

3—
(ka — pm)lsnal = 2255 %21k S Vi + O (x).

Vi < —~(kn — pr)lsnallon] 75 —
n s n — Pn)ISndllOn

Eligiendo k, suficientemente grande y kg > pm, V,. se hace n.d..
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La funcién V; es p.d. por
constriccion y pertenece a
la clase C'.

Prueba de la Proposicién 5.4. Considere los siguientes conjuntos S; = {x € R™ :
Vi, S Bly S = {x € R" : V4 < A} Definase, E = min{vn/d=A} Vi, > 0.
Acorde con esta condicién, se cumple S; C S;. La afirmacién de la Proposicion se
obtiene integrando ano y \'/n,d en los intervalos apropiados. De la Proposicién 5.3
se sabe que la convergencia es exponencial, pero ademads, se puede estimar el tiempo
que le toma a la trayectoria iniciada en x, (0) € R™ en llegar al conjunto S, como
Ty (xn (0)) = - In(¥xp 0y,

Cuando las trayectorias llegan a Sy, es decir, cuando V;, 4 = B, por la Proposi-
cién 5.3, las trayectorias alcanzardn el origen en un tiempo finito menor a T(B) <

(1-q)on

Por lo tanto, las trayectorias del sistema convergen al origen en un tiempo finito
menor a Ty = Ty 4+ T, que depende del valor del estado inicial x4 (0).

Prueba de la Proposicién 5.5. Usando los mismos argumentos de la demostraciéon
anterior, inicamente hay que integrar V;, 1, y Vn,q en los intervalos apropiados. De la
Proposicién 5.3 se sabe que 1, > 0 implica q € (1,2), por lo que existe atractividad en
tiempo fijo. Ademads, el tiempo que le toma a la trayectoria iniciada en x, (0) € R™
en llegar al conjunto S; se determina en (83). Cuando las trayectorias llegan a S;
(Vn,a = B), las trayectorias alcanzan el origen en un tiempo finito determinado por
(85). Por lo tanto, las trayectorias del sistema convergen al origen en un tiempo finito
antes de un tiempo fijo

(1-q)an (g—1)an
_ _(B=p)Bn_ B3—p)B _B=P)Bn “Gp)B
T = T qanen 877" F G Tankn © "

Prueba de la Proposicién 5.6, del Teorema 5.11, del Teorema 5.12 y del Teorema
5.13. Todos estos resultados se prueban en forma simultdnea y en forma inductiva
usando el MB y una Fdes.

Paso 1: Se tiene X1 = v1 +w;. Basicamente, existen dos leyes de control a elegir.

2
Primero, considere que v = —k; [UMJ]/Q*T’), donde o1 = uxq —l—nfx]jﬁ, con
pel0,1)yqe€ lp,2), porlo tanto,

]
X1 = —ki[o1u] 7P +wy. (116)

La estabilidad del sistema (116) se estudia con ayuda de la FLCR V7 = é:—glux] +
2-p 3—

n{x1] ﬁ\ﬁ. Tomando la derivada c.r. al tiempo de V; a lo largo de las trayectorias

de (116) y bajo la Suposicién 5.4, se obtiene

. dV 2 9-p 2
Vi = 51 +wi) < —anr(p+ =5 [279) o1l 77, arr =k —pr.

La derivada es n.d. para cualquier aj; > 0. Ahora, considere v1 = —k107y, 01y, =

a1 - _ 3p 5 3=p .
w[xq ]2 417 [xq|Z9. Usando otra FLCR V; = é_—gubq |2=p + %—_gnlm |2=a, se tiene

que la derivada satisface

1

. 14+q9—p 1 1
Vi = §8 w1 +wi) < —ani (mfxa ] 77 ] 50 ) (x| 77 +mfx | 79) <0,

la cual es n.d. para cualquier aj; > 0.
Paso 2: Considere el sistema de segundo orden

X1 =X2 +Wq,%X2 =V +WwWs. (117)
Defina las variables s; = x2 —v1, v1 = —k1[074] /(2=P) g1y = uxq +nlxq]2=q,

y la Fdes sy4 = [x2]27P + k%fp 01w = 02. Cuando sy = s34 = 0, dichas funciones
1

definen la misma curva x; = —kq[o7, |2 9. Ademés, la Fdes so4 pertenece a C'.

La FLCR se construye de la siguiente manera V, = ®,(x2,x1)+81Vy, 81 = k?fp,

2
donde ®5(x2,%x7) = J"zf [12]27P + kf_p [x1] 2ng’tz. Por lo tanto,
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1 — 2— 2-p,3— 3 3—
Vz:ﬁ|xz|3 P 4+K] pGIuX2+3TEk] PlojulZ® +81V1,81 =k7 P,

37
y V) = %Imulﬁ. Tomando la derivada c.r. al tiempo de V;, a lo largo de las
trayectorias de (117), se obtiene

. 2-p . AV
V5 =s54(v2 JrWz)Jrk] p320‘1u+k1 an: X2.
vy . Y% A% 2-p J=r
donde TX]]XZ Vi+ 5y ‘sz, y ax: = [ij P (n+ _qn\x1|2—<1). Como x; =
1
— 0071y « 90 90
—kq[o1u|Z P + 52, se deduce que 61, = ax‘1“x1 = aX];* (x2 +wr1), Wlf = (u+

_ 9-p ) . .
ijgan |2=a ). Entonces, bajo la Suposicion 5.4, se obtiene

. 3 _ q-p 2
Vo < saa(va+w2) =k pan(u-%QTﬂXﬂZ*q)|G1u\2*"
kT Plsg 2 (p+ 3= n\mlz 1)+ k3 Py (ut 2= T2 £ )ploqyl1/27P),
(118)

Existen dos formas de elegir la ley de control. Primero, si se aplica el control v, =
P q .
—kz[02y] 7P, 02y = po2 +M[02]?, se tiene que

. 2 27P+q P _
Vo < —(ka —p2)(ulozfP +11|Uz\ )Zv *k3 pa11(u+ n|X1|2 q)|(f1u|2 P
2
kT Plsa P (n+ 322 nlmlTHk] Pyt 5= n\mlf)mlcﬁu\rp

Del Lema A.1 y del Lema A.2, se obtienen las siguientes desigualdades |s;|?

2(1—p) 2
2777 o7 P,

- 2(1-p) —2ta-p +q-p 2+q—p 24q-p
- 2 — q—p q-—p 2 2 =
Ix1]2 q|S1z\ ézli P (z3q= pY1 |X1| SR o R 4 lo2| 277 ),
2
Sz|01u\rp < Zﬁ(zYz |U1u|rp + 2Y2|Gz|r)
2+q—p 2+q—p 24q—
— 1 2+9-p =ta-p
soba | Fh oy 79 <28 p(ﬁ—%h TP (x| 8 oy | 70 ) T P4 a3 | ool ),

(119)

. . —p 1 24+q—p —-p 2 )
Definiendo @ = (|x1 Igfq\01u|fv)1??fp/(|x1 Igfq\(nulfv),se observa que limy, 0 @ =
—__ 9P
n @ pii+a—pl, y lim,, ,0 @9 = 0. Fijando a @omsx = max{@c}, se cumple que
q-p 1 2+g-p q-p 2 L. o
(111279 |01y |7 P ) TFaP < @Domax(Ix1]1279]0714|Z P ). De forma similar, definiendo @9 =
2 2 ) i e )
|X1|27q /‘0‘1u|27p, se obtiene que hmxl_mo @oo =M 27, y hmx1~>0 @Doo = 0, y
2+9—p 2 q-p 2 . .
[x1] 24 <m ZP[x]|2=49]o7,| 77 . Considerando lo anterior, se llega a que
. ap Pl L3
Vo < —(kz2 —p2)(n+nloz| P )2“’|02|2‘T’—k Payy(u+ =2 Tl\><1|2 S MESS P—I—@z( ),

9=r
Oy(x) =Ky~ p(Au+z 2B, 47 0,27 +ky P (Cut 3= Dn)lml2 I TES

2(1—p) ] 2(1— p) 24q—p %EE 24+q—p

_ 97> —7=p A2 2 + 227Pp 1

donde A =2 2 +2 ZPy2p1,B—2 2 P p'Y] +m'y3

S BN 2(1-p) B M;E %;1;12

2 Py5,°p1, Y D =272» Z+q—p V1 P = P +22 p2+q pY3 Y P1®0 max-
q-p

. . Au+32jzn\cz\2*f’ .

Definiendo la funciéon @1 = = .l se observa que limg, 00 @1 =

(ntmloz| P )P
2 2(1—-p) . 2(1—p) ; .
{%Bn 27,y limg, o @7 = Au 27 . Entonces, @7 estd acotada por arriba y

por abajo por dos constantes. Fijando D1max = max{w1}, se concluye que Ap+

p1, C =

P
B% qnlcrz\ = < @1 max (B —i—n\crzl p)Z-7. Tomando en cuenta este hecho, se llega a

_ @ e .2
Vy < —aga(p+nloal 7 )27 7lo TP 7 p(az1u+2 B ymixy 1250y +nxy 47,
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El método propuesto en el
Capitulo 4 para construir
una FCLR se ha
modificado acorde a

Andrieu et al. [2].

donde azo2 = kz — P2 —k%ip(D] maxs 421 = k] ar] — C, y bz] = k] ai] — D. La funcién
V; esn.d. si az; >0, azz > 0y by > 0. Por otro lado, si se aplica la ley de control
vy = —kop[o2] TP +kayn[o2| 7P y bajo la Suposicién 5.3, se obtiene que

. 2 2+9*E

Vo = —(ka — p2)ploz[ 27 — (koy — (;Zu)ﬂlﬁz\ -

_ _ g9-p 2

—I7 P an (k+ 3=Emba |29) o1y 27 + 0 (x).

Con ayuda de las desigualdades (119) y siguiendo un procedimiento similar al Paso 2

de la prueba de la Proposicién 5.1, se obtiene que V5 es n.d. si las ganancias satisfacen

20-p) 2
ki1 >p1, kp—p2>[27% +2 7

kﬂln}k ’
1-p
2—-p222-p
Kou —P2u > 57— q Tq—p’ (120)
2(1-p) 1p 1p

22 p[ﬂi]% +P4[M|;Eﬂ]m Ky
2+q—p O21kjaqg 2 *2+q—p O2kiaqy

donde las constantes 0,7 y 6,2 cumplen 651 + 05, =1.
Paso i —1: Se define la siguiente Fdes

d; o Big1

di/oq d; . :
sia = [xi) /% kY /(x [0(—1)u] TP, Oy = Hioy +1ifoy] ie1 Pi, (121)

2- 2-p

conoj = [xi] % +k G0 1) =(i-2)p—(i—3),di=i—(i—1p,Vi=2,..,n,

2-p . .
y 01y = Hix1 +M1[x7]279. Cuando s; = siqg = 03 = 0, las funciones definen el
mismo conjunto. En contraste con s;, la Fdes si4 es de clase C!, y permite construir
la FLCR
Xi-1

o Gie .
Vi=Witdia(uViq+nV 5 ), vi=2,..m, (122)

d; di di g

donde W; = 3171”T1j‘711 + ko) TP Cie ")dti, y 81 > 0. Por cons-
truccién, la FLCR (122) es p.d., de clase C' y su forma explicita estd dada por la
expresion (89). Ahora, suponga que el controlador vi_1 estabiliza el sistema (75) de
orden (i—1) y que la FLC V;_1, que es p.d. y cuya derivada V; 7 es n.d., lo asegura.
Paso i: Tomando en la derivada c.r. al tiempo de la FLC V;, definida en (89), a lo

largo de las trayectorias de (75), se obtiene
di

V; —sld[vl+wl]+2 kit 181|01 DulE—1)u

Xi—1
Ci1— dV:
e %]
Foi1 (w5 GV (Zj—z 1 TXj-1),
oV, oV; P .
donde Z],Z %1 Lx; = Viq + ax sl, con 5= L = 5(;_1)q- Ademds, 6(;_1)y, =
o1 @B T dond 00i_1 v
(n4 % Gmfoi 1| %P1 )oy g, donde 651 = ¥}, o w1 =Y+
. (i-2)(1-p)
o, Ixi gl %=1 sy +W(_1),. La funcion ¥y, Z)—z ax) ]w]_1, y la fun-
. i—1 90j w ..
cion Wi 1)n =25 ax‘ 1 J+ \xl,ﬂ %-1 vi_1. Acorde con la Suposicién
_ i 30"71 P
5.4, se cumple Wi 1y, < A1), donde Ai-1)p = 2j=2 ale,l wj_1, se evaltia en

Wj—1 = pj_1loG_1)ulZ? %i-1_ Tomando en cuenta todo lo anterior, y aplicando la ley

Mg Xigd
de control vi = —k;[pno; +nog] Xi+ Clj = y bajo la Suposicién 5.4, se llega a que
Vi < —(ki — pl)|51d||01u| Ea) p =01 (Vi1 + 7C1_11‘]V (171)) ®i(x),
5 s q-p (i-2)(1—p) (i-2)(1—p)
(Di(x) = & k 1‘||sl| (FL+ o Cl 1T]|GL 1|(x P )‘O— (i—Tu | z® |X1 1l e

4y

+kt s Yo,
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(123)

~2)01p) o g
7 (p+ T Gemloi [P ) (W +

donde la funcién Yi_1 = 2 p

B .
AGio1)p) F ko1 (n+ S i mVuE ))s(i-1)a ¥ las funciones Vi_7 = —Vi_1 >0,
Vii-1) = fV;’L"‘ Vi1 >0, ya que Vi_1 < 0. La funciones V; y V; son homogé-

neas en el bi-limite. Cuando n = 0, se recobra la funcién homogénea de la Proposi-
cién 4.1, y cuando p = 0, se obtiene la funcién homogénea de la Proposicion 5.1. Por
lo tanto, la derivada V; es un funcién homogénea en el bi-limite que satisface todos
lo puntos el Lema A.6. Entonces, existe k; suficientemente grande tal que V; se hace
n.d.. N

Paso i = n: Para el ultimo paso, se elije v, = —knt[on | > knun[on] 25 Cn |
Por argumentos de induccién y acorde a la Suposicién 5.3, se obtiene

. Xn+1 on
Vi < —(Kimkn — )u|5nd”0—n‘ 27 — (Kmknu — prunlsnallon|Z—r Cn
—n—1(uVn_y + "2 Cn MV )) + On(x),

la cual se hace n.d. eligiendo los valores de ky y kny, suficientemente grandes.
Prueba de la Proposicién 5.7. Las funciones V;(x) y V;(x) tienen propiedades de
homogeneidad en el bi-limite [2].
(D) Cuando 1 = 0, las funciones continuas Vi, (x) y Vn(x) son homogéneas de gra-

dosmy, =3—-py my = 2, c.r. aladilatacion 8 (x) = (e27Px1,e'xa, ..., e%nxy ). Del

2
Lema A.3, se concluye que Vy, < —ken Ve P (x), ¥x € R™, donde k¢, = ming,.v, (x)=11{— Vi (x)
(I1) Cuando p = 0, las funciones Vi (x) y Vi (x) son homogéneas de grados m\/TL
% ymy, = %T cr. a la dilatacién (79). Del Lema A.3 se concluye que Vi <
@®n
—KunVT(f’fp)ﬁ“ (x) se cumple Vx € R™, donde Kun = ming.v, (x)=1{— Vi (x)}. En este

caso, < 1, para cualquier q € [p,1); W >1, para cualquier q € (1,2);

W
y m =1,siq=1

Por lo tanto, del Lema A.5, existe una constante ky, tal que (94) se cumple.

Prueba de la Proposicién 5.8. De la desigualdad (94) y del principio de compara-
cién, [46], la solucién Vi, (t), con Vo = Vi, (xn (0)), satisface la desigualdad diferencial

By ot 4
(1) Va(t) < min{Vyi, Vnul, donde Vi ¢ = (Voip *ﬁgKnHt) =Py Vhu = (Vo P —
(3—P)Bn
%K nt) (=aan, vq € [p,1). Como, q € [p,1),conp € [0,1)sin =1,y
p e [B2=%,1)sin > 2, esto implica Bf‘jﬁ <1.
1=p
(11) Vn(t) < exp(—knt)[Vy " — nﬂ[exp(;) nt) — 1]]] P.Yaqueq=1= 7]3)[3 =

1.

Jg*”“n (q-1) _ (3-p)Bn
(111) Va(t) < min{Vig, Voo, donde Vi = (Vo 777" 4+ (35t knnt)” (0 Ten,

Vpelo,1)yqe(l,2), locual1mphcaw>1

Para estimar una cota de tiempo de convergencia de (I) y (II) se siguen los siguien-
tes pasos:

(a1) Con la funcién Vn., se calcula el tiempo T (xg, 1) que le toma a una trayectoria
con estado inicial x(, perteneciente a un conjunto de nivel Vi, (xn (0)), en llegar
al conjunto de nivel V. =1 > 0, para alguna 0 < 1 < V. (xn (0)).

(a2) Con la funcién Vy ¢ se calcula el tiempo T;(r) que le toma a la trayectoria en
llegar a Vi, = 0 desde el conjunto de nivel Vi ¢(xn (0)) = 1. Esto significa que
se estima el tiempo en el que se alcanza el punto x = 0.
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(a3) El tiempo total cumple T(xp) < Ty () + Ta(xp, ).

Conforme al algoritmo anterior se obtienen las estimaciones (95). Ademds, cuando
q € (1,2), el tiempo T(xp) tiene una constante de tiempo fijo (96), es decir, T(xo) < Tp.

Prueba del Teorema 5.14 y del Teorema 5.15. La prueba es directa de la Proposi-
cién 5.6. Soélo se debe probar el dltimo paso. Asi que por argumentos de induccién
se obtiene

. Xn+tl g
Vi < —(kn —pn)ulsnallon] 27 — (knu — pnunlsnallonlz—r

- Xn+1
1 (WVn—1 + 2L MV (ne1)) + Pn(x) — (K K(t, %) — Z(t, X)) ulsnallon| 277 .

n

Hay que eligir kn y kny suficientementes grandes, y K K(t,x) > Z(t,x), para que
V,, sea n.d..
Prueba del Teorema 5.16. Es un caso particular del Teorema 5.14 cuando n = 2.
Prueba de la Proposicién 5.9. La FLC de la Proposicién 5.6 garantiza que todos
las trayectorias decrecen al origen en tiempo finito pero no permite saber si entran
al modo deslizante o, = 0. Para hallar las condiciones bajo las cuales existe el modo
deslizante considere la funcién V = 0.5|05|%. La derivada c.r. al tiempo satisface

y . 9 .. +2
V = 0225xa0%2 + K3 (1 + z2znba |770)%1] < —2ixallap]og| + bnloa] 271 — 2clxzllo],

(124)

k% - k2 S
donde a = Kinkz — 5" —p, b = Kinkau —pu, y ¢ = (KmK(t, x) = Z(t, X)Ju— 7=gnlx [279.
La derivada es n.d. para cualquier x; # 0. Las trayectorias del sistema no pueden
estar en el conjunto D = {(x2,x1) : {x2 = 0}\ {x1 = x, = 0}}, debido a que el campo
vectorial del sistema en lazo cerrado es transverso a este conjunto, [32]. Por lo tan-
to, las trayectorias del sistema decrecen hasta que el origen es alcanzado en tiempo

.. . 2 [

finito. Si Ky K(t, x)pu > zli—1qn|x1 |Z=d + =(t, x)u, entonces (124) se reduce a
: a+2
V < =2[x;|lapfoz] + anfoz| "2 .

La cual es negativa si Kinky > kj% +p ¥ Kimkz2y > pu. Las ganancias del Teorema
(5.16) satisfacen estas condiciones. Por lo tanto, cualquier trayectoria llega la SD o, =
0 en tiempo finito.

Prueba de la Proposicién 5.10. En este caso la derivada (124) satisface V < —2[x;||02|A,

donde A = ap+ [blozl% — %Im |2{Lq]n. Como la funcién A no es positiva para
cualquier x;,x7, se necesita determinar para que puntos existe el modo deslizante.
La derivada V es negativa en todos aquellos puntos x = {(x2,x7) : A > 0}. Con este
conjunto se puede calcular la regién de atraccién del modo deslizante. Para ello se
asume que se presenta el modo deslizante, o, = 0, en el conjunto A > 0, con lo cual
se obtiene la condicién

R:[a(zfqlu]%l

> X1].
le% |1‘

Por lo tanto, una estimacion de la regién de atraccién es Qr = {(x1,x2) : Ix1| <

2
R, [x2| < kq(uR+nRZa)1/2} La region de atraccién del modo deslizante se puede
hacer arbitrariamente grande si k, y p se eligen suficientemente grandes, logrando
que cualquier trayectoria alcance el modo deslizante de casi cualquier punto en el

2
plano fase. Cuando Ky k2 = kz—‘ + p, el origen es el tnico punto de atracciéon.



Parte II

ESTABILIZACION EN TIEMPO FIJO VIA CONTROL
POR MODOS DESLIZANTES (CMD)

Esta segunda parte se enfoca en el disefio de controladores de tiempo fijo
a través del método brindado por la técnica clasica de CMD.






ESTABILIZACION EN TIEMPO FIJO VIA CMD: SISTEMA DE
SEGUNDO ORDEN

“He oido de él, viajero misterioso que recorre
caminos jamds vistos, jamds imaginados.”

— Alan H. Cruz [22]

El motivo principal de desarrollar controladores con convergencia en tiempo fijo
nace de la estabilizacién de los sistemas conmutados o con algtn tiempo vida estric-
tamente positivo. Este tipo de sistemas estan compuesto de varios subsistemas y una
regla (discreta o dependiente del estado) que decide como debe ser la conmutacién
entre ellos. Para esta clase de sistemas, el controlador debe ser capaz de cumplir con
el objetivo de control durante el tiempo de vida de cada sistema sin importar cual
haya sido la condicién inicial, de no ser asf el sistema puede llegar a desestabilizarse.

Las dos caracteristicas atrayentes de la estabilizacién en tiempo fijo son: (a) la velo-
cidad de convergencia se mejora enormemente, tanto que el tiempo de convergencia
esta uniformemente acotado por una constante que no depende del estado inicial;
(b) incluir términos de alto orden en la estructura de control ayuda a compensar
perturbaciones crecientes que pueden escapar a infinito en tiempo finito. A pesar
de que el CMD y el CMDOS son técnicas poderosas empleadas en la estabilizaciéon
de sistemas no lineales, estas no pueden garantizar convergencia en tiempo fijo ni
compensar perturbaciones crecientes, ya que utilizan entradas de control acotadas.

En este capitulo se realiza el disefio de controladores de tiempo fijo usando la
metodologia cldsica del CMD. Este disefio cldsico consiste en hallar la entrada de
control que lleva a las trayectorias de estado del sistema a la SD en tiempo finito,
[87]. La principal desventaja del CMD es que produce el fenémeno de chattering, res-
tringiendo las posibilidades de implementaciéon en la préctica del CMDPO. El efecto
del chattering producido en los sistemas controlados puede atenuarse mediante el
empleo de MDQOS [56], y entre los cuales se encuentra el controlador super-twisting.
Este controlador permite reducir dicho efecto, y ademads, provee robustez c.r. a pertur-
baciones continuas que tienen derivada acotada, es decir, hay robustez ante sefiales
que satisfacen la condicion de Lipschitz c.r. al tiempo, [53].

Usando el CMD clasico, con la aplicaciéon de un CMDPO, o un controlador super-
twisting, el tiempo de convergencia a la SD crece con el incremento de la condicién
inicial. Incluso si la trayectoria comienza en la SD, el tiempo de convergencia a una
vecindad del origen sobre la SD crece en funcién de la condicién inicial sobre dicha
superficie. Esto de debe a que convencionalmente la SD es un hiperplano lineal que
conduce a la estabilidad exponencial de las trayectorias.

Usar una SD no lineal en vez de una SD lineal en un CMD puede llegar a mejorar
el desempefio deseado del sistema en lazo cerrado, y que no siempre se puede lograr
usando s6lo superficies deslizantes lineales, (véase [9], [7], y sus referencias).

Los diferenciadores y observadores propuestos en [23], [24] aseguran convergen-
cia en tiempo fijo independientemente del valor de la condicién inicial de error. La
simple aplicacién de estos algoritmos al disefio de CMD, no garantiza convergen-
cia en tiempo fijo a una vecindad del origen del sistema controlado, solo asegura
convergencia en tiempo fijo a la SD, [25].
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Generalmente, el
comportamiento
conmutado se presentan en
sistemas hibridos pero no
se limita solamente a ellos.
Se puede presentar en
cualquier modelo cuya
validez estd limitada a un
inérvalo de tiempo que es
finito.

Al tiempo entre
conmutaciones se le conoce
como “modo de operacion”,
que es el tiempo en el cual
esta activo cierto
subsistema.

Los controladores
introducidos en el
Capitulo 8 si aseguran que
cada subsistema es ETFj.

S6lo es posible usar un
MDPO en sistemas donde
el switcheo es el modo
natural de trabajo en el
sistema.
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La condiciéon a2 # 0
asegura que el sistema sea
controlable.

Con una SD lineal,
cuando el valor de la
condicion inicial tiende a
ser infinito, el tiempo de
convergencia también
tiende a ser infinito.

6.1. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA Y OBJETIVOS

Considere el siguiente sistema controlable de segundo orden con una entrada de
control

X1 =apix1 +agaxy, (125)
X2 = ax1Xx1 + azxsy +u+w(x,t),

donde x = [x7,%x2] € R? es el vector de estados, u € R es la entrada de control,
los parametros a1, aj2 # 0, azy, azz son constantes y w(x, t) es una perturbacién
acoplada, posiblemente no desvaneciente, que actta sobre el sistema. El CMD clasico
estabiliza el sistema (125) bajo la hipétesis de que la perturbacién esté acotada por
alguna constante, es decir, [w(x,t)| < po, siendo pp > 0 conocida. Como el sistema
se encuentra en la forma normal, es posible aplicar la técnica de CMD sin necesidad
de transformar el sistema, [87].

Supéngase que se quiere disefiar una SD lineal. Para el sistema (125), se disefia
como

s=x2+c1x7 =0.

Mediante una ley de control discontinua, el modo deslizante s = 0 se alcanza en
tiempo finito, [87]. Al establecerse el modo deslizante, la dindmica del sistema queda
descrita por el sistema reducido

x1 = (a11 —ajzer)xy, (126)

donde la constante c; se elige para asegurar el eigenvalor deseado de (126). Una vez
seleccionada la SD, la entrada de control debe garantizar que cualquier trayectoria
llegue a la SD en tiempo finito, y asi, lograr que se establezca el modo deslizante
a pesar de la presencia de perturbaciones (acopladas). La ley de control que garan-
tiza la existencia del modo deslizante se disefia de tal manera que la condicién de
suficiencia s§ < —nls|, se cumpla, [87]. Para el sistema (125), una ley de control que
satisface esta condicion es

u=—(crasy +a)x; —(crasz2 +az)x2 —Q[s)°, (127)

donde Q se elige tomando en cuenta la cota superior de la incertidumbre, es decir,
Q > po. Mientras que la ley de control garantiza convergencia en tiempo finito a
la SD, en el modo deslizante las trayectorias convergen exponencialmente al origen.
Cabe mencionar que las trayectorias del sistema si entran a una vecindad del origen
en tiempo finito. Pero, si el valor de la condicién inicial se hace cada vez mds grande,
el tiempo de convergencia a dicha vecindad del origen también se incrementa. Esto
hace que sea imposible determinar el tiempo en que las trayectorias alcanzan alguna
vecindad del origen independientemente del valor que tenga el estado inicial.

El problema a considerar en este capitulo es utilizar la técnica de CMD para di-
sefiar leyes de control discontinuas, capaces de asegurar que cualquier vecindad B
del origen del sistema lineal (125) sea ATEFj, independientemente de las variaciones
en la condicién inicial y de las perturbaciones que acttian sobre el sistema. Tomando
en cuenta lo anterior:

(1) Se disefia una SD no lineal tal que, cuando se establezca el modo deslizante
s = 0, las trayectorias de estado converjan asintéticamente al origen, pero que
ademads, asegure que cualquier vecindad de radio r arbitrario es ATFj.

(2) Se disefia la ley de control discontinua que garantiza la existencia del modo
deslizante en un tiempo fijo. Cualquier trayectoria del sistema, con condicién
inicial x¢, bajo la accién del control converge a la SD en un tiempo fijo, a pesar
de la presencia de cierta clase de perturbaciones. En particular, se proponen
dos tipos de controladores de tiempo fijo:



6.2 SUPERFICIE DESLIZANTE (SD) UNIFORME

(a) Un controlador de tiempo fijo basado en un MDPO o controlador relé
(Subseccioén 6.3.1).

(B) Un controlador de tiempo fijo absolutamente continuo basado en una ge-
neralizacién del controlador super-twisting (Subseccion 6.3.2).

Ambos controladores son robustos ante variaciones en la condicién inicial y
cada uno es robusto ante una clase diferente de perturbaciones;

(2) Finalmente, se estima la constante de tiempo fijo en funcién del radio de una
vecindad centrada en el origen y de la cotas de las perturbaciones para ambos
controladores.

La metodologia utilizada en este capitulo se basa en el enfoque de FL propuesto
en Moreno and Osorio [66], Moreno [65] y Cruz-Zavala et al. [24].

6.2. SUPERFICIE DESLIZANTE (SD) UNIFORME
La SD que se propone es la siguiente
s=x2+cix1+ca[x1]9=0, (128)

donde cy,c2 > 0y q > 0 son constantes positivas. Si el parametro q > 1, la veloci-
dad de convergencia de las trayectorias en el modo deslizante es tan grande, que el
tiempo de convergencia a una vecindad del origen estd uniformemente acotado c.r.
a la condicién inicial, es decir, dicha vecindad es ATEj.

Introduciendo (s,x1) como nuevas variables de estado y aplicando la entrada de
control

Cuando en (128) el
pardmetro q = 1, se
recupera la SD lineal.

s queda definida por (128).

U =Ueq+V,
Ueq =—lcr(arr —ajzcr) + (a1 —azzcr)lxy — (arz2e1 +az2)s+ (crarz +azz)ea[xq )9
—qcaxq|97 [(a11 — arzer)xy — ajaea[x1]9 + agas],
(129)
al sistema (125), se obtiene la siguiente representacién
X1 = (a1 —ajzc)xy —agzea[x1 |9+ agzs,
(130)

$=v+w(x,t).

El termino u.q compensa la dindmica nominal (o conocida) del sistema. La diné-
mica del sistema (125), en el modo deslizante (cuando s = 0), estd gobernada por la
EDO

X1 = (aj1 —ajzcy)xy —ajacz[x1]9. (131)

El termino [x7|9 contiene un exponente con valor mayor a uno, si q > 1, y es
el encargado de acelerar la velocidad de convergencia al origen. Esto se debe a que
este término es mds fuerte mientras la condicién inicial sea mas grande. Como conse-
cuencia, el tiempo de convergencia de cualquier trayectoria a una vecindad del origen
posee una constante de tiempo fijo independientemente de la condicién inicial que
se tenga.

Teorema 6.1 Si los pardmetros ¢y y ¢y son seleccionadas tal que —ox = a7 —ajzcy < 0
y B = ajzcy > 0, el origen del sistema reducido (131) es AE. Ademds, toda trayectoria
converge a una vecindad del origen de radio v > 0 antes de un tiempo fijo

101
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En Hung et al. [42], las
leyes de control se obtienen
a través del enfoque
denominado reaching law,
en el cual las dindmicas de
switcheo son especificadas
a priori y bdsicamente,
estdn basadas en un
MDPO.

El valor de s minimiza a
Ts. La expresion (135) se
halla fdcilmente calculando
el minimo de (134). La
ecuacion tiene solucion
explicita para ciertos
valores de q-, por ejemplo,
para qy = 3/2y

qv = 2.

Los controladores unitarios
son de la forma TAL.

El filtro permite el paso de
frecuencias bajas.

La constante T, no depende de las condicién inicial. Es evidente que lim,_,o T, =
oo. Este hecho contundente de debe a que la convergencia de las trayectorias al origen
es asintotica.

Para todo estado inicial xy sobre la SD las trayectorias del sistema (131) deslizan
sobre ella asint6ticamente al origen. Pero atin mds interesante es que, cualquier tra-
yectoria pertenecerd a una bola B, = {x; € R : |x1]| < 7}, centrada en el origen, para
cualquier tiempo mayor a T, sin importar cual haya sido la condicién inicial.

63 CONTROLADORES DE TIEMPO FIJO

Una vez especificada la SD y cuyo disefio estd sujeto a los requerimientos de desem-
pefio para el sistema, la nueva entrada de control v se disefia para hacer que las tra-
yectorias alcancen la SD en tiempo fijo, y asi, establecer el modo deslizante. Existen
algunas leyes de control basadas en el disefio cldsico que garantizan la existencia del
modo deslizante (véase, por ejemplo [42]). Sin embargo, dichas leyes de control no
tienen la propiedad de convergencia en tiempo fijo que nos interesa.

6.3.1. Controlador Uniforme de Primer Orden (CUPO)

La ley de control se disefia para que las trayectorias del sistema lleguen a la SD
en tiempo fijo, incluso en presencia de perturbaciones. Una vez alli, se deslizan a lo
largo de la SD (128) y el sistema es invariante ante perturbaciones acopladas. Las
perturbaciones que soportara el sistema dependen de la ley de control seleccionada.
Primero se considera que w(x,t) pertenece a la clase Wy = {w € R : jw(x,t)| <
po + poz2 Isl+po3 Is19, po, poz, Po3 >0, v > 1}. Tenga en cuenta que estas funciones
estdn uniformemente acotadas en t, ¥t > 0. Note que la perturbacién puede no
desvanecer en el origen e incluso puede llegar a ser discontinua.

Teorema 6.2 Suponga que la perturbacion w(x,t) € Wy. Entonces, la ley de control (129),
con

V= fQo[sJO —Kas—Ks[s|, qv > 1, (133)

donde Qo > po, K2 > po2, ¥ K3 > po3 son constantes positivas, asegura el modo deslizante.
Ademds, la SD s = 0 es ETFj, y de cualquier estado inicial xo € R?, las trayectorias alcanzan
el modo deslizante, en presencia de perturbaciones w(x,t) € Wy, antes de un tiempo fijo

]

_ 2 —3(qv=1) | 2 1 ko2.7
T = (Gv—T)Ko3 'S T %02 In( Kor 'S +1),

donde ko1 = V2(Qo — po), ko2 = 2(K2 — po2), ko3 = 29 F1/2(K3 —po3), y 15 es la
raiz real positiva de la ecuacion

(134)

1 qv.

T3 + (Ko1/K02) = (K03/K02)Ts” . (135)

Distintas leyes de control pueden derivarse a partir de (133), [42]. Ademads, el
término asociado a la ganancia K3 > 0 permite la convergencia en tiempo fijola SD y
compensa perturbaciones que pueden crecer més rapidamente que un término lineal
en s. El término con ganancia K; > 0 hace posible compensar perturbaciones con
crecimiento lineal en s.

6.3.2. Controlador Super-Twisting Uniforme (CSTU)

Las principal desventaja de utilizar un relé (o controladores unitarios) en la ley de
control para asegurar el modo deslizante es que produce el efecto de chattering. Para
eliminar la componente de alta frecuencia de estos controladores usualmente se usa
un filtro junto con el control basado en un MDPO. Otro enfoque para hacer frente
a este problema, es utilizar MDOS. Dentro de la categorfa de MDOS se encuentran
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los MDSO, [58]. A esta categoria pertenece el super-twisting, ampliamente utilizado
como un controlador emphabsolutamente continuo, pues depende de la variedad
deslizante, es efectivo para aliviar el efecto de chattering y asegura todas las pro-
piedades principales de un CMDPO para un sistema con perturbaciones acopladas
continuas que son Lipschitz c.r. al tiempo. Con base en las ventajas mencionadas, en
esta seccién se desarrolla un controlador de tiempo fijo basado en el Super-Twisting
generalizado. El controlador super-twisting uniforme (CSTU) que se propone esta
descrito por

v=—kidi(s) —kz [o b2 (s)dt, (136)

donde k1, k; son las ganancias a ser disefiadas

1
$1(s) =mfs]2 +p2s+musls]z,
1 3
$2(s) = Indls)0+ 3urpals)2 + (u3 +2uru3)s + Juansls] 2 + 3u3fs)?,

con p, 42 y n3 siendo constantes positivas. Del CSTU se recupera el controlador
Super-Twisting, si u = p3 = 0, y las ganancias se eligen tal que kj,k; > 0. La
nueva ley de control (136) hereda las propiedades de robustez del controlador Super-
Twisting, y ademads, contiene términos de alto orden que proporcionan convergencia
en tiempo fijo a la SD. A diferencia de la perturbaciones que puede compensar el
CUPO, el CSTU solo es capaz de compensar perturbaciones w(x,t) que pertenecen
a la clase W;, definida por W, = {w € R : |g7 (x,t)| < p1ld7 (s)l, %gz (x,t)| <
p2 b2 (s)l}, siendo p1, p2 > 0 constantes conocidas, y donde

MW

wixt) =g (xt)+92(x1),

es una decomposiciéon de la sefial de perturbacién. Teniendo en cuenta que las per-
turbaciones w(x, t) € W, y que el controlador v se elige como en (136), la dindmica
del sistema (130) puede extenderse como

X1 = (a11 —agzer)xy —agacz[x1]9) +ajzs,
$§=—kid1(s)+s1+9g1(x1,%2,1),
$1=—kada (s)+ L g2 (x1,%2,1).

(137)

Las ganancias (k1,k;) deben elegirse de tal forma que exista solucién a la desigual-
dad matricial lineal (DML)

ATP+PA+R+el PB

<0, 138)
BTP -0 (13

para algunos 07,0, >0, e >0,y P = PT > 0 siendo un matriz simétrica p.d., donde
R=(01pF+02p3)CTC,

1 0

P

k1 1 10 T

1 ,B = /C:[] O} ,0 =
k2 O 01
Esto garantiza que el origen del subsistema (s, s1) es globalmente ETE, [65]. Para

poder estimar la constante de tiempo fijo, debe elegirse alguna & que cumpla las
desigualdades

A= (139)

7
5> (4/27k2)3 ,78ka(ky —p1) > 4(3)3 365 + (k1 +p1)F +4(ky + p2)6. (140)

Teorema 6.3 Suponga que la perturbacién w(x,t) € W,. Entonces, la ley de control (129),
con v definida en (136), asegura el modo deslizante. Ademds, la SD s = 0 es ETFj, y de cual-
quier estado inicial xo € R?, las trayectorias alcanzan el modo deslizante, aiin en presencia
de perturbaciones w(x,t) € W5, antes de un tiempo fijo

(141)

1 1
6 .76 2 K2 .2
Tst = Kfz’rss6 + 3y ln(ﬁrszs +1),

El algoritmo
super-twisting
generalizado fue
originalmente propuesto
por Moreno [65].

La clase de funciones W,
representa una clase de
funciones continuas.
Perturbaciones modeladas
por funciones discontinuas
no pueden ser soportadas
por el controlador (136).

Esto hecho se debe a que se
usan dos funciones de
Lyapunov para mostrar la
estabilidad en tiempo fijo
del subsistema (s, s1).
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Elegir v como en (143)
minimiza a Tgy.

donde

;
1 VininC3 _ 3

fin 7 +Vmin = M43
(}\méx{P}’FCZ)E

wiN

2
_ nie B e i
K1 = T ,K2 = - ’K3_(j)
2(AmaxiP}+C2)2 (Amax{P}+C2)

(142)

siendo €, AmaxiP}, C2 y C3 constantes positivas que dependen de los pardmetros k1, X2, p1,
P2, Y Tss es la raiz real positiva de la ecuacion

rZ+ (k1/k2) = (K3/Ka)Ts. (143)

Ambos controladores garantizan que las trayectorias del sistema (125) convergen al
modo deslizante en tiempo finito, teniendo en cuenta las respectivas perturbaciones
que puede soportar cada controlador. Es un hecho que, independientemente del es-
tado inicial, los controladores de tiempo fijo llevan las trayectorias del sistema a la
SD antes de un tiempo Tf > 0 6 Tsy > 0. En el modo deslizante, las trayectorias
convergen en un tiempo T; a una vecindad arbitraria del origen de la radio r > 0.
Como resultado, las trayectorias del sistema permaneceran en una bola arbitraria B,
YVt > T. Por lo tanto, se puede concluir que cualquier B, centrada en el origen, es
un conjunto ATFj para el sistema en lazo cerrado con el CUPO, o el CSTU, a pesar
de la perturbaciéon w(x, t) perteneciente a la clase de W1, 6 W;, respectivamente.
Con base en el andlisis previo, se formula el siguiente Teorema.

Teorema 6.4 Suponga que se elige la SD uniforme (128) y que la perturbacion w(x, t) € Wy
(resp. w(x, t) € Wy ). Elija el CUPO (resp. el CSTU). Entonces, cualquier bola B del sistema
(125) es ATFj y cualquier trayectoria, con estado inicial xo € B, pertenecerd a B, antes de
un tiempo fijo Ty = T + T /5.

Para cualquier tiempo mayor a la constante T, cualquier trayectoria pertenece a
una bola B;.

6.3.3. Estimacion del tiempo fijo

Es posible estimar la constante de tiempo fijo a una vecindad del origen de radio
T con cualquiera de los dos controladores propuestos.

Estimacién del Tiempo fijo con el CUPO. Una forma de estimar la constante de
tiempo fijo es usando el Teorema 6.4. En este caso

T =T+ Ty, (144)
donde

1 1
—3(av—1) 3
et 2T 4 2 In(£2rZ 1),

T = tmmp 0+ gien) v T = 1

T: define la constante de tiempo fijo para cualquier trayectoria en el modo desli-
zante y T¢ define la constante de tiempo fijo en la que cualquier trayectoria ya se
encuentra en modo deslizante . La estimacién dada por (144) es relativamente con-
servadora, y se debe a que se hace la estimacién en dos partes. Como se vera en
el siguiente Capitulo, es posible hacer un disefio de ganancias para el CUPO dada
alguna constante de tiempo fijo Tr. Sin embargo, la constante de tiempo fijo T, para
el sistema en lazo cerrado sigue siendo conservadora.

Para estimar T¢ , hay que calcular kg1, K2, Ko3, Yy obtener rgs a partir de (135) y
luego sustituir todos los valores correspondientes en la expresion (144).

Estimacién del Tiempo fijo con el CSTU. En este caso, la estimacién de la cons-
tante de tiempo fijo es

Tp = Tr + Tst, (145)
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donde
1 [0 6 % 2 K2 %
Tr:wln(1+ |3qu] )’yTSt:?SYSS +*1n(ﬁrss+”'

Andalogamente, T, define la constante de tiempo fijo para cualquier trayectoria
en el modo deslizante y T¢ define la constante de tiempo fijo en la que cualquier
trayectoria ya se encuentra en modo deslizante. La estimaciéon dada por (145) es
mucho mds conservadora que la estimada en (144) y se debe, en gran parte, a que
la FL que se utiliza para mostrar la estabilidad en tiempo fijo de la SD uniforme
aplicando el CSTU da cotas muy conservadoras sobre la constante Ts¢. La cota es
tan conservadora que no es posible utilizarla para hacer el disefio de ganancias del
CSTU dada alguna constante de tiempo fijo Ts¢. Para estimar Tg¢ se deben seguir los
siguientes pasos:

1. Encuentre P = PT > 0y e > 0 tal que la DML (138) se satisface. Elija & de tal
manera que las desigualdades (140) se satisfaga. Luego, hay que obtener C, y
C3 para calcular k1, k2, k3. Las constantes C; y C3 estdn dadas por

Cy = 8ka +2%,/3, C3 =2(1—9p25/ym)/21,

2
donde zyp = vg; es la raiz real positiva de la ecuacion 2+ 35(1 —ka)zpm = 213\/1
7

Y Ym es la raiz real positiva de la ecuacion 3p28 +7(YV7 —1/21)ym = 4p28yh,
7 7
Y1 =08ka(ks —p1) — (k1 +p1)3/7—4(k2 +p2)e/7.

2. Calcule 745 a partir de (143) y sustituya todos los valores correspondientes en
la expresién (141).

6.4. EJEMPLO ACADEMICO

Esta seccion se ilustra la eficacia de los controladores propuestos en un ejemplo
académico. Considere un sistema hibrido lineal con tiempo de vida estrictamente
positivo modelado por la ecuacién x = Agx +b(u+w(t)), donde x € R? es el estado
continuo, q € [1,2] es el estado discreto que indexa a los subsistemas Tanto A como A5 son

matrices inestables.
0 1 A, = 1 1 ,
2 -1 2 1

b= [O 1} T, w(t) = 0.5sin(2t) + 0.5 cos(5t), y la entrada de control u queda descrita
por (129). El objetivo de control consiste en estabilizar el origen x = 0 del sistema
en tiempo fijo. La dindmica del sistema cambia cada 4 segundos. Si sélo se mide el
estado x1, los pares de [C,A;] y [C, A,] son observables con el vector de salida de

Al =

C= [1 O} . En este caso, es posible disefiar un observador (diferenciador) uniforme

[24], que proporciona los estados del sistema a mds tardar en un segundo. Por lo
tanto, se puede encender el controlador después de haber trascurrido un segundo.

.. . o 3
Las superficies para cada sistema se disefian como sa, = x2 +x7 +0.5[x1]2 y
3
SA, = X2 +2x7 4 [x1]2. Se comparan tres controladores: Para la simulacion
numeérica se ha
CMDPO v =—My [SJO ,con My =4. considerado: condicién
N inicial x(0) = [1.5,1]7,
CUPO v=—-Qo (SJO —Kzs—K3[s]Z,con Qo =4, K =2, K3 =1. y tiempo de muestreo
T =0.001.

CSTU v =~k (s) —ka [ P2 (s)dt, conpg =2, pp =1, u3 = 0.5.

Observe que, con el CMDPO la perturbaciéon w(t) € Wy, con pg = 1, pp2 = po3z =0,
y qv > 1, mientras que con el CSTU, la pertubacién w(t) € W,, con p; =0y

p2 = 1. Para este caso, cuando p7 =0, las ganancias k; y k; se eligen en el conjunto  Para mds detalles sobre la
sintonizacion, el lector
consultar Moreno [65].
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Figura 7.: (a) y (b) muestran el estado x7 y el estado x, con: el CMDPO (linea roja), el CUPO
(linea verde) y el CSTU (linea azul); (c) Superficies deslizantes y (d) Entradas de
Control.

k = {(k1,k2) € R?|0 < kg < 2y/pz, k2 > 0.25k? +4py /K2 U((k1,k2) € R?[kq >
2,/p2,k2 > 2py}. Se seleccionan k1 =2y ky =4.

Los resultados de la simulacién se muestran en la Figura 7. Claramente, tanto el
CUPO y el CSTU aseguran la existencia del modo deslizante, pero no el CMDPO.
Ademas, el CSTU alivia el efecto de chattering. No obstante, el valor de la sefial
de control del CUPO y del CSTU se incrementa notablemente durante la respuesta
transitoria, véase la Figura 7.(d). Esto es una consecuencia natural de la propiedad
de la convergencia en tiempo fijo, ya que la accién de control tiene que ser muy
fuerte para atraer a las trayectorias del sistema que estdin muy alejadas del origen,
a una vecindad del mismo arbitrariamente rdpido. La velocidad de convergencia
es tan arbitrariamente rdpida que el tiempo de convergencia estd acotado por una
constante.

La Figura 8.(a) muestra una SD lineal, las superficies no lineales sa, =0y sa, =0.
Teniendo en cuenta que la accién de control se inicia desde t = 0 en el primer modo
de operacién (durante los primeros 4 segundos), la Figura 8.(b) pone en evidencia
que el tiempo de convergencia a las superficies crece hasta el infinito con el crecimien-
to de la condicién inicial usando el CMDPO, mientras que el tiempo de convergencia
tiene una constante de tiempo fijo al utilizar el CUPO y el CSTU.

Finalmente, la Figura 8.(c) muestra el tiempo de convergencia real del sistema con
su estimacién al aplicar el CUPO. La cota superior de la estimacién es aproxima-
damente el doble de la cota superior del verdadero tiempo de convergencia. Por
otro lado, la mejor estimacién del tiempo de convergencia utilizando el CSTU fue
Tp = 301, 34[s]. Hay una sobreestimacién del tiempo fijo al aplicar el CSTU.

6.5. RESUMEN DEL CAPITULO

Se ha propuesto una SD no lineal que asegura, durante el modo deslizante, la
convergencia de las trayectorias del sistema a cualquier vecindad arbitrariamente
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(a) La SD lineal sy = x; +x7 =0, la SD uniforme s, = 0y la SD uniforme sa, = 0;
(b) tiempo de convergencia a la SD durante el primer modo de operacién (datos de
simulacién); (c) comparacién entre el tiempo de convergencia real y el estimado.

Figura 8.:

pequeiia del origen en un tiempo fijo independientemente de la condicién inicial
sobre la superficie. Se han propuesto dos tipos de controladores de tiempo fijo. Se
diseiié el CUPO como una generalizaciéon de un MDPO, y que hereda todas sus
propiedades de robustez. Adicionalmente, el CUPO proporciona convergencia de las
trayectorias en tiempo fijo a la SD en presencia de cierta clase de perturbaciones. Para
reducir el efecto de chattering producido por el CUPO, se propone un controlador
absolutamente continuo llamado CSTU. Al igual que el primero, este controlador
garantiza convergencia en tiempo fijo de las trayectorias a la SD pero en presencia
de otra clase de perturbaciones.

El enfoque basado en FL permitié mostrar las propiedades de la SD y de los contro-
ladores, y estimar el tiempo de convergencia a la SD y una vecindad arbitrariamente

pequeria del origen.
6.6. PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL CAPITULO

Prueba del Teorema 6.1. Bajo las condiciones —x = aj1 —ajzcy <0y =ajzcy >
0, el sistema reducido tiene un punto de equilibrio AE. Esto se muestra facilmente
usando la FL Vg = |x1|. La derivada a lo largo de las trayectorias de (131) satisface
Vs = —aVs — BVS, Vs(x1(0)) =vo = 0. Entonces, V es n.d. . Para valores de q > 1,

las soluciones a la EDO para V; estdn dadas por

_ _q «
VT = exp(—(1 = q)Btvg ! — g exp(—(1—q)Bt) lexp((1—q)pt) — 1.
Por lo tanto, el tiempo Ts que le toma a una trayectoria iniciada en un estado inicial
x1(0) en llegar a un conjunto de nivel Vg =1, con 0 < r < V(x1(0)), se calcula como

1 Bqu q-1
Tivo, ™) = g=1p {111 (M) —In (“EEW)] . (146)

El tiempo Tj(vo,r) depende de los pardmetros «, 3,7, y estd uniformemente acota-
do por una constante que es independiente de la condicién inicial x1(0) € vo. Lo
anterior se deduce al calcular lim,; , T1(vo, 1) = Ty. Por lo tanto se concluye que
el tiempo Ty(vo,r) de cualquier trayectoria estd uniformemente acotado por (132)

independientemente de la condicién inicial, es decir, Ty (vo,7) < Tr. Para obtener la cota (132)
solo hay que aplicar la
propiedad de potencia de

los logaritmos en (146).
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Después de llegara s = 0,
la trayectoria se desliza a
lo largo de la SD.

Se utiliza un enfoque
basado en FL para mostrar
la convergencia en tiempo
fijo de las trayectorias del
sistema a la SD uniforme.

Prueba del Teorema 6.2. Hay que mostrar que la ley de control propuesta ga-
rantiza que las trayectorias de estado llegan a s = 0 en tiempo finito antes de al-
gun tiempo fijo T > 0. Para ello, se usa la funcién cuadrética V = 0.5s2. Como
V = s(v+w(x,t)), aplicando el control (133) y teniendo en cuenta el hecho de que

w(x,t) € Wy, se obtiene V < —(Qo — po)Is| — (K2 — po2) sl — (K3 — po3) Is|""*".
Esta desigualdad diferencial puede ser reescrita en términos de la funcién V, co-
mo V < q— l<o1V]/Z — K02V — ko3V 9 T1)/2 donde ko1 = V2(Qo — po) , ko2 =
2(K2 —po2) , ko3 = 2(av*+1)/2(K3 — pp3). Lo que implica V < 0, para Qo > po, Kz >
P02, K3 > po3. Es evidente que cada trayectoria converge a s = 0 en tiempo finito.

Por dltimo, hay que mostrar que existe alguna constante T¢ > 0 tal que, sin im-
portar que tan grande sea el valor de la condicién inicial, las trayectorias de estado
x(t) no pueden dejar la variedad s = 0, vt > T¢. Como V/(t) tiene que satisfacer las
desigualdades diferenciales V < —kg1V1/2 —k02Vy V < —ko3 V! 9vF1)/2 el valor
de V(t) estd por debajo de la solucién de ambas desigualdades. La solucién de la

EDO v = —k1vZ — kv, v(0) =vg > 0, es

v(t)% = exp(—ZKozt/Z)v — Ki‘ exp( Ko2t/2) [exp(ko2t/2) —1],

2

y la solucién a la EDO v = —kgzvlavt1)/2, v(O) =vo = 0, para gy, > 1, estd dada

por v(t) = (vo 2(av- ) + (gqv — 1) ko3t/2) av=T. Ahora, aplicando el principio de
comparacién [46], dado que V (s(t)) < v (t) cuando Vo = V (s(xq)) < vo, la solucién
de V(t) satisface

1
V(t) < min{V; = exp(—Jko2t)[VZ — £ [exp(Ikoat) — 1117,

Ko2
—1(qv—1 2
Vo = (V5 27 g (g, — 1) kost/2) 7).

Con estas expresiones el tiempo de convergencia se estima usando el algoritmo de
la prueba de la Proposicién 5.8.

(a1) La cota superior del tiempo T,(x¢,1s) en la cual se alcanza el conjunto de
nivel V, = 153 (0 < 1r5 < Vp), se calcula de V, = 15, como Ty (xq,Ts) =
2 _%(qv_]) V_%(qv_])
(dv—T)ko3 (rs ¢ )-
(A2) Iniciando del conjunto de V7 = 15, la cota superior del tiempo T1 (rs) en la cual

1
Koz p.2
Koz In( oot +1).

se alcanza el punto s = 0, se calcula de V; =0, como Tq (rs) =
(a3) El tiempo que tarda en converger cualquier trayectoria iniciada en xo € Vp a la
SD cumple

1 _ 1 _
Tlo) < Talre) + Talxo,ms) = 25 In(K2rF +1) 4 B rg 217 oy 2l

K02 (qv—T1)ko3
El tiempo de convergencia T(xo) estd uniformemente acotado por la constante Tg,
es decir, T(xp) < Ty. Elegir v como la raiz real positiva de (135) asegura la mejor
estimacion para Ts.
Prueba del Teorema 6.3. Considere la siguiente funcién continua

W(s,s1) = V1(C) + Vals, s1), (147)

como una candidata a FL. La funcién V; () = {"P( es cuadrética en el vector { =
T

{431 (s) 31} , P =PT > 0 es una matriz simétrica p.d., solucién a la DML (138). La

funcién V5 (s,s1) = Ska|d1(s)|> — [dq (s)J% (sﬂ% + 8|s1]2, donde & es una constante
positiva que satisface la desigualdades en (140). Para probar el Teorema 6.3, se usa
del siguiente resultado que muestra que el subsistema (s, s1) de (137) es robusto ante
la presencia de perturbaciones w(x,t) € W, cuando las ganancias (ki,k2) y & se
seleccionan apropiadamente.
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Proposiciéon 6.1 La funcién (147) es una FL robusta para el subsistema (s,s1) de (137).
Ademds, la derivada W(s, s1) de la FL tomada a lo largo de las trayectorias del subsistema
satisface la desigualdad diferencial

W (s, s1) < 7K1W2 (s,81) — k2 W (s, S1)7K3W6 (s,81), (148)

donde k1, Ky y K3 estdn definidas en (142).

Demostracién 1 Primero se muestra que V(s,s1) es p.d.. Del Lema A.1, se obtiene que
Yoo Y Yo1 son constantes positivas que satisfacen —ygo b1 (s )I /3 —2y0 |s1\ /3 <

_3
—[d; (S)J%[S]J% < 1/81 b1 (s)% /3 +2v,o1 Is1 2 /3. Usando estas desigualdades, la fun-
cién V, queda acotada V(s, s1) por

«1 (Y00)ld1(s)12 + a2 (voo) Is11% < Vals,s1) < aa(vor)ld1 (s)? + aalyor) Is11?,

3
donde &1 (vo0) = (8k2 —¥35/3), a2(voo) = (8 —2y,4 /3), «3(vo1) = (8k2 +v3;/3)
3

v oa(vo1) = (8+2yy>/3). Se observa que, V> (s,0) es p.d. si y solo si. x1(yoo) > 0y
a2(Yo0) > 0, lo cual siempre es posible si b satisface (140). Con lo anterior,

Call¢ll5, (149)

3
donde C1 = dky — 2%1/3 y Cy = dky —1—2%,[/3 son constantes positivas, zm = Vgo es la
3

Va(s,s1) < Callbr(s)? +1s11%) =

C111¢)13 = Cr (b1 ()12 +1s11%) <

raiz real positiva de la ecuacion de 2 +38(ky — 1zm = 23, Y zm = Y3, es la raiz real
positiva de la ecuacién 2+ 35(1 —kz)zm = zi/l. Recordando que, el término de perturbacion
w(x,t) € Wy, la derivada de V; c.r. al tiempo satisface

! 7 4 4
—Mj’]((jlg (25K (k1 — g1)lb1 ()15 —2g28ldb1 (s)I31s11— 2 (kq + g1)ldb1 ()lls 3
1(s

1 7
—3 (k2 +g2)lb1(s)1Is113 + Zls915 )

V, <-—

Usando el Lema A.1, se obtienen las desigualdades

_7 7
b1 (s)I31s1] < 4Y1 b1 (s )|3/7+3Y1 18113 /7, Yy1 >0,
4 7 _7 7 4
Ip1(s)lIs1]3 < 3Y§|¢1(5)|§/7+4Y2 Hs113/7, Vy2 = (k1 +p1)7 >0,
1 Z 7 7
b1 (s)PIs115 < 6v51da ()15 /7 +v3 Is115/7, Vs = (ka +p2)7 >0,

que hacen que

Vs (s,51) < —vi(s) (111 (s)15 +alsy|5),

i 7 _7
convi(s) = Ip1(s)|3 ¢ (s), b1 =2(V1 —4p208y7 /7), W2 = 2(1 —9p28v, *)/21, YV =
dka(k1 —p1) — (kg + p1)§/7—4(k2 + pz)%/7, y donde vy siempre existe si y solo si
(7Y1/8p26)% >v1 > (9p26)% Para probar que V> es n.d., se necesita que (1,2 > 0, lo

cual es siempre posible si la desigualdad (140) se satisface . Note que la funcién vy (s) > 0,

Vs € R, y que

3 -1
Elis| ]+uz|SIT+%u31 _3y
=2

( )_ 2u1|5\7+uz+2u3\3\7
— —3
rpalsl 2 4us)3

Wi

limg 0o V1 (s

7

(u1\5|7+uz\5|+u3|8\2) (m1ls]

= Wi

3u

lim g0 v(s) = = o0.

GIN)

[s]

Por lo que el minimo de v, = minse]Rw (s) existe y es positivo. Esto conducea V (s,s1) <

—v1(8) (111 ()15 +alst13) <

Véase el Apéndice A para
conocer el Lema A.1.

Para mostrar que

V3 (s, o) esp.d., se checa
cuando o1 (voo) >0y
az(voo) > Oy se
verifica cuando existe
Y3y > O.

Las ecuaciones para zmym Y
zm resultan de hacer

a1 (voo) = o2(voo) ¥
a3 (vor) = xa(vor)-

La funcion

1
by (s) =mlsl™2/2+
w2 +3usls2 /2.

Para mostrar que V> es
n.d., se checa cuando

P11 >0y >0,yse
verifica cuando existe

y? > 0, que se traduce en
la desigualdad (140).

~VminC3 (191 (5)[3 +1s1]3), donde C3 = 2(1—9p28/ym)/21
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7 7
Véase el Apéndice Apara Y Ym = Y5 es la raiz real positiva de 3p26 +7(Y1 —1/21)ym = 4p20y. Del Lema A.4, se

conocer el Lema A.4. encuentra que (1/2)1]*4 (Ip1 ()% + s IZ)% < (|dy (s)I% + sy I%). Usando esta desigualdad
junto con la desigualdad (149), se obtiene que la derivada V- (s, s1) satisface

b‘_‘

Va < — (1/2) 1 vinin C3 (11 ()2 + 15112) & < — (1/2) 1 vinin C3 (1|)13) 5.

Para el siguiente andlisis, hay que presentar el subsistema (137) en una forma conveniente.
Usando el vector (, el subsistema (137) queda reescrito como

. o g1 (X1/X2/t)
C=¢7 (s) (AC+BP), P=| 4 g,(x; x2t) ,

R

donde A y B se definen en (139). Para tomar en cuenta un gran variedad de perturbacio-
nes, se asume que las componentes (en las coordenadas transformadas) de los términos de
perturbacién p(t, C) satisfacen las condiciones de sector (parai=1,2,Vt >0y V(e R2)

.
wdmaz—ﬁmo+&8=[m] [1 0 [?]>q

Gi 0 pi2 CcTc
donde C estd definida en (139). Lo cual significa que las perturbaciones w(x,t) € W, se pue-
den expresar como condiciones de sector (en coordenadas ), es decir, |pi(t, )| < pildi(s)len
las variables originales, es equivalente a |pi (t, C)| < pilCil, siendo p; > 0, en las coordenadas
transformadas. De lo anterior, defina w(p, () = 01w (P71, ) +02w2(p2,C) = 0,V01,0, >
0. La funcién w(p, C) puede ser representada como

}
wmg)—[pﬁi)] [pﬁi)ll (150)
¢ ¢

con © y R como en (139). La derivada de la FL V7 (C) es *

-0 0
0 R

T T
ATP+PA PB ATP+PA PB
— ¢ [c ’ H‘f}@bﬁ{{f : HC +w(ﬁ,CJ}
p B'P 0 p p B'P 0 p
ATP+PA+R PB
—m[f ; f}<m&m%
P B'P —0 )

Si la DML (138) tiene solucion, V7 es n.d.. Como Amin {P} ||C||2 < CTPC < Amax (PHIC)I3
donde |[C]13 = 2 (s) + 02 = w3Is2 + 13lsl® + 2uans sl + pdls| + 2p uz\slz +2u1 uslsl2
s? es la norma Euclideana de {, se puede verzﬁcar que la demgualdad (M1 |s| = (lI1¢ll2)
siempre se cumple. Como ¢’} (s) = pyls|™ 7 /241y + 3u3|s|2 /2, znmedzatamente se obtiene

. 1
Vi <=4 (5) ell2l3 < —(1F/2)eldlly — naellClF = (Bus/2)elsl = 13
Gracias a la negatividad definida de las funciones V1(C) y V2 (s, o), se concluye que
. . . 2 ! & 7
W(stl)zvl+V2<_%€||C||ZZ_PL2€HCH% 3H3€|X1|2 HCHZ (1/2) 7 viin 3(||C||%)6'

Ambas funciones de Lyapunov satisfacen Amin{PH|C/|3 < V1(0) < AmaxdPHICI3 v 1l T)I3 <
V, (s,s1) < Caf| CH%, entonces, la funcion W (s, s1) puede acotarse por arriba como W (s, s1) <
(Amax{P}+ C2)| C||%. Con ayuda de esta cota se obtiene la expresion (148).

1 La funcién es continua pero no localmente Lipschitz. Estrictamente hablando, el segundo método de
Lyapunov ya no es vélido para el andlisis. Sin embargo, si se satisfacen todas las condiciones del Teorema
de Zubov [[77], Teorema 20.2, pag. 568], es decir, (a) V7 es diferenciable casi en todas partes (la derivada
se obtiene de forma usual en todo los puntos donde haya diferenciabilidad), (b) si la derivada de V7 es
n.d. casi en todas partes, entonces Vi es monétona decreciente y converge a zero.



6.6 PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL CAPITULO

Es claro que cualquier trayectoria converge a cero en tiempo finito. Con el resultado
de la Proposicién 6.1 se prueba inmediatamente el Teorema. Como W/(t) satisface am-

bas desigualdades diferenciales W (s,s1) < —«k W2 (s,81) — koW (s,81) y W(s,s1) <
—K3W% (s,s1), el valor de W(t) estd por debajo de la solucién de cualquiera de las
dos desigualdades. Note que la solucién a la EDO v = —K1V% —Kkav, v(0) =vg =0,
es similar a (28) y ]que la solucién a la EDO v = —ngg, v(0) = vg > 0, estd da-

da por v(t) = (v(;g + k3t/6)7°. Del principio de comparacién [46], se tiene que
W (s(t),s7(t)) <v(t), cuando Wy = W (s(xg), s1(x0)) < vo. Entonces,

2
W(t) < min {exp(—;Kzt) {Wé — % [exp(%Kzt) — 1] , (Wg% + K3t/6)6} .

El tiempo de convergencia se estima en forma similar a la propuesta en la prueba del
Teorema 6.2. Primero, se calcula una cota superior T,(xg, Tss) del tiempo de conver-
gencia de una trayectoria con estado inicial xo € W; en el cual se alcanza el conjunto
de nivel W (s, s1) = 155 (0 < 155 < W)p). Luego, comenzado con estado inicial perte-
neciente al conjunto de nivel W = 14, se calcula una cota superior T; (rss) en la cual
se alcanza el punto s = 0. Finalmente, cualquier trayectoria llega a la SD dentro de
un tiempo que cumple

_1 1 1
T(x0) < T2(x0,71ss) + Ti(rss) = ,%(%56 _Wo °)+ %211’1(%1‘525 +1).

El tiempo de convergencia T(xo) estd uniformemente acotado por la constante Ts¢,
es decir, T(xg) < Ts¢. La mejor estimacion de Ts¢ se consigue al elegir rss como la
raiz real positiva de (143).

Prueba del Teorema 6.4. Es directa de los Teoremas 6.3, 6.2, y 6.1.
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ESTABILIZACION EN TIEMPO FIJO VIA CMD: SISTEMA DE
ORDEN ARBITRARIO

Piensa como piensan los sabios,
mas habla como la gente sencilla.

— Aristételes

En el capitulo anterior se propuso una nueva clase de SD no lineal para un sis-
tema de segundo orden. La principal caracteristica de esta SD es que asegura que
una vecindad del sistema reducido es ATFj. Este capitulo presenta el disefio de dos
superficies deslizantes uniformes para el sistema Zt. La ley de control a aplicar es
una extensién de los controladores de tiempo fijo propuesto en el Capitulo 6. Ambos
proporcionan convergencia en tiempo fijo de las trayectorias del sistema a la SD y
robutez ante cierta clase de perturbaciones. Cada SD se construye utilizando el MB y
las propiedades de homogeneidad. Esto permite tener un disefio recursivo de la SD
y caracterizar la propiedad de ATEj.

7.1. OBJETIVOS Y ESTRUCTURA DEL CAPITULO

En este capitulo se considera el sistema Z1 de la forma

Xi =xip1 +wilt,x),vVi=1,..,n—1,

xn = f(x, t) +u+wn(t, x). (151)

Aqui, f(x,t) representa la dindmica conocida del sistema y b(x, t) se ha considerado
como una constante de valor igual a uno. Todas las perturbaciones se consideran
como funciones uniformemente acotadas en t, Vt > 0.

El objetivo principal consiste en disefiar una ley de control discontinua que garan-
tice que las trayectorias del sistema controlado (151) lleguen en tiempo fijo a una
vecindad del origen a pesar de la presencia de cierta clase perturbaciones no aco-
pladas y de variaciones de la condicién inicial en el sistema. Para resolver dicho
problema se usa el método de disefio clasico por CMD [87], por lo que, antes de
disefiar la ley de control, es necesario construir la SD. Ademads, la técnica de CMD
s6lo asegura rechazo completo de perturbaciones que estadn acopladas a la entrada
control. Entonces, se hace imprescindible determinar cuél es la clase de perturbacio-
nes no acopladas w;i(x,t), 1 = 1,..,n— 1, bajo las cuales el sistema en lazo cerrado
sigue siendo AE.

La primera parte de este capitulo se centra en el disefio de controladores de tiempo
fijo cuando tinicamente existen perturbaciones acopladas. Se disefian dos superficies
deslizantes con la finalidad de que el origen del sistema reducido sea AE, pero ade-
mas, que cualquier vecindad del origen de radio r > 0 sea ATFj. Las superficies
deslizantes se disefian bajo criterios de homogeneidad y FLC homogéneas. Posterior-
mente, se disefian las leyes de control discontinuas que establecen el modo deslizante
en tiempo fijo. Bdsicamente, los controladores de tiempo fijo presentados en el Capi-
tulo 6 son extendidos al sistema (151). El empleo de los controladores de tiempo fijo
asegura que las trayectorias del sistema llegardn en tiempo finito a la SD antes de
algtn tiempo fijo, sin importar cual haya sido la condicién inicial. La tinica hipéte-
sis que se hace sobre la perturbacién acoplada wr (x,t) es que estd acotada por una
funcién conocida.

La segunda parte muestra que los controladores propuestos pueden compensar
cierta clase de perturbaciones no acopladas, preservando la propiedad de atractivi-
dad en tiempo fijo del sistema en lazo cerrado.
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La motivacion se ha
omitido debido a que es
esencialmente la misma del
capitulo anterior.

Nuevamente, los conceptos
del Capitulo 2 serdn de
gran utilidad.

La cota superior de

W (t,x) dependerd del
tipo de controlador que se
emplee.
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Primero se analiza el caso
cuando wi (x,t) =

ovi=1,.,n—1

La teoria de homogeneidad
ayuda a caracterizar el tipo

de convergencia.

7.2. SD UNIFORME DE ORDEN N

Para un sistema de una sola entrada, la estructura general de una SD de orden
arbitrario estd descrita por

on =Xn +@n_1(X1,..,Xxn-1) =0, on € R. (152)

Para tener una representacién adecuada del sistema (151), se definen (x1, ..., Xn_1,0n)
como nuevas variables de estado. Con este cambio de coordenadas y aplicando la ley
de control

d
U=1Ueq+V, Ueq = —TF(x, 1) — O (X1, s Xn—1), (153)

el sistema (151) se puede reescribir como

Xi = Xi41 +W1',(X/t)/ Vi= 1,...,11—2,
Xn—1 =00 —@n_1(X1,.., Xn—1) +Wn_1(x, 1), (154)

on =Vv+wn(x,t).

El término u.q compensa la dindmica conocida del sistema. Cuando las trayecto-
rias del sistema entran en el modo deslizante (0, = 0), se debe asegurar que el origen
del sistema reducido (155) sea RGAE, pero ademads, que alguna vecindad arbitraria
de radio r > 0 sea ATFj. Durante el modo deslizante, el comportamiento del sistema
(151) se rige por la dindmica del sistema reducido

Xi = Xip1 +wilx 1), vi=1,.,mn-2

. (155)
Xn—1 = —Pn-1 (X1/ s Xn—1 ) +WTL7] (X/t)'

El sistema anterior tendra la propiedad de atractividad en tiempo fijo si la funcién
dn—1(x1,...,Xn—1) contiene términos de alto orden en su estructura. Dichos térmi-
nos son responsables de proporcionar una constante de tiempo fijo al tiempo de
convergencia. Es evidente que el disefio de la SD se reduce a encontrar una funcién
dn_1(x1,....,xn—1) adecuada que hace global y RE el origen de (155).

7.3. CASO CON PERTURBACIONES ACOPLADAS

Si las perturbaciones acopladas no acttian sobre el sistema (151), estabilizar el
origen del sistema reducido (155) es equivalente a estabilizar el origen del siguiente
sistema

X =xip1 Vi=1,..m, (156)
7'(1'1 == vn/

donde v, € R es la ley de control auxiliar que se pretende disefiar. La funcién
©n_1(x1,...,xn_1) de la SD (152), se obtiene haciendo

Uy = —@n_1(X1, ., Xn—1)-

Para construir la ley de control v, nuevamente se utilizan las técnicas que se han
venido manejando: el MB y homogeneidad. E1 MB permite disefiar una ley de control
Up que estabiliza asintéticamente el sistema (87) en forma recursiva. Si ademas, la
ley de control vy, se elige de modo que el sistema retroalimentado tenga grado de
homogeneidad positivo, el origen del sistema reducido es global y RE, y el campo
vectorial tiene la propiedad de atractividad en tiempo fijo. La construccién explicita
de ley la de control vy, en consecuencia de la SD uniforme, se basa en la integracién
de ambos métodos proveyendo un disefio recursivo.



7.3 CASO CON PERTURBACIONES ACOPLADAS

Proposicién 7.1 Para el sistema (156), suponga que 0y = xi +vi_1,1=2,..,m. Elija la
ley de control

a1 ,

vy = —kq[xq] 27 S (157)
du._ mtl )

Un =— )T]:Z ax?q] xj —kn[on] o ,8iM 2> 2,

siendo oy = M—2)q+(3—m) y q € (1,2). Si se eligen las ganancias ky, > o /(q +
1),% >2/(q+1),Vj=3,...,n—1,y ky > q/(q+1), entonces, el origen x = 0 de (156) es
global y RE.

Cuando el origen del sistema reducido es global y RE, la propiedad de atractividad
en tiempo fijo estd garantizada. La prueba de la Proposiciéon 7.1 se hace usando la
siguiente FLC homogénea.

Proposicién 7.2 La funcién continua y diferenciable

2 .2
Vo = 258 7+ T, o ¥, (58)
es una FLC global para el sistema (156), y la derivada c.r. al tiempo de (158) a lo largo de las
trayectorias del sistema satisface

. q+1 . g{;{ﬂ q+1
Vi < =k — i)l 70 = 3005 (k5 — gap)logl 5 — (kn — gy )log| - 2as G,
(159)
Ademds, la derivada Vy, cumple la desigualdad diferencial
. q+1 (q+1)/2 q—1
Vng_VVnZ/%:j;#an’ (160)
3

—mi -9 k.2 — %n_
donde C3 = min{ky — 537,k — g7, kn — g7

La variable oy, la ley de control vy, la FLC V4, y su derivada Vi, son funciones
homogéneas c.r. a la dilatacion

Alx = (ez_qx1,e]xz,eqX3,...,e°‘ﬂxn) (161)

es decir, se cumple 0; (ALx) = ePioi(x),i=1, oM, U (ALX) = €%nt1uy (), Vi (ALX) =

€2V (x) y Vi (ALx) = €971V, (x). Note que, la FLC V;, y su derivada V;, conservan
su grado de homogeneidad. La desigualdad (160) permite concluir que el origen del
sistema es global y RE, cuando q € (1, 2), y estimar una constante de tiempo fijo para
el tiempo de convergencia.

Proposicién 7.3 Elija la ley de control (157). Entonces, cualquier trayectoria del sistema
(156), iniciada con estado inicial x,(0) € R", converge a una vecindad del origen de radio v
(0 <1< Vy(xn(0))) antes de un tiempo fijo

a1

Tr = (q_21).y (%) 2 ;g€ (1/2) (162)

Observe que T; no depende del estado inicial x;(0) € Vy;(x(0)) y queellim, o T =

oo. Esto se debe a que las trayectorias convergen asintéticamente al origen.

7.3.1. Primera SD uniforme

Con ayuda de la Proposicién 7.1 se construye la siguiente SD.

El grado de homogeneidad
de las funciones Vi y Vi,
podria variarse a cada paso
del disefio. En este caso, se
ha decido conservar el
mismo grado de
homogeneidad.
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Este instante de tiempo
puede entenderse como el
momento en el que la
trayectoria empieza a

deslizar sobre la superficie.

Las ganancias en (165) se
obtienen de la igualdad

(164).

Teorema 7.1 Elija la SD uniforme

1 .
02 =%x24+v1=0,v; =kq[x7]79, sin=2,
—1 dvn_ .S .
On =Xn+Vn_1=0vn 1= ]TLZZ ax?,zzxj +kn_1fon_1] -1, sin>3,
(163)
; ; 9 > 2 i _ _%n_
y seleccione las ganancias Ky > g1 k; > FES NMi=3,..m—=1,yky > a7 Entonces, el

origen del sistema reducido es global y RE, y cualquier trayectoria converge a una vecindad
del origen de radio v > O (independientemente del estado inicial sobre la SD) antes de un
tiempo fijo

Klat1/2

a1
T e (3T ae 0,2, -
donde C3 = min{k; —q%,kj _qzﬁfkn—%}/yﬂ R

El Teorema 7.1 muestra como se debe construir la SD uniforme de orden arbitrario.
Una vez en el modo deslizante, la Proposicién 7.1 muestra que cualquier trayectoria
del sistema (156) que desliza sobre la SD, estardn en el interior de una bola B, = {x :
Vi(x) < 1}, para todo tiempo mayor a T, sin importar en que instante de tiempo
se haya entrado en el modo deslizante. Sin embargo, una vez que las trayectorias
estdn en el interior de dicha bola, las trayectorias convergen asintéticamente hacia el
origen.

Disefio del Tiempo fijo. El resultado de la Proposicién 7.3 permite realizar el
disefio de la constante de tiempo fijo para el sistema reducido. Una vez seleccionada
una vecindad de radio r y un tiempo fijo T, se puede hallar un conjunto de ganancias
que garantizan que cualquier trayectoria de (156) converge antes del tiempo fijo T a
la vecindad del origen de radio r. Tales ganancias se eligen como

q+1 1 q+1

o2 q_1 oy 2 a1 [

ki >t () 7t ka2 gt (3F) 7t g (165)
3 a1 15
o 2 s

K> o (39) 7 F i =3,

Una vez fijados los pardmetro v y T, para el sistema reducido de orden 7, el
conjunto de ganancias (165) asegura la convergencia de las trayectorias del sistema
reducido a la vecindad del origen de radio deseado. El disefio de las ganancias de la
SD, dada una constante de tiempo fijo, es relativamente conservador.

Ejemplo 7.1 Considere un sistema reducido de segundo orden,
X1 =x2, X2 = V2,

—1 1
donde v, = —zl—qlq Ix1 |§qu2 —Kka[x2+kq[x1]Z=4 9. Las ganancias k1 y ky se calculan
q-1
como: k1 = Kmin +q/(q+1), k2 = kmin +1/(q + 1), donde ki = ﬁ (%) s
La Figura 9 muestra el conjunto de posibles ganancias que garantizan el tiempo fijo Tr. Se
observa que existe una combinacion de pardmetros (k1,k, q) que ofrece la misma constante

de tiempo fijo T, para la vecindad requerida de radio .

7.3.2. Segunda SD uniforme

La estructura de la SD (163) es demasiado complicada. Conforme el orden del
sistema crece, los términos de tal superficie son cada mas complejos. Existen términos
que quizéds no son necesarios en el disefio de la SD. El siguiente resultado asegura
la propiedad deseada con un estructura de la SD mds simple. Defina 07 = x7 y
op = xi +ki_1[o1_1/%1,1 = 2,..,1m, donde el exponente (; = %, y oy = (i—
2)q+(3—1),conq € (1,2). '



7.3 CASO CON PERTURBACIONES ACOPLADAS
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 KkE11726 |
K,=0.961

Ganancias
Ganancias

Figurag.: (a) Con Ty =5,r=3y(b)con T, =3,r=2.

Teorema 7.2 Elija la SD uniforme

On =Xn+@n_1=0,0n_1 =kn_q fUanC“”,q € (1,2). (166)

Entonces, existen ganancias k1, ..., kn, suficientemente grandes tales que el origen del sis-
tema reducido (156) es global y RE. Ademds, cualquier trayectoria alcanza una vecindad del
origen de radio v > O (sin importar el estado inicial sobre la SD) antes de un tiempo fijo

, (167)

siendo ky, una constante positiva que depende de las ganacias (K1, ..., Ky ).

Tr . 20 —

Comentario 7.1 Las ganancias de la SD tienen una forma explicita hasta orden tres. Para

. . —1,4921, 2
n = 2, seleccione k1 > 0. Para n = 3, seleccione ko > zliqﬁ(%) 2 k% a, yki1 >0.

La nueva SD tiene una estructura recursiva mas sencilla que la propuesta en (163).
El campo vectorial del sistema reducido con la SD (166) es homogéneo de grado
positivo c.r. a la dilatacién (161), si el valor del pardmetro q € (1,2). Esto asegura la
propiedad de atractividad en tiempo fijo para una bola de radio .

Las ganancias se determinan de forma recursiva. Hay que determinar todas las
ganancias anteriores (k,_1,...,k1) para poder estimar la ganancia correspondiente
ky. El Teorema 7.2 establece la existencia de una gran familia de SD con la propiedad
de atractividad en tiempo fijo. Enseguida, se enlistan algunas superficies evaluadas
paramn <5,

1
(SU2) 02 =x2 +@1,01 =k1[x7]279  (SU3) 03 =x3 + @2, 02 =kz[02]9
2q-1 3q-2
(SUY) 04 =x4 + 93,93 =k3[o3] 9 (SUs) 05 = x5 + @4, P4 = kg[04|297]
Si se considera a vi; = —kj_1 (Gi,ﬂcif‘ como ley de control, dicha ley represen-
tarfa un controlador homogéneo con la propiedad de atractividad en tiempo fijo,
cuya estructura es mucho mds simple y flexible en el disefio que los controladores
propuestos por Polyakov [73].

Proposicién 7.4 La funcién continua y diferenciable

_ Cn—1 1 2 _ 12
Vi 76“*1\/1111 +j|0n| ’ 511,] *kn,p

(168)

donde Vi = 0.5|x1|, es una FLCR para el sistema reducido cuando se usa la SD (163).
Ademds, la derivada c.v. al tiempo de (168) a lo largo de las trayectorias del sistema reducido
satisface

B

Vi < —kn Vi (%), By = (2n—3)q+ (5—2n). (169)

Siseelige q = 1,1a SD
uniforme se reduce a una
SD lineal y, solamente en
este caso, el origen del
sistema reducido es EE.

Los controladores
presentados en [73] no
cumplen con ningiin
criterio de homogeneidad.
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El pardmetro \i_q,
i=1,..,n, depende de
como se elijan las
ganancias anteriores
(kn—1,-k1).

Los mdximos de la
expresion (173) son
funciones de las ganancias
(K1, kiz1)-

Las restricciones que se
obtienen sobre la ganancia
kn no son tan
conservadoras.

La SD oy, la FLCR V4, y su derivada V;, son homogéneas c.r. a la dilatacion (161).
De hecho, se cumple que

o (ALX) = €10y (x), Viy(ALX) = €2%1V, (x), Vi (ALx) = ePnV; (x).

Es este caso, tanto la FLCR V;, como su derivada V;, cambian su grado de homo-
geneidad segln sea el orden el sistema. Finalmente, como para cualquier q € (1,2)

se cumple que 267"11 > 1, de la desigualdad diferencial (169) es posible concluir que el

sistema es global y RE, y una constante de tiempo fijo puede ser determinada para
el tiempo de convergencia.

Proposicién 7.5 Elija la SD del Teorema 7.2. Entonces, cualquier trayectoria del sistema
reducido (156), iniciada con condicién inicial x,(0) € R", converge a una vecindad del
origen de radio v (0 < v < Vy(xq (0))) en un tiempo finito menor a

T(xq(0),7) < Lﬂﬂ(r‘% —V;%;T(xn(O))). (170)

Ademds, el tiempo de convergencia estd uniformemente acotado por

91
To= gt 0 vac(1,2), (171)

C i 1T, = 22-4) (120w _
omentario 7.2 Paran=1,T, = =T (1/r)2(z=a),v¥q € (1,2), donde k1 = K;.
Para sintonizar las ganancias de la SD del Teorema 7.2, estas deben satisfacer:
k1 >0,k > Zl—qﬁ(%)%kf’q,
ki > A1, Vi=3,.,n—1, y kg > Ay1. (172)

El correspondiente valor de Aj_1, i = 3,...,1, se puede obtener numéricamente a
través de la FLCR (168) con la férmula:

R = V.

N oL -

A1 — méx - iiag;q Gi G181V ! [Vif1+7agili: oil (173)
i—1 = {XZS} |Gi‘|0—i|(‘i ’ 73

donde S ={x € R™ : ||x||;2 = 1} es la esfera homogénea unitaria con vector de pesos
r={2—gq,1,..,(n—2)q— (n—3)}, recuerde que q € (1,2). Para obtener las ganancias,
hay que evaluar el lado derecho de la expresién (173), y elegir las ganancias k;
tal que la desigualdades en (172) se cumplan. Una manera apropiada de calcular
las ganancias es parametrizdndolas en términos de la ganancia ki, permitiéndose
obtener curvas de sintonizacién solamente para la ganancia kn. Al contrario de lo
que sucede con la sintonizacién de los controladores discontinuos, la férmula (173)
si permite disefiar la ganancia k,, a través de la FLCR.

La Tabla 3 presenta una posible parametrizaciéon de las ganancias para (SU2) y
(SU3) con distintos valores del pardmetro q. De forma andloga a lo presentado en el
Capitulo 4, la expresién (173) permite obtener una estructura para el disefio de las ga-
nancias. A través de la formula (173), se puede obtener una parametrizacién de Ay_1,
i=1,..,m, en términos de la ganancia ki, por lo que el sistema de desigualdades
(172) se reduce a

2—q

ki > Bi1k,™ ,Vi=2,..,m, (174)

y donde los pardmetros Bi_1,1 = 2,..., 1, son las constantes que se obtienen de valuar
la expresion (173), y que resultan ser suficientemente grandes en el orden de indice,
es decir, B < P2 < ... < Pn—1-
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q (su2) (su3)
3 kz?fﬁk}/z,fﬁ:]ﬂ kz=l31k}/2,k3>f32k:/3,
B1=2,p2=5.25
2/3 2/3 1/2
4 k2= Biky’%, Br=1  ka=p1ki’’ k3 = Baky’?,
p1=2,pB2=3.45
7 ky > B]k?/“, B1 =095 k2= B1k?/4,k3 > sz?ﬁ,

B1=2,B2=3

Cuadro 3.: Parametrizacioén de las ganancias con FLCR.

Disefio del tiempo fijo. Para alguna vecindad de radio r y algtin tiempo T, dados,
es posible hallar un conjunto de ganancias que garantizan que cualquier trayectoria
de (156) pertenecerd a una vecindad del origen de radio r antes de un tiempo fijo T;.
Para este caso, las ganancias deben seleccionarse tal que la solucién a la ecuaciéon

2 _9q-1
Kn = g 1T (175)

exista para algin conjunto de ganancias que satisfacen la restriccién (172), y para
alguna q € (1,2). La ecuacién es altamente no lineal como para hallar una solucién
analitica para las ganancias en funcioén de los pardmetros (r, T,.). Para obtener una
posible solucién a este problema se debe:

1. Fijar los parametros 7,T;, y q, dependiendo del orden del sistema reducido.

2. Elegir las ganancias (k,_1,...,k1) tal que las condiciones establecidas por el
Teorema 7.2 se cumplan. De esta forma, solamente la ganancia ky, serd ajustada.

3. Hallar la ganancia ky, que satisface la ecuacion (175), sujeta a la restricciéon (172).
Geométricamente, las soluciones de (175) son el punto de interseccién de las
graficas entre una constante, a la derecha, y una funcioén, a la izquierda de la
ecuacion (175).

Ejemplo 7.2 Considere el sistema reducido de segundo orden x1 = x2 , X2 = v, con
vy =—k2[02]9, q =3/2 y alguna kq fija. La ganancia X, es calculada parar =2y T, =3
de (175), es decir,

a1
kalka) =br = 4+ (1) 7,

(a—1)Tr \7

sujeta a ser ky > 1.1k}/ %, Esta expresion tiene una interpretacion grdfica simple: la grdfica
de la funcion (k) tiene que intersectar la linea constante descrita por by para algiin valor
k. La Figura 9 muestra los valores posibles de la ganancia k, que garantizan el tiempo fijo
Ty para dos valores de kq. Se observa que existe un conjunto de valores (k1,kz,3/2) que,
aparentemente, dan el mismo valor T, para la vecindad de radio v. Sin embargo, las ganancias
(k1,k2)k,=1 = (1,1.6947) son mayores que (k1,k2)x,—0.6 = (0.6,1.4678), por lo que el
tiempo fijo real usando (k1,%2)y,—1 es mds pequefio que el estimado con (k1,k2)x,—0.6. En
este sentido, las ganancias (kq,k2)w,—1 estdn sobreestimadas.

7.3.3. Controladores de tiempo fijo

Falta disefar la nueva entrada de control v. Los siguientes apartados describen
dos controladores capaces de asegurar el modo deslizante en un tiempo fijo indepen-
dientemente de cual haya sido el estado inicial del sistema. Los controladores que se
presentan son una extensién de los controladores introducidos en el Capitulo 6.

Una alternativa es usar la
parametrizacion de las
ganancias kK1, ..., kn_1, en
términos de la ganancia
k1. De esta forma,
tinicamente hay que
ajustar las ganancias k1 y
Kn.

119



120 ESTABILIZACION EN TIEMPO FIJO VIA CMD: SISTEMA DE ORDEN ARBITRARIO

La funcion o, estd
definida por las
expresiones (163) 6 (166),
dependiendo de la SD que
se haya elegido.

El valor de @ minimiza a
Ts. La expresion (178) se
obtiene de igual forma que
la ecuacion (135) del
Capitulo 6.

El cdlculo de las ganancias
en (179) es directo de la
expresion (177)

5 T T 5 T 5
- - -b,=1.1212
45¢ § 45t 1 45¢
Kz(kz)
4 at 4
35 3.5 350
3t 3 3t
<25 < s
27 - . 2,
k,=1.4678 k,=1.6947
15f / 15
(T T L e

0.5 0.5
0 0 0

1 4 7 9 1 4 7 9 1 4 7 9

kZ k2 k2
Figura 10.: (@) (k1 = 0.3,k2) con T, =3y r =2, (b) (k1 =0.6,kz)con T =3y r =2,y (c)

(k1 =1,k2) con T, =3y r =2, se considera que kj iy = l.lk}/z.

CUPO de orden arbitrario. El controlador que se propone garantiza que las trayec-
torias del sistema en lazo cerrado llegan a la SD en tiempo fijo, incluso en presencia
de cierta clase de perturbaciones. La clase de perturbaciones acotadas que sopor-
ta este controlador pertenecen a la siguiente clase de funciones W; = {wn € R :
wn(x, 1) < po + poz lonl + po3 lonl?, po, Po2, P03 > 0, qv = Cn}, Gn = %I] y
an = (n—2)q+(3—mn), con q € (1,2). La clase W; toma en cuenta funciones que
no desvanecen en el origen, incluyendo a aquellas funciones que son discontinuas
y crecientes, y que ademds, pueden escapar a infinito en tiempo finito. Las pertur-
baciones acopladas que pertenecen a la clase W1 son compensadas por el siguiente

controlador.

Teorema 7.3 Suponga que la perturbacion wy (x,t) € Wy. Elija la ley de control (153), con

v=-—Qo [UHJO —Koon —K3[on |, qv = Cn, (176)

donde Qo > po, K2 > po2, Kz > po3 son constantes positivas. Entonces la SD (163) (resp.,
la SD (166)) es ETFj, y de cualquier estado inicial xo € R™, las trayectorias convergen a
on = 0 en tiempo finito antes de un tiempo fijo

1

1
Tf = m@if(qvil) + |<2qu1’1(@7 + 1),

(177)

gy +1 )

donde Keq = min{v/2(Qo — po), 2(K2 — po2), 2 . (K3 —po3)} vy @ es la raiz real posi-
tiva de la ecuacion

1 hY

®2 +1 :@%, (178)

El pardmetro (,, depende q, y {n > 1 con q € (1,2). Cuando en el controlador

Qo = Kz =0, y en ausencia de la perturbacién acoplada wr (x, t), el sistema en lazo

cerrado es homogéneo de grado positivo. Las ganancias K; > 0 y K3 > 0 permiten

compensar perturbaciones que crecen como un término lineal en la variable o, y

mads rapido que un término lineal en o,. El resultado establece la existencia del modo

deslizante en tiempo fijo aun cuando las perturbaciones acopladas no desvanezcan

en el origen. Si se conocen las cotas de los términos de perturbacién y el tiempo fijo
Ts en el que se desea llegar a la SD, las ganancias se eligen de la siguiente forma
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-1
Qo = %jm +po0, Kz > TlfK1 +po2, K3 > 22

v—1)
K1 +po3,
Ky = ﬁ@—%(qv—” TIn(@2 +1).

(179)

Para el controlador (176) es posible hallar una forma explicita las ganancias en
funcién de las constantes v y T.. Para sintonizar las ganancias (Qo, K2, K3) primero
se fija el parametro ¢,. Posteriormente, se encuentra el valor de @ de (178) y se
sustituye en K. Finalmente, se sustituyen las constantes vy T, en (179).

Controlador Uniforme de Segundo Orden (CUSO). Un controlador relé en la ley
de control produce el fenémeno de chattering; en cambio, los controladores basados
en MDOS permiten reducirlo. Nuevamente, en un intento por aliviar este efecto
mientras se garantiza el modo deslizante en tiempo fijo, se propone un controlador
inspirado en el CSTU, pero que se ha extendido a un sistema de orden arbitrario. La
ley de control v propuesta tiene la siguiente estructura

t
V= ks (on)—kzsjo > (ow) dt, (180)

donde oy, es la SD (definida por la expresion (163) 6 (166)), K15, k2 son las ganancias
a ser disefiadas, y las funciones

1
H1 (O-nJ 24+ Uup0n +u3 (O-nJ v,
1 _
Fuffon |+ 3mipafon)z + (3 + gv)uiusfon |9 1/2 + pdon
+(qv + Nuauz on |9 + qvué |_0-nJ2qv_1/

1 (on)
2 (on)

con i, up,u3 = 0,y gy = Cn > 1. Ahora, se considera que la perturbacién aco-
plada puede descomponerse de la siguiente manera w (x,t) = &1y (x,t) + &2n (x, 1).
En contraste con la clase perturbaciones que puede compensar el CUPO, el CUSO
puede rechazar perturbaciones que pertenecen a la siguiente clase de funciones W, =
wn(x,t) € R:[&1m (6, 1) < p1s P15 (on)l, | &&on (x1,1)] < p2s [d2 (o), P15, P25 =
0}. A esta clase pertenecen solamente funciones continuas. En ausencia de perturba-
ciones no acopladas, la dindmica del sistema (154), junto con el controlador (180) y
las perturbaciones acopladas wn (x,t) € W, queda representada por

X1 =X2,,Xn—1 = —VUn_1+0n
on = —Kis®1 (on) Fong1 +&n (X1, xn, 1), (181)
On1 = —kas2 (on) + %Qn (X1, w00 X, t),
paran > 2. Las ganancias (kqs, kos) deben elegirse de tal forma que la DML
T
A'P+PA+R+el PB <0P=PT>0, (182)
BTP -0
2 2T T
donde R = (6103, +0:03,)CTC,C=[1 0 ,
A —kis 1 B 10 o= 67 0 , (183)
—kos O 0 1 0 0y

se cumpla para algunos 81,0, > 0 y e > 0. Esto garantiza que el origen del subsiste-
ma (on,0n+1) es globalmente ETF, [65]. Para estimar la constante de tiempo fijo, se
debe elegir alguna & > 0 que cumpla las desigualdades

025035 > 075 +035,V025,035 >0,
§ > [(2qy —1)29v=1/(2qy)29vk,] /24y,

3qu—1 _3qv—1 _3gqv—1
Skasky > no(p2s8) 20T + kg ¥ +nak,

(184)

El controlador
Super-Twisting se
recupera si py = uz =0
y las ganancias se eligen
Ki1s,k2s > 0, laley de
control v hereda las
propiedades de robustez del
controlador
Super-Twisting. Ademds,
v contiene términos
responsables de la
convergencia en tiempo

fijo.

Cuando w1 = uy =0, el
sistema en lazo cerrado es
homogéneo de grado
positivo.
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El valor de @ s minimiza a
Ts.

dondeb =Kis —P1s, E1 =Kkis +p1erZ =Kas + P25,

q 3qv—1 3qv—1 2qv—1
o = (2qv = 1)(23/A) 70T (350=7) 29T, = (3qu—7) & [025(2qv = 1) v /2,

o 3qv—1 qv—1
ny = (32=7) v [835(qy — 1)) Zav .

Este hecho se debe a que se usan dos funciones de Lyapunov para mostrar la esta-
bilidad en tiempo fijo del subsistema (on, 0,+1). En el caso de que las desigualdades
(184) no se cumplan, si la DML se satisface, el origen del subsistema (o, 0 +1) sigue
siendo globalmente ETF.

Teorema 7.4 Suponga que wn (x,t) € W,. Elija la ley de control (153) con v como en (180),
donde (K1, k2s) satisfacen la DML (182) y la desigualdad (184). Entonces la SD (163) (rep.,
la SD (166)) es ETFj, y de cualquier estado inicial xo € R™, las trayectorias convergen a
on = 0 en tiempo finito antes de un tiempo fijo

29 — Bt 2 1 (Ks2 % (185)
— v v L s 1
s (qv*])KSS(DS + Kg2 ln( Kg1 (DS +1)’ 5
donde
2 qv—1 1/4
Kg1 = — e T/ Ks2 = 13 ?]%}e C,) 1 Ks3 = (17) Tav=T) et VC; T 7
T - —
2(AmaxP1+C2)?2 max P2 Amax{ P} C2) 2av

(186)

siendo C, y C3 constantes positivas que dependen de los pardmetros k15, K2s, P1s, P25 Y
s es la raiz real positiva de la ecuacién

1 2
D5 + (Ks1/Ks2) = (Ks3/Ks2) @3 . (187)

Desafortunadamente, este resultado no puede aplicarse para fines de disefio, debi-
do a que la estimacién del tiempo fijo (185) es muy conservadora [26]. Por lo tanto,
aparece el problema de encontrar una mejor estimacién del tiempo fijo cuando se
utiliza el controlador (180).

Los dos controladores propuestos aseguran convergencia en tiempo fijo de cual-
quier trayectoria a la SD. Sin embargo, el sistema en lazo cerrado, con las superficies
deslizantes y los controladores propuestos, solamente tiene la propiedad de atracti-
vidad en tiempo fijo. Esto significa que, independientemente de cual sea el valor del
estado inicial, cualquier trayectoria pertenecerd a una vecindad del origen de radio
T para todo t > T¢, o para todo t > T, si la perturbacién acoplada wn (x,t) € Wy, 6
wn(x,t) € Ws.

Teorema 7.5 Suponga que solamente existen perturbaciones acopladas y elija el CUSO, o el
CUPO, (con la SD (163) 6 la SD (166)). Entonces, cualquier bola B, del sistema (151) es
ATFj y cualquier trayectoria pertenecerd a By antes de un tiempo fijo Tp = Ty + T¢ /5.

El parametro T; es la constante de tiempo fijo durante el modo deslizante y Ty /¢
es la constante de tiempo fijo que tiene el tiempo de convergencia de cualquier tra-
yectoria a la SD. El pardmetro T¢ /¢ estd determinado por Ty, si se usa el CUPO, o por
Ts, si se usa el CUSO.

Disefio del tiempo fijo del sistema en lazo cerrado. Una manera de disefiar la
constante de tiempo fijo del sistema en lazo cerrado es de la siguiente manera:

(1) Hallar las ganancias del controlador que garantizan el modo deslizante antes de
la constante de tiempo fijo T¢ 6 Ts.

(11) Hallar las ganancias de la SD tal que cualquier trayectoria del sistema reducido
logre converger a una bola B, antes de una constante de tiempo fijo T;.

(111) El tiempo fijo total es T, = Ty + T¢ /5.
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7-4. CASO CON PERTURBACIONES NO ACOPLADAS

En esta dltima parte se presenta el caso en que hay perturbaciones no acopladas
en el sistema reducido. La conclusién principal que se obtiene es que, cuando se usa
la SD (166) para el sistema reducido es posible rechazar por completo cierta clase de
perturbaciones no acopladas.

7.4.1. Robustez de la segunda SD uniforme

Se define la siguiente variable o; = x; +ki_j [0y 1]%1, Yi=2,..,n, y 01 = X1,
donde (; = “&—t‘, con oy = (i—2)q+ (3—1). Suponga que las perturbaciones no aco-
pladas estan acotadas por funciones conocidas que satisfacen la siguiente condicion.

Suposicién 7.1 Paracadai=1,..,m—1, yalguna q € (1,2), las perturbaciones pertene-
cen a la clase de funciones W : {w; € R : [w;(x, t)| < piloil%, pi = 0).

Teorema 7.6 Considere que la Suposicion 7.1 se cumple globalmente para el sistema reducido
(155) yelijala SD (163). Entonces, el origen x = 0 de (155) es RGAE para cualquier ganancia
k1, ..., kn, suficientemente grandes.

Comentario 7.3 Las ganancias de la SD tienen forma explicita para érdenes pequefios. Para
n = 2, elija k1 > py. Para n = 3, elija las ganancias ay; = k1 —p1 > 0, y ko >

12 q—1 1 al  pi( g P1 g ;
=g Tiq (1+q ookay) 2 2 (1+q ook ) ! | K1+ p2. Paran > 4, las ganancias

i 12 a1 1 Gt e g pr 3¢
Sﬂtlsfacen k] > P, kz > 2—q 1+q (]+q 021k1arg ) T+ 2 (1+q 022k1arg )] k] + P2,

yki > Ai_1+pi, Vi=3,..,1, donde \i_7 es un pardmetro que depende de las ganancias
(ki—1,..., K1) y de las constantes (p1, ..., pi—1).

La Proposicién 7.5 sigue siendo vélida para el caso perturbado. Solo que ahora
el pardmetro ky también dependerd de las constantes p;,i = 1,...,1. Esto indica que
durante el modo deslizante, las trayectorias del sistema reducido (155) convergen en
tiempo fijo a una vecindad del origen, siempre que las perturbaciones no acopladas
cumplan globalmente con la Suposicién 7.1.

7.4.2.  Robustez del sistema en lazo cerrado

Cualquiera de los controladores de tiempo fijo presentados (el CUPO 6 el CUSO)
garantizan que el origen del sistema en lazo cerrado es RGAE en presencia de per-
turbaciones no acopladas w;(x,t) € W. Tanto el CUPO como CUSO, garantizan el
modo deslizante (o, = 0) en tiempo fijo. Cuando se presenta el modo deslizante,
el Teorema 7.2 garantiza estabilidad asintética del sistema reducido, las trayectorias
del sistema convergen a una bola arbitraria B, (r > 0) antes de una constante de
tiempo fijo T,. Entonces, se puede concluir que cualquier bola B, del sistema retroali-
mentado con el CUPO (o el CUSO) es ATFj, incluso en presencia de perturbaciones
acopladas y no acopladas. Lo anterior queda formalmente expresado en el siguiente
Teorema.

Teorema 7.7 Considere que existen perturbaciones no acopladas que satisfacen la Suposicién
7.1. Elija el CUSO (o el CUPO) con la SD (166). Entonces, cualquier bola B, del sistema
(151) es ATFj, y cualquier trayectoria pertenecerd a B antes de un tiempo fijo T, = T +

Tf/S'

Para cualquier tiempo mayor a la constante Ty, cualquier trayectoria pertenece a
una bola B;.

También se puede
demostrar que la SD (163)
es robusta ante cierta clase
de perturbaciones no
acopladas.

Las constantes 021 y 022
deben satisfacer
021 +602 =1.

El pardmetro \i_1 se
obtiene numéricamente.
Véase la sintonizacién para
controladores discontinuos
del Capitulo 4.

Dependiendo de la ley de
control que se haya elegido,
las perturbaciones
acopladas pertenecen a

Wi 6 W,
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Para propésitos de
simulacién, se toman
condiciones iniciales
x(0) =
[-1.5,25,-15]Ty
tiempo de muestreo

T=0.001.

Se pueden usar los
observadores uniformes de

Angulo et al. [3].

Para la simulacién
T, =3.Dela
Figura 9.(b), fijando
q = 1.5, se obtiene
(k1,k2) =

(1.161,0.961).

De la Figura 10, se tiene
que las ganancias
(k1,k2) =
(0.6,1.4678) garantizan
un Ty = 3 a la vecindad

de radio v = 2.

La sintonizacion del
CUSO se hace a partir de

simulaciones.

7.5. EJEMPLO ACADEMICO

A continuacién se compara el desempefio de los controladores de tiempo fijo y
de las superficies que se han presentado en este capitulo. Considere un sistema de
tercer orden que conmuta cada 8 segundos cuyo modelo estd descrito por x = Ajx +

{0 0 1}, la
perturbacion wy (t) = 0.5sin(8t) + 0.2cos(5t), y j € [1,2] es el estado discreto que
indexa los subsistemas

b(u+wn(t)), donde x € R3 es el estado continuo, el vector b’ =

Ay =

— O O

1
0
0

o = O

0
/AZZ 0 0
1 15 0

El objetivo de control es estabilizar robustamente el origen x = 0 del sistema con
tiempo fijo T, = 5.5 a una vecindad de radio v = 2. El controlador se enciende 2.5
segundos después de cada conmutacién para emular un observador que recupera el
estado medido a mds tardar en 2.5 segundos. El disefio del tiempo fijo se divide en
dos etapas: (a) definir las ganancias del controlador que aseguran el modo deslizante
a mas tardar Ty = 5 6 Ty = 5 unidades de tiempo y (b) definir las ganancias de la
SD para que cualquier trayectoria del sistema reducido llegué a una bola B,—, a mds
tardar en T, = 3 unidades de tiempo. La ley de control u queda determinada por
(153), donde la SD es una de las siguientes superfices

(s1) 03 = X3+ 3 k1 |x1|2 qxz + k2 [x2 + kg [xﬂz a]9. En este caso, la funcién

d(Pz(X] Xx2) avz vy
= ox. X2 + ax X3, con

9 _ g1
e = 2 q) Bk [XU B+ igkakals2 9 |29,
d _
2 = gk %1253 + gl |9

1

(s2) 03 =x3+ka[x2 +k1x]2qu 9,y ahora

vy

02y + 325 = 59 kakalsal 9 xr [ Fxz + gkals2 97T,

0x2

y L es uno de los siguientes controladores
CMDPO v =—Mjysign(o3), con My = 10.

curo T¢ =5y gy = 5/4. Por lo tanto, @ = 9.4839, Qo > 1.9517, K,
> 0.8116,

> 0.8851 y

cuso Ts = 5y qy = 11/10.Por lo tanto, (kis,k2s) = (2v/10,10) con uy = 1,y =

0.2, 13 = 0.15.

Con el CUPO, la perturbacién w(t) € Wy, con pg = 0.7, po2 = po3 =0,y qv > 1.
Cuando se usa el CSTU, la perturbacién w(t) € W;, con® p1g =0, y p2s = 5. Para
ambas superficies, los controladores mantienen la sintonizacién de sus ganancias ya
que la constantes T¢ y Tg con cambian.

Los resultados de la simulacién se muestran en la Figura 11 y la Figura 13, para
(S1), y en la Figura 12 y Figura 13, para (S2). Solo el CUPO y el CSTU garantizan
el modo deslizante en tiempo fijo a costa del esfuerzo de control, Figura 11.(d) y
Figura 12.(d). Para tener propiedad de convergencia en tiempo fijo las magnitudes
de las sefiales de control deben ser considerablemente grandes. Este efecto también

1 Cuando pjs = 0, las ganancias ks y kys se eligen en el conjunto k = {(kjs, kzs) € R2|0 < ki <
2\/ P2s, kas > 0~25k%5 +4p25/k%5}u{(k151 kas) € Rz‘k]s > 2\/ P2s, k2s > 2p2s}, véase [65].
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(@ (d)

SDU (S1)

W
W
|
1

0 8 16 24 32 0 8 16 24 32
Tiempo [s] Tiempo [s]

(b) (e)
200

100 '
on——.
-100

0 8 16 24 32 0 8 16 24 32
Tiempo [s] Tiempo [s]

Sefial de Control

®

=
o N

Zoom del Control
o

-12
8 16 24 32 16

Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 11.: (a), (b) y (c) son los estados del sistema controlados por el CMDPO (linea puntea-
da), el CUPO (linea segmentada) y el CUSO (linea solida); (d) SD (S1); (e) sefiales
de control de cada controlador y (f) acercamiento de las sefiales de control.

se observa en el incremento de la respuesta transitoria, véase la Figura 12.(d). S6lo
el CSTU reduce el efecto de chattering pero el esfuerzo de control es mayor que el
utilizado por el CUPO, Figura 12.(e) y Figura 12.(f). Ademads, la ganancia del CMDPO
es mayor, en comparacién con el término discontinuo del CUPO, como consecuencia,
el fenémeno de chattering se incrementa. El comportamiento es bastante similar para
cualquiera de las dos superficies, aunque es notable destacar que la magnitud del
control es considerablemente menor con la SDU (S2).

La Figura 13 muestra el tiempo de convergencia real que le toma a las trayectorias
de estado en llegar a la SD (S1) y (S2) usando el CUPO. Con la SD (S1), el disefio de
T¢ no es tan conservador si se conoce la cota exacta de la perturbaciéon. Las simula-
ciones muestran que el disefio de T, es un poco conservador, ya que el tiempo fijo
Tp para la bola B,_; es aproximadamente de 4.3 segundos, lo que en comparacién
con el disefio original es casi la mitad del tiempo fijo predeterminado.

En contraste con el disefio anterior, el disefio de T¢ resulta conservador para la SD
(82) aunque se conozca la cota exacta de la perturbacion. La Figura 13.(c) muestra la
constante de tiempo fijo real T;, = 3.15 [s] para la bola B,_;. En general, el disefio de
la constante T, es conservador.

7.6. RESUMEN DEL CAPITULO

Las dos SD uniformes garantizan que, durante el modo deslizante, cualquier ve-
cindad del origen del sistema reducido es ATEj, es decir, las trayectorias convergen
a cualquier vecindad del origen en tiempo fijo independientemente de cuando se
haya iniciado el modo deslizante. Una de las superficies tiene una estructura simple
y conserva la propiedad de atractividad en tiempo fijo.
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Figura 12.: (a), (b) y (c) son los estados del sistema aplicando el CMDPO (linea punteada), el
CUPO (linea segmentada) y el CUSO (linea solida); (d) SDU (S2); (e) sefiales de
control de cada controlador y (f) acercamiento de las sefiales de control.

Los controladores de tiempo fijo del Capitulo 6 se han generalizado a un sistema
de orden arbitrario. Los controladores de tiempo fijo estdn basados en un MDPO y
en MDSO, heredando todas sus propiedades, y ademas, incluyen términos de alto
orden en su estructura para garantizar la convergencia en tiempo fijo a alguna de
las superficies presentadas. Cada uno de los controladores de tiempo fijo es robusto
c.r. a cierta clase de perturbaciones acopladas. Se ha mostrado que el esquema de
control es robusto ante cierta clase de perturbaciones no acopladas. Sin embargo,
Gnicamente se logra estabilidad robusta y asintética del origen del sistema en lazo
cerrado.

Las propiedades del sistema reducido y las propiedades del sistema en lazo ce-
rrado se han estudiado a través de alguna FLC. Estas funciones permiten obtener
un conjunto de ganancias y estimar el tiempo de convergencia. Dichas estimaciones
permiten disefiar las ganancias que garantizan cierto tiempo fijo T, a una bola da-
da de radio v cuando se utiliza el CUPO. Sin embargo, se necesita de una mejor
sintonizacién de las ganancias para asegurar el tiempo fijo requerido.

7.7. PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL CAPITULO

Prueba de la Proposicién 7.2 y de la Proposicion 7.1. Estos resultados se demues-
tran simultdneamente usando el MB. La demostracién es por induccién.

Paso 1: Se tiene el sistema %1 = v71. Suponga que v = —kq [)qJ]/(Z*q), donde v4
es la ley de control y q € (1,2). Esto implica que 1/(2— q) es mayor que uno, y

1

X1 = —ky[xq1]7°9, (188)



7.7 PRUEBA DE LOS TEOREMAS Y PROPOSICIONES DEL cAPiTULO

CY (b)

6 6
5 5
= =
h g8’
&) &)
T C |TTITITIT R 099 -V00 o c
953 9—0—0' £g3 5o Te90oo0
ES s 38 °
Qe 2 @ = c 2 4 Ti B
S8 R p— g o|-e-TempoaB,
4 —
1/ /% | - e -Tiempoa (s2) 1 ® cota real=3.2[s]
g ‘== cota real=3.45[s] (!l o T =5.58]
0 0
10° 10° 10 10° 10° 10*
Norma de la condicién inicial ||x || Norma de la condicion inicial ||x 0||
(© (d)
6 6
5 ° 000600 5
° o o)
o 4 e vwh
o2 Q' g g P———owvoe oo
=} 0—0‘
283 £53 e
€9 ’5 29 a'd
282 [ g2 Ti B
= ' ] o/ - e -TiempoaB,
1 l’ —_—T, 1} 7 cota real=3.42[s]
(4 = © - Tiempo a (S1) (5' == =T,=55[]
0 0
10° 10° 10* 10° 10° 10
Norma de la condicién inicial ||x || Norma de la condicién inicial ||x 0||

Figura 13.: (a) Tiempo que le toma a las trayectorias en llegar a (S2); (b) tiempo de convergencia
(datos de simulacién) a la bola B;—, comparado con la constante de tiempo fijo
Tp = 5.5; (c) tiempo que le toma a las trayectorias en llegar a (S1); y (d) tiempo de
convergencia (datos de simulacién) a la bola B;—, comparado con T, =5.5.

es AE. Usando la FLC V; = Z—qum Iﬁ, la derivada de V7 a lo largo de las trayecto-
rias de (188), se obtiene

. q 1 q+1

Vi = ‘3}{; vy = —ky[xq]270 [x1] 279 = —kq|xq[?79.

v . . _— (q+1)/2 59"
La funcién Vy esn.d. si k; > 0y puede ser reescrita como Vi = —kq (2/(2—q)) v,

Paso 2: Se tiene el sistema de segundo orden

X1 =X2 ,%X2 =V, (189)

Defina la variable de estado 0, = x> +vj. Si se utilizan las coordenadas (x1, 02),
(189) queda descrito por

X1 =—V1+02, 62 =V + ax] X2. (190)

La ley de control v, se obtiene a través de una FLC V, = V; + %|O‘z|2. Tomando la
derivada de V; a lo largo de las trayectorias de (190), se tiene

. 2%
V, =— aX:LH + ax10'2+0‘2(v2+ ax]XZJ
‘ b= +1
Del Lema A.1, se deriva la de51gualdad sz Ix1]2=4 s3] < \x1 |2 q + —\szlq . Para consultar el Lema
A. | Apéndice A.

Con ayuda de esta desigualdad y e11g1er1d0 el control v; = _gT]XZ —k2 [sz 9, se 1 revise el Apendice
obtiene

y 1 1

Vo < —(ki — 539 4] Fa T (k2 — g57)lo2/97,

la cualesn.d.siky; > q/(q+1)ykx >1/(q+1).
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Véase el Apéndice A para

consultar el Lema A.4.

Paso i: Defina las variables 01 = x1 y 03 = x{ +vi_1,Vi = 2,..,1m. La dindmica del
sistema reducido, en las coordenadas (o7, ..., 0y ), estd descrita por

. . —1 . .
01 =%2,05 = X541 — > ks ﬁhxk,\ﬁ =2,.,1 (191)
. w2
La FLC (158) en su forma recursiva es V; = V;_1 + St[oi|* , i = 2,..,m, donde

ai = (i—2)q+ (3 —1i). Tomando la derivada de V; a lo largo de las trayectorias de
(191), se tiene

(i=1)+(2-i)q .
y i—1 aV 1 e 1 oV 1 i—1 aV 1
Vi=2i01 To, 0yt loi]  f (vi=X o ag9) = 221 o 05 ki ol =
1= Vi + O R o RS ) B
Recuerde que Xj;1 = vj + 0j41, donde la ley de control es vj = > | _; 55—«
%541 Xj+1

kj[oj] % . Entonces, 65 = 051 —kj[0j] I . Ademas, es un hecho que

1 aV q+1 1 0V,
YT ey = kgl — Y12 Kloj) 5 + 3551 e EITRRARE

i-19Vi ot i1 a. e i1 o
ya que } j_; 30, (=kjloj] 9 ) = 2527 —Kki[oy) % [o5] 5 = 3527 —kjlogl 9,
donde 5 = (j—1)—(j—2)q,¥j =1,..,i— 1. Observe que

io1 Vi vy oV,
D=1 o0; 9j+1 = 35,02 T a 203+ a 204+ .+ 30, Oj+1
8

S
_q_ 2—q 4_ ol
=[01]7 0,4+ 0203+ [03] @ 04+...+ [05] % 0541 = X 11 [0j] % 0541,
Nuevamente, del Lema A.1, se obtienen las siguientes desigualdades
q +1
011702l < goplon | F0 + lyloala* T, foallos] < ghploal®! + gdylosl T,
5 A m oy q+1
/10319 oy 1] < qﬁ|(7j| 9+ qliji]|(7j+1“xj“ .
55 1 q+1 q+1
i—1 o g+l i—2 - o T
Por lo tanto, Z}_1 [05] % 0541 < %bq |24 +Z}:2 ﬁlcj\ SIS qL—HIUi,”%q +
SX‘ ! 0;. Lo anterior permite obtener
. . V. q+1
Vi <Vieg + 5501 —kilog| &, (192)
q+1 q+1
. N [o S N
con Vi1 < —(k; — gp)har | Fa — £ 230k = givlol T = (ki = Gl
Finalmente, como SX Loy <oj_ql "‘1 1 |oi], aplicando una vez el Lema A.1 se obtie-
1—
ne (159). ,
La FLC (158) se acota por arriba como V; < (|x1 \2 a4+ Z ‘o |ojl |% ), debido a

que el médximo del conjunto{2—q,1,q,2q9—1,. (1— 1)g+ (3 —1)} esCy=(i—2)q+
1
(3—1), Vq e (1,2). La derivada de la FLC puede acotarse como V —C3(Ixq |% +

L( g+1

q+1
Z]—z Is; | ). Del Lema A.4, se obtiene que (|x; |2 q +Z]—2 |S]|"‘l) 7 < [x11279 +
g 2 41 q+1
ijz Is5] *i ). Esto muestra que V; < C3(|x1|2 q + Z _als1M) T = =V,

que es la desigualdad (160).
Paso i = n: Por argumentos de induccién se obtiene (158). Esto concluye la prueba.
Prueba de la Proposicién 7.3. Es inmediata de la desigualdad diferencial (160).
Recordando que q+1 > 2,Vq > 1, y usando el principio de comparacién [46], pa-
ra Vo = Vn (xq(0)), (xo = x4(0)), la solucién Vy (t) satisface Vi (t) < (V(;((k])/2 —

- 2 - . . .
%yt) a-T. Esta expresion permite estimar una cota del tiempo de convergen-
cia. El tiempo Ty que le toma a cualquier trayectoria, iniciada con condicién inicial
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xn(0), en llegar al con]unto de nivel V; =71 (0 < 7 < Vy(x0)), satisface Ty (xp,T) <

ﬁ(r —V = (x0)). Como limy, o0 T1(x0,7) = Ty, el tiempo de conver-
gencia Tq(xp,r) de toda trayectoria esta acotado uniformemente por (171), es decir,
Ti(xo,7) < To.

Prueba del Teorema 7.1. Inmediata de la Proposicién 7.1.

Prueba del Teorema 7.2. Es un caso particular del Teorema 7.6 cuando wy = ... =
wy =0.

Prueba la Proposicién 7.4 y del Teorema 7.6. La demostraciéon de estos resultados
se hace en forma simultdnea a través del MB. La dindmica del sistema reducido es

7:q =xip1 +wilt,x), vi=1,..,n—1, (193)
Xn = Uy +wp(t,x).

Recuerde que vy, = —@n, = n— 1. La ley de control auxiliar v, se disefia para

garantizar que el origen x = 0 del sistema reducido es RGAE, bajo la hipétesis de

que la perturbaciones wj(t,x) cumplen con la Suposicién 7.1. Enseguida se prueba

que la retroalimentacién de estados

. . g (2-1) ;.
vi = —ki[oy)%, G = T = &72331%373/1 =bem (194)

estabiliza asint6ticamente el origen del sistema (193) si q € (1,2). Cuando q =1, se
recupera la retroalimentacién de estados lineal y el origen es EE. La prueba se hace
por induccién.

Paso 1: Se propone v = —k; ()qj]/(z_q). El pardmetro q € (1,2), lo cual implica
que 1/(2 — q) es mayor a uno. El sistema

1
X1 =v1 +wy; =—k1[x1]79 +wy, (195)
es AE. Tomando como FLC V; = 0.5[x1|%, la derivada c.r. al tiempo de V7 a lo largo

de las trayectorias de (195) y bajo la Suposicién 7.1, se obtiene

L2V o e 3.q
Vi = g1 +wi) < 2% (=K [x1 ] 279 + p1xq[279) < —aggfxq |29,

3—q
conajy =k;—pj. Vi esnd.siky > py y puede ser rescrita como Vi = —ay; V]m*qJ .

Paso 2: Se tiene el sistema de segundo orden

X1 =%X2 +wWi ,xX2 =02 +ws. (196)

Defina una nueva variable de estado o, = x; — V1, que representa el error virtual
entre v y x2. En las coordendas (x1, 07), el sistema (196) tiene la forma
. . oV .
X =1+ 02+ Wi, 62 =V + W2 — 5ok (197)
1
La ley de control v, se obtiene a través de la FLC V; = %|0‘2|2 + %61 V]qu, 51 = k%.

Recuerde que x; = v7 + 5. Tomando la derivada c.r. al tiempo de V; a largo de las
trayectorias de (197) se llega a

y ov oV
VZZGZ[UZ Oy Xz}‘f‘z( )Vz q aX: X2.
Note que g:f xz Vi + ax] 07, con Vi = —2k;q V](3_q)/2(2_q) y gl/: = 2x1. Ade-
—G oV . 5 k2
mas, mvﬁ ax: 52*02(3 1X1) (ﬁ—ﬁ)fmjz q02+2 |(72|2

|x1 |2 q owj1. Bajo la Suposicion 7.1, [wq| < p1lxq \ﬁ. Aplicando la ley de con-
trol vy = —kz[02]9, se obtiene

Va2 < —(kz — p2)loa 97T — z_qaan q|X1|2 a +2_] Ix1]2= q|(72|2+ p1|><1|2 aloyl.
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Para mds detalles sobre el
término A(i_y), consulte

el Apéndice E.

Véase el Apéndice A para

conocer el Lema A.6.

Note que ki > 0, ya que

—Vi(x)espd.

CEa
Observe que V q Ix1 \2 q = Vf(z*q) . Este paso es un caso particular del Paso 2 de la
prueba de la Proposmlon 5.1 cuando p = 1. De este hecho se concluye que la derivada
de la FLCR es n.d. si se eligen las ganancias

2_[(a=] 1 )f%‘_i_p]

. 1 a9 _ o1 f
k1 >p1’k2>27q1 1+q 021k1aqg 2(]+C| ezzk]a]])]:|k1+p2'

+q
donde las constantes 0,7 y 822 cumplen 6371 40,2 = 1.
Paso i —1: Defina las variables 07 = x1 y 0y = x{ —vi_1, i = 2,..,1. En las
coordenadas (07, 02, ..., 03), el sistema (193) adquiere al forma

. ov;_1 . . .

. — s . S 9Y . - _
05 =V +wj + 051 30, 051, Vj=1,.,i—1, (18)
. av~,1 .
0y =Vi +wi— 801_1 Gi_1.

Ahora, suponga que el controlador v;_j estabiliza el sistema (198) de orden (i—1) y
que la FLCR V;_ lo garantiza, debido a que su derivada V; 7 es n.d..

Paso i: Tomando al derivada c.r. al tiempo de la FLCR V; (definida en (168)) a lo
largo de las trayectorias del sistema (198), se obtiene

o 0V . 0“:1
Vi = 0ifoi + Wi — goit ol + G i Vi Vier + aa Toil.

Vi
donde 35— o

. . . Vi1 -
= 04_1. Haciendo el célculo directo se deduce que Dl g =
001
-1

q=1
—Ci—1ki— 1|Ui 11%-167_1, donde 611 = ¥(; ;4 1n + 01 +¥i 1) con ¥ gy, =

ov ov
vi*1_60' zGl 2lwi =0 Y Y(i—1)p = Wi 1—60 20'1 2lv,_,—0- Bajo la Suposicién

7.1, se tiene que ¥(;_1), < A(i_1),, donde la funcion A1), = pi_1loi— 1]Gi-1 —

?
a?;l 263 2ly; ,—0,se evaltia en wi_p = p;_2|0j_ 5|%-2. Tomando en cuenta todo lo

anterlor y aplicando la ley de control v; dada en (194), se obtiene que

- By 5 -1
Vi < —(ki —pi)loil* — G181 Vi1 + Gorkimqloilfloi—1 %=1 + 0y V1],

a=t -1
donde se ha definido Vi1 = —V:E?l \'/14 >0, Yio1 = |oj_q]%-1 (W(ifﬂn +
3;1

Aii—1)p) + ki 1V 701y Bi = (21—3)q+ (5—21). Al ser V; una FLCR, la de-
rivada V; cumple con el Lema A.6. Las funciones que acotan a las perturbaciones no
destruyen la homogeneidad del sistema en lazo cerrado, y de hecho, como las cotas
son funciones homogéneas, existe k; suficientemente grande tal que se logra que la
derivada V; sea n.d..

Finalmente, para cualquier i, las funciones continuas V;(x) y Vi(x) son homogé-
neas de grados my, = 2o y my, = i c.r. ala dilatacién (161). Con ayuda del Lema
A.3, se concluye que la desigualdad (169) se cumple con ki = ming,.v, (x)=1}{— Vi)

Paso i = n: Por argumentos de induccién se obtiene (168). Esto concluye la prueba.

Prueba de la Proposicién 7.5. Con ayuda de la desigualdad (169) y del principio
de comparacién [46], se obtiene que para cualquier Vo = Vy (x0) (xo =xn(0)), la solu-

_g-1
cién Vy (t) satisface Vi (t) < (V, “en (%a—])Knt) Z Vq > 1. De esta expresion es
posible estimar una cota del tiempo de convergencia. El tiempo T; que requiere cual-
quier trayectoria iniciada en x¢ en llegar al conjunto de nivel V;; =1 (0 < 1 < V;(x0)),
estd determinado por (170). Ademds, como lim,,; . T1 (o, T) = Ty, el tiempo de con-
vergencia Tq(xo, 1) estd uniformente acotado por (171), es decir, Ty (xo, 1) < Tr.
Prueba del Teorema 7.3. Defina V = 0.50%. Para el sistema de orden arbitrario,
V = on(v+w(t,x)). Considerando la ley de control (133) y w(t,x) € Wy, la derivada
satisface V < —(Qo — po) lon| — (K2 — po2) lonl” — (K3 — po3) on | En términos
de la funcién V, se tiene que V < —k01 VY2 —k02V — ko3 VI9vT1)/2 donde kg =
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V2(Qo —po) , K02 = 2(K2 — po2) , ko3 = 2l9vF1/2(K3 — po3). Esto implica V < 0,
si Qo > po, K2 > po2, Kz > pp3. Por lo tanto, las trayectorias llegan a 0, = 0 en
tiempo finito.

Enseguida de muestra que existe una constante T¢ > 0, tal que Vvt > T, las
trayectorias x(t) nunca abandonan o, = 0. Defina keq = {Ko1, K02, K03}, entonces
V < —keq(V1/2 +V + VIav+1)/2) Defina las desigualdades V < —keqV'/? — keqV
Y V < —Keq V! 9v+1)/2 el valor de V(t) estd por debajo de la solucién de ambas de-
sigualdades. Utilizando el principio de comparacién, [46], las soluciones de V(t)

satisfacen V(t) < min{V;,V>}, donde V; = eXp(—*Keqt)[V +1 —exp( Keqt)]

—l(gqy— 2
y Vo = [V, zlav=1) +(qv — 1) Keqt/2] &7, con Vo = V(on(xp)). Para estimar
una cota de tiempo de convergencia se siguen los pasos del algoritmo presenta-
do en prueba de la Proposicién 5.8 con r = @. Por lo tanto, el tiempo de con-

vergencia cumple T(xo) < Tj(@) + Ta(xp, @), donde Ty (@) = K%qln(@% +1)y

Ta(xp, @) = (qv,21 Jieq

trayectoria alcanza la SD en un tiempo T(xo) que estd uniformemente acotado por la
constante (177), es decir, T(xo) < Ts.

Prueba del Teorema 7.4. Hay que mostrar que la SD se alcanza en tiempo finito
y que el tiempo de convergencia tiene una constante de tiempo fijo. Para ello, se
requiere el siguiente resultado.

1 -1
(@ 2(av=1) _ V, ? (4 )). Conforme a lo anterior, cualquier

Proposicién 7.6 Considere la funcion V1 (() = (TP, donde el vector { = [q)] (on) Oni1
y P = P > 0 es un matriz simétrica p.d., solucién de la DML (182), y la funcién

a1 2qv—1
V2 (0, 0ng1) = 8kagb1(on)l? — [d1(on) | & [ong1] & +8lons1l?, donde § es una
constante positiva que satisface las desigualdades en (184)y q, > 1. Entonces, la funcién
W(on, ont1) = V1(Q) + Va(on, on+1), s una FL robusta para el subsistema (or, 0n4+1)
de (181). Ademds, la derivada c.r. al tiempo de la funcion W a lo largo de las trayectorias del
subsistema satisface la desigualdad diferencial

. 1 3qv—1
W (on, 0ni1) < —Kg1W?Z (On, 0ng1) =KW (on, 0ng1) —Ks3W av (o, Ony1),

(199)
donde kg1, Kg2 Y Kg3 se definen en (186).

Demostracion 2 Primero se muestra que V, es p.d. y su derivada es n.d.. Del Lema A.1,
2

existen constantes yoo y Yo1 tal que, —y5 3" Id1(on)® /29— (2qv — 1) vod™ " lon 1l /2qy <
2

29-1 —rely
1 (0n)] @ [oni1] & < Vet b1 (0n)I? /24 + 24y — 1)y " lons11? /2Gy. Por
lo tanto, ¥(omn, 0), la funcién V, puede acotarse como

1 (Yoo)lb1 (o) 12 + a2 (Y00) Iom 1 11% < V2 (0n, 0ns1) < &2(vo1)ld1 (0n)? + &4 (vor) loni11%,

Zq

donde o1 (Yoo) = (5ka — 58" /2qv), %2(v00) = (68— (2qv —1)voe ™ | 7 /24y), 3 (yor) =

__24qv
(5k2 +vo?“/2qv) and o4 (Yo1) = (8+(2qv — 1)y ™ ' /2qy). La funcion Va(on, on 1)
es p.d. si y sélo si o1 (voo) > 0y oa(voo) > 0. Lo cual es siempre posible si se satisface  Para saber si

(184). Ademds, Vo puede acotarse como Va(0n, oni1) espd., se
checa cuando

>0
Crllcl3 < Va (o, 0n11) < C22)3, (200) 1Y) =0V
verifica cuando existe

donde ||C)13 = |1 (on)12 +lon 112, C1 = ko —zod* 1 /2qu y C2 = 8kas + 200" ' /20y 3, > 0.

2qv
son constantes positivas, z;,m = yzqv " es la raiz real positiva de la ecuacion (2qy —  Las ecuaciones en zy y
2q Tqu] o ) zm resultan de hacer
1) +2qv8(k2s — Nzm = zm", ¥y zm = = Y51 es la raiz real positiva de la ecuacion o (voo) = xa(voo) ¥

«3(vo1) = xa(vor)-
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(2qy — 1)+ 386(1 —kas)zm = zi/?v Como la perturbacion wn (t,x) € Wa, la derivada V;
satisface

. 3qv—1 2qv—1
Vo < —vq(s ){25kzs(k1s—91s)|¢1(0n)| v —20758|d1(on )| o]

2 v—1 3qv—1
— K01 (onllonal 5 = 29Tl (o) Rlonatl "+ Llonal 8,
1—qv ' . .
La funcion ¢* (s) = convi(on) =|bi(on)| v o). Del Lema A.1, se obtienen las desiqualdades
1 1 g
milonl ™2 /24w + e
quzlon|97. 2qv—1 z_q—f —=2v= 3qv—1
" [P (on)l 3 lonl < ?qu qu ]‘(b](o-n)‘ av +3q 7Y Yool e,
2qv—1 ﬂ"— 3qv—1 3av—l 3avt
|p1(on)llongrl v < Tq(iﬁﬁ/z v \431 (on)| o + J(;T]’YZ Yol e,
qv—1 3 v !
2 3qu=l —1 vl 3dav—1
b1 (on)l? lonp1l o < ﬁfﬁfg |¢1(Un)| 2av +§C]C;)T1V3 Y ol v,

YY1,vY2,v3 > 0. Con ayuda de estas desigualdades y fijando vy, = (625 3q — k] ) 3qv 1 y

qv—1
v3 = (03533 = (qv —1)kz)3av=T, se obtiene

- 3qv—1 3qv—1
V2 (0n, Ong1) < —vilon)(W1ldq(on)l av +q]jll)2|0n+1| ),

71 3qv—
Para mostrar que V, es donde Py = Z(Y 3q _1 p255y] ), Py = 3q _1 pzs5y1 Clv , Y = 5kzsk1 —
n.d. se checa cuando _ 3qy—1 _ 3qv—1
Y1 >0ypy>0,yse mik, V —mnyk, A =1— 621 — 63_1. El pardmetro 'y siempre existe si y solo si
verifica cuando existe %gvf} 3JL .
¥{ > 0, quese traduce en  cumple la desigualdad ( 7] Y5> RARSEVARSS qil paiS) W7 La funcién V; es
la desigualdad (184). 2av P2 . 3qv .
n.d. si P, P2 > 0, lo cual siempre es posible si las desigualdades (184) se cumplen. Ademds,
la funcion vy (on) > 0, y tiene un minimo con valor positivo, Vimm = ming er v1(on), ya
1 —1/2
P 1 qv
que lim|; |,ov(on) = 17" /lonl & =00,y

qv—1 1
P _ 2u1|dn\7+uz+qvuslc\ _
lim|;, |00 Vi(on) = o q\,u3

(m\Gn\2+uz|0n\+u3|0n\qv) i

Lo anterior permite obtener

. 3qv—1 3qv—1
V2(on, 0nt1) < —VminC3 (I (on)l v +lonpql o ),

_3qv—1 3qv—1
donde C3 = [A—Zq%pzSth Y /Bqv —=Dl/qv y Yym = v es la raiz real posi-

3qv— 1

tiva de la ecuacion 2qvp2s8 + (3qy — 1)[2Y7 — A/qvlym = 2(2qy — 1)p2sdym " Del
v—1 3qu—1 P
Véase el Apéndice Apara  Lema A.4, se deduce que (1/2)% (Id1(on)? + |onair \2)%; < by (Gn)\lIJT +

| Lema A.1. M
conocer et Remn 21 lon+1l . Finalmente, usando esta desigualdad junto con la desiqualdad (200), se obtiene

1 1
Vi < —(1/2)#4 Vi C3([113) F
Para mds detalles consulte Ahora, hay que mostrar que V1(C) es n.d.. De un andlisis similar al presentado en la
la Seccion 6.6. demostracion de la Proposicién 6.1, y tomando en cuenta a (150), la derivada de la FL V1 ()
satisface
-
Vi <o [ c A P+TPA+R PRI ] o ez
) B'P —0

La funcién V1 es continua con ® y R como en (183). Si la DML (182) tiene solucién, Vy es n.d.. Como A {P} ||C||% <

pero no localmente TPt < A (P 2 donde 2 _ w2(o o2 = o 2 onl3/?
Lipschitz. Se aplica el C'PC < Amax {PH[CII2, 1415 d)1( n) + n+1 l'Lll nl+ 2p1 p2fon| +

mismo argumento  M31on|? + 201 u3lon | T2 4 215 us|on [T 4 pdfon 29 + 02 vy es la norma Euclidea-
utilizado en I;CZ:Z;T gl;l na de (, se puede verificar que siempre se cumple la desigualdad (i1 |s|2) 1) > (||¢]l2)". Por

lo tanto, inmediatamente se tiene que Vi < —(u?/2)e ||¢/|, — zeHCHZ—qvpgelcfnqu ! ||C||z.
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La negatividad definida de V1 (C) y V2 (on, 0n 1) implica que W (o, 0 1) = V1 + V2,
es decir,

. 2 1 qv—1 3qv—1
W (on, 0) < —(51)e [|¢)13 — nzel|ell3 — quiselon] T [[¢]15 — (1/2) 25071 vy C([1¢]13) 2av

Cada FL satisface Amin{P}|C[I5 < V1(0) < Amax{PHIC|3 ¥ C1lIC)3 < Va2 (om, 0n41) <
Call C||%. Entonces, la funcion W (on, 0n 1) puede acotarse por arriba como W (o, On41) <
(AmadP}+ C2) ||C||%, lo cual permite obtener la expresion (199).

Con la Proposicién 6.1 se prueba inmediatamente el Teorema. De la desigualdad
(199) se concluye que las trayectorias del sistema convergen en tiempo finito a o, =
0. Para encontrar la constante de tiempo fijo, observe que W(t) satisface las de-
sigualdades diferenciales W (oy,, 074 1) < —KS1W% (On,0ni1) —Ks2W(on, 0ni1)
y W(omn, ony1) < —KS3W% (on,0n+1), y el valor de W(t) debe estar por debajo de
la solucién de cualquiera de las dos desigualdades. En este caso, del principio de
comparacion [46], se tiene que con Wy = W (O‘n(XO Ontl (xo)) la soluciéon W(t) sa-

tisface W(t) < min{W7, W5}, donde Wy = exp(—5 Szt)[W2 ; [eXp(%Kszt) — 1113,

_gqv—1 _ 2qv_
y W2 = (W, 2V 4+ (qy — 1)ks3t/2qy) @ T. La cota del tiempo de convergencia
se obtiene aplicando el procedimiento propuesto en la prueba de la Proposicién 5.8.
Entonces, el tiempo de convergencia Cumple T(xo) < Ti(@s) + T2(xg, @s), donde
qv—1 v— 1

To(x0, @) = 28 (@, T —W, )y Ty(@y) = ZInllka/kerl@d +1), y
ademds, T(xp) < Ts, siendo Ts una constante. La mejor estimacién de Ts se obtiene
al elegir @ como la raiz real positiva de (187).

Prueba del Teorema 7.5 y del Teorema 7.7. Como el Teorema 7.5 es un caso par-
ticular del Teorema 7.7, solamente se prueba este tltimo. La dindmica del sistema
queda gobernada por la EDO (155). Usando las coordenadas (o1, 02, ...,0n) y la ley
de control (153), el sistema (151) queda descrito por

ovj_
5 o= Vs : R il §
05 =Vj +Wj + 0547 30,

. ov —1
On—1 =Vn_1+WwWn_1— 60‘271

Gn_1+0n, (201)
on =v+wn(t,x),

Considere que la ley del control v estd dada por (133) y que la perturbacién acoplada
wn (t,x) € Wy, es decir, cuando v = —Qg (crnjo —Koon —Kz[on ]9, qv =G > 1.
Para este caso se propone la FL

Vie =80 Vi + (0.5)cnlonl?, 5y = k2,

donde V;; se define en la Proposicién 7.4, conn = n—1, y cn > 0. Siguiendo el
mismo procedimiento como en la Prueba del Teorema 7.6, la derivada de Vi ¢ a lo
largo de las trayectorias de (155), con la ley de control (133), satisface

q=1
Vic =cnonlv +wn}+Cn6 V™ Vi + onoy]

—Cn oy Vi + Gydn V O-TLO-n_Cn(KS_pOSHO-nM“-

q-1 Xn+1
Del Lema A.3, se deriva la desigualdad oy Vy N on < An2lon|Vy bn donde A2 =
ﬂ
max(y. Vn—l}{‘on " [}. Aplicando a esta desigualdad el Lema A.1, se llega a
Xnt1 n o‘i]—tl o % Bn
Vie < —Cndn(1— Bn AnZVnz )V — len (K3 —po3) — (ndn ﬁ%ﬂnz Honlen .

+1 .
Eligiendo vy = [Aq2052 [’31“] Bn y 02 € (0,1), la funcién Vy, es n.d. para ga-
nancias k1, ..., kn_1, ¥ cn suficientemente grandes. Ademas, la funcién Vi ¢ satisface
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BT‘.
Vic < —xnV{&" (x). Por lo tanto, con ayuda de la Proposicién 7.5, se concluye que
existe una constante de tiempo fijo.
Ahora, considere que la ley de control v estd dada por (180) y que las perturbacio-
nes acopladas wn (t, x) € W;. Se propone la FL

Xn+1

VLC = 5T'I\/T] o + CT‘LW( O-TL/ O-TL+] )/

donde V;; queda definida por la Proposicién 7.4, W por la Proposicién 7.6, y cn > 0
es una constante que se elije apropiadamente. La derivada de Vi ¢ a lo largo de las
trayectorias de (201) con la ley de control (180) es

2(q-1) 2(q-1)

Vice < —enW S50 [V ™ oqom —Vol, Vi = —Vy ™ Vy >0,

donde 3qy — 1 = tn/an, ¥ tn = (2Zn—1)q + (3 —2n). Del Lema A3, se deriva la de-
Zq 1) (n+1)g—m 2(‘1 1)
sigualdad Vy *" o < A2V ™, An2 = maxgy, Vi (x)=1} Vy, ™" oyl. Aplicando
(n+l)q n
el Lema A.1 a esta desigualdad, se obtiene que [0y [V, ™

n
(n+1)g—m_ =~ +l)g—
< ln Yﬂz Vn +

—yn g o ax . De esta desigualdad, y del hecho de que W< —quus €lop|9v] I C||% +
V3 (0n,0nyi1), sellega a

o O( in n
Vi SRS, Sy S g o

. _ 2 .
Vic < _quvuse‘cnmv ! HCHZ +cnVa(on, onyt) —

(n+1)g—m

((ntlg-ng @ . Como

donde bny =1— *1] , que se obtuvo fijando vy, = — nt)

se cumple que ||C||2 > p3lon[29v, entonces,

VLC bnn|0-n|°‘“ +CnV2((7n/ Ont1) _(Xnénbnnvn/
donde by = cnqvuge — 0ty dn ‘:‘: ynz La funcién Vi c es n.d. si bpn > 0, es decir,
eligiendo cn, suficientemente grande. La parte derecha de la desigualdad anterior es
homogeénea de grado my, = i c.r. ala dilatacién (161) y Vi, es homogénea de grado

n

. . brawey
my, = 2a&ny1. Por lo tanto, se satisface V,, < —kn Vi ™1 (x). Como TN - > 1,

Vq € (1,2), se concluye que existe una constante de tiempo fijo.



CONCLUSIONES

“:Qué es lo que hace hombre al hombre, sus origenes,
la forma en la que llega al mundo?

Yo creo que no, son las decisiones que toma,

no es como empieza algo sino como decide acabarlo.”

— Frase de la pelicula Hellboy

El enfoque con FL es una de las herramientas méas poderosas y eficientes utilizadas
para analizar el comportamiento dindmico de los sistemas no lineales. Ademads, dicho
enfoque permite realizar el disefio de controladores (y observadores).

Se ha mostrado que el disefio de un CMDOS puede hacerse a través de la cons-
truccion explicita de una FLCR. La construccién de la FLCR involucra a la técnica
de desingularizaciéon de funciones y al MB. De la integracién de ambas resulta un
método que permite disefiar tanto un CMDOS homogéneo como uno no homogéneo.
El MB no requiere de las propiedades de homogeneidad para su aplicacién; sin em-
bargo, contar con dicha propiedad hace posible disefiar leyes de control que poseen
una estructura anidada muy simple y caracterizar las propiedades de estabilidad que
posee el sistema en lazo cerrado.

El desarrollo mostrado en este trabajo permite resolver el problema de construir
un FL para un sistema retroalimentado con un CMDOS de forma sencilla mediante
una modificacién del MB, técnica ampliamente conocida en control no lineal. Esto
conecta a la teoria de MDOS con los métodos cldsicos empleados en la teoria de
sistemas no lineales. Ademds, permite hacer ciertas extensiones (como algoritmos
de ganancia variable) y estudiar otra clase de propiedades que no son posibles de
analizar con otros enfoques. Propiedades de estabilidad entrada-estados y de peque-
na ganancia en un sistema, no revisadas en este trabajo, son usualmente mostradas
construyendo una FL. Estas y otras propiedades ahora podran ser estudiadas para
sistemas retroalimentados con un CMDOS.

Falta por explorar que tan flexible es la metodologia propuesta y averiguar que
tanto se puede extender su aplicacién a otra clase de sistemas. Por ejemplo, la es-
tabilidad de los diferenciadores propuestos en [56] no se estudia mediante una FL.
Contar con una FL permitiria analizar otra clase de propiedades que pudieran tener
estos algoritmos, mds alld de la conocida convergencia en tiempo finito que poseen.
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LEMAS

A.1. LEMAS

Los siguientes lemas son ampliamente utilizados en el analisis del presente trabajo.

Lema A.1 [65] Para cada mimero real p > 1, q > 1,y a,b,c € R, con %—i—% =1,1a
ba
T

Lema A.2 Para cualquier x1,x2 € R, yp,q € Ry, tal que 0 < p < q, se cumple |[x2|P +

[x1]P|V/P < 2%7%|[x2j 9+ [x7]91'/9. Ademds, la desigualdad se convierte en igualdad si
ysolosip =qdx; =xy.

siguiente desigualdad se satisface: ab < cP % +c 9

Demostracién 3 Los casos x1 = 0, x2 = 0 0 x1 = xp = 0 son evidentes. Por lo que, la
desigualdad se prueba para x1 # 0 y x # 0. Introduciendo un cambio de variable z1 =
[x1]P y 22 = [x2]P, la desiqualdad es equivalente a

s+ 1" <21 +[s]", r=q/p>1. (202)

donde s = z1/z3z € R y vdlida Vz; # 0 (6 x2 # 0). Defina la funcién f(s) = |s +
11"/11 + [s]7|, el objetivo es hallar el mdximo de esta funcion. Note que limg_,o f(s) =
lims_so f(s) = 1. Existe un mdximo, o minimo, si |s|"~" = 1, es decir, en los puntos
s = £1. Como f(s) no estd definida en s = —1, con la regla de L’Hopital se concluye que
limg_, 1 f(s) = 0. Para s = 1, se obtiene f(s) = 2"—'. Por lo tanto,

[sH1" -1 . _
O<|]+|'SJT|<21‘ /T—q/P>1

Lo que prueba la desigualdad (202). Cuando x1 = x2, (202) se reduce a 2" = 2". Finalmente,
para p = q, se tiene |s + 1| < |1+ [s]], por lo tanto |s + 1| = [1 + s, ya que [s| = s.

Lema A.3 [16]. Suponga que V7 y V3 son funciones continuas de variable real en R™, homo-
géneas c.r. al campo vectorial v con grados de homogeneidad 11 > 0y 1, > 0, respectivamente,
y V1 es p.d.. Entonces, para cada x € R™, se cumple

T < Va(x) < méxgey, o)1 Va(2)]IVi ()15

—
N

—

[minz:V1 (z)=1 V2 (2)][V1 (x)]
Lema A.4 [10] Sean x1,.,xn € Ryo y sea p,q € [1,00), donde p < q. Entonces,
I < (TR xD)YP <nd/P T o
Lema A5 [2] Sean ¢ : R™ — Ry ¢: R™ — R4 dos funciones homogéneas en el bi-limite
con los mismos pesos To Y Too, §1ados dg, 0, dg,eo Y de,0, A 00 Y funciones de aproximacion
M0, $oo ¥ Co, Coo- Si los grados satisfacen dg0 = deo, Y dg,eo < de,eo Y las funciones C,
Co, ¥ (o SOM positivas definidas, entonces existe un A € R que satisface

d(x) <AL[x), Vx € R™.

Lema A.6 [2] Sean: R™ - Ry vy :R™ — R dos funciones homogéneas en el bi-limite,
con vector de pesos To Y Too, §rad0s Mo Y Moo, Y funciones de aproximacion, Mo, Neo, Y Y0,
Yoo tal que se cumple:

(@) {x € R™\{0}: y(x) =0} € {x € R™\ {0} :m(x) <0},
(i) {x € R™ \ {0} : yo(x) =0} C {x € R™\ {0} : mo(x) <0},
(iii) {x € R™\ {0} : Yoo (x) = 0} € {x € R™ \ {0} : 1o (x) < 0},
Entonces, existe \* € Ry tal que, para toda A > N* y para toda x € R™\ {0},

@D n(x) =Ay(x) <0, @D no(x) = Ayo(x) <0, IID Noo(x) — Ayoo(x) < 0.
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En Qian and Lin [79] se
encuentra un resultado
particular del Lema A.>.
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LEMAS

El siguiente resultado muestra como se construye una FLC.

Lema A.7 [78] Considere el siguiente sistema en cascada

x=f(x,y),y = (203)
Si existe una funcién C', propia y positiva Vy, y una funcién wy de clase C°, tal que:

= Posiblemente después de una cambio C 1 de coordenadas-z en ]R“_1 vie{l,.,.n—1}
yV(x1,.,xn_1) € R~ 2 los mimeros reales x1, donde (x1, o Xn—1) no estd
definida, son aislados en IR;

= existe una funcion CO escalar ¢(y,x) tal que (y,x) =0 &y =uj(x), Dy, x) es
C Ten ]R“ Y, Vx eR" T, ® - +oosi lyl = +oo, donde © denota la antiderivada
= [§ d(s,x)ds;

w para todo x no igual a cero, se tiene que Ly (y, (x),z)V1(x) <O0.

Entonces

V(y,x) = @[y, x) = @ (uq(x),x) + Vi (x)

es una FLC para el sistema (203) para todo o« € R tal que, V¢ es una funcion C1, Vs € R...

El disefio de la FLC se reduce a encontrar una Fdes apropiada ¢.

Lema A.8 Para cualquier niimero real q € (0,2) y w,m,v1 € Ry, la siguiente desigualdad
2
se satisface: |0y \2# < AMulyvo +v1 |x|ﬁ)|cﬁ |, donde o7 = px+1n[x]Z=9,x € R, Ay =

(wtn) 3 qp
Yorvi Y Y0 = Z=q)pr2m V1

2
Demostracién 4 Defina la funcion f(x) = |ux +n[x|Za[9/2/(yo +v1lx1 \ﬁ), el ob-
jetivo es hallar el mdximo de esta funcion. Note que limy_,o f(x) = 0 y limy_, 0 f(x) =

q/2 ' i fi g — _(2—a)yon anlifi s
N9/ /vq. Existe un mdximo o minimo si |x| Gy i=2yen) Para simplificar se fija
(um)?

9
_ qu 4 _ i _
Yo = [2=q)ur2n PAra que [x|Z=a =1, y el mdximo sea A, = . Por lo tanto,

Yo+vi
2 9
0 < Iwx+n[x] 27|92 /(yo +y1lx1179) < Ay, Vq > (0,2).
A.2. OPERADOR [z]™ = |z|™sign (z).

El operador esta bien definido en z = 0, ya que |0|™ sign (0) = 0-sign (0) =0,
lo cual implica que la funcién es continua en z = 0, Vm > 0.

Este operador generaliza a las funciones impares en el caso de una variable. Por
ejemplo,

(1) en el caso en el pardmetro m es un nimero entero impar, [x]' = x, [x]3 = x3;

(11) si m es un ndmeros entero par, se cumple, ’—XJZ = |x|x, (xj“ = |x|3x, y es
evidente que x> # [x 2.
El operador cumple las siguientes propiedades
(c1) d%([xjm = mlx|™! y dx\xlm = m|x|™! sign (x) = mlx|mT,

(c2) con m = 0, se obtiene [z]°

= sign (z), que define a la funcién signo.
(c3) lzI™ - [z]™ =[z|™*™ paratodam,n>0yze€R.

(cq) [z]™ [z]™ =|z|™*", paratoda m,n >0y z € R.
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B.1. CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA 4.13.

B.1.0.1. Sisterna homogéneo de tercer orden

Sistema: X7 = x> + wi(x,t), X2 =x3 +wa(x,t), x3 =v3 +ws(x,t).

Variables de estado: s3 =x3 +kz[02] 2%), 02 = [x2]>7 P+ kz_px1.
3-2p 322p 3-2p 2-p L2
Fdes: s34 = [x3] P +k, "7 Joz2] 27,03 = |—X3J P +kz 03.
3p I 3-2p e
FLC: ngﬁbgl P +k2p o2 2= PX3+ pk v |0'2|2 P46V, 52—k2
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorlas del sistema:

. 3-2p 3-2p 3-2p 3-2p v
Vi=([x3] 7 +k," [op]ZP )X3+Jk2p S3|(fz|2 Py 82T Oy i),

3-2p
V3 =s34(v3 +w3) + >0 pk 7 53\02|2 1f’Ger52V2+52ax 83,

yaque Y 2, avle = gl/z (V1 +s34+wq)+ ax 2(vy +s34+wy)=Vo+ %33, donde
V, <0 Y3 avz = 0y. Ademads, 6, = —1]3|x2|1 P(x3 +ws) +k$_p(xz +wji). Como

P ) _ _
x3 =53 —Kk3 [sz Z-p, entonces 07 < 2—]le2|] Ps3+Y¥on + Ay,

2 _ P 2
Yo = —72kalxa| 7P lo2) 7 + k7 Pxa,

2 _ _P_ 2 1
Nz = ZF2palxa|' " Ploa |27 + k7 Pprlxg| T,

2p—1 2p—1
Entrada de Control: v; = —k3 [ngﬁ , pell/2,1), wsl < Ps|03\JZJ’T-
Después de algunas simplificaciones

. 3-2p 3-2p
V3 < —(k3 —p3)ls3qllo3] e —52V2+4Ek2 |S3|2|02|z PP 4k, P s3Yy,
donde Vs = —Vy > 0,y Ty = 3226, Z0 [War, + Aso] + kasaq. Del Lema A6
onde Vy = —V2 > 0,y V2 = 5=57[02[277 [Wan + Azpl + k2524. Del Lema A6, se

concluye que V3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente grande. Ademads,
por el Lema A 3, V3 < —K3V§’ ,con K3 = ming,.v, (x)=1{— V3l

Por homogeneidad: s34(A{x) = e32Ps34(x), v3(ALX) = e2P—Tu3(x), V3(ALx) =
€37 PV3(x), V3(ALx) = e2V3(x), con ALx = (e27Pxq,e'x;, ePx3).
B.1.0.2. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: X1 =x) + Wy, X2 =x3+wy, '3 =X4 +W3, X4 =Vgq +W;y.

2p— 2-p -p
Variables de estado: s4 —47@; +k3 |—0'3J e , 03 =[x3]P +k2p 03.
3p 2—op 3p 2—p 2-p_
Fdes: saq = [x4] 27 + k3P [ng E= , 04 = [xq]2PT +k2p ‘(73
3—p
FLC: V4 = J1;p|)¢4|213*1 +k3p7 [03] 2*13 X4 + 31 |O‘ ‘2 P 4+03V3,03 —k3P7 .

Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorlas del sistema:

ot —p) A%

Vi = s44(v4 +W4)+—Ek i S4|63| b o3+ 83(X 5, ax3x1)
by e

V4 = s4q(vq +wg) + Jk i S4|03| E= 63+ 83V3 + 833 ax +84,
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ya que 21_1 %x =V; +9 ax 3s4,donde V3 <0,y aX3 = s34. Ademads, (73 =Y3,. +
p 2-p pJ
JS4|X3| +W3p, Y3, =k, J|Xz\]_pwz +k Pwil+ J\Xz.l w3 <
A3zp, entonces §3q < Y3n + JS4IX3| —|— A3y,
2-p 2}1*1
Yin =k," (BRIl " Pxs + k7 Pxal - Jk3|X3 J -,
% 1— —p Jg
Azp =k," [252p2lx;l “Plsoq| TP +k O1|X1|2 v +Jps|x3\ |83d|
3p—2 3p—2
Entrada de control: vy = —k4q[04] 277 , p € [2/3,1), [wya| < pglog] 2—7 .
Después de algunas simplificaciones
(1—p) 4=3p

. 3p—2 4-3 4-3p 2(1—p) 2 3
Vi < —(kq — pa)lsaallog| 277 —83V3 + —pﬁkﬁ" UsalPlos| 2% Ixsl” P 4+ Kk3P saVy,

donde V3 =—V3 >0,y Y3 = 2_p|0'3| = ‘1’3H+A3p] +k3s34. Del Lema A.6, se
concluye que V4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Ademds,
2
por el Lema A3, V; < *K4V£ , €ON Kgq = miNgy.v, (x)=11{— Vi,
Por homogeneidad: s44(ALX) = €4 3Psaq(x), vg(ALX) = e3P—2u,(x), V4 (ALX) =
e3PV, (x), V4(ALx) = €2V4(x), con Alx = (€2 Pxq,e'x, €Px3,e?P Txy).
B.1.0.3. Sisterna homogéneo de quinto orden

Sistema: X1 = xp+W1, X2 = X3+W2, X3 =Xq4+W3, X4 = X5+Wg, X5 =

V5 +Ws.
2-p 27p1
Variables de estado: s5 = x5 + kg (04 = [x4] 2777 + k3" 03.
5-4p S—4p 5-4p 2-p 2=p
Fdes: s5q = [x5] 3 +ki" oy TP, 05 = fxsj 3p-2 +k3"*2 04.
_ P =4 5-4p

FLC: Vs = Z2ixal 3% + k7 o4 77 xq + 5 4pk3p 204135+ 54Va, 84 =

3—p

3p—
K2

Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

. 55 —p) dVy
V5 = s54(vs +W5)+4Ek 85|U4\ = Ga+04(X 1, x; Xi)

5 4p
. 3(1—p)
Vs < s5q(vs +ws) + JkSP 2S5\0‘4| 2 P 04+ 54V4 + 63 ax4 S5,

ya que Zl 1 %X = V4 + W55, donde V4, < 0,y a = s44. Ademads, 64 =

—p)
w4n+ﬁ%55|x4| et +Wap, Yap < Agp,

o B AP p]
‘1’411 =k3P k2 [Jllel_pm +k2 Pxol + Jks IX3\ X4
—7) -2
_]k4|X4| 2p 1 |_
2-p  2-p p 1 2-p_
Zp—1 — — 2— — 2—py 2Zp—1
Agp =Kk37 k7 (272022 ' Pls 24|77 + K] pp1|X1\Z*P]+Tpk3p p3|X3
2-p (1-p) 3p—2
+2p,1k4p4\x4| E= Isqal 2P
4p—3 4p—3
Entrada de control: vs = —k5[o5]| 2=7 , p € [3/4,1),|ws| < pslos| -7 .
Después de algunas simplificaciones
. 5% 5 30=p) 3( p) =5
Vs = —(ks — ps)Issallos] 75 —54V4+ k" " Issl%logl 2P x4l +k;7 * 557y,

. 301-p)
donde V4 = —V4 20,y Y4 = %El(ml 2*1? (Wan +Aspl +kas4q. Del Lema A6, se
concluye que V5 es n.d. si la ganancia ks se elije suficientemente grande. Por el Lema
2

A3, Vs < —k5Ve P, con K5 = ming,. Vs (x)=11{— V5.




B.2 CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA ??

Por homogeneidad: s54(A{x) = > Ps54(x), v5(ALX) = e*P—3u5(x), V5(ALx) =
e37PVs(x), Vs (Alx) = e2V5(x), con Alx = (e27Pxq,e'x2, €Px3, €2PTxy, e3P 2x5).
B.2. CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA 4.14

B.2.0.4. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: X7 = x> + wi(x,t), X2 =x3+wa(x,t), x3 =v3 +ws(x,t).
2 _
Variable de estado: s3 = x3 +k2[s24] 27, s2q4 = [x2]> P + k% Px1.

3-2p QE 3-2p
Fdes: s34 = [x3] P 4—k2 [s2a] 777 .
3—2p 4]3 3—p
FLC:V; = §LLP|X3| Ptk P [s24] = P X3 + |52d|2 v +8,Vy, 62 = kz

Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorlas del sistema:
V3 =s3q(v3+w3)+ %Ekzs;;g%l&dlgﬁz +8,Va + 62%53,
donde V; < 0,y % = SZd Ademads, $24 = ZLEIXZ\]_P(m +w,) +k$_p(xz +w1).
Como x3 = s3 —ka[s24] b P, entonces $74 < —lezl] Ps3+Yon +As,,
Won = — 252kl P s24] =5 +k$_pxz,

2 B o o
Azp = “TPpolxa|' " Pls2ql 77 + k] Ppilxq|ZP.

2p—1 2p—1
Entrada de Control: vz = —k3[s34] e ,pell/2n), wsl < p3|33d|ﬁ]E v,
Después de algunas simplificaciones

- L2 oy, 3=2P 1-p 7 3-2p

V3 < (k3 —p3)ls3alT 7 — 82V + 322K, P [s3Pls2al 7P kol TP 4K, P 53,
donde Vy = —V5 >0,y Y3 = —EISZdIZ P [Won + Azpl + k2824. Del Lema A6 se
concluye que V3 es n.d. si la gananc1a k3 se elije suficientemente grande. Ademads,
por el Lema A.3, V3 < —K3V 5 , €ON K3 = mingy.v, (x)=11{— Vi)

Por homogeneidad: s34(ALx) = €37 2Ps34(x), V3(ALx) = €37 PV3(x), V3(ALx) =
e?V3(x), con ' Alx = (e27Pxq,e'xy, ePx3).
B.2.0.5. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: X7 =X, + W7, X2 = X3 —|—W2, '3 =%X4 +W3, Xq0 =Vg5 +Wwy.

3-2p 3-2p 3-2p

Variable de estado: 34 =x4 +k3 (53dj ,83a=[x3] 7 +Kk," [s2q] 7.
4—3p —3p
Fdes: s4q = [x4] 27 +k37 " [s3q J3 Zr,

e Io T 22
FLC: V4 = J3—|X4\2P T+k;3 P |—S3dJ3 2PX4+—Ek P s3ql372F +03V3,03 =

P
k3"
Derivada c.r. al tiempo de V;4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

4-3p
Vi = sqa(vq +wa) + 3 375 k3 S ]34|53d|3 Fr§3q +03V3 + 833 ax
donde V3 < 0, g—}g = 53q. Ademas, s34 = W3n + —ES4\X3| +A3p, Y, =

p)

3-2p, 50 22pi 1—p 2—p —2p
=5 ko' Is2al27P [ Ia TPwa £ K] W1]+T|X3| < Azp, donde

2—p 1— 3(1—p) 2p—1
3.2 I=p 5_ _ 2 3-2 P £
Wan = 322k 7 [spa| 70 (292 x2|""Px3 + k] Pxal — =t k3|><3| P f53dJ e,

P 2 1— 1 2p—1
3-2 22— — P 2— 1= 3 P
Azp = >7Pk," [s24l77P (532 palx2l' "Pls2al 7P + k7 Ppilxg|ZP] + =2 03|X3| \S3d\3 .

1 Las mismas propiedades de homogeneidad de las funciones del Teorema anterior se cumplen para fun-
ciones sigq, Vi(x),y Vi(x),i=1,..,m,del presente Teorema. Por lo tanto, este andlisis se omite en los

siguientes apartados.
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3p— 3p—2
Entrada de control: vy = —k4q[s44]% 3P , P EI2/3,1), wgl < pglog|3=3r.
Después de algunas simplificaciones

, ) a-3p B 30-p)  4=3p
2 4-3 = i N =
V4 < —(kgq — pa)lsaal*3% —83V3 + Tgkép "Is4l?ls3al3720 Ix3] + k3P 84y,

. -
donde V3 = —.V3 >0,yY3= %lswlﬂ%[‘{’gn + A3p] +k3534. Del Lema A.6 se
concluye que V4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el Lema

A3, Vs < —K4V , CON Kg = MiNgy.v, (x)=1{— V1.

B.2.0.6. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: X1 = xp+W71, X2 = X3+W2, X3 =X4+W3, X4 = X5+Wg , X5 =

V5 +Ws.
) 3p—2 4-3p 4-3p 4-3p
Variable de estadO' 55 =x5+ kg [S4dJ 139,544 = [xq] 22T + k_,f" "[s3q]372.
S—4p 5
Fdes: s5q = [X5J =% +k;"  [oq |53 3p
EAiE 4p 3=p
FLC: V5 = pf |X4\3p i 2[54dJ4 Pxg + 5 4pk3p 2|S4d|4 30 484V, 84 =
> 2
3p—
S

Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

S5—4p 1—
: 5—4p, 3p—2 =% ' V.
V5 =s5q4(vs +ws) + fpk4p 85ls4al*3P 64 + 84 V4 + 83 6xi 85/

50—p)
donde V4 < 0,y ax = s4q. Ademas, $44 = ‘1’4n+ zp S5|X4| ZP T+ Wy, sy <
Ay4,, donde

b AP pr 1 2—p 2—p 7 20-p)
‘y4n:k P kzp f|X2| ng +k1 X2]+Tk3p |X3‘ P X4

p) 3p-—2
2-p
—7pm k4|><4| = [s4a] 277,
b 5P —p ] 1 g R 2(1—p)
A4p—kr3p kz [ p2x2| p|52d.| +k] p1|x1\ P+ P kgp p3lx3| P

Jg
+Zp—] kapalxal Ry |S4d|

4p—3 4p—3
Entrada de control: vs = —k5[s54]5-%, p € [3/4,1),ws| < p5los|5—p.
Después de algunas simplificaciones

. =45 —p) £
Vs = —(ks — ps5)lssql>* & —54V4+ 5Bk Iss)? |S4d|4 T xa] By +k7 T s5Vy,
donde Vg = —Vi > 0,y Y4 = 3405, 1535 Wy, + As,) +kasaq. Del Lema A6
onde V4 = V4 >0,y V4 = 5=3,[s4al"7% [Wan + Aspl + kgs4q. Del Lema A.6 se

concluye que Vs es n.d. si la ganancia ks se elije suficientemente grande. Por el Lema

A3, Vs < —k5Ve e , con K5 = mingy.v, (x)=1{—Vs}-
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c.0.0.7. Sistema homogéneo de tercer orden

Sistema: X1 =x2 + W7y, X2 =X3+W2, X3 =V3+Ww3.

2—
Variable de estado: s3 = x3 +kz[02] Tﬂ?, 02 = [x2]27P + kf_p [x1] q
3-2 3—2p 3-2 2- 2-p

Fdes: s3q = [x3] 7 +ky 7 [02) 797, 03=[x3] 7 +k," [02)7
FLC:

3— 3-2p 3 3 3-p
VSZ%M'TPH‘ZP (UZJZ#M +4Bkz |(72|ZJ +52V 82 =k,"

Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:

3—2p (2—p)(g—p)+(1—p)q
- 2p Ja (2-p)la—p)ti-plq %
V3 =s34(v3 +W3)+ - %kz . (x3 +k2[02] 77 )[02] (2=pIp 02+9‘5sz (i, ki),
(2—p)(g—p)+(1—p)q

. q9-p
V3 =s3q(vs +ws3) + Jﬂk P s3log] (2=pp o2+ 482V, P Va + pzszvz o g}g 83/

ya que Zl 1 ax 2%; = Vo + 2 ax 253, donde V2 < 0, y ax = s;4. Ademas, 6, =

2— a_
(2—p)x2""P(x3 +wz) + fgh Plxq |30 (x2 +w1). Como x3 = s3 —ka[02] 77,
entonces, 6, = Z—TEIXZII_"% +W¥on + Y2,

2 _ I 2—p,2— q-p
Yoo = =3B Pkafo2| TP + ok Plx1127d %y,

Cp,2— I4+q-p
Yo < Azp = 272 1x2|" P paloa| 2 P+%gk1 Poylxg| Za

29— 2q—1
Entrada de Control: vz = —k3 [ngﬁ% , pPe/21),ws] < p3\03|%%
Después de algunas simplificaciones

3=2p (2—p)(9—p)+(1— 3=2p

. LLZ 3-2 5
V3 < —(k3 —p3)Is3alloz[ZP —9‘5 2V + pﬂkzp 1531|032 2=p)p |7<2\1 p+qkz $372,

q9-p (2—p)(g—p)+(1—plq
donde V, = —Vzp Voy Vo = kzvzp S24 -‘r p|0. | (2-plp (Won +A2p).
Del Lema A.6, se concluye que V3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente
3 fp
grande. Por el Lema A.3, V3 < *K3V3(37 ,con K3 = ming,.v, (x ,1}{ V3l
(3—2p)q

Por homogeneidad: s34(A{x) =€ P s34(x), v3(ALx) = e29-Tv3(x), V3(ALx) =

. 3qg-p .
(x), V3(ALx) =€ P V3(x), con Alx = (e27 9%, € x2, €9x3).

c.0.0.8. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: X1 =x2 + W7y, X2 =X3+W2, X3 =X4 + W3, X4 = Vg +Wjy.
. P 2q9-1
Variable de estado: s4 = x4 —|— k3 (03] -p 4

—3p —3p _p 2q-1 2-p 2-p p_ 2q-1
Fdes: s4q = [X4J2P 1 +k2 ’—0‘3J R TR , 04 = [xq] 27T +Kk37 T[o3| 2T a

FLC:

—3p P —1 3-p 3—p_p 2q-1 [ A1 el §
Vy = J3—|x4|21v 1+k2" ][G3J Zp—T q x4+3—7p}3k3 “oz|ZP =T q +63V32p7] 9, 83 :ké"i1
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Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

4-3p (2—p)(g—p)+2(1—p)(2q—1)p
y 4—3 2p—1 — — .
V4 = sq4q(vg +wg) + z—gmLk Pl s4l03] Z—p)2p—1)q o3
p  2q-1 T qu Vs
+2p71 q 63\/3 Zl*] oxq Xi),
4-3p (2—p)(g—p)+2(1—p)(2q—1)p

’ 4-3 2q—1, 2Zp—1 - — .
V4 :s4d(v4 +wg) 4+ 5= g’zpp_] 24— ksP 54|o3| Z—p)2p—1)q o3
—q—p— _Pp _2q-1 —1
(2p—T)q 29— Zp—1 Vs
+ oy 253V 4 P 245V S2sa,

ya que 21,1 ax 3%i = V3 + W54, donde V3 < 0, y %—;/3 = S3d. Ademas, 63 =
2—p

_ 2— P)
2k," ool P [J|Xz|] sz+ﬁk1 p\X1|2 qX1]+—E|X3|

x3.Como xq = s4 —

_p_2q-1
k3[03]2=? 4 , entonces, 63 = —ES4|X3| +‘P3n+‘1’3p,
p) JL 4 2=p _
\y3n:_Tk3|X3| (03|77 +1k," ol 272 x| Px3

4—2—_}2 p|X1|%*qu
p 2q-1 2P g-p 5 _ i
T+ Ak, " ool v SR xal P plsaul 2

Y3, < A3zp =

2 I+q—p
qu1 pp1|X1| =a]

2p—13q—-2 2p—13q-2
Entrada de Control: vqy = —k4[04] 277 2a=T , p € [2/3,1), |wy] < pglog| 2—P Za-T,

Después de algunas simplificaciones

2p—139-2 2q-1
Vs < ( 4—P4)|S4d||04|z P 2a-T —% q 033

p)q—p)+2(1—p)(2q—1)p 2(1-p)
2q-—1 QTf —
+219—1 24tk [%|S4|2\63| (2=p)2p—1)d Ix3] +547Y3],
_4-p_ (2—p)(g—p)+2(1—p)(29—1)p R s
Zp—1)qy — 2p—1
donde V3 Z—Vg( P )qV3 yY3 = %E\O‘ﬂ (Z—p)(2Zp—T)q (‘P3n+A3p)+k3V3( p=1)a 03.
Del Lema A.6, se concluye que V4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente
59—(2+p)
grande. Por el Lema A.3, V4 < —K4V4(37p)(2q7” ,con Kq = ming.v, —1{—Val}
. (4=3p)(2g9—1)
Por homogeneidad: s4q(A{x) =€ 27T s4q(x), v4(ALlX) = €397 2v,4(x), V4(ALX) =

(3— P)(Zq 1) . 59—(2+p) . I ] 2q—1
€ 2 Va(x), Va(ALx) =€ 2p=T V4(x),con ALx = (e 9%, €e'x2,€9%3, €97 'xyq).

C.0.0.9. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: X1 = X +W1, X2 = X3+W2, X3 =X4+W3, X4 = X5+Wg, X5 =

U5 + Ws.
2p—13q—2
Variable de estado S5 = X5 +k4[04j T a7,
4p 3-4p 4p 2p—13q—2 2-p e 2p—13q—2
Fdes: S54 = [X5J 319 2 —|—k3p 2 |VO'4J 2*1’ 3p-22q9-T 05 = [XSJ 3p-2 —|—ij 2 |'0'4J 3p—22q-T,
FLC:
B 3-p 2—4p 5-4p 2p—13q—2 3=p 3—p 2p—13q-2 2p—1 1L3 =2
Vs = 3P=2ixa 3072 47 (o] 70 5922071 xg + S0P 0g |20 T2 20T 48,V 2T
ﬂ
5q =k* 7
4 — Ky .
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:
S5—4p (2-p)(q—p)+3(1-p)(39—2)(2p—1)
Vs = s54(vs5 +ws) + %M;L;%%k”*sﬂgﬂ Tp)(3p=2)(2q—T) o4
__ap
2p—13q— (Bp—2)(2q—1) V4.,
+3p 22q— 6 V4 Z'I. 1 9x; Xl
5-4p (2-p)(q=p)+3(1-p)(39-2)(2p—1)
Vs = s54(v5 +w5)+4p13];L;§;Lk3p 235|o‘4| TP 3p-2)(2q-T1) o4

J_P; 4'31_]3;
p—] 397 3p 27(2q—T) 3p 2)(2q-1) 9V,



CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA 2?

ya que 21_1 xl =V + Ws& donde V4 <0,y % = $44. Como x5 = s5 —
2p—1 3q— 2 3(1-p)
kq[04] 277 2a-T, entonces, 64 = ﬁ%sﬂm\ e +Wan + Yap,

?) 2p—13q—2 2a—1. B q—p
Yyn =— 2p FoPrkalxal e [04] T qq k3P o3|
_ 2- a_ 201-p)
|37 loal ™ 122kl pX3+Jk1 e xal+ 2 x|
—13q-—2 —R q—p
\y4p Agp = 2p71P4\X4| s |<T4| ST +LLKZP \G [(Zp—T)a.
—r ) 2q—1
— 2— J_E 2U=p) P <£q9—1
{ﬂk P oloal e [41E|X2|1 Poyloa|TF +27qk] Poilxq| 2a ]+J\X3\ p3loz|Z—r a }
3p—249=3 3p—24q=3
Entrada de Control: vs = —ks[o5] 2=7 34=2 , p € [3/4,1),lws| < p5los| 2=7 3a-2.

Después de algunas simplificaciones

. 3p=249-3 5 4 3q—2
Vs < —(ks — ps)Issqllos| 277 3a-2 — 35 22q— Fa—704V4

3-p_ pl(g—p)+3(1 P)(3q 2)(2p—1) 3(1—p
2p—13q— 3p—2 2 = - =
Jr%z%k " [zp71|35| |G4| (2=p)Gp=2)(2a=T) [xal =) + 5574,
(712’ (2—p)(q—p)+3(1—-p)(39—2)(2p—1)
donde V4 = *V4 V4 y Y4 = |og4] (2-p)(3p—-2)(2q—T) (Wgn + A4p) +

S . B
k4V4{3p72)(2q7” 04. Del Lema A.6, se concluye que Vs es n.d. si la ganancia ks se
7q—(4+p)

elije suficientemente grande. Por el Lema A.3, Vs < —K5V5(37p)[3q72), con ks =
min{x:V5:1 }{7\/5}-
. (5-4p)(39—2) 4q—3
Por homogeneidad: s5q(A{x) =€ 32 s54(x), 5(ALx) = €797°v5(x), V5(ALX) =

(3— p)(3q 2) . 7q—(4+p)
€ Vs(x), V5(ALx) =€ 32 Vs5(x),con Alx = (e279xq, €%, €9x3, €29 Txy, €397 2x5).
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D.0.0.10. Sistema de tercer orden

Sistema: X1 =x2 + W7y, X2 =X3+W2, X3 =V3 +Ww3.

Variable de estado: s3 = x3 +kz[02,,] 7.
2-p

3-2p 3-2p 3-2p 2-p
Fdes: s34 = [x3] P +k," [o2u] 27, 03 =[x3] 7 +Kk," 02y, 03y = o3+
(2g-1)

3-p 3—2p 3-2p _ 3—p 3—p q
FLC: V3 = gPobsl 7 4k, P [o2u) 79 x3+ 5722Kk,7 [o2y |27 +8,(uV2+nVE ), 85 =

3—p

k" .
2
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias del sistema:
2p = = AV,
V3 =s3q(v3 +w3)+ > pkz s3lo2ul P02u+52(u2+nzp Zl 1 % Xi)s
3-2p L
AV
V3 =s34(v3 +w3) + 522 > K2 a 83\02u|2 "02u+52(u+ﬂﬂV i )Vz+5z(u+ﬂﬂv v ) 5x5 83
. 4=p
donde V, < 0, % = S2q9, Y 02y = uﬁz—i—ﬂn\(rzl P 0y, donde 67 = gX] X1 +
0 2—
X2 = (2- P)|Xz|1 P(x3 +w2) + ki P(u+n3=L p\X1|2 a)(x2 +wr). Como x3 =
s3—ka[o2y] Z*P, entonces, 67 = Zﬁz\lel “Ps3 4+ Won + Vs,

— _ 2—
Yo = — 272 x, ! sz(cyZuJ P4k P(utn3=2 |x1|fq)><z,

q—-p
Yoo <Ay = J|Xz|1 “Pplogy TP +k (H+T1 |><1\2 q)91\01u|2 v,

2p—1
Entrada de Control: vz = —k3[03, ] = P , pe/2,1),wsl <pszlozul 7.
Después de algunas simplificaciones

. _9-P__ 2p—1 p+1

V3 < —(k3 —p3)(n+nlo3[9Zp=1) 27 (0327 — 02 (uV2 +n%V2u) + D3(x),
. 9-p |

Vz VZ, Vuz — V v VZ/

2” 5 a=p lp 3=2p
O3(x) = sz Is31% (1 + fnloal P )lo2ul TP xal TP+, 7 s3Y 0,
q-p 4P
Y21 = p|02u\2 [ (Wzn+A2p)+%ﬂ|Gz| P (Yon +A2) + ko (u+ MV, )s2a.
2p—1 p_ 2q-1 2p—1
Entrada de Control: v3 = —k3zu[o3] 277 —kzyn[o3]2=7 9 ,|ws| < pmulos| 2= +

_p_2q-1
pmunlos|Z P a, pe[1/2,1).
Después de algunas simplificaciones

. 2p—1 _p 2q-1
V3 < —(k3 —pm)ulszalloz| 277 — (k3 — pmulnlszalloz|ZP 4 —82(uV2 +T1%Vzu) + D3(x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que V3 es n.d. si las ganancias k3
y k3. se eligen suficientemente grandes. Por el Lema A.5, existe k3 tal que V3 <

—Ks(uV3 PVt
D.0.0.11. Sistema de cuarto orden

Sistema: X1 =X +W1 , X2 =X3+W2, X3 =X4 +W3, Xq4 = Vg +Wy.
2p—1
Variable de estado: s4 = x4 +k3[o3] 2=P , p € [2/3,1).
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150 CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA ??

4—3p 430 4-3p 2p & B
Fdeiz S?g :2 X427~ T + k37 Jozu] 77, 04 = [x4] 27 T + k3" 031, O4u = HOg +
p—1 3q—
n |—G4J 3p—22q-T1,
4=3p 3-p 3-p
FLC: V, = 3= 1\X4|2v Tk [o3,) TV = vX4+ 2Pk ozl TP 4 83(uVs +

2q-—1 4—3p
T|V3p7 4 ), 53 :k3P7 .
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias del sistema:

. p =5 20-p) 2q—1_,Zp1) V3
V4 = s44(vg +W4)+ k3 S4|G3u‘ P G3u+53(u+ q ﬂV3 )(Zl 19x¢ Xi),
2(1-p)

- 4 3 % )
V4 = s44(vs +W4)+ T k3P U salozul TP o3y

9P

q
oV
+63(1n+ > prl V = ] )V3 +83(1+ 77 prl T]V = ] )axj S4,

: vy _ < (29—1) Oy v dc
donde V3 < 0, 52 =534y 030 = W03 + %nlag\(zp 4¢3, con 03 = gy2%a +

2-p — 2(1—p) 2p—1
Fa) q-p . 2 zU=p) Zp—1
X3+ ax3X4 =k," (M+%ﬂ\02| P )+ 5P Ixa[ TP x4 Comoxy = s4—k3[o3, ] 27,

_ 2(1-p)
entonces, 63 = W3, + W3, + Z—pE|X3| PS4,

P) 2p—1 2-p a—p
W3n :—7k3lxs\ [03u] 277 +k,° (u+ﬂn|ﬁz| P )6
2p—1 2-p
Y3, = p 93\X3| |03u\2 Pk, (u+ﬂn\02| )62
3p—2 2p—1
Entrada de control: vg = —kq[04.,] 277, p € [2/3,1), w4 < palogy| 27 .

Después de algunas simplificaciones

. 2p—1 _

Vi < —(ka — pa)lsaalloan| 27 —83(nV3 + 727 20 Vy3) + 04 (x),
. Jl .

V3 =—V3, V3 =-V3 0y,

2— —p 2(1—p) 2(1—p)
4-3pyTpoT =
Dy(x )*TEkZp Usal? (n+ ﬁpﬁLﬂbﬂqz" Mlosul 277 x3l™ 7 +k3" 5473,
2(1—p)

Y3 —J\Usd = [LH-LLHKB\ -1 1a](W3n +A3,)

_ %%
+ka (1 + 21)7_1%11\/3 P )s534.

3p—2 2p—1 3q— 3p—2
Entrada de control: v4 = —kgquf[og] 277 —kgyn[og] 2= P Zq- T ,Iwal < pmulog| 2P +

2p—139-2
Pmunloa] RS ,pE/3,1).
Después de algunas simplificaciones

. 3p—2 2p—13q—2 _
Vi <~ (ks — pm)lsaalloal 7 — (ke — pmu)lsaalloal T 20T —53(mV3 + 527 2wy 5)
+Dy4(x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que V4 es n.d. si las ganancias k4 y k4,

2
se elije suficientemente grande. Por el Lema A.5, existe k4 tal que Vg4 < —kq(nV, " +
5q—(2+p)
3—p)(2q-1
nv4( p)(29-1) ).

D.0.0.12. Sistema de quinto orden

Sistema: X1 = X2 +W1, X2 = X3+W2 , X3 =X4+W3, X4 = X5+Wgq , X5 =

Vs +Ws.
. 3p—2
Variable de estadO' 55 =x5+Kkgq[04] 2P, pE 3/4 1).
5—4p 5_4 — 2p—13q—2
Fdes: s5q = [x5] 3P 58 +Kkey 3p=2 [04v] 7P ,05 = [x5] 313 2 +k, "72 4{’;22"“ , 05y =

3p—24q9-3
Hos +nfos] =3 3a-2.
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S5—4p 4p 3=p_

FLC: Vs = 2= quw z+k“’2hmuJZPX4+-54pk” 7 04| 3 + 84 (Vs +
2p—13q—2 5— 4p

MV 2T, 5y =X

Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias del sistema:

42313 2 21 p) 5 2p—13q—2 Bp— 2) 2q—1) 24 oV,
V5 = s54 (Vs +W5)+ =5k Tsslogul 7P G4+ 8a(n+ 355 54=TVY, =i, %)
4p J;p 2 3(1-p)
V5 = s54(vs +W5)+3p k;" " sslogul TP 640
M S B .
2p—13q— (39— 2)[2q 1)\, 2p—1 39— (39—2)(2q—=1)y0Vy
+84 (1 + 3p— 22q71 V )\/4+64(FL 3p— 22q71 V )ax4 S5,
. 13 CEaTiEE ]
donde V4 < 0, ax = s4a, Y 64y = (n+ 32 = M;L_mw |3p=2)24-17 )64, con 64 =
2-p_ q—r (1—-p)
J0 o 2p—1 }2 9 . 2—
ax?" + ax4X2+ ax;‘X3+ ax“x =k (u+5 n|03| 2p—T) )Gg—i-zp 1|><4| X5.

3p—2 . 2-p —p)
Como x5 = s5 — kq[04 | 277 , entonces, G4, = qu |X4| P x5 +Wan + Y4,

1) Ar
WYyn = 4PTk4|X4| - [O4u Jz +k2p ](H+LLH|03| = )03,

2 3p— —E P
Yap = 757 0alxal R logu| 2~ g +k37 (et zp%]LTﬂUs\ (2p=1d)63.
4p—3 49-3
Entrada de control: vs = —ks5[05, ] 277, p € [3/4,1),ws| < p5losy| 27 .

Después de algunas simplificaciones

. 4p—3
Vs < —(ks — ps)Issallosu| 2P —54(HV4+3P zzq_1nvu4)+®5( x),
: Ba—2(2a- Ty,
4=—Va, Vya ==V, TV, ,
S5—4p q-p P) 3(1—p) =2
3 2 3p—2
Os5(x) = zp_1k P s512 (n+ ﬁz%ﬂﬂm\ (3p=2)(2a-T) )|G4u\ P x4l Ry +k;7 85y,

1'p ) q—p 49
T4 = 5P logul 2 [+ 385 38 nloa [ Br 08 T (Way + Agp) + ka (w4 385 3d=gmvy ™ 0T

3p—2 2q S44d-

4p—3 3p—24q—3
Entrada de control: vs = —kspf[o5| 2P —ksn[os]| 2=p 342, |ws]

3p-24q-3
pmunlos| 277 3a-2, p € [3/4,1) .
Después de algunas simplificaciones

4p—3
< pmlos| 2P —

. 4p—3 493
Vs < (ks — pm)ilssallos| 77— (ksu — pmunissallos T 547 — 54 (V4 + 2220 39=2nV,) + D5 (x).

En ambos casos, del Lema A.6, se concluye que Vs es n.d. si las ganancias ks

y K5y, se eligen suficientemente grandes. Por el Lema A.5, existe k5 tal que Vs <
7q—(4+p)

ks WV 4y IO
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CALCULOS EXPLICITOS: TEOREMA 7.6

E.0.0.13. Sisterma homogéneo de tercer orden

Sistema: X7 = x> + wi(x,t), X2 =x3 +wa(x,t), x3 =v3 +ws(x,t).
Variable de estado: 03 = x3 +ka2[02 9.
En las coordenadas (x1, 02, 03):

. . 0 . . 0 .
X1 =V1+Wy+02, 62 =V + Wy +03— 570X, 03 =03 +W3— 55262, (204)

FLC: V3 = o3> +82V5, , 82 = k3.
Derivada c.r. al tiempo de V3 a lo largo de las trayectorias de (204):

V3 =o03lv3 +W3—|—qkz|02|q7] 'z]+q62V2q Zl ; %vle

V3 0'3[U3+W3+qk2|0‘2|q 2]+q62\/§ V2+q62V§ 12220'3,

ya que Zl 1 %V2X1 =V, + 9 ax 203, donde V; < 0,y aVz = 02. Ademis, ¢, =
WYon + 03+ Y2, donde

q-1 v
Yon = ﬁkl x1127axy —kaf02]9, Wop =wy— 5itwy <Azp = o qk1pl|X1\2 a + paloz[9.

2q—1
Entrada de Control: vz = —k3 [ng ,q€(1,2), ws]| < p3loz| d

Después de algunas simplificaciones
- 3q-1
V3 < —(k3—p3)los|” 9 —qd2V2 + qkaloz|?loz|97" + qka037 2,

donde V, = —Vg_]\'/z 20,yY2 = |0-2|q—1 (Won —|—Azp) +k2V2q_] 07. Del Lema A.6,

se concluye que V3 es n.d. si la ganancia k3 se elije suficientemente grande. Por el
. 391 .
Lema A.3, V3 < —k3V; 4 con k3 = ming,.v,—1{—V3}

E.0.0.14. Sistema homogéneo de cuarto orden

Sistema: X1 =x2 + Wy, X2 =X3 +w2, 3 =X4 +W3, X4 =Vgq +Wgy.

Variable de estado: 04 = x4 + k3 [ng a
En las coordenadas (x1, 02,03, 04):

_ ov
20‘2, 0'4—1)4-|—W4—a(F 3.

(205)

. . ov ov
X1 =Vv1+wy+o02, 0‘2:v2+W2+0'3—a ]X], 0‘3:v3+W3—a

x O

3

2q-1
FLC: V4 = You? +83V5 7, 83 =K3.
Derivada c.r. al tiempo de V4 a lo largo de las trayectorias de (205) :

Vy = [v4+Lk3|03\ a 03}+L5 Vs N 21 1%¥3X1

V, < 04[v4+Lk3\03| a 03}+L53V T V3+L5 Vs T g}r/ 04,

ya que Y3, %}?Xl = V3 + 66304, donde V3 < 0,y

v
WYan + 04 + W30, Y30 =W3 — 552062,

V3

305 — 03 Ademas, 63 =

2q-1
Y3n = 33 kokqloa|97 Vg Fa qu+qkz|Gz\q x5 —k3[o3]

2q-1
W3p < A3p = 775 L kokypyloa9= Ty |70 + qk2p20021297 1 + p3loz|
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3q—2 3q—2
Entrada de Control: vqg = —k4[04]29=T , q € (1,2), [wyg| < pglog|Za=T.
Después de algunas simplificaciones:

. 5q—3 -1
Vy < —(kg — pg)log|ZaT — %54\73 + %ks\ﬁﬂzbﬂ% + %ks(myzw
q=1 q=1
donde V3 =—-V;9 V3 >0,y Y3 = |03| q (‘{’3n—|—A3p) +k3V; 4 03. Del Lema A6,

se concluye que V4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el
973
Lema A.3, V4 < —|<4V ,con Kq = ming.v, —13{— V1.

E.0.0.15. Sistema homogéneo de quinto orden

Sistema: X1 =x2 +w7, X2 =x3+WwW2, X3 =X4+W3 , X4 =X5+Ws, X5 =V5+Ws.
. 3q-2

Variable de estado: 05 = x5 + kgq[04]2a=T.

En las coordenadas (x1, 02,03, 04, 05):

L2

X1 =v1+wy+o02, c'rz:v2+03+wz—a aTrZUZI (206)

X1, 03 =v3+w3 —

. U3 - - ov
04 :v4+w4_670'§0-3’0-5 =V5 t+Ws5 — 60_40'4

3q—-2
FLC: V5 = %‘0‘5|2+54Vﬁj, 04 Zkéz‘.
Derivada c.r. al tiempo de V5 a lo largo de las trayectorias de (206):

- 3q-2 a=l 2= 3q—2< 1,27 AV
Vs = 05[Us +Ws + 3a=Tkalo4| 24T 64] + zq_1 3925, VIV, + Ta=784V, T Gitos,

donde V4 <0,y % = 04. Ademas, 64 = Wan + 05 + Wap,

‘1’4n—Lk3kzk1|U3| q \sz|q Txq| 4 qu+Lk3kz|03| a |€fz\q
39=2
+Lk3\03| q X4—k4fU4J Za-T,
Yyp < A4p—Lk3kzP1\G3| |(72|q Vg |2 +Lk392|03\ |(72|20'*1

2 39-2
+Lpa|ﬁ3| + pglog|2a-T,

49-3 49-3
Entrada de Control: vs = —k5[05|34-2, q € (1,2), |ws| < pslos|3a=2.
Después de algunas simplificaciones:

. 79=5 _ _ q-1 _
Vs < —(ks — ps)los[3a-2 — %55\74 + %k4\05|2|04| a + %M%Ym

a2 o =i
donde V4 = —V,; 97 V4 >0, V4 = [04]2TW4 + k4 V, 9. Del Lema A.6, se concluye

que V4 es n.d. si la ganancia k4 se elije suficientemente grande. Por el Lemma A.3,
7975

Vs < —k5Ve 2", con ks = ming,.v,—1{—Vs).



ESTIMACION DE LA CONSTANTE DE TIEMPO FIJO: SISTEMA
DE SEGUNDO ORDEN

Para disefiar las ganancias dada una constante de tiempo fijo se necesita calcular
una cota explicita de la derivada V. Para orden dos, se cumple que

3
V= 1poP +kioixg + kiloq )2, (207)
. 24+q 2 9
V < —azploz| —kfulor | —baomloa| 72 — zfnk%bm [x7|Z=9 o],

donde azy = kyKm —p—2k7, baa = kauKm — pu —2k{ 7 2,y by =k§— 22—;Lq

303 B 3
Del Lema A.1, se deduce que —(3y{lo112 + 3] 3|x2\3) < lopllxz| < gyulcﬁlz +
%yfﬁ Ix2|3. Por lo tanto, la funcién V cumple

3 3
arloq]2 + azlxal> <V < bylog]Z +balxal3,

3
donde a; = $k3(2k; —v{), az = (1 —kfv{?), by = k3 (2K —H/u) b, = 3(1+

k%yff). Por simplicidad se toman p =1, yu = k; 3/2 , entonces by = 2k1 y by =2/3.

Aplicando el Lema A.4, un célculo directo da

N

2
3

\%

1

2 2 2
< (1/2)2/3[(b7 +b3k3)|oq|+ b3 |02,
V(2+a)/3 < (0529 55

2+

2+q 2+q
(b7 +230,7 K290y F + 2907 Joa)F, Vg € 1, 2).

L

Note que o715 < Aul8o + 81/x11277]lo1], con 89 = q,81 = (4—q) A = 1/2°27,

nw=mn =1, véase el Lema A.8. Por lo tanto,

v < (0.5)2 (b, 5 +2%b23 K29, S0lon] + (0.5)2°5
2+q _2 2%4q
by 4230, A8y bt 2o [+ 27570 5 o

Entonces,

Para poder hacer el disefio
se ha tomado y1 = 1.
Consulte el Paso 2 de la
Prueba de la Proposicion

5.6.

2 2 2 — 2+q 2+q
wVE vt < (172)273((6F + 03 k)07| + b ol + (05)2%5 (b5 +29b,° KEFI)ALSolonl+

1 24q 24 q-2 244
(0.5)2%5 (b +2%b,° K2FINS1Ixq|F a0y ]+ 2757 b, [oy) 2

(208)

Para obtener la cota de V en funcién de V, primero se igualan las funciones de bajo
orden de V en (207) y (208) de la siguiente manera

dokf

azzulo;| + dokfulor| = 7

(0.5)2/3(b7 +b3 k)
2 2 2 2
> km(0.5)23[(b + b3 k7)lo1]+ b3 o2l = kmV3,

2 2
donde k¢ = min{az2/(0.5b2)3, dok4/[(0.5)2/3 (b3 +b3¥k3)]}, do =2/3y dy = 1/3, ya

2 2
(OT(O%z)wIGzH 7 —7—(0.5)2/3 (b} + b3 k{)ploy|

2
que do +d; = 1. Fijando Ky ks como en (104), se obtiene a;; /(0.5b,)3 = dok1/0(0.5)2/3 (b3 +

2
b3 k%)]. Entonces, ky = dok%/[(O.S)z/g’(Z% + (2/3)%)]. Ahora, de forma similar, se
igualan los términos de alto orden de V en (207) y (208), por lo tanto,

—1  24q 249
a1k (05)273 (b; 3 271,35 K2T9)A,5,]

nloql

dikj u\01|+bzzn|ﬁz| b + 5 k%nbz1|x1|2 aloq| >

‘3_‘1

1 ﬂ q_ 5q—2  2+9 2
2% (0,7 4230, KOS T aloy [ 4276 b, [ogl T,

+Kyu1(0.5)M
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donde se ha elegido K k2,, como en (104) para obtener

2
Kyy = b2 _ 72gkiba
ul — 5q—2 2+q9 1 2+q 2+q .
(051276 by (051273 (b3 4271, K2 9)Aus,

_ 2+4q 2+q .
Definiendo k., = min{k1,2d; k‘]‘/[ZHT] (by® + Z%bz3 k$+q JAL80l}, se obtiene V <

2
—Kan% — Kunv%, Vq € (1,2). El tiempo de convergencia T(xo) estd acotado por
un constante de tiempo fijo T, como en (106), con p = 1. Ty alcanza su minimo
cuando T = (k¢/ky)>/9, si p = 7. Por lo tanto,

3

_ ki1 3 wyla-1)/q — _3q__ (ki %1
To = i () gt (0019 = gty ()™

2+q
3

o 2+
Si ky = dyk4/0(0.5)2%5 (b5 +29 B

10,7 KT,

T. = aV9%(a) _ . — a'/9x(q)

P = ndl/ 9, ndl/aT,
_ 2+q 2+q
con X(q) como en (105). Si Ky = —2Eqk%bz1/[(0.5)2%(b13 —I—Zg‘bz3 k$+q)7\u61],
se obtiene
1 2—q
_ (2=q)(4—q)/Ix(q)K,; 1 by, (2—q)(4—=q)"/9x(d) \q
Tp - n(Z)]/qb%q = k%iq ( T](Z)VUITP ) ’

la cual es la ganancia minima estimada en (105).
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