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INTRODUCCION

El interesante fendmeno de la superconductividad fue descubierto por H. Kamerlingh Onnes,
tres afios después de la licuefaccién del helio. La disponibilidad de este liquido le permitio investigar la
resistencia eléctrica de los metales a bajas temperaturas. Eligio el mercurio para su estudio, ya que este
material puede ser purificado por destilacion y ademas, en aquellos tiempos existia la especulacion de
que la resistencia eléctrica de los metales muy puros podia tender a cero a T = 0. Cuando el Hg se
enfria (a temperaturas de alrededor de los 4.2 K) aparece una transicion abrupta a un estado
aparentemente de resistencia cero. Onnes describid el nuevo estado como superconductor y pudo
establecer que no habia conexion con la alta pureza del material, ya que agregandole al mercurio
cantidades importantes de impurezas observd un efecto pequefio en la transicion al estado
superconductor, a pesar de que en el estado normal la resistencia se incrementa considerablemente.

Desde entonces, el fendmeno de la superconductividad ha llamado la atencion de un gran
naumero de investigadores, quienes han tratado de explicarlo en base a diversos modelos tedricos con el
propdsito de poder predecir la existencia de materiales superconductores con una temperatura critica T,
del orden de la temperatura ambiente. En la actualidad los superconductores conocidos suelen
clasificarse en: a) los 6rgano metalicos (con T,’s que rondan el 1 K), materiales que estan constituidos
por cadenas paralelas de atomos, considerandose materiales casi 1D, b) los organicos llamados ET
(cuyas T,’s llegan a los 13 K) asi como los cupratos (con las T,’s mas altas hasta la fecha) que estan
constituidos por planos de &omos, donde estos dos tipos de materiales son considerados casi 2D; y
finalmente c) los superconductores 3D que incluyen tanto los materiales superconductores
convencionales (e.g., los elementales, aleaciones binarias simples, etc.) asi como los exdticos
(bismutatos, fermiones pesados, fulleruros, cupratos, etc.).

Uno de los principales fundamentos de cualquier teoria o formalismo utilizado para el estudio
de un material superconductor es la justificacion de que este sistema asuma preferentemente el estado
superconductor a cualquier temperatura T por debajo de la temperatura critica T, considerando que el
sistema tiende a adquirir el estado de menor energia y que a estas temperaturas el sistema
superconductor suele presentar tanto la fase en el estado normal como la fase en el estado
superconductor. Cuando hablamos de la entropia asociada al sistema, en todos los superconductores la
entropia decrece notablemente cuando el sistema se encuentra a una temperatura por debajo de la
temperatura critica T,, donde este decrecimiento de la entropia entre el estado normal y superconductor
nos dice que el estado superconductor es mas ordenado que el estado normal dado que la entropia es una
medida de desorden en el sistema. Empiricamente, la gréfica de la entropia para el estado normal S,, se
localiza por encima de la grafica de la entropia del estado superconductor Sg en el intervalo de
temperaturas [0, T,]. En este mismo intervalo de temperatura, la grafica de la energia libre de Helmholtz
para la fase en el estado superconductor F, queda por debajo de la gréfica de la energia libre F, para la
fase en el estado normal. Ya que la energia libre de Helmholtz se define en términos del gran potencial
termodindmico Q como F = E —TS = Q + uN, aqui se considera el gran potencial termodindmico
Q(T, L%, u, Ny, My) que se obtiene a partir del Hamiltoniano total H¢BE¢ que define al formalismo
GBEC (Condensacion Bose-Einstein Generalizada). Donde T es la temperatura, u el potencial quimico,
L% es el volumen d-dimensional del sistema, mientras N, y M, son los nimeros de bosones formados
por un par de electrones o de un par de hoyos (respectivamente) con momentum del centro de masas
(CMM) igual a cero. Esta energia libre de Helmholtz, obtenida dentro del formalismo GBEC, es
utilizada en la obtencion de las energias libres tanto de la fase en el estado normal como la
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correspondiente a la fase en el estado superconductor para finalmente comparar estas energias libres
entre si. Se hace notar que el formalismo GBEC se caracteriza principalmente por considerar en su
andlisis la condensacion Bose-Einstein (BEC) de CP’s-2e (bosones formados por el acoplamiento de
dos electrones con CMM = 0) y CP’s-2h (bosones formados por el acoplamiento de un par de hoyos
con CMM = 0) asi como la formacion y desintegracion de éstos de y hacia electrones y hoyos
desapareados en el mar de Fermi. Una de las ventajas que nos ofrece el formalismo GBEC es que
contempla como casos particulares las diversas teorias familiares para superconductores y superfluidos,
incluyendo el esquema crossover (o “cruce”) en sus cuatro versiones, cada una con su respectivo vértice
de interaccion boson-fermion (BF).

De acuerdo con lo anterior, esta tesis tiene como objetivos:
1) comparar la energia libre de Helmholtz asociada al estado superconductor F; con la energia libre
correspondiente a la fase en el estado normal F, en el intervalo de temperaturas [0,T.] dentro del
formalismo GBEC aplicado a sistemas superconductores.
2) Discutir la relacién intrinseca que existe entre las propiedades que caracterizan a los materiales
superconductores (su brecha, temperatura critica y energia de condensacion) y el modelo bosén-fermion
que se ha considerado para su estudio.

A lo largo de la descripcion de los potenciales de interaccion que aqui se han considerado para
mimetizar el apareamiento entre fermiones, el modelo BF (bosdn-fermion) y el pozo de potencial delta
regularizado, se esclarecen diversos conceptos y resultados encontrados durante el estudio de las
propiedades de un material superconductor, entre estos:

i) se da la deduccion heuristica de la brecha (gap) BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) de un material
superconductor a T = 0 mediante la minimizacion de la energia asociada al estado superconductor dada
en términos de la probabilidad de ocupacion de los estados del par, k.

i) La diferencia entre un Par-BCS y un Par de Cooper (CP).

iii) La obtencidn del valor de la energia para el estado ligado de un pozo de potencial delta regularizado
(en 2D y 3D), asi como la demostracion de su unicidad. El uso de este tipo de pozos para mimetizar el
apareamiento entre fermiones no se especifica en algunas referencias.

En el CAPITULO 1 se proporcionan los conceptos que involucran la definicion de fermion y
boson, asi como la ocupacion de los niveles de energia de un sistema compuesto por muchas particulas
idénticas (bosones o fermiones). Posteriormente, se muestra el esquema de la dinamica electron-fonén
que define al formalismo BCS, para después exhibir la diferencia entre un CP-BCS de un par de Cooper
(CP), este ultimo utilizado en todo el desarrollo posterior del presente trabajo. En las secciones
subsecuentes se tiene como objetivo final la descripcion del modelo simple bosén-fermion, el cual
representa a un gas binario de bosones (e.g., pares de electrones llamados pares de Cooper) y fermiones
desapareados (e.g., electrones como portadores de carga). Que al adicionar en su estudio de este tipo de
sistemas una relacion lineal de dispersion de los CP’s que incluya el efecto del rompimiento de pares,
implica la posibilidad de una condensacion Bose-Einstein (BEC) para sistemas con dimensiones
mayores a la unidad. Asi como la obtencion de temperaturas substancialmente mayores que las
obtenidas por la teoria BCS de superconductividad, utilizando el mismo modelo de interaccion BCS
entre fermiones. Por simplicidad, iniciamos el estudio de un sistema gaseoso conformado de CP’s y
fermiones desapareados considerando los casos particulares: i) cuando los CP’s son irrompibles vy ii)
CP’s que se pueden romper.



En el CAPITULO 2 se introduce el concepto de brecha (“gap”) electronica de un sistema
superconductor mediante la minimizacién de la energia correspondiente al estado superconductor, E;.
Como una revision, posteriormente se obtienen las expresiones analiticas de la brecha BCS a T = 0 para
sistemas de muchos electrones con el modelo de interaccion BCS en una, dos y tres dimensiones, en el
caso limite de acoplamiento débil pero con un ancho arbitrario de interaccién v = hwp/Er, 0 < v < oo,
Donde hwp es el maximo de energia de un fondn que actia como una fuerza atractiva mediadora entre
un par de electrones, y Er es la energia de Fermi. Los resultados presentados consideran tanto el
mecanismo de apareamiento fononico (Awp/Er < 1) asi como el no fonénico (hwp/Er > 1), donde
las energias del boson mediador no son pequefias comparadas con Er. A continuacion, mediante un
método alternativo, se obtiene la ecuacion de la brecha BCS parael caso T < T, (T = T,) y cuyo valor
es de cero para T, < T. Después se da una revision tanto de los principios y conceptos bésicos del
formalismo GBEC asi como de los principales resultados que se obtienen a partir de éste. Con este
objetivo, a partir del Hamiltoniano total HSBEC¢ y el potencial Q(T, L%, u, Ny, M) gran candnico que
definen al modelo GBEC se citan las tres ecuaciones autoconsistentes que se obtienen dentro de este
formalismo tanto para asegurar la conservacion de la carga como la estabilidad termodinamica del
sistema, dos de tipo brecha y una ecuacion de numero. Estas ecuaciones al ser resueltas nos
proporcionan las tres variables termodindmicas: n, (T, n, 1), densidad del nimero de CP’s-2e con CMM
= 0; my(T,n, u), densidad del nimero de CP’s-2h con CMM = 0; y el potencial quimico u(T,n). Por
otra parte, las tres ecuaciones autoconsistentes al ser particularizadas son capaces de reproducir las
teorias estadisticas conocidas para los materiales superconductores, incluyendo el esquema crossover
BCS-Bose en sus cuatro versiones llamadas A, B, C y D. Por ultimo, se da la definicion y ecuaciones de
las energias de condensacion a la temperatura T = 0 para las versiones crossover B, C y D. Estas dos
ultimas frecuentemente aplicadas en las teorias de SC’s (superconductores convencionales) y SF’s
(superfluidos), en las cuales una practica comun consiste en ignorar los CP’s-2e o los CP’s-2h.

En el CAPITULO 3 se demuestra, dentro del formalismo GBEC, que la energia libre de
Helmholtz asociada al estado superconductor es menor o igual que la energia libre correspondiente al
estado normal dentro del intervalo de temperaturas 0 < T < T,.

En las CONCLUSIONES se resumen los resultados y su andlisis para finalmente establecer las
implicaciones a las cuales conllevan.

En el Apéndice A se tiene como objetivo la discusion del modelo adecuado de interaccién entre
particulas para la formacién de pares de Cooper (pares de electrones u hoyos) en sistemas de muchos
cuerpos en la materia condensada. Como probables modelos de interaccion atractiva entre fermiones se
estudian los pozos de potencial Delta en 1D, 2D y 3D. Justificandose el uso de este tipo de pozos sélo
para el caso 1D debido a que el pozo de potencial Delta 1D soporta un unico estado ligado. En tanto
para los pozos de potencial Delta 2D y 3D, se demuestra la existencia de un namero infinito de estados
ligados.

En el Apéndice B se muestra como la regularizacion de los pozos de potencial delta atractivos
2D y 3D es de caracter fundamental, debido a que (como se demuestra en esta seccidn) poseen uno y
s6lo un estado ligado de energia. Por esta razdn los pozos de potencial delta regularizados son (tiles
para modelar y justificar la presencia de pares de Cooper en diversos materiales superconductores. El
proceso de regularizacion, en d = 2 o0 3, consiste en construir un pozo delta § con una intensidad
infinitesimalmente pequefia v, a partir de un pozo original con ancho y profundidad finita.



En los Apéndices C y D se deducen las ecuaciones para la temperatura critica T, de transicion
al estado superconductor y la forma de A(T) para temperaturas T < T, (T = T,), respectivamente.

En el Apéndice E se obtienen las ecuaciones de Miyake para un sistema que consiste en una
monocapa diluida de *He sobre una pelicula delgada de “He 11, en el que se enfatiza el uso de un pozo de
potencial delta 2D regularizado para el estudio de la superfluidez de dicho sistema.

Y por altimo en el Apéndice F se da una lista de simbolos utilizados a lo largo de este trabajo.



CAPITULO 1

Introduccion. Conceptos y Elementos de la Teoria de la

Superconductividad

1.1 Fermionesy Bosones

Uno de los conceptos centrales de la mecénica cuéntica es el de la estadistica que obedecen
las particulas microscépicas. Estas particulas pueden ser atomos, electrones o nucleos; y que pueden
caracterizarse a través de los pardmetros como su masa, carga eléctrica y el espin intrinseco. Este
ultimo, una especie de momento magnético cuyo origen es una de las principales manifestaciones de
los fendmenos cuanticos [1].

El espin estad cuantizado y solamente puede tomar valores que nos permiten clasificar a las
particulas en dos familias: aquellas cuyo espin es multiplo entero impar de h/4m = /2, donde h es la
constante de Planck, o bien particulas cuyo espin es mdltiplo entero de h/2m = h, incluyendo el valor
de cero. Las particulas de la primera familia se denominan fermiones, y los de la segunda, bosones. Los
sistemas de fermiones idénticos obedecen el Principio de Exclusion de Pauli: “Dos fermiones idénticos
no pueden ocupar el mismo estado cuantico”. En contraste con los sistemas fermidnicos, en un sistema
de muchos bosones idénticos un gran nimero de éstos pueden ocupar un mismo estado. Tales
propiedades asociadas a la intimidad del mundo microscépico tienen consecuencias muy importantes en
las propiedades macroscopicas de los sistemas compuestos por un numero grande de fermiones o
bosones. Esto se explica a continuacion.

Considérese primero un sistema que consiste de un nimero N grande (del orden de 1023 0 mas)
de fermiones en el interior de una caja, por el momento pensemos en electrones. La naturaleza cuéntica
de éstos implica que solamente pueden ocupar cualquiera de los niveles de energia que se muestran en
la figura 1.1. Cuando la temperatura del sistema es cero, las N particulas deben ocupar los niveles méas
bajos en energia, hasta una energia méaxima llamada la energia de Fermi Ep. La temperatura
correspondiente a esta energia maxima se conoce como la temperatura de Fermi T = Er/kg, donde kg
es la constante de Boltzmann. La temperatura de Fermi depende exclusivamente de tres factores: a) de
la densidad del nimero de fermiones, es decir nimero de fermiones por unidad de volumen del sistema
considerado; b) de la masa de los mismos; c) del nimero intrinseco de estados del fermion, tales como
su espin y su carga. Por ejemplo, T es del orden de 3 a 5 K para el helio-3 liquido y del orden de 10* a
10° K para un gas de electrones en un metal. Sin embargo debido al principio de exclusion de Pauli,
solo puede haber dos particulas en cada estado, ambas con espin opuesto. Para temperaturas T > 0,
algunas particulas podran ocupar estados mas altos de energia, pero en ningdn momento puede haber
mas de dos electrones idénticos en el mismo estado.

En el caso de los bosones, por ejemplo como los atomos de helio en el helio-4 liquido, estos no
satisfacen el principio de Pauli y por ello, para T = 0, todas las N particulas ocupan el estado mas bajo
de energia como se muestra en el Gltimo esquema de la figura 1.1. Para temperaturas diferentes de cero,
los N atomos de helio pueden ocupar otros niveles, por encima del de menor energia, sin restricciones
excepto por el hecho de que la temperatura es una medida de la suma de las energias de cada boson.



Fermiones

(o]
(0]
o
o
o
(o]

E2
E1

h/2
0 -g— " 5
s=—-h/2

s =
T=0

Bosones

@

12 34..

Ny =N, No~N, T=T, N; &N, T>T,

Figura 1.1 Ocupacion de los niveles energéticos por particulas idénticas para un sistema de N
particulas, en el primer esquema se muestra la ocupacién de tales niveles para un sistema de N
fermiones; mientras en el segundo se muestra la ocupacion correspondiente para un sistema de N
bosones. [Figura tomada de la referencia 1].




Cuando un gas de bosones a temperatura T se empieza a enfriar, los bosones tienden a ocupar los
niveles méas bajos de energia. Para temperaturas por debajo de una cierta temperatura critica T, definida,
una fraccion significativa del total N de bosones empieza a ocupar el nivel méas bajo. A este fendmeno
se le denomina condensacion de Bose-Einstein (BEC) [1].

1.2 Formalismo BCS

En el contexto de la superconductividad, entendemos como bosones a los electrones u hoyos
acoplados por pares (CP’s) debido a su interaccion con la red cristalina ionica del material, Fréhlich fue
el primero en sugerir este mecanismo de interaccion. Este acoplamiento puede ser visto como el
intercambio de fonones entre los electrones de conduccidn, donde se considera a los fonones como
cuantos de energia vibracional de la red. El esquema de este proceso se muestra en la figura 1.2,
diagrama de Feynman. Lo anterior, tiene el sustento experimental conocido como Efecto Is6topo,
observado por primera vez cuando se estudiaba el comportamiento superconductor del mercurio,
encontrandose que la temperatura critica T, para la transicion a la superconductividad depende de la
masa M isotopica de los iones de la red en la forma T.M* = cte, donde « es el coeficiente isotdpico
con un valor experimental aproximado de 0.5 para la mayoria de los superconductores.

nucleén nucleédn

electrén electron

Figura 1.2 Diagramas llamados de Feynman que permiten visualizar las
interacciones atractivas entre dos nucleones (a través del intercambio de
un pion, interaccién de Yukawa) y entre dos electrones en una red idnica
en vibracion (a través del intercambio virtual de un fonon, que
constituye la interaccion electron-fonén de Frélich). [Figura tomada de
la referencia 1].

Lo anterior nos indica algo tan notable de como el fendmeno eléctrico de la superconductividad
es el resultado de una propiedad puramente mecanica de la red, es decir, las vibraciones de la red son
parte del proceso de superconduccion. De hecho, la teoria BCS considera el acoplamiento entre
electrones por medio de la red cristalina para la formacién de CP’s con CMM = 0 (pares “ordinarios”
BCS de Cooper) los cuales experimentaran una BEC por debajo de una temperatura critica T, y cuyo
tratamiento cuéntico se basa en considerar la interaccion atractiva entre cada par de electrones por el
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intercambio de un fondn, interaccion que supera su repulsion eléctrica. La atraccion neta efectiva o
energia de enlace del par electronico tipicamente es del orden de 1 meV.

Un modelo visual de la atraccion del par de Cooper consiste en el paso de un electrén que atrae
a los iones que componen la red, causando una leve onda en la direccion de su recorrido. En tanto otro
electron que pasa en la direccion opuesta es atraido hacia tal deformacion o desplazamiento de carga, la
red se polariza eléctricamente como se muestra en la figura 1.3.

¢ 0 O 0O 0 0 0 ¢ ¢ ¢ © 0 0 © 0 0 0 ¢
o— —© —€ € -
cooo0oe@9P0g|llecoeoe ©@©900¢
Red de material superconductor Red de material superconductor
¢ 0 0O O © 0O 0 O ¢ ¢ © 0 € © 0O © © ¢
(a) (b)

Figura 1.3 En (a) y (b), se muestra el paso de un electrén que atrae a la red, originando una ligera ondulacién
en direccion de su recorrido; otro electron pasando en direccidn opuesta es atraido hacia tal deformacion. Lo
gue constituye el acoplamiento entre electrones para la formacién de un CP.

La teoria microscépica de superconductividad BCS [2] es la base de la teoria cuéntica de la
superconductividad, dentro de la cual se considera una variacién en el comportamiento de los electrones
de conduccion debido a que la red cristalina participa activamente en la formacion del estado
superconductor, lo que no conlleva a cambios en la estructura del material. Aun cuando la interaccion
atractiva entre los electrones es extremadamente débil, es lo suficientemente intensa para ser capaz de
ordenar el sistema electronico a pesar de las grandes energias de los electrones de conduccién, que son
del orden de varios electron-volts (energia de Fermi, Eg), ver figura 1.4-(a). En la teoria BCS la
interaccidn atractiva entre un par de fermiones es modelada por medio de un modelo matematico
sencillo de interaccién, que considera a un fermidn en el estado relativo k (con respecto al vector de
onda K del centro de masas) y otro en el estado k', siendo p el momento relativo lineal; de modo que k
y k' se refieren al estado del par antes y después de la interaccion durante la cual se absorbe y emite un
fondn de energia maxima Awp,, figura 1.4-(b). Si las energias cinéticas de los fermiones que interacttan
atractivamente son €, = h*kf/2m" y €, = h?k3 /2m”*, el modelo de interaccion BCS esta dado como

kal -

{—V St Ep — hwp < €, €, < Ep + hwp (1.1)

0 en cualquier otro caso.

Con V>0, Ep = h?k/2m* la energia de Fermi, Vj,, la doble transformada de Fourier de la
interaccion en lacual k = (1/2)|k, — k.| y k' = (1/2)|k} — k5| son las magnitudes de los vectores de
onda relativos, m* es la masa efectiva del fermion y K = k; + k, es el momento del centro de masas
(CMM) del par fermidnico acoplado.
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Figura 1.4 (a) Superficie de Fermi correspondiente al modelo de electron libre en un metal en el espacio
reciproco. A 0 K todos los estados dentro de la esfera estan ocupados mientras los estados fuera de ella
estdn vacios. (b) Brecha BCS en el espacio reciproco 3D, cuando la brecha es constante se dice que la
brecha es de onda “s”, lo que quiere decir que tiene simetria esférica.

Si bien aqui empleamos principalmente el modelo de interaccion dado en la ecuacion (1.1)
existen otras simetrias de apareamiento que pueden ser representadas por la onda-S pura, en los
Apéndices A y B se da una breve revision del uso pozos de potencial delta regularizados para el estudio
de sistemas superconductores 2D y 3D debido a que poseen uno y solo un estado ligado de energia.
Mientras que para un sistema 1D es suficiente el tratamiento con el pozo de potencial delta. Los pozos
de potencial delta aplicado a sistemas 2D y 3D tienen el inconveniente de tener un numero infinito de
estados ligados de energia, por lo que no son adecuados para mimetizar la interaccién atractiva entre
fermiones de conduccion de los materiales superconductores 2D y 3D.

1.3 Diferencia entre Pares de Cooper (CP’s) y Pares BCS

En esta seccion se hace notar la diferencia entre los Pares de Cooper (CP’s) de los pares BCS
llamados “ordinarios”, donde los CP’s se definen como aquellos pares fermionicos cuyo momento de su
centro de masa es distinto de cero (CMM = 0), ver figura 1.5. Mientras que los “pares BCS” se definen
como un dimero con momentos K y k fijos (o equivalentemente ki1 y ko fijos); el caso particular K = 0
(Unico caso considerado por modelo de interaccién BCS) se trata en detalle en la referencia [2] y el
hecho de que sus operadores de creacion y aniquilacion no satisfacen las relaciones usuales de
conmutacion de Bose se puede consultar en las referencias [3-7]. Por lo que es de esperarse que este tipo
particular de pares no experimenten una BEC.

En contraste a los pares BCS, los CP’s son considerados aquellos bosones que aun cuando no
se han logrado construir operadores bosénicos (i.e., que satisfagan las reglas de conmutacién de Bose) a
partir de los operadores fermidnicos, si implican la estadistica de Bose-Einstein pues en el limite
termodinamico a un valor definido de K le corresponde un nimero indefinido de valores permitidos de k
(vector de onda relativo). A cada valor definido de K se definen a su vez un nivel de energia E, (K) para
CP’s-2e 0 E_(K) para CP’s-2h (par de hoyos). Siendo esto todo lo necesario para asegurar la BEC u
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ocupacion macroscopica del estado fundamental que tiene lugar a temperaturas T por debajo de una
cierta temperatura critica T, [7].

1.4 Pares de Cooper y su Condensacion Bose-Einstein

Hasta hace poco tiempo se venia ignorando por completo (en el marco de la teoria BCS) el
hecho de que un CP de electrones o de hoyos, en el limite de momentos pequefios del CMM, se
comporta como un boson sin masa parecido a un fotén o un fonon cristalino, ver figura 1.6. Pero que a
diferencia del foton o del fondn, consideradas particulas “efimeras” se conserva el nimero total de CP’s
en un sistema de N fermiones idénticos, donde estos pares pueden considerarse permanentes al menos a
la temperatura absoluta cero. Cuando estos CP’s se toman en cuenta en un modelo que es aplicado al
estudio de un material superconductor es posible obtener diversos resultados y conclusiones que
dependen tanto del acoplamiento del par como del medio en el cual se desplazan. Esto se discute con
detalle en las secciones restantes del capitulo.

Figura 1.5 NUmeros de onda k; y k, (asociados a los momentos lineales p; = hk, y p, = hk,) de dos
fermiones ligados en un CP con momento lineal total de su centro de masa P = hK = p, + p,. Los fer-
miones interact(an atractivamente segun el modelo de interaccién BCS. [Figura tomada de la referencia 1].

Por ejemplo, es conocido el resultado que para sistemas de particulas de masa m que se
comportan como bosones por debajo de una cierta temperatura critica (T < T,), con una relacion entre
momento y energia (relacion de dispersion) de tipo cuadratico ex = mv?/2 = p?/2m = h?K?/2m, y
gue los bosones se encuentren en el vacio condicionan que la BEC solamente ocurrird bajo tales
condiciones para un sistema de dimension d > 2. Por otro lado, S. Fujita y otros [8] han demostrado que
para un gas de bosones permanentes (en contraste a los bosones efimeros como lo son el foton o el
fonén) con una relacion lineal de dispersion (energia de excitacion del par en funcion de K)
€k 2, a(d) vphK, este sistema puede sufrir una BEC en dimensiones mayores que 1. La aproximacion

lineal a la relacién de dispersion para d = 2 y 3 se discute en detalle en la referencia [9]. Que para el
caso de acoplamiento débil se tienen los valores a(d) = 1,2/m y 1/2 para un sistema de dimension
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d = 1,2y 3, respectivamente. En tanto vy es la velocidad maxima de un electron o hueco mdvil
(velocidad de Fermi, v =~ 10°m/s) y hK el momento lineal del centro de masa del par cuasi-bosénico.

Maés aun vy significativamente, con este tipo de cuasi-bosones se consiguen temperaturas de
transicion T, > 0 no solo para d = 2 y 3 dimensiones sino para toda dimensionalidad d > 1, lo que
incluiria los fenomenos superconductores ‘“cuasi-unidimensionales” observados en las sales de
Bechgaard, superconductores 6rgano-metalicos que estan compuestos de cadenas moleculares paralelas
entre si y por lo tanto considerados sistemas (1 + €)-dimensionales. Este resultado evidentemente
contrasta con el caso de la transicion BE para bosones con masa y una energia de excitacion ey =
h?K?/2m que solo se produce si d > 2.

ones

'TE/(I

Figura 1.6 Frecuencias angulares (wy) de vibracidn de los modos normales de una cadena de masas discretas que
simula la red i6nica de un cristal, curva gruesa, llamada la “relacion de dispersion” fondnica. Los momentos k
estan acotados entre —mt/a y /a, siendo a la distancia entre los iones de la red. La constante s asociada a la rec-
ta sk es la velocidad del sonido dentro del cristal (unos 103 metros por segundo). Esta recta sk es analoga a la rela-
cion fotonica w,, = ck con ¢ la velocidad de la luz (= 3 x 108 metros por segundo). Nétese que en realidad (y
esto no se refleja en la grafica) c es ~ 3 x 10° veces s. La relacion para fotones w, = ck no es mas que la rela-
cién E = hw;, = chk = cp entre energia total E y el momento p acarreado por una onda electromagnética clasi-
ca. Esta misma relacion vale también para el fotén (particula sin masa) gracias a la formula de Planck E = hw =
hv, donde v es la frecuencia ordinaria y w la frecuencia angular. La curva punteada cuadratica corresponde a las
frecuencias (Iéase, energias) posibles para una particula de masa m. [Figura tomada de la referencia 1].

No obstante, resulta mas realista manejar como modelo no un gas puro de bosones sino una
mezcla en equilibrio quimico [10] de fermiones no apareados y de cuasi-bosones compuestos de dos
fermiones apareados mediante la interaccion del modelo BCS. Las figuras 1.7 y 1.8 ilustran los
resultados de considerar este modelo de interaccion en los casos de interaccion débil e interaccion
fuerte, donde los aros representan los Cp’s y los puntos a los fermiones desapareados que no se
encuentran dentro del cascaron de espesor hwp que se muestra en la figura 1.5. Donde solamente una
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pequefia fraccion de fermiones acoplados por pares tendr4 un comportamiento cuasi-bosonico, dicha
fraccion seria proporcional a la fraccion del volumen de interseccion de los dos cascarones sobre el
volumen total de la esfera de Fermi de acuerdo con la figura 1.5. Este modelo de mezcla bosén-fermién
resulta ser el modelo descrito cuantitativa y precisamente por la teoria BCS a la temperatura absoluta
cero (T = 0 K) cuando se considera nulo el nimero de fermiones desapareados a esta temperatura.

Figura 1.7 Mezcla de dos gases ideales, uno de fermiones no apareados (representado por “puntos”) y
otro de cuasi-bosones (CP’s representados por “aros”) que se traslapan considerablemente entre si, si la
atraccion de la interaccion del modelo BCS es pequefia (acoplamiento débil). El par de flechas asociado
a cada aro representan los espines del par fermidnico apareado [Figura tomada de la referencia 1].

Figura 1.8 Igual que la figura 1.7, pero para el caso de acoplamiento fuerte.
[Figura tomada de la referencia 1].
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Otro ejemplo, es la aplicacion del modelo boson-fermién a un sistema 2D, donde se considera
la mezcla en equilibrio quimico de bosones permanentes y fermiones desapareados, dando como
resultado la prediccion de una temperatura de transicion 25 veces mayor que la predicha por un gas puro
de bosones permanentes acoplados débilmente con una energia de excitacion ex = a(d)vyhK para toda
K > 0. Si el modelo de la mezcla boson-fermion se modifica para considerar la posibilidad que los
pares se rompan debido a los choques a partir de un valor critico 2K,,; del CMM, la T, se vera afectada
ademaés por un factor de 3, llevando finalmente a temperaturas de transicion extrafiamente altas, T, =
1.443Tp en 2D y T, =~ 0.989T en 3D [11]. Lo que puede entenderse si se tiene en cuenta que estos
valores tan elevados de T, provienen de considerar superficies ideales de Fermi (esféricos en 3D y
circulares en 2D) que corresponden a un gas de fermiones y bosones en ausencia de la red cristalina
i6nica subyacente presente en los materiales reales. Por lo que es de esperarse que al refinar el estudio
utilizando las complicadas superficies reales correspondientes a un cristal verdadero, se inhibira la
formacion de pares, lo que seguramente disminuira la T, hacia valores empiricos. Sin embargo, el huevo
enfoque de Fujita [8], que en esencia generaliza el formalismo BCS, amplia las perspectivas y
esperanzas hacia el entendimiento del fendbmeno superconductor a nivel electronico y microscopico en
el plano mecanico cuantico. Una vez logrado esto, se plantearan y formularan teorias detalladas con
verdadero poder predictivo en la busqueda de superconductores a temperaturas ambiente [11].

1.5 Gas Ideal Cuantico de Bosones Permanentes

En esta seccion se considera el caso de un gas cuantico ideal de bosones “irrompibles” de masa
m con una s-relacion general de dispersion en d-dimensiones, para el cual el nimero total de bosones Ny
del sistema estd dado como la suma de la distribucion BE sobre el nimero total de estados, y si
denotamos con Np ,(T) al nimero de bosones que se encuentran en el estado minimo de energia Ex = 0
en el limite termodindmico a la temperatura T, se tiene en forma explicita que [11]

Nj = Ny o(T) + Z ! (1.2)
' = expf(ex —up) — 1

donde f = 1/kgT y up < 0 es el potencial quimico. Notese que N o(T) es ignorable comparado con
Np para T = T,, mientras que Np (T) sera una fraccion significativa de Ny para T < T, para T = T, se
satisface que Np o(T.) = 0y up = 0, y para T = 0 el Gltimo término de la ecuacion (1.2) desaparece tal
que Np = Np((0) (viz. ausencia de cualquier principio de exclusion).

La suma en (1.2) se puede transformar en una integral sobre las k = |k| positivas, donde k es
un vector d-dimensional. Haciendo esto parad > 0

a2 d
; —>F2(7; /2)<%) f dk kd-1 (1.3)

donde “I"” es la funcién gamma y el prefactor tomaré los valores 2 parad = 1, 2z parad =2 y 4n para d
=3.

Sea la s-relacion de dispersion [10, 12]
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€, = Csk®, s>0 (Relacion de dispersion) (1.4)

con €, como la energia de excitacion del boson en funcién del nimero de onda k. Para los bosones
ordinarios de masa m en el vacio se tiene que s = 2 (cuadratica) y C, = A% /2m; mientras que el caso de
CP’s en el mar de Fermi (s = 1, lineal) se discute a continuacion.

Si se define la densidad del nimero de bosones en d-dimensiones como ng = Ny /L% entonces
la ecuacion (1.2) para T < T, sera facilmente evaluada en términos de las integrales de Bose [13], con
z = exp(ug/kgT) como la fugacidad. Esto es

donde (o) es la funcion zeta de Riemann de orden o. La funcién {(o) < oo para ¢ > 1, mientras que la
serie g,(1) diverge para ¢ < 1. Algunos valores numéricos de {(o) son: {(2) = m?/6 =~ 1.645,
7(3) =~ 1.202, {(4) = 7*/90 =~ 1.082.

Dado que el ndmero total de bosones a la temperatura T esta dado como Nz = Np o(T) +
Np k>o(T), con Ny = Np(0). Al considerar el intervalo de temperaturas 0 < T < T, y utilizando las
ecuaciones (1.2), (1.3) y (1.5), se obtiene la expresion [11]

Npo(T) -1 F(d/s)gd/s(l)
' =1—[29"1n?/21(d/2)n 1.6
NB,O(O) [ ( / ) B] S(’BCS)d/S ( )
Como para T = T, se tiene que Np o(T.)/Ng(0) = 0, de la ecuacion (1.6) se obtiene
o _ G| sT(d/2)(2m) s/a .
© = Xy | 20T/ gaps (D (17)
que al sustituirse en la fraccion condensada de la ecuacién (1.6), ésta se reduce a [11]
Npo(T T\
moll) _ _ (—) . (18)
Np,(0) Tc

Note de la ecuacion (1.7), que para 0 < d < s (es decir d/s < 1) implica que T, = 0 pues g4/s(1) =
oo, Lo que se comprueba facilmente, ya que en el caso de s = d da la conocida serie arménica g,(1) =
1+ % + é + -+, la cual diverge; mientras que para d < s, claramente la serie g,,s(1) diverge ain mas.

Esto implica por lo tanto, que la BEC no ocurre en un sistema con una s-relacion de dispersion para los
bosones cuando la d-dimension del sistema es tal que d < s; lo cual es consistente con el hecho bien
conocido que la BEC no ocurre en un sistema con una relacion de dispersion cuadratica si la dimension
del sistema es menor o igual a 2. Para el caso s = 2, C, = h?/2m y d = 3, se tiene que las ecuaciones
(1.7) y (1.8) tienen la forma [11]
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2mh2n’?/? 3.31h2n2/°
Te= 253 = T mk
mkg[(¢(3/2))] B

(1.9)

3/2

Ng,o(T) —1_ (1)
N30(0) T,
ya que {(3/2) = 2.612. Note que la ecuacion (1.9) nos muestra los resultados familiares para la BEC
en 3D.

Por otro lado, como un ejemplo de la utilidad del modelo de un gas ideal cuantico de bosones
permanentes, éste se ha aplicado (caso d = 2) al estudio de los cupratos; dando como resultado que la
forma de la gréafica para el calor especifico en funcion de la temperatura, tanto para bosones como para
fermiones, despliega la misma suavidad y singularidad que la gréfica obtenida a partir de los datos
experimentales.

1.6 Gas de Bosones de Pares de Cooper con su Relacion Lineal de Dispersion

Sin abandonar el mecanismo de interaccion fermion-fon6n modelado dado en la ecuacion (1.1),
S. Fujita en la referencia [14] sugiere que la superconductividad es tal vez una BEC en 2D o 3D de
pares excitados (AK > 0) “preformados” cuando el sistema superconductor se encuentra a una
temperatura T < T,.. En T = 0 todos los pares estan en reposo (K = 0) y una mezcla de ambos tipos de
bosones (K =0y K > 0) esta presente para 0 < T < T,. Los pares en d-dimensiones tienen una energia
de excitacion positiva para acoplamiento débil, la cual puede escribirse en términos de su energia de
enlace Ag en la forma [9]

€x =0y — A o a(d)vehK (1.10)

con la energia de enlace del par Ay = 2hwp/(exp[2/4] — 1) para K = 0, mientras A = g(Eg)V =
N(0)v, es una constante adimensional de acoplamiento con g(e) como el nimero de estados
fermiodnicos por unidad de energia por cada espin; y v, se define como la intensidad de acoplamiento o
atraccion neta entre electrones por volumen d-dimensional (L%). Este resultado fue citado por primera
vez en la referencia [15] para 3D. Por otro lado, los modelos colectivos en un superconductor han sido
indicados y discutidos desde 1950 por Bogoliubov, Tolmachev, Shirkov, Nambu, Anderson, Rickayzen,
y por Bardasis y Schrieffer. Es posible una revision del tratamiento mas reciente por Belkhir y Randeria
[16]. No obstante, no trataremos con “modos colectivos” sino con pares de Cooper (con momentos de
centros de masa # 0) los cuales pueden tener una BEC mientras que los modos colectivos (fonones
sonicos, plasmones, etc.) no pueden.

Utilizando las ecuaciones (1.4), (1.7) y C; = a(d)vgh para s = 1, se obtiene la formula de T,
para acoplamiento débil en d-dimensiones [11]

1/d

_a(d)vgh m(@+0/2p
" ks |TI(d+1)/2]ga(D)
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1.7 Gases de Pares de Cooper Rompibles e Irrompibles

Por el momento se ha ignorado el hecho de que a partir de un cierto valor de K ( K,;) los pares
se empiecen a desasociar, es decir, los pares con K > K, se rompen. Donde [11] Ky; = Ap/a(d)hvg se
determina al considerar que Ax,, = 0, de acuerdo con la ecuacion (1.10).

Por otro lado, si se utiliza el resultado de la ecuacion (1.11) es posible obtener los resultados
para T, de la referencia [14], T, = 1.244hkz vyny/> en 2D y T, = 1.009%ik5 vzny/> en 3D. Puede
observarse del resultado de la ecuacion (1.11) que T, > 0 parad > 1, un resultado de posible relevancia
en la comprension de la superconductividad como una BEC en un material organico cuasi 1D [17]. Los
superconductores organicos incluyen materiales (1 + €)-d tales como las sales de Bechgaard, materiales
(2 4+ €)-d como las sales ET y totalmente 3D como los cristales de fullereno dopados con alcalinos y
alcalinos térreos Ilamados “fulleritas” superconductoras [18]. Los sistemas (1 + €)-d y (2 + €)-d estan
constituidos de atomos que conforman respectivamente cadenas y planos paralelos.

De acuerdo con la ecuacién (1.3) y que el nimero de fermiones N = 2, 8(kr — k), donde
6(x) es la funcion escalon de Heaviside, se tiene que para un sistema de d-dimensiones la densidad del
numero de fermiones esta dada como [11]

_ k
©24-2qd/2qr(d/2)

n (1.12)

Por otro lado, el nimero de bosones N ((0) formado a T = 0 por medio de la interaccion dada
en la ecuacion (1.1) es precisamente g(Ep)hwp, donde [19]

L >d dk ( m* )d/z Le(d/2)-1

g9(e) = (% de? ~ \2nrz)  TT(@d/2)

(1.13)

con m* como la masa efectiva del fermion. Cuando se considera que todos los fermiones estan
apareados se tiene ng/n = 1/2. Por otro lado, como ny = g(Ep)hwp /L% se tiene de las ecuaciones
(1.12) y (1.13) que

n  4Ep

7 (1.14)

ng  hwpd (d>v

dado que k% = (2m*Er)%?/h? y definiendo el alcance de interaccion como v = hwp/Er. L0 que es
una fracciéon mucho menor que 1/2, pues tipicamente hw, < Er. Esto permite reescribir a la ecuacion
(1.11) como

1/d

& = 2a(d)

v
Tr [W] (1.15)

la cual se deduce al considerar un gas puro de pares irrompibles. En particular para d = 2 con a(2) =
2/t yng/n =v/2,de laecuacion (1.15) se obtiene el resultado
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T, 46 [ng 43
e (BB 5~ 0.702 1.16
T e L Vv (1.16)

para un gas puro de pares irrompibles en 2D.

Si ahora se considera la posibilidad de que los pares se puedan romper cuando Agx < 0 para
toda K > K,,, y utilizando la relacién de dispersion de la ecuacion (1.10) se encuentra que la ecuacion
(1.3) debe integrarse desde K = 0 hasta K,,. Obteniéndose de esto, que la temperatura critica para un
gas puro de pares rompibles de un sistema de dimensioén d > 1 [11] tiene la forma

T, d
T_ =va®(d)(d—-1)

F

(1.17)

-
d=1,A>0

exp[2/A] = 1\ astan0 "
(F5) e
Notese que para d = 1, T,/Tr = 0 para cualquier A. El resultado de (1.17) no es extrafio, pues si el
acoplamiento se va reduciendo en forma gradual también K,,; desaparece pero mas rapidamente, lo que
implica que todos los pares son bosones con K = 0 y que el sistema se encuentra en un estado BEC para
toda temperatura finita T.

Para terminar esta seccién introducimos el concepto de energia de condensacion, la energia de
condensacion es el cambio de energia de un sistema de muchos fermiones en estado fundamental (E,,) a
la energia correspondiente del sistema en el estado superconductor (E). La energia de condensacion
BCS tiene la expresion [11]

2hwp

1
_—_— = — - 2
exp2) =1 Veo(0ho = =5 9(Er)A (1.18)

Es—E, = _g(EF)th

donde A ad 2hwpexp(—1/2) es la energia de la brecha BCS a la temperatura cero. Lo que muestra que

el cambio de energia es justamente la superposicion de las energias de enlace A, de los N ,(0) pares y
la cual es valida para cualquier acoplamiento.

1.8 Modelo Binario Simple Ideal Bosén-Fermion

En este modelo se considera una mezcla ideal de fermiones desapareados y pares rompibles con
una relacion lineal de dispersion, para la cual el rompimiento-térmico del par estd explicitamente
permitido. Si se denota con N al niamero total de fermiones del sistema, el cual consiste de N; fermiones
no interactuantes (fermiones inapareables) y N, fermiones interactuantes o apareables. A la temperatura
T, N; sera justamente el numero de fermiones debajo del cascar6n esférico de interaccion (en el k-
espacio) de grosor Awp implicito en la figura 1.5; mientras N, sera el nimero dentro del cascaron
esférico. Dado que los fermiones individuales no apareados obedecen la distribucion usual de Fermi-
Dirac con un potencial quimico fermidénico u, se tiene que el nimero de fermiones apareables a la
temperatura T estara dado como [11]
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uthwp uthwp
_ g(€) 5 de
No(T) =2 f e B~ + 1 29w f explfe — @] + 1

u—hwp u—hwp

= 2g(Whwp. (1.19)

Que para el caso 2D es exacto e independiente de T, pues g(€) es constante. Mas aln, si hwp /1 < 1, la
ecuacion (1.19) es una buena aproximacion para d # 2.

Por otro lado, la ecuacion de numero (1.19) para fermiones apareables también se puede
escribir como [11]

N,(T) = Nyo(T) + Z[NB,O(T) + Npo<k<ky, (T)] (1.20)

donde N,o(T) es el nimero pareable de fermiones desapareados y Npo(T) es el nimero de pares
bosdnicos con CMM igual a cero.

Un modelo simple boson—fermion se sigue al considerar

Ny (T) = ZNB,K01<K<Kmax(T) (1.21)

y afirmando que los fermiones apareables pero desapareados son precisamente los bosones rotos con
Ky1 < K < Ky, donde Ky = 2kpV1 + v es el mayor valor de K mas alla del cual la interaccion
dada en la ecuaciéon (1.1) desaparece [20]. Note que el resultado de la ecuacién (1.21) desaparece
conforme T — 0 tal que N,(0) = 2N ((0), es decir, que a la temperatura T = 0 todos los fermiones
apareables estan apareados. De las ecuaciones (1.19) y (1.21), la ecuacién de nimero (1.20) nos permite
escribir

gwhwp = Ng(0) = Ngo(T) + N ock<r,, (T) + Np k., <k <k, (T)- (1.22)

Usando las mismas técnicas para encontrar (1.7), a partir de la ecuacién (1.22) y considerando que
Npo(T) =0y ug = 0, es posible determinar la ecuacion (de tipo trascendente) para la temperatura
critica T/™¢# de este modelo. Esta expresion resulta ser casi equivalente a la ecuacion (1.11), ecuacion
para la temperatura critica T, del modelo [14] correspondiente a un gas puro de bosones irrompibles y
con relacion lineal de dispersion. Al manipular esta ecuacion trascendente es posible expresar a T.™¢*
como una expansion [11]

L mez]%1
Tmez = T 11 + [4a(d) dlI‘-i(-d;’I;F(ilj)wc ] exp[—4a(d)\/1 + vTF/TCmeZ] + - (1.23)

donde T, es la misma que se da en la ecuacion (1.15). Para esta expansion se ha supuesto que u = Eg
para cualquier d-dimension y v «< 1 para d # 2. El término de correccion de la ecuacion (1.23) suele
ser pequefio y de valor aproximado a 2 x 10~7 para un sistema 2D, cuando se usa la ecuacion (1.16)
con los valores v = 0.05y u(T)/Er =1 — (T/Tp)In{1 + exp[—u(T)/kgT]} evaluada [21] en T = T,
esto es u(T.) = 0.9997E;. Y es aproximadamente 7 x 10~13 en el caso 3D utilizando la ecuacion
(1.15) con el valor v = 0.001.
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Puede observarse de la ecuacion (1.23), que en contraste a la temperatura infinita T, dada en la
ecuacion (1.17) para un gas puro de pares rompibles, la simple presencia de fermiones inapareados en
estado fundamental ha conducido a T,.’s de valor finito aun cuando todos los pares siguen siendo
unicamente bosones con K = 0 y de acoplamiento débil dentro de la mezcla.

En la figura 1.9 se muestra la grafica de T,/Tr contra la d-dimension (1 < d < 3) en los
siguientes casos: (a) bosones ordinarios con su relacion cuadratica de dispersion, m = 2m* y ng/n =
0p,d/4Tr = vd/4 con v = 0.05 (curva llena y delgada); v = 0.001 (curva llena y gruesa), asi como el
caso ng/n = 1/2, caso en el cual se supone que todos los fermiones estan apareados (curva punteada);
(b) pares de Cooper con su relacion lineal de dispersion, considerando los valores v = 0.05 (curva
delgada interrumpida) y v = 0.001 (curva gruesa interrumpida).
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Figura 1.9 Las curvas llenas se refieren a las temperaturas criticas T, para BEC (en unidades de Tr) en d dimen-
siones de acuerdo a (8) con s = 2, las curvas a trazos a (12), donde ng/n = dOp /4T, m = 2m". Las curvas del-
gada y gruesa se refierena ©, /T = 0.05 y 0.001, respectivamente. La curva punteada se refiere a (8) con s = 2,
ng/n=1/2ym = 2m”, pensando que todos los fermiones estan apareados, el valor de 0.218 en d = 3 nos da un
resultado familiar. Las zonas sombreadas clara y oscura sefialan los datos para materiales superconductores ex6-
ticos de Uemura [22] y convencionales, respectivamente. La linea horizontal delgada marcada con “barrera fono-
nica” de BCS corresponde a la férmula BCS para T, con A < 1/2, concretamente T, /T < (1.13e72) 0, /T =
0.153 O, /Tx para el caso ©p /T, = 1073, [Figura tomada de la referencia 11].

En la figura 1.10 se muestran los valores de la temperatura critica T."¢* del modelo simple
bosdn-fermidn de un sistema 2D, normalizadas en términos de Tr. Dado que para acoplamiento débil se
tiene que T/"¢* ~ T,, en realidad se estd graficando la ecuacion (1.15) con d = 2 (curva llena). En la
figura 1.10 esta grafica es comparada con el resultado BCS, T, = 1.130,exp(—1/4) para A = 1/2,
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ambas como funcion v = 0, /Tx. Los valores empiricos [22, 23] de T, para el cuprato estan dentro del
rectangulo mostrado.

Es posible la obtencion y prediccion de temperaturas criticas menores mediante el modelo
simple boson-fermion cuando se consideran: (a) reducciones en ng debido al uso de superficies de
Fermi mas realistas de tipo no esférico, lo que necesariamente reduce el ndmero de fermiones
apareables y en consecuencia el nimero de pares, y (b) la extension del alcance de interaccion entre
pares, lo que también serd un factor que disminuya el valor de T,, como ocurre en un liquido helio-
cuatro donde las interacciones reducen por casi un 30% [24] el valor de T, correspondiente al gas ideal.
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YBa,Cu30,(estrella negra),Y Ba,Cu,0g s (estrella roja), Bi,Sr,CaCus0g(estrella azul),
Bi,Sr,Ca,Cus 044 (triangulo negro), HgBa,Ca,Cu;0g(triangulo azul) y chevrel
(triangulo rojo).

Figura 1.10 Gréfica de T, /T contra @, /T, para el modelo simple 2D bosén-fermion [equivalente al
al valor 2D en (1.16) como se discutio, d = 2] (curva llena). La curva a trazos es el resultado maximal

BCS T, = 1.130,e~/* para A = 1/2. El rectangulo abarca los datos empiricos para los cupratos
superconductores [22]. [Figura tomada de la referencia 11].
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CAPITULO 2

BRECHA BCS

2.1 Deduccion Heuristica de la Brecha (“gap”) de un Superconductor BCSaT=0

En esta seccidon se introducird el concepto de brecha de un superconductor, concepto que
facilita la comprension y estudio de un sistema de muchos electrones que interactlan atractivamente
entre si, venciendo su repulsion eléctrica mediante el intercambio de fonones de energia hwp
(aproximacion BCS), la cual esta relacionada a la energia de corte asociada a determinados modos de
vibracion de la red cristalina.

Puesto que nuestro interés se centra en el estado superconductor que suelen presentar
determinados materiales, primero determinamos la energia asociada a tal estado. Para esto serad
necesario dar las siguientes definiciones e identidades:

K = el estado de dos electrones interactuando atractivamente, tal que los estados internos del par son k
y —k. De modo que el momento total del par sera K = k, + k, = k—k = 0.

vi = es la probabilidad de que los estados del par k estén ocupados.

1 — v2 = la probabilidad de que los dos estados del par estén desocupados.
2 Y €, Vi es la energia cinética de los pares.

N =23, vZ es el nmero fijo de electrones.

En la aproximacion BCS, la interaccion atractiva entre electrones equivalente a la dada en la
ecuacion (1.1) esta dada como

-V si —hwp < &, & < hwp

Viekr = { 0 en cualquier otro caso. @D

Asi, para una transicion k — k' se requiere inicialmente que el estado k del par esté lleno y el estado del
par k’ esté vacio, por lo que la probabilidad de dicha transicion es proporcional a vZ(1—vZ,) vy la
probabilidad de que ocurra la transicion opuesta sera proporcional a vZ,(1 — v2).

De acuerdo con lo anterior, la energia del estado superconductor esta dada como
/ 2 I I 2 2 2 2 1/2
Es = Z ExVE — VZ Z [vE(1 —v2)vi(1—vd)] (2.2)
k k k'

donde la notacidn Y. indica que la suma excluye los términoscon k =0y k' =0, &, = €, — U, €, €s la
energia cinética para una particula y u es el potencial quimico. Eg sera minima para un determinado
valor de vZ, por lo que sera necesario calcular
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2 2 2
0E; < [ vi(1-vi)(1 - ka,)]
_avf = §k e — (1/2)V Ek kE, l 2= 00) J51k (2.3)

donde &y es la delta de Kronecker, cuyo valor es cerosi | =k y 1 cuando | =k . Si definimos

A= VZ’ vZ (1 —-vE) (2.4)

2 _1lg 45 l (2.5)
Vi =51t — .
) VEp + A2
de los cuales, la solucion que hace minima la energia del estado superconductor es
1 &k
vi==|1- —] (2.6)
2 N
valor que al sustituirse en la ecuacion (2.4) se obtiene
V 1
1= _Z' - (2.7)
2La \[e? + N2
Transformando la sumatoria de la ecuacion (2.7) en integral se tiene
th
v o L® p 1 voN(0) de
1== df k = f (2.8)
2 (27‘[) \/gz + AZ 2 J w/gz + AZ
de manera que la ecuacién (2.8) tiene las siguientes expresiones parad = 1,2y 3
th
1_(1/0) 1 |m J‘ de d=1 2.9)
~\2/\ nh |2Eg VeZ + A2 - '
0
th
Vo m de
1=(—= d=2 2.10
(2)(2nh2) f */€2+A2 ( )
0
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ha)D
Vo 1  |m3Eg f de
1= (% f L d = 2.11
(2) m2h3 2 VeZ + AZ 3 ( )
0

donde se han utilizado los valores de N(0) que se presentan en la Tabla | [25].
Retomando e integrando la ecuacion (2.8) se obtiene

% = senh(2/voN(0)) (2.12)

resultado que se simplifica para el caso de acoplamiento debil (esto es A «< hwp). Dado que la
aproximacion asintotica para el seno hiperbdlico es senhx = (e* —e™)/2 — e*/2, al definir 1 =
X—00

voN(0)/2 la ecuacion (2.12) se puede expresar como
Al—>0 2hwpexp[—2/vyN(0)]. (2.13)

Lo cual coincide con el resultado familiar Aﬁ)Zth exp(-1/ A). En la siguiente seccion mediante el

uso de la tabla I y de Vy;, se determinan los valores de A para 1, 2, 3-dimensiones. Tanto para el caso
fonénico como el no fononico (e.g., excitdn, magnoén, plasmon, etc...).

d n N(0)
1 2k, / 1/m
i 7\ 2E,
m
2 2 L
k2 /27x >t
1 [mE,
3 k:/3rx? pErch

TABLA I. Ladensidad electronica n y la densidad de estados N(0) por estado de espin por unidad L°, ala
energia de Fermi E_ = °k? /2m, como una funcion de la dimension d del sistema [Tabla toma-

da de la referencia 25].
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2.2 Solucion Analitica de la Ecuacion de la Brecha BCS end =1, 2y 3 Dimensiones
aT=0

En esta seccion, se obtienen las expresiones analiticas de la brecha BCS para sistemas de
muchos electrones con el modelo de interaccion BCS en una, dos y tres dimensiones; en el limite de
acoplamiento débil, pero con un ancho arbitrario de interaccion v = Awp/Er, 0 < v < c0. Donde hwp
es la energia maxima de un fonon que actGa como la fuerza atractiva mediadora entre un par de
electrones, y Er es la energia de Fermi. Los resultados que aqui se presentan sélo consideran el
mecanismo de apareamiento fononico (hwp/Er < 1) entre electrones asi como el mecanismo no
fondnico (hwp/Er > 1) donde las energias del fondn mediador no son pequefias comparadas con Eg
[25].

El modelo de interaccion BCS entre electrones para el sistema fondn-electron en d-dimensiones
esta dado como

_(—vo/L4, max(0,Ep — hwp) < €, €x < Ep + hwp

)= . 2.14
Vi { 0 en cualquier otro caso (2.14)

con L% como el tamafio del sistema, v, > 0 es la intensidad de acoplamiento o atraccion neta entre
electrones, €, = h%k?/2m es la energia cinética para una particula y Er = h%kZ/2m es la energia de
Fermi. La cual se determina por la densidad electronica n en d-dimensiones (ver tabla I).

En particular para los superconductores metalicos, el alcance de interaccion (en unidades de la
energia de Fermi) se define y satisface la condicion

v = hwp/Er K1 (2.15)
con solucidn analitica para la brecha, en el limite de acoplamiento débil (4 — 0)
A/Ep = (2hwp/Er)exp(—1/1) (2.16)
donde A es el factor adimensional de acoplamiento que se define como
A =v,N(0) (2.17)
y N(0) es la densidad electrénica de estados por espin en la superficie de Fermi.

Si bien, el modelo para explicar la superconductividad basado en un bosén mediador entre un
par fermidnico que compone un par de Cooper no describe en forma aceptable a los superconductores
exoticos (incluyendo altas temperaturas). Una teoria como BCS puede seguir aplicAndose a éstos si se
considera que los fermiones que componen los bosones intercambian particulas mediadoras que no son
fonones (pseudofonon). Y al resolver la ecuacion de la brecha BCS en una, dos y tres dimensiones; ya
no se considera la restriccion dada en la ecuacion (2.15).

A continuacién se demuestra que independientemente del valor de Awp /ER, €l parametro de la

brecha BCS puede ser escrito en la forma [25]
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A/Ep = fd(th/EF)exp(_l/VON(O)) (2.18)

donde f;(hwp/Er) es una funcion analitica que depende de la dimension del sistema superconductor y
cuya expresion en cada dimension se muestra en la tabla 1.

De acuerdo con la teoria BCS, a la temperatura T = 0 la ecuacién de la brecha estd dada como
[25]

1 Ay,
A = Ez Vir ~— (2.19)
k! Ak! + Eiar

la cual expresada d-dimensiones tiene la forma

_ Yo Zg(flwp — l&xl)
214 —~ A +¢f

con 6(x) como la funcién escaldn de Heaviside.

(2.20)

En general, la brecha A y el potencial quimico u se determinan simultdneamente al resolver la
ecuacion (2.20) y la ecuacion de numero [25]

(2.21)

N—Z(l E )
- JeR+ Az

Observe que para acoplamiento débil (A/Er <« 1) puede ignorarse A, en (2.21), lo cual implica que u =
Er. Por lo que en este caso u es reemplazado por la energia de Fermi Ep. Haciendo uso de ), —
(L/2m)% [ d®k para convertir la sumatoria de la ecuacion (2.20) en una integral, se obtiene

Yo Jddke(hw[’ e (2.22)

1=
Z(Zﬂ)d /A2 + 31%
Como la energia cinética de una particula debe ser positiva, se distinguen dos casos

(@) si hwp/Er < 1, laregion de integracidn en la energia es simétrica y esta dada por

Er — hwp < €, < Ep + hwp. (2.23)
(b) Si hwp/Er > 1, laregion de integracion en la energia es asimétrica y esta dada como

0 < e <Ep + hwp. (2.24)
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Sujeta a cualquiera de estas condiciones, es posible resolver analiticamente la ecuacién (2.22) en una,
dos y tres dimensiones.

Transformando la ecuacion (2.22) para la brecha BCS en una integral sobre la energia, se
obtiene

Ep+hwp (d-2)2
voN(O €/E -

_ Yo 2( ) de (2/ F) : (2.25)

Eo—hiop0 JA? + (e — Ep)

la cual puede separarse en dos partes
7” TV £ @-2/2 _q
=1+1 (2.26)
vON(O) ,/52 Y- NG, ?

donde la energia ha sido expresada en unidades de Eg, esto es €/Er = €. En ambas integrales el limite
inferior se refiere a las condiciones dadas en las ecuaciones (2.23) o (2.24) y del orden del alcance de
interaccion A/Eg. Por ultimo, una vez resuelta la ecuacion (2.26) y después de una inversion, se obtiene
una expresion de la forma [25]

A/Ep = fd(th/EF)exP(—l/VoN(O))- (2.27)

Donde las funciones f,(hwp/Er) dependientes de la d-dimension estan dadas en la tabla I,
coincidiendo los resultados obtenidos con los datos de la tabla Il de la ref. [25].

d f,(v), v<1. f,(v), v>1.
) @i+ -1-a-v) 8/ v)(+v -1)
2 2v ZxE

@) +v-1fi-A-v)exp( ity +-A-v-2) @) A+ -Lexpl 14y -2)

w

TABLA I1. Las expresiones fd (v), que dan la forma analitica para la brecha BCS (2.27), como funcion de la
d-dimension del sistema.
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2.3 Ecuacion de laBrechaBCSparaT <T_,.(T =T,)

En esta seccion obtenemos la ecuacion de la brecha en funcion de la temperatura, para lo cual
solamente modificamos la ecuacion (2.19) de la seccidn anterior, introduciendo el factor g(E,) =1 —
2f(Ey) que representa la probabilidad de que el CP (par de Cooper) no esté en el estado Ej =

Ve + A%(T) y f(E) es la funcién de distribucion Fermi [26]. De acuerdo con esto se puede escribir

D s
k' kl + gkl

donde g(E}) se puede expresar como

———9(Ep) (2.28)

1—2f(Ey) = tanh(E,/2kgT). (2.29)

Y entonces la ecuacion de la brecha para toda temperatura T estara dada como
=3 z s tanh(Ek, /2k,T) (2.30)

usando la interaccion del modelo BCS y transformando la sumatoria en una integral sobre la energia se
obtiene

th

1 = v,N(0) f htanh (Vaz +e2/2k,T ) (2.31)
Note que el integrando de la ecuacion (2.31) siempre es menor que 1 conforme T aumenta, por lo que la
integral mantendrd su valor constante solo si A decrece. Poniendo en evidencia que en el estado
superconductor ocurre un efecto cooperativo de decrecimiento del parametro de energia de la brecha
cuando aumenta la temperatura, llevando a la desaparicién de la energia de la brecha y la transicion al
estado normal. De esta misma ecuacién vemos que la energia de la brecha desaparece a la temperatura
critica T, la cual se determina implicitamente por la ecuacion

hwp hwp/2kpT,

1 =1v,N(0) f %tanh(s/ZkBTc)de = v,N(0) f %tanh(f)df (2.32)
0 0

cuya solucion es (la obtencion de la solucion puede consultarse en el Apéendice C)
kgT. = (2eYhwp/m)exp[—1/voN(0)]. (2.33)
El comportamiento de A(T) como funcion de T se obtiene por integracion numérica de la ecuacion

(2.31), cuya gréafica se muestra en la figura 2.1. En particularparaT < T. (T = T,), la expresion de A(T)
estd dada por la ecuacién (2.34) (su deduccion detallada puede consultarla en el Apéndice D).
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1/2

A(T) = 3.1kpT., (1 - F) . (2.34)

c

:’J|’_"| 1 1 1 1

0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
Temperatura (K)

Figura 2.1 Evolucion de la brecha con la temperatura dada por la teoria BCS.
[Figura tomada de la referencia 26].

2.4 Formalismo Generalizado BEC (GBEC)

El formalismo GBEC esta descrito en detalle en las referencias [3-5] y [27]. Este formalismo es
el resultado de la extension del modelo BEC BF en 3D de Friedberg y Lee [28, 29] aplicado a cupratos
superconductores, el cual es completo solamente en el sentido en que los CP’s 2h no son ignorados,
ademas de considerar que los hoyos que conforman los CP’s (2h) del mar de Fermi estan asociados con
los N electrones del sistema en el modelo de una banda. Este modelo tiene la ventaja de que nos permite
recobrar casi otras teorias (la teoria BCS como caso un especial). Ademas, de que la teoria GBEC puede
particularizarse a las teorias estadisticas conocidas para superconductores, incluyendo el esquema
crossover BCS en las cuatro versiones. No obstante, una limitante del esquema de una banda, donde las
masas efectivas de un electrén y un hoyo son consideradas iguales, es que no es realista en la
descripcion del comportamiento electronico de los materiales como lo hace la teoria multibanda
(digamos, una banda de valencia para hoyos y una banda de conduccién para electrones) donde estas
dos masas efectivas pueden diferir.

El formalismo GBEC esta definido por un Hamiltoniano H = H, + H;;,,, que en esencia es un
modelo estadistico completo BF de una banda que admite una desviacion de la simetria [4] perfecta del
numero de CP’s 2¢ y 2h en el condensado, mientras que en la teoria BCS la simetria del numero de CP’s
en el condensado es una constriccion. En tanto el término H, del Hamiltoniano describe un gas ternario
libre, gas no interactuante compuesto de electrones desapareados, CP’s-2e y CP’s-2h. El término Hin es
el Hamiltoniano de interaccion que describe la formacion y desintegracion de los CP’s, de y hacia
electrones y hoyos desapareados, respectivamente; el cual ademas es simplificado cuando se ignoran los
términos con K # 0. El impacto practico de GBEC es que produce [5, 27] mayores T,.'s que las de
BCS, sin abandonar la dindmica fonon-electron, cuando se desvia de la simetria perfecta 50/50 de CP’s
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2e/2h en el condensado. EI Hamiltoniano H para GBEC es construido en términos de los operadores
a,tl'sl(akl,sl) de creacion (aniquilacién) para fermiones y en forma similar bz (bg) y cg (ck) para CP’s-
bosones 2e y 2h, respectivamente [30], donde los operadores b y ¢ dependen de K y satisfacen las
relaciones de conmutacion pseudobosén y de anticonmutacion pseudofermion [7].

Por otro lado, el gran potencial termodinamico Q(T, L%, u, Ny, M,) [30, 31] correspondiente al
Hamiltoniano total exactamente diagonalizado para cualquier acoplamiento, siguiendo la receta
prescrita por Bogoliubov [32], que junto con la energia libre de Helmholtz son utilizados para garantizar
tanto la conservacion de la carga como el equilibrio termodinamico del sistema. Esto es, minimizando F
con respecto a Ny y M, (nimero de CP’s-2e y CP’s-2h con CMM cero, respectivamente), fijando el
numero N total de electrones e introduciendo en forma usual el potencial quimico u:

90/du = —N dF/ON, =0 y 9F/dM, =0 (2.35)

donde o /61 =—N nos asegura que la cantidad de carga del sistema se conserva y la segunda parte de
la ecuacion (2.35) el estado de equilibrio termodinamico del sistema con un volumen L a temperatura
T. Evidentemente N incluye electrones desapareados y CP’s 2¢. Con algo de algebra, la ecuacion (2.35)
nos lleva a tres integrales acopladas, dos ecuaciones de tipo brecha [30]

Ef+6£ 1
1 tanh 5 B/ [e — u(T)12 + f2ny(T)
2E. + 8¢ — 2u(T)] = = 2 deN 2 2.36
2ty +oe =2l =3 Ejf o Ve — (D12 + f2ne(T) (30
Ef

1
1 tanh 5 B/ [€ — u(T)12 + f2my(T)
2u(T) — 2E; + 8¢ = = 2 deN 2 2.37
2w 25 406 =37° | deN O (37

Ef—5£

y una ecuacion de numero que garantiza la conservacion de la carga [30]

2ng(T) — 2mp(T) + ne(T) = n (2.38)
donde
‘ €E—U 1
ne(T) = f deN(e) [1 — E© tanhEﬁE(e) (2.39)
0

es el nimero de electrones desapareados. De la ecuacion (2.38) n = N/L? es el nimero de densidad de
electrones, en tanto ng(T) y mg(T) son respectivamente los nimeros de densidades de Cp’s 2e y 2h en
todos los estados bosonicos, K = 0. Donde ng (T) es [30]

ng(T) = no(T) + np,(T)
(2.40)
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nps(T) = f deM (&) [expB(Ey (0) + & — 2u) — 1]
0+

y en forma similar, para mg(T) se tiene

mg(T) = mo(T) + mp,(T)
(2.41)

mp.(T) = f deM () [expf(2u — E_(0) + &) — 1]7L.

Note que podemos interpretar a mg, (T) precisamente como el nimero de CP’s-2h “preformados” con
K >0,y ng,(T) de CP’s-2¢ “preformados”. Estos CP’s son no condensados en contraste con los CP’s
en el estado K =0, los cuales ya estan condensados o han tenido una BEC.

La solucion autoconsistente de las tres integrales acopladas, ecs. (2.36), (2.37) y (2.38) nos
proporcionan las tres variables termodindmicas del formalismo GBEC

L) (T, n, ‘Ll) my (T, n, ,Ll) y M(T, Tl). (242)

2.5 Energia de Condensacion en GBEC de un Material Superconductora T =0
La energia de condensacion a T = 0 por unidad de volumen, dentro del formalismo GBEC esta
dada como

Es—E, QT =0)—Q,(T =0)

T T (2.43)

donde E, y E, son las energias internas para las fases en el estado normal y superconductor,
respectivamente. Ya que para cualquier temperatura T la energia libre de Helmholtz se define como F =
E—TS =Q+ uN, donde S es la entropia y u que en este caso es el mismo tanto para la fase en el
estado superconductor (s) como para la fase en el estado normal (n). Dado que en la fase normal
no(T) = 0y my(T) = 0, tal que A(T) = 0 paratoda T = 0, entonces la ecuacién (10) de [30] se reduce
a

Q‘n(T =0)

00 u 0
= | deN@e-p-le—uh =2 [ deN@e - =2 [N @4
0 0 -u

Para la fase superconductora dentro del esquema crossover B [30]

o)

Q(T=0
B0 ahopma(0) + [ dsweoy (5— /€2+AS>

—u
(2.45)
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—fl(A)D ha)D

= 2hawyny(0) + 2 f dEN(E)E — 2 f dEN(D) 2+ 3.

—u
Substrayendo (2.44) a (2.45), y colocando N (&) = N(0) se obtiene exactamente [30]

Es —En = 2hwpny(0) + N(0) [(hw )2 — (hwp) [(hwp)? + A2 + Adln A ]
14 pTto P DIMHED O T ey + J(Rwp)? + A2

(GBEC) (2.46)

Una practica comun en las teorias de SC’s y SF’s consiste en ignorar los CP’s-2¢ o los CP’s-2h,
lo que da las versiones crossover C y D. Ignorando los CP’s-2h y considerando (10) de [30] para T = 0,
tal que £~ = 0, my(0) = 0y ny(0) = A3/f? obtenemos

h(l)D

0
(T =0
l—( T )l = hwpng(0) + 2 fdi(f)f + N(0) f dé (f — /52 + Ag). (2.47)
* —u 0

Substrayendo (2.44) a (2.47) se obtiene

hwp
[ESL—dEnL = hwpny(0) + N(0) j dé (5 - /52 + A%) (2.48)
0

lo cual nos da justo la mitad del resultado de la teoria GBEC (2.46). En forma analoga, si [(Es — E,,)/
L*]_ es la contribucion solamente de los CP’s-2h, podemos suponer que f, =0 y ny(0) =0y
eventualmente arribamos precisamente al lado derecho de (2.48). Pero con my(0) = A3/f? en lugar de
no(0) = AZ/f2. Entonces

P = [P =30ty [1 - VT Gy ]

2 N8 [1 -5 (Ao/hwp)? + (80 /haop)?] (249

lo cual es nuevamente un medio de la energia de condensacion de la teoria GBEC (2.46). Esta
semidiferencia ocurre precisamente porque tanto n, 0 my, y f,(€) 0 f_(€) se han suprimido.

Como ya se menciond, una de las caracteristicas practicas del formalismo GBEC es la
unificacion de las diversas teorias estadisticas continuas conocidas de superconductores. Un ejemplo
practico de esto y que confirma su validez, es el caso en el que se ignoran por completo los CP’s-2h
para obtener el modelo tipo BEC de superconductores de T.D. Lee et al. [33]. Si ademas en el modelo
de Lee “apagamos” la interaccion boson-fermion surge el modelo boson-fermion ideal con el cual ya se
predijeron [34][35][36] valores realistas de T, en 2D para los cupratos.
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CAPITULO 3

Energia Libre de Helmholtz del Estado Superconductor vs Normal

Dentro de Formalismo GBEC
3.1 Comparacion de la Energia Libre de Helmholtz del Estado Superconductor con
la Correspondiente al Estado Normal

A partir del gran potencial termodinamico Q asociado al Hamiltoniano caracteristico del
formalismo GBEC, ecuacion (10) de la referencia [30], se puede definir en forma explicita la energia
libre de Helmholtz como F/L% = Q/L% + uN /L%, denotando con F,(T) la energia libre para la fase en el
estado superconductor y con F,(T) la correspondiente a la fase normal para temperaturas T > 0. En esta
seccion se demostrara que dentro del formalismo GBEC, para el caso especial de simetria perfecta en el
numero de CP’s 2e/2h (caso BCS), que las energias libres satisfacen la desigualdad F;(T) < E,(T) para
toda temperatura T € [0,T,]. Un ejemplo de esto, son los resultados experimentales de las energias
libres F,, y F, para una muestra de aluminio [37] que se muestran en la figura 3.1.

|
<
NS
3 [

|
&
&t
I

Superconductor

I'ree energy in m]/mol
|
>
T T

1 |
= g
oo -1
T

—T.=LI80 K

T

=09

Temperature, K

Figura 3.1 Valores experimentales de la energia libre como una funcion de la temperatura para el aluminio en el estado
superconductor y en el estado normal. Debajo de la temperatura de transicion T, = 1.180K la energia libre es menor en el
estado superconductor. La curva F; es medida en un campo magnético nulo y F, es medida en un campo magnético es lo
suficientemente intenso para poner a la muestra en el estado normal. [Figura tomada de la referencia 37].
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Se puede observar de esta grafica que la energia libre E, es mayor o igual que la energia libre F, dentro
del intervalo de temperaturas 0 < T < T, y que para toda temperatura T tal que T, < T las energias
libres F, y F, coinciden. Ademas que la diferencia [F;(T) — F,(T)]/L* es una funcién monotona
decreciente de la temperaturaen el intervalo 0 < T < T..

De acuerdo con lo anterior, para especificar F, de la fase superconductora (dentro del
formalismo GBEC) se considera que ny(T) = my(T) y ng(T) = mg(T), lo que implica por una parte
de las ecuaciones (2.40) y (2.41) que u = E;. Y a su vez, que de las ecuaciones (2.38) y (2.39) las
cantidades Ef y E coinciden, pues al tomar la simetria perfecta de CP’s 2e/2h se cumple que n = ny.

Por otro lado, para especificar la energia libre de Helmholtz para la fase normal E, se considera
ny(T) = my(T) = 0y que A(T) = 0 paratoda T = 0. De lo anterior, se tiene entonces

[F,(T) — Fy(T)]/1¢ = [0 — Q,]/1% =
(3.1)

th th

1+ exp(—p¢)
dé{2ny, + N(&)| (4/p)1 +2|& = J&24+A2 = déI1(ET).
bf "o " 1+ exp(—,[i‘wlfz + AZ) [ ] bf

Donde { =e—uy f =1/kgT. Ademas se considera A= /ny(T)f(€) +mo(T)f-(€), con fi(e)
como el parametro de acoplamiento boson-fermion de los CP’s 2e y 2h, los cuales se suponen iguales en
magnitud [esto es f,(e) = f_(e) = f] y que f.(e)f_(e) = 0. Mientras que la densidad de estados se
considera N(¢) = N(Er) = N(0), lo que también es una buena aproximacién cuando hwp < u.

Para demostrar que el valor obtenido de la ecuacion (3.1) es negativo o cero en el intervalo de
la temperatura T € [0, T,.] se hacen las siguientes observaciones:

a) I1(¢,T), es una funcidn diferenciable y continua en &.
b) Note que el valor de I(¢,T) se anula para T = T,, lo que implica que la integral (3.1) es cero. De
esto se deduce, que la energia libre de Helmholtz para la fase en el estado superconductor y la

correspondiente a la fase en el estado normal coinciden a esta temperatura.

c) ParaT = 0, el valor de la integral de la ecuaciéon (3.1) [30] resulta ser

[F;(0) — F,(0)]/L% = N(0)(hwp)?[1 — /1 + (8o/hwp)?] < 0. (3.2)

La energia de la ecuacion (3.2) esta asociada con el valor esperado de la funcién de onda de prueba
BCS, la cual nos proporciona una rigurosa cota superior al valor exacto de la energia para el estado
fundamental del Hamiltoniano BCS. En la referencia [38] se hace una estimacién para la energia de
condensacion del niobio (Nb, bce, T, =~ 9.3K, campo magnético critico H. =~ 160kA/m) la cual
resulta ser 2 x 10~%eV /atomo; las energias de condensacion son tan pequefias que fueron un
misterio hasta que la teoria BCS demostrd que son del orden de (kzT.)?N(0) = 807.8 J/m3, con
N(0) = 4.904 x 10*¢(Jm?3)~*. Cantidad que puede ser comparada con la energia de condensacion
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de 1414.4 ] /m?3 dada por la ecuacion (3.2), en la que se consideraron los valores de A,= 2.403 X
10722 J yde T, = 275 K [39].

Por otro lado, para el caso del aluminio se consideran los valores: A= 2.804 x 10723J,
Tp =428K, T, =1.18 K y N(0) = 1.016 x 10*” (Jm3)~1 [39]; que al sustituirse en la ecuacion
(3.2) nos da la energia de condensacion de —39.93 J/m3 = —0.399 mJ /mol, resultado que puede
compararse con la energia de condensacion de —0.43 mJ/mol que se obtiene directamente de la
grafica en la figura 3.1.

d) Evaluando la integral de la ecuacion (3.1) se obtiene

[F(T) — F,(D]/L? = 2hwpng(T)[1 — (1/2)VN(0)senh™ (hwp/D)] +

N(0)(hwp)?[1 — /1 + (A/hwp)? | — hwpVN(0)ng(T)senh ™t (hwp/A) + (3.3)

th

4kBTf dEN(E)ln{ 1+ exp(59)
0

0
1+ exp(—B+/&2 + A?2) s

donde V = f2/2hwp puede identificarse como la intensidad de la interaccion atractiva entre
fermiones en el modelo de interaccién BCS. Note que el resultado de la suma de los dos ultimos
términos de la ecuacion (3.3) es negativo, debido a que el valor (de la integral) del dltimo término
tiene una cota superior igual a 4N (0)kgT (hwp)In2.

De las observaciones anteriores se puede concluir que: a) [F:(T) — F,(T)]/L* <0 en el
intervalo de temperaturas 0 < T < T, y b) que nuestros resultados justifican apropiadamente, en forma
cualitativa, la posicion y diferencia entre las graficas para F, y F; de la figura 3.1.

Por ultimo, es posible una demostracién mas general para el resultado de la ecuacién (3.3) si se
muestra que I1(&, T) es una funcidn estrictamente creciente de T en el intervalo de temperaturas 0 < T <
T, y paratoda & > 0, para lo cual se calcula

AIET) fANE)
aT = —Z(dno/dT) (m - 1)
1+ exp(—p¢) 0 1+ exp(—p¢)

N(¢){4kpl 4/8)==1 =
' (E){ "renpiirm)| T (a2 } o
34

, 2haw)p , exp{—pE + 27} 1+ exp{—p¢}

2n}(T) — (mN(f)VnO(T)> (1 -2 e {—B\/W} > +4kN(§)In {1 o [—/3 m}}
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k() | PP B BT Bexp{-p T E|
B 1+ exp{—ﬁf} 1+ exp{_ﬁ\/m} =

hwp exp{—ﬁ\/f 2+ Az}

2
— 2D NV (T -2
V2 + A2 Vo) 1+exp{—,8\/€2+A2}

Dado que el valor de I(¢,T) se anula a la temperatura T = T, se tiene que I(&,T) < 0 en el intervalo de
temperaturas 0 < T < T,. Por lo tanto, se puede afirmar que el valor de la integral de la ecuacion (3.1)
sera menor o igual a cero para toda temperatura T tal que 0 < T < T,, lo que a su vez implica que en

este intervalo de temperaturas la energia libre de Helmholtz asociada a la fase en el estado normal es
mayor o igual a la energia libre correspondiente a la fase en el estado superconductor.

+ N(&)A/2T > 0.
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CONCLUSIONES

El ingrediente basico dentro del marco tedrico de la superconductividad es el mecanismo
dindmico de apareamiento entre fermiones que intercambian algin tipo de pseudoboson (fonon,
plasmon, etc.), proceso mediante el cual vencen su repulsion eléctrica. Desde otra perspectiva, en la
busqueda del modelo adecuado para mimetizar la interaccion atractiva entre particulas fermionicas para
la formacidn de pares de Cooper (pares de electrones u hoyos) en sistemas de muchos fermiones en la
materia condensada, se encuentra que para un sistema 1D superconductor es adecuado el uso de un pozo
de potencial delta; en tanto para sistemas superconductores 2D y 3D se considera que la formacion de
CP’s es debido al acoplamiento de los fermiones mediante su interaccion via un pozo de potencial delta
regularizado que nos proveen de uno y so6lo un estado ligado de energia. El valor de la energia
correspondiente al estado ligado en el caso 2D se da en la ecuacién (B8) y para el caso 3D se da en la
ecuacion (B13).

Un ejemplo del uso de un pozo de potencial delta 2D regularizado es su aplicacion en el estudio
de la superfluidez del sistema que consiste de una monocapa diluida de 3He sobre una pelicula delgada
de “He 11, en el cual se ha utilizado este tipo de pozos de potencial (no mencionado por Miyake) para
imitar la interaccion atractiva entre las particulas ®He de la monocapa diluida. Lo que se hace evidente
en la forma propuesta para la expresion de la energia del estado ligado E, en el vacio, y que
posteriormente permite deducir analiticamente las ecuaciones de Miyake del sistema, u y A
explicitamente en términos de Er y E,.

En el contexto de la teoria BCS de la superconductividad, se considera a los CP’s como
bosones conformados por electrones (u hoyos) acoplados debido a su interaccion con la red cristalina. El
acoplamiento es visto como el intercambio de fonones (cuantos de energia vibracional de la red) entre
los electrones de conduccidn. Si tal modelo es complementado con una relacion lineal de dispersion de
los CP’s, que incluya la posibilidad del rompimiento de pares, esto implica tanto la obtencion de
temperaturas substancialmente mayores que las dadas por la teoria BCS como la posibilidad de una
condensacion Bose-Einstein (BEC) para sistemas de dimensién mayor a la unidad. Resultado que
contrasta con el obtenido cuando se consideran bosones de masa m en el vacio con una relacion
cuadratica de dispersion, lo que condiciona una BEC para un sistema de dimension d > 2.

Mas aun, al considerar una mezcla ideal de fermiones desapareados y pares rompibles con una
relacion lineal de dispersion, para la cual el rompimiento-térmico del par esta explicitamente permitido
(modelo simple ideal boson-fermion), se obtiene el resultado dado en la ecuacion (1.23) para la
temperatura critica. Resultado que contrasta con el valor de la temperatura infinita T, dada en la
ecuacién (1.17) para un gas puro de pares rompibles, observandose que la simple presencia tanto de
CP’s “preformados” como de fermiones desapareados en el estado fundamental ha conducido a T,’s de
valor finito.

El formalismo GBEC es completo en el sentido en que los CP’s 2h no son ignorados, donde
los hoyos que conforman los CP’s (2h) del mar de Fermi estan asociados con los N electrones del
sistema en el modelo de una banda, y que también experimentan una BEC sélo aquellos CP’s-2h (2e)
con CMM = 0 (K > 0). Este modelo tiene la ventaja de que nos permite recobrar casi otras teorias, la
teoria BCS como caso un especial. Ademas, que la teoria GBEC puede particularizarse a las teorias
estadisticas conocidas para superconductores, incluyendo el esquema crossover BCS-Bose en las cuatro
versiones. El impacto practico de GBEC es que produce T,’s mayores que las predichas en la teoria
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BCS, sin abandonar la dindmica electron-fondn, cuando uno se desvia de la simetria perfecta 50/50 de
CP’s 2e/2h en el condensado.

En base al formalismo GBEC, es posible demostrar un resultado fundamental relacionado con
las fases presentes en un material superconductor en el intervalo de temperaturas 0 < T < T,: la energia
libre de Helmholtz asociada al estado superconductor es menor o igual a la energia libre del estado
normal el intervalo de temperaturas 0 < T < T,. Lo que significa que la fase en el estado normal es
menos estable que la fase en el estado superconductor, por lo que el sistema fermidnico en el intervalo
de temperaturas considerado tiende a tomar el estado superconductor mediante su apareamiento para la
formacion de CP’s, donde la intensidad de este proceso a una temperatura T depende de la diferencia de
las energias libres de Helmholtz del estado normal y superconductor.
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APENDICE A Pozos de Potencial Deltaen d = 1, 2 y 3 Dimensiones

El objetivo de esta seccion es la discusion del modelo adecuado de interaccion entre particulas
fermidnicas para la formacion de CP’s (pares de electrones u hoyos) en sistemas de muchos fermiones
en la materia condensada. Debido a que el fenémeno de la superconductividad en sistemas casi-
bidimensionales o 3D es un tipo de condensado Bose-Einstein de CP’s, cuando dicho sistema se enfria
por debajo de la temperatura critica de transicion T, serd importante y fundamental desarrollar un
modelo que explique y justifique la formacion de tal tipo de bosones.

Para hacer mas comprensible la formacion de CP’s, se considera que la interaccion atractiva
entre el par fermidnico que supera su fuerza repulsiva entre el par de electrones (0 huecos) que
componen el CP, es el resultado de la emision de un fonon por un electrén y la absorcion del mismo por
el otro electron, mecanismo que simplifica y caracteriza la interaccion del par fermionico con la red. Por
otro lado, otro modelo que mimetiza la formacién de un CP es aquel que considera que la formacion de
CP’s es debido al acoplamiento de pares de electrones (u hoyos) mediante un pozo de potencial delta
regularizado. Pozo de potencial delta para sistemas d = 1 y pozos de potencial delta regularizados para
sistemasd =2 yd =3 [40, 41].

La secuencia de este Apéndice serd la siguiente: primero se muestra que para sistemas de
dimensién d = 1 el uso de pozos de potencial delta es suficiente, pues soporta un so6lo nivel de energia
correspondiente a un estado ligado. Y finalmente se muestra que los pozos de potencial deltaend =2y
d = 3 tienen un nimero infinito de niveles de energia para el estado ligado, pero que posteriormente
sujetos al método de regularizacién (Apéndice B) soportan solamente un nivel de energia que
corresponde al estado ligado del par fermidnico. Lo que es conveniente en aquel tipo de interacciones
que dependen de un so6lo parametro y que facilitan el modelado de la dinamica para la formacion de
CP’s en superconductores casi-bidimensionales (como cupratos) o en d = 3 para superconductores
convencionales y en superfluidos fermionicos neutros como los gases ultrafrios atrapados de Fermi [42].

A.1 Pozo de Potencial Delta 1D
Considere el potencial atractivo delta 6 (x) de la forma

V(x) = —vob(x) (A1)

donde §(x) tiene dimensiones del reciproco de la longitud, dado que jé(x)dx=1 asegurando que el

intervalo de integracion incluye el origen, y vy = 0 [40, 43] con dimensiones de energia-longitud. Para
estados ligados (E < 0), la ecuacion de Schrddinger para una particula de masa m en un pozo de
potencial V (x) tiene la forma

d*u(x) _ 2m
Tz keu(x) = —?v()&(x)u(x) (A2)

donde u(x) es la funciéon de onda 'y k? = 2m|E|/h?. Como la solucion de la ecuacion (A2) para toda
x # 0 debe desaparecer cuando x — +oo, por inspeccion es evidente que u(x) = exp(—kx) parax > 0
y u = exp(kx) para x < 0. Integrando la ecuacion (A2), en cuyo resultado sustituyen u(x) y se aplican
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las condiciones de frontera (en torno a x = 0), se encuentra que para el pozo de potencial delta 1D la
energia correspondiente del Unico estado ligado esta dada como

g% A3
- th . ( )

A.2 Pozo de Potencial Delta en d-dimensiones
En d-dimensiones, el pozo de potencial delta atractivo puede ser construido a partir de un pozo
de potencial atractivo [42] de “ancho” y profundidad finita

V()= —-V,6(R — 1) (A4)

donde r es un vector d-dimensional y r su longitud, en tanto que 6(x) = (1/2)[1 + sgn(x)] es la
funcion escalén de Heaviside, la cual toma el valor de 1 para x > 0 y 0 para x < 0, R es el ancho (o
radio) del pozo y V, = 0 su profundidad. Asi, el pozo de potencial delta atractivo se obtiene de (A4)
mediante el limite doble

—Vy6(R — 1) Voo R0 —V,6(r) (A5)

3RAV,=cte

donde vy = C4RW, >0y C; = m%/?/T(d/2 + 1). Nbtese que C, = 'y C3 = (4/3)m. El valor de v,
se determina explicitamente después de integrar ambos lados de la ecuacion (A5) sobre todo el volumen
d-dimensional.

A.3 Pozo de Potencial Delta 2D
Para el caso de un pozo de potencial delta en 2D, construido a partir de un pozo de potencial de
alcance R dado por (A4) y asegurando que [ d?r&(r) = 1 se requiere que

lim VymR? = v, < . (46)

Vo—0,R—0

Considerando la ecuacién de Schrodinger para el caso E < 0 y un pozo de potencial atractivo
(A4) en 2D

Vi (1) - iTIV(r) +Elw@®=0 (A7)

se propone una solucion separable en términos de las variables r y ¢ de la forma y(r) =
f(r)exp(ive), que al sustituirse en la ecuacion (A7) serd valida parav =0,1,2,3, ... ; con la variable
angular ¢ en el intervalo —m < ¢ < 7.

En el intervalo 0 < r < R las soluciones radiales finitas en r = 0 son las funciones cilindricas
de Bessel J,(Kr) = /2Kr/mj,_1,,(Kr) de orden v con K? = 2m(V, — |E|)/h?. Y para r > R, las
soluciones linealmente independientes son las funciones modificadas de Bessel K, (kr), donde k =
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2m|E|/h?, las cuales son regulares conforme r — oo. Las condiciones de frontera en » = R pueden ser
escritas como

dJ,(Kr)/dr _dK,(kr)/dr

e R T R )

Puesto que lo que se quiere confirmar es el colapso de los niveles energéticos para un potencial delta de
interaccion entre pares de cuerpos de un sistema de un nimero grande de cuerpos, es suficiente mostrar
esto para el menor nivel de estado ligado, v = Oen la ecuacion (A8). Para el cual [44]

J(KR) _ Ki(kR)
Jo(KR) " Ko(kR)’

KR (49)

lhs
2 -
0 Munuﬂvﬂunununvnﬁ%w kR
2 -+
-2

Figura Al. Los estados ligados para un pozo delta 2D estan asociados con los ceros
de (All). Para v, /|E| =1000, esta grafica ilustra las raices (estados ligados) de (A11),

las cuales forman un conjunto infinito conforme nos aproximamos al pozo limite 6§
[Figura tomada de la referencia 42].

En la referencia [42] se hace un andlisis detallado de (A9) que nos permite cuantificar el niUmero de
estados ligados, llegandose a la conclusion que para el pozo de potencial § atractivo el numero n de
estados ligados corresponde al nimero de ceros del lado izquierdo de (A9). Esto es, de la ecuacion (A6)

1/2

%
KR = kR (ﬁ - 1) > J2myy/nh? < (A10)

Vo—0,R—0
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resultado que no requiere necesariamente que KR << 1 (caso de un pozo de potencial somero). Si KR
no es << 1, las funciones de Bessel oscilan por largos argumentos sin un periodo constante. En tal caso
[44, pag 364]

2 3
Ji(x) s \/;cos (x - Zn). (A11)

La cual permite localizar los ceros de la parte izquierda de (A9) que son a la vez solucion de (A9) en el
limite § del pozo de potencial atractivo, note que conforme V,,/|E| crece los ceros se aproximan entre si

sobre el eje “kR™, tal que cuando nos aproximamos al pozo limite § (V, /‘E‘—)oo) el numero n de
estados ligados crece indefinidamente. (Como puede verse en la figura Al).

A.4 Pozo de Potencial Delta 3D

Para el potencial (A4) en d = 3, la funcion de onda de la particula en coordenadas esféricas [45]
es Y(r) = R(r)Y;,, (0, ), donde [46] Y;,,,(6, @) son los armonicos esféricos y R;(r) es la parte radial
de la funcion de onda. Para 0 < r < R, las soluciones radiales finitas (o regulares) son las funciones
esféricas de Bessel del primer tipo j,(Kr) de orden [, con K% = 2m(V, — |E|)/h?, pues j,(Kr) < o
(regular) en r = 0. Para r > R, las soluciones radiales linealmente independientes son las Ilamadas
funciones esféricas modificadas de Bessel x;(kr), con k? = 2m|E|/h?, donde k;(kr) decae
exponencialmente conforme r — oco. Las condiciones de frontera en r = R, que expresan la continuidad
de la funcion de onda R;(r) y su discontinuidad en la primera derivada pueden combinarse en la
relacion

dj,(Kr)/dr _dig(kr)/dr

LKD) R T TGy IR (412)

tomando [ = 0 y recordando [46, pag. 730] que j,(x) = senx/x y ky,(x) = exp(—x)/x, de la ecuacion
(A12) se obtiene

KRcot(KR) = —kR con (I = 0). (A13)
Es posible escribir las energias del estado ligado [ = 0 como E,, = —h?%/2mR?(n?/4 + £2), donde ¢,
son las raices adimensionales de (A12), con n=1, 2, 3, ... . De la solucion grafica estandar [47] de la

condicion (A13) se muestra que existen n estados ligados [ = 0, siempre y cuando el parametro del pozo
sea tal que [40, pag. 124]

(n — %)n < <2m;g)R2) < (n + %)n n=1,2,.. o). (A14)

El potencial delta 3D, —v,6(r), como se definid en (A5), tendréa una intensidad

3 - 3 - AT o3
Vo= | d°rvd(r) = lim . d’rV,6(R—1r) = lim ?VOR < (A15)

V0—>oo,R—> V0—>00,R—>0
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por lo que conforme V, - oy R — 0, la parte central de (A14)

(2mV,R?/h?*)Y/?2 = (3mv,/2mh?R)Y/? 0 (A16)

De aqui, se infiere que el nimero n de estados ligados en el pozo de potencial delta 3D es infinito, para
cualquier intensidad v, finita y fija.

APENDICE B Pozos de Potencial Delta Regularizados en
d =2y 3 dimensiones

B.1 Pozo de Potencial Delta 2D Regularizado

El proceso de regularizacién en d = 2 o 3, consiste en producir un pozo § con una intensidad
infinitesimalmente pequefia v, a partir de un pozo de ancho y profundidad finita. La regularizacion de
los pozos de potencial atractivos 2D sera de caracter fundamental, debido a que los pozos de potencial
regularizados son utiles para modelar y justificar la presencia de pares de Cooper en diversos materiales
superconductores.

Primero, se considera un pozo circular de interaccién entre dos cuerpos [48]

Ve(r) = 6(R—r) donde (R, > R > 0) (B1)

RZ(In|R/Ro| +¥)

que en el limite cuando R — 0% implica que Vz(r) = —v,8(r) con v, > 0, el cual posee sélo un estado
ligado (onda S). Es decir, obtenemos una regularizacién del potencial atractivo delta 2D con una
intensidad que se disipa en forma logaritmica, pues Vi (r) R—>00 (vr > 0). Donde R sigue siendo el

ancho del pozo, R, es un parametro arbitrario que mide la intensidad de la interaccion, y =
0.5772156 ... es la constante de Euler-Mascheroni y 6(R —r) la funcion escalon de Heaviside.
Ademas, el potencial (B1) en el limite delta (A10) nos permite calcular la intensidad del pozo §, esto es

vo(R) = derVR(r) = —2m/(In|R/Ry| + V) (B2)

cuyo valor es positivo y que se disipa en forma logaritmica conforme R — 0*.

Cuando el valor obtenido (B2) es substituido en la ecuacién de Schrddinger, en unidades
h = 2m = 1 [48], dado que Vx(r) es un potencial regular, que puede ser tratado mediante la mecéanica
cuantica elemental, cuyo analisis en el limite cuando R — 0, con R, fijo, nos proporciona dos
relaciones. Una para el parametro arbitrario R, y otra para el cambio de fase §,(k) de la onda S, las
cuales estan dadas como [48]

tand, (k) = %ln(kRo /2) (B3)

E, = —4/R3 (B4)

45



con E = k2. De (B3) y (B4), es posible notar que la dependencia con R (regulador) se ha removido, por
lo que se dice que las magnitudes E, y &,(k) son renormalizadas. Ademas, que las unidades de E,
estaran dadas como [E,] = h%/mRj. Por otra parte, debido a que la escala R, es arbitraria es necesario
determinarla mediante una condicion de normalizacién, procedimiento mediante el cual se establece una
relacion con alguna cantidad fisica. Y precisamente el valor de R, es fijado cuando se identifica E, de
(B4) como la energia del Gnico estado ligado.

O bien, en forma equivalente, siguiendo el procedimiento de la seccion pozo de potencial delta-
2D a partir de la ecuacion (A7), donde ahora la masa se sustituye por la masa reducida de un par de
electrones y el potencial de la ecuacion (B1) es multiplicado por un factor A2/2u, hasta llegar a la
ecuacion (A9) para la condicién de frontera. Considerando v = 0, se tiene que

KR = 2 2H E|R? B5
= T iR/RT v w2 E (B5)

kR = \[2u|E|R? /2. (B6)

Note que estas dos ultimas cantidades son mucho menores que la unidad cuando R — 0. Puesto que para
argumentos pequefios [44, pag. 360] son validas las aproximaciones J, (x) 2 xV/2Vv!' Y xK;(x)/
X

Ky,(x) — —1/Inx; la condicion de frontera (A9) puede ser escrita como
x<K1

—1/(KR)? = In(kR) /2 (B7)

en la cual se introducen los valores de KR y kR, del resultado obtenido se toma el limite R — 0 para
obtener el valor de la energia del Unico estado ligado

|E|

2 femten) .

2u| R
Cuya unicidad puede justificarse por medio de n = ENT [akyaxR /7], donde a = (|Vx|/|E| — 1)*/? yn

es el numero de estados ligados para n > 2. Asi, para un potencial delta 2D regularizado n tiene la
forma

n = ENT[(2m/m3h3)2av}’?]. (B9)

Para el cual se tiene que n-o 0, lo que quiere decir que no existen 2 0 mas estados ligados y que el
-
estado ligado con energia dada por la ecuacién (B8), es Unico.

B.2 Pozo de Potencial Delta 3D Regularizado
Mediante un procedimiento analogo de la seccién anterior, se considera el pozo de potencial
esférico [48]
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Ve(r) = —(2/4R% + 2/RR)O(R — 1) (B10)

que se disipa cuando R — 0, esto es Vi (1) i 0 paratoda r > 0. Ademas de una intensidad

3 8mR?
Vo(R) = f d3rVp(r) =—=R + 3R
R3 0

(B11)

donde la intensidad del pozo es positiva y que tiende a cero conforme R — 0. Por lo que esto nos provee
de una regularizacion del potencial del potencial delta 3D. Dandonos para el cambio de fase
renormalizado &, (k) de la onda S el valor tand,(k) = —kR,; en tanto el Unico estado ligado de energia
que existe para R, > 0 serd E, = —1/R2.

O bien, en forma equivalente, siguiendo el procedimiento de la seccion pozo de potencial delta-
3D, hasta la ecuacién (A13) para la condicion de frontera. La cual puede reescribirse como

JA—y2/y = —coty (B12)

siy=KRyA= (2u/h?)R?|Vy|, donde Vj es el potencial de la ecuacion (B10) por un factor A2 /2y, de
lo cual es posible obtener, después de un poco de algebra y de considerar R «< 1, la energia del Gnico
estado ligado

h? N 4Rh? h?
- :
2uRZ  uR3m2 R-02uR}

|E| = (B13)

La justificacion de que el estado ligado es unico se realiza retomando la ecuacion (D14) en la
cual se sustituye la intensidad de acoplamiento v, (R) = m3R/3 + 8mR?/3R,, Y que después al tomar el
limite cuando R — 0, se tiene la desigualdad

(n—%)n<§<(n+%>n (B14)

la cual se satisface solamente paran = 1y por lo tanto s6lo hay un estado ligado.

APENDICE C Caélculo de la integral fh“"’/ZkBT

Seab = hwp/2kgT,. > 1y definiendo

“d¢(tanh/$)

b

1 b

2

f(b) = | deltanht/E] = | dé[tanhé /€] + | dE (1)
Of Of f g fexp(2€)+1]}

donde se ha usado la identidad tanhx/x = (1/x)(1 — [2/exp(2x) + 1]). Entonces
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o)

£(b) =Ofd§[tanh§/§]+znb—1f dé exp(2€)+1 +f dé exp(2§)+1]} €2)

b

note que la ultima integral de (C2) tiende a cero para b grande. En tanto la segunda integral puede
escribirse [46]

o

J.df{ exp(ZE) + 1

1

fdf {sechmexp( E)} _, i COME@ 3
1 n=1
para la cual se ha utilizado la identidad sechx = 2{}5°,(—1)"*1exp[—(2n — 1)x/x]} y la definicion
B = [ atferp(-0)/e). (c4)
La cual se expresa también como
Ei(x) = fdt[exp(—t)/t] = fdt[exp(—t)/t] - fxdt[exp(—t)/t] (€5)
X 0 0

que después de un poco de algebra, se llega al resultado

j it 1—exp(—t)

" =E(x)+y+inx (C6)
0
donde y es la constante de Euler-Mascheroni.
Por otro lado, la integral
1 1
tanhé senhé
j dé¢ : = j dé : seché (c7)
0 0

que se desarrolla de la siguiente manera

1

senhé&
2 f dé 3 exp(—=&) = E;(2) +y + In(2)
0

1

2 J d¢ Se’;hf exp(—38) = —E,(2) + E;(4) + In(2)

0

(C8)
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1

2 f d¢ Se:;hf exp(=58) = —E,(4) + E;(6) + In(3/2)

0

1

2 f dé Ser;h‘z exp(—=78) = —E;(6) + E;(8) + In(4/3)

0

De manera que

1

[ a t“"h‘z =2 Z( DE(2n) +7 + Z{ln (2n+1)?/(2n)(2n + 2)1} (€9

0

donde la Gltima sumatoria, de acuerdo con los productos infinitos de Wallis, es equivalente a

, 3:3:5:5:7-7-2n—1)C2n-1D2n+1)2n+1) - _ (22> 10
n 2:2446-6-02n-22n-2)Cnen -~ | " (€10)
y utilizando los resultados de las ecuaciones (C2), (C3) y (C9), se obtiene el resultado [44]
th/ZkBTC
1/v,N(0) = f dé(tanhé /) = <4ey th> c11
JvoN(0) = §(eanhg /) = In (-3 (Cc11)

0

APENDICE D Ecuacion de la Brecha BCS A(T) paraT < T, (T = T,)
Partiendo de la ecuacion [31, pags. 447-449]

th

1 =v,N(0) f Ltanh <ﬂ> (D1)
. VAZ + €2 2kpT
definiendo x = ¢/2kgT y k = A(T)/2kgT, (D1) se puede escribir
Seny=ro
ON(O) f mtanh (Va2 + k2). (D2)

Entonces, restando en ambos lados de (D2) un mismo término se tiene
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Xo

X
1 f tanhx fo tanh(x? + k*)Y?  tanhx
voN(0) h (x2 + k2)1/2 x |

(D3)

Dado que f0x° dx(tanhx/x) = In(2hwpexp|y]/mkgT) para T = T, y en particular T < T,, y que
1/voN(0) = In(Qhwpexply]/mkgT,). Puede desarrollarse la siguiente expansion de Taylor

_ kT 2hwpexply]
In(Rhwpexply]/mkgT) = In(2hwpexp|y]/mkgT.) + {[Zthexp[y] (— T )] T:|TC>< (T - TC)}
= 1/voN(0) + [(T. = T)/Tc] = 1/voN(0) + 6T /T.. (D4)
Entonces (D3) se puede escribir
~ ’ tanh(x? + k)2  tanhx DS
_f * (x2 + k2)1/2 x (D)

la cual es desplegada en los intervalos [0,1] y [1,x,]. Entonces, utilizando el desarrollo tanhx =
ye[R#m(2#m —1)/(2n)']x?""1B,, (para |x| < m/2), donde B,, son los familiares nimeros de
Bernoulli [44, pags. 83-86]; por lo que

tanh(x? + k)% i {4n(4n 1)

(x2 + k2)1/2 2n)! [x*"72 + (n — Dx®" k2 + ﬁ(kz)]an} (D6)

y que considerando hasta el término k? se puede expresar

tanh(x? + k?)Y/?  tanhx i {I4“(4n -1)

2  k2)1/2 2! l(n— 1)x2”‘4k232n} (D7)

n=2

en tanto el valor de la integral de (D5) en el intervalo [0,1] ser&

! 2 231/2 2. fan(an _ —_
I1=] x(tanh(x + k%) _tanhx>=k_zl4 4"-1)(2n Z)Bnl-

o2 + k)12 @n)l  (2n—3) (D8)

Utilizando la formula de Stirling, (2n)! = 22"+ 1yan(@W+1/20xp(—2n), para la expresion asintética de
B,,, se obtiene

By, = 4(—1)" n?"(e)>™/mn (D9)

por lo que nuestra aproximacion para el valor de (D8) es
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I; ~ —0.267838044k? — k2(2/n)242([2/n]4)l + kZ(Z/n)%Z([Z/n]‘*)’ =
1=0 =0

(D10)
(—0.267838044 — 2.3499 x 107> 4+ 9.5238 x 107 °)k? = —0.267852019k2.
Por otro lado, para el intervalo [1, x,] se tiene que la integral
X0 [o'e)
= (4 tanh(x® + k*)Y?  tanhx\ _ p tanh(x? + k)2  tanhx
2 —f X (x2 + k2)1/2 T x _f (x2 + k2)1/2 T x -
‘ p tanh(x? + k>)Y?  tanhx D11
f x 2+ k22« (D1D)

Xo

que para x, grande, la ultima integral sera aproximadamente cero. Y expandiendo en Taylor el
integrando de la primera integral del lado derecho de (D11), se tiene

1, sech’x tanhx
I, == dx - ~ (—0.22501 + .071825)k2 = —0.15319k2. (D12)
x2 x3

N

1

Donde la integral se estimd mediante sumas de Riemann. Sustituyendo los valores de I; e I, en (D5) se
deduce que

X
8T JO p tanh(x? + k?>)Y?  tanhx
7.~ ) F T x
0

l ~ — 0.42104k? (D13)

como en la cercaniade T = T, se cumple que T? ~ T2, entonces

or _ 0.42104 & 0.10526 & (D14)
. 4kET2) k2T2
y por lo tanto
1/2
A ~ 3.10kyT. (1 - F) . (D15)

c

Este valor obtenido tiene una dispersion del 1.3% del presentado en [31, pags. 447-449].
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APENDICE E Sistema Superfluido BCSen2DaT=0K

E.1 La Superfluidez en el *He y *He Liquidos

El He es un is6topo de abundancia natural muy pequefia, caso contrario con el isdtopo “He
razonablemente abundante, que en sus fases liquida y sdlida posee ciertas propiedades inusuales. EI *He
llego a ser accesible a mediado de los 50’s con el crecimiento de arsenales nucleares en EUA y URSS.

Ambos isotopos de helio comparten la habilidad de permanecer en un estado fluido aln cuando
se enfrian a temperaturas muy cercanas al cero absoluto. Sin embargo, las propiedades del *He y del “He
en su fase liquida son notablemente diferentes a bajas temperaturas, debido al espin semientero que
posee el nhcleo del ®He, pues tal espin hace que los atomos de *He se comporten como particulas de
Fermi. En contraste, los 4&tomos de “He son particulas de Bose que tienen la tendencia a acumularse en
el mismo estado a temperaturas muy bajas por el proceso condensacion de Bose-Einstein. De hecho, por
debajo de aproximadamente los 2.2 K, el *He liquido realiza una transicion de fase a un estado
superfluido, en el que una gran fraccion de todos los atomos en el fluido se condensa en un solo estado
cuéntico, y que por tanto pueden ser descritos por una funcion de onda cuéantica macroscopica. Sin
embargo, a temperaturas de casi tres 6rdenes de magnitud mas cercanas al cero absoluto, el *He liquido
aun no presenta tal transicion.

A temperaturas muy cercanas al cero absoluto, el comportamiento de los fluidos de Fermi es
bastante inusual como lo muestran los electrones de conduccién en los metales, desplazandose a
velocidades del orden de una centésima de la velocidad de la luz. Debido a que los atomos de *He son
mucho mas masivos que los electrones, sus velocidades son del orden de 50 m/s. Tal transicion al estado
superconductor que suelen presentar algunos fluidos de Fermi, puede ser descrito a través de una sola
funcién de onda cuantica. Este comportamiento para una coleccion de Fermi fue entendido por primera
vez por Bardeen Cooper y Schrieffer en su teoria BCS (1957), en la cual los electrones de conduccion
forman pares, Ilamados pares de Cooper, que se comportan como particulas de Bose. Lo cual fue
corroborado por el estudiante de posgrado Douglas D. Osheroff en 1971, quien trabajaba con los
profesores David Lee y Robert Richardson, al descubrir al azar la existencia de la transicién de fase en
una mezcla de 3He liquido y sdlido a una temperatura de alrededor de 2.6 mK, en la que se encontraron
3 nuevas fases superfluidas. Estos son los unicos estados BCS hasta la fecha, en los cuales los pares de
Cooper son magnéticos, que exhiben texturas del tipo cristal liquido en el cual las propiedades de los
fluidos son distintas en diferentes direcciones, y cambian suavemente con la distancia.

E.2 Monocapa Diluida de *He Sobre una Pelicula Delgada de “He 11

Los experimentos de Bhattacharyya y Gasparini sobre una monocapa diluida de *He sobre una
pelicula delgada *He 11 [49], indican que la interaccion *He - *He y la masa efectiva m* de un solo *He
en un estado superficial puede variarse en un amplio intervalo, ademas que la pelicula de “He Il se
comporta como un substrato idealmente suave. Otra ventaja de este sistema es que la densidad n de 3He
puede modificarse continuamente del caso extremadamente diluido al caso moderadamente diluido, en

general 0.0006472 < n < 0.018472, lo que significa que la distancia interparticula y, = (2/\/§n)1/2

estd en el intervalo 84 < y, < 454, a lo cual puede darsele un tratamiento tedrico menos complejo
[50].
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Aqui se examinan las propiedades de un sistema diluido degenerado de Fermi con interacciones
y masa efectiva justo por encima del estado donde comienza el autoenlace de muchas particulas
(MPSB), pues si ocurre MPSB el sistema serd no diluido. Para evitar lo anterior se considera como
sistema a la pelicula *He - “He Il con un grosor de la pelicula de “He Il entre 12.24 y 18.8A. De acuerdo
a los argumentos de Miller y Nosanow (MN) que usan el teorema cuantico de estados correspondientes,
la condicion necesaria para MPSB en sistemas bidimensionales (2D) de Fermi a T = 0 es la existencia
de un estado ligado del dimero de onda S muy poco profundo para valores mayores del parametro
cuantico n al valor correspondiente en el que aparece MPSB. En el tratamiento MN, basado en el
potencial de Lennard-Jones (LJ), la intensidad de interaccion es parametrizada por el parametro cuantico
n = h?/meo?, cuyo valor critico para el inicio de MPSB es de n.r = 0.19 (de acuerdo con la
aproximacion variacional), valor que corresponde a la energia del estado ligado del dimero que es
aproximadamente E,~ — 10~2K. Por otro lado, el valor del parametro cuantico al cual inicia el enlace
del dimero es npr = 0.27. Dado que en general, la aproximacion variacional nos proporciona la cota
inferior del valor real de 1, y mas atn, debido a que la interaccion real entre las particulas *He sobre la
pelicula de *He Il puede modificarse considerablemente por (LJ) al involucrar los diversos modos en la
pelicula de “He Il por el proceso de intercambio. Por lo anterior, no se puede confiar en los valores
numéricos de MN. No obstante, es razonable la suposicion de que dos particulas ®He, de masa efectiva
m e interactuando, formen un estado ligado poco profundo de onda S [50].

Si bien es comudn expresar las propiedades del liquido de Fermi en términos de E,, el cual
puede ser visto como un parametro fenomenolégico cuyo valor corresponde a la aparicion de MPSB, su
célculo suele ser dificil a partir de una teoria microscopica. Una aproximacion de su valor (E, =
—h?/mb?) se da en base de considerar el hecho que tanto la distancia interparticula y, como el tamafio
b del dimero son mucho mayores que el alcance de interaccion I, de la fuerza. Que aunque no lo
menciona Miyake, esta forma de E, es propuesta a partir de suponer que las particulas *He interaccionan
atractivamente mediante un pozo de potencial delta 2D regularizado.

En el estudio de las propiedades del liquido de Fermi en la fase normal, es comun expresar

estas propiedades en términos de un soélo parametro & = 1/kpb(kp) = (2nn)/? = (4n/\/§)1/2y0_1.
Por lo que al determinar los pardmetros del liquido de Fermi en términos de ¢ es posible especificar el
valor de & (0 E,) a partir de los experimentos [51]. De acuerdo con la definicion de &, ¢ <« 1 cuando se
consideran energias cercanas a Tr = h?KZ/2m* = .

La naturaleza de un sistema diluido ha sido estudiado por Leggett [52], quien ha discutido en
términos de la aproximacion BCS la transicion de estado de los pares de Cooper a temperaturas T > 0,
pero T « h?/mlI¢ (£ « 1), al de una condensacion de Bose de moléculas diatémicas (1 < &) aT =0
conforme se varia el pardmetro & = 1/kgb.

En el caso & «< 1, las ecuaciones basicas para T >0 (pero T « h?/mliZ) ligeramente
modificadas son

Do
Be== ) Vi 77 tanh(Eio/27) (E1)
kr !
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_ & T H
n = Z [1 5 tanh(E/2T) (E2)

las cuales deben ser autoconsistentes en A, y u. La esencia de la version 2D de la teoria de Legget es
que en el limite diluido, (y,, b) > I,, la interaccion V,,, puede ser eliminada al renormalizar la ecuacion
(E1) de la brecha, dando como resultado

1 1
Zk: [E_k tanh(E/2T) ~ g /2mb2)] —0 (E3)

donde E; = [(g, — 1)? + A%]Y? con A constante.

Una solucidn de las ecuaciones (E2) y (E3) en 2D a T = 0 esta dada por
A = ZEFE = 4/ 2B2EF (E4)

1
#:EF(]-_EZ):EF_EBZ (ES)

Sl BZ = _EO = hz/mbz [49]

Por ultimo, se puede notar que las ecuaciones (E4) y (E5), llamadas Ecuaciones de Miyake,
tienen formas razonables en los siguientes dos casos limite: i) en el limite 1 « &, se tiene u =~ —gpé? =
Ey/2;yii)enel limite § < 1, u ~ ep y A= 2¢pé = h%kp/mb.

Apéndice F Lista de Simbolos

kp =1.38x10723J/K Constante de Boltzmann

B =1/kgT

U Potencial quimico

T, Temperatura critica

Ty Temperatura de Debye

A(T) Brecha a la temperatura T

C(o) Funcion zeta de Riemann de orden ¢

I'(x) Funcién gamma

z = exp(ug/kgT) Fugacidad

95 (2) Integral de Bose

N(e) Densidad de estados por unidad de volumen, por energia y espin
%4 Intensidad del acoplamiento fermidnico
A= N(e)V Constante de acoplamiento

L4 Volumen d-dimensional

Er = h?k2/2m Energia de Fermi

wp Frecuencia de Debye

Es Energia asociada al estado superconductor
E, Energia asociada al estado normal
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v

=Sk =€ — U
0(x)

E, =+ &2 + A%(T)
f(E)
Q(T, L%, u, Ny, M)
F(T,NO, MOJ E)

y = 0.5772156 ...
vo(R)
8o (k)

Ey(x) = [ dtlexp(—t)/t]

m

Yo
§ = 1/kpb(kp)
E,
Iy

Probabilidad de que los estados del par k estdn ocupados

Funcién escalén de Heaviside

Energia de excitacion del par de Cooper
Funcion de distribucion de Fermi-Dirac

El gran potencial termodindmico

Energia libre de Helmholtz

Numero de Cp’s-2e

Numero de Cp’s-2h

Numero total de electrones

Numero de densidad de electrones

Numero de densidad de Cp’s-2e con K = 0
Numero de densidad de Cp’s-2hcon K = 0
Numero de densidad de electrones desapareados
Funcion delta de Dirac

Constante de Euler-Mascheroni

Intensidad del pozo

Cambio de fase de la onda S

Funcion de error

Masa efectiva
Distancia interparticula

Energia del estado ligado del dimero
Alcance de interaccion de la fuerza
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