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RESUMEN

Durante el andlisis del Universo Construible de Gédel, Jensen descubrié un principio
combinatorio al cual llamé diamante, {. Jensen probé que < es cierto en el Universo
Construible de Godel. Ademaés, introdujo la primera construccién basada en < de un
objeto combinatorio complicado, un arbol de Suslin. Desde entonces este principio y sus
generalizaciones se volvieron muy populares entre los interesados en la Teoria de Conjuntos,
quienes lo utilizaron para resolver problemas abiertos en areas como Topologia, Teoria de
la Medida y Teoria de Grupos.

En este trabajo abordaremos el Principio Combinatorio de Jensen, también llamado
“diamante de Jensen”. La tesis estd dividida en tres partes. En la primera parte estable-
ceremos las definiciones y resultados mas importantes sobre conjuntos cerrados no acotados
y conjuntos estacionarios para poder establecer el Diamante de Jensen.

En la segunda parte definiremos el Diamante de Jensen como el enunciado: “Existe
una sucesion {Ag, ta<w, tal que A, C « para cada o < wy y cumple que para cada A C w;
el conjunto {a < w; : ANa = A,} es estacionario en w;”. Demostraremos que suponer
valido el Diamante de Jensen implica la validez de la Hipétesis del Continuo. Probaremos la
equivalencia del Diamante de Jensen con otros principios combinatorios, algunos dados en
términos de funciones y otros que, en apariencia, son debilitamientos de <. Analizaremos la
relacién del Diamante de Jensen con el Principio de Ostaszewski, también llamado “trébol”
(), v veremos algunas generalizaciones de Diamante. Habrd una seccién en la que se
comentard sobre algunas aplicaciones de <> a la Topologia, el Algebra y la Combinatoria
de Conjuntos. Dicha seccién incluird referencias bibliogréaficas para el lector interesado en
profundizar en estos temas.

En la tercera parte demostraremos que el Diamante de Jensen es independiente de los
Axiomas de la Teoria de Conjuntos mediante el empleo de la técnica llamada “Forcing”.
En este mismo sentido, se incluiran resultados de preservacién, por ejemplo: los conjuntos
cerrados no acotados son preservados por cualquier nocién de forcing, pero existen nociones

de forcing que no preservan estacionarios; se prueba que hay al menos dos clases de nociones



de forcing que si preservan estacionarios (los que tienen la condicién de la cadena numerable

y los o-cerrados).

v



CAPITULO 1: PRELIMINARES

El propésito de esta seccion es, en primer lugar, establecer la notacién que se empleara
en la tesis y enunciar algunos de los resultados sobre aritmética ordinal y cardinal que seran
utiles posteriormente. Ademaés, se desarrollard con detalle el material correspondiente a
conjuntos cerrados no acotados y a conjuntos estacionarios.

Cualquier simbolo que no se encuentre definido explicitamente aqui, debera ser enten-

dido como en [4].

1.1 Notacion

Dados X y Y dos conjuntos y una funcién f: X — Y.
1. Si A C X, la imagen directa de A bajo f es f[A] ={f(a):a € A}.
2. Si B CY, la imagen inversa de B bajo f es f~'[B] ={z € X : f(x) € B}.
3.8ibeY,lafibradebes f7H{b} ={x € X : f(x) =b}.

Dados dos conjuntos A y B, denotaremos por B4 a la coleccién de todas las funciones
de A en B.

La letra ¢ representa | &?(w)], es decir, ¢ representa la cardinalidad del conjunto potencia
de w. Para los fines de este escrito w, serd, utilizado como el primer ordinal infinito y el
conjunto de todos los niimeros naturales. Del mismo modo, w; se rd, simultaneamente, el
primer ordinal no numerable y el conjunto de todos los ordinales numerables.

El enunciado ¢ = w; es conocido como la Hipétesis del Continuo y usaremos la abre-
viatura CH para referirnos a dicho enunciado.

Dado un cardinal x, denotaremos como T al minimo cardinal que es mayor a . Ahora,

<K

si X es un conjunto, entonces [X]S" representara a la familia de subconjuntos de X cuya

cardinalidad es a lo més &, es decir, [X]|S* = {4 C X : |A| < x}.



1.2 Ordinales y cardinales

Definiciéon 1.1. Diremos que « es un ordinal limite si y s6lo si o # 0 y para cada f < «

se tiene que f + 1 < a.

Para este trabajo, si « es un ordinal infinito, lim(a)) denotard al conjunto de todos los
ordinales limite que son elementos de a.
El lema siguiente nos serd ttil mas adelante, cuando comencemos nuestra discusion

sobre cerrados no acotados.

Lema 1.2. Sean 6 un ordinal limite y {£{z : B < 0} una sucesion de ordinales estrictamente

creciente. Entonces sup{&g : f < } es un ordinal limite.

Demostracion. Definimos o = sup{&z : § < d}. Sea n < a, entonces 1 < {g para algin
B<déyasin+1<Ez Como d es un ordinal limite, B + 1 < §, ademds la sucesién es
estrictamente creciente asi que g < {g41. Por lo tanto, n+1 < §g < {g41 < . Asi tenemos

que n+1 < a. O

Ahora estamos interesados en definir el tipo de orden de un buen orden. Para eso serd

conveniente recordar la definicion de isomorfismo de orden.

Definicién 1.3. Sean (A, <4) y (B, <p) dos 6rdenes parciales. Diremos que una funcién

f:A— B es un isomorfismo de orden si y sélo si:
1. f es una funcién biyectiva,
2. para cualesquiera z,y € A que cumplen que z <4 y se tiene que f(z) <p f(y) y
3. para cualesquiera a,b € B tales que a <p b se obtiene que f~1(a) < f~1(b).

En el caso de que exista dicha funcién, diremos que A y B son isomorfos y lo denotaremos

como (A, <a) = (B,<p).

Definicién 1.4. Si (A4, <) es un buen orden, el tipo de orden de A (denotado to(A)) es el

unico ordinal « tal que (A, <) = (o, €).

La existencia del ordinal mencionado en la definicién anterior esté garantizada por [4, 1

Teorema 7.6].



La inclusion del material siguiente en la tesis obedece a que serd una herramienta muy

atil en la construccién de conjuntos cerrados no acotados.

Definiciéon 1.5. Sean A un conjunto y n € w. Si m > 0, una funcién f : A" — A serd
llamada funcién de aridad n sobre A. En general, una funcidn finitaria sobre A es una

funcién de aridad n sobre A, si n > 0, o un elemento de A, si n = 0.

Como ejemplo, si a > 0 es un ordinal, para cada 8 < « tenemos que [ es una funcién
finitaria sobre « de aridad 0.

Otro ejemplo: si (G, 1) es un grupo algebraico, entonces 1 : G X G — G es una funcién
de aridad 2 y, por ende, es finitaria. En esta misma linea, si i : G — G es la funcién que
a cada elemento de G le asocia su inverso con respecto a la operacion u, entonces ¢ es una
funcién de aridad 1. Ahora, si denotamos por e al elemento identidad del grupo G, entonces

e es una funcién de aridad cero.

Definiciéon 1.6. Sea f una funcién de aridad n sobre A. Diremos que B C A es cerrado

bajo f si f[B"] C Benel caso en que n >0 o f € B cuando n = 0.

Regresando al ejemplo del grupo (G, u): si H es un subgrupo de G, entonces H es
cerrado bajo {u, i, e}. El reciproco también es cierto, todo subconjunto de G que sea cerrado
bajo {u,i,e} es un subgrupo de G. Asi, los subgrupos de un grupo pueden caracterizarse
como los subconjuntos de G que son cerrados bajo cierta familia de funciones finitarias.

Como es bien sabido, todo subconjunto de G estd contenido en un minimo subgrupo

de G. Esto es un caso particular de lo que vamos a hacer a continuacion.

Definicion 1.7. Sean .Z un conjunto de funciones finitarias sobre A y B C A. Definimos
la cerradura de B bajo .£ como el menor subconjunto, respecto a la contencién, C' de A

tal que B C C' y C es cerrado bajo todas las funciones de .Z.

Notemos que si .Z es un conjunto de funciones finitarias sobre A, y B es un subconjunto

de A, entonces siempre existe la cerradura de B bajo .Z. Consideremos

X ={CCA:BCCyC escerrado bajo .Z}.



Sea f € Z. Sin > 0, como f es finitaria sobre A, se tiene que f[A"] C A. Sin = 0,
entonces f € A. Por lo tanto, A € X y asf tenemos que X # (). Afirmamos que Y = (X
es la cerradura de B bajo .Z. Primero veamos que B C Y. Como B C C para cada C' € X,
tenemos que B C Y. En segundo lugar, probaremos que si f € &, entonces Y es cerrado
bajo f. Sean f € £y C € X. Tenemos que Y C C. Supongamos que n > 0 lo que implica
que Y C C". Por lo tanto, f[Y"] C f[C"] C Cy asi f[Y"] CY, porque C fue un elemento
arbitrario de X. En el caso n = 0, sabemos que f € C para cada C' € X, es decir, f € Y.

Para finalizar, si C es cerrado bajo .Z y B C C, entonces C € X vy, por lo tanto, Y C C.

Teorema 1.8. Sea x un cardinal infinito. Sean £ un conjunto de funciones finitarias
sobre un conjunto A tal que || < k y B un subconjunto de A tal que |B| < k. Entonces

la cerradura de B bajo £ tiene cardinalidad menor o igual a k.

Demostracion. Si f € £y D C A, definimos:

f[D"] cuando n >0
f*D=

{f} cuando n =0

donde n es la aridad de f.

Demostremos que si |D| < k, entonces |f * D| < k. Para el caso en que n > 0,
tenemos que, |D| < k, por lo cual, |[D"| < k™ = k. La restriccién f | D" : D" — f[D"]
es suprayectiva y, por lo tanto, |f[D"]| < |D"| < k. Sin = 0, entonces f*x D = {f}, y asi
tenemos que |f * D| = [{f}| < k.

Definimos recursivamente una familia de subconjuntos de A de la siguiente manera:
Co=ByCh1 =C,UU{f*xCp : f €L} Probaremos por induccién que |Cy,| < k
para cada n < w. Por hipétesis |Cy| = |B| < k. Ahora supongamos que |C,| < x para
algin n > 0. Entonces para cada f € £ obtenemos que |f * Cp| < k y, como |.Z| < &,
tenemos que | J{f * Cy, : f € L} < k (por [4, I Theorem 10.21]). Asi concluimos que
|Crs1| = |Ch UU{f *Ch s f € L} < k.

Definimos C,, = Cy,. Entonces |C,| < k. Veamos que C,, es cerrado bajo .£. Sean

nw

f € Zynlaaridad de f. Supongamos que n > 0. Sea & = (zg,x1,...,2p—1) € C'. Entonces

para cada i < n existe j; < w de tal modo que z; € Cj,. Llamamos m = max{j; : i < n},

4



lo que implica que Cj, € Cp, para cada i < n. Como f x Cy, = f[C}}], tenemos que
f(@) € fxCp C Chry1 C C,. Sin =0, por definicién, sabemos que {f} = f« B C C,.
Asi, f € C,. Por lo tanto, C,, es cerrado bajo .Z y contiene a B. Si X es la cerradura de
B bajo .Z, entonces X C C,, ya que X es el menor subconjunto, respecto a la contencién
que cumple con ser cerrado bajo .Z y ser supraconjunto de B. Asi que la cardinalidad de

X debe ser menor o igual a k. O

El resto de la seccién estd dedicada a una discusién breve sobre la cofinalidad de
un ordinal y algunos lemas sobre aritmética ordinal y cardinal que tendran aplicacion en

capitulos posteriores.

Definicion 1.9. Sean a y 8 ordinales. Una funcién f : o — § es cofinal en (5 si para cada

d < [ existe un v < a tal que § < f(7).

Definicién 1.10. Definimos la cofinalidad de B (denotada cf(/3)) como el menor ordinal «

para el cual existe una funcién de a en 3, cofinal en 5.

Intuitivamente, podemos decir que cf(a) es el “minimo nimero de pasos” que se re-
quieren para ascender completamente por «. Este “minimo nimero de pasos” es, en efecto,

un cardinal.

Definicién 1.11. Un cardinal infinito s es regular si y sélo si cf(k) = k. Un cardinal

infinito que no es regular es singular.

Lema 1.12. Sea k un cardinal regular y limite. Entonces el conjunto {\ < k : cf(A) = A}

tiene cardinalidad k.

Demostracion. Hagamos X = {A < k : c¢f(\) = A} y p = supX. Como k es una cota
superior de X, tenemos que p < k. Supongamos que u < K, entonces u < Kk porque k es
limite. Ademds, cf(ut) = pt, asf que pt € X. De ello obtenemos que put < pu, lo cual
es una contradiccién. Por lo tanto, 4 = k. De la regularidad de k se deduce que | X| = k.

O

Lema 1.13. Todo ordinal o se puede escribir como la suma de un ordinal no sucesor y un

numero natural.



Demostracion. La prueba es por induccién transfinita. Sia =0, a =0+ 0 y 0 es un
ordinal no sucesor y un numero natural. Supongamos que para cada & < «, £ se puede
escribir como la suma de un ordinal no sucesor y un nimero natural. Si o = v + 1, para
algiin ordinal ~, entonces v < «. Por hipétesis de induccién, obtenemos que v = n + k,
donde 7 es un ordinal no sucesor y k < w. Asi, tenemos que a = (n+k)+1=n+ (k+1).

Si « es limite, « es un ordinal no sucesor y a = o + 0. O

La definicion siguiente es una definicién por recursién transfinita.
Definicién 1.14. (Multiplicacién de ordinales)
1. a-0=0,
2. a-B+1)=a-B+a,
3. a- B =sup{a-vy:v < B} para cada ordinal limite 3.
Haremos uso de esta definicién en los capitulos 2 y 3.
Lema 1.15. Para todo cardinal infinito k se cumple que |[xT]S| = 2.

Demostracion. Comencemos probando que:

Sea X C kT tal que |X| < k. Como k™ es regular, se tiene que sup X < x*. Si hacemos
a =supX +1 < kT, entonces X € [ofS", y asf tenemos que [kT]S* C J,opt[0]SF
Reciprocamente, si X € [a]S*, para algin o < x*, obtenemos que X es un subconjunto de
x* cuya cardinalidad es a lo més k. Esto prueba que |J,.,+[a]S" C [s*]S*, con lo cual

tenemos la igualdad.

Por lo anterior, tenemos las siguientes desigualdades:

5757 = | U 1| <sup{l[a]] s o < xT} - w*

a<kt

Observemos que si a € kT, entonces [a]SF C Z(a). Esto implica que |[a]SF| < 2lol < 9m,

Por lo tanto, sup{|[a]S*| : o < KT} < 2%. Asi obtenemos que |[T]SF] < 2% - kT = 27,



Para probar la otra desigualdad, notemos que (k) C [kT]S%, y por ende, 2F =

|2(k)| < |[kT]S*|. De este modo tenemos la igualdad deseada. O

1.3 El filtro de conjuntos cerrados no acotados

Empecemos esta seccién explicando qué es un filtro:
Definicién 1.16. Sea k un cardinal. Un filtro sobre s es un conjunto # C (k) tal que:
l.keZ, 0¢Z.

2. .Z es cerrado bajo intersecciones finitas, es decir, si X y Y son elementos de %,

entonces X NY € 7.
3. % absorbe supraconjuntos: si X € %,y Y C « satisfacen X C Y, entonces Y € #.

Se puede pensar a los elementos de .% como subconjuntos “grandes” de k. Entonces
la propiedad 1 dice que s es grande, pero () no lo es; 2 afirma que la interseccién finita
de conjuntos grandes sigue siendo grande y 3 dice que todo conjunto que contiene a un

conjunto grande debe ser grande.
Definicién 1.17. Sea k un cardinal. Un ideal sobre k es un conjunto .# C (k) tal que:
1.0es, k¢ J.

2. . es cerrado bajo uniones finitas, es decir, si X y Y son elementos de .#, entonces

XUY es.
3. # absorbe subconjuntos: si X € # y Y C X, entonces Y € Z.

De manera dual, los elementos de .# son subconjuntos “pequenios” de k. Asi, la
propiedad 1 dice que () es pequeiio, pero & no lo es; 2 afirma que la unién finita de conjuntos

pequenos es pequeno y 3 dice que todo subconjunto de un conjunto pequenio es pequeno.
Definicién 1.18. Para cada familia S C #(k), definimos S* :={X Ck:k\ X € S}.

La nocién anterior puede ser empleada para expresar formalmente la dualidad entre

filtros e ideales:



Lema 1.19. Sean % un filtro e .# un ideal sobre k. Entonces:
1. F*es un ideal,
2. I* es un filtro, y
3 Fr=F, I*=.7.

Demostracién. Empezaremos por probar (1). Como &\ ) = k € Z, tenemos que () € F*.
Por otro lado, k \ k = ) ¢ .7, y asf concluimos que x ¢ #*. Sean X,Y € #*. Entonces
(k\X),(k\Y) € Z y como Z es un filtro, se tiene que k\ (X UY) = (k\X)N(k\Y) € Z,
por lo tanto (X UY) € #*. Sean X € #* y Y C k tales que Y C X. Entonces k \ X € .F
y (k\X) C (k\Y); como .Z es un filtro, se tiene que (k\Y') € .Z y, por lo tanto, Y € .F*.

La prueba de que .£* es un filtro es una modificacién sencilla de la prueba correspon-
diente a (1), asi que la omitimos.

Para probar que .7** = %, notemos que X € .7** es equivalente a que (k \ X) € ¥,

es decir, X =k \ (k\ X) € .Z. La otra igualdad se verifica de manera andloga. O

A 7* se le llama el filtro dual del ideal .# y a .#* se le llama el ideal dual del filtro .Z.

Consideremos . = [w]|<¥, el conjunto de los subconjuntos finitos de w, y veamos que
# es un ideal sobre w. Notemos que () € .# porque () es finito, mientras que w ¢ .# porque
w es numerable. Dados X, Y subconjuntos finitos de w, X UY también es un conjunto
finito, por lo tanto, (X UY") € .#. Por dltimo, si X es un subconjunto finito de w y Y C X,
entonces Y también debe ser finito, por lo tanto, Y € 7.

Consideremos ahora .#*. Por definicién, X ¢ .# es equivalente a que w \ X es infinito.
Sea W el conjunto de nimeros pares. Como W no es finito, no puede ser un elemento de
&, ademds, W tampoco es un elemento de .#, ya que w \ W es el conjunto de nimeros
impares. Esto nos dice que si X no pertenece al filtro, no necesariamente pertenece al ideal,
y reciprocamente. Con esta idea, los conjuntos no forzosamente son grandes o pequenos.

Por ejemplo, W no es grande ni pequeiio.

Definiciéon 1.20. Sea A un cardinal. Un ideal .# es A-completo si siempre que &7 C &

satisface que || < A, entonces | &7 € .Z.



De manera dual, un filtro .% es A-completo si siempre que o/ C . y o/ # () satisface

que |&/| < A, entonces (|« € F.

Como primer observacion, tenemos que un ideal .# es A-completo si y sélo si Z* es

A-completo. Supongamos que &7 C I* y |.o/| < A. Por la definicién de filtro dual,

MX:XeodlCs

y como .# es un ideal A-completo, tenemos que (J{A\ X : X € &} € ., es decir, A\ [{X :
X e o} € #. Por lo tanto, (|« € #*. Luego, .#* es A\-completo.

Reciprocamente, sea &/ C .# de tal modo que |2/| < A. Consideremos primero el caso
en que o7 # (). Por definicién de filtro dual, {\\ X : X € &/} C .#* y como .#* es un filtro
A-completo, se tiene que [[{A\ X : X € &/} € %, es decir, A\ | U{X : X € &/} € #*. Por
lo tanto, A\ A\ U &) =J« € .#. Luego, .# es A-completo.

Ahora supongamos que &/ = (). Entonces |« = () y por la definicién de ideal, se tiene
que |y € 7.

De manera dual, si % es un filtro, entonces .# es A-completo si y sélo si F* es A-
completo. Por el Lema 1.19, %™ es un ideal y por la observacién anterior, #* es un ideal
A-completo si y sélo si % ** es un filtro A-completo. Finalmente, otra aplicacién del Lema
1.19 da como resultado que #** = %.

La segunda observacion es que todo ideal es w-completo. Si .# es un ideal, por definicion
la unién de dos elementos de .# es un elemento de .# y por induccién se tiene que la unién
finita de elementos de .# es un elemento de .#. Ahora si .% es un filtro, por el Lema 1.19
Z* es un ideal, el cual sabemos, es w-completo. Por la primer observaciéon tenemos que %
es w-completo.

La tercera observacion es que si .# es un ideal sobre k que contiene a todos los unitarios,

es decir, {a} € .# para cada a < k, entonces . no es k" -completo. Si & es kT

-completo,
definimos & = {{a} : a € k}; como |B| = |F| < kT, se tiene que | JZ € &, es decir,
k € £, lo cual no es posible. Por lo tanto, .# no es k-completo.

Por tltimo observemos que para todo ideal .# sobre k, # N .¥* =(. Si X € # N .¥*

entonces k \ X € #* asi que X U (k\ X) € .#, es decir, k € Z, lo cual no es posible por



la definicién de ideal.
Definicion 1.21. Sean « un ordinal limite y C un subconjunto de a.

1. Diremos que C' es acotado en « siy sélo si existe § < a de tal modo que £ < 3, para

cada £ € C. En caso contrario diremos que C es no acotado.

2. C es cerrado en « si y sélo si para todo ordinal limite § < «, si C N d es no acotado

en ¢ entonces, § € C.

Para facilitar la escritura, adoptaremos la siguiente convencién. La frase “C es un club
en «” significard que C es un un subconjunto cerrado y no acotado en a.

De la definicién podemos deducir que () es acotado en cualquier ordinal o > 0. Si
fijamos [ < «, entonces & < [ para cada £ € () (por vacuidad). Por lo tanto, ) es acotado
en a.

Notemos que C es no acotado en « si para cada 8 < « existe £ € C' con 3 < &.
Lema 1.22. Si « es un ordinal y S C «, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. S es no acotado en o.

2. supS = a.

Demostracion. Como S C a, se tiene que « es una cota superior de S y, por lo tanto,
sup S < a. Sisup S < «, tendriamos que S es acotado en «. Reciprocamente, supongamos
que sup S = «. Sea 8 < a = sup S, entonces existe § € S de tal modo que § < 9, es decir,

S es no acotado en «. O

Sean a un ordinal limite y f < a. Afirmamos que C' = « \  es un club en a. Para
ver que C' es no acotado, sea § < a. Consideremos el caso en que § < 8. Como « es limite,
tenemos que 5+ 1 < «, por lo tanto, (5 + 1) € C' y asi, C es no acotado en a. En el caso
de que f < §, como « es limite, tenemos que § + 1 < «, por lo tanto, (§ + 1) € C. Esto
muestra que C' es no acotado. Ahora veamos que C es cerrado. Sea § < « un ordinal limite
de tal modo que C'N 4§ es no acotado en §. Si § < 3, entonces C'Nd = () que es acotado en
0. Asi que 8 < § < ay, por lo tanto, § € C.

Con argumentos semejantes se verifica lo siguiente:
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Ejemplo 1.23. Si a es un ordinal limite y v < 5 < «, entonces a\ {{ < a: vy < & < B}

es un club en a.

Definicién 1.24. Si cf(k) > w, definimos el filtro de cerrados no acotados sobre k como:

Cub(k) ={X Ck:3C C X(C es un club en )}

Probemos que Cub(k) en efecto es un filtro sobre .

Veamos que k € Cub(k). Como k es un ordinal limite, tenemos que para cada a <
K,a + 1 < K, por lo tanto, k es no acotado en k. Ahora, si 6 < k es un ordinal limite tal
que kN d es no acotado en §, entonces & € k. Por lo tanto, k es cerrado en k. Para ver que
() ¢ Cub(k) recordemos que el tinico subconjunto de ) es (), el cual es acotado en x, ya que
k> 0. Sean X € Cub(k) y Y C & tales que X C Y. Entonces existe C' C X tal que C es
un club en k. Como X C Y, tenemos que C' C Y, por lo tanto, Y € Cub(k).

Para mostrar que la interseccién de dos elementos de Cub(k) es un elemento de Cub(k)

se probara un lema mas general.
Lema 1.25. Sicf(k) > w, entonces:

1. Si B < cf(k) y {Cata<p, una familia de conjuntos club en k, entonces [\, 5 Ca €s un

club en k.

2. Cub(k) es un filtro cf(k)-completo.

Demostracion. Para mostrar que D = ﬂa<[3 Cy es cerrado en k, sea 0 < k un ordinal
limite de tal modo que D N d es no acotado en §. Sea o < 3. Veremos que C, N6 es no
acotado en 4, para ello sea v < §. Como D N 4§ es no acotado en 4, existe £ € DN § tal que
v < &, es decir, € € Cy N . Por hipdtesis, C,, es cerrado en k y asi § € C,. Por lo tanto,
0 € D. Luego, D es cerrado.

Solo queda probar que D es no acotado en k. Vamos a definir una funcién f, : k — &
para cada o < 8 dada por f,(0) =min{y € C, : 6 < }. La definicién es correcta ya que
C,, es no acotado en k. Notemos que si a < fy 0 < K, entonces 6 < f,(0) € Cy.

Sea g : k — K la funcién definida por g(é§)=sup{fa(d) : a < B}. Como B < cf(k),

tenemos que § < ¢g(d) < k. Ahora, dado § < kK y n € w, definamos recursivamente
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g (08) = g(g™(d)), donde ¢°(§) = §. Notemos, que la desigualdad cf(x) > w implica que
g“(8) = sup{g™(9) : n < w} < K.

El hecho de que £ < ¢(&) para cada ordinal £ < &, implica que g(§) < g(g(§)) y
en general que ¢g"(£) < g""(€), es decir, la sucesién de ordinales {g"(8) : n < w} es
estrictamente creciente y, por el Lema 1.2, tenemos que ¢g*(d) es un ordinal limite.

Ahora, sean < Sy § < k. Vamos a mostrar que C, N ¢g¥(J) es no acotado en
g“(d). Sea A < ¢g“(d). Recordemos que 6 < fo(6) € Cq vy, por lo tanto, obtenemos
A< g"(d) < falg™(0)) € Cy. Por definicién de la funcién g, sabemos que f,(g"(9)) <
g(g™(9)) = g"1(6) < g¥(6), lo que implica que f,(g"(5)) € Co N g¥(8). Luego Cy N g*(d)
es no acotado en g*(d) y g*(6) € Cyn. Como « fue arbitrario, concluimos que ¢¥(§) € D y
asi D es no acotado en k.

Para mostrar que Cub(x) es un filtro cf(k)-cerrado, sea {Xq}a<s C Cub(k) con g <
cf(k). Para cada a <  existe un club, en & tal que C, C X,. Por el resultado anterior,
Na<p Ca esun club en £ y con (), 5 Ca C (), 5 Xa obtenemos que [, 5 Xa € Cub(k).

O

Veamos que para cada cardinal £ existe una familia de cf(k) cerrados no acotados en x
cuya interseccién es vacia (en particular, la hip6tesis 5 < cf(k) en el lema anterior no puede
ser cambiada a 8 < cf(k)). Sea f : cf(k) — k una funcién cofinal en k. Para cada £ < cf(k),
definimos C¢ = £\ f(§), el cual, es un club en &, por el Ejemplo 1.23. Probaremos que
{Cq : @ < cf(k)} es una familia de clubs en k cuya interseccién es vacia. Supongamos lo

contrario, es decir, que existe 5 € ) ) Ca. Esto implica que 3 € (k\ f(a)) para cada

a<cf(k
a < cf(k). Por lo tanto, para todo a < cf(k) se tiene que f(«) < 3, lo cual contradice que
f es cofinal en k. Y asi obtenemos que ﬂa<cf(n) Cq = 0.

Tal y como lo anunciamos en la seccién anterior, las familias de funciones finitarias

pueden ser empleadas para producir clubes:

Lema 1.26. Sea k > w un cardinal regular y £ un conjunto de funciones finitarias sobre

k tal que | .Z| < k. Entonces C = {y < k : 7y es cerrado bajo £} es un club en k.

Demostracion. Veamos que C' es cerrado. Sea d < k un ordinal limite tal que C'N§ es no

acotado en §. Sea f € .Z. Supongamos que la aridad de f es n > 0. Si (dp,...,d,—1) € 0",
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entonces para cada i < m tenemos que ¢; < d y, como C' N § es no acotado en §, existe
n; € C'N6 tal que §; < m;. Sinombramos n = max{n; : i < n}, entonces n € C'y por ende
f(d0y---y0n-1) € f[n"] € n Cd. Supongamos ahora que n = 0. Notemos que C NJ # B ya
que 0 > 0. Fijemos a € CN§. Como o € C, « es cerrado bajo f, es decir, f € a. En vista
de que a < §, tenemos que f € 9, es decir, § es cerrado bajo f.

Para cada 8 < k, G(f) denotara a la cerradura de § bajo .Z. Afirmamos que existe
una funcién g : kK — k de tal modo que G(§) C ¢g(&) v £ < g(&), para cada £ < k.
Hagamos A = max{|-Z|, |{|}, y observemos que A < k. Sabemos que £ es un subconjunto
de k con | < Ay Z es una familia de a lo mds A funciones finitarias; luego G(¢), la
cerradura de £ bajo .Z, tiene cardinalidad a lo méds A (Lema 1.8). En particular, G(§) C k
y |G(€)| < k. Como & es regular, sup G(£) < k. Si tomamos g(§) = sup G(£) + 1, entonces
G(E) C g(6) < .

Ahora definimos inductivamente las iteraciones de g de la siguiente manera: ¢° es la
identidad de x en K y ¢g"T! = g o g", para n < w. Como & es regular y no numerable, para
cada £ < k, tenemos que ¢g¥(§) = sup{g" (&) : n < w} < k. De este modo obtenemos una
funcién g% : Kk — k.

En aras de ver que C es no acotado, sea a < k. Probaremos que g“(«) € C. Notemos
que la sucesién {¢g" () : n < w} es estrictamente creciente ya que £ < g(&), para cada § < k.
Sean f € .Z, una funcién de aridad n > 0, y & = (ag,...,an—1) € (¢*(c))". Para cada
i < n, existe k; < w tal que a; < g% (a). Si llamamos m = max{k; : i < n}, tenemos

w

que 7 € (g"(a))" C (G(g™(a)))". Por ende, f(7) € G(g™(a)) C g™ (a) < g°(a). AS,
tenemos que f[(¢*(@))"] € ¢¥(a). Por otro lado, si f € £ es una funcién de aridad 0,

g
entonces f € G(a) C g(a) < ¢¥(a); luego, f € ¢g*(a). Esto prueba que C' es no acotado vy,

por lo tanto, un club en k. ]

Una aplicacion natural de este resultado es el siguiente:

Ejemplo 1.27. Sean k un cardinal regular y la funcion f : kK — k definida como f(a) =
a—+1. Entonces a es cerrado bajo f siy solo si a es limite. Y por el lema anterior tenemos

que lim(k) es un club en k.
Supongamos que « es cerrado bajo f. Entonces f(3) < «, para cada 5 < «, es decir,
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8+ 1 < a. Por lo tanto, « es limite.

Reciprocamente, supongamos que « es limite. Sea 8 < «, entonces 8+ 1 < «, es decir,
f(B) < a. Por lo tanto, « es cerrado bajo f.

Naturalmente todo club es un subconjunto de un buen orden, y, por lo tanto, un buen

orden, asi que tiene sentido preguntarnos jcudl es el tipo de orden de los clubes?

Lema 1.28. Sean 6 un ordinal limite y C' un club en §. Si a:=to(C) y f: a« — C es un

isomorfismo de orden, entonces:
1. a <94.
2. Siy < « es un ordinal limite, entonces f [ v :v — f(7y) es cofinal en f(7).
3. Sty < « es un ordinal limite, entonces cf(y) = cf(f(7)).
4. Sicf(d) =0, entonces a = 4.

Demostracion. Supongamos que d < a. Como C' C §, se tiene que 8 < § para cada g € C,
y, por ende, f(B8) < f(d) < 0. Asi, f() es una cota superior de C, lo cual no es posible,
pues C' es no acotado en 4. Por lo tanto, o < 6.

Sea v < « un ordinal limite y notemos que si 1 < =, entonces 7,7 < « y, como f es
un isomorfismo de orden, se tiene que f(n) < f(v), es decir, (f | v)(n) < f(7). Probemos
que la funcién f | v es cofinal en f(y). Como f es estrictamente creciente, la sucesién
{f(n) : n < v} es estrictamente creciente, y asi el Lema 1.2 nos dice que § = sup f[v]
es un ordinal limite. Probaremos que C N B es no acotado en B: si n < [, entonces
n < f(Xo) € C para algin \g < 7. Como C es cerrado, tenemos que 5 € C. Dado que f
es suprayectiva, existe A\ < « tal que f(A1) = 5. Y asi, obtenemos que f(A1) =5 < f(v),
lo que implica que A1 < . Si A1 < 7, entonces, por ser v un ordinal limite, \; +1 <~y y
asi f(A1) =sup f[y] < f(A1 + 1), lo cual no es posible. Por lo tanto f(y) = sup f[y]. Para
ver que f [ 7y es cofinal en f(7), observemos que si A < f() = sup f[7], entonces A < f(7o)
para algin vy < 7.

Ahora demostraremos el inciso (3), asi que, sea 7 < « un ordinal limite. Por la

definicién de cf(7), existe una funcién g : cf(y) — =y cofinal en v y, por el inciso anterior
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f1v:v— f(7) es cofinal en f(v). Por lo tanto, (f [ ) o g : cf(y) — v es cofinal en f(7).
Luego, cf(f(7)) < cf(v).

Por la definicién de cf(7y), existe una funcién h : cf(f(y)) — f(7) que es cofinal en f(7).
Definimos la funcién r : cf(f(vy)) = v como r(A) = min{n < v : h(A\) < (f [ v)(n)} la cual
estd bien definida porque la funcién f [ v es cofinal en f(). Veamos que r es cofinal en ~.
Sea n < 7. Entonces f(n) < f(v) y, como h es cofinal en f(7), existe A < cf(f(7)) tal que
f(n) < h(X\). Por la definicién de r tenemos que h(A\) < f(r(\)). Si pasara que r(\) < 7
entonces f(r(A\)) < f(n) < h(A), lo cual no es posible. Por lo tanto, n < r(\), es decir, r es
cofinal en . Y asi, obtenemos que cf(vy) < cf(f(v)). Por lo tanto, cf(y) = cf(f(7))

Supongamos que J es regular, es decir, cf(d) = 6. Si a < 9, entonces |C| = |a] < §, con

lo cual se tendria que sup C < ¢, contradiciendo que C es no acotado en 4. O

Una observaciéon importante es que si x es un cardinal regular y X C k, entonces X
es no acotado en k si y sélo si |X| = k. En efecto, como X C k, tenemos que | X| < k.
Supongamos que | X| < k, como k es regular, se tiene que sup X < &, es decir, X es acotado
en k. Reciprocamente, si X es acotado en x, tenemos que sup X < k y, por lo tanto,

|X| < k.
1.4 Conjuntos estacionarios

En esta seccién estamos interesados en los subconjuntos de x que no son pequenos con

respecto a Cub(k).

Definicién 1.29. Si cf(k) > w, X C Kk es un conjunto estacionario en k si y sélo si

X ¢ (Cub(k))*.

Probemos que X C & es estacionario en « si y sélo si, X tiene interseccién no vacia con
cada uno de los cerrados no acotados en . Sea C' un club en x y supongamos que X es
estacionario en k; por definicién X ¢ (Cub(k))*. Entonces (k \ X) ¢ Cub(k), es decir, no
existe C’, club en &, tal que C’ C (x\ X). En particular, para C' tenemos que C ¢ (x\ X),
lo cual nos dice que hay un a € C tal que o ¢ (k \ X); entonces o« € C'y aw € X. Por lo
tanto, X N C # (.

Reciprocamente, supongamos que X € (Cub(k))*, es decir, que (x \ X) € Cub(k).
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Fijemos C, un club en «, tal que C' C (k\ X), lo que implica que X N C = (). Por lo tanto,
el que X intersecte a todos los subconjuntos cerrados no acotados de x implica que X es

estacionario.
Ejemplo 1.30. Si C es un club en k, entonces C' es estacionario en k.

Sea C" un club en k. Por el Lema 1.25, tenemos que C' N C’ es un club en x, por lo
tanto, C N C" # (), ya que () es acotado en cualquier ordinal distinto de 0.
Hasta este momento nuestros tinicos ejemplos de conjuntos estacionarios son los clubes.

Otro ejemplo fundamental es el que estd contenido en el resultado siguiente.

Lema 1.31. Sean k un ordinal limite tal que cf(k) > w y A un cardinal regular tal que

A < cf(k). Entonces el conjunto Ef = {y < k : cf(y) = A} es estacionario en k.

Demostracion. Sea C un club en k. Por el inciso 1 del Lema 1.28, existe un isomorfismo
de orden f: a — C. Veamos que f es cofinal en k. Sea § < k, como C es no acotado en k,
existe v € C' tal que § < 7. En particular f es suprayectiva y tenemos que existe £ < « tal
que v = f(§). Por lo anterior, tenemos que \ < cf(k) < o y entonces A < «. En particular,
A es limite, asi que por el inciso 3 del Lema 1.28, tenemos que cf(\) = cf(f(A)).

Por lo tanto, f(\) € C'NEY, y asi EY es estacionario en k. O

Probaremos algunas observaciones ttiles acerca de conjuntos estacionarios:

Todo conjunto estacionario en k es no acotado. Supongamos que S es acotado en k,
es decir, existe § < k tal que a < 3 para cada a € S. En el Ejemplo 1.23 se prob6 que
C=k\(B+1) es un club en . Entonces tenemos que SN C = (). Por lo tanto, S no es
estacionario.

Si S es estacionario en k y C es un club en K, entonces SN C es estacionario en k.
Sea C’ un club en k. Tenemos que (SNC)NC"' = SN (CNC'). Por el Lema 1.25, sabemos
que (CNC’) es un club en k y, como S es estacionario, concluimos que SN (C' N C") # (.

Si S es estacionario en k y S C E, entonces E también es estacionario en k. Sea C
un club en k. Tenemos que ) # SNC C S C E yasi, ENC # (.

De acuerdo al Lema 1.25, cualesquiera dos clubes tienen interseccién no vacia. Una

pregunta natural es: jse tiene lo mismo para estacionarios? La respuesta es no, pero para
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probar esto requeriremos de una serie de lemas.

Lema 1.32. Sea v un ordinal tal que cf(k) > w. Si a < cf(k) y {X¢ : & < a} es una

familia de subconjuntos no estacionarios en K, entonces U£<a X¢ no es estacionario en kK.

Demostracion. Para cada < « existe un club C¢ en x de tal modo que C¢ N X¢ = (). Por
el Lema 1.25, C = ﬂ£<a Ce esun cluben k. Si e CnN U£<a X¢, entonces 3 € C¢ para
cada &£ < ay B € X5 para algiin § < a y asi tenemos que 5 € Cs5N X5, lo cual no es posible.

Por lo tanto, C'N U§<a Xe =0, es decir, U5<a X¢ no es estacionario en k. O

La pieza clave en la demostracién del siguiente teorema es la construccién de una matriz
infinita de conjuntos a la que se le denomina matriz de Ulam, en honor al matemaético polaco

Ulam.

Teorema 1.33. Sean k un cardinal sucesor e % un ideal k-completo sobre k que contiene
a todos los conjuntos unitarios. Entonces existe { Xy : o < K} C P (k) \ F de tal modo que

XoNXg =0, siempre que o < § < K.

Demostracién. Sea k = AT. Probaremos que todo subconjunto de  de cardinalidad menor
o igual a A pertenece a .#. Sea X C k tal que |X| < A. Por hipétesis, {7} € .# para cada
v € X e . es r-completo. Por lo tanto, X = J cx{7} € &.

Para cada p < k, elegimos una funcién inyectiva f, : p — A. Es posible ya que para
cada p < Kk se tenemos que |p| < K, por lo tanto, [p| < A\. Paracada a < ky £ < A
definimos X§ = {p <k :p>anfla) =¢E} Afirmamos que para cada a < Kk se
satisface que Ug <A Xg =k \ (a4 1). Comencemos la prueba notando que, por definicién,
X5 C k\ (a+1), para cada £ < X; es decir, Ug<n X§ esté contenido en &\ (a + 1). Sea
B € k\ (a+1). Hagamos n := fz(a) y notemos que n < A. Por lo tanto, 8 € X, y asi,
B € U5<>\ Xg

Como & es el sucesor de A, tenemos que |a+1| < A para cada a < k, es decir, a+1 € .7,
con lo cual tenemos que %\ (5 \ a+1) € . Por lo tanto, J,_ Xs=r\(a+1)e s~

Si ocurriera que Xg €  para cada £ < A, como .# es k-completo, tendriamos que
Ug <A X§es , contradiciendo lo demostrado en el parrafo anterior. Entonces podemos

definir una funcién h : & — A mediante h(a) := min{¢€ < A: X ¢ .#}. Afirmamos que una
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de las fibras de h tiene cardinalidad k. Observemos que de lo contrario |h~1{¢}| < x para
cada § < A. 'Y como K = [Jgy h~1{¢}, tendriamos que k = | Ue<n R~HEYH <A A=)\ <k,
lo cual no es posible. Por lo tanto, existe un n < A fijo tal que |h={n}| = &.
Demostraremos ahora que para cualesquiera o < 3 < K se tiene que X N Xg = 0.
Si p € XN XJ, entonces f,(a) = n = f,(B), lo que implica que f, no es inyectiva,
contradiciendo la eleccién de f,. Por lo tanto, la familia {X¢ : o € h™1{¢}} es disjunta por

pares y X ¢ . para cada a < K. O

Finalmente estamos listos para mostrar que existen estacionarios ajenos.

Corolario 1.34. Para cada cardinal reqular k > w, existe una familia de xk subconjuntos

estacionarios de k ajenos por pares.

Demostracion. Veamos primero el caso en que k es sucesor. Tomemos el ideal (Cub(k))*.
Notemos que los unitarios estdn en Cub*(k), ya que si @ < k, entonces k \ (o + 1) es
subconjunto de k \ {a} y, por el Ejemplo 1.23, sabemos que k \ (o + 1) es un club en
k. Por lo tanto, x \ {a} € Cub(k), es decir, {a} € Cub*(k). Como k es regular, por el
Lema 1.25, tenemos que Cub(k) es k-completo, equivalentemente, Cub*(k) es k-completo.
Estamos en condiciones de aplicar el Teorema 1.33 y de este modo obtener una familia de
Kk subconjuntos estacionarios en k ajenos por pares.

Si k es limite, por el Lema 1.12; tenemos que [{\ < & : A es regular}| = k. Nombremos
X :={\ < k: Aesregular}. Entonces para cada A € X tenemos que {7y < K : cf(y) = A} es
estacionario en x por el Lema 1.31. Y con esto obtemos la familia de conjuntos estacionarios

disjuntos de cardinalidad k. O

Corolario 1.35. Sean k un cardinal sucesor y S un subconjunto estacionario de k. FEn-

tonces existe una particion de S en k subconjuntos estacionarios.

Demostracion. Veamos que . = {X C k: (X NS) € Cub®(k)} es un ideal sobre . Por
definicién de ideal: § € Cub*(k) y k ¢ Cub*(k), ademds 0 NS =0y kNS = k. Por
lo tanto, ) € & y k ¢ #. Sean A y B elementos de .#, es decir, (AN S) € Cub*(k)
y (BNS) € Cub*(k). Como Cub*(k) es un ideal, (AN S)U (BN S) € Cub*(k), lo que
implica que (AU B) NS € Cub*(k). Luego, (AU B) € .#. Finalmente, si A € ¥ y
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BCA (ANS) e Cub*(k) y (BNS) C (ANS). Como Cub*(k) es un ideal tenemos que
(BN S) € Cub*(k). Luego, B € .#. Esto prueba que .# es un ideal sobre k.

Notemos que todos los conjuntos unitarios estdn en .#. Sea a < k. Si {a} es ajeno
con S, tenemos que {a} NS = € Cub*(k), es decir, {a} € .#. Si {a} no es ajeno con S,
entonces {a} NS = {a} el cual ya probamos que es un elemento de Cub*(x). Por lo tanto,
{a} € ., para cada a < k.

Probaremos que .# es un ideal k-completo. Sea ./ un subconjunto de .# tal que
|| < k. Notemos que (|J«) NS = Jge,(BNS). Por otro lado, como &/ C .7,
para cada B € &/ tenemos que (BN S) € Cub*(k). Por el inciso (2) del Lema 1.25,
Upey (BN S) € Cub*(x). Por lo tanto, |J .« € .7.

Ahora podemos aplicar el Teorema 1.33 al ideal .#. Entonces existe una familia ajena
por pares { Xy }a<k de subconjuntos de k tales que X, ¢ .# para todo a < k. Con lo cual
tenemos que (X, N S) ¢ Cub®(k) para cada a < k. Por lo tanto, {X, N S}ta<k €s una

familia ajena por pares de subconjuntos estacionarios de k. ]

Finalizaremos esta seccion dando una caracterizacién de los conjuntos estacionarios
en términos de una clase particular de funciones, pero para esto serdn necesarios algunos

resultados previos.

Definicién 1.36. Sea x un cardinal. Dada una familia {C,, : @ < K} de conjuntos cerrados

no acotados en k, definimos la interseccion diagonal de esta familia como

{’y</~€:”y€ ﬂCa}.

a<y

Lema 1.37. Sea k > w un cardinal reqular. Entonces la interseccion diagonal de una

familia de clubs en k es un club.

Demostracion. Sea D la interseccién diagonal de una familia {Cy : @ < K} de clubs en &
y veamos que D es cerrado en k. Sea v < k un ordinal limite tal que D N~ es no acotado
en v, y @ < . Afirmamos que C, N~ es no acotado en . En efecto, nuestra hipétesis
implica que existe 8 € DN~ tal que a < 8. Como S € D, tenemos que 8 € C,, es decir,

encontramos un 8 € C, N~y tal que a < B. Por hipédtesis, C, es cerrado, luego v € C,. Lo
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cual prueba que v € D.

Como cf(k) = &, por el Lema 1.25 tenemos que (), Ca €s un club en k para cada

a<y
v < K. Veamos que D es no acotado . Sea £ < k y definimos inductivamente una sucesion
de la siguiente manera: vy = £ y si 7, ha sido definido, entonces 7,41 es un elemento

de ﬂa<% C, tal que v, < Yn41, €l cual existe ya que, por el Lema 1.25, C, es no

a<vn
acotado en k. Definimos 0 = sup{v, : n < w} y notamos que § < &, ya que w < cf(k).
Como la sucesién {7, : n < w} es estrictamente creciente, por el Lema 1.2, tenemos que &
es un ordinal limite. Sea n < ¢ arbitrario. Probaremos ahora que C; N ¢ es no acotado en
0. En primer lugar n < 7, para algin n < w. Afirmamos que v; € C), para cada j > n. Si
j > n, entonces j — 1 > n y, como la sucesién definida es estrictamente creciente, tenemos

que vj—1 = v > 1. Como v; € ﬂa<w71 Ca, vj € Cy. Por lo tanto, C;) N es no acotado en

0. Por hipétesis C;; N d es cerrado en 6 y asi 6 € D. O

Definicion 1.38. Sean x un cardinal y X un subconjunto de x. Una funcién f: X — x se

llama regresiva si y sélo si f(a) < a para cada o € X \ {0}.

Las funciones regresivas estan ligadas intimamente a los estacionarios, tal y como se

puede ver en nuestro resultado siguiente.

Teorema 1.39. Sean x > w un cardinal reqular y S C k. Entonces son equivalentes:
1. S es un conjunto estacionario en k.
2. Toda funcion regresiva f : S — Kk tiene una fibra no acotada.

Mas aiun, si S es estacionario y f es regresiva, entonces f tiene una fibra estacionaria.

Demostracion. Sea f : S — k una funcion regresiva. Probaremos que existe un o < &
tal que f~'{a} es estacionario en x. Supongamos, buscando una contradiccién, que para
todo a < K, f~'{a} es no estacionario en x. Entonces para cada o < k podemos elegir C,,
un club en x, tal que C, N f~'{a} = 0. Sea D la interseccién diagonal de {C, : o < k}.
Como S es estacionario en , por el Lema 1.37, tenemos que D NS # (). Por lo cual existe
v€DNS, esdecir,y € Sy e C, para cada a < 7. Definamos 8 = f(v), lo cual nos dice

que v € f~H{B}. Como f es regresiva, tenemos que 3 < v, lo que implica que v € Cg. De
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este modo v € Cs N f~1{B}, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, existe un a < & tal
que f~1{a} es estacionario en k, en particular no acotado.

Para probar el reciproco, supongamos que S es un subconjunto de k y que C es un
club en k que es ajeno con S y veamos que hay una funcién regresiva sin fibras no acotadas.
Definimos f : S — k como f(a) = sup(C N «). Como « es una cota superior de C' N «
se tiene que f(a) < a. Afirmamos que f es regresiva. Supongamos, por el contrario, que
a € S satisface a = f(«), es decir, @ = sup(C N ). Dada 5 < a, existe 6 € C' N« tal que
B<dyasi f+1<0d<a,con lo cual se prueba que « es limite y que C' N « es no acotado
en a. Como C es cerrado,a € C', pero eso contradice que S y C son ajenos, por lo tanto,
f(a) # a. Con lo cual obtenemos que para cada a € S, f(a) < a, es decir, f es regresiva.

Vamos a probar que para cada § < s, f~1{6} es un subconjunto acotado de . Sea
§ < Ky supongamos que f~ {6} # () y fijemos a € f~1{§}. Como a < ky C es no acotado,
existe B € C tal que a < 8. Probaremos que f~'{§} C 3. Sea v € S\ 3. Entonces y € Sy
B < =, pero no puede pasar que 8 = -, de lo contrario tendriamos que S y C no son ajenos,
que es una contradiccién. Deducimos que 0 = f(a) < a < 8 < sup(C N~) = f(v). Por lo
tanto, v ¢ f~1{6} y asi v € S\ f71{6}. De este modo 3 es una cota superior de f~1{4}.
En el caso en que f~1{§} = 0, el conjunto vacio es acotado en todo ordinal distinto de 0.

O]

Con el ejemplo siguiente, veamos que la conclusién del Teorema 1.39 es falsa, si k es
numerable.

Hagamos k = w, el cual es numerable y regular. Definamos S = w \ {0} que por el
Ejemplo 1.23 es un club en w y, por lo tanto, un conjunto estacionario. Definamos la funcién
f:S — wcomo f(n+ 1) =n. Entonces f es regresiva, pero para cada n < k tenemos que
f~Hn} = {n+ 1}, el cual no es estacionario en w, ya que C = w \ (n + 2) es un club y

Cni{n+1}=0.
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CAPITULO 2: EQUIVALENCIAS Y VARIACIONES DE ¢

Godel establecié y probd la consistencia de un axioma adicional a ZFC, el llamado Axio-
ma de constructibilidad de Goédel. Tradicionalmente se usa el simbolo “V = L” para denotar
al sistema axiomatico ZFC + (Axioma de constructibilidad de Gddel). Para profundizar en
el tema, invitamos al lector a leer los capitulos V y VI de [4].

Jensen demostré que el Axioma de Constructibilidad implica la existencia de un arbol
de Souslin, pero se dio cuenta de que la construccién se basaba en una consecuencia de dicho
axioma, la cual es més facil de manejar que el axioma en si. A dicha consecuencia la llamé
diamante y es el primero, de una gran lista, de los llamados “principios combinatorios”.

En este capitulo introduciremos dicho principio asi como algunas de sus equivalencias

y variaciones.

Definicién 2.1. Una familia {A,}a<w, se llama sucesién < si y sélo si cumple que:
1. A, C «a para cada a < wq,
2. para cada A C w; el conjunto {a < w; : ANa = A,} es estacionario en wj.

De manera informal, la definicion anterior se puede describir del siguiente modo: dado
cualquier subconjunto de wq, la sucesién < adivina una cantidad estacionaria de veces los
segmentos iniciales de dicho subconjunto.

Se le llama diamante de Jensen al enunciado: Existe una sucesién <. A dicho enunciado
lo denotaremos como <>.

Un resultado inmediato es que la existencia de una sucesién < implica que ¢ = w.

Teorema 2.2. Si  es cierto, entonces CH es cierta.

Demostracion. Sea {Aq}a<w, una sucesiéon <. Si A es un subconjunto de w, entonces el

conjunto X = {a <wj : ANa = A,} es estacionario en wi, en particular, X es no acotado



en wi. Como X es no acotado y w < wq, existe a € X tal que w < a < wy y o cumple que
ANa=A,. Luego ANa = A.

Definimos la funcién f : Z(w) — wy como f(A) = min{a < w; : A = A,}. Veamos que
f es inyectiva. Supongamos que A, B C w satisfacen f(A) = f(B). Si hacemos g = f(A),
entonces = f(B) y asi A = Ag = B, lo cual nos dice que f es inyectiva. Por lo tanto,

¢ < wip. La desigualdad wy < ¢ es una consecuencia de ZFC. O

2.1 Equivalencias de ¢

Consideremos las siguientes sucesiones:
Definicién 2.3. Una familia {4, }a<w, se llama sucesién ; siy sélo si cumple que :
1. Ay € Z(a) v |Aa| < w para cada a < wy,
2. para cada A C wy el conjunto {a < wj : ANa € A,} es estacionario en wy.
Definicién 2.4. Una familia {A, }a<w, se llama sucesién {9 si y sélo si cumple que:
1. A, C a, para cada a < wq,
2. para cada A C wq existe a > w tal que ANa = A,.
Definicién 2.5. Una familia {A, }a<w, se llama sucesién {3 si y sélo si cumple que:
1. Ay, C P(a) y |An| € w para cada o < wy,
2. para cada A C wq existe a > w tal que ANa € A,.
Definicién 2.6. Una familia {A,}a<w, se llama sucesion {4 si y sélo si cumple que:
1. Ay € Z(a) v |Aa| < w para cada a < wy,
2. para cada A C w; existe un ordinal limite « tal que ANa € A,.

Consideremos los siguientes enunciados:

{1 Existe una sucesion 1.

{9 1 Existe una sucesion .

23



{3 0 Existe una sucesion 3.

{4 o Existe una sucesion 4.

Argumentos rutinarios muestran que cada uno de estos enunciados es consecuencia de
¢ (en otros términos, cada uno de ellos es un debilitamiento de ). Lo que no resulta claro
es si alguna de estas proposiciones implica . El propdsito de esta seccién es demostrar
que, de hecho, todos son equivalentes a <.

Vamos a probar las siguientes implicaciones: { — O, $o — O3, O3 — 4, Oa — 1

y 01— <.
Lema 2.7. Si $, entonces $o.

Demostracion. Sea {Aq}a<w, una sucesion . Afirmamos que {Aq}a<w, €S una sucesién

9. Tenemos que para cada o < wi, Aq € a. Sea A C wy. Por hipétesis,
{a<wi:Ana=A4.}

es estacionario en wy, en particular, es no acotado. Como w no es una cota superior para
{a<w: ANa = A,}, existe & > w tal que ANa = A,. Por lo tanto, {A,}a<w, €s una

sucesion . O

Lema 2.8. Si {9, entonces 3.

Demostracion.  Sea {Aa}a<w, una sucesién {s. Veamos que {{A,} : @ < w1} es una
sucesion {3. Para cada a < wy, {As} € Z(a) y {4a}| =1 < w porque A, C a. Sea
A C wy. Por hipétesis, existe a > w tal que ANa = A,, es decir, ANa € {Ay}. Por lo

tanto, {{Aa}}a<w, €s una sucesién {s. O

Lema 2.9. Si {3, entonces {y.

Demostracion. Sea {Aq}a<w, una sucesién {s3. Para cada o < w; definimos

By={Xna:X e | Aatn} C 2(a).

nw
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Probaremos que {By}a<w, €s una sucesion 4. Notemos que |B,| < w ya que |[Aq4n| < w
para cada n < w. Ahora sea A C w; y veamos que existe un ordinal limite § tal que
AN € Bs. Por hipétesis, existe o > w tal que ANa € A,. Por el Lema 1.13, podemos
escribir a a como d +n, para algin ordinal no sucesor ¢ y un niimero natural n. Observemos
que § # 0, ya que a > w y, por lo tanto, 6 es un ordinal limite (esto se debe a que 0 es
el tnico ordinal no sucesor que no es ordinal limite). Como AN« € Ay, tenemos que

(ANa)Nd € By, es decir, AN € Bs. Por lo tanto, {Ba }a<w, €s una sucesién 4. O

Lema 2.10. Si {4, entonces 1.

Demostracion. Sea {aq}a<w, una sucesion 4. Para cada o < wy definimos A, = aq, si
ao # 0,y Ay = {a} en caso contrario. Afirmamos que {Ay}a<w, €8 una sucesién {4. Si
a<wy, Ay € Z(a), ya que aq, € Z(a) y {a} € Z(«). Ademds |A,| < w, debido a que
lao] S wy [{a}] =1 < w. Sea X C wy. Por hipdtesis, existe un ordinal limite « tal que
X Na € ag, es decir, a, # 0. Por lo tanto, X Na € A,.

Definimos la funcién f : w; — wy mediante f(8) = -2 (multiplicacién de ordinales).
Por el Lema 1.13, todo ordinal 3 puede ser expresado como 3 = dg + ng, donde dg es un
ordinal que no es sucesor y ng < wj; por lo tanto, f(8) = dg + 2ng, es decir, flwi] es el
conjunto de todos los ordinales pares en w;.

Definamos para cada o < wi, By = {f7}[X] : X € A,}. Demostraremos que
{Ba}a<w, €s una sucesion 1.

Sea o < wp. Notemos que para cada X € A, y 8 € f1[X], tenemos que 3 < 3-2 =
f(B) € X C a,esdecir, B < a. Asi, By, C Z(a). Como |Ay| < w, obtenemos que |By| < w.

Sea A C wy. Probaremos que {a < wy : AN« € B,} es estacionario en wy. Para ello,
sea Cp un club en wy y veamos que existe a € Cy tal que ANa € B,.

Definimos C = lim(w; ), que por el Ejemplo 1.27 es un club en w;.

De acuerdo con el Lema 1.25, C' = CyNCy es un club en w;. Observemos que C'U {0}
sigue siendo un club en wi, ya que C' U {0} sigue siendo no acotado en w; (sélo agregamos
una cota inferior), ademads es cerrado en w; ya que si § es un ordinal limite tal que sup((C'U

{0}) N d) =4, es decir, tal que sup((C' Nd) U {0}) = ¢, entonces sup(C' NJ) =4y, como C
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es cerrado en wi, se deduce que § € C; en particular 6 € C' U {0}. Por el Lema 1.28 (inciso
(4)), existe un isomorfismo de orden g : w; — C' U {0}.

Para cada A < w; definimos

Xn={r<wi:g\)<7<gA+1)}

Observemos que Xy # 0 ya que g(\) +1 € Xy y asi U, cx, A7 es no vacio y a lo mds
numerable. Fijemos { X, }m<w, una enumeracién para dicho conjunto (probablemente con
repeticiones). Vamos a definir al conjunto Zj de la siguiente forma: Zj tiene como elementos
a todos los ordinales de la forma (g()\) + 2m + 1) que satisfacen (g(\) +2m + 1) ¢ X\,
donde m < wy A < wy. Definimos Z; = f[A]y Z = ZyU Z,. Como Z C wy, por lo probado
en el primer parrafo de esta demostracion, existe un ordinal limite « tal que Z Na € A,.
Afirmamos que o € C. Vamos a suponer que a ¢ C para llegar a una contradiccién.
Definimos v = min{n < w; : @ < g(n)}, el cual existe ya que C' U {0} es no acotado.
Notemos que a < g(y). Siy = 0, entonces a < ¢g(0) = 0, lo cual no es posible ya que no
hay ordinales menores a 0. Entonces v > 0. Supongamos ahora que 7 es limite. Por el
Lema 1.28, tenemos que la funcién g [ v : v — g(y) es cofinal en g(v), por lo cual existe
d <~y tal que a < ¢(d), contradiciendo que v es el minimo. Por lo tanto, este caso no es
posible. Asi, obtenemos que =y debe ser sucesor, es decir, v = XA + 1, para algin A < wy.
Luego, g(A) < a < g(A+ 1), ya que la desigualdad o < g(\) contradice la eleccién de v, y
asi, a € X). De este modo, ZNa € A, C UT€XA A, y por ende, existe m < w de tal forma
que ZNa = X,).

Hagamos 8 = g(A) +2m + 1. Si 8 € Z, entonces 5 € Zy o § € Zy, pero 8 & Z; ya
que no es un ordinal par, luego 8 € Zy. De esta forma, 8 € Z si y sélo si 8 € Zy. Ahora
notemos que € Zj es equivalente, por definicién, a que 3 ¢ Xﬁ‘z = ZNa. Como « es limite
y g(A\) < «, se tiene que 5 < a. Por lo anterior, tenemos que f ¢ Xﬁ‘n siempre y cuando
B ¢ Z. El argumento anterior prueba que § € Z si f ¢ Z, lo cual es absurdo. Entonces
debe pasar que a € C.

Ahora, como los elementos de Zy son ordinales impares, entonces f~1[Zy] = 0, y, por
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lo tanto,

21 =20 U 2] = Y2,

ademds, como f es inyectiva tenemos que f~1[Z] = A. Asi, obtenemos que

Ana=fYZna=f1Z]Nna

Probaremos que f~'[a] = a. Si B € f~![a], entonces B < -2 < a. Por otro
lado, si B < «a, se sigue que dg + ng < a y, por ser a un ordinal limite, tenemos que

f(B) =85+ 2ns < a. Asi, obtenemos que f~![a] = a. Por lo tanto,

FZina= 120 f Vel = £ Z Nl

Como ZNa € Ay, ANa = f1[ZNa] € B,. Y esto concluye la prueba porque a € Cy.
O

Lema 2.11. Si {1, entonces <.

Demostracion. Como w; = |w X w1, podemos elegir una funcién biyectiva f : w; — w X wj.

Dados a, 8 < wy, hagamos:

g(a, B) := max{sup f'[w x a],min{¢ < w; : f[3] Cw x &}}

y comprobemos que esto define una funcién ¢ : wi; X w; — wi. Sean «a,f < wi. Como
lwxal < wy f esinyectiva, tenemos que | f~wxa]| < w'y, por lo tanto, sup f~!wxa] < wr.
Notemos que para cada § < 3, existen ng < w y 15 < wy de tal modo que f(9) = (ng,ns).
Entonces f[5] C w x (sup{ns : 6 < f}+1). Como S es numerable, sup{ns : § < f} +1 < wy;
asf tenemos que {£ < wy : f[B] Cw x £} # 0 y, por lo tanto, g(a, B) < wy.

Denotemos por C' al conjunto de todos los ordinales en w; que son cerrados bajo {g}, que
por el Lema 1.26 es un club en w;. Demostraremos que si a € C, entonces f~!{w x a] C «
y fla] € w x a. Sea £ < «, un elemento arbitrario. Tenemos que (£,£) € a X a vy,

por lo tanto, g(&,&) < a. Por la definicién de g, tenemos que sup f~ 1w x & < g(£,€) vy
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n:=min{é < wy : f[§] Cwx} < g(£,€) < a. Por una parte, el que 8 € f~w x €] implica
que 8 < sup f 1w x &) < ay de este modo 3 < «a, es decir, f~!w x ] C a. Por otra parte,
fl¢] Cwxnycomon < a, tenemos w X C w X a, es decir, f[§] € w x a. Como & fue
arbitrario, se deduce que U5 a [Fllox €& Cay U5 <o fI§] € w X a, o equivalentemente,
f_l[U£<aw xE Cay flUgcn €l € w x a. Por lo tanto, fTllwxalCay fla] Cw x a.

Para simplificar la escritura del resto de la prueba adoptaremos la siguiente notacién:
dados A C wy y B C w x wi, denotaremos A’ = f[A] y B* = f~![B]. Observemos que si
acC,ACay BCwxa,entonces A’ Cw x ay B* Ca.

Sea {Aq}a<w, una sucesién {. Para cada o < wy definimos:

{A":Aec A} cuandoa e C
Bo =

{0} cuando a ¢ C

Afirmacién 1: si B C w X wy, entonces F = {a <w; : BN (w X a) € B,} es estacionario
en wi.

Como B* Cwy, S ={a <wj:B*Na € A,} es estacionario en wy y asi SN C también
lo es (la prueba de esta afirmacién estd en los comentarios que le siguen a la definicién 1.29).
Si € SNC, entonces (B*Na)’ € By, pero (B*Na) = (B*)' Na’ (ya que f es inyectiva).
Notemos que para todo Z C w X w; se tiene que (Z*)' = Z debido a que f es biyectiva.
Como « € C, tenemos que @ Cw x a'y (w x a)* C a, lo que implica que ((w x a)*) C o/;
luego (wx a) C o/. Y asi obtenemos que (B*)'Na/ = BN (w x «). Por lo tanto, SNC C E'y
por ende E también es estacionario en wy (ver los comentarios que le siguen a la definicién
1.29).

Sia<wi, |Bal Swy Ba # 0, por lo cual, podemos escribir a %, como {BF : k < w}.
Definimos

B, ={€ <wi:(n,€) € Be},

donde n,k < w. Probaremos que {BY ,}4<w, €s una sucesién {» para algin n < w. Si no,
)

entonces para cada n < w, existe B, C wi tal que X, := {a <w; : ByNa = By ,} es no
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estacionario en w;. Hagamos

B=J({n}x Bn).

nw
Afirmamos que para cada n < w, Y, := {a < w; : BN (w X o) = B2} es no estacionario
en wi. Para probarlo fijemos k < w y veamos que Y C Xi. Sea a < w; de tal modo que

BN (w x a) = B*. Entonces tenemos

Bg = (JUn} x Ba) n(wxa)=({J{n} x Bu))n |J ({m} x a).

n<w n<w m<w

Notemos que si n,m < w son tales que n # m, entonces ({n} x B,) N ({m} x a) =0, lo
que implica que BY = J,,,({n} x (Bn N @)). Como consecuencia de la igualdad anterior,
se tiene que £ € By N« es equivalente a que (k,§) € Bfl, lo cual, por definicién, pasa si y
sélo si & € B(’;’k. De este modo By Na = Bﬁ,k- Por lo tanto, para cada n < w se tiene que
Y, C X,, y asi tenemos que Y,, es no estacionario.

Por el Lema 1.32, tenemos que | J Y, es no estacionario en w;. Para obtener la

n<w
contradiccién requerida probaremos que si ' es como en la Afirmacién 1, entonces E C

Un<w Yn- Sea oo < wy tal que BN (w x @) € B,. Existe k < w tal que BN (w x a) = BY

oy €5

decir, para todo o € E existe k < w de tal modo que a € Yj; luego, E C |, Yn- Lo que

contradice que E es estacionario en wy. Por lo tanto, existe n < w tal que {Bf ,}a < w1 es

una sucesién <. O

Combinando los resultados anteriores tenemos que son equivalentes los siguientes enun-

ciados: ¢, ¢1, ¢2, O3y Q.

Veamos otra manera de formular <), ahora en términos de funciones.
Recordemos que, dado un ordinal a;, a® es la coleccién de todas las funciones del ordinal
« en si mismo.

Consideremos los siguientes enunciados:

Definicién 2.12. Una familia de funciones { f, }a<w, se llama sucesién <’ si y sélo si cumple

que:

1. fo:a— apara cada a < wy,
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2. para cada funcién f : w; — w; el conjunto {a < w; : f [ @ = f,} es estacionario en

wi.

Definicién 2.13. Una familia de funciones {Fj}a<w, se llama sucesién ) si y sélo si

cumple que:
1. F, Ca%y |F,| € w, para cada o < wy,

2. para cada funcién f : w; — w; el conjunto {a < wy : f [ @ € F,} es estacionario en

w1.

Definicién 2.14. Una familia de funciones {f,}a<w, se llama sucesiéon f si y sélo si

cumple que:
1. fo:a — a para cada a < wy,
2. para cada f :w; — w existe a > w de tal forma que f [ a = f,.

Definicién 2.15. Una familia de funciones {Fj,}q<y, se llama sucesién {4 si y sélo si

cumple que:
1. F, Ca%y |F,| < w, para cada o < wy,
2. para cada funcién f : w; — wy existe a > w de tal forma que f | a € F,.

Consideremos los siguientes enunciados:

' . Existe una sucesién <.
O+ Existe una sucesién .
&4+ Existe una sucesién .
¢4 Existe una sucesién {f.

Vamos a probar las siguientes implicaciones: { — §/, &' — &, &' — O, &) — Of,
Oh — Oh y Of — ¢s3. Y de este modo concluiremos que todos estos enunciados son

equivalentes a <.
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Lema 2.16. Si <>, entonces $'.

Demostracion. Sea {Aq}a<w, una sucesion { y sea f : wy Xxwi — wp una funcién biyectiva.
Definimos las funciones h; : w1 — w; mediante hi(8) = S+ 1y, he : wi — w1 mediante
ha(B) = min{¢ < wy : f7LB] C € x £}. Veamos que esta tltima funcién estd bien definida.

Notemos que para cada v < f3, existen &,,7, < wy tales que f~1(y) = (&,,7,); si hacemos

0 = max{sup{&, : v < B}, sup{ny : v < f}} + 1,

tenemos que § < w; porque B es numerable. Ademéds, f~![3] C § y esto prueba que
{€<wy: f7YHB) C € x &} #0. Por el Lema 1.26, tenemos que Cp, el conjunto de ordinales
que son cerrados bajo {f, hi,he}, es un club en w;. Observemos que si a € Cj, entonces
« es limite (por el Ejemplo 1.27) y fla x a] € a. También, si f < «, como « es cerrado
bajo hg, tenemos que h2(3) < a y asi f~1[B] C ha(B) x h2(B) C a x a lo que implica que
U5<a f7YB) € @ x a. Por lo tanto, f~![a] C a x a. En otras palabras, a € C implica que
o] = ax .

Sea a € Cy. Si el conjunto f~1[A,] C wi X wi es funcién de a en «, entonces haremos
fa = f1A4]; en caso contrario, definimos f, = a x {0}, es decir, f, sera la funcién
constante cero de a en «. Finalmente, f, = a x {0} siempre que a € w; \ Cj.

Afirmamos que {f,}a<w, €s una sucesién <'. Para demostrarlo, sea g : w1 — w; una
funcién arbitraria y veamos que S = {a < wj : g [ @ = f,} es estacionario en w;. Sea C
un club en w;. Dado que g es un subconjunto de wy X wy, definimos X = f[g]. Observamos
que Co, el conjunto de todos los ordinales cerrados bajo {g}, es un club en w; (Lema 1.26).
Por la hipétesis, £ = {a < w; : X Na = A,} es estacionario en w; y, por ende, existe

a€ ENCynCiNCy. Asi, tenemos que X Na = A, y, por lo tanto,
FHA = X na) = X0 o).

Como f es inyectiva, tenemos que f~'[X] = g. Ademés, f~'[a] =a x a. yaque a € Cy y
ast, f 1 X]Nf 1 [a] = gN(axa). Probemos que gN(axa) =g | a. Sea (§,7) € gN(axa),

es decir, 0 < ay v = g(d) por lo cual tenemos que (6,7) € g | . Si (6,7) € g | a, entonces
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d<ayy=g(d); como a € Cy, tenemos que v = g(d) < a'y, por ende, (J,g(d)) € gN(axa),
con lo cual obtenemos la igualdad. Por lo tanto, g [ o = f7'[As] € f7![a] = a x a, es
decir, g [ « es una funcién de « en «, con lo cual tenemos que g [ a = fo. Y asi, existe

a € C tal que g [ a = f,, probando que S es estacionario en wj. 0

Lema 2.17. Si {’, entonces ) y O5.

Demostracion.  Sea {fa}a<w, una sucesién {'. Andlogamente a la prueba del Lema 2.8,
{{fa}: @ < wi} es una sucesién ¢}. Una modificacién minima del argumento empleado en

la demostracién del Lema 2.7 prueba que {fa}a<w, €s una sucesion 5. O]

Lema 2.18. Si ), entonces {f.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Lema 2.7. O

Lema 2.19. Si ), entonces {%.

Demostracion. La prueba es andloga a la del Lema 2.8. O

Lema 2.20. Si ¢4, entonces {3.

Demostracion.  Sea {Gqa}a<w, una sucesién {4. Para cada o < wq, definimos F, = G,,
si Go # 0,y F = {a x {0}} en caso contrario. Observemos que un argumento analogo al
dado en la prueba del Lema 2.10 garantiza que {F,}a<w, €s una sucesién f.

Para cada a < wy, como F, # (), podemos escribir F,, = {fan 1 n < w} (esta enu-
meracién podria tener repeticiones), y de esta manera definimos Aq = {f; {0} : n < w}.
Afirmamos que {Aq}a<w, €s una sucesién ¢3. En primer lugar, A, € Z(«) debido a que
fan 1 @ = « para cada n < w. En segundo lugar, |A,| < w. Por tultimo, sea X C wy.

Definimos la funcién f : w3 — wi mediante:

0 sifeX
f(B) =
1 sipé¢x
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Como {F,}a<w, €s una sucesion %, existe a > w tal que f [ a € F,, es decir,
f I a= far, para algin k < w. Afirmamos que (f | @)"'{0} = X Na. La condicién
B € (f | @)~H{0} es equivalente a que (f | a)(8) = 0, lo cual pasa si y sélosi € X Na.

Asi, tenemos que f;,lg{O} =X Nay, por lo tanto, X N« € A,. O

Combinando todos estos resultados tenemos que son equivalentes los siguientes enun-
ciados: ¢, ¢/, ¢F, Oh v 5.
2.2 Principio de Ostaszewski

El siguiente principio combinatorio fue ideado por A. J. Ostaszewski en [5] para res-

ponder a una pregunta relacionada con la normalidad perfecta (ver seccién 2.5).
Definicién 2.21. Una familia {Sq }aciim(w,) e llama sucesién & si y sélo si cumple que:
1. Sq C v, to(Sy) = w, sup S, = « para cada « € lim(wy), y
2. para cada X C wj no acotado, existe « € lim(w;) tal que S, C X.

Se le llama principio de Ostaszewski al enunciado: Existe una sucesién &. A dicho
enunciado lo denotaremos con & (trébol).

Por el Lema 1.22, tenemos que S, es no acotado en «, para cada o < wy.

Ostaszewski prob6 que & es una consecuencia de { (ver Lema 2.23) y, por otro lado, K.
J. Devlin demostré que en presencia de CH estos principios combinatorios son equivalentes.
En términos coloquiales, < es lo mismo que &+ CH. El resto de esta seccién esta dedicado

a exponer la demostracion de este hecho.

Lema 2.22. Sea v € lim(wy) y A un subconjunto no acotado de . Entonces existe S C A

tal que ot(S) =w ysup S = a.

Demostracion. Sean « un ordinal y A C a como en la hip6tesis. Como cf(a) = w, por la
definicién, existe una funcién g : w — « cofinal en «.

Vamos a definir una funcién h : w — A que satisfaga lo siguiente para cada i < w:

1. g(i) < h(i) < h(i+1).
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Como A es no acotado en o'y ¢(0) < a, definimos h(0) = min(A \ (¢(0) 4+ 1)); es decir,
h(0) € Ay g(0) + 1 < h(0), asi tenemos que ¢g(0) < h(0). Ahora, si h(n) ya fue definido de

tal modo que (1) es cierta para todo i < n, entonces

h(n+1) = min(A \ max{g(n + 1) + 1, h(n) + 1}).

Veamos que esta funcién satisface (1): por definicién de h(n+ 1), tenemos que h(n+1) € A

y max{g(n + 1)+ 1,h(n) + 1} < h(n + 1), de este modo

g(n) < h(n) < h(n)+1<max{g(n+1)+1,h(n)+1} < h(n+1).

Asi obtenemos la desigualdad g(n) < h(n) < h(n +1).

Por tltimo vamos a probar que h es cofinal en a. Sea < . Como g es cofinal en «,
existe k < w tal que 5 < g(k). Como g(k) < h(k) se sigue que 8 < h(k). Esto prueba que
h es cofinal en a.

Hagamos S = h|w|. Por la definicién de h, tenemos que S C A. La funcién h : w — hlw]
resulta ser un isomorfismo de orden. Como h es estrictamente creciente, para cualesquiera,
n < m < w tenemos que h(n) < h(m), es decir, h preserva el orden y en particular h es
inyectiva; ahora, dados &1,&2 € h[w] tales que & < &9, existen n,m € w de tal forma que
h(n) = & y h(m) = &, si m < n entonces h(m) < h(n) lo cual contradice la eleccién de
&1 y &2, luego, n < m; ademaés h es suprayectiva ya que restringimos el codominio. Por lo

tanto, to(S) = w. Ademds, como h es cofinal en «, tenemos que S es no acotado en a. O

Como ya fue mencionado antes, el siguiente resultado es obra de Ostaszewski.

Lema 2.23. Si $ es cierto, entonces & es cierto.

Demostracion. Sea {Aa}a<w, una sucesién . Para cada « € lim(wy), si A, es no acotado
en « entonces existe S, C « de tal modo que S, C A, (Lema 2.22). Para el caso en que
A, es acotado en «, observemos que « es no acotado en «, asi que, por el Lema 2.22, existe
Sa € a de tal modo que to(Sy) = w y supSq = a. Afirmamos que {54 }aelim(w,) €8 una

sucesion &. Sea X C w; no acotado.

34



Definimos la funcién f : w; — w; mediante f(5) = min(X \ (5 + 1)). Supongamos
que « es cerrado bajo {f}. Sisup(X Na) < a, como « es cerrado bajo {f}, tenemos que
f(sup(XNa)) < a, es decir, v = min(X \ (sup(XNa)+1)) < a. Asi, v € X ysup(XNa) < .
Lo cual es una contradiccién ya que v € X Na y debe pasar que v < sup(X N«). Esto
prueba que la desigualdad sup(X N a) < « es falsa si « es cerrado bajo {f}. En otras
palabras, si « es cerrado bajo {f}, tenemos que sup(X Na) = a.

Denotemos por C' al conjunto de ordinales limite que son cerrados bajo {f}, que por
el Ejemplo 1.23 es un club en wy.

Por la hipétesis, {& < w1 : X Na = Ay} es estacionario en wy. Y, por ende, existe
a € C tal que X N = A,. De esta forma, o es un ordinal limite con la propiedad de
que a = sup(X Na) = sup A,, lo cual implica que A, es no acotado en «. Por lo tanto,

Se €Ay =X NaC X, de lo cual obtenemos que S, C X. O

Para probar la implicacién restante haremos uso del resultado siguiente.

Lema 2.24. Sean {Sa}aelim(wl) una sucesion & y X un subconjunto mo acotado de wi.

Entonces {a < wy : So C X} es estacionario en wi.

Demostracion. Sea C un club en w;. Demostraremos que existe o € C' tal que S, C X.
Definimos la funcién f : w; — X por recursién: f(0) = min X; si f(8) fue definido,
entonces

fB+1)=min{A € X : Fa € C(f(B) <a<AN)};

finalmente, si § es limite y f | 8 fue definida, f(8) = sup f[B]. Argumentemos que f(S+ 1)
estd bien definido: en primer lugar, existe o € C' tal que f(f) < «, ya que C es no acotado
en wi. Como X es no acotado en wq, tenemos que existe A € X de tal modo que a < .
Asf probamos que {£ € X : Iy € C(f(B) <y < &)} # 0.

Para demostrar que f es estrictamente creciente, probaremos, por induccién transfinita
sobre d, que para cualquier f < 6 < wy se cumple que f(3) < f(6). Para el caso en que
6 = 0, el resultado se sigue por vacuidad. Supongamos ahora que para cada £ < 6, si 8 < &,
entonces f(5) < f(£). Sid =v+1y B < J, entonces § < v < J. Por hipdtesis de induccién

y nuestra definicién de f(y + 1), tenemos que f(8) < f(y) < f(y+1) = f(5). En el caso
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en que ¢ es un ordinal limite y 8 < d, se deduce que 5+ 1 < 4. Por hipdtesis de induccién,
f(B) < f(B+1) <sup f]o] = f(0). Esto muestra que f es estrictamente creciente.

Definimos Y = {f(f+ 1) : f§ < w1}. Como f es estrictamente creciente y Y tiene
cardinalidad wy, Y es no acotado en wy. Dado que {Sa}aclim(w,) €5 una sucesion &, existe
un ordinal limite « tal que S, C Y C X. De este modo tenemos que S, C X.

Probaremos que existe una sucesion, estrictamente creciente, de ordinales sucesores
{Bn : n € w} de tal modo que Sy = {f(Bn) : n € w}. Como to(S,) = w, podemos numerar
a Sq = {a, : n < w}, de tal forma que {ay, }n<w €s una sucesion estrictamente creciente de
ordinales. Ya que S, C Y, tenemos que para cada n < w existe (3, < w; tal que f(5,) = an,
donde f,, es sucesor. Observemos que la sucesion {5, }n<, es estrictamente creciente, ya
que si n < m < w son tales que S, < [, entonces f(5y) < f(Bn), lo que contradice que
ay < Q.

Como consecuencia tenemos que f(3,) < f(Bn + 1) < f(Bn+1), para cada n < w.

Esta observacién y la definiciéon de f(3, + 1) garantizan la existencia de &, € C tal que

f(Bn) <&, < f(Bny1). Asi, tenemos que

F(Bn) < &n <sup{ép i k <w}y & < f(Bny1) <sup{f(Br) 1 k < w},

para cada n < w. Por lo tanto,

sup{r : k <w} =sup{f(Bx) : k <w} =

Esto muestra que C' N « es no acotado en «, porque {& : k < w} € CNa C a junto con
sup{{x : k < w} = a, implican que sup(C' Na) = a y, por el Lema 1.22, tenemos que C' N «

es no acotado en a. Como C' es cerrado en wq, obtenemos que o € C. O
De este modo, llegamos al resultado de Devlin:

Lema 2.25. Si CH y & son ciertos, entonces { es cierto.

Demostracién. El Lema 1.15, aplicado a k = w, nos dice que |[w1]S¥| = ¢. Por la hipétesis,

)<

¢ = wi, asi que podemos enumerar a [wp como {B, : @ < wi}. Por el Corolario

1.34, existe una familia {E,}a<w,, de subconjuntos estacionarios de w; ajenos por pares.
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Vamos a definir la familia {X3}s<,, de la siguiente forma: Xg = B, si y sélo si § € Ej,
para cualesquiera o, < w;. En otras palabras, {X, : @ < wi} es un lista de todos los
subconjuntos numerables de w;, en donde cada conjunto aparece listado w; veces.

Sea {Sa }aelim(w;) una sucesién &. Sea Cp = lim(w;). Para cada o < w; definimos:

U{Xe:£€e S} siaeCyy Xe Caparacada € € S,
0 en otro caso

De esta forma, tenemos que A, C « para cada o < w;. Afirmamos que {Aq}a<w, €8
una sucesion . Sea X C w; y probaremos que {o < w; : X N = A, } es estacionario en
w1. Sea C7 un club en wy. Hagamos C' = Cy N (7. Demostraremos que existe a € C' tal
que X Na = A,.

Definimos una funcién f : w; — w; de manera recursiva: f(0) = 0; si f(8) fue definido,

entonces

fB+1) =min{X <w; : [3 € C(f(B) <& <NIAIX N F(B) = X}

finalmente, si § € Cy y f | B fue definida, f(8) = sup f[f]. Probaremos que la funcién
f estd bien definida. Si f(8) fue definido, como C' es no acotado, existe £ € C tal que
f(B) < & Observemos que X N f(B) es numerable, ya que X N f(3) estd acotado por
f(B) < wi. Por lo tanto, X N f(8) = B, para algin a < w;. Como E, es estacionario,
en particular es no acotado, por lo tanto, existe A € E, tal que £ < A. Asi, tenemos que
B, =X)=Xnf(B).

Un argumento inductivo, como el del lema anterior, nos dice que f es estrictamente
creciente.

Definimos Y = {f(f+ 1) : f < wi}. Notemos que Y es no acotado en wi, ya que
Y] = wi. Como {Sa}aclim(w,) €5 una sucesion &, existe o € Cp tal que S, C Y.

Usando un argumento analogo al del lema anterior, tenemos que

Sa = {/(Ba) i n < w},
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donde {fB;}n<w € wi es una sucesién estrictamente creciente de ordinales sucesores. Probe-
mos que C'N«a es no acotado en a. Sea v < a. Como S, es no acotado en «, existe un

ordinal sucesor (3, < w; tal que v < f(fB,); por la definicién de f(3, + 1), tenemos que

f(/Bn) <£n < f(/Bn+1) < f(ﬁn-‘rl) <a,

es decir, £, € CNa.
Como C es cerrado, obtenemos que o € C. Solo resta probar que X Na = A,.
La igualdad a = sup So = |U,,, f(Bn) implica que X Na = J,,., X N f(Bn).
Dado n < w, existe v < w; tal que B, = v+ 1. De esta forma, v < (8, y asi,

f(v) < f(Bn) < a. Por ende,

Xf(ﬁn) :Xf('y+l) :Xﬂf<7) CXNacCa.

Con lo cual, probamos que Ay =, ., X(3,) ¥, por lo tanto, A, € X Na.
Por tltimo, si n < w, entonces B,4+1 = v+ 1, para algin v < wy, y asi, 8, < ; de esta

forma,

XN f(ﬂn) cXn f('}/) = Xf(’y+1) = Xf(,BrH»l)'

En el parrafo anterior demostramos que Xy, ,,) € Aq. Luego, X Na C A,. O

Combinando el Teorema 2.2, el Lema 2.23 y el Lema 2.25 se obtiene lo suguiente:
Lema 2.26. Los siguientes enunciados son equivalentes.
1. & es cierto.
2. CH y & son ciertos.

2.3 Generalizaciones de <

Definicién 2.27. Sean x un cardinal infinito y F, un subconjunto estacionario de . Una

familia {A, }acr se llama sucesion $(F) siy sélo si cumple que:

1. [Aa| £k y Aq € P(a) paracadaa € E, y
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2. para todo X C x7, el conjunto {a € F: X N € A,} es estacionario en k™.

Dados & un cardinal infinito y £, un subconjunto estacionario de ™, denotaremos con
O(F) al siguiente enunciado: Existe una sucesién $(E).

Una modificacion minima a la prueba del Lema 2.11, muestra que esta versiéon de
diamante es equivalente a la existencia de una sucesion {A,}qacr de tal modo que, para
cada a € FE, se satisface A, C o y, cumple que para cualquier X C k™, el conjunto
{B€E:XNpB= Az} es estacionario en .

Como w; es un subconjunto estacionario de wy, podemos ver que {$(wi) = 1.

Jensen prob6 que, en V. = L, {(F) es vélido para todo cardinal infinito x y todo
subconjunto estacionario F de x*.

Dado k, un ordinal limite tal que cf(k) > w, y A, un cardinal regular tal que A < cf(k),
recordemos que Ef := {a < £ : cf(a) = A} es estacionario en £ (Lema 1.31).

John Gregory probé en [3, Lemma 4.1] el siguiente resultado:

A

Teorema 2.28. Si k y X son cardinales tales \ es reqular, k" = Kk y 28 = k* entonces

<>(Ef+) es valido.

Demostracién. Notemos que k' # w porque w no es sucesor de algin cardinal; ademas,
todo cardinal sucesor es regular. También, A < k, ya que si kK < A, se tendria que k" <
Kk = k; por otro lado, como 2 < k, tenemos que 2% < k" y asf, 2% < &, lo cual es una
contradiccién. De esta forma, E§+ es estacionario en kT (Lema 1.31).

Por el Lema 1.15, kT tiene 2% subconjuntos de cardinalidad a lo mds . Luego, la
hipétesis, 2¢ = T implica que existe una enumeracién fiel {X, : o < 7} de [kT]SF, es
decir, o < 8 < k1 implica que X, # Xp.

Para cada o < k" definimos W, = {{ < a : X¢ C a}. Ahora definiremos A4, de la
siguiente forma: Y € A, si y sdlo si existe S € [W,]|S* tal que Y = [J{X¢ : £ € S}.

Veamos que |A,| < k. Dado que W, C «, deducimos que [W,| < |a|. Como a < kT,
tenemos que |a| < kv asi, |W,| < k. Definimos la funcién f : [W,]S* — A, mediante
f(S) == U{Xe : £ € S}. Observemos que f es una funcién suprayectiva ya que, dado
Y € Aa, por definicién, Y = [J{X¢ : £ € S} = f(9), para algtin S € [W,]S*. Por lo tanto
Al < [[Wa]=.
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Recordemos que (W,)* representa al conjunto de todas las funciones de A en W,.
Definimos la funcién g : (Wa)* — ([Wa]$*\ {#}) mediante g(p) := ¢[)\]. Afirmamos que g
es suprayectiva. Sea S un subconjunto no vacio de W, con |S| < A. Fijemos una biyeccién

h:|S| — Sy definamos la funcién ¢ : A — W, de la siguiente forma:

h(y), v <IS
p(7) =
h(0), [SI<v <A
De esta forma, obtenemos que g(¢) = ¢[A\] = Wy, es decir, g es suprayectiva y, por lo tanto,
[[Wa]SM\ {0} < |(Wo)?| < k7, que por hipétesis es igual a x. En el caso en que [W,]S* es
infinito, tenemos que |[Wo]S| = [[Wa]S*\ {0} v ast, |Aa| < [[Wa]S < K. Si [Wo]S) es
finito, tenemos que |A,| < [[Wa]S'| < K, ya que & es infinito.

Afirmamos que {Aa} py+ ©8 una sucesién <>(E§+). Para probarlo, sea X C k* y
veamos que {« € E§+ : X Na € Ay} es estacionario en k.

Sea Cp un club en x*. Definamos la funcién F : k™ — T de la siguiente forma: para
cada n < kT sea F(n) el tnico ordinal que satisface X Nn = X F(n)- Observemos que F' estd
bien definida ya que para cada n < k*, X N7 es un subconjunto de k™ con | X N7y| < |n| < K
y, por lo tanto, X Nn = X, para algin v < k*; ademds la enumeracion {X, : @ < K} es
fiel. Denotemos con C] al conjunto de ordinales en ™ que son cerrados bajo F, el cual es
club en k™ por el Lema 1.26. Notemos que si o € C, entonces para cada 8 < «, tenemos
que F(B8) < a. Como < «, deducimos que X N3 C f C «a y asi, Xrp) C a, es decir,
F(B) € W,. En otras palabras, Fa] C W,,.

Hagamos C' = Cy N €. Como Eer es estacionario en kT, existe a € C' N Ef.
Demostraremos que X N« € A,.

El que a € E§+ implica que cf(a) = A. Por la definicién de cofinalidad, existe una
funcién G : A — «, cofinal en a. Hagamos Z = G[A]. Tenemos que |Z| < Ay, como G
es cofinal en «, obtenemos que Z es un subconjunto no acotado en «. Luego, por el Lema

1.22, a = sup Z = Jgey B. Llamemos S = F[Z] C W,. Como |Z| < A, entonces S| < Ay,
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por lo tanto, S € [W,]S*. De esta manera obtenemos

Xna=|J&Xnp) = Xpp =] Xe € Aa.
BeZ BeZ ges

O]

En el capitulo 3 de este trabajo, vamos a probar que < es independiente de ZFC' y
esto hace que el resultado de Gregory sea sorprendente porque, a partir de dos condiciones
aritméticas se puede deducir que una versién de diamante es cierta en ZFC.

Vamos a finalizar el capitulo mencionando dos aplicaciones del material visto. Una al

algebra y otra a la topologia.
2.4 El problema de Whitehead

Primero abordaremos la aplicacién algebraica. Para enunciar el problema necesitaremos

de algunas definiciones.

Definicion 2.29. Sean A y B dos grupos abelianos y 7 : B — A un epimorfismo. Diremos
que 7 se escinde si y sélo si existe un homomorfismo p : A — B de tal modo que mop es la

funcién identidad en A.

Definicién 2.30. Un grupo abeliano A es llamado un W-grupo (grupo de Whitehead) si
y sélo si satisface que todo epimorfismo 7 : B — A, tal que el nicleo de 7 es isomorfo a Z,

se escinde.
Un resultado conocido de la Teoria de Grupos es el siguiente:

Lema 2.31. Un grupo abeliano A es libre si y sdlo si todo epimorfismo m: B — A, donde

B es un grupo abeliano, se escinde.

Demostracion. Supongamos que A es un grupo abeliano libre y sea B un grupo abeliano
con la propiedad de que 7 : B — A es un epimorfismo. Llamemos X a la base de A. Como
7 es una funcién suprayectiva, tenemos que 7~ !{z} # (), para cada = € X. Fijemos b, € B
para cada z € X, de tal modo que m(b;) = . Como X es una base para A, existe un
homomorfismo p : A — B de tal modo que p(x) = b, para cada = € X. Claramente 7 o p

es la funcién identidad en A y, por lo tanto, 7 se escinde.
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Para probar el reciproco, hagamos k = |A| y fijemos una funcién biyectiva g : A — k.
Consideremos el grupo abeliano libre F' cuya base es &, el cual existe por [6, II Teorema
2.1.1]. Como « es un base para F', basta definir el homomorfismo 7 : F' — A en k mediante
n(a) = g~ '(a), para cada a € k. Claramente 7 es suprayectiva asi que, por hipétesis,
existe un homomorfismo p : A — F de tal modo que 7o p es la funcién identidad en A.
Observemos que p es inyectiva: sea a € A tal que p(a) = 0, entonces m(p(a)) = m(0) =0y,
por ende, a = 0. Como p es inyectiva, A es isomorfo al subgrupo p[A], el cual, de acuerdo

a [8, X Teorema 10.18], es libre. O

Como corolario, obtenemos que todo grupo abeliano libre es un W-grupo.

En 1950, Henry Whitehead se pregunté si todo W-grupo es libre. A esta pregunta se
le conoce como el Problema de Whitehead. Esto es, para decidir si un un grupo abeliano
A es libre, jbasta con verificar que todo epimorfismo de B en A, cuyo nicleo es isomorfo a
Z, se escinde, para cada B grupo abeliano?

FEn 1951, Karl Stein demostré que todo W-grupo numerable es libre. Sin embargo para
grupos de cardinalidad no numerable sélo se han obtenido resultado parciales en ZFC.

En un resultado completamente inesperado, Saharon Shelah probé que el problema de
Whitehead, restringido a grupos de cardinalidad wy, es independiente de los axiomas de
ZFC. Shelah probé que si $(FE) es valido para cada E, subconjunto estacionario en wi,
entonces todo W-grupo de cardinalidad w; es libre. Por lo tanto, en V = L, todo W-grupo
de cardinalidad w; es libre.

El lector interesado en profundizar en el resultado de Shelah puede consultar [2, Teo-

rema 4.1]

2.5 Espacios de Ostaszewski

Un antiguo problema de topologia pregunta si todos los espacios que son numerable-
mente compactos y perfectamente normales (es decir, todos sus subespacios cerrados son
de tipo Gs) deben ser compactos. En relacién a esta cuestion, A. J. Ostaszewski introdujo
en [5] su principio combinatorio & y, a partir de éste, y suponiendo CH, logré construir
una topologia T para el conjunto w; de tal modo que el espacio X = (wy, 7) responde nega-

tivamente a la pregunta, es decir, X es numerablemente compacto y perfectamente normal,
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pero no es compacto, de hecho, ni siquiera es Lindelof. Ademés de lo anterior, X es primero
numerable y hereditariamente separable.

Los detalles de la construccién de 7 pueden ser consultados en la seccién 5.3 de [7]
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CAPITULO 3: ¢ ES INDEPENDIENTE DE ZFC

Tal y como el titulo lo indica, el propdsito principal de este capitulo es demostrar que
¢ es independiente de ZFC. Como hemos mencionado anteriormente, {» es consecuencia
del Axioma de Constructibilidad de Godel, asi que, en principio, esto da una prueba de
que la consistencia de ZFC implica la consistencia de ZFC 4+ <. Sin embargo, en este
trabajo hemos optado por probar dicha implicaciéon empleando la técnica inventada por el

matemaético estadounidense Paul Cohen en los sesentas: “Forcing”.
3.1 Preliminares

El fin de esta seccién es establecer la notacién y los resultados fundamentales para las
secciones siguientes. Conviene mencionar que la mayoria de los teoremas de esta seccion se
enuncian sin demostracion. El lector interesado en las pruebas puede consultar el capitulo

VII de [4].

Definicién 3.1. Un orden parcial es un par (P, <) tal que P # ) y < es una relacién sobre

P que es transitiva y reflexiva.

Es importante mencionar que nuestra nocién de orden parcial es lo que en otros textos
es llamado pre-orden o casi-orden.

Los érdenes parciales que vamos a usar tienen elemento méaximo y se denota por 1p.

Convencionalmente los elementos de P son llamados condiciones y p < ¢ se lee “p
extiende a ¢q”.

Las nociones siguientes son muy importantes para el desarrollo de este capitulo.

Definicién 3.2. Sea (P, <) un orden parcial. D C P es denso en P si y sélo si para cada

p € P, existe ¢ € D tal que ¢ < p.

Definicién 3.3. Sea (P, <) un orden parcial. Sip € P, D C P es denso por debajo de p si

y sOlo si para cada g < p, existe r € D tal que r < q.



Definicién 3.4. Sea (P, <) un orden parcial. G C P es un filtro en PP si y sélo si:
1. Para cualesquiera p,q € G existe r € G tal que r <py r < gq.
2. Para cada p € G, si p < ¢ entonces ¢ € G.
Hay una clase de filtros que nos interesa particularmente:

Definicién 3.5. Sean (P, <), un orden parcial y M un modelo transitivo numerable de
ZFC, tales que P y su relaciéon de orden < son elementos de M. G C P es un filtro P-
genérico sobre M si y s6lo si G es un filtro en P y para cada D € M, subconjunto denso en

PP, se tiene que G N D # 0.

Dado M, un modelo transitivo numerable de ZFC, el simbolo P € M serd una abre-
viatura de P € M y <€ M, es decir, la relacion de orden es un elemento de M.

Lo primero que vamos a hacer es definir M[G] (la extensién genérica de M). Para ello
vamos a definir los P-nombres y sus valuaciones con respecto a un filtro. Informalmente,
MIG] serd el conjunto de todos los conjuntos que pueden ser construidos a partir de G
aplicando procedimientos conjuntistas definibles en M. Los elementos de M[G] tendran
un “nombre” en M, que nos indica cémo fue construido a partir de G. Definimos por

€-recursion:

Definicion 3.6. Dado P, un orden parcial, & es un P-nombre si y sélo si & es una relacién

y para cada (y,p) € &, y es un P-nombre y p € P.
Definicién 3.7. Dado P, un orden parcial, V¥ es la clase de todos los P-nombres.

Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P € M, un orden parcial, M? =

VPN M, es decir, M* = {# € M : (& es un P-nombre)™}.

Definicion 3.8. Sean P, un orden parcial en M y G, un filtro P-genérico sobre M. Si

& € VP, definimos por e-recursién la valuacién de & respecto a G' como:

val(z,G) := {val(y,G) : Ip € G((y,p) € %) }.

En este trabajo vamos a usar la notacién & en lugar de val(z, G).
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Definicion 3.9. Si M es un modelo transitivo numerable de ZFC y P € M, un orden

parcial. Definimos, por €-recursion, el nombre canénico de x € M como:

T = {(yvv 1]1”) YRS .’IJ}
La valuaciéon de & con respecto a cualquier filtro genérico G siempre es x. De este

modo, M C M[G].
Definicién 3.10. Sea P un orden parcial. Definimos I' := {(p,p) : p € P}.

Notemos que si G es un filtro P-genérico sobre M, entonces I'¢ = G.

En esta seccién vamos a asumir que el lector estd familiarizado con el lenguaje de las
férmulas 16gicas.

En este trabajo, si ¢(x1,...,x,) es un férmula con todas sus variables libres exhibidas
y M es un conjunto, entonces ¢™ (z1,...,,) denotars la relativizacién de ¢ a M (cuando
esta relativizacién tenga sentido) y, alternativamente, emplearemos la expresion M = ¢

para denotar a ¢M.

Definicion 3.11. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC y P, un orden parcial
en M. Si¢(zxy,...,x,) es una férmula con todas sus variables libres exhibidas y d1, ..., a, €

9

MPF diremos que “p fuerza a ¢(a1,...,a,)” (v lo representamos con p |- ¢(ay, ..., ay,)) si

y solo si para cada G, filtro P-genérico sobre M tal que p € G se tiene que M|[G]|
o((a1)as-- -, (a2)a)-

Nuestro siguiente resultado es un ejemplo de la definiciéon anterior.

Lema 3.12. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC y P, un orden parcial en

M. Para cada p € P se tiene que p|p € T.

Demostracion. Sea G, un filtro P-genérico sobre M de tal forma que p € G. Como (p)g = p

y G =Tg, se sigue (p)g € (I')g y por lo tanto p|-p € T. O

Los siguientes resultados son de suma importancia para nuestro trabajo. Las demostra-
ciones de los Lemas 3.13 y 3.14 se encuentran en [4, VII Lema 2.3] y [4, VII Lema 2.20],

respectivamente.
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Lema 3.13. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC', P, un orden parcial en M

y p € P. Entonces existe un filtro G, que es P-genérico sobre M tal que p € G.

Lema 3.14. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC', P, un orden parcial en M,
D CPyG, un filtro P-genérico. Sip € G y D € M es denso por debajo de p, entonces
DNG #0.

La demostracion del siguiente teorema puede ser consultada en [4, VII Teorema 3.6].

Teorema 3.15. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC' y P, un orden parcial en
M. Si¢(x1,...,x,) es una formula con todas sus variables libres exhibidas y ay,...,a, €

MP, entonces para todo filtro G, P-genérico sobre M, se satisface que

MG (d))a, ..., (an)a) < Ip € Gp|- ¢(dr, . .., dyn)).

Este teorema nos dice que “algo” es cierto en la extensién genérica si y solamente si es
forzado por alguna condicién del filtro.
El siguiente lema sera utilizado varias veces durante el capitulo, asi que serad conveniente

recordarlo.

Lema 3.16. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC, a € M y P, un orden
parcial en M. Sean ¢(x1,...,2,), una férmula con todas sus variables libres exhibidas,
bi,...,bp € MF ypecP. SiplJz(x € aA¢(x,51,...,b;l)), entonces existen ¢ < p yc € a
de tal modo que q|— ¢(¢ by, ..., by).

Demostracién.  Si p|-3z(z € @A ¢(x,b1,...,b,)), entonces existen ¢ < py 7 € dom(d)
tales que ¢ |- ¢(, bi,...,by) (este resultado puede ser consultado en [4, VII Corolario 3.7
(d)]). Como dom(a) = {¢ : ¢ € a}, se deduce que T = ¢, para algin ¢ € a y por lo tanto

qlF o(c, by, ... by). O

3.2 ZFC + —<{ es consistente

Iniciaremos esta secciéon con una lista de conceptos necesarios para comprender qué

significa que un orden parcial tenga la condicién de la cadena contable.
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Definicién 3.17. Sea (P,<) un orden parcial. Dados p,q € P diremos que p y ¢ son

incompatibles (p_Lq) si y s6lo si no existe r € P tal que r <py r < gq.

Definicién 3.18. Una anticadena en P es un subconjunto A C P tal que para cualesquiera

p,q € A, si p# q entonces plgq.

Definicién 3.19. Un orden parcial (P, <) tiene la condicién de la cadena numerable (c.c.c)

si y sélo si toda anticadena en P es numerable.

En esta seccién definiremos un orden parcial y comprobaremos que éste satisface la
condicién de la cadena numerable, pero para esto iltimo serdn necesarios algunos resultados

técnicos, como el siguiente.

Lema 3.20. Sean A y B dos conjuntos tales que |A| =w; y |B| <w. Si f: A— B es una

funcién, entonces existe b € B de tal modo que |f~1{b}| = w;.

Demostracion. Supongamos lo contrario, es decir, |f~1{b}| < w para cada b € B. Ob-
servemos que |[Jycp f71{b}| < w ya que es unién numerable de conjuntos numerables. De
esta forma, obtenemos que |f~![B]| < w. Asi, tenemos que |A| = |f~![B]| < w, lo que

contradice la no numerabilidad de A. O

Otro de los resultados técnicos que necesitaremos es el “Lema del A-sistema”, también
conocido como el Lema de Sanin, pues fue el matematico ruso Sanin quien lo demostré en

un articulo publicado en 1948.

Definicion 3.21. Una familia &7 de conjuntos es llamada un A-sistema si y sélo si existe
un conjunto r tal que para cualesquiera a,b € & con a # b, se tiene que aNb=1r. A r se

le llama la raiz del A-sistema.
Lema 3.22. Sea &/ = {a, : @ < wi} una familia de conjuntos finitos. Entonces existe
Y Cw tal que |Y|=wy y {aq : a € Y} es un A-sistema.

Demostracion. Si |</| < w, definimos la funcién f : w3 — & como f(a) = ao. Por el
Lema 3.20, existe b € & tal que |f~1{b}| = w;. Hagamos Y := f~1{b}. Por definicién,
{aq : a € Y} = {b}, el cual es un A-sistema por vacuidad.

Ahora consideremos el caso en que |27 | = wy:
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Primero probaremos que si todos los elementos de /' tienen la misma cardinalidad,
la conclusién del lema es cierta. Supongamos que |a| = n para cada a € <, donde n €
w \ {0}. Usaremos induccién sobre n para probar el lema. Sin = 1, hagamos Y = w; y
demostraremos que {a, : @ € Y} es un A-sistema con raiz (). En efecto, dados o, 5 € Y
tales que a, # ag se sigue que |aq| = |ag| =1y, por lo tanto, aq Nag = 0.

Enunciemos la hipétesis inductiva: supongamos que k € w \ {0} es tal que para toda
familia {c, : @ < wy} formada por w; conjuntos de cardinalidad k, existe un Y C w; tal que
Y|=w1y {ca:a €Y} esun A-sistema.

Ahora, sea &/ = {aq : @ < wi} una familia de w; conjuntos de cardinalidad k + 1.
Consideremos dos casos:

Caso 1. Existe Z C w tal que |Z] = w1 y aez @a # 0. Fijemos z € (N cpta ¥
hagamos B = {aq \ {z} : @ € Z}. Veamos que |B| = w;. Sean «, 3 € Z tales que ay # ag;
sin perder generalidad, supongamos que existe z € a, de tal forma que z ¢ ag. Luego,
z # x ya que x € ag. Asi, obtenemos que z € a, \ {z} y 2z ¢ ag \ {z}. Por lo tanto,
|B| = 2] = wi.

Por definicién, cada elemento de B tiene cardinalidad k asi que podemos usar la
hipétesis de induccién, es decir, existe W C Z tal que |W| = w1 y {an \ {2} : @ € W}
es un A-sistema con raiz r. Tomemos & = {a, : @« € W}. Afirmamos que £ es un

A-sistema con rafz r U {z}. Si o, 8 € W son tales que a, # ag entonces:

ag Nag = ((aa \ {z}) U{z}) N ((ap\ {z}) U {z})
= ((aa \ {z}) N (ap \ {z})) U ((aa \ {z}) N {z}) U ((ap \ {z} N {z}) U {z}
= ((aa \ {z}) N (ag \ {z})) U {z}.

Por lo tanto, an Nag = 7 U {x}. De esta forma, tenemos el resultado para este caso.

Caso 2. El Caso 1 falla. En otras palabras, todo subconjunto Z, de w; tal que
Nacz @a # ¥, es numerable. Denotemos por % a la coleccién de todos los subconjun-
tos W de wy tales que {aq : « € W} es ajeno por pares. La coleccién % estard ordenada
por la contencién. Notemos que .# # () ya que () € .Z. Demostraremos que toda .7 -cadena

estd acotada superiormente en % para poder usar el Lema de Zorn. Sea C una .%-cadena
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y veamos que | JC € .Z. Sean «, € |JC tales que a # (. Existen M, N € C de tal forma
que « € My 8 € N. Como C es una cadena, deducimos que o, € M o o, 3 € N vy,
por ende, aq Nag = 0. Luego, |JC € .F y asi C posee una cota superior en .. Por el
lema de Zorn, obtenemos que .% tiene un elemento maximal, digamos Y. En particular,
{aq : @ € Y} es un A-sistema con raiz ), pues {ay : @ € Y} es ajeno por pares.

Sélo resta probar que |Y| = w;. Para ello, supongamos que |Y| < w. Hagamos
S = Uyey @a y observemos que |S| < w, ya que es unién numerable de conjuntos finitos.
Para cada = € S definimos B, = {a < w1 : = € a,}. Como estamos suponiendo el caso 2, se
tiene que |B,| < w para cada x € S. Por lo tanto, |U,cg Bz| < w y asi, wi \ U,eg Be # 0.
Fijemos 8 € wy \ U,cg Be; entonces 3 ¢ B, para cada = € S, es decir, ¢ ag para cada
xz € Sy, de esta forma obtenemos que ag NS = . Afirmamos que Y U {5} € .#. Como
{aq : o € Y} es ajeno por pares, basta ver que a, es ajeno con ag para cada o € Y. En
efecto, si @ € Y entonces a, C Sy, por ende, a, Nag = (). Hemos encontrado un elemento
de Z que contiene propiamente a Y, lo cual es una contradiccién al hecho de que Y es
maximal. Por lo tanto, |Y| = wy. Esto concluye el caso 2.

Ahora consideremos el caso en que los elementos de &7 = {a, : @ € w1} no necesaria-
mente tienen la misma cardinalidad. Definimos la funcién ¢ : w1 — w mediante g(a) = |aq|.
Por el Lema 3.20, existe n € w para el cual g~'{n} es un subconjunto de w; de cardinalidad
wi. Por lo probado anteriormente, existe Y C g~ '{n} tal que |Y| =w1 y {aq : @ € Y} es

un A-sistema. ]

Nuestro plan para probar la consistencia de ZFC 4 —<} es definir un orden parcial cuya

extension genérica modele —<.

Definicion 3.23. Sean [ y J un par de conjuntos.
1. Denotaremos por Fn(I,J) a la coleccién de todas las funciones finitas p C I x J.
2. Dadas p, g diremos que p < ¢ si y sélosi ¢ C p

El orden parcial Fn(I, J) siempre tendré esta relacién de orden y su elemento méximo

es 0.
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Por razones que se veran después, necesitamos que nuestro orden parcial tenga la
condicién de la cadena numerable. Por este motivo, necesitamos saber cudndo dos condi-

ciones en Fn(7,J) son compatibles:

Lema 3.24. Sean I y J un par de conjuntos. Entonces p,q € Fn(I,J) son compatibles si

y solo si pUq es una funcion.

Demostracion.  Sean p,q € Fn(I,J) tales que p y ¢ son compatibles. Entonces existe
refn(l,J,)talquer <pyr<gq,esdecir,pCryqCryasipUqgCr. Luego, pUq es
una funcién.

Sean p, q € Fn(I, J) tales que pUgq es una funcién. Afirmamos que pUq es una extension
comuin de py ¢, porque p C pUqy q C pUgqy, por la definicién del orden en Fn(I,.J),

tenemos que pUq < p,q. ]

Lema 3.25. Si J es un conjunto numerable e I es cualquier conjunto, entonces Fn(I,J)

tiene la condicion de la cadena numerable.

Demostracion. Sea X := {ps : @ < w1} C Fn(I,J) tal que para cualesquiera a,f € wy,
con o # 3, se tiene que p, # pg. Probaremos que X no puede ser anticadena. Hagamos
A = {dom(py) : @ < wi}. Por el Lema 3.22, existe ¥ C w tal que |Y| = wy vy & =
{dom(py) : @ € Y} es un A-sistema con raiz r. Veamos que |&/| = w;. Supongamos,
buscando una contradiccién, que || < w. Definimos la funcién f : Y — &/ mediante
f(a) = dom(p,). Por el Lema 3.20, existe a € & tal que |f~!'{a}| = wi. Definamos
ahora la funcién g : f~*{a} — J? (las funciones de a en J) como g(a) = p,. Notemos
que |J* < w, ya que |J| < w. Nuevamente, aplicando el Lema 3.20, existe t € J* tal que
lg7H{t}| = wi. De esta forma, existen o, 3 € g~ 1{t} con o # B tales que po, = ps = t,
contradiciendo la eleccién de X. Por lo tanto, || = w;.

Como |J| € w, tenemos que |J"| < w. Para cada a € & existe o, € Y tal que
dom(p,,) = a. Hagamos Z = {a, : a € &/} y definamos la funcién h : Z — J" como
h(a) = pa | 7. Por el Lema 3.20, existe t € J" tal que |h~1{t}| = w1, y asi, existen o, 3 € Z
tales que o # By po [ 7 = pg | 7. Afirmamos que p, U pg es una funcién. Para ello, sea

x € dom(pa) Ndom(pg) = r; como po [ = pg | r, tenemos que p,(x) = pg(x) y, por ende,
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Pa U pg es funciéon. Por el Lema 3.24, p, y pg son compatibles, es decir, X no puede ser

una anticadena. ]

Probemos que dados M, un modelo transitivo numerable de ZF'C, y un par de con-
juntos I,.J € M, entonces Fun(I,J) € M. En primer lugar, por el Teorema [4, IV Teorema
3.11] si I, J € M, también I x J € M. Ademds, “p es una funcién” y “p es finito” son abre-
viaturas de férmulas absolutas para modelos transitivos, por los Teoremas [4, IV Theorem

3.11] y [4, IV Theorem 5.3], respectivamente. Por lo tanto, Fn(I,J) = Fn(I, )™ € M.

Lema 3.26. Supongamos que M es un modelo transitivo numerable de ZFC y sean I, J €
M tales que I es infinito y J # 0. Si G es un filtro Fu(I, J)-genérico sobre M, entonces
UG es una funcion de I en J.

Demostracion. Hagamos g = | JG y observemos que si z € dom(g), existe p € G tal que
x € dom(p) C I y asi, z € I; por lo tanto, g C I x J. Para probar que g es una funcién,
sean (i,7), (i,5') € g y veamos que j = j'. Existen p,q € G tales que (i,7) € py (i,5') € q.
Como G es un filtro, existe r € G tal que r < py r < ¢q, es decir, p Cry ¢ C r. De esta
forma, (i,7), (¢,5') € r, por lo cual j = j', ya que r es una funcién.

Para terminar, probaremos que dom(g) = I. Sea z € I. Como I € M y M es
transitivo, tenemos que I C M y, por lo tanto, € M. Definimos D, = {p € Fn(I,J) : x €
dom(p)}. Notemos que D, € M ya que las variables libres de la férmula que define a D,
a saber Fn(I,J) y x, son elementos de M. Afirmamos que D, es denso en Fn(I,J). Sea
p € Fn(I,J). Si z € dom(p), entonces p < py p € D,. Six ¢ dom(p), como J # (), existe
y € J. Por lo tanto, ¢ = pU {(z,y)} es un elemento de D, con g < p.

Por hipétesis, G es un filtro Fn(I, J)-genérico, asi que G N D, # (), es decir, existe
p € GND,. Como p € G, tenemos que p C g, ademés, € dom(p) porque p € D,. En

conclusién, tenemos que = € dom(p) C dom(g). Por lo tanto, dom(g) = I. O

Un punto importante en la prueba del teorema central de esta seccién es determinar

“el tamano de ¢” en la extensién genérica.

Lema 3.27. Sea M, un modelo transitivo numerable de ZFC. Sea k > 0 un elemento de M

tal que (k es un cardinal)™ y G un filtro Fn(k x w,2)-genérico. Entonces M[G] |= |r| < ¢.
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Demostracion. Hagamos g = |JG, la cual es funcién de k x w en 2, por el Lema 3.26.
Para cada a < k, definimos g, : w — 2 como go(n) = g(a,n) y asi, {go : @ < K} C 2%,

Demostraremos que g, # g siempre que o # 3. Para o < 8 < k, sea:

Dayp :={p € P: 3n € w((a,n), (8,n) € dom(p) A p(a,n) # p(B,m))}.

Afirmamos que Do 3 € M y D, g es denso en P. Observemos que las variables libres de la
férmula que define a D, g son elementos de M. En efecto, P,w € M y o, 3 € M ya que

o, <k €My M es transitivo. Para probar que D, g es denso en P, sea p € P. Definamos

m = max{i < w: Iy < k((y,7) € dom(p)} + 1.

Notemos que (o, m), (5,m) ¢ dom(p). Hagamos ¢ := p U {((er,m),0),((8,m),1)} para
obtener un elemento de D, g con g < p. Por lo tanto D, g es denso en P.

Como G es un filto P-genérico, tenemos que G N Dy # 0. Fijemos p € G N Dy p.
Dado que p € G, se tiene que p C g. También, p € D, g, con lo cual existe n € w tal que
p(a,n) # p(B,n) v asi, glayn) # g(8,n), es decir, ga(n) # gs(n).

Hemos probado que la funcién f : k — 2“ definida por f(«) := g, es inyectiva y, por

ende, |k| < [2¢]. O

Como se puede observar en el resultado anterior, hemos usado |+| en la conclusién del
lema, en lugar de poner simplemente k. Esto luce extrano a primera vista porque x es un
cardinal en M. La explicacién es que no tenemos ninguna garantia de que x siga siendo un
cardinal en M[G]. En aras de proporcionar dicha garantia se requiere del siguiente resultado

preliminar.

Lema 3.28. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. Sea P € M un orden parcial
tal que (P tiene la condicion de la cadena numerable)™ y sean A, B € M. Sea G un filtro
P-genérico sobre M y sea f € M[G] una funcién de A en B. Entonces existe una funcion
F:A— Z(B) tal que F € M y para cada a € A se tiene que f(a) € F(a) y M = |F(a)| <

w.

Demostracion. Dado que f € M[G], existe f e MP tal que fo = f. Asi, por el Teorema
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3.15, existe p € G de tal forma que p|— f: A — B. Formalmente estamos aplicando el
Teorema 3.15 a una férmula ¢(x,y, z) la cual afirma que = es una funcién de y en z.

Definimos la funcién F : A — Z(B) como

Fla) = {be B : 3¢ < pla|- f(a) = B)}.

En primer lugar, F'(a) € M para cada a € A ya que las variables libres de la férmula
que define a F'(a), a saber B, ¢, p y a, son elementos de M. Por lo tanto, F' € M debido al
Axioma Esquemadtico de Reemplazamiento relativizado a M.

Ahora probaremos que f(a) € F(a) para cada a € A. Hagamos y := f(a). Como
f € M[G], se tiene que (fa(ag) = 9¢)MIC] y por el Teorema 3.15, existe ¢ € G tal que
ql- f(d) =¢. Como p,q € Gy GG es un filtro, existe r € G con r < g y r < p; de esta forma
tenemos que r | (f(a) = 7). Luego, y € F(a).

Veamos que para a € A, (|F(a)| < w)™. Para cada b € F(a), definimos

Xo={a<p:ql-f(a) =15

el cual es no vacio, ya que si b € F(a), entonces, por definicién de F'(a), existe ¢ < p de tal
modo que ¢ |- f(a) = by en particular, g € X;. Asi, X, # () para cada b € F(a). Notemos
que X € M, ya que las variables libres de la férmula que lo define (P, f , D, a 'y b) son
elementos de M. Sea .# = {X} : b € F(a)}. Afirmamos que .# € M. Esto se debe a que
F(a) € M para cadaa € Ay X, € M para cada b € F(a).

Como M modela el Axioma de Eleccién, existe una funcién de eleccién e : F(a) — F
tal que para cada b € F(a), e(b) € X; y e € M. En otras palabras, para cada b € F(a),
e(b) < py e |- f(a = b Afirmamos que Y = {e(b) : b € F(a)} es una anticadena
en P. Sean b,b € F(a) de manera que existe r € P tal que r < e(b) y r < e(b'); por
el Lema 3.13, existe un filtro H, P-genérico sobre M, tal que r € H. Asi, tenemos que
rl-f@) = by r|-f(a) =¥, es decir, fy(a) = by fu(a) = ¥. Por lo tanto debe de
tenerse que b = ¥'; luego, e(b) = e(b'). Notemos que Y € M ya que F(a),e € M, que son

las variables libres de la férmula que define a Y. Luego, Y es una anticadena en M y como
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(P tiene la condicién de la cadena numerable)™, tenemos que (|F(a)| < |Y] < w)M. O

Un corolario interesante y 1til del lema previo es:

Lema 3.29. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M, un orden parcial tal
que (P tiene la condicion de la cadena numerable)™ y k € M tal que (k es un cardinal)™.
Si (cf(k) =k Ak >w)M entonces (cf(k) = k)MIC],

Demostracion. Supongamos, buscando una contradiccién, que existe G, un filtro P-genérico

sobre M, de tal forma que (s es singular)M[C]

, es decir, existen a < k y una funcién
f € M|G] tales que f : @ — K es cofinal en k. Por el Lema 3.28, existe una funcién
F:a— (2(k)M tal que F € M y, para cada £ < o, f(§) € F(§) y M = |F(§)] € w.
Hagamos X = U§<a F(&). Observemos que X € M. Esto se debe a que FF € M y
a que € M (de acuerdo a [4, VII Lema 2.15], M y M[G] tienen los mismos ordinales),
que son las variables libres de la férmula que define a X. Ahora, X es no acotado en x,
ya que f(£) € F(£) C X para cada & < a, pero (|X| < |a| - w < k)M, con lo cual hemos
encontrado un subconjunto no acotado de x cuya cardinalidad es menor a x, lo cual es una

contradiccién a nuestra hipétesis. Por lo tanto, (k es regular)™[&], O

Para el siguiente lema, conviene recordar que w; es el primer ordinal para el cual no
existe una funcién suprayectiva de w en dicho ordinal. Asi mismo, wsy es el primer ordinal

para el cual no existe una funcién suprayectiva de wy en dicho ordinal.

Lema 3.30. Sean M un modelo transitivo numerable de ZFC y P € M un orden parcial
tal que (P tiene la condicion de la cadena numerable)M . Si G es un filtro P-genérico sobre

MG MG
M, entonces wi! = w; “l y wl = w, .

Demostracion. Si a < wi!, entonces M = “Jg : w — «a suprayectiva”. Como M C M|[G],

entonces g € M[G]. Asi que a < w{\/[[G]. Luego, wi! < wiw[c].
Si wy wi\/l[G] son distintos, existe una funcién suprayectiva f € M[G] de tal forma

que f:w — wil. Como w < wM y f es cofinal en wi’ se sigue que (w)! no es regular)M[G},

lo cual contradice el Lema 3.29. Por lo tanto, w{w = w{w[G].

Ahora, si a < w)!, entonces M = “Jh : wM — a suprayectiva”. Como M C M[G],

M[G]

entonces h € M[G]. Asi que a < w, < wéw[G].

. Luego, wy* <
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Siwdy wéw €T son distintos, existe una funcién suprayectiva ¢ € M[G] de tal manera que

i:wM — W Como w! < wd eies cofinal en wd, se sigue que (W) no es regular)M[C],

lo cual contradice el Lema 3.29. Por lo tanto, w)! = wé\/[ . ]

Ya estamos listos para probar el resultado que le da nombre a la seccion:
Dado M, un modelo transitivo numerable de ZFC, sean P = Fn(w)! x w,2) y G, un
filtro P-genérico sobre M; por el Lema 3.25, P tiene la condicién de la cadena numerable

¥l Del Lema 3.27 deducimos que M[G] = (¢ > w2). Este

en M y por lo tanto w)! = wé\/l
modelo es muy importante para esta seccién, ya que no solamente es un modelo para ~CH
sino también para —<>. En efecto, recordemos que el Teorema 2.2 nos dice que < implica

CH y por lo tanto, si M[G] = -CH debe tenerse que M[G] = —<.

3.3 ZFC + < es consistente

Igual que en la seccién previa, definiremos un orden parcial cuya extensién genérica

modelara . Esta vez nuestro orden parcial no tendra la condicién de la cadena numerable:

Definicién 3.31. Un orden parcial (P, <) es o-cerrado si y sélo si toda sucesién decreciente

{pn : n € w} en P tiene una cota inferior en P.

Observe que si M un modelo transitivo numerable de ZFC y j,k € M son funciones,
entonces jok = {(z,2) : Jy((z,y) € kA (y,2) € j)} € M ya que las variables libres de la
férmula que define a jo k, j y k, son elementos de M.

Probemos ahora que hacer forcing con un orden o-cerrado no anade sucesiones nuevas:

Teorema 3.32. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC' y sea P € M un orden
parcial tal que (P es o-cerrado)™. Sea G un filtro P-genérico sobre M. Sean A,B € M

tales que (|A] < w)M y f € M[G] una funcion con f: A — B. Entonces f € M.

Demostracion. De acuerdo a [4, IV Teorema 3.11], si A, B € M entonces X := AxB € M,
y por ende [X]|<¥ C M. Si M = |A| < w, entonces f € [X]|<“ y as{ f € M.

Ahora, si (|JA| = w)M, existe g € M, una funcién biyectiva de w en A. Recordemos

la definicién de relacién inversa: g~ = {(y,z) : (z,y) € g}. Como g es biyectiva, g~! es

una funcién; ademds, g~' € M ya que las variables libres de la férmula que define a g—!
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son elementos de M. Vamos a probar que h := fog:w — B es un elemento de M y asi,
obtener que f = (f og)og~! € M, por la nota previa a este teorema.

Como h € M[G], por el teorema 3.15, existen p € G y h e MF tales que hg = f y
p | (h es una funcién de @ en B).

Sea D := {qg € P: Jp(q|-h = @)}M. Por la definicién, D € M. Veamos que D es
denso por debajo de p. Sea r < p.
Trabajando en M definimos dos sucesiones {py, tnew € Py {zn}new € B con las sigui-

entes caracteristicas:

L. po=r,

2. pn < pm paratodon <m,y
3. Pt |- A(R) = Zp.

Supongamos que p, ya ha sido construido y definamos p,+1 v z,. Como p, < p,
tenemos que

P |- (h es una funcién de & en B),

asi que

pu | 32 € B(h(n) = o).

Por el Lema 3.16, existen z, € By pp4+1 < pp, tales que ppy1 |- h(ﬁ) = Zp.

Hagamos ¢ := {(n, z,) : n € w} y notemos que ¢ € M porque la construccién recursiva
se realizé dentro de M. Mas aun, ¢ es una funcién de w en B.

Como la sucesién {p, }new €s una sucesion decreciente en Py (P es o-cerrado)™ existe
q € P, una cota inferior de {p, }new. Como ppi1 |- h(ﬁ) =7,V q¢ < Ppy1 para cada n < w,
tenemos que ¢ |- h(h) = Z, para cada n < w, es decir, ¢ |- h = ¢y, por ende, q € D.

Esto implica, por el Lema 3.14, que G N D # (), es decir, existen ¢ € G y ¢ € M tales

que ¢ |- h = @ y asi, obtenemos que h = hg = ¢g = ¢ € M y, por lo tanto, f € M. dJ

En el teorema anterior demostramos lo siguiente: Dados M, un modelo transitivo
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numerable de ZFC, P € M, un orden parcial tal que (P es o-cerrado)™, y A, B € M tales
que (JA| <w)M,si fe MP ypl-f: A — B, entonces {g € P:Jp € M(q|—f = @)} es
denso por debajo de p.

Una consecuencia ttil del resultado anterior es que las nociones de forcing o-cerradas

no anaden subconjuntos nuevos de w al modelo base:

Lema 3.33. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M, un orden parcial
tal que (P es o-cerrado)™, y G, un filtro P-genérico sobre M. Entonces P(w) N M =
P(w) N M[G].

Demostracion. Claramente tenemos que Z(w) N M C Z(w) N M|G], esto debido a que
M C M[G] y aquesi M = (A C w), entonces M[G] = (A C w). Para probar la otra
contencion, sea A € Z(w) N M[G]. Como A € M[G], tenemos que la funcién caracteristica
XA @ w — 2 es un elemento de M[G]. Por el Teorema 3.32, tenemos que x4 € M. Por lo

tanto, A = x ;' {1} € M. O

Dado I, un conjunto, definimos a Fn(I,2,w;) como el conjunto de funciones cuyo
dominio es un subconjunto numerable de I que llegan a 2. Este conjunto se puede ordenar

con la relacién de orden p < ¢ si y sélo si g C p.

Lema 3.34. Sea I un conjunto. Entonces P :=Fn(I,2,w;) es un orden parcial o-cerrado.

Demostracion.  Sea {pp}new una sucesién decreciente en Py veamos que dicha sucesién
tiene una cota inferior en IP. Hagamos ¢ = J,,c, Pn. Como la familia {p, : n € w} es un
sistema de funciones compatibles, es decir, para cualesquiera m,n € w se tiene que p, U pp,

es una funcién, entonces g = J vuelve a ser una funcién y, claramente |q| < w.

new DPn

Por dltimo, basta ver que ¢ es cota inferior de {py}nen. En efecto, para cada k € w

tenemos que pi C g, es decir, g < pg. ]

Nuestro siguiente resultado dice que las nociones de forcing o-cerradas preservan w;.

Note que el Lema 3.30 garantiza que las nociones de forcing c.c.c. preservan wi y wo.

Lema 3.35. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC, P € M, un orden parcial

tal que (P es o-cerrado)™ , y G, un filtro P-genérico sobre M. Entonces w{\/f = w{\/[[G].
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MIG]

Demostracion. La prueba de la desigualdad wi < wy es la misma que se dio en el

Lema 3.30.
MI[G]

SiwMy W son distintos, existe una funcién suprayectiva f € M[G] de tal manera

que f:w — wM. Por el Lema 3.32, tendriamos que f € M, es decir, M |= w; < w, lo cual

no es posible. Por lo tanto, w{w = w{VI[G]. ]

Ahora estamos listos para demostrar el resultado que le da titulo a la seccion:

Teorema 3.36. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC' y sea P = Fn(I,2,w)M,
donde I = {(a,&) : € < a<wM}. Si G un filtro P-genérico sobre M, entonces M[G] = <.

Demostracion. Para facilitar la lectura de la prueba, hagamos k := w{w = wi\/l[G] (ahora

que sabemos que P preserva a wy).

Como G es un filtro P-genérico sobre M, un argumento similar al del Lema 3.26 nos
dice que g = |JG es una funcién de I en 2.

Para cada o < k definimos la funcién f, : @« — 2 como f,(§) = g(a, &) y el conjunto
Ay = f7H1}. Como G € MJ[G], tenemos que {Ay}a<ck € M[G]. Fijemos una sucesién
{fa}a<m en MP, tal que (fa)g = f, para cada o < K.

Probaremos que {44 }a<k €s una sucesién ¢ en M[G]. Para ello, sean X,C € M|G]|
tales que X C ky (C es un club en k)M¢. Hagamos E = {a < k: X Nav = A, }. Observe
que si xx : k — 2 denota la funcién caracteristica de X, entonces la igualdad X Na = A,
equivale a que xx [ a = fq, asique E={a <k:xx [ a= fa}.

Por el Teorema 3.15, existen p € Gy X,C, xx, F € MF tales que X¢g = X, Cq = C,

(Xx)e =xx, (E)g=FEy

plF“(X C&)A(Cesun club en &) A (xx es la funcién caracteristica de X)”,

plFE={a<r:xxa=fa}

Afirmamos que D := {g € P: q|- ENC # 0} es denso por debajo de p. Sea ¢ < p.
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A partir de aqui, trabajaremos en M. Para cada r € P, definimos el soporte de r como:

s(r) = min{f < K : dom(r) C 5 x B}.

Probaremos que existen sucesiones {p, }ncw C P, {Bn}necw C K, {0n}tnew C £ Y {bn}tnew

de tal modo que las siguientes propiedades se cumplen:

1. po =g,

2. B = S(pn)a

w

. Bn+1 > 5n > an

4. Pnt1 < Pn,

ot

P16 €CY

6. b, : ﬂn — 2 Y Pn+1 |}7(XX rﬁvn = bvn)

Supongamos que p, ha sido definido para algin n < w y, a partir de esto, vamos a
obtener a p,4+1, 0, ¥ by. Como p, < p, tenemos que p, ]k(C es un club en &); en particular
pnl-3y € By > Bn Ay € C). Por el Lema 3.16, existen ¢t < p, y 0, € & de tal modo que
On > Bn y t|-0, € C. Sea

to =tU{(a,0):a € ({0n} x 0p) \ dom(t)}.
Claramente tg <ty s(tp) > d,. Como ty < t < p, tenemos que
to |- (xx es la funcién caracteristica de X)

y de esta forma, to | xx | By : Bn — 2. Dado que P es o-cerrado, la nota posterior al
Teorema 3.32 nos dice que existen p,11 < to y bp, € 2°2NM tales que i1 |-(xx | Bn = bvn)
Esto concluye la induccion.

Notemos que el inciso 3 nos garantiza que v := sup{3, : n < w} = sup{d, : n < w}.

Hagamos p,, := [U,,, Pn- Notemos que, por el inciso 4, p,, es una funcién cuyo dominio
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es el conjunto numerable |J,,_, dom(p,) € I y, por lo tanto, p, € P. Afirmamos que
$(pw) = . Empecemos por probar que dom(p,,) C v x v. Si (o, &) € dom(p,), entonces
(o, &) € dom(pg) para algin k < w y asi, obtenemos las desigualdades { < a < B < 7,
es decir, (a,&) € v x 7. Por lo tanto, s(p,) < . Ahora, sea n < 7 y veamos que
dom(p,) € n x 1. Tenemos que 1 < B para algin k < w, asi que, por la definicién de S,
deducimos que dom(pi) € n x n; como dom(py) C dom(p,,) tenemos que dom(p,,) € n X n.
Por lo tanto, s(p,) = 7.

Como p,, < pp, para cada n < w, tenemos que p, |- xx | Bn = bn, asi que,

pol-xx Ty = bs

k<w

en particular, p,, fuerza que b, := ;.. b sea funcién y como b, € M, obtenemos que b,
es una funcién de y en 2 y p, | (Xx |5 = b).

La igualdad s(p,,) = v implica que ({7} x ) Ndom(p,,) = 0, asi que podemos extender a
Pw & una funcién s € P cuyo dominio es dom(p,,)U ({7} x7), tal que p, C sy s(7,&) = bw(&)
para cada & < 7.

Por el Lema 3.12, tenemos que s | 3§ € Ty, por lo tanto, s|-3§ C JI'. Si (v,€) €
dom(s), entonces s |- 35(v,£) = JTI'(v,€). Por otro lado, la definicién de f, (recordemos
que I'g = G) y de s, implican que s |- b, (£) = f,y(f), para cada £ < k, y como dom(b,,) =~
y s |- dom(f,) = 7, obtenemos que s |- b, = f,. Observemos que s|—(xx | ¥ = b.), ya
que s < py; entonces s ‘F(fv =b,), asi que s|xx [ ¥ = fv- Por otro lado, s |5 € C ya
que s |-(C es cerrado en i) y s |- 0, € C para cada n < w. De este modo, s |-+5 € C N E.
Esto prueba que D es denso por debajo de p.

Por el Lema 3.14, existe 7 € G de tal forma que r|-(E N C # (), es decir, ) #
(E)G N (C)G = ENC. Esto demuestra que F es estacionario en k y, por lo tanto, {44 a<xk

es una sucesién ¢ en MI[G]. O

3.4 Teoremas de Preservacién

En la seccién previa empleamos el término “preservar w;” para referirnos a la propiedades

enunciadas en los lemas 3.30 y 3.35. Lo que vamos a hacer en esta secciéon es hablar de
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algunas propiedades mas de preservacién de érdenes parciales.

Comencemos esta seccién suponiendo que M es un modelo transitivo de ZFC, P € M
es una nocién de forcing y G es un filtro P-genérico sobre M.

Observemos que, si @ € M es un ordinal, entonces M = (« es limite) si y sélo si
M|[G] & (« es limite), de acuerdo a [4, IV Teorema 5.1].

Supongamos que X,a« € M y X C a. Si M = X no es acotado en «, entonces M |=
sup(X Na) = «a, es decir, M = [ J(X Na) = a. Asi, M[G] = (X no es acotado en «) debido
a [4, IV Teorema 3.9].

Ahora, supongamos que X, € M, X C ay M = X es cerrado en a. Supongamos
que M[G] = (6 es limite) A (X no estd acotado en ). Como M = X es cerrado en a y por
la observacién anterior, M = § es limite, tenemos que M =0 € X y asi, M[G] = J € X.
Entonces M[G] = X es cerrado en a.

Por lo tanto todos los clubs en a del modelo base son clubs en la extension genérica,
sin importar cudl sea la nocién de forcing que se esté empleando. Otra forma de decir esto
es que todas las nociones de forcing preservan clubes.

El propdsito de esta seccién es presentar algunos teoremas de preservacion. Comenzare-
mos demostrando que todas las nociones de forcing que tienen la condiciéon de la cadena
numerable o que son o-cerradas en el modelo base preservan conjuntos estacionarios en
w1, es decir, que todos los subconjuntos estacionarios de wy del modelo base siguen siendo

estacionarios en la extensién genérica. Para esto necesitaremos del resultado siguiente.

Lema 3.37. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. Sean P € M, un orden
parcial tal que (P tiene la condicion de la cadena numerable)™, y G, un filtro P-genérico
sobre M. Si C € M[G] satisface que M[G] |= C es un club en k, entonces eziste C' € M
de tal modo que C' C C y M = C' es un club en k.
Demostracion. El Lema 3.29 nos dice que P preserva a w1, asi que, para facilitar la lectura
de la prueba, hagamos « := w{” = w{\/[[G}.

Como M|[G] = C es no acotado en k, existe una funcién f : k — & tal que f € M[G]
y para cada a < k, a < f(a) € C. Por el Lema 3.28, existe una funcién F : k — Z(k) tal

que F € M y, para cada o < k se tiene que f(a) € F(a) y M | |F(a)] < w.
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Definimos gk — k mediante g(«) := sup F'(«) para cada a < k. El dominio de g es, en
efecto, k porque M = |F(«a)| < wy, por lo tanto, sup F'(a) < k. Definimos recursivamente
la n-ésima iteracién de g, ¢" : k — K, de la siguiente forma: ¢° es la identidad de & y

n+l.— go g" para cualquier n < w. De este modo, ¢g* : k — k serd la funcién dada por

g
¥ () :=sup{g"(a) : n < w}, para cada o < k.

Afirmamos que {¢" : n < w} € M. Probaremos esto por induccién sobre n. Sin =0,
¢° = {(o,a) : a < K} y, por lo tanto, la tinica variable libre de la férmula que define a g°
es K, que es un elemento de M. Ahora, si n = 1 tenemos que g' = g o ¢° = ¢; notemos que
para cada a < k, g(a) = sup F(a) = | F(«) y, como F(«) € M, tenemos que | J F(a) € M,
de acuerdo a [4, IV Teorema 3.9]. Esto nos dice que g! € M. Vamos a formular la hipétesis
inductiva: supongamos que g"” € M para algin n < w. Por definicién, ¢g"t! = g o g".
Como g,g" € M, de acuerdo al parrafo que precede al Teorema 3.32, podemos concluir
que go g™ € M. Por iltimo, veamos que ¢g¥ € M. Por definicién, para cada a < k,
g“(a) = sup{¢g™(a) : n < w}. Nuevamente, por [4, IV Teorema 3.9], se deduce que para
cada a < K, g () € M y, por lo tanto, g* € M.

A continuacién vamos a probar algunas propiedades sobre las funciones f y g. Para

cualesquiera a < kK y n < w los siguientes enunciados se satisfacen.

3. a<g¥a)y
4. g"(a) < f(g"(a)) < g"FH(a).

Sea o < k' y n € w. Para (1), tenemos que f(a) € F(«) y de esta forma f(a) < sup F(a) =
g(a). Para (2), por el inciso (1) tenemos que, para cualquier £ < s, £ < f(&) < g(&), asi
que, £ < g(£). En particular, si & = g"(a), se sigue que g"(a) < g(g"(a)) = g"*!(a). Para
(3), por el inciso (2) y la definicién de g“ tenemos que a < g(«) < g“(«). Por tltimo, para
(4), el hecho de que & < f(§) para cualquier £ < k, nos dice que ¢g"(a) < f(g"(a)); por
otra parte, el inciso (1) garantiza que f(g"(a)) < g(9™(a)) = g""!(a) y asi, obtenemos que

g"(a) < f(g"(a)) < g"* ().
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Definimos X = g¥[k]. Dado que X = {¢“(«) : a < K}, se sigue que X € M porque las
unicas variables libres de la férmula que define a X (¢ y &) son elementos de M. Veamos
que X no es acotado en k y que X C C. Para probarlo, sea o < k. Por la propiedad (3),
a < g¥(a) € X y, por lo tanto, X no estd acotado en k. Ahora, sea 6 € X. Entonces

d = g*(«) para algin o < k. La propiedad (4) nos garantiza la siguiente igualdad:

sup{f(¢"(a)) : n <w} =sup{g"(a) : n < w}.

Entonces ¢ = sup{f(¢"(a)) : n < w}. Por el Lema 1.2, § es un ordinal limite, asi que
para probar que § € C, basta probar que C' N é es no acotado en §. Si § < §, entonces

B < f(g¥(a)) € C para algiin k < w. Por la propiedad (4), tenemos que

F(g* (@) < g" (@) < f(g" (@) <6,

asi que, f(gF(a)) € CNéy B < f(g*(a)). Por lo tanto C' N§ es no acotado en § y, como
MIG] = C es cerrado en k, obtenemos que 6 € C.
Sea

F ={Y Cr: (Y es cerrado en k) A (X C V)M,

Notemos que .% # () porque k € .%. Definimos C' = (.%. Veamos que C' C C. Dado

B € C’, vamos a considerar dos casos:

1. X N B es no acotado en 5. En este caso, la contencion X C C implica que C' N B no

es acotado en 3. Como M[G] = C es cerrado en k, se sigue que 3 € C.

2. XNp es acotado en B. Buscando una contradiccién, supongamos que 8 ¢ X y hagamos
v = sup(X N ). Definamos Y =k \ {{ < k: v < & < S}. Por [4, IV Teorema 3.9],
tenemos que Y € M, ademds, X C Y y, por el Ejemplo 1.23, M =Y es cerrado en &,
es decir, Y € % y, por lo tanto, 8 € Y, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,

seX CcC.

Por tltimo, vamos a probar que M = (C’ es un club en k). Para probar que M =

(C" es un cerrado en k), sea ¢ € lim(k) de tal forma que C' N § es no acotado en § y sea
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Y € .%. Por la definicién de C', ¢’ C Y y por ende C'Nd C Y NJ. Entonces Y NJ es no
acotado en § porque C'Nd es no acotado en §. Como Y es cerrado en x, obtenemos que § € Y.
Por lo tanto, 6 € C’. Para probar que M [= C’ es no acotado en k, basta observar que X

no es acotado en k y que X C C’. Concluimos entonces que M = (C’ es un club en k).

O]

Como corolario de lo anterior se obtiene que todas las nociones de forcing que son c.c.c.

preservan estacionarios:

Teorema 3.38. Sea M un modelo transitivo numerable de ZFC. Sean P € M, un orden
parcial, y G, un filtro P-genérico sobre M. Si (P tiene la condicién de la cadena numerable)™
o (P es o-cerrado)™ y E € M satisface que M |= E es estacionario en k, entonces M[G] |=

FE es estacionario en k.

Demostracion. Para facilitar la lectura de la prueba, hagamos k := w{\/l = w{\/[[G].

Sea C € MIG] de tal forma que M[G] = (C es un club en k). Supongamos, en primer
lugar, que (P tiene la condicién de la cadena numerable)™. Por el Lema 3.37, existe C’ €
M tal que M E (C'esuncluben ) y ¢’ C C. Como M [ E es estacionario en ,
tenemos que C' N E # (). Por otra parte, C' N E C CNE, asi que C N E # (). Por lo tanto,
MIG] & E es estacionario en .

Ahora, supongamos que (P es a—cerrado)M . Por el Teorema 3.15, existen p € G y
C € MF tales que (C)g = C'y p|- “C es un club en &”.

Definimos D = {q € P: ¢|- C N E # (}. Vamos a probar que D es denso por debajo
de p, asi que, fijemos ¢ € P de tal modo que g < p.

Trabajando en M, vamos a demostrar que existen sucesiones {pq }a<rx C Py {Vata<k C

k de tal forma que, para cada a < k, las siguientes propiedades se cumplen:
L. po < g,
2. pall-Fa € C,
3. Pat1 < Pas Ya < Yat1 ¥

4. Sia € lim(k), entonces p, es una cota inferior de {pg : f < a} y 7o = sup{pg : f < a}.
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Como ¢ < p, tenemos que ¢ |- “C es un club en £”, en particular,
qlF3yery>0nye).

Por el Lema 3.16, existen py < ¢ y 70 < & de tal modo que 79 > 0y po |40 € C.
Supongamos que p, ha sido definido. Una variacién minima del argumento anterior nos
garantiza la existencia de po+1 < po ¥ de Yaq1 > Vo tales que pati1 | Fat1 € C. Para
concluir la recursion, supongamos que {ps : B < a} y {5 : B < o} han sido definidos para
algin « € lim(k). Notemos que cf(a) = w porque o < k. Entonces existe una sucesién
{Bn}new C « estricitamente creciente, tal que sup{f, : n € w} = a. Como {pg, }new € M
y (P es o-cerrado)M, existe p, € P, una cota inferior de {pg, }new. Veamos que p, es una
cota inferior para {pg}g<q. Si B < «a, entonces existe k € w de tal modo que § < f;. Por
las propiedades (3) y (4) tenemos que pg, < pg. Por otro lado, po < pg,, asi que, po < pg
para cada § < a. Por la propiedad (2) tenemos que pq |- 3 € C para cada 8 < a, es decir,
Do |lF{38}s<a € C N Ao (7o estd definido como en la propiedad 4). Notemos que {v5}s<a
es no acotado en v, y, por lo tanto, pa |- C N Fa es no acotado en vq, asi, pa |-7a € C.
Esto termina la recursion.

Definimos ¢’ = {7y, : @ < k}. Vamos a demostrar que M = (C’ es un club en &).
Primero, para ver que C’ es cerrado en k, sea § € lim(k) tal que C' N4 es no acotado en
0. Hagamos X = {{ < k: 7 < 0}y a = supX. Notemos que la funcién f : X — 0,
definida mediante f(§) = 7, es inyectiva, como consecuencia de las condiciones (3) y (4).
Asi que | X| < |6] =w y, por ende, a < k. Afirmamos que § = v,. Probemos que 4 es cota
superior de {75 : B < a}. Si f < a, existe £ < x de tal modo que v¢ <0y f < &; por ende,
78 < 7¢ < 6. Luego, 7o < ¢. Demostraremos ahora que v, es cota superior de C' N¢. Si
n € C'NJ, existe £ < k tal que n = ¢ < 0, es decir, { < a 'y, por lo tanto, 7 = 7¢ < V4. De
esto se deduce que § = sup(C' N ) < 74 ¥, por ende, tenemos que 6 = 7,, es decir, § € C’.

Veamos ahora que C’ es no acotado en k. Para ello primero demostraremos que la
desigualdad o < v, es vélida para cada o < k. Claramente, 0 < 7. Supongamos que

B < ~pg para algin 8 < k. Como 3 < v3 < 741, obtenemos que 8 +1 < 7yg41. Si

66



a € lim(k) y B < 3 para cada 8 < «, entonces

sup{f: B < a} <sup{yz: B <a},

y asi, @ < Yq.

Ahora vamos a demostrar que C’ es no acotado en k. Sea n < k. Por la propiedad
anterior, tenemos que 1 < 7y, y, por lo tanto, 7 < y,41 € C’. Luego, C’ es un club en k.

Como M [= E es estacionario en «, entonces M = ENC’ # (0, asi que, fijamos o < k
de tal modo que 7, € E. Entonces p, |- 9o € CNE, es decir, po I+ CNE # 0y asi, po € D.
Esto demuestra que D es denso por debajo de p.

Por el Lema 3.14, existe r € G de tal forma que |- C N E # 0, es decir, § #
(C)a N (E)g = CNE. En conclusién, M[G] = E es estacionario en . O

Los conjuntos estacionarios pueden ser caracterizados en términos de extensiones genéricas,
tal y como lo exhibe el resultado siguiente, cuya prueba puede encontrarse en [1, Teorema

1.2].

Teorema 3.39. Sean M, un modelo transitivo numerable de ZFC, y E € MNP (w1). Los

stguientes enunciados son equivalentes:
1. M [ E es estacionario en wi.
2. Eziste P € M, un orden parcial, de tal modo que:

(a) P preserva a w;.

(b) Si G es un filtro P-genérico sobre M, existe C € M[G] tal que M[G] |= (C es un

club enw; y C C E).

En otros términos, los estacionarios son precisamente los subconjuntos de w; que pueden
ser forzados a contener un club.
Aunque no entraremos en los detalles de la demostraciéon, nos conviene explicar un

poco sobre la forma en que se demuestra que (2) es consecuencia de (1).
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En la prueba, se fija E € M tal que (E es estacionario en wi) y se define

Pg = {p CE: (p es cerrado ) A |p\ < W}M

junto con la relacién de orden g < p siy sélo si ¢ N (sup(p) + 1) = p.

Se puede verificar que si G es Pg-genérico sobre M y definimos C' = |J G, entonces
M[|G] E (Cesunclubenw;) y C C E. En particular, si elegimos a E de tal modo que
M = (S = w1\ E es estacionario) (Corolario 1.34), entonces M [G] |= (S no es estacionario).

De este modo, aunque todas las nociones de forcing preservan clubes (tal y como
argumentamos al principio de esta seccién), existen nociones de forcing que “destruyen”
estacionarios (aun a pesar de preservar wy).

Concluimos esta seccién con algunos comentarios en los que M representard un modelo
transitivo de ZFC.

En primer lugar, suponga que M es un modelo transitivo de ZFC con M = { (por
ejemplo, el modelo que se construy6 en la seccién 3.3). Si P es la nocién de forcing que se
empleé al final de la seccién 3.2 para probar la consistencia de = y G es un filtro P-genérico
sobre M, entonces M[G] = —<.

De esta manera, hay nociones de forcing que tienen la condicién de la cadena numerable
que no preservan <». Sin embargo, las nociones de forcing que tienen la condicién de la
cadena numerable de cardinalidad pequena no pueden destruir <{»; en otras palabras (ver [4,
VII Ejercicio H8J), si M = y P € M es una nocién de forcing tal que M = “|P| < w1 A
P tiene la condicién de la cadena numerable.”, entonces para cualquier G, filtro P-genérico
sobre M, se satisface que M[G] = .

Ahora, supongamos que Q es la nocién de forcing usada en el Teorema 3.36 para probar
la consistencia de <. Para cada a < (w1)™ definamos p, : @ + 1 — 2 mediante p,(¢) = 0
si € < aypa(a) = 1. Entonces a < 8 < (wi)M implica que pg(a) = 0 # 1 = p,(a),
por lo cual, p, y ps son incompatibles. En otras palabras, {p, : @ < (w1)M} € M es
una anticadena en Q. Asi M | “Q no tiene la condicién de la cadena numerable”. Una
pregunta natural es jexiste una nocién de forcing que tenga la condicién de la cadena

numerable cuya extensiéon genérica modele {? De acuerdo a [4, VII Ejercicio H9], siempre
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que P € M satisface M |= “P tiene la condicién de la cadena numerable” y G es un filtro
P-genérico sobre M con M[G] | <, obtenemos que M = {. De esta forma, es imposible
probar la consistencia de {» con una nocién de forcing que tenga la condicién de la cadena

numerable.
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