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INTRODUCCION

En este trabajo analizaremos grupos de transformaciones de algunas superficies (el
plano euclidiano, la esfera y el interior del disco unitario en el plano) para conocer
distintas estructuras geométricas en cada una.

Para el caso del plano euclidiano, la manera de medir la distancia entre puntos
nos permite medir la longitud de los vectores y de esta manera es posible medir la
longitud de cualquier curva diferenciable. Mostraremos que con la métrica euclidiana,
las rectas son las geodésicas.

Estudiaremos las transformaciones del plano euclidiano que preservan la métrica
y daremos una clasificacion de éstas. También, estudiaremos las transformaciones que
preservan las proporciones y las transformaciones del plano que preservan rectas.

De manera andloga, estudiaremos las transformaciones de la esfera: analizaremos
la métrica de la esfera para encontrar las geodésicas de la esfera. Analizaremos los
grupos de transformaciones de la esfera que preservan dicha métrica, veremos que no
hay transformaciones en la esfera que preserven las proporciones y estudiaremos las
transformaciones de la esfera que preservan las geodésicas.

En el Capitulo 4 estudiaremos dos compactificaciones del plano euclidiano, ve-
remos tienen estructuras geométricas que provienen de la esfera y analizaremos sus
respectivos grupos de transformaciones.

Primero analizaremos el plano proyectivo y estudiaremos algunos de sus grupos
de transformaciones. Después estudiaremos la esfera de Riemann (el conjunto de los
numeros complejos union un punto al infinito) y estudiaremos algunas transformaciones



2 Introduccion

que nos permitirdn encontrar las transformaciones del plano hiperbélico.

A diferencia de los casos del plano euclidiano y de la esfera en los que tenia-
mos una forma de medir la longitud de curvas diferenciables y con esto encontrar a
sus respectivas geodésicas; en el plano hiperbélico propondremos a las geodésicas y
encontraremos una manera de medir la longitud de las trayectorias para las que los
elementos de nuestra propuesta sean las geodésicas.

Con esto, podremos estudiar al grupo de transformaciones del plano hiperbélico
que preserve la métrica hiperbdlica y mostraremos que este grupo es el grupo de las
transformaciones del plano hiperbélico que preservan las geodésicas.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Definicion 1.1. Sea X un espacio topoldgico. Una funcion f : X — X es una
transformacion de X si y solo si f es una funcién continua, biyectiva y f~* también
es continua; es decir, f es un homeomorfismo de X en si mismo.

Proposicion 1.2. St X es un espacio topoldgico, el conjunto de todas las transforma-
ciones de X tiene estructura de grupo bajo la composicion. A dicho grupo se le llama
grupo de transformaciones de X.

Prueba: La composicién de transformaciones es asociativa (por ser composicién de
funciones); la funcion Idx(z) = x para cualquier x € X es una transformacién de
X que funciona como elemento identidad y cada transformacién de X tiene elemento
inverso (pues es homeomorfismo).

U

Sean X un espacio topoldgico, { A, }acr una familia de subconjuntos de X con un
conjunto de {ndices I y una funcion f : X — X. Decimos que f preserva a los ele-
mentos de la familia {Aq}aer sty solo st para toda v € I se tiene que f[A,] = Ap
para alguna 8 € I.

St X es un espacio topoldgico y H(X) su grupo de transformaciones; al restringir,
con algunas propiedades, a los elementos del grupo se obtienen subgrupos de H (X).



4 Preliminares

Ejemplo 1.3. Consideremos un espacio topoldgico X, con algunas otras estructuras
adicionales:

= Si X es un espacio métrico, con métrica d, una funcién f : X — X es una
isometria st y sélo st d(f(z), f(y)) = d(x,y) para cualquier {z,y} C X.
Entonces, el conjunto de isometrias de X es un grupo de transformaciones.

Una funcién f: X — X es una semejanza si y solo si existe k € R\ {0} tal
que d(f(z), f(y)) = |k| - d(x,y) para cualquier {z,y} C X. Por lo tanto,
el conjunto de semejanzas de X es un grupo de transformaciones.

= Sien X existe una forma de medir dreas, el conjunto de transformaciones que
preserven dreas es un grupo de transformaciones de X.

= Sien X existe una manera de medir anqulos entre las curvas, el conjunto de
transformaciones que preservan dngulos en X es un grupo de transformaciones.

= Sien X existe una manera de medir la longitud de cada trayectoria entre dos
puntos del espacio topoldgico, el conjunto de transformaciones que preserven la
longitud de las trayectorias es un grupo de transformaciones de X.

El conjunto de transformaciones que preserven las trayectorias de longitud mi-
nima (geodésicas), es un grupo de transformaciones de X, que contiene propia-
mente al grupo anterior.

» Si {An}aer una familia de subconjuntos de X con un conjunto de indices I,
el conjunto de transformaciones que preservan a los elementos de la familia
{A4}aer forma un grupo de transformaciones de X.

Definicion 1.4. Un espacio topoldgico X, de Hausdorff y 2-numerable es una variedad
de dimension n st y solo si para cada x € X existe U abierto en X tal que x € U
y U es homeomorfo a un abierto en R".

En este trabajo, los objetos de estudio son las 2-variedades o superficies: espacios
topoldgicos en el que cada punto pertenece a una vecindad homeomorfa a un abierto
de R?



CAPITULO 2

PLANO EUCLIDIANO

Consideremos el modelo del plano euclidiano E? = (R?, d) donde d es la métrica
euclidiana en el plano: para cualquier {Z = (21, 22),7 = (y1,v2)} C R?,

d(T.9) = /(21— y1)? + (22 — 1) = |7~ 7|
Dicha métrica no solo permite determinar la distancia entre dos puntos, también
induce una manera de medir la longitud de vectores y por lo tanto la longitud de
cualquier trayectoria diferenciable:
Si {7, y} C R* y v : [a,b] — R? es una trayectoria C' en [a,b], tal que
v(a) =T y v(b) =7, la longitud de la trayectoria parametrizada por v es:

/ (1)t

Proposicion 2.1. La longitud de una trayectoria diferenciable no depende de su para-
metrizacion.

Prueba: Si v : [a,b] — R? es una parametrizacién de la curva, cualquier repara-

metrizacion «, es la composicion de «y con una funcidn diferenciable y no decreciente
d: [e,d] = [a,b],

W= [l @liae = IG5 = [ ol =i

O

Ahora es posible determinar las geodésicas del plano al considerar el {nfimo de
las longitudes de todas las trayectorias entre dos puntos.

5



6 Plano euclidiano

2.1. Geodésicas en E?

En este modelo del plano, las rectas corresponden a las soluciones de ecuaciones
lineales ax + by = ¢ donde {a, b, c} C R, que pueden parametrizarse como

(x(t),y(t))—t(b,—a)—l—c( a b ) . teR

a2 + b2’ a2 + b2

La parametrizacion anterior permite calcular la longitud del segmento de recta
comprendido entre cualesquiera dos puntos del plano:

Si {Z,y} C R? sea v : [0,1] — R? definida por v(t) = (1 — )T + 1. La
longitud del segmento de recta comprendido entre T y ¥ es

zw:/O ||7’(t)||dt=/0 17— zlldt = |7 — =)

Ahora, probaremos que la curva de longitud minima entre cualesquiera dos puntos
es el segmento de recta determinado por ellos.

Proposicion 2.2. Las geodésicas en E? son las rectas.

Prueba: Si {Z,7} C R? y 7 : [a,b] — R? una parametrizacién de una curva C* en
[a, b], tal que y(a) =T y v(b) = 7. La longitud de v es:

b
I(y) = / Iy ()|t

Por Teorema de Pitdgoras (Figura 2.1), si consideramos la proyeccién escalar de

~'(t) sobre (g — @), (Proya (b) = E—?) para cada t € [a, b]:

|[al]
' I = [Proy gz (v/ ()] + | Proy g_z+ (v'(t)[”
= |Proyg-= (Y') < v @)]
SIT = (x1,22), 7 = (y1,y2) y ¥(t) = (f(t), g(t)) entonces para cada t € [a, ]

V') -@=7) (O —21) +9'(8)(y2 — 72)
17—zl |y —=l|

Proyg-= (v/(t) =



2.1. Geodésicas en E? 7

-
-
_~

Figura 2.1: Proyeccion ortogonal.

Ahora

/Proy(y_x) (v'(t)dt = / (yl_xl)flffy)i_i?r_@)gl(t)dt
— T9) ,
- ||y——||/f d” ||/ (t)dt
= e m) ) - <y2 DI
= =g O~ @l e ) - ()]
)+ (e —a2)? -
) T

Ademds

b b
/Proyy 7 (7 dt‘ / |P7“0yy 7) '(t))’dtﬁ/ v/ (t)||dt

Por lo tanto, ||y — 7||< f [|v/(2)]|dt.
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También, si 7y es la parametrizacién de la curva de longitud minima entre T y ¥
tenemos que:

b
17 -zl =/ Iy ()]t

= |Proyg-= (v'(0)] = [V ()]l

Lo que demuestra que las rectas son las lineas que minimizan distancia en E2.

4

2.2. lsometrias euclidianas

Las isometrias euclidianas son las transformaciones del plano que preservan la
métrica euclidiana. Como primer ejemplo, tenemos la siguiente transformacion:

Ejemplo 2.3. Una traslacion, t,(T) = T + Wy, es una isometria euclidiana.

Prueba:

d(t, (T), tay (1)) = |7 + 20 — (T +W)|| = [T =¥l = d(Z,7)

Las reflexiones euclidianas corresponden a transformaciones que estan determina-
das por un vector distinto de cero en el plano:
Si L es una recta por el origen con vector director uy = (a,b) € R?\ {0}:

L={7€R?|Z=qauy, a €R}

cualquier 7 € R? puede expresarse como T = [ty + YUy, donde Uy = (—b,a) y

{87} CR

Por lo que 71, la reflexion con eje L (Figura 2.2), corresponde a la transformacion:

TL(T) = T (Buy + vy ) = Bg — Vi
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Figura 2.2: La reflexion con eje una recta por el origen.

Ejemplo 2.4. 7, es una isometria euclidiana.

Prueba: Si T = 31Uy + 1Ty y ¥ = Bolip + Yolly

dFL(Z),7L@) = (B — B)To — (1 — 72)uy ||
= [I(Br — Bo)To + (11 — 22)Tp |
= d(7,7)

Puesto que g y g son ortogonales, la suma de estos vectores tiene la misma magnitud
que su diferencia.

0

Proposicion 2.5. Cualquier recta es el conjunto de puntos en el plano que equidistan
de dos puntos fijos.

Prueba: Sean u, € R?\ {0}, 7y € R? y
L= {7 €R?* |7 =aup+7, acR}
Dado cualquier punto Ty & L, To = aglip + Sty . Entonces, todo T € L cumple que
d(T, 0 ol + By + To) = d(T,a oTip — Sy -+ To)

g
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Proposicion 2.6. La imagen de una recta bajo una isometria euclidiana es una recta.

Prueba: Sea f una isometria euclidiana y L una recta en el plano. Por la Proposi-
cién 2.5, L es el conjunto de puntos que equidistan de los puntos Zy y ¥,. La imagen
de L bajo f es el conjunto de puntos que equidistan de f(Zo) y f ().

4

Las isometrias euclidianas forman un grupo que actta transitivamente en R?: pa-
ra cualquier {u,7} C R? existe una isometria euclidiana f tal que f(v) = @. Si
| = ty_» entonces ty_(v) = u. Por lo que E? es un espacio homogéneo.

Cualquier reflexién que tenga como eje una recta que no contenga al origen pue-
de expresarse como la reflexion con eje una recta por el origen conjugada con una
traslacion. Es decir, si uy € R? \ {0} y 7y € R%:

L={z cR*|Z = a7+, a €R}
L' ={z €¢R*|T = allp, a € R}

entonces 7y, = ty, 0 T © tgol = t5, OT L Ot g,

St consideramos una reflexion con eje una recta L por el origen, 7, es una
transformacion lineal del plano. Sea @y = (a, b) un vector director de L de norma
uno. La matriz asociada a la transformacion es:

_ [ a?=b 2ab ' 2 .2
[rr] = ( 2ab  —(a? — 1) ), donde a® + b° = 1.

Veamos que [F1][Z] = 71 (T):

Si 7 = B(a,b) +v(—=b,a) = (Ba —b,5b + va)

o= (T e ) (G )= (5270)

pues a? + b? = 1. Por otro lado:

71(T) = B(a,b) —v(=b,a) = (Ba +~b,8b — va).

Ademds, [F.][to] = [mo] ; [Fol[wg] = [T ]
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Puesto que @y es un vector director unitario de la recta L, si 6 es el angulo que
forma @ con la parte positiva del eje X, entonces cos @ = a y sen @ = b (Figura 2.3).
Por lo que:

Fi] = a® — b 2ab [ cos20 sen20
L= 2ab —(a®*—0*) ) \ sen20 —cos20
La reflexién es una transformacién que invierte orientacion, pues

det([F]) = —(cos® 20 + sen®20) = —1 < 0

ag = (~b.a) |

L

Figura 2.3: Reflexion con eje una recta por el origen vista como una transformacion
lineal de R2.

Recordemos que una rotacion euclidiana ry, con centro el origen por un angulo 6,
es una transformacion lineal dada por la matriz:

Iro] = cosf) —send
o senf)  cosf

Andlogamente al caso de las reflexiones, una rotacién con centro y por un angulo 6,
Tz,,0, 5€ puede expresar como una rotacidn por el origen, conjugada con una traslacidn:

Tfo,@ - tfo OTyO t—fo
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Teorema 2.7. La composicion de dos reflexiones es una traslacion o una rotacion.
También, cualquier traslacion o rotacion es la composicion de dos reflexiones.

Demostracion: Supongamos que tenemos dos rectas en el plano:

Sean {ﬂo,ﬂl} C ]R2 \ {6}, {@0,@1} C R2
L={Z cR* |7 = auy+ 70y, o €R}

M={zcR?|7=pu +7,, 3R}

Tenemos dos casos:

i) L y M son rectas que tienen un punto en comin T.

i1) Ly M son la misma recta o son rectas paralelas.

i) Tenemos que para cualquier 7, € L se tiene que
L={7 €¢R*|T=auy+7, <R}
pues Y, = g + vy implica que
Ty + 7y = QT + (ol + To) = (a + )T + T
Por lo tanto, tenemos que
L={z cR*|T = aty+ Ty, o € R}
M ={T e R* |7 = pu + T, B €R}
entonces
TaoTp = (tzg 0Tar 0t_z,) 0 (tzg 0T 0t _z,) =tz 0 (Farr 0T ) 0 t_5,
donde L’ y M’ son rectas por el origen:
L'={z € R*|T = aly, a € R}
M ={z e R* |7 = Bu,, f €R}

La composicion Ty o 7z, puede asociarse al producto de [Fps][T 1], st consi-
deramos a (Figura 2.4):
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Figura 2.4: Composicion de dos reflexiones por rectas que concurren en el origen.

U, = % = (a,b) y denotamos a € como el dngulo que forma con la

parte positiva del eje X.

o U = ”%” = (¢, d) y denotamos a ¢ como el angulo que forma con la
parte positiva del eje X.

Asl,
FaellF] = cos 2¢ sen 2¢ cos 26 sen 20
ratrel = sen2¢ — cos2¢ sen 26 — cos 20
B cos2(p—6) —sen2(¢p —0)
a sen2(¢p—0)  cos2(¢p—0)
Ademés, [Tar|[Tr/] es una transformacion que preserva orientacién, pues
det([TM/][FL/]) = det([TM/])det([FL/]) = (—1)2 =1>0

Por lo tanto, la composicion de dos reflexiones por rectas que se intersecan
en un punto es una rotacion con centro el punto de interseccion y un dngulo
2(¢ — 0), dos veces el dngulo formado por las rectas.
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i1) Para el sequndo caso, si L y M son la misma recta:

TMOTL =Tp OTL:]CZE2

St L y M son paralelas entonces:
L={Z cR* |7 = auy+ 7y, o €R}

MI{fGRZ‘EIﬁEO—F@l,ﬁER}
M =L ={7 € R*| T = auy, a € R}

Sl T = Oéﬂ() + Bﬂd' X 60 = OZ()EO + 50Eé‘ y @1 = O[lﬂo + 61E(J)'I

Ta oTL(Z) = (tg, oTap ot_g,) 0 (ty, 0 Fr ot g, ) (i + [y )
=t 0Ty ot 5, oty oL ((or — o)l + (8 — Bo)iy)
=ty 0Tar 0 t_g, oty (v — o) — (B — Bo)iy)
=y, oTap otz (allp — (B — 280)T7)
=ty oTar((a — an)up — (8 — 260 + B1)uy)
=ty (0 — a1)wo + (8 — 260 + 1)y
= (ot + (B — 260 + 28))uy)
= (amo + fuy) + (2(81 — Po)uy)
=t —poyag) (T)

Por lo que la composicién de dos reflexiones con ejes paralelos, es una traslacion
por un vector cuya magnitud es dos veces la distancia entre las rectas (para
notarlo, basta con hacer %y de norma uno, Figura 2.5).

Por otro lado, dado que una rotacién con centro T por un dngulo 6 se puede
expresar como una rotacién por el origen conjugada con una traslacién, es suficiente
demostrar que una rotacién por el origen es la composicion de dos reflexiones.

B cos§ —sent \ [ cos2(4—0) —sen2(4-0)
Ire] = (Sen9 cos )_(sen2(§—0) cos2(4 —0) )

B cos@ senb 1 0 — Farl[F]
o senf) —cos6 0 —1 ) Imilry
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L = M ; .

- 0o + U
\ G b
.................. , )
Blﬂo
5,0,%

2(61 - 62)u&<

Uy

Figura 2.5: Composicion de dos reflexiones por rectas que son paralelas.

donde st wp = (1,0), Uy = (a,b) es tal que a® +b* =1 y tan § = 2 entonces
L' ={z c¢R?| T = ally, a € R}

M ={z eR* |z =pu, B R}

es decir, la reflexion con eje L’ es la reflexion en el eje X y la reflexién con eje M’ es
la reflexién por la recta que forma un dnqulo de €/2 con respecto a la parte positiva
del eje X.

Asl,

Tz.0 = tzm ©0To0l g
- tfo (@] (?M’ (] FL’) O t—fo
= (tio oTpp O tffo) o (tfo oTys O t*fo)

= TrmorTp
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L=M \ug

Figura 2.6: Una traslacién como composicion de dos reflexiones.

— s
También, para una traslacion ¢z, con Ty = (a,b) # 0 (Figura 2.6), sea Ty = ”;—i”
0

L=M ={zeR*|T=av, a €R}

M:{T€R2|§:B@)+%,ﬁER}

=L
Notemos que Ty = H;ﬁ implica que Wy = — |||y
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SLT = avy + Bog

FM O ?L(f) =

U
= t_jmly (0@04_ (5_ I 0”)6&)
2 Y0 9

= at + (B — [[@l)vy
= aPy + By + o
= t%(E)

Corolario 2.8.

a) Si Ty oTp es una rotacion, entonces TgoTp = Ty oTp, para cualesquiera
rectas P y () con la misma interseccion de las rectas L y M y el mismo dngulo
(en el mismo sentido) entre L y M.

b) SU Ty 0Ty es una traslacion, entonces 7 o Tp = Ty o T, para cualesquiera
rectas P y @) paralelas a las rectas L y M con la misma distancia (en el mismo
sentido) entre L y M.

Prueba:
a) Supongamos que tenemos las rectas
L={7Z cR*|T = auy+ Ty, a € R}
M ={z cR?| T = pu, +7, f <R}
L' ={7 € R* | T = auy, o € R}
M ={z € R* |7 = Buy, € R}

donde |[@o]| = 1 = |[a1 y 7o € R2.
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L/

Figura 2.7: Composicién de dos reflexiones con el mismo dngulo entre los ejes.

Si con respecto a la parte positiva del eje X, el anqulo de %, es ¢ y el dngulo
de w; es ¢ 4+ 0 (Figura 2.7), entonces:

FM @) FL = tfo O (FM’ (@) FL’) o t_fo

myalea

cos2(p+60) sen2(¢+0) cos2¢  sen2¢
sen2(¢+60) —cos2(¢+0) sen2¢ —cos2¢

_ ( cos20 —sen?20 ) — [ra0]
sen20  cos 20
Ahora, supongamos que
P={z cR* |7 = ot + Ty, o € R}
Q={TeR’|T=Bu,+7Tp BER}

P ={T €R?®|T=aus, a € R}
Q ={TcR?*|T=pu, BER}
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donde ||[us|| = 1 = |[u4l| y To € R? y que con respecto a la parte positiva del
eje X, el angulo de 3 es ¥ y el dnqulo de 4 es ¥ + 6. Entonces:

FQ OFP == tio o (FQ/ @) FP’) @) t_fo

Forl[Fe] ( cos2(y +60)  sen2(yp + 0) ) ( cos 2ty sen 2 )

sen2(y 4+ 60) —cos2(¢ +6) sen2y —cos 2y

B cos20 —sen?26 — [ra0]
o sen20  cos 26 Lk

FQ/ OFP/ = FM’ OFL/ = 7”29

pues sélo depende del dngulo entre las rectas. Por lo tanto:
ryorp=Tgorp
b) Supongamos que tenemos las rectas
L={7 cR?® |7 =aly+7p, o € R}

M= {z€R?* |7 = Buy+7,, R}
M =L ={z € R*|T = allp, a € R}

donde ||ug|| =1y {vy,:} C R~

St Ty = aollp + Bolly Yy U1 = T + S1Tp
T OTL = (a8, —poya)
También, supongamos que
P={z€R?*|T=auy+73 acR}

Q={TeR*|T=puy+7, BER}
donde |[ug|| = 1y {v3,74} C R%2 Si P' = Q' = M’ = L' y tenemos que
V3 = a3l + BsUy Y Ty = aullp + B4Ug entonces

rQoTp = t(2(ﬂ4—63)ﬂé‘)
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12(81 — Bo)ug

Figura 2.8: Composicion de dos reflexiones con ejes a la misma distancia.

La distancia entre L y M es |[(2(81 — Bo)uy)| = 2|(81 — Bo)| que, por
hipdtesis, es la misma distancia entre P y @), que es

12081 — Bs)a )l = 21(Bs — 5s)]
Es decir, (81 — fo)| = |(B — fs)| = k (Figura 28). Ast
TyMoOTL = t(%ﬂé) =TgoTp
|

Corolario 2.9. El conjunto de traslaciones y rotaciones forma un subgrupo del grupo
de isometr{as euclidianas.

Prueba: La composicién de dos traslaciones es una traslacion:
tﬂl O tﬂo (f) =7 + (ﬂo + ﬂl) = t(ﬂ0+ﬂ1)(E)
St 75,0 Y 77, 6 SON rotaciones, por el Teorema 2.7:

Ta,06 =TMOTL § Tu,p =TQOTp
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para determinadas rectas L, M, P y Q. Consideremos a la recta N que contiene a
Ug Yy uy. Por el Corolario 2.8

Tag0 =TMOTL =TNOTR

Ta1,0 = FQ OTp=TgOTyN
para una recta R que contenga a %y y forme con la recta IV el mismo angulo que las

rectas L y M, asl como para una recta S que contenga a w; y forme con la recta N
el mismo dnqulo que las rectas P y Q.

Ta6 O Twe = (TQoTp)o(TaroTyr)
= (TsoTy)o(FNOTR) =TgOTpg

que es una rotacidn o una traslacion.

Consideremos la composicidn de una rotacion con una traslacién: si ty, = Ty 07,
Y Tapg =TQOTP
t, OTugp = (TmoTr)o(TgoTp)
= (FmoTLp)o(TroTg)

donde 7" es paralela tanto a L como a M y las rectas R y 1" que forman el mismo
angulo que el formado por Py Q.

(?M (o] FL) @) (FT ] FR) == (75 (] ?T) (o] (FT O FR)

donde S es paralela a T y la distancia de S a T es la misma distancia entre las
rectas L y M. As|,

by, ©Tge9p =TS OTR

Andlogamente 7, g o t7,, la composicion de una traslacién con una rotacidn, es
la composicién de dos reflexiones, que por el Teorema 2.7, es una traslacién o una
rotacion.

4
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Lema 2.10. Cualquier isometria de euclidiana estd determinada por las imdgenes de
tres puntos no colineales.

Demostracion: Cualquier punto en el plano estd determinado por su distancia a tres
puntos no colineales:

Sean A, B, C' puntos no colineales en el plano. Supongamos que = y ¥ son dos
puntos en el plano tales que:

d(z,A) = d(y, A) ; d(@, B) = d(y, B) ; d(7,C) = d(y,C)

entonces A, B, C' estan en el lugar geométrico de los puntos que equidistan de @
y ¥ que por la Proposicion 25 es una recta, contrario a la suposicidon. Si f es una
isometria del plano, f esta determinada por: f(A), f(B), f(C), pues cualquier punto
en la imagen estd determinado por las distancias a estos tres puntos.

Corolario 2.11. Si L es la linea de los puntos que equidistan de Zy y ¥, entonces
T2(To) =T Y T2(¥o) = To.

Prueba: Si 1y € R?\ {0} y 7y € R? sea
L={Z cR*| T = auy+ 7y, a €R}

por la Proposicién 25, L es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
To = aly + By +To Y Yo = iy — Bl + V.

L' ={z € R?*| T = alp, a € R}

Tr(To) = ty, 0T ot _,(To)
= ty, 0T ot_y,(ally + By + Tp)
= g, 0T (adly + BUy)
=ty (atly — By
= amy — Py + Do

= Y

Anélogamente, 71,(7,) = To.
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Teorema 2.12. Cualquier isometria del plano euclidiano es la composicion de a lo mds
tres reflexiones.

Demostracion: Sean f una isometria euclidiana y A, B, C' cualesquiera tres puntos
distintos no colineales en el plano. Consideremos f(A), f(B), f(C):

= Si los tres puntos coinciden con sus imagenes, entonces f = Idg2.

= Si sélo dos de ellos coinciden con sus imagenes, A = f(A) y B = f(B).
Sea L la recta que contiene a A y B. Por el Corolario 2.11

Entonces 7, es una isometria que a C' lo envia a f(C) y fija tanto a A como
a B. Por el Lema 210, la reflexion coincide con f.

= Si sélo uno de los puntos coincide con su imagen, A = f(A). Sea M la recta
que contiene a los puntos que equidistan de By f(B).

Dado que d(A, B) = d(A, f(B)), implica que A € M, por lo que
Tm(A) = A5 Tu(B) = [(B).

St 7y (C) = f(C) hemos terminado, pues f vuelve a coincidir con una re-
flexidn. De no ser asi, 77, o Tps, donde L es como en el inciso anterior, es la
composicion de dos reflexiones que cumplen que A, B, C' tienen como image-
nes a f(A), f(B), f(C) respectivamente. Por el Lema 2.10, f coincide con la
composicion de las dos reflexiones.

» Ningln punto coincide con su imagen. Sea N el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de Ay f(A), entonces Tn(A) = f(A).

SiTn(B) = f(B),Tn(C) = f(C), f coincide con una reflexion.
SiTN(B) = f(B),7n(C) # f(C) o Tn(B) # f(B),Tn(C) = f(C), f

coincide con la composicidn de dos reflexiones.

SiTn(B) # f(B),7n(C) # f(C), sea M la recta de los puntos que equi-
distan de B y f(B), Far 0T es la composicion de dos reflexiones que cumple
conenviara Aa f(A)y Ba f(B). SiFyofn(C) = f(C), f coincide con
la composicion de dos reflexiones. De no ser asi, consideramos L la recta de los
puntos que equidistan de C'y f(C'), entonces 71, o Fpy o Ty es la composicion
de tres reflexiones que a los puntos A, B,C' los envia a f(A), f(B), f(C)
respectivamente y por el Lema 2.10 la composicion coincide con f.
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Definicion 2.13. Una isometria euclidiana es una reflexion con deslizamiento si y sélo
si es la composicion de una reflexion 77, con una traslacion por un vector distinto de cero
que tiene la misma direccion que la linea L. El eje de la reflexion con deslizamiento
es la recta L.

Lema 2.14. La composicién de cualesquiera tres reflexiones es una reflexidn o una
reflexion con deslizamiento.

Demostracion: St L, M y N son los ejes de las reflexiones, tenemos que:
= Si L, M, N concurren o son paralelas.

1. L, M y N concurren.
St M y N forman un éngulo de € entonces, por el Corolario 2.8

7]\[ e} ?M = FP o TL
donde el angulo formado por L y P es 6.
TNOTN OTL =TpOTLOT =Tp

2. L, M y N son paralelas.
Si la distancia entre M y N es « entonces, por el Corolario 2.8

FN o FM = ’l_"P e} FL
donde la distancia entre L y P es a.
FNOFM OFL :FPOFL OFL :FP
En ambos casos, Ty o Ty 0T, = Tp.

= [, M, N no concurren ni son paralelas.

Puesto que la tercia de rectas no son paralelas, dos de ellas concurren. Supon-
gamos Uy es el punto comtn de M y N. Entonces:

TNOTM =Ty =TgOTp

para cualesquiera dos rectas P y S que pasen por ug y que formen el mismo
angulo que el formado por M y N.

FN OFM OFszsoprFL
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M N

Figura 2.10: b) Composicion de tres reflexiones con ejes no concurrentes.
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Si elegimos a P como la recta perpendicular a L en 7y (Figura 2.9), 7p o 7,
es una rotacion con centro vy y

FPOTL:TROFQ

para cualesquiera rectas () y R que contengan a vy y formen el mismo dngulo
que el formado por L y P, que es un dnqulo recto. St ) es perpendicular a S
en wy (Figura 2.10), tenemos que

TNOTNyOT, =TgOTpoOTy ZFSOTROFQ
donde () es perpendicular comin a R y S. Por el Teorema 2.7:
TNOTNOTL =TgOTROTQy =1z,0Tq

De manera andloga se muestra para cuando M y N son paralelas y L interseca
a ambas.

Teorema 2.15. (Clasificacion de las Isometrias Euclidianas)
Cualquier isometria de TE? es una traslacién, una rotacién, una reflexion o una reflexién
con deslizamiento.

Demostracion: Esto es una consecuencia directa de los resultados anteriores, pues toda
isometria es la composicién de a lo mas tres reflexiones. St es composicion de una
reflexion o tres reflexiones, la isometria es una reflexion o una reflexion con desliza-
miento; si es composicion de dos reflexiones es una traslacion o una rotacion.

Ademds, las isometrias del plano pueden ser clasificadas por la cantidad de puntos
que dejan fijos: las rotaciones dejan un punto fijo, las reflexiones dejan una recta fija,
las traslaciones y las reflexiones con deslizamiento no dejan puntos fijos, pero podemos
diferenciarlas dado que una preserva y la otra invierte la orientacion.

Corolario 2.16. EL grupo de las isometrias de E2, denotado como Iso(IE?), tiene como
subgrupo de indice 2 al conjunto de las isometrias que son composicion de un nimero
par de reflexiones. Dicho subgrupo es denotado por Iso™(IE?).
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Prueba: Por el Corolario 2.9, tenemos que Iso*(E?) es un subgrupo de Iso(FE?) y
que si consideramos al conjunto /so™(IE?) y una reflexién euclidiana 7 fija, tenemos
que 7 ¢ Iso™(E?), pues el Isot(E?) consta de traslaciones y rotaciones; ademds

[7 - Iso™ (E*)] N [Isot (E?)] = ()

Pues, por el Teorema 2.15, las isometrias se pueden clasificar por el nimero de puntos
que dejan fijos y su orientacidn, por lo que no hay una isometria que esté en ambos
conjuntos.

Iso(E?) = [7 - Iso" (E})] U [I[so™ (E?)]

y dicha unidn es ajena.
Para la reflexién 7 podemos definir 1 : Iso(E?) — Iso(E?) como ¢5(f) = Tof.
Y es una biyeccion (1" = 17). Ademds

Yr[IsoT (E?)] =7 - Iso™ (E?)

Por lo tanto, Iso(E?) = [F-Iso™ (E?)|U[Iso™ (E?)] donde la unién es ajena y ambos
conjuntos tienen el mismo cardinal. Por lo que Iso™(E?) es de (ndice 2.

O

2.3.  Semejanzas euclidianas

Consideraremos las semejanzas euclidianas, es decir las transformaciones de E?
para las que existe k € R\ {0} tal que:

d(f(@), f()) = k|- d(@7) para cualquier {77} C B

Como primer ejemplo, tenemos a las homotecias euclidianas con centro O por un
factor k, que es la transformacion hy, del plano tal que, para cualquier 7 € E2

hi(T) = kT para ke R\ {0}

Podemos hablar de homotecias que no tengan centro en el origen, es decir, una
homotecia hg, x con centro el punto %, por un factor k, simplemente conjugando por
traslaciones:

h’ﬂo,k = tﬂo o hk o t—ﬂo
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Ejemplo 2.17. La homotecia hy es una semejanza euclidiana.
Prueba:
d(hi(T), hi(Y)) = [IkT — kgl = [k] - |7 — 9] = [k - d(z,7)
0

St consideramos al conjunto de transformaciones del plano euclidiano con la pro-
piedad de que la imagen de cada recta L sea una recta paralela a L, las homotecias
cumplen esta propiedad, puesto que sélo es suficiente observar cudl es la imagen del
vector director de la recta L.

Dada una recta L y {@y, o} C L, bajo una transformacién f que a cada recta
la envie a una recta paralela, tendriamos que {f (@), f(To)} C f[L], donde f[L] es
paralela a L. Asl

f(@o) = f(To) = Mao,50(To — Do) » Aagme € R\ {0}

Mostraremos que el factor Az, 5, no depende de los puntos @ y vp.

Lema 2.18. Si f es una transformacion del plano que envia a cada recta L en una
recta paralela a L, existe A € R\ {0} tal que para cualquier {Z,7} C E?

f@) = fm) =Mz -7)

Demostracion: Sea f una transformacién del plano con la propiedad de que la imagen
de una recta L es una recta paralela a L. En particular, los ejes coordenados tienen
como imagen a rectas paralelas a ellos, por lo que es posible elegir cuatro puntos
distintos en el plano: el origen, uno en cada eje coordenado y un cuarto que forme
un paralelogramo con los tres anteriores. Es decir {0, @y, @s, a3} C R? (Figura 2.11)
tales que:

3 — G (2.1)
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Por la propiedad de f tenemos lo siguiente:

f(a) f (@) (2.3)
f(as) f(a) (2.4)

puesto que los puntos del segmento de recta
entre los vértices del paralelogramo tienen como
imagen a los puntos del segmento de recta en-
tre los vértices de la imagen (dado que cualquier
transformacidn de R es creciente o decreciente),
la imagen del paralelogramo es un paralelogra-

Figura 2.11: Paralelogramo en el
plano.

mo, ademas:
f(@) = f0) = Ag (@ —0) (25)
f@) = f(0) = Az5(@ —0) (2.6)
f@s) = f(@) = laa(@s —a) (27)
f@@s) — f(@) = Aaga(az—a1) (2.8)
Las igualdades (2.1), (2.3), (25) y (27) implican que Az 5 = Agza, = A1

Las igualdades (2.2), (2.4), (26) y (2.8) implican que Az, 5 = Agza, = A2

Ahora, para una diagonal del paralelogramo tenemos que:
f(@s) = f(0) = Az, 5(@ — 0) = Mg, 5 as (29)
por Teorema de Pitdqgoras,
1as]1* = [[a]* + [[a]|*
Puesto que f preserva dngulos entre rectas (por preservar las direcciones de las rectas):

1f@s) = FOIF = [If@) = FOI +[If(@) - FO)I*
= [Pl + Aol por (25) y (26)
= ol lfas|* = |Ag " (Ifar]* + [[a]*) por (29)

= NPl + al@] = g o (@ + [[al*) = 0

a,

= (M = PPl + (Al = [Ag, 519" = 0
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Puesto que 0 ¢ {@1,as}, se tiene que [A;] = |A2] = [Ag, ol-
Notemos que A1, Ay y A, 5 tienen el mismo signo.
SL )\53,6 - )\1 - —)\2

f@s) = f(0) = M(@s) = (@ + @)
= /\161 — )\262
= f(a) — f(az)
Ast, f(@s) — f(@) = f(0) — f(@) y por (24), f(@) — f(0) = f(@s) — f(@).
Lo que implicaria que f(a@z) = f(0), lo cual no puede ser. Por lo tanto A\; = Aa.

De esta manera mostramos que el factor no depende de la eleccién de los puntos,
en otras palabras, st consideramos una transformacion del plano euclidiano f con la
propiedad que a cada recta la envia a una recta paralela, la transformacién cumple
que existe A € R\ {0} tal que:

f@) — f(y) =\N7T—7) para cualquier {z,7} C E*
C

Proposicion 2.19. Una transformacidon del plano que envia a cada recta L en una recta
paralela a L es una traslacién o una homotecia.

Prueba: Una funcién con las propiedades requeridas cumple que
f@) = f@) = T —7), AeR\{0}, {z.7} CR®
Fijemos a un punto 7, € R?
f@) = f(T0) = AT —T0) , Ae R\ {0}, 7 € R?
» SiA=1y U= f(To) — To
f(@) =7 =T+ f(To) = tu,(7)
= SiAeR\{0,1}

f@) = AT —7%0)+ f(To) — f(T;))_—)\)\fo + f @f)__)\)\fo

Y (f_ f(@o) — Af(]) N F(To) — \To

1—A 1—A



2.3. Semejanzas euclidianas 31

f(To) — AT

St Ty = T

f@) = M7 —0) + o
= tg,0hyol g (E)
= hﬂo)\ (E)

g

La Proposicion 2.19 muestra que el conjunto de homotecias y traslaciones forman
un grupo, en particular, que la composicién de una homotecia con una traslacion es
una homotecia y la composicion de dos homotecias es una homotecia o una traslacion.
Estos pueden calcularse explicitamente:

Proposicion 2.20. La composicion de homotecias es una homotecia o una traslacion.
Ademds, la composicién de homotecias es:

» Una traslacidn si el producto de los factores de dilatacion es uno.

= Una homotecia si el producto de los factores de dilatacion es distinto de uno.
Prueba:

haok(T) =tz 0 hw ot} (T) 1 ey )(T) = tg, o ot (T)
i © hagi(T) = (ta, o hioty]) o (tg, o hy o ty))(T)

= tg, ooty (k(ZT — W) + Uo)

(

[

k(T — o) +To — Uy) + )
kT 4+ uo(l — k) + 1 (1 —1)

Sea @0 = ﬂo(l — lk) +ﬂ1(1 — l)
s Silk =1 entonces

hay 1 © hay k(T) = T + Uy = t5,(T)
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. Sk £1
Ty 1 0 hag o(T) = KT + 7T
= kT + 8:52(@0)
- (E‘ ( EOM:)) B
Sit = (li—olk) entonces

Ry 1 © hag o (T) = to, © by 0 15, (T) = hay, 1 (T)

g

Teorema 2.21. Toda semejanza es la composicién de una isometria con una homotecia.

Demostracidn:
Sea f una semejanza, entonces existe un ko # 0 para el cual se cumple

d(f (@), [([©)) = |ko| - d(7,7)

Consideremos la homotecia h_1 y la composicidn 9(T) = hio f(@).
0 0

d(9(@),9(7)) = ‘kio-ﬂf)—kio-f@H
— |5 |- @), @)
— d(.p)

Lo que demuestra que g es una isometria. Por lo que hy, 0 g = f.

Proposicion 2.22. Las semejanzas preservan anqulos entre curvas.

Prueba: Cualquier semejanza es composicion de dos funciones que preservan dngulos

entre curvas.

O



2.3. Semejanzas euclidianas 33

Proposicion 2.23. El grupo de las semejanzas actta en el plano euclidiano de manera
doblemente transitiva, es decir, dados dos pares de puntos distintos en el plano, existe
una semejanza que envia el primer par de puntos en el sequndo par de puntos.

Prueba: Sean A, B y A’, B’ pares de puntos distintos en el plano euclidiano. St 6 es
el dnqgulo formado por B — A y B’ — A’ (Figura 2.12) entonces la isometr{a:

fZT‘gOt_A

cumple que f(A) =0y f(B) =ry(B—A) = ko(B'— A’) para algin ko € R/{0}.

St consideremos la homotecia h 1, la composicion A1 o f cumple
ko ko

h]%of(A) =0
hiof(B) = B —A

Asi, la semejanza que buscamos es (t s o h%) o(rgot_a).
0

Observacion 2.24. La semejanza no es unica, pues podemos considerar también para
f una reflexién, que mande a la recta generada por B — A a la recta generada por
B’ — A’ y obtener una semejanza que invierta la orientacion.

A
‘\.B

B—-A

Figura 2.12: Las semejanzas acttian de manera doblemente transitiva.
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Podemos asociar a puntos del plano con los nimeros complejos. La manera natural
de hacerlo es:

o R? — C

(v, ) = g + iy = «

De esta manera, la transformacién R-lineal dada por la matriz

m= (0 )

corresponde a la transformacién T,, : C — C tal que T, (2) = az que es una trans-
formacidon C-lineal. Lo que permitie dar una clasificacidn de las semejanzas euclidianas
que preservan orientacion.

Teorema 2.25. Las semejanzas que preservan orientacidon son las funciones complejas
de la forma f(z) = az + (3 con {a,0} C C.

Demostracion:

Por el Teorema 2.21, las semejanzas que preservan orientacién son las transfor-
maciones que son composicion de una isometria que preserva orientacidn con una
homotecia.

As{, las semejanzas que preservan orientacion son las transformaciones del plano
que son composicion de una traslacidn o una rotacién con una homotecia.

SUT = (x1,22), A = (a1,a2), t4 es una traslacién, 49 una rotacién y hy es
una homotecia, entonces:

= Si f es la composicién de una traslacion con una homotecia
f(f) = hk O tA(f) = k?f—{— k’A

Es suficiente notar que st B = kA, entonces t_g o f(ZT) = kT es una trans-
formacién C-lineal.

= Si f es la composicion de una rotacién con una homotecia

f=hrorag=hpotyorgot_4

frg] = cos —send
"0l =\ senf cosf

Puesto que
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St B1 =cosB y fy =senf y B = fy +ifs entonces [rg] = [Tj].
Asl,

f(f) == hkOtAOTﬁOt_A(f)
— kBT — kBA + kA

Dado que & € R\ {Or}, B € C\ {Oc} entonces k5 € C\ {Oc}. Por lo
que, st B =kA — kA entonces t_p o f(T) = (kB)T es una transformacion
C-lineal.

2.4. Transformaciones de [E* que preservan rectas

Ahora consideremos el conjunto de transformaciones del plano con la propiedad de
preservar rectas.

Definicion 2.26. Una transformacién f de R™ es una transformacion afin si y sélo si
la imagen de cada recta en R™ bajo f es una recta en R™.

Asi, una transformacién f de R? es una transformacion afin del plano si y sélo si
la imagen de cada recta en el plano bajo f es una recta en el plano.

Proposicion 2.27. St f es una transformacién afin entonces la imagen bajo f de rectas
paralelas son rectas paralelas.

Prueba: Supongamos [ es paralela a m y que f[l] no es paralela a f[m]. Entonces
fli] y flm] tienen un punto en comtn P. Por lo tanto f~Y(P) € I, f7Y(P) € m
que no puede ser, pues [ y m no tienen puntos en comun.

0J

Lema 2.28. St f es una transformacion afin del plano y C' es punto medio de A y B
entonces el punto medio de f(A) y f(B) es f(C).

Demostracion: Sea [ la recta que contiene a los puntos A y B. Consideremos una
recta m paralela a [ y un punto P que no pertenezca a [ ni a m.
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Sea n la recta que contiene a P y A; o la recta que contiene a P y B. Sea
{D} =mnNny{E} =mnNo. Ahora, sea r la recta que contiene a A y F; s la rec-
ta que contiene a By D; {F'} = rNs; t la recta que contiene a P y F' (Figura 2.13).

Por Teorema de Thales y Teorema de Ceva, tenemos que {C'} =t N 1.

Figura 2.13: C' es punto medio de A y B.

Ahora, consideremos las imdgenes de los elementos bajo f

V=11 o = flo A= f(A) D= fD)
m' = flm] =] = f B'=(B) E = f(E)
W= fln] & =fls] P'=f(P) F' = f(F)

{f(C)} =t' NI Por la Proposicion 2.27, I’ y m/ son paralelas. Lo que implica que
f(C) es punto medio de f(A) y f(B) (Figura 2.14).
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Figura 2.14: Las transformaciones afines mandan puntos medios en puntos medios.

Teorema 2.29. Una transformacién es afin si y sélo si es la composicién de una
transformacién lineal de IR? con una traslacién.

Demostracion:

= | Sea f una transformacién afin, definimos a g : R? — R? como

Notemos que g(0) = 0. Si P € R?, P = ~5(1,0)+680(0, 1) con {70,80} C R.
Consideremos a las rectas

X ={FeR?*|T=0a(1,0) +6(0,1),a € R}

V' ={z R |7=500,1) +7(1,0).5 € R}
Asl, X' y Y’ son paralelos a los ejes coordenados. Ademds { P} = XnYy.
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Como f es transformacion afin, las traslaciones preservan direcciones de rectas
y g fija al cero (Figura 2.15), tenemos que las imagenes bajo ¢ de:

e los ejes coordenados concurren en el origen.

[ — .
e las rectas X' y Y concurren en la imagen de P.

Para cualquier { P, Q} C R? se tiene que g(P + Q) = g(P) + g(Q), puesto
que g envia rectas paralelas en rectas paralelas (Ley del paralelogramo).

g(VP)

Figura 2.15: Imdgenes de los ejes coordenados y las rectas por P bajo g.

Por el Lema 2.28:

s(3:7) =5 9(P) = d(P) =592 P) = 2:9(P) =g(2-P)

Entonces,

o3:) =29 (5-P) =2 (5 0(P) + 92 P) ) =9(P)+2-9(P)

Asl, g(3- P) = 3 g(P). Por lo tanto, para cualesquieran € Ny P € R? se
tiene que g(n - P) = n - g(P). Como consecuencia inmediata tenemos que si
n € N\ {0} entonces

Q(P)=9(¥> =n-g<§) = %'Q(P):9<§)

Por lo que para cualesquiera P € R? y q € Q tenemos g(q - P) = q - g(P).
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Puesto que @Q es un subconjunto denso en R y g es una funcién continua (por
ser composicion de funciones continuas), tenemos que:

e g(a-P)=a-g(P) para cualquier P € R*> y v € R.
e g(P+ Q)= g(P)+ g(Q) para cualquier {P,Q} C R%

Lo que demuestra que g es una transformacion lineal de R?. Por lo tanto,
f=troog

< |SiT:R? = R?es lineal y L es la recta determinada por g € R?\ {0} y
50 € R2I
L={z ¢ R*|T = alp + vy, @ € R}.

St T € L entonces T = g + Tg. Ademas T'(Z) = o1 (uy) + T'(vy), ast:
TIL)={z € R?* | T = oT (1) + T(0p), o € R}

por lo tanto la imagen de una recta bajo una transformacion lineal es una recta.
Por la Proposicion 2.6 (pagina 10) la imagen de L bajo tz o T'[L] es una recta.

Proposicion 2.30. El grupo de las transformaciones afines acttia de manera triplemente
transitiva en el plano euclidiano; es decir, en el plano euclidiano cualesquiera tres
puntos no colineales pueden enviarse de manera unica a cualesquiera tres puntos no
colineales por medio de una transformacidn afin.

Prueba: Sean A, B, C puntos en el plano no colineales y A’, B’, C’ otra tercia no
alineada con las siguientes coordenadas:

A= (CLl, (Iz) B = (bl, bg) C= (Cl, CQ)
A" = (a3, a4) B’ = (b3, bs) C" = (c3,c4)

Consideremos la traslacion ¢_ 4 y las imdgenes bajo la traslacion de A, B y C.
t A(A)=0 ta(B)=B—-A t4C)=C-A

Sea T la transformacién lineal de R? asociada a la matriz

(b3—as)(c2—az)+(ca—az)(az—b2)  (bs—as)(a1—ci)+(cz—as)(bi—a1)
(bi—a1)(c2—az)—(b2—az)(ci—a1) (b1—a1)(cz—az)—(b2—a2)(c1—a1)

[T] =
(ba—aq)(ca—az)+(ca—aa)(az—b2)  (ba—as)(ar—c1)+(ca—as)(b1—a1)
(b1—a1)(c2—az)—(b2—az)(c1—a1) (b1—a1)(cz—az)—(b2—az)(c1—a1)
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Puesto que los puntos no son colineales, (by—ay)(ca—az)—(ba—az)(c1—ay) # 0.
Ademas [T'][B — Al = [B'— A"l y [T][C — A] = [C" = A'].
Ahora, consideremos la traslacidn ¢4/ y la transformacion

f(P) = taoTot_4s(P)
= T(P)—T(A)+ A4

St @ =A"—T(A) entonces f =tgoT, por lo que es una transformacién afin que
cumple f(A)=A', f(B) =By f(C)=C"

Supongamos que existe una transformacion afin f tal que para A, B, C' puntos en
el plano no colineales:

f(Ay=A ", f(B)=B , f(O)=C

Por ser no colineales, es posible escribir a uno de ellos como combinacion lineal de
los dos restantes. Supongamos que C' = aA + BB con {«a, } C R. Puesto que f
es una transformacion afin, f =¢p o T donde T es una transformacion lineal.

A=f(A) = tpoT(A)=T(A)+P
B=f(B) = tpoT(B)=T(B)+P
C=f(C) = tpoT(C)=tp(T(aA+ BB))

= C+P(l—a-p)

Por lo que P(1 —a — 3) =0, lo que implica que P = 0, dado que  y 3 son fijos.
Ast f =T y la Unica transformacién lineal de R? que fija tres puntos no colineales
en el plano es la identidad.

g



CAPITULO 3

ESFERA

Consideremos el modelo del espacio euclidiano E? = (R?,d), donde d es métrica
euclidiana en el espacio: para cualquier {Z = (1, 9, 23), 7 = (y1,%2,y3)} C R?,

A(@,7) = /(1 = 90)? + (@2 = 9o)® + (a5 — a)° = |7 7]
La esfera, es el conjunto S* = {7z € E? | ||7|| = 1}.

Andlogamente al caso del plano euclidiano, es posible determinar las curvas de
longitud minima en el espacio dada una forma de medir vectores. De igual manera, las
geodésicas en el espacio son las rectas. Nuestro objetivo es encontrar las curvas que
minimicen la distancia en S%.

3.1. Geodésicas en S?

Las circunferencias de radio maximo en la esfera son la interseccién de planos
por el origen con S?: es decir, soluciones a la ecuacién ax + by + cz = 0 donde
{a,b,c} C R (no todos cero), con la restriccion 22 + y* + 2> = 1. Estas pueden
parametrizarse de la siguiente manera:

Seall={7 € R® | T = (x,9,2), ax+ by + cz =0}, cuyo vector normal es
n = (a,b,c) # 0 y cualquier punto (py, ps,p3) = P € S NIL

141
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Consideremos ||7z|| = 1, entonces los puntos de la circunferencia de radio méximo
determinada por II, que denotaremos como (yy, estan parametrizados por:

v : [0, 27] — S?, como v(8) = (z(6), y(0), 2(0)) de la siguiente manera
xz(0) = pi1cos(f)+ (bps — cp2) sen(h)

y(0) = pacos(f) + (cpr — aps) sen(6)
2(0) = pscos(f)+ (aps — bpy) sen(6)

Asi, la curva parametrizada por -y tiene longitud
2m
1) = [ i@l
2m
- [ VEOr T R G
0
2w

= / 1df =27
0

Para cualquier {P,Q} C S tales que P = (p1,p2,p3) y Q = (q1, 2, 43), el
plano que contiene a los puntos {0, P, Q} tiene como vector normal a

P x Q= (p2qs — p3q2 , P3i — P1G3 » P1G2 — D2q1 )

Consideremos a m = % = (n1,ng, n3).
Sabemos que cos(¢) = %, donde ¢ es el dngulo determinado por los vectores

P y Q. Puesto que ambos pertenecen a S?, cos(¢) = P - Q. Asi, ¢ = cos (P - Q)
cuando ¢ € [0, 7).

Podemos calcular la longitud del segmento de circunferencia de radio mdximo
comprendido entre P y @) st restringimos la parametrizacion de la siquiente manera:

n:[0,¢] = §%, como 71 (0) = (2(6),y(0), 2(0))
72 (¢, 2] — §%, como 72 (0) = (2(0),y(0), 2(0))
x(0) = picos(f)+ (naps — nsps2) sen(h)

y(0) = pacos(0) + (nsps — nips)sen(0)
2(0) = pscos(f) + (n1p2 — nap1) sen(6)
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ol ¢
() = / ||7’(9)||d9=/0 Ldo = ¢
l(72) —/¢ H’V'(9)Hd9—/¢ Ldh=2m— ¢

Dado que buscamos las curvas que minimicen la distancia para cualquier par de
puntos en S?, definimos la distancia entre puntos en la esfera de la siquiente manera:

dz: SPxS?2 —  RTU{0}
(P7 Q) = min{l(’Vl)) Z(VQ)}

donde {iI(71),1(y2)} son como la definicidn anterior.

También podemos calcular la distancia entre
cualquier par de puntos en la esfera, conociendo la
distancia entre ellos en el espacio, de la siguiente Q

manera: \
Sea {P,Q} C S? consideremos el plano por el @A
origen que los contiene y dgs (P, Q) = ||P — Q||. g
En la circunferencia determinada por la intersec-
cién de dicho plano con la esfera (Figura 3.1), consi-
deremos el arco de longitud minima determinado por
P y Q. Puesto que AP0OQ es isdsceles, la bisec-
triz del dngulo ZP0Q es mediatriz del segmento de  Figura 3.1: Métrica esférica
recta PQ, por lo que:

2

P

sen (41;6@) = leal
N P09 gen~l <HP;QII
= ZP0Q = 2sen! <%>

Por lo que la métrica esférica, dsz : S? x S* — RT U {0} estd determinada por
la métrica en E3:

dg2(A, B) = 2sen™! (3dgs(A, B))
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Proposicién 3.1. Las geodésicas en S? son las circunferencias de radio maximo.

Prueba: Sean {A, B} C S? tales que A = (ay,a2,0) y B = (by,b,,0) y sea
7 : [a,b] — S? una parametrizacion de una curva C! en [a, ], tal que v(a) = A y
~(b) = B. La longitud de -y es:

b
I(y) = / Iy ()1t

Consideremos a 7 : R® — R? definida como 7((w1, 22, 23)) = (z1, /73 + 22 ,0).
Por lo que:

Oz1 Oz1 Oz1
o1 Oz Oxs 1 0 0
_ 2, 2 2, 2 2, 2 z2 T3
Dn(T) = 8\/x2+x3 8\/x2+x3 8\/x2+:c3 _ 0
( ) Ox1 Oxo Ox3 \/xg—i—:vg \/z§+$§
00 00 a0
ox1 Oxo Ox3 0 0 0

St(t) = (f(t),g(t), h(t)), entonces
f'(t)

9(®)g’ O +hBHR (1)
D(ﬂ- © 7) (t) = \/g(t)2+h(t)2

Entonces

ID(roy))I* = H (f/(t),

Lo que implica que |[D(m o) (@)|| < |lv" (@)
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Por otro lado, tenemos que la trayectoria m oy es una trayectoria que estd sobre
una circunferencia de radio méximo, por lo que la longitud del arco comprendido entre
Ay B es menor o igual a I(m o).

O

3.2. Isometrias esféricas

Las reflexiones en la esfera corresponden a las restricciones de reflexiones por
planos que contienen al origen en R3: si II es un plano por el origen en R3 y
7rr : R3 — R? es la reflexion por el plano II, la reflexion en (p; (donde ¢ = IIN'S?)
es la transformacion 7¢, : S* — S? definida por T¢; = T |g2.

Ejemplo 3.2. La reflexidn por una circunferencia de radio maximo en la esfera es una
tsometr{a esférica.

Prueba: Sean II un plano por el origen en R3, 7y la reflexién en R? por dicho plano
y {A,B} C S~
Puesto que 71y es una isometria de R3, tenemos que

ds (Z,7) = dgs (T (Z), 7 (Y)) para cualquier {7, 7} C R
Como {A, B} C S? tenemos que {T¢(A),Tey (B)} C S?y
dE3 (Av B) = d]ES(FH<A>7?H(B)) - d]ES(FCH (A)7FCH(B>>

Por lo que

ds2(Tey (A), Ty (B)) = 2sen !

Por lo tanto 7, es una isometria en la esfera.
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Proposicion 3.3. El lugar geométrico de los puntos en S? que equidistan de dos puntos
distintos en la esfera es una circunferencia de radio maximo.

Prueba: Esto es consecuencia directa del hecho que el lugar geométrico de los puntos
en E3 que equidistan de dos puntos distintos en el espacio es el plano ortogonal a la
recta determinada por dichos puntos y el cual pasa por el punto medio de los mismos:

Sean {A, B} C S? el lugar geométrico de los puntos que equidistan de A y B
es el plano ortogonal a la recta determinada por ellos que contiene al punto medio
de Ay B. Puesto que dgs(0,A) = 1 = dgs(0, B), se tiene que el plano también
contiene al origen, por lo que el lugar geométrico de los puntos en S? que equidistan
de Ay B es una circunferencia de radio maximo.

g

Proposicion 3.4. La imagen de una circunferencia de radio maximo bajo una isometria
de la esfera es una circunferencia de radio mdximo.

Prueba: Como en el caso del plano, si f es una isometria de la esfera y (iy es el
conjunto de puntos que equidistan de @ y R, la imagen de (i1 bajo f es el conjunto

de puntos que equidistan de f(Q)y f(R).
U

Lema 3.5. Cualquier isometria en la esfera estd determinada por las imdgenes de tres
puntos que no estan en la misma circunferencia de radio mdximo.

Demostracion: Cualquier punto en la esfera estd determinado por su distancia a tres
puntos en la esfera no en la misma circunferencia de radio maximo:

Sean {A, B,C'} C S? no en la misma circunferencia de radio méximo. Supongamos
que {P,Q} C S? P # Q tales que:

ds2 (P, A) = ds2(Q, A)
ds2(P, B) = ds2(Q, B)
ds> (P7 C) = ds2 (Qa C)

Entonces A, B y C estan en el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
Py @ que, por la Proposicién 3.3, es una circunferencia de radio maximo en la
esfera, contrario a la suposicién. Por lo tanto, si f es una isometria de la esfera, f
esta determinada por f(A), f(B), f(C), dado que cualquier punto en la imagen esta
determinado por las distancias a estos tres puntos.



3.2. Isometrias esféricas

47

Corolario 3.6. Si (17 es la circunferencia de radio maximo determinada por los puntos

que equidistan de A y B en la esfera, entonces 7¢, (A) = B y Tey (B) = A.
Prueba: St {ug, o} es el conjunto linealmente independiente que genera a II
II={zcR|Z=au+ Bvy, « €R, §€R}
(m={7ecR®|zcllnS?}

Crr es el lugar geométrico de los puntos en la esfera que equidistan de:

- ’}/EO + 51)0 + G(EO X 60) ) . ’}/EO + 51)0 — E(ﬂo X 60)
|1Vto + dvg + €(Tp X Tp)|| 170 + dvo — €(To X ) ||
_ ’}/ﬂo—f-(SUO—GE()XU())
TCH(A) = =
To)||

Y 4 dvg — €(ug X

(
||vao + dvo + €(Tg X

( 0)

( o)l

|vto + dvg — €(Tp X v
= B

Andlogamente, 7, (B) = A.

g

El grupo de las isometrias esféricas actua transitivamente en la esfera, como lo

muestra el siguiente corolario.

Corolario 3.7. S? es un espacio homogéneo, es decir para cualquier {A, B} € $?

existe una isometria esférica f tal que f(A) = B.

Prueba: Para cualquier {A, B} C S? es suficiente considerar a la circunferencia
de radio méximo determinada por los puntos que equidistan de A y B junto con el

resultado anterior.

O
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Teorema 3.8. Toda isometria de la esfera es composicién de a lo mas tres reflexiones
esféricas.

Demostracién: De manera similar al caso del plano (Teorema 2.12), con uso del Le-
ma 3.5, st f es una isometria esférica y A, B, C son tres puntos cualquiera no en la
misma circunferencia de radio maximo. Consideremos f(A), f(B), f(C):

= Si los tres puntos coinciden con sus imagenes, entonces f = [dsz.

= Si sélo dos de ellos coinciden con sus imdgenes, A = f(A) y B = f(B). Sea
(1, la circunferencia de radio maximo que contiene a A y B. Por el Corolario 3.,
T¢y, s una isometria esférica tal que 7¢, (C') = f(C) y fija tanto a A como
a B. Por el Lema 3.5, la reflexion esférica coincide con f.

= Si sélo uno de los puntos coincide con su imagen, A = f(A). Sea (n, la
circunferencia de radio mdximo determinada por los puntos que equidistan de
By f(B). St T, (C) = f(C) hemos terminado, pues f coincide con una
reflexion en la esfera. De no ser asi, T¢; o T¢y,, donde (i, es como en el
inciso anterior, es la composicion de dos reflexiones esféricas con la propiedad
requerida. Por el Lema 3.5, f coincide con la composicién de las dos reflexiones
esféricas.

= Ningun punto coincide con su imagen. Sea (py, el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de Ay f(A), entonces T, (A) = f(A).

St FCHB(B) = f(B),F<H3 (C) = f(C), f coincide con una reflexion esférica.
SUTey, (B) = [(B), T, (C) # f(C) 0 Tey, (B) # [(B), T, (C) = f(C),

f coincide con la composicion de dos reflexiones esféricas.

SUTen, (B) # f(B),T¢, (C) # f(C), consideramos (pi, la circunferencia
de radio maximo determinada por los puntos que equidistan de B y f(B),
Tey, © Ten, €S la composicion de dos reflexiones esféricas con las siguientes
propiedades:

Ten, ©Ten, (A) = f(A) , Tey, 0Tey, (B) = f(B)

SET¢n, © T, (C) = f(C), f coincide con la composicién de dos reflexiones

en la esfera. De no ser ast, consideramos (y, la circunferencia de radio maximo

determinada por los puntos que equidistan de C'y f(C'), entonces

Ten © Te, © Tey. €5 la composicion de tres reflexiones en la esfera con las
. 2 3 . . .

propiedades requeridas que, por el Lema 3.5, coincide con f.
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En la esfera, cualesquiera dos circunferencias de radio maximo distintas se interse-
can en un par de puntos diametralmente opuestos (pues la interseccidn de cualesquiera
dos planos distintos por el origen es una recta por el origen). Al par de puntos se les
llaman puntos antipodas.

Puesto que las reflexiones esféricas son la restriccién de reflexiones por planos por
el origen y hemos visto que siempre se intersecan, no consideraremos a las reflexiones
por planos paralelos en el espacio. De manera similar al caso del plano, cualquier
rotacion esférica es la composicion de dos reflexiones esféricas y viceversa. También
una composicion de dos reflexiones esféricas coincide con otra composicion de dos
reflexiones esféricas si y sélo si las circunferencias de radio mdximo en las que se
refleja se intersecan en el mismo par de puntos antipodas y el dangulo entre cada par
de circunferencias es el mismo (en el mismo sentido).

Definicion 3.9. Una isometria esférica es una reflexion con giro si y sélo si es la
composicion de una reflexion esférica en ¢ con una rotacién esférica por un anqulo no
nulo cuyo eje es ortogonal al plano que determina a .

Lema 3.10. La composicidn de cualesquiera tres reflexiones esféricas es una reflexion
o una reflexidn con giro.

Demostracion: Sean (i, , (i, Y (i, tres circunferencias de radio méximo. Tenemos que:

» (1,5 Crr, Y (o, concurren en el mismo par de puntos antipodas.

St (11, Y (i, forman un dngulo de @ entonces:
FC1'13 ° FCHQ = FCH4 o FCnl
donde el dnqulo formado por (r1, y Cr, es 6. Lo que implica
FCHS © TCHQ © FCnl = FCH4 © FCnl © FCnl = FCH4
que es una reflexion esférica.

» (1,5, (i1, Y Cr, no concurren en el mismo par de puntos antipodas.

St (1, Y (1, forman un dnqulo de 6 en {P, — P} entonces:

T¢ny ©T¢n, = 70,P) = T¢ny © Teny
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Para cualesquiera Cr, y Cir, que formen un énqulo 6 y ¢, N ¢, = {P, —P}.
Lo que implica

T¢ny © T ¢y, © ¢, = Ty © ¢y, © T

Si elegimos a (ry, como la circunferencia de radio maximo que es ortogonal a

Cl_h y CH1 N CH4 = {Q7 _Q}:
FCH4 © FCnl = FCH7 © FCH6
Para cualesquiera (rp, y (i, ortogonales entre si y (m, N ¢, = {@, —Q}. St

Cr, es ortogonal a (yp, en {R, —R} se tiene que

T¢y © ¢y, © T, = T¢ug © ¢y, © ¢, = T¢ug © T, © g

5

donde (yy, es ortogonal a (1, Y (s

Entonces T¢;,, 0 Ty, © Tey, = Ten, © T, © Teny = 7' © Ty, €5 Una reflexion
con gtro.

Teorema 3.11. (Clasificacion de las Isometrias Esféricas)
Cualquier isometria esférica es una rotacién, una reflexién o una reflexion con giro.

Demostracion: Puesto que toda isometria en la esfera es producto de a lo més tres
reflexiones esféricas, st es composicion de dos reflexiones es una rotacién y si es com-
posicién de una o tres reflexiones es una reflexién o una reflexidn con giro.

Las isometrias esféricas pueden ser clasificadas por la cantidad de puntos que
dejan fijos: Las rotaciones dejan un par de puntos antipodas fijos, las reflexiones dejan
una circunferencia de radio maximo fija y las reflexiones con giro no dejan puntos fijos.

3.3. Semejanzas esféricas

Consideremos las transformaciones f : S? — S? para las que existe k € R tales
que para cualquier {X,Y} C S% se cumple que

ds2(f(X), f(Y)) = [k| - ds2 (X, Y)
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Lema 3.12. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién
suprayectiva tal que

d(f(x), fy)) <d(xz,y) para cualquier {z,y} C X

Entonces, para cada z € X, la sucesion {f™(x) | n € N} contiene una sucesion
convergente a x.

Demostracion: Supongamos que existe 0 < e y x € X tal que
e <d(x, f"(x)), Yn e N
Puesto que f es suprayectiva, sea ¥; = {z € X | fi(z) = z} y consideremos una
sucesion F' = {z;};en tal que f*(x;) = x. Por lo tanto, st I < m
e <d(z, f(x)) = d(z, f"7(2)) = d(f™ (), [ (1)) < (@, 21)

Lo que implica que F' es un subespacio numerable, cerrado y discreto en X, que no
es posible puesto que X es compacto.

Teorema 3.13. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, f : X — X una funcidn
suprayectiva tal que

d(f(x), f(y)) < d(x,y) para cualquier {z,y} C X
Entonces, f es una isometria de X.

Demostracion: Sea (M,v)), donde M = X x X y 1) definida como
((x,y), (u,v)) = d(z, u) + d(y,v)

1 induce la topologta producto en M, por lo que M es compacto. Ademas, la funcién
g=fxf:M— M es continua, suprayectiva y cumple que
(g((@,9)), 9((u,0)) = »((f(2), f(¥)), (f(w), f(v)))

= d(f(z), f(w) +d(f(y), f(v))
< d(z,u) +d(y,v)

= 77Z)(($a y)7 (U, U))
Ahora, para cualquier {z,y} C X por el lema anterior, la sucesion
{g'((@,9) Yien = {(f'(), f'(¥) }ien

contiene una subsucesién convergente a (x,y), st d(f(x), f(y)) < d(x,y) esto es
timposible. Por lo tanto d(f(z), f(y)) = d(z,y) para cualquier {z,y} C X.
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Corolario 3.14. Toda transformacion f : S* — S? que no aumente (0 no disminuya)
distancias es una isometria esférica.

Prueba: Por el resultado anterior, puesto que (S?,ds2) es un espacio métrico y com-
pacto, toda transformacién f : S* — S? tal que ds2(f(A), f(B)) = |k|ds:(A, B)
con k € R\ {0} debe cumplir con ser biyectiva e invertible. Por lo que la Unica
posibilidad es cuando | k |= 1.

g

3.4. Transformaciones de S? que preservan circunferencias
de radio maximo

Comenzaremos por definir a las transformaciones afines de R3 como una genera-
lizacién de las transformaciones afines en el plano.

Una transformacion f de R3 es una transformacién afin del espacio si y sélo si
la imagen de cada recta en el espacio bajo f es una recta en el espacio. Una conse-
cuencia de esto es que las transformaciones afines de R® preservan planos.

Las isometrias esféricas son un ejemplo de transformaciones en la esfera que pre-
servan circunferencias de radio médximo, pero no son todas.

Proposicion 3.15. Toda transformacion esférica que preserve circunferencias de radio
mdximo preserva puntos antipoda.

Prueba: Las transformaciones que preservan circunferencias de radio maximo preservan
la interseccidn de ellas.

g

Lema 3.16. Cualquier transformacidn esférica que preserve circunferencias de radio
maximo estd determinada por la imagen de cuatro puntos que por tercias no estén en
la misma circunferencia de radio maximo.

Demostracion: Sean f : S* — S? una transformacion esférica que preserva circun-
ferencias de radio maximo y {A, B,C, D} C S? tal que no estén por tercias en la
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misma circunferencia de radio maximo.

Consideremos una circunferencia orientada de radio maximo ¢ que contenga a A
y no contenga a los puntos B,C' y D. S*\ {¢} determina dos hemisferios, elijamos
alguno y llamémoslo ST. La imagen bajo f de ¢ es una circunferencia orientada de
radio maximo.

Existe una Unica isometr(a de la esfera ¢ con las siguientes propiedades:
a) i(A) = f(A)
b) i[¢] = f[¢] con la misma orientacidn.
c) i[ST] = f[S7]

Ademds, i1 o f es una transformacion esférica que preserva circunferencias de
radio maximo (pues es composicion de transformaciones que preservan circunferencias
de radio mdximo) que deja invariantes a A, y ST. Sea II4 el plano tangente a S*
que es paralelo al plano que determina a ¢ y o : ST — TI4 la proyeccién del he-
misferio de la esfera al plano I14 desde el origen. Notemos que « es un homeomorfismo.

Puesto que las transformaciones esféricas que preservan circunferencias de radio
mdximo también preservan puntos ant{podas y la transformacién i~ o f deja invarian-
te a ¢, tenemos que i~ 'o f estd determinada por la accidn de la restriccion (i Lo f) |s+.

La imagen de cada circunferencia de radio méximo interseccion con ST bajo a es
una recta en II4 (pues la interseccién de un plano por el origen con II4 es una recta);
andlogamente, la imagen de toda recta en IT4 bajo a™! es una circunferencia de radio
maximo intersecada con S*.

ST _

Entonces, la transformacion i=t o f : 14 — II4 definida como

iTof=ao((iof)|s+)oa!

es una transformacidn que preserva rectas en Il4, por lo que es una transformacién
afin en II4 y toda transformacion afin del plano estd determinada por la imagen de
tres puntos no colineales.

St f’ es una transformacion esférica que preserva circunferencias de radio maximo
tal que
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entonces f’ induce una transformacion afin en I14 que actta de iqual manera que la
—_—

inducida por f. Lo que implica que ij;f’ =ilof.
Puesto que ot o (i1o f)oa = (i"to f) |s+, entonces

(i7" o f) lsr= ("0 f) s+
Como las transformaciones estdn determinadas por su accién en ST tenemos que
,l'—lof/:i—lof

Al componer con la isometria esférica ¢ por la izquierda tenemos que f' = f.

Asi, las transformaciones esféricas que preservan circunferencias de radio maximo
estdn determinadas por cuatro puntos no en la misma circunferencia de radio maximo
tomados de 3 en 3.

Teorema 3.17. Una transformacion de S? es que preserva circunferencias de radio
mdximo si y sélo si es la composicidn de una transformacidn lineal de R? (restringida
a §%) con la proyeccién radial p : R*\ {0} — S?, dada por p(z) = Z. Dicha
transformacion lineal es Unica salvo por multiplos escalares positivos.

Demostracion:

<) Cualquier transformacion lineal del espacio preserva planos, en particular a los
planos por el origen, por lo que la composicién de las transformaciones lineales
de R? con la proyeccidn radial preservan circunferencias de radio mdximo.

=) Sea f : S? — S? una transformacidn que preserva circunferencias de radio
maximo. Como dicha transformacién estd determinada por la imagen bajo f de
cuatro puntos no en la misma circunferencia de radio méximo tomados de tres
en tres, buscaremos una transformacién lineal del espacio que, sequida de la
proyeccion radial, envie a cuatro puntos en cuatro puntos (ambas cuartetas con
las condiciones indicadas).

Sean {A,B,C, D} C S* y{W, X,Y, Z} C S? dos conjuntos de cuatro puntos
que por tercias no estan en la misma circunferencia de radio maximo.

Cada {A1, A2, A3} C R\ {0} determina una Unica transformacién lineal L de
R3 tal que:

LA =MW  L(B)=XX  L(C) =AY
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Puesto que buscamos que po L(D) = Z, necesitamos que para alguna eleccién
de A1, A2 y A3 se cumpla que L(D) = \Z.

Como {A, B,C} es un conjunto linealmente independiente de R® existen es-
calares {k1, ko, k3} C R tales que

D = KZIA—l— HQB + KJ3C

Dado que L es lineal,

L(D) = (Hl)\l)W + (HQ)\Q)X + (/113/\3)Y

Por otro lado, sabemos que {W, X, Y} es linealmente independiente en R3,
por lo que existen escalares {41, 02,03} C R tales que

Z = 0W + 00X + 037

Entonces,

(lil/\l)W + (Iig)\g)X + <K3>\3)Y = /\((51W + 62X + 53Y)
= 6 = </€1>\1 — )\61)W + (/12)\2 — )\(52)X + (/13)\3 — )\(53)Y

K1 )\1 = )\(51
= K9 )\2 = >\(52
K3 /\3 = /\53

Observemos que {1, K2, K3, 1, 02,03} C R\ {0}, pues de lo contrario, una de
las tercias de puntos seran coplanares, lo que implica que estdn en la misma
circunferencia de radio maximo, contrario a la hipétesis.

Por lo que:
0i

Ri

i = A , parai€ {1,2,3}

Entonces para cada i € {1,2,3}, \; estd determinada por d;, k;, y .

As(, p o L es la transformacién esférica que buscamos, Unica salvo por multi-
plos escalares positivos de la transformacion lineal: 7y —T1" no determinan la
misma transformacidn esférica, por lo que no podemos asociarlas como multiplos
escalares.



56 Esfera

En el resultado anterior, podemos elegir una forma de normalizar la eleccion de la
transformacion lineal si consideremos al siquiente grupo de las matrices:

G ={Ae Ms3(R) [ |det(A)] =1}

Teorema 3.18. EL grupo de transformaciones esféricas que preserva circunferencias de
radio maximo es isomorfo a G.

Demostracién: Sea p : R*\ {0} — S?, dada por p(T) = Z; y consideremos al
conjunto de transformaciones esféricas que preservan circunferencias de radio maximo,
que denotaremos como R(S?).

a:G — R(S?)
T — poT

Por el Teorema 3.17, tenemos que « es una biyeccién.

Es suficiente mostrar que « es homomorfismo; es decir, si {S,7} C SL(3,R)
entonces (poT)o(poS)=po(SoT) Sea X € §?

- S(X)\ _ [(ToS(X)
(poT)o(poS)(X) = <P°T>O(||s< >||) p(||s< >||)

ToS(X)
o mseon . ToS(X)
T[] T e s(x o = e e TIX)

Teorema 3.19. Toda transformacion esférica que preserve circunferencias de radio ma-
ximo y que también preserve dngulos es una isometria esférica.

Demostracidon: Una transformacidn esférica que preserve circunferencias de radio mé-
ximo y dngulos en la esfera estd determinada por una transformacion lineal L de R?
que preserva los dngulos entre los planos por el origen, ya que los dngulos entre las
circunferencias de radio maximo son los angulos entre los planos que las determinan.

Las transformaciones lineales de R* que preservan dnqulos entre los planos son las
transformaciones que preservan los angulos entre los vectores, ya que los dngulos entre
los planos son los dngulos entre los vectores normales. Las transformaciones lineales
del espacio que preservan dnqulos entre vectores son las semejanzas del espacio que
fijan el origen, que son multiplos escalares de las isometr{as que fijan el origen.

Entonces, L es un multiplo de una isometria de R?® que fija el origen y por lo
tanto p o L es una isometria de la esfera.



CAPITULO 4

PLANO PROYECTIVO Y ESFERA DE RIEMANN

Existen dos formas naturales de completar el plano euclidiano a una superficie
compacta: afadirle una infinidad de puntos de manera que cada familia de rectas
paralelas converjan en uno de esos puntos; o afadir solamente un punto en el que
todas las rectas converjan.

En esta seccidn veremos que ambas extensiones pueden obtenerse a partir de la
esfera y analizaremos las relaciones geométricas que hay entre ellas.

4.1.  Plano proyectivo

Definimos como plano proyectivo o plano euclidiano extendido a la union del
plano euclidiano con un conjunto de puntos “al infinito” (uno por cada familia de rectas
paralelas) en donde se intersecardn las rectas paralelas.

Llamaremos linea proyectiva o recta extendida a una recta euclidiana unién el
punto al infinito que le corresponde, también diremos que el conjunto de puntos al
infinito forman una recta extendida.

De esta manera, cualesquiera dos puntos en el plano proyectivo estdn en una recta
extendida y cualesquiera dos rectas extendidas se intersecan en un punto.

Veamos que los puntos del plano proyectivo se pueden asociar naturalmente con
pares de puntos de la esfera y que con esto el plano proyectivo adquiere una geometria
que proviene de la esfera.

57
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Consideremos al plano E2 | = {(x,y,2) € E® | 2 = —1}.

Para cada punto P € E?, la recta en el espacio que contiene al origen y a P
interseca a S? en dos puntos ant{podas. Asociaremos a cada P € E? | con ese par de
puntos en la esfera.

Con esta asociacidn, todos los puntos de S? con tercer coordenada no cero estdn
asociados con puntos de E? ;.

Los puntos en una recta de £ | se asocian a pares de puntos en una circunferencia
de radio mdximo en S?, pues la recta determina un plano por el origen de R3.

Las rectas paralelas en 2, se asocian a circunferencias que se intersecan en
puntos de S? con tercer coordenada igual a cero, pues los planos por el origen que
las contienen se intersecan en una recta horizontal en el espacio. Asi que al punto al
infinito correspondiente a una familia de rectas paralelas le podemos asociar un par
de puntos ant(podas en la esfera con tercer coordenada cero.

Por lo tanto, esta asociacién determina una biyeccion entre los puntos del plano
proyectivo y los pares de puntos antlpodas en la esfera.

A este modelo del plano proyectivo, lo denotaremos como RIP?; es decir,
RP? = §?/ ~,

Llamaremos al mapeo cociente entre la esfera y el plano proyectivo p:
p:S? — RP?

En base a este cociente, podemos dotar de una topologia a RIP? (la topologia
cociente en S?). Ademds, es posible dotar de una métrica a RIP?:

Si tenemos un par de puntos X, Y en el plano proyectivo, tenemos que bajo la
relacién ant(poda

Por lo que podemos definir la distancia entre X y Y en RIP? como:
dgp2 ([X], [Y]) = min{ds:(X,Y), ds2 (X, =Y }

Sea A la transformacién ant{poda dada por A(X) = —X para cualquier X € S%.
Notemos que A € I'so(S?), pues A es una reflexién con giro de .
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Por lo tanto, podemos medir la longitud de un vector [0] basado en [X] € RIP?
pues es suficiente medir la longitud del vector ¥ en la esfera basado en X € S? o el
vector —v basado en —X € S?, ambas longitudes coinciden pues A es una isometria.

Notemos que cada trayectoria en la esfera se proyecta bajo p en una trayectoria en
el plano proyectivo; también, cada trayectoria en el plano proyectivo se levanta a dos
trayectorias en la esfera. Ademds, podemos medir la longitud de cualquier trayectoria
en RP? dado que proviene de dos trayectorias en la esfera que tienen la misma
longitud.

Entonces, buscar a las geodésicas del plano proyectivo se traduce en buscar las
geodésicas en la esfera; es decir, las geodésicas del plano proyectivo son geodésicas
en la esfera identificadas bajo la funcién antipoda.

También, toda transformacion de la esfera que preserve puntos antipoda se proyecta
a una transformacién de RIP?, pues bajo la identificacion por la relacidn antipoda es
una transformacion de RIP?. Es posible demostrar que toda transformacién f de RIP?
se levanta a dos transformaciones de la esfera fl y f2 que preservan puntos ant(podas
y que cumplen que f2 =Ao fl, donde A es la transformacion antipoda. Es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

9 f1 9 ~
S :::::::::::::::::J:?:::::::::::::::::iS fop=pof
2
p p
RP?— L Rp? fop=pofs

Teorema 4.1. EL grupo de isometrias del plano proyectivo es isomorfo al grupo de
isometrias de la esfera que preservan orientacion.

Demostracion: Para cualquier f € Iso(RIP?) sabemos que f se puede levantar a dos
isometrias esféricas fi y f> tal que fo = Ao fi. Notemos que solamente una de ellas
pertenece a Iso*(S?). Sin pérdida de generalidad, supongamos que f; € Iso™(S?).

Definimos 1 : Iso(RP2) — I'so™(S?) como ¢(f) = f € Isot(S?).

Si {ﬁ,gﬁ} C Iso*(S?) tales que Fi = g1 entonces ambas funciones se proyectan
a dos transformaciones que son iguales; es decir, ¥ es inyectiva.
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Cada isometria esférica se proyecta a una isometria de RIP?. Dicha isometria se
levanta a dos isometrias esféricas de las cuales solo una es orientable, por lo que 1)
es suprayectiva.

—_—

Sea {f,g} C Iso(RP?), si &(f) = fi. ¥(g9) = Gu. ¥(go f) = (go f)

entonces,

—

pol(gofh = gofop=gopofi
= pogiofi
Es decir, (g/o?)lzg\loﬁ.
Por lo tanto ¢ es un isomorfismo.

Teorema 4.2. EL grupo de transformaciones de RIP? que preservan rectas extendidas
es isomorfo a PGL(3,R).

Demostracidn: El isomorfismo de grupos o del Teorema 3.18 de la pagina 56 determi-
nado por p : R3\ {0} — S? (dada por p(Z) = e )y el conjunto de transformaciones

esféricas que preservan circunferencias de radio mdximo, que denotaremos como R(S?)

a:G — R(S?)
T — poT

Tenemos que Idgpz proviene de dos transformaciones esféricas que preservan cir-
cunferencias de radio maximo: Idsz y Ao Idse = —Ids2.

Entonces, Nicleo(a) = {Idge, —Ids:}.

Por lo tanto, por el primer teorema de isomorfismos de grupos, tenemos que si H
es el grupo de transformaciones de RIP? que preserva rectas extendidas

H =~ G/{Ids:,—Ids:} = PGL(3,R)

Al grupo PGL(3,R) se le conoce como grupo general lineal proyectivo de orden
3 con coeficientes en R.
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4.2. Esfera de Riemann

En esta seccidn, buscaremos una manera de extender el plano euclidiano con un
solo punto.

Recordemos que una funcidn diferenciable es conforme si y sélo si la funcion preser-
va la magnitud y el sentido de los &ngulos entre las curvas y es anticonforme si y sélo si

la funcién preserva la magnitud pero invierte el sentido de los angulos entre las curvas.

Veamos que existe un homeomorfismo conforme entre el plano euclidiano y la esfera
menos un punto:

Puesto que E? = {(x,y,2) € R* | z = 0}. Consideremos a la proyeccién
estereogrdfica 7w desde el punto NV = (0,0, 1), que esta definida como:

7:E2 - S\ {N}

) 9 2y [|(z, p)I]> = 1
(z,9,0) — (||(x,y)y|2+1’||(x,y)||2+1’||(w,y)||2+1)

7 tiene como inversa a:

1S\ {N} — E?
z Y
(m7y7z) H (1_2’1_Z70>

Teorema 4.3. 7 es un homeomorfismo conforme.

Demostracion:

Las funciones 7 y =" son continuas, dado que son la restriccion de funciones
continuas del espacio euclidiano menos el plano z = 1 en el plano E2. Por lo tanto
7 es un homeomorfismo.

1

Sean v : [a,b] = S2\ {N} y e : [a,b] = S*\ {IN} dos curvas de clase C*
en [a, b] tal que v1(s) = 72(t) = P para algin {s,t} C [a,b].
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El angulo en P entre las curvas y; y 2 es el dngulo que forman las circunferen-
cias de radio maximo tangentes a las curvas en P. Si (; es la circunferencia de radio
maximo tangente a v en P y (s es la circunferencia de radio mdximo tangente a 7y,
en P, el dnqulo entre ¢y y (5 es el dngulo entre las rectas tangentes a (1 y (2 en P
(que también son tangentes a S* \ {INV}).

Para cada i € {1,2}, sea I; la recta tangente a (; y S* en P. Asi, el dngulo
formado entre 71 y 2 en P es el dngulo formado por [; y Iy en P.

El dngulo en 71 (P) entre las curvas 7= 1y1] y 7 1[7o] es el dngulo en 71 (P)
formado por 771[¢;] y w7 1(s], que son dos rectas en E? (como veremos en el Teore-
ma 4.4, pagina 64).

Puesto que I; y I son rectas tangentes a S* \ {N} en P, el plano que contiene
a las rectas es tangente a la esfera en P. Sea II el plano generado por [; y lo. Por
lo tanto, IT N TE2 # (), pues IT no es paralelo a E? (dado que P € S*\ {N}).

SIIINE? =n, sean nNly = {M} ynnly ={My}. Consideremos a las
siguientes rectas en E2: my la recta determinada por My y 7 (P); my la recta
determinada por My y 7 1(P).

Puesto que el plano que contiene a 0, N, P y m—1(P) es ortogonal a [E?, tenemos
que las proyecciones ortogonales de P a n y de 7~ *(P) a n coinciden. Sea T la
proyeccidn de estos puntos en n.

Dado que 0, N, P, #='(P) y T son coplanares, tenemos que el segmento deter-
minado por P y T es congruente con el segmento determinado por 7=1(P) y T, pues
en dicho plano tenemos que (Figura 4.1):

s Del AO7~(P) N, tenemos que
ZON7YP)+ ZN= Y(P)0= g
pues el dngulo en el origen es recto.
= Del ANOP, tenemos que
LZONP=ZNPO

pues el tridngulo es isdsceles.
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Figura 4.1: Plano que contiene al origen, N, P, 7= Y(P) y T.

Dado que ZN PO+ Z0PT + £T Pn~'(P) = 7, tenemos que
/TPrY(P) = 1—ZNP0—/Z0PT
= 1—Z0NP—-Z0PT

= W—AONW_I(P)—g
- g—zonfl(P)
— LNz YP)0

Por lo que el A PT 7n=1(P) es isésceles y por lo tanto
dgs (P, T) = dgs (7 (P),T)

Entonces el AP M, T (en II) es congruente al A7=*(P) M, T (en E?) por
criterio lado-dngulo-lado:

u d[pp(P,T) = dES(’TF(P),T)
« L/PTM,= /7Y (P)TM, =1

» Comparten el lado determinado por 7"y Mj.
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De igual forma, el A P My T (en II) es congruente al A= (P) My T (en E?).

Puesto que Z M PT = Z/ My7m Y (P)T y LT PM, = LT 7 Y(P) M,
tenemos que

/My PT+/ZTPMy=/Ma " (P)T + ZT 7 (P) M,

4M1PM2:4M17T71(P)M2

As{, el dngulo en 7=1(P) entre 771(1] y 771[(5] es
LM, 7 (P) M,

Por lo tanto 7= y 7 son funciones conformes.

Ahora es posible extender 7 a una biyeccidn de S? y E? unién un punto (al que
llamaremos punto al infinito y que denotaremos como o) definiendo 7m(oc0) = N.

Teorema 4.4. 7 envia a las circunferencias y rectas de E? U{oo} en circunferencias
de S%.

Demostracion:

= Consideremos una recta en E? cuya ecuacion sea ax + by + ¢ = 0.

De acuerdo a 71, se debe cumplir
X Y
= aX+bY+c(1-2)=0

que es la ecuacién de un plano que contiene a N € S?; por lo que interseca a
S? y forma una circunferencia cuya imagen bajo 7 es la recta az+by+c = 0.
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» Consideremos una circunferencia con centro (h, k) € E? y radio r € R™ cuya
ecuacién es (z — h)? + (y — k)* =2

(0= B+ (y — k)2 = 12
= 2?4 y*—2nhx —2ky+ R+ E* =12

De acuerdo a 71, debe cumplir:
X 2 Y S
((22) ) - () +) =
X2 4+Y? X Y
—— —2h | —— | =2k | —— h? + k? = r?
1-2)2 (1—2) (1—2)+ =T

Dado que (X,Y,Z) € S? tenemos que X?* + Y2+ Z% =1, por lo que
1- 22 X Y
VY (S Y V7Y (LS R SR G
(-2 (1—2) (1—2)* e

142 X Y s s
= 17 2h<1—Z) 2k<1_Z)+h +k%=r

= 1+Z-2hX -2kY + (WP +k —r)(1-2)=0
=  2hX —2kY — (W +E -1 -2+ +E -1 +1=0

que es la ecuacién de un plano II en el espacio. Es claro que dicho plano inter-
seca a S? pues para un punto en la circunferencia, su imagen bajo 7 pertenece
a la esfera.

Por lo tanto, la imagen bajo 7 de circunferencias y rectas en E? U{oco} son
circunferencias en S2.

Recordemos que existe una manera de asociar a los nimeros complejos C con pun-

tos de E?, (x,y) <+ x + 1. También, tenemos que con esta asociacién la conjugacién
compleja z + iy = x — iy coincide con la reflexion euclidiana por el eje X.
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Consideremos al conjunto C = C U{oo} . Por el Teorema 43 y la asociacién
anterior, podemos identificar a los puntos de C con puntos de la esfera, por lo que
llamaremos a C la esfera de Riemann.

Veremos que hay una relacion estrecha entre algunas funciones complejas y las
transformaciones geométricas de la esfera.

4.21. Inversion

Sea r € RT. Consideremos la transformacién:

7,2

[(0,,") :C—C tal que [(077«)(2) = ? (4.1)

Donde 1(077«)(0) = e ](077“)(00) = 0.

A dicha transformacién se le conoce como inversion compleja en una circunferencia
con centro en el origen y radio r.

Ahora, si () es la conjugacion compleja, consideremos a la transformacion

Lo (2) = () olon(z) =

(42)

S

Observacion 4.5. La transformacion (o), llamada la inversion en el plano sobre una
circunferencia con centro en el origen y radio r, tiene las siquientes propiedades:

2
a) St z # 0 entonces (g, (2) = (é) z. Es decir, 2 y I(o,)(2) estdn en el mismo
rayo que parte del origen.

b) I, deja fija a la circunferencia con centro en el origen y radio 7.

c) La imagen bajo (o, de los puntos del interior de la circunferencia son los puntos
del exterior de la circunferencia y viceversa.
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Lema 4.6. Sean [,y y {21, 22} C C \ {0, 00}. Si Loy (21) = 23 Y L(0)(22) = 2
entonces para los tridngulos AOzy2ze y AOz425 se tiene que:

402122 = 402423 y 402221 = 402324

Demostracion:
Por la parte a) de la Observacién 4.5,
12| - [L(0,r)(2)| = r% Por lo tanto:

z Z
r2 = 21| - | 23] = |22] - |2a] = ﬂ — M

[2a] 3]
Asi AOz1z9 ~ AOzy4z3, puesto que el an-
gulo en O es el mismo para ambos tridngulos
y tienen lados correspondientes proporciona-
les. Por lo tanto, los tridnqulos tienen angulos
correspondientes iguales (Figura 4.2). Figura 4.2: A0z129 ~ A0zy23

Lema 4.7. La imagen bajo I(g,) de cualquier recta o circunferencia es una recta o una
circunferencia.

Demostracion:

= Rectas:

e Por la Observacidn 4.5, cualquier punto y su imagen son colineales con el
origen. Si la recta contiene al origen, la imagen de cualquier punto de la
recta es un punto de la misma recta.

e Si la recta no contiene al origen, construimos la ortogonal a la recta por
el origen. Sea a el pie de dicha perpendicular. Encontramos /o, (a) = b.

Por el Lema 4.6, Z01(0,)(2)b = Z0az = /2, para cualquier z en la
recta. Por lo tanto la imagen de una recta que no contiene al origen es el
lugar geométrico de los puntos que subtienden un dngulo recto respecto
a el origen y a b, que es una circunferencia con didmetro el segmento 0,
que pasa por el origen (Figura 4.3).
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Figura 4.3: Imagen de una recta [ que no contiene al origen.

» Circunferencias:

e Si la circunferencia contiene al origen, la imagen es una recta (por la parte

anterior, usando que I,y = I(o,) )
Si la circunferencia no contiene al origen, construimos la recta que pase
por el origen y el centro de dicha circunferencia. Puesto que dicha recta
contiene un didmetro, cortard a la circunferencia en dos puntos, a y b.
Sean Iig.(a) = cy o (b) =d
Cualquier punto z en la circunferencia cumple que Zazb = /2. Por el
Lema 4.6, Z0za = Z0cl (o) (2) y £02b = Z0d1(g ) (2).
Notemos que Z0za = £0zb+ Lbza = £0zb+ m/2.
Puesto que 0,c y d son colineales, del Acdlg ) (2):
£0d1 () + ZdIop(2)c = Z0cl(g,)(2)
= £0zb+ Zdl o, (2)c = Z0za
= Ldlg,(2)c = /2

Por lo tanto, la imagen de cualquier punto z en una circunferencia que no
pase por el origen, es el lugar geométrico de los puntos que formen un

angulo recto con los puntos fijos ¢ y d, es decir, una circunferencia que
tiene didmetro el segmento cd (Figura 4.4).
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Figura 4.4: Imagen de una circunferencia que no contiene al origen.

Observacion 4.8. Del Lema 4.7 podemos observar que la imagen bajo I ,) de una
recta [ que no contiene al origen, es una circunferencia cuya tangente por el origen
es paralela a [.

Lema 4.9. Si dos rectas concurren en un punto distinto del origen, las imdgenes de

las rectas bajo /(g concurren formando el mismo dangulo en magnitud pero en sentido
opuesto.

Demostracion: Por el Lema 4.7, sabemos que la imagen de las dos rectas son dos
circunferencias que concurren en el origen y en la imagen del punto de concurrencia de
las rectas. La Observacién 4.8 nos muestra que el angulo que forman las circunferencias
en el origen, es igual al anqulo formado por las rectas.

Puesto que el dnqulo formado por las circunferencias en el origen es iqgual en
magnitud, pero de sentido contrario, al dngulo que forman en la imagen del punto de
concurrencia de las rectas, la funcidn preserva la magnitud de los dngulos e invierte
el sentido de los dnqulos (Figura 4.5).

Consideremos a los dngulos orientados, es decir, un dnqulo serd positivo si se ha
medido en sentido levdgiro y negativo si se ha medido en sentido dextrdgiro. Con esto
distinguiremos a las funciones diferenciables que preserven la magnitud y el sentido de
los dngulos de las que preserven la magnitud pero inviertan el sentido de los angulos:
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q p
n 4 0

Figura 45: Angulos entre las imdgenes de las rectas I y m.

Corolario 4.10. /g, es una funcién anticonforme.

Prueba: La demostracion es andloga a la del Lema 4.9, pues el anqulo formado entre
las curvas en el punto de interseccion es el formado por las rectas tangentes a las
curvas en el punto de interseccidn.

g

Lema 4.11. Si una circunferencia es ortogonal a la circunferencia de radio 7 con centro

en el origen, entonces dicha circunferencia permanece invariante bajo I(g,.

Demostracién: Sabemos que I(o, deja fija a la circunferencia con centro en el origen
y radio 7. Por el resultado anterior, la imagen bajo /(o de la circunferencia ortogonal
a la circunferencia de radio 7 centrada en el origen es una circunferencia que pasa
por los puntos de interseccion de las circunferencias y preserva el dngulo en magnitud
invirtiendo el sentido. Puesto que las circunferencias son ortogonales, la imagen de la
circunferencia es la misma circunferencia.
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También podemos considerar a la inversién en el plano sobre una circunferencia
con centro en un punto @ € C de radio € R™, s6lo es necesario conjugar la funcién

I (o, con la traslacion ¢,. En otras palabras, la funcién que deja fija a la circunferencia
de radio r con centro en a es:

_— r? az + (r’— | a |?
I(a,r)<z) = taO](Om)Otal(Z):Z_a"_CL: (z_a| |)

(43)

4.2.2. Transformaciones de Maobius
Consideremos las "funciones” 1" : C — C de la forma

b
T(z):Zjid , {a,b,c,d} CC

Notemos que:
» St ad — be = 0 entonces T'(z) es una constante.

» Sic=0entonces ad # 0y T'(z) = §z + s, que corresponde a una transfor-
macién de C que se extiende naturalmente a C si definimos T'(00) = oo.

s Si ¢ # 0 entonces
o lim, ., 7T(z2)=a/c

e T no estd definida en z = —d/c, pero lim,_,_4,.T'(2) = o0

Por lo que podemos extender a 7" a una transformacion de C al definir

(<) =y Tt

C

Entonces, las funciones T'(z) = (az+b)/(cz +d) con ad —be # 0 son funciones
biyectivas de la esfera, cuya inversa es T~ 1(2) = (dz — b)/(—cz + a), que es de la
misma forma que 7'

Notemos que para cualquier v € C\ {0} se tiene que

az—i—b_aaz—i—ozb
cz+d  acz+ ad

T(z) =
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es decir, la forma de escribir a cada funcidn de este tipo no es Unica. Elegiremos una
forma de normalizar, con la eleccion ad — be = 1.

Definicion 4.12. Una transformacién de Mébius es una funcién T : C — C de la
forma

az+b
T(Z)_cz+d , {a,b,c,d} C C , donde ad —bc =1
Denotemos como
M:{T:@—)@|T(z):m—+b,ad—bc:l}
cz+d

es decir, M es el conjunto de las transformaciones de Mabius.

Proposicion 4.13. M es un grupo de transformaciones de C.

Prueba:

= M es cerrado bajo la composicién: Sea {S, T} C M, entonces

az+b
= - =1
S(z) Cz+d,{a,b,c,d}CC,ad bc
ezt f B
T(z)_gz+h’{e7fuguh}ccueh fg_l

e(%) + f _eaz+eb+ flez+d)
g(‘cfifl) +h  gaz+ gb+ h(cz+d)
(ea + fc)z + (eb+ fd)

(ga + he)z + (gb + hd)
donde (ea + fc)(gb+ hd) — (eb+ fd)(ga + hc) = 1.

» SiIT e M (T(2) = (az + b)/(cz + d) donde ad — bc = 1 ), entonces
T71(2) = (dz — b)/(—cz + a) donde da — bc = 1; es decir, T~' € ML

ToS(z)

g Id@(z):z:%el\\/ﬂ.
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Consideremos al grupo especial lineal de orden 2 con coeficientes en C que
denotaremos como

SL(2,C) = {A € Myys(C) | det(A) =1}
Sea ¢ : SL(2,C) — M definida como:
(1) -
c d ez +d
Notemos que ¢ es un homomorfismo de grupos, pues el producto de matrices co-

rresponde a la composicidn de transformaciones de Mobius (como lo muestra la prueba
de la Proposicion 4.13).

St elegimos un elemento en Nicleo(¢), tenemos que

b
(0 0)) = g1 =

es decir, para toda z € C se tiene que
az+b=z(cz+d)=cz? +dz

& 0=cz*+2(d—a)—b

puesto que se debe cumplir para toda z € C, implica que

Puesto que ad — bc = 1, se tiene que ad = 1. Por lo tanto, a®> = 1, es decir
a=10a= —1. Entonces

N?lCl@O((ﬁ) = {Id2><2((c), —[d2X2<(C)}
Asi, por el primer teorema de isomorfismos de grupos, tenemos que
M = SL(2,C)/{Idsx2(C), —Idax2(C)} = PSL(2,C)

Al grupo PSL(2,C) se le conoce como grupo especial lineal proyectivo de orden
2 con coeficientes en C.
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Teorema 4.14. El grupo de las transformaciones de Mabius es el grupo generado por
las semejanzas del plano que preservan orientacidon y por la inversién compleja con
centro en el origen de radio uno.

Demostracion:

= |as semejanzas del plano que preservan orientacidn y la inversion compleja con
centro en el origen de radio uno son transformaciones de Mabius.

e Traslaciones: t,(2) =z +a = éiiclz cM

e Rotaciones con centro en el origen por un dnqulo &:
St A € C forma con respecto al eje real un dnqulo de 6 y |A| =1,

pe(2) = Az

por lo que

pe(z) = /\z:<\/X>2z
Vaz VAz+0

() e ()

e Homotecias con centro en el origen por un factor & € R*:

_ Vkz+0
02 + (1/\/E)

>
S
—
I
~—
I
e
N
|

eM

e Inversion compleja con centro en el origen de radio uno:

1_0,2—1—1E
2z 1z+0

f(z) =

Puesto que M es un grupo de transformaciones de C (Proposicidn 4.13), la
composicion de las semejanzas del plano que preservan orientacion y la inversién
compleja con centro en el origen de radio uno es una transformacién de Maobius.
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» Las transformaciones de Mobius son composiciones de semejanzas del plano que
preservan orientacion y la inversion compleja con centro en el origen de radio
uno.

Sea T'(z) = “£ con ad — be = 1.

e Sic=0entonces T'(z) = %z + .
|

Como ad # 0, sea k = %] y A = (%) /k. Puesto que |\ = 1, si el
argumento de A es 6, pg(z) = Az entonces:
a b b
T(z) = 3Z+E :k:)\quE =ty o hy, 0 pg(2)

Por lo que T" es composicion de una rotacion, una homotecia y una tras-
lacion.

e Sic#0, tenemos que T'(co) = 2. Consideremos t_« y a f(z) = <.

fot,%OT(Z) = fot,g (az+b>

c\cz+d
_ az—i—b_g " caz +cb — acz — ad
n cz+d ¢) 2z + cd

AEzted  (P)z+(ed)
cb—ad  0z+ (cb—ad)

—(c*)z = (cd)

Por el caso anterior, fot_a oT = S es composicion de una rotacion,
C
una homotecia y una traslacion. Por lo tanto,

T:(t_%)_lof_loS:t%OfOS

Asi, T' es la composicion de una semejanza que preserva orientacion, la
inversion compleja con centro en el origen de radio uno y una traslacion.

Por lo tanto, las transformaciones de Mobius son composicidn de semejan-
zas del plano que que preservan orientacién y la inversién compleja con
centro en el origen de radio uno.
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Corolario 4.15. Las transformaciones de Mobius preservan al conjunto de rectas y
circunferencias en C.

Prueba: Esto es consecuencia del hecho que cada transformacion de Mabius es com-
posicion de transformaciones que preservan el conjunto de rectas y circunferencias en
el plano.

d
Teorema 4.16. M actia de manera triplemente transitiva en C.

Demostracién: Sea {a, b, ¢} C C, consideremos la tercia ordenada (a, b, ¢) y la tercia

ordenada (0,1, 00). La transformacién R(z) = =% - 2=¢ cumple que:

z—c b—a

St consideremos otra tercia ordenada (d, e, f) y la tercia ordenada (0,1, 00), la

transformacién S(z) = 2=¢ . <=L cumple que:

z—f e—d

Sd=0 Se)=1 S(f) =00

Para ambas transformaciones existe una manera de elegirlas de tal forma que sean
de Mobius, dividiendo los coeficientes por la raiz cuadrada del determinante de la
transformacion que determina cada una de ellas en PSL(2,C). Como la inversa de
S también es una transformacidn de Mabius, tenemos que:

S7T0)=d STl =e SHoco)=Ff

Dado que la composicion de transformaciones de Mébius es una transformacion de
Moabius, entonces T'= S~'o R es una transformacion de Mdbius que envia a (a, b, c)

en (d,e, f).
]
Teorema 4.17. Cualquier transformacidén de Mobius que fije tres puntos es la identidad.

Demostracion: Sea T' una transformacion de Mébius que fija a {a, 5,7} C C.

Por el resultado anterior, existe una transformacién de Mobius S tal que, a la
tercia (o, 5,y ) la envia a (0,1, 00).

Por lo tanto, U = S o T o S~! es una transformacion de Mobius que fija a

{0,1,00}. Como U(z) = Zjis tenemos que:
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= 0="U(0) = 9= = % Lo que implica que b = 0.

» 00 = U(oco) = %. Lo que implica que ¢ = 0.

. 1:U(1)=§’;=g
)

:U(z):z:ld@(z = Id@:SOTosfl = TZ]d@.

Lo que implica que a = d.

Corolario 4.18. Cualquier transformacion de Maobius estd determinada por la imagen
bajo dicha transformacion de tres puntos distintos.

4.2.3. Razon cruzada

Definicion 4.19. Sea {z1, 22,23} C C una tercia de puntos distintos y 7' € M tal
que
T(z)=0 T(z) =1 T(z3) = 00

Para cualquier zg € C, A € C es la razon cruzada de 2, 21, 22 y 23; es decir:
RC(20, 21, 29, 23) = A

st y sélo st A = T'(2).

Observacion 4.20. Tenemos que

» Si {21, 29,23} C C entonces:

20 —R1 k2 — 23

RC(ZO, 21, 22, 23) =

20 —R3 k2T 21

= Sioco € {21, 2,2} C C entonces:
e Si z; = 0o entonces RC(zp, 00, 29, 23) = (20 — 23)/(20 — 23).
e Si 2y = 00 entonces RC(zp, 21,00, 23) = (20 — 21)/(20 — 23).

e Si z3 = 00 entonces RC(zp, 21, 29,00) = (20 — 21) /(22 — 21).
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Proposicion 4.21. La razén cruzada es un invariante bajo las transformaciones de
Mobius; es decir, para cualquier {21, 22,23} C C de puntos distintos, st T € M
entonces para cualquier zg € C:

RC(zy, 21, 29, 23) = RC(T(20),T(21), T(22),T(23))
Prueba: Consideremos a la transformacién de Mobius R tal que
R(z)=0 R(z) =1 R(z3) = o0
Para cualquier z € C tenemos que R(z) = RC(z, 1, 22, 23).

Entonces, Ro T~ ! es tal que
RoT  T(z))=0 RoT YT(2))=1 RoT (T(z3)) =00

es decir, a la tercia ordenada (7'(z1),T(z2),T(z3)) la envia a la tercia ordenada
(0,1,00), por lo que RoT7(2") = RC(2',T(21),T(22), T(23)).

St 2/ = T'(zp), entonces

RC(T(2),T(21),T(2),T(23)) = RoT *(T(z))
= R(z) = RC(zo, 21, 22, 23)

U

Proposicion 4.22. Las rectas y circunferencias euclidianas corresponden a ecuaciones
de la forma
azz +bz+bz+c=0

donde {a,c} C R y b € C. Andlogamente, cualquier ecuacién de esta forma corres-
ponde a una recta o una circunferencia.

Prueba:

» Rectas:

Para una recta en el plano euclidiano ax 4+ Sy +v = 0 con {«, 5,7} C R,
consideremos cualquier nimero complejo z = = + 4y y notemos que:

24+z 2= Z
9 YTy

xr =
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hacemos la sustitucion

24z Z2—7Z
() () o
a—1if a+if\ _ B
< 5 )z+< 2 )z+7—0

st nombramos b = (v —if)/2 y c =~

lo que implica

bz4+bz+c=0

donde be CyceR

» Circunferencias:

Para a € C y r € R fijos, una circunferencia euclidiana en notacién compleja
es el conjunto de los puntos z € C que cumplen:

|z—al=r

(z—a)(z—a) =r?
2% — 20— aZ + aa = r?
st definimos b= —a yc=|a|* —1r?

2Z4+bz+bz4+c=0

[nversamente:

» Siazz+bz+bz+c=0 donde {a,c} CRybeC:

e Si a =0 entonces bz + bz + ¢ = 0 es una recta.

e Sia#0 o
azZ+bz+bz+c=0

- b b
azz—l—bz+b2+u=u—
a a

) bbb bb—ac
ZZt 2t ozt 5=
a a a

a?
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( l_)) (_ b) bb — ac
zZ+ - Z+-— )= 3
a a a
b bb — ac

Z4 =
a
es una circunferencia con centro en —b/a y radio r = \/%, siempre
y cuando bb — ac > 0.

g

Proposicion 4.23. Sea ¢ una recta o una circunferencia determinada por tres puntos
distintos, {21, 29, 23} C C.

z € (< RC(z, 21,2, 23) € RU{oc}
Prueba: Sea T' € M, tal que

az+b_
cz+d

donde {a,b,c,d} ¢ C yad —be=1.

T(z) = RC(z, 21, 22, 23)

St z = z3 entonces z €  y ademds T'(z) = oo. Supongamos z # z3, entonces
la condicion T'(2) € R significa que T'(z) = T'(z), es decir:

az+b_6
I

Z+b
cz+d ez+d

z%—g Yy
Entonces, tenemos que
T(z) e RU{co }& (az +b)(€Z+d) = (@Z + b)(cz + d)
As{,
T(z) € RU{co }& (aC — ac)2Z + (ad — bc)z + (b — ad)Z + (bd — bd) = 0
Multiplicando por 7 € C tenemos que
T(z) € RU{co }& i(ac —ac)zz +i(ad — bc)z + i(be — ad)z +i(bd — bd) = 0

donde {i(ac — ac),i(bd — bd)} C R y i(ad — bc) = i(bé — ad). Es decir, es la
ecuacion de una recta o una circunferencia que contiene a {z1, 22, 23}

g



4.2. Esfera de Riemann 81

Proposicion 4.24. Sean {z1, 29,23} C C distintos y ¢ la circunferencia (o recta)
determinada por ellos. 2’ es el inverso de z respecto a ¢ st y sélo si

RC(Zlv 215 %25 23) = RO(Za 215 22, 23)
Prueba:
= Supongamos que a € Cyr € R". Sea ( = {2 € C| |z —a| = r}.

Puesto que la razon cruzada es invariante bajo las transformaciones de Mdbius
(Proposicion 4.21), tenemos que, bajo t_,(2) = z — @

RC(z,21,22,23) = RC(z—a,z1 —a,z9 —a,z3 — a)

Para cada 7 € {1,2, 3} tenemos que respecto a la circunferencia con centro el
origen y radio 7 € R™ su inverso es (z; —a)’ = Eia. Dado que cada elemento
en {z1, 29, 23} C ( es su propio inverso respecto a la inversion en ¢, tenemos
que {z1 —a, zo—a, z3—a} son sus propios inversos respecto a la circunferencia
con centro en el origen y radio r € RT. As{, para cada i € {1,2,3} tenemos

’_ S
que (z; —a)' = z; —a. Por lo que Z; —a = Pt Entonces

2 2 2
RO(z—a,z—l—a,z—g—a,z—g,—a):R(J(Z—a, ! ! d )

21—a z9—a z3—a

Ahora, bajo la inversion compleja en la circunferencia de radio » € R™ con
. 2 .
centro en el origen, J(g,)(2) = = se tiene que:

2 2 2 2
RC(E—&, 4 d ! >:RC< r_,zl—a,zg—a,zg—a>

s—a zm—a z3—a zZ—a

Para terminar, bajo la traslacién t,(z) = z + a tenemos que

2

r? r
RC|——,z1—a,z29—a,23—a | =RC| ——+a,z, 29, 23

Z—a Z—a

. . ’ . 2
Y 2" es el inverso de z respecto a ( si y solo si 2/ = = +a.

zZ—a
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= Supongamos que ¢ es una recta en el plano, 2’ el inverso (simétrico) de z
respecto a (. St {z1, 29, 23} C ¢ son tres puntos distintos, la imagen bajo la
transformacién T'(z) = RC(z, 21, 22, 23) de ¢ es RU{oo} .

Cualquier circunferencia ¢* que contenga a {z, 2’} tiene la propiedad de ser
ortogonal a ¢, por lo que T'[C*] es ortogonal al eje real. Por lo tanto, todas
las circunferencias que contienen a {7'(z),T'(z')} son ortogonales a la recta
real, por lo que T'(2) y T'(z') son simétricos respecto al eje real, es decir
T(z') = T(z). Entonces

RC(Z,, R15 %2, Z3) - T(’Z/) - T(Z) = RC(’Z? 215 %2, Z3)
U

Proposicion 4.25. Si z y 2’ son puntos inversos respecto a una circunferencia (o recta)
¢ y T es una transformacién de Mobius entonces T'(z) y T'(2') son inversos respecto

a TIC].

Prueba: Sean {z1, 22, 23} C ( distintos.

T[(] esta determinada por {7T'(z1), T(z2), T (23)}. Puesto que la razdn cruzada es
invariante bajo las transformaciones de Mobius (Proposicién 4.21) y la Proposicidn 4.24,
tenemos que

RC(T(2),T(21),T(22),T(23)) = RC(Z,21,22,23)
= RC(z,z, 29, 23)
= RC(T(2),T(z1),T(2),T(z3))




CAPITULO 5

PLANO HIPERBOLICO

Antes de dar un modelo del plano hiperbélico, revisaremos algunos resultados que
nos permitirdn construir dicho modelo.

Del capitulo anterior (ecuacién (4.3) de la pagina 71) tenemos que la inversion en
el plano sobre una circunferencia con centro en un punto a € C de radio r € RT es

az + (r*— | a|?)

zZ—a

I(a,r) (Z) -

Consideremos al conjunto B> = {z € C | |2| < 1}, a la circunferencia unitaria
OB? = {z € C | |z| = 1} y a cualquier circunferencia determinada por a € C y
reR*:

Car) ={z€C|[z —al =7}

que sea ortogonal a OB?.
Una condicion necesaria y suficiente para la existencia de dicha circunferencia es
que |a| > 1. Puesto que OB? y (4, son ortogonales, r* = |a|* — 1.

Entonces, por la ecuacién (4.3), para toda circunferencia con centro en a ortogonal
a OB? se tiene:
z—1

zZ—a

S

I(a,r) (Z) -

83
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Observacion 5.1. St |a] — oo en una direccion fija, entonces /(,,y converge a la
reflexion euclidiana por la recta:

L,={2€C|z=aba €R}
donde b € C\ {0} es un vector ortogonal a la direccién de a.
Cuando la inversién en una circunferencia con centro en a € C y radio r € R, es

una inversién en una circunferencia ortogonal a 9B?, se tiene que I(, ) solo depende
del centro de la circunferencia, por lo que denotaremos a (g por /.

Asi, el conjunto de las inversiones determinadas por circunferencias ortogonales a
OB? con centro en a € C (|la| > 1) es:

Invg: = {Z:C—%: | T.(2) = e {0,1}} (5.1)

tz—a

En base a la caracterizacidn de (5.1) podemos ver a las inversiones complejas sobre
circunferencias ortogonales a 9B? con centro en a € C (Ja| > 1), como elementos del
conjunto:

az —t

Inv@:{[a:(@%@ | Ia(z):t

t € {0, 1}} (5.2)

)
zZ—aQ

5.1.  Transformaciones de Mobius que preservan B>

Teorema 5.2. Las transformaciones de Mobius que dejan invariante B2 son de la forma

_az+b
52—}—6

T(z) donde {a,b} C C y l|a|*—[b]* =1

Demostracién: Notemos que B2 = {z € C | |z| < 1}.
Para {«a, } C C, consideremos a las transformaciones de la forma

T(z)zoz_z_ﬁl donde |a| =1 y |8 <1

y veamos que dejan invariante a B2
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» SiT(2) = la| =1y |B| <1, sea z € IB? ast
T(e) = fof |22 | = j 222l 12201
218 -2 [z Bl

Por lo que T deja invariante a B2 Puesto que T' es una_transformacién, es
una funcién continua, ast que 7[B?] = B? o T[B?] = C \ B2 Como |3] < 1,
implica que 8 € B2, por lo que T(3) = a £ = =0 € B2 Por lo

0
- 551 1B2—1
tanto 7'[B?] = B2,

» SU T es una transformacion de Maobius que deja invariante a B2, T es un
homeomorfismo de B2 en si mismo, por lo que T[0B?] = OT[B?]; es decir,
|z2| =1 |T(2)| = 1. Como T deja invariante a B2, tenemos que si T(3) = 0
entonces |3| < 1. Sabemos que el inverso de 3 respecto a OB? debe ser
B = T 1(c0) (Proposicion 4.25 de la pdgina 82), por lo que ' = B_l.
Entonces, 1" es de la forma

T(z):a__ﬂ con |B] <1
z—1

Si elegimos z € OB, puesto que T' deja invariante a B2 , tenemos que

‘Z /B| ’Oé‘ |Z ﬁ| _‘Oé‘ |2_5|

=T — _
T =l g = = =

= |af

Por lo tanto, las transformaciones de Mabius que dejan invariante a B2 son de la
forma

a8
T(z)fagz_1

Encontraremos un A € C tal que oo = \/\:

donde {a,0} CC, Ja| =1y |f| <1

St a = g + iay donde {ay, s} C R, tenemos que af + a3 = 1.
» Siay = 0 entonces a € R. Dado que |a|? = 1, tenemos que v = 1o v = —1.

e Si a =1 entonces cualquier A € R\ {0} cumple.
e Si a = —1 entonces para cualquier y € R\ {0}, A =4y cumple.
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» Si ap € R\ {0} entonces para cualquier z € R\ {0} st y = 2(1 — ay)/az
y A =z + iy tenemos que

z(l—a1)

A l"i‘la—Q Oég‘l—’i(l—ozl) .
== = - =]t =«
X p =) ey —i(l - )

az

Asi, las transformaciones de la forma

T(z) = @ — ! donde {a,0} CC,Ja| =1y |f] <1

pueden verse como

A 2= 8 (iINz4(—iA8) | (iN)z + (—iAg)

T RE T @ e Cone )

Sta = (A)/(VIAPML=182)) y b= (=iAB)/(V/IA?(1 = [B]*) ) entonces

T(z) = (iA)z + (=iA3) _ O (02 + (—iA9) _aztb
(—iAB)z + (i) —m (—iXB)z+ (i\)  bz+a

donde {a,b} C C y |a]* —[b]* = 1.
-

Denotaremos como M* al grupo de las transformaciones de Mobius que dejan
invariante a B2?; es decir:

M*:{TGM\T(Z)zf‘z+b

bz+a’

{ab} CC y |af* = b = 1}

Teorema 5.3. El grupo generado por M* y por la conjugacién compleja es el grupo
generado por las inversiones en arcos de circunferencias ortogonales a OB?.

Demostracion: Es suficiente probar que cada conjunto generador estd contenido en
cada grupo para que el grupo generado sea el mismo, por lo que basta notar que:
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= Una inversién I,(z) = 2=t donde a € C, |a| > 1yt € {0,1}, puede verse

tz—a
como un elemento en M* compuesto con la conjugacién compleja:

e Sit =0, la transformacidén corresponde a una reflexién euclidiana por una
recta por el origen. St el dngulo que forma la recta con respecto al eje
real es 6, la reflexion puede verse como una rotacién por un dngulo de
—20, sequida de la reflexién en el eje real; es decir, si b € B? donde el
arqumento de b es —26, sea T(z) = bz. Ast I,(z) = T(z) = bz, que es
una transformacidn de Mébius sequida de la conjugacién compleja.

e Sit =1, puesto que |a] > 1 implica |a* > 1, entonces @a — 1* > 0.
Ahora, podemos considerar a T'(z) = a;_—_; que es una transformacién de
Mabius si se divide a los coeficientes por v/aa — 1.

Por lo que I,(z) = T(z) = €=,

zZ—a

= Si () es la conjugacién compleja, consideremos a la reflexion euclidiana por el
eje X; es decir la reflexién por la recta ortogonal a i € C:

=m0 =E-Cs
0z—1 —1 1
s SiT e M*
b
T()=ZF%  donde {a,b} € C y |af? = B2 =1
bz +a

Puesto que |a]? — [b]? = 1:

e Si b =0 entonces |a]* = 1y la transformacion de Mébius es una rotacidn
euclidiana por el origen que, por los resultados del capitulo primero, es
la composicion de dos reflexiones euclidianas por rectas por el origen; es
decir, es la composicién de dos inversiones por didmetros de OB2.

e Si b #0. Consideremos a ¢ = a/b. Dado que |a| = /1 + |b]?

la] /14102 141062

e
|b] 0] b

As{, podemos considerar la inversion por el arco de circunferencia ortogonal
a OB? con centro en ¢; es decir:

z—1

Sl

cE—l_

|

zZ—cC

<l
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También, podemos considerar a la reflexion euclidiana en la recta por el
origen ortogonal a la direccidn de b; es decir:

— bz — 0 bz
I Z) = = = —=
=T 5
Entonces,
a/ bz a/ bz abz+bb
Tole) — bp =l FEIZ1 PSR eevd
B-1 B-§ EH ob+a

Por lo tanto, si 7" € M* entonces T" es la composicién de dos inversiones
por arcos de circunferencia ortogonales a OB?.

= Para la composicién de una transformacion de Mobius que deje invariante a B2
con la conjugacion compleja, es suficiente notar que es la composicion de tres
inversiones (por los incisos anteriores).

Puesto que los conjuntos generadores estdn contenidos en cada grupo, tenemos
que los grupos generados son los mismos.

Ahora, con estos resultados buscaremos un modelo del plano hiperbélico.

Un modelo para el plano hiperbdlico, que denotaremos como H?, es el espacio
formado por el conjunto B2 en donde las lineas hiperbélicas son los arcos de circun-
ferencia ortogonales a OB?.

Lema 5.4. Para cualquier {4, B} C H? existe una Unica linea hiperbélica que
contiene a {A, B}.
Demostracion: Sean {A, B} C H

= Si {A, B,0} es una tercia de puntos colineales (en una recta euclidiana) en-
tonces el didmetro que los contiene es ortogonal a OH?.
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» St {A, B,0} no son colineales (en una recta euclidiana, Figura 5.1).

Para cualquier a € C y r € R™ se tiene que (,,) preserva el conjunto de
circunferencias y rectas en el plano. Ademds, si ((q, es la circunferencia con
centro en @ € C y radio r € R™ entonces cualquier circunferencia ¢ ortogonal

a ((q,r) permanece invariante bajo I(,,y (Lema 4.11).

Puesto que dados tres puntos existe una Unica circunferencia que los contiene,

consideremos a la circunferencia 4,5 que contiene a {A, B, I(p1)(A)}. Por lo
anterior tenemos que (a p es ortogonal a OH?.

Observacion 5.5. {A, B, [(0’1)(14), [(0’1)(3)} C CA,B-

Figura 5.1: Arco de circunferencia ortogonal a OH? por A y B.

Observacion 5.6. Para cualquier { A, B} C 9H? existe un Unico arco de circunferencia
ortogonal a OH? que contiene a {A, B}.

Prueba: Puesto que existe una dnica recta tangente a OH? por cada punto en ella,
sean [ la recta tangente a OH? por A y Ip la recta tangente a OH? por B.
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m Stla Nl = 0 entonces {A, B,0} es un conjunto de puntos colineales. Por
lo que el segmento de recta euclidiana determinado por A y B es un diametro,
que es ortogonal a OH?Z.

n StlaNlp ={a}, {(a)a—a| es ortogonal a OH? y {A, B} C {(a,|4—al))-

5.2. Meétrica hiperbolica

Recordemos que si una funcién g es C-diferenciable, su derivada (denotada como
g') nos da el factor de dilatacion infinitesimal de la funcién en cada punto: si «(t) es
una curva diferenciable en el dominio de la funcidn, cuya velocidad en el instante ¢
estd dada por o/(t), entonces la imagen de la curva bajo g es la curva g(«a(t)) cuya
velocidad en el instante ¢ es ¢'(a(t))/(t).

Asi, cualquier I, € Invc es una funcién compleja diferenciable, cuya derivada es:

t2 _ ’a‘Q

lu(z) = (tz —a)?

a

Para cualquier z € H?, se tiene que I’ (z) no depende de la funcion I, que se
elija, sino solamente de la distancia de z y de I,(z) a la frontera de H?:

t2 —laf* | _ |t = af’]

(tz —a)?|

|1(2)]
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Como z € H? y |a| > 1, entonces:

(lal* — £2) (1 — |2[)
(Itz = af?) (1 = |z)
(aa —t*) (1 —22)
(tz—a)(tz —a) (1 — 22)
(aa —t*)(1 — 22) + tza — tza + taz — taz
(tz —a)(tz —a)(1 — 22)
(tz—a)(tz —a) — (az — t)(azZ — t)
(tz—a)(tz —a)(1 — 22)

- (- (E (=)

- s - nehe) = ek

1—2z

1L =

Lo que implica que el factor de dilatacién de I, es inversamente proporcional a la
distancia de un punto a OH? y directamente proporcional a la distancia de su imagen
a OHZ.

Lo anterior muestra que las transformaciones I, no son isometr{as con la métrica
euclidiana en H?, puesto que de serlo |I’(z)| = 1 para cualquier z € H? Buscare-
mos una manera de medir vectores basados cualquier z € H? en la cual I, sea una
isometria en HZ.

Definicion 5.7. Para cada vector u basado en un punto z € H?, definimos la longitud

hiperbolica de u como:
1
ulw = 1_—‘Z’2|U|

donde |u| es la longitud euclidiana del vector u.
En base a esta definicidn, tenemos una forma de medir la longitud de los vectores

(por lo tanto la longitud de cualquier curva diferenciable) y la distancia entre dos
puntos si consideramos el (nfimo de las longitudes de las trayectorias entre ellos.
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Teorema 5.8. Las transformaciones I, : H? — H? son isometr{as con | |g.

Demostracion: Sea z, € H?. Consideremos cualquier vector u basado en zy. La imagen
de u bajo la diferencial de I, es un vector v basado en I,(2g) tal que

v| = [I,(20)]|u]
Entonces,
o] S
v —— v
" 1 — [Ia(20)?
1
= —— |
1— ‘[a(z())’Q‘ a(Zo)Hu‘

1 1— |Ia(z0)|2 ] = Ju]
= ul = \|u
1— [L(20)]? 1|2 "

por lo que I, preserva la longitud hiperbdlica de cada vector en H? y con esto, la
longitud de todas las curvas en H?2.

Corolario 5.9. Las transformaciones I, : H? — H? son isometrias con | |p.

Prueba: Recordemos que la conjugacién compleja no es una funcién diferenciable, pero
podemos medir la longitud de los vectores si I, es diferenciable:
Si 29 € H? y u es un vector basado en zg, por el Teorema 5.8, tenemos que:

[0 = [ (z0) [l

donde v es la imagen bajo la diferencial de I, de uw que esta basada en 1,(2o).
Puesto que la conjugacion compleja es la reflexion sobre el eje real, tenemos que

es una isometria euclidiana, por lo que preserva la longitud euclidiana de los vectores.
Por lo tanto, las transformaciones I, también son isometrias de HZ2.

i

5.3. Geodésicas en H?

Veamos que, con esta forma de medir la longitud de vectores, los arcos de circun-
ferencia ortogonales a OH? son las geodésicas en H?.
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Lema 5.10. Si ¢ es una circunferencia ortogonal OH? y Il = H? N ¢ (el arco de
¢ totalmente contenido en H?), existe una transformacién I, tal que I,[lx] es un
didmetro de OH?.

Demostracion: Sea ¢ una circunferencia ortogonal a OH?.
» Si ¢ es una recta por el origen, entonces Iz ya es un didmetro de OH?.

= Si ¢ no es una recta por el origen, tomemos cualquier a €  tal que |a|] > 1y
consideremos a la transformacion

— z—1
[a(z):&z

zZ—a

Por los resultados anteriores, tenemos que la transformacién que preserva an-
gulos entre curvas (Corolario 4.10) y manda circunferencias que contienen a a
en rectas (Lema 4.7). Como 5 es un arco ortogonal a OH? y OH? es invariante
bajo I, (Lema 4.11), entonces I,[l;] es una recta ortogonal a OH?, por lo que
debe ser un didmetro (Figura 5.2).

Figura 5.2: 1, manda a Iy a un didmetro de OH?
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Teorema 5.11. Las geodésicas en H? con | |z son los arcos de circunferencia ortogo-
nales a OH?.

Demostracion: Puesto que para cualquier arco de circunferencia ortogonal a OH?
existe una transformacién I, tal que la imagen bajo la transformacién del arco de
circunferencia ortogonal es un didmetro de OH? (Lema 5.10), es suficiente probar que
un didmetro es una geodésica de H?, pues I, es una isometria con | |z (Corolario 5.9).

Dado que las reflexiones euclidianas con eje una recta por el origen y las rota-
ciones euclidianas con centro en el origen son transformaciones que preservan esta
métrica, es suficiente probar que el didmetro contenido en el eje real es una geodésica,
puesto que cualquier didmetro de OH? se puede enviar al didmetro de OH? contenido
en el eje real con una isometria euclidiana.

Sea {P,Q} C (=1,1)

y v :1[0,1] — C la parametrizacién de una curva en H?
que sea C' de la forma 7(t) = )t

(9(t), h(t)) tal que 7(0) = Py y(1) = Q.

La longitud de la curva parametrizada por ~y es

B by

&) = [0l /0—1_M a
- (g'(2), I ’( )2+ R (t)?
_/0 — (g(t)> + dt / (g(t +ht))

Consideremos a la proyeccién sobre el eje real 7 : R? — R? definida como
7(x1,29) = (21,0) (Figura 5.3). Tenemos que

oz, Oy
- Oxr1  Oza 1 0
br@ =1 . ‘(0 0)
dz1 Oy

Por lo tanto,
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Figura 5.3: Proyeccion de trayectorias en H? al eje real.

Lo que implica que

[D(men)(@)] < Vg () + () =1[(g'(t), ' ()] = [7'(2)]

Ahora, observemos que g(t)? < h(t)? implica que 1—(g(t)*+h(t)?) < 1—g(t)?
Dado que |y(t)| < 1, se tiene que 0 < 1 — (g(t)* + h(t)?) < 1 — g(t)? y por lo
tanto

1 < 1
L—g(t)*> = 1= (g(t)* + h(t)?)

Asi, podemos concluir que

[D(men) )] _ ()]
L—g()*  — 1—=(g(t)> +h(t)?*)
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Es decir, dado que /(%) es un vector basado en y(t) = (g(¢), h(t)) y D(mwov)(t)
es un vector basado en (o ~)(t) = (g(t),0), tenemos que

_ Do) ')
L—fmory(@®)) = 1 =P

[D(moy)(t)]u =1 (O)ln

Por lo tanto,

(o) = / D 07)(8)| s dt < / Iy (1) 1 d = 1)

Ademds, tenemos que la igualdad entre estas longitudes se da cuando la curva
parametrizada por v es de la forma () = (g(t),0); es decir, cuando es un didmetro
de OH2.

El Teorema 5.11 nos permitird calcular la distancia entre dos puntos en HZ.

Teorema 5.12. Sean {A, B} C H? La distancia entre A y B en H? es
1
dHQ(A7 B) = §| IH(RC(P, B, Qa A))|

donde {P,Q} C OH? son las intersecciones de la linea hiperbélica determinada por
Ay B con la frontera del disco.

Demostracion:

Por el Lema 5.4 (pagina 88), tenemos que existe una Unica linea hiperbdlica [g
que contiene a {A, B}.

Si {0, A, B} no son colineales, se tiene que existe una transformacion I, tal que
1,[l3] es un didmetro de OH? (Lema 5.10, pagina 93)). Sean

L(A)=4 ; L(B)=B ; L{P)=F ; LQ=0Q

Observemos que la imagen bajo la transformacién I, de {P,Q} C OH? son los
extremos de un didmetro. Con una reflexion euclidiana 7z, por una recta por el origen
(que es una isometria en H? (Corolario 5.9)), es posible llevar a dicho didmetro al
didmetro contenido en el eje real. Sean
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,
,
’
9
’
aH/
’
’
’

A// B//

Figura 5.4: Distancia entre dos puntos en H?.

rpol,(A)=A4" ; rpol,(B)=DB"

TLO]_a(P) =P ) TLOI_a(Q) :Q”

Notemos que el didmetro determinado por P” y Q" estd sobre el eje real, por lo
que P" €{— 1,1} y Q" €{— 1,1} \ {P"} (Figura 5.4). Entonces {0, A”, B"} son
colineales, por lo que podemos calcular la longitud hiperbélica del segmento de linea
hiperbdlica que determinan de la siguiente manera:

Dado que {A”, B"} C (—1,1); es decir, Re(A”) = A” y Re(B") = B”, sea
v :[0,1] — H? dada por v(t) = tB" + (1 — t)A”.
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Por lo tanto, la longitud de la curva parametrizada por 7 es:

_ el
@ = [ o= O

B / |B// A//l o
- 0 1—(B”—}-(1—t)A”)2

B — A" (1-tB"— (1 - DA\
(B” A//) 1+tB”—|—(1—t)A”

0
|B// A//| (ln <1 _ B//) N (1 —A”))
(B” A//) 1+ B 1+ A”
_ ‘BN A”| . ((1 _B//) ‘ (1—|—A//)>
(B// A//) (1 _A//) (l—I—B”)

Por lo tanto,

m S{0 < B"— A” entonces

1 1-B") (1+A"

) — L (QB) (LA
2 (1—A") (1+ B")

Consideremos a la transformacién de Mobius R que envia a la terna ordenada

(B",—1,A") a la terna ordenada (0,1, 00) tenemos que

~_ B 1—|—A”
o ==% 175
Por lo que
1— B" 1—|—AN

RC(1,B",—1,A") = :
LB LA =% T

Lo que implica que, dado que la composicion de I, con la reflexion r es una

transformacion de Mdabius (Teorema 5.3, pdgina 86) y las transformaciones de
Mabius preservan la razén cruzada (Proposicién 4.21, pagina 78):

I(y) = %ln(RC(l,B”,—l,A”))
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SiPl=1yQ"=—
I(v) =LIn(RC(1,B" —1,A"))
=In(RC(P',B',Q', A"))

= 3In(RC(P,B,Q, A))

SLP'=-1yQ"'=1

I(y) = 3 (RC(1, B", =1, A"))
1 (RC(Q, B, P, A"))

= 1In(RC(Q, B, P, A))

Por lo tanto, dependiendo de como nombremos a las imédgenes bajo las trans-
formaciones de Mobius que hemos considerado de los puntos en la frontera,
tenemos que pasa solo una de las siguientes:

In (RC(P, B,Q, A))
(@, B, P, A))

SSP'=1yQ" =~
SLP'=-1yQ" =1

DEH
(6= 6=))
- (=90

= RC(Y, X,

° (7)) =3
e [(y)=1ln(RC

Notemos que en general se tiene que

RO(W,X,Y,7) — (

Por lo que, si no consideramos el orden de los puntos P” y Q" tenemos que

1(7) = 310 (RC(P, B,Q, )| = 5[ In (RC(Q, B, P, A))|

» Si B” — A” < 0, de una manera andloga al inciso anterior, tenemos que sin
considerar el orden de los puntos P” y Q":

17) = 310 (RC(P, A,Q. B) | = 510 (RC(Q, A, P, B))|
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Notemos ahora que en general se tiene que
wW-X Y -7

ez - (W25) (X22)
(W= X\T'(Y

B W —Z Y

W —-Z Y —

W—-X Y —

(

= RC(W,Z,Y,X)!

7))

Lo que implica que
S(RO(P.B.Q.A)| = |n(RC(Q.B.P,A4))
_ %]ln(RC(Q,A,P,B)H
_ %|1n(RC(P,A,Q,B))|

Por lo tanto, ]

5.4. Isometrias hiperbolicas

Ya hemos probado que las inversiones sobre arcos de circunferencia ortogonales
a OH?, ast como la composicién de cada una de las anteriores con la conjugacion
compleja son isometrias de H? (Teorema 5.8 y el Corolario 5.9, pagina 92).

Por lo tanto, podemos dar la siguiente definicién:

Definicion 5.13. Una transformacion 7;,, de H? es una reflexién hiperbélica si y sdlo
si 77, es una inversién por una arco de circunferencia 7 ortogonal a OH?.

Por lo tanto, las reflexiones hiperbdlicas son isometrias hiperbélicas. Esto nos per-
mitird mostrar que H? es un espacio homogéneo; es decir las reflexiones hiperbdlicas
acttan de manera transitiva en H?.
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Lema 5.14. Para cualquier {A, B} C H?, existe una linea hiperbélica my tal que A
es la imagen bajo la reflexion hiperbélica en my de B y viceversa.

Demostracion: Sea [y a el unico arco de circunferencia ortogonal a la frontera de
H? que contiene a {A, B} (Lema 5.4, pdgina 88). Si {P,Q} C OH? son los puntos
de interseccidn de [y con la frontera del disco, consideremos a n la recta euclidiana
determinada por {A, B} y o la recta determinada por {P,Q}. Sea n No = {a}
(Figura 5.5).

La inversion por la circunferencia ortogonal a la frontera del disco con centro en
a € C (la transformacién I,,) tiene la propiedad de dejar invariante a la frontera del
disco y enviar circunferencias ortogonales en circunferencias ortogonales.

Puesto que la linea hiperbélica I es un arco de circunferencia ortogonal a la
frontera del disco, la imagen bajo la inversidn por la circunferencia con centro en a de
[ es un arco de circunferencia ortogonal a la frontera del disco.

Dado que las inversiones dejan invariantes a los rayos de rectas por el centro de
inversion, si la imagen bajo la inversién de A es A’ y la imagen bajo la inversién de B
es B’ tendriamos que {A, B, A’, B’} C n y dos arcos de circunferencia ortogonales
a la frontera del disco sertan la imagen bajo la inversidn de 5 los arcos determinados
por {A, A’} y {B, B'}. Por lo que la Unica posibilidad es que A’ = By B’ = A.

Denotemos por my al arco de circunferencia totalmente contenido en H? de la
circunferencia ortogonal a la frontera del disco con centro en a.

Figura 5.5: La inversidn por my envia A en B y viceversa.
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Lema 5.15. Cada linea hiperbdlica es el lugar geométrico de puntos en H? que equi-
distan de dos puntos fijos.

Demostracion: Sea [y una linea hiperbélica, A ¢ Iy y B la imagen bajo la reflexion
hiperbdlica por [ de A.

Puesto que las reflexiones hiperbélicas son isometrias de H? y dejan fijo al eje
de reflexion (al arco de circunferencia ortogonal a H? por el que se invierte), tenemos
que para cualquier S € Iy

dH2(A,S) - dHZ(B, S)

Los Unicos puntos 7' € H? que tienen esta propiedad son los puntos de ly:
Supongamos que T € H? \ lg es un punto que equidista de A y B y consideremos
el tridngulo determinado por los arcos de circunferencia ortogonales a la frontera de
H? con vértices en {A, B, T} (Figura 5.6).

Figura 5.6: Las lineas hiperbdlicas son los puntos que equidistan de dos puntos.

Puesto que T' ¢ 1y, tenemos que solamente uno de los segmentos de arco de
circunferencia determinados por A y 7" 6 el determinado por B y T interseca a ly.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que es el segmento de arco determinado
By T. Sea X el punto de interseccion.

Por hipétesis tenemos que dy2(A,T) = dyz(B,T). Los puntos en [y tienen la
misma propiedad, por lo que dyz(A, X) = dy2(B, X). Dado que {7, X, B} es un
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conjunto de puntos colineales tenemos que:

dHZ (A, T) == dHQ(B, T)
— dH2<B,X)+dH2(X,T)
= dH2(A,X)+dH2(X,T)

Es decir; la curva determinada por los segmentos de arco de circunferencia orto-
gonales a la frontera del disco que contienen a {A, X} y {X, T} es una curva que
tiene la misma longitud que el arco de circunferencia ortogonal a la frontera del disco
que contiene a {A,T'}. Lo cual no puede ser, dado que las geodésicas son los arcos
de circunferencia ortogonales a la frontera de TH?2.

Por lo tanto, cualquier linea hiperbélica es el conjunto de puntos en H? que
equidistan de cualquier punto no en la linea y la imagen de dicho punto bajo la
inversion en dicha Llinea.

Proposicion 5.16. La imagen de una linea hiperbdlica bajo una isometria hiperbélica
es una linea hiperbdlica.

Prueba: Si f es una isometria hiperbélica y {7 una linea hiperbélica. Por el Lema 5.15,
tenemos que existe { A, B} C H? tal que [y es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de A y B. Por lo tanto, f[lg] es el lugar geométrico de los puntos que

equidistan de f(A) y f(B).
U

Lema 5.17. Cualquier isometria hiperbélica esta determinada por las imdgenes de tres
puntos no colineales.

Demostracion: Cualquier punto en H? estd determinado por su distancia a tres puntos
no colineales: Sea {A, B,C} C H? un conjunto de puntos no colineales en H?.
Supongamos que existe { P, Q} C H? tales que:

dyz (A, P) = dy2(A, Q) ; dy2(B, P) = dy2(B, Q) ; du2(C, P) = dy2(C, Q)

Entonces, A, B y C' estan en el lugar geométrico de los puntos que equidistan de
P y @ que es una linea hiperbdlica, contrario a la hipdtesis.

Por lo tanto, cualquier punto en H? estd determinado por su distancia a tres puntos
no colieales. Lo que implica que la isometria estd determinada por la imagen bajo dicha
isometria de tres puntos no colineales.
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Teorema 5.18. Cualquier isometria de H? es la composicién de a lo mds tres reflexiones
hiperbdlicas.

Demostracion: Sean f una isometria en H? y A, B,C tres puntos no colineales
cualesquiera en H?. Consideremos f(A), f(B), f(C):

= Si los tres puntos coinciden con sus imdgenes, entonces f = Idyz.

= Si solo dos de ellos coinciden con sus imdgenes, A = f(A) y B = f(B). Sea
L la linea hiperbdlica que contiene a A y B. Por el Lema 5147, (C) = f(C)
pues

dp (A, C) = dy2(A, f(C)) , dy2(B, C) = dy2(B, f(C))

Entonces 7, es una isometria que a C' lo envia a f(C) y fija tanto a A como
a B. Por el Lema 5.17, la reflexion hiperbélica coincide con f.

= Sisélo uno de los puntos coincide con su imagen, A = f(A). Sea my la linea
que contiene a los puntos que equidistan de B y f(B).

Dado que dyz2(A, B) = d=(A, f(B)), implica que A € my, por lo que

Ty (A) = A5 Ty (B) = f(B).

St Ty (C) = f(C) hemos terminado, pues f vuelve a coincidir con una
reflexién. De no ser asi, 7;,, © 7,,,, donde Iy es como en el inciso anterior,
es la composicién de dos reflexiones que cumplen que A, B, C' tienen como
imdgenes a f(A), f(B), f(C) respectivamente. Por el Lema 5.17, f coincide
con la composicién de las dos reflexiones.

= Ningun punto coincide con su imagen. Sea ny el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de A y f(A), entonces 7,,,,(A) = f(A).

St T, (B) = f(B),7n, (C) = f(C), f coincide con una reflexion.
SUTny(B) = [(B),Tny (C) # f(C) 0 Tny(B) # f(B), Tny(C) = f(C),
f coincide con la composicion de dos reflexiones.

St Ty, (B) # f(B),Tn, (C) # f(C), consideramos my la linea hiperbdlica
de los puntos que equidistan de B y f(B), T, © Tny, €s la composicion de
dos reflexiones que cumple con enviar a A a f(A) y B a f(B).

SUTpmy ©Tny (C) = f(C), f coincide con la composicién de dos reflexiones.
De no ser asi, consideramos Iy la linea de los puntos que equidistan de C
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y f(C), entonces Ty, © Ty, © Ty, €5 la composicion de tres reflexiones que
a los puntos A, B,C los envia a f(A), f(B), f(C) respectivamente y por el
Lema 5.1/ la composicién coincide con f.

Teorema 5.19. EL grupo de isometrias de H? es el grupo generado por las transfor-
maciones de Mébius que preservan H? y por la conjugacidn compleja; es decir:

Iso(H?) = (M*, ())

Demostracion: Esto, es una consecuencia directa del Teorema 5.3 (pdgina 86), pues
tenemos que cualquier isometria es la composicion de a lo mas tres reflexiones hiper-
bélicas; lo que implica que cualquier isometria pertenece al grupo generado por las
inversiones en arcos de circunferencia ortogonales a OH?; es decir, el grupo generado
por las transformaciones de Mdbius que preservan H? y por la conjugacién compleja
es el grupo de las isometrias de H?Z.

5.5. Transformaciones de H?* que preservan lineas hiper-
bolicas
Por el capitulo anterior, sabemos que el plano euclidiano tiene como compactifica-

cién natural al plano proyectivo.

De manera andloga, buscaremos la compactificacion natural del plano hiperbélico.
Una manera de hacerlo es afadirle los puntos de la frontera de TH?.

Sea f una transformacion de H? que preserve arcos de circunferencia ortogonales
a OH?. Buscamos una manera de extender f (que sélo estd definida en H?) a una
transformacién f de H2; es decir, buscamos una manera de definir f en OH?.

Teorema 5.20. Cada transformacién de H? que preserva arcos de circunferencia orto-
gonales a OH? se extiende a una transformacion de HZ2.
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Demostracién: Definimos f : H2 — HZ2 de la siguiente manera:
= Siz € H? entonces f(z) = f(z).

» Siz € OH?y ¢ es un arco de circunferencia ortogonal a OH? parametrizado
por 7y : [0, 1] — H?, tal que (1) = z entonces

f(z) = lm(f o 7)(t)

t—1

Lema 5.21. f estd bien definida.

Demostracién: Si ¢ es un arco de circunferencia ortogonal a OH?, denotaremos como
¢* a la circunferencia que determina a ¢. Sea «y : [0,1] — HZ2 una parametrizacién
del arco ¢* N H2; es decir, y |(071) es una parametrizacion de C.

Para z € OH?, consideremos dos arcos de circunferencia ¢; y ¢, ortogonales a
OH?, parametrizados por v, y 7y, respectivamente, tales que 71(1) = 2z = o(1).
Como f preserva arcos de circunferencia ortogonales a OH?, f[¢1] y f[C2] son dos
arcos de circunferencia ortogonales a OH? tales que

lim(f o y1)(t) = 2/ € OH? lim(f o 7o) (t) = 2" € OH?
t—1 t—1

Supongamos que 2’ # 2" (Figura 5.7).

Si T es la familia de arcos circunferencias ortogonales a H? y ¢;, cada punto
en (; determina un elemento en I". Para cada ¢ € (0,1) sea (; el elemento en I' que
contiene a ~y; (t). También, para cualquier punto en H? existe una arco de circunferencia
por ese punto que es ortogonal a ¢; y OH?; por lo que los elementos de T cubren a
HZ2.

Asi, f[['] es una familia de arcos de circunferencia ortogonales a OH? (que no
necesariamente son ortogonales a f[C1], pues no suponemos que f preserve dngulos)
que cubre a H?. Como todos los elementos de I" intersecan a ¢; se tiene que todos
los elementos de f[I'] intersecan a f[¢1]. Por lo que f[I'] es una familia de arcos de
circunferencias ortogonales a OH? que cubre a H? y todas intersecan a f[(y].

Existe to € [0, 1] tal que: para t € [0,ty) se tiene que (; no interseca a (o y para
t € [to, 1], ¢ interseca a (o; ademds 7y : [to, 1] — HZ2 induce una parametrizacién
de (s, pues si t € [to, 1] entonces (; interseca a (o una sola vez.

Dado que f o~; es una parametrizacién de f[(1], tenemos que para t € [0, ),
f1¢:] es un arco de circunferencia ortogonal a OH? tal que f[¢] N f[¢2] = 0 y para

t € [to, 1] se tiene que f[¢] N f[C] # 0.
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Figura 5.7: 2" # 2"

La biyeccidn inducida por ~y; entre los puntos de (s y los puntos en (; determinados
por la imagen bajo 71 del intervalo [tg, 1], determina una biyeccidn entre los puntos
de f[¢s] y los puntos en f[¢;] determinados por la imagen bajo f o ~y; del intervalo
[to, 1], esta biyeccion determina a los elementos f[(;] € f[I'] para t € [to, 1].

Esto no es posible, pues f[T'] no cubre a H?: cualquier familia de circunferencias
ortogonales a OH? que determinen una biyeccién entre los puntos de f[Cs] y los
puntos en f[(1] determinados por la imagen bajo ;1 del intervalo [to, 1], dejan sin
cubrir una regién de H? la delimitada por OH? y la circunferencia ortogonal a OH?

que contiene a los puntos { f(v1(1)), f(712(1))}.

Por lo tanto, se tiene que 2’ = 2”; es decir, la imagen bajo f de cualquier familia
de arcos de circunferencias ortogonales a OH? cuyos extremos tienden a un mismo
punto de OH? es una familia de arcos de circunferencia ortogonales a H? cuyos
extremos tienden a un mismo punto en OH?.
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Lema 5.22. f es una funciéon continua.

Demostracion: )
Sea x € OH?. Consideremos a f~!(z) = u y un punto fijo a € OH? \ {u}.

St Cf(a), ©s la circunferencia ortogonal a OH? que contiene a f(a) y z; sea
{s;}ien una sucesién de puntos en OH? que converge a u y {Cq, }ien la sucesion de
circunferencias ortogonales a OH? tal que ¢,, N OH?* = {a, s;} para toda i € N.

St {f(s:) }ien N0 converge a , existe una subsucesion { f(s;)};en convergente a
algin b € OH?2. Como b # x, existe una familia de circunferencias ortogonales a OH?>
Y Cf(a), Que no intersecan a la circunferencia ortogonal a OH? que contiene a f(a)
y b. Lo cual no es posible, pues la imagen inversa de dicha familia bajo f interseca a
todas las circunferencias determinadas por la sucesién convergente a .

Por lo tanto, para toda sucesion {s;};en de puntos en OH? convergente a u, se
tiene que {f(s;)}ien converge a .

También, podemos observar que dado que_f*1 = f, tenemos que f~! = f. Lo
que implica que f es una transformacién de H?2.

Teorema 5.23. Existe un homeomorfismo de H? en si mismo que envia arcos de cir-
cunferencia ortogonales a OH? en segmentos de recta con extremos en OH?.

Demostracion: De la pdgina 61, recordemos a la proyeccién estereogrdfica 7 de la
esfera desde el punto N = (0,0, 1) sobre E?, que estd definida como:
B — $*\{N}
2 2 21
(£.5.0) (II( z y [|(z. )| )

I+ 1@ )P+ 17 (2, )P +1

Cuya inversa es:

1S\ {N} — E?
z Y
(x’y7z> H <1_Z71_Z70)
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En particular, 7 tiene las siguientes propiedades:

= es una funcién conforme.
= envia circunferencias y rectas de 2 en circunferencias de S?.

= deja fija a los puntos de S* N2, que podemos ver como OH?.

Por lo que, si consideramos a 8*~ = {(z,y,2) € R® | ||(z,y,2)|| = 1,2 < 0}
entonces 7 |gz es un homeomorfismo entre H? y S?~ donde la imagen bajo 7 |gz
de los arcos de circunferencia ortogonales a OH? en IE? son arcos de circunferencias
ortogonales a OH? en S?™; es decir, la imagen de arcos de circunferencia ortogonales
a OH? bajo 7 |z son circunferencias ortogonales a OH? en S* determinadas por
planos ortogonales a E2. Consideremos la proyeccién ortogonal IT de R? al plano E?:

II:R> — P
(z,9,2) = (2,9,0)
IT |- es un homeomorfismo entre S*~ y H2, donde el inverso es:
(I [qo-) ' s H2 — S*
(2,9,0) — (z,y,—/1— (22 +9?))
Por lo que la imagen bajo II |s.- de arcos de circunferencias ortogonales a 8@2
en S?~ (determinados por planos ortogonales a E? ), son segmentos de recta en H?.

Por lo tanto, IT |- o |z es una transformacién de H? que envia arcos de
circunferencia ortogonales a OH? en segmentos de recta con extremos en OH?Z.

Corolario 5.24. El grupo de transformaciones de H? que preserva arcos de circunferen-
cia ortogonales a OH? es isomorfo al grupo de transformaciones de H?2 que preserva
segmentos de recta con extremos en OH?.

Prueba: Si @ es el grupo de transformaciones de H2 que preserva arcos de circunfe-
rencias ortogonales a OH?, LL es el grupo de transformaciones de H2 que preserva seg-
mentos de recta euclidiana con extremos en OH? y ¢ = II |go- o7~ |z H2 — HZ,
entonces:

v:0 — L
f = ¢ofoo™

es un isomorfismo entre O y L.
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Teorema 5.25. Toda transformacion de H? que preserve segmentos de recta euclidiana
con extremos en OH?, se puede extender a una transformacion del plano proyectivo

real (plano euclidiano extendido) que preserva rectas extendidas y deja invariante a
OH?.

Demostracién: Sea f una transformacién de H2 que preserve segmentos de recta
euclidiana.

Para cada X en el plano extendido, sean [ y m dos rectas que concurren en X
y cruzan a H2:

INOH? = {A, B} mNOH? = {C, D}

St en el plano extendido {" es la recta determinada por { f(A), f(B)} y m/ es la
I3

~

recta determinada por {f(C), f(D)}, definimos I Nm’ = {f(X)

\
[ /
L ’
i 7
/ 1 '
¢ X m,
" i
! .
.t i

Foxy s

! 1

/ \
Al m:
! 1

Figura 5.8: Definicién de fpara puntos en el plano proyectivo.
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Lema 5.26. festa' bien definida.

Demostracion: Supongamos que [,m y m son tres rectas en el plano euclidiano ex-
tendido que concurren en X y que cruzan a H?:

INOH? = {A, B}, mNoH? = {C,D}, nNOH* = {E, F}

Sea e un segmento de recta en H2 distinto a los segmentos de recta determinados
por [,m y n. Consideremos una configuracién de tres pares de puntos tales que:

. (LI} COH’ N1

» {M,M'} COH*Nm
» {N,N'} COH?’Nn
® e concurra con:

e los segmentos de recta determinados por {L, M} y {L', M'}.
e los segmentos de recta determinados por {M, N} y {M', N'}.
e los segmentos de recta determinados por {N, L} y {N’, L'}.

Esto implica que f[e] es un segmento de recta en H2 distinto a los segmentos de

recta determinados por {f(A), f(B)}, {f(C), f(D)} y {f(E), f(F)}. En el plano

extendido, denotaremos como " a la recta determinada por {f(A), f(B)}, m” a la
recta determinada por { f(C), f(D)} y n” a la recta determinada por { f(E), f(F)}.
Se tiene que I, m"” y n” forman una configuracion de tres pares de puntos tales que:

- {F(L),J(L))} COH2N 1"

= {f(M), f(M")} C OH? Nm”
= {f(V), F(N))} C O N n”
= fle] concurre con:

e los segmentos de recta determinados por { f(L), f(M)} y {f(L'), f(M")}.
e los segmentos de recta determinados por { f (M), f(N)}y {f(M'), f(N')}.
e los segmentos de recta determinados por { f(N), f(L)} y {f(N'), f(L')}.
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Figura 5.9: festé bien definida.

Por el Teorema de Desargues, los tridngulos determinados por (f(L), f(M), f(N))
y (f(L"), f(M"), f(N")) estén en perspectiva desde f[e]. Por lo tanfo I”,m" y n”
concurren en un punto del plano extendido, que es f(X).

Lema 5.27. fes continua.

Demostracion: Sea X € P% y {X,}ien una sucesion de puntos del plano proyectivo
que converge a X.

Consideremos dos rectas en el plano proyectivo, I y m que concurran en X y
crucen a OH?:

INOH? = {A, L} mNOH? = {B, M}

St denotamos como ; a la recta determinada por { A, X;} y m; a la recta determinada
por {B, X;} para cada i € N entonces, la sucesién {X;}ien induce dos sucesiones
de puntos en OH?, para cada i € N:

Ay € (OHZN 1)\ {A} B, € (0H2 Nmy) \ {B)
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Puesto que {X;}ien converge a X entonces {A;}ien converge a L y {Bi}ien
converge a M. Como f es una funcién continua en H2, tenemos que {f(A;)}ien

converge a f(L) y {f(B;)}ien converge a f(M).
St I} es la recta determinada por {f(A), f(A;)} y m; es la recta determinada

(2

por {f(B), f(B;)} para cada i € N entonces, la sucesién de puntos en el plano

-~

proyectivo dada por {I; N m!},en converge a f(X).
n

Como f preserva a OH?, fes una transformacién del plano proyectivo que deja
invariante OH?Z.

Lema 5.28. fpreserva las rectas extendidas.

Demostracion: Sea [ una recta extendida en el plano proyectivo y {X,Y, Z} C L.

p m o T

Figura 5.10: fpreserva rectas en el plano proyectivo.

Consideremos una recta m que contenga a X y cruce a H2, mNOH? = {A, B}.
Sea n la recta que contiene a { B, Y}, entonces nNOH? = {B,C} y sea o la recta
que contiene a {C, Z}; es decir, o N OH?* = {C, D}.

Sea p la recta que contiene a {D, X}, entonces p N OH? = {D, E}. Denotemos
como ¢ a la recta que contiene a {E,Y} y qNOH? = {E, F'}. Para terminar, sea
r la recta que contiene a {F, Z} y r N OH? = {F,G}.
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Puesto que X,Y y Z son colineales, por el reciproco del Teorema de Pascal,
tenemos que A = G y que {A, B,C, D, E, F'} es un conjunto de puntos que perte-
necen a una conica. Como cada conica estd determinada por cinco puntos en el plano y
{A,B,C, D, E} C OH?, tenemos que ABCDEF es un hexdgono inscrito en OH?.

Entonces la imagen bajo f de {A, B,C, D, E, F} es un hexdgono inscrito en
OH2. Por el Teorema de Pascal, la interseccidn de sus lados opuestos son tres puntos
colineales:

= Si la recta determinada por {f(A), f(B)} es m' y la recta determinada por
{F(D), F(E)} es of entonces m’ nyf = {F(X)}

= Si la recta determinada por {f(B), f(C)} es n’ y la recta determinada por

o~

|
{F(E), F(F)} es ¢ entonces ' ¢’ = {F(¥)}
= Si la recta determinada por {f(C), f(D)} es o y la recta determinada por

~

{f(F), f(A)} es r" entonces o' Nr' = {f(Z)}.

Por lo tanto, la imagen de cualquier recta en el plano proyectivo bajo fes una
recta en el plano proyectivo.

Lema 5.29. Toda transformacion del plano proyectivo que preserva rectas y deja inva-
riante a HZ, preserva rectas tangentes a OH?.

Demostracion: Sea f una transformacién del plano proyectivo que preserve rectas y
deje invariante a HZ2.

Si [ es una recta tangente a OH? en el punto L entonces la imagen bajo f de [
es una recta en el plano. Puesto que f(L) € OH? (dado que L € OH?) y f preserva
a H2, se tiene que f[I] cumple con ser tangente a OH? o intersecar a OH? en algin
otro punto.

f11] es una recta tangente a 9H?, pues si f[I]NOH? = {f(L), A}, tenemos que
f~Y(A) € OH? N1, que no es posible pues [ es tangente a OH?>.

Por lo tanto, f preserva rectas tangentes a OH?.

Teorema 5.30. Las transformaciones del plano proyectivo que preservan rectas exten-
didas y dejan invariante a H? estan determinadas por la imagen de tres puntos en
OH?2.
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Demostracién: Sean {A,B,C} C OH? f y g dos transformaciones de P% que
preserven rectas extendidas y dejan invariante a OH? tales que:

f(A)=g(A) 5 [f(B)=y¢(B) ; [(C)=y(C)

Tenemos que g~ o f es una transformacion de P4 que preserva rectas extendidas,
deja invariante a OH? y fija a A, B y C.

Si t4 la recta tangente a OH? por A y tp la recta tangente a OH? por B, sea
taNtg = {X}

Por el Lema 5.29, tenemos que:

g o flta] =ta g "o flts] =tp

Por lo que g7 o f(X) = X.

Asi, tenemos que g~ o f es una transformacién del plano proyectivo que preserva
rectas extendidas y fija a cuatro puntos, por el Lema ?? (pdgina ?7?), tenemos que
glof= Idps.

Por lo que f =g.

Corolario 5.31. Las transformaciones de H? que preservan arcos de circunferencia
ortogonales a OH? estdn determinadas por tres puntos en OH?.

Prueba: Esto es una consecuencia directa del Teorema 5.30, pues cada transformacion
de HZ2 que preserve arcos de circunferencias ortogonales a OH? puede conjugarse con
la funcién definida en el Corolario 5.24.

O

Ahora, probaremos un teorema que nos permitird conocer como son las transforma-
ciones de H? que preservan lineas hiperbélicas.

Teorema 5.32. (M*, ()) actta de manera triplemente transitiva en OH?2. Ademés, lo
hace en a lo mds la composicion de tres reflexiones hiperbélicas.

Demostracién: Sean {A, B,C} C 0H? y {A', B',C"} C OH?.

Por la Observacién 5.6 de la pdgina 89, para dos puntos en H? hay un dnico
arco de circunferencia ortogonal a OH? que los contiene.

Consideremos al arco de circunferencia ortogonal a 9H? que contiene a {B, C'},
que denotaremos como (g ¢ y al arco de circunferencia ortogonal a OH? que contiene
a {B’,C"}, que denotaremos como (pr cv.
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Sea (4 el arco de circunferencia ortogonal a OH? y a (5 ¢ por el punto A y Car
el arco de circunferencia ortogonal a OH? y a (pr v por el punto A’. Sean:

{D} =({scNca {D'} = (o N Car

= St D # D', por el Lema 514 (pagina 101), existe un arco de circunferencia
ortogonal a OH? tal que, si la inversion que este arco determina se denota como
p1. p1(D) =D,

» Si D= D"pero A# A’ Consideremos a (4 4 como el arco de circunferencia
ortogonal a OH? que contiene a A y A’, as{ como [ la recta euclidiana deter-
minada por {A, A’}. Para cada a € I\ H2 existe una circunferencia que es
ortogonal a OH? y a (a s (Figura 5.11).

De todas estas circunferencias ortogonales, podemos elegir la que contenga a
D. Entonces, si ps es la inversion que determina, po(A) = A’ y po(D) = D,
pues D pertenece al arco de circunferencia.

Figura 5.11: EL grupo generado por las inversiones actda de manera transitiva en 9H?.

= SiD=D' A= A"pero B+# B'yC # C" entonces, por la ortogonalidad de
los arcos, B = C" y C = B’ Por lo tanto la inversion por el arco de circunfe-
rencia determinado por A y D, que denotaremos por ps, es una transformacién
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de H2 tal que:
p3(A) = A, p3(B) =B, p3(C)=C", p3(D)=D"

OH*| B

Figura 5.12: (M*,()) actta de manera triplemente transitiva en OH?.

Teorema 5.33. Las transformaciones del H? que preservan lineas hiperbdlicas son las
isometrias de H?.

Demostracion: Sea f una transformacién de H? que preserve lineas hiperbélicas.
Por el Teorema 5.20, f se extiende a una transformacion f de H2.
Si {A, B,C} C 9HZ, por el Corolario 531, tenemos que f estd determinada por
la imagen de A, B y C.
También, existe una transformacion de Mabius T que preserva a H2 tal que:

T(A)=f(A) TB)=f(B) T(C)=[(C)

Entonces, 7! o f es una transformacién de HZ2 que preserva lineas hiperbdlicas
(por ser composicion de funciones con esta propiedad) tal que

Tlof(A)=A ; T'of(B)=B ; T 'of(C)=C
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Lo que implica, por el Corolario 531, que T~ o f = Idgz, es decir T' = f
Por lo tanto, f |g2= f es una transformacién de Mabius que preserva H?; es
decir, una isometria de TH?.

5.6.  Semejanzas hiperbolicas

Teorema 5.34. Las semejanzas hiperbdlicas son las isometrias hiperbdlicas.

Demostracion: Cualquier semejanza f de H? deberd cumplir que, para algdn
k€ R\ {0} y cualquier {X,Y} € H*

dig2 (X, Y) = k[ - di=(f(X), F(Y))

Sean {A, B} C H? y Iy la linea hiperbélica determinada por los puntos que
equidistan de A y B (Lema 5.15, pdgina 102). Para todo P € [y se tiene que:

dy2 (A, P) = dy=(B, P)

Entonces,
du= (A, P) = |k| - dg=(f(A), f(P))
du= (B, P) = |k| - d=(f(B), f(P))

Lo que implica que dy2(f(A), f(P)) = dmw(f(B), f(P)); es decir, la imagen de
g bajo la semejanza f es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de f(A)
y f(B) que por la Lema 5.15 es una linea hiperbélica.

Por lo tanto, las semejanzas hiperbélicas son transformaciones que preservan lineas
hiperbdlicas. Por el Teorema 5.33, son isometrias hiperbélicas.



CAPITULO 6

G-ESTRUCTURAS

Definicion 6.1. Sea X un espacio topoldgico y G' un grupo de transformaciones de X.
Decimos que X tiene una G-estructura si y solo si:

» ( actla transitivamente en X. Es decir, para {u,v} C X existe una 7' € G
que satisface T'(u) = v.

» St U es un abierto de X y {73, T>} C G tales que Ti|y = T3y, entonces
T1 = TQ.

Con esta definicion, podemos encontrar las diferentes estructuras del plano eucli-
diano, la esfera y el plano hiperbélico.

Hemos probado que para el plano euclidiano, la esfera, el plano proyectivo y
el plano hiperbélico; el conjunto de las isometrias estd contenido en el conjunto de
semejanzas, que a su vez esta contenido en el conjunto de las transformaciones que
preservan geodésicas.

Para cada grupo, tenemos que el espacio tiene dicha estructura, pues todos acttian
transitivamente y cada elemento del grupo estd determinado por una cantidad finita
de puntos, por lo que estan definidos localmente.
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Mas atn, hemos probado que:

Iso(E*) ¢ Sem(E?) <  Transformaciones que preservan geodésicas (E?)
Iso(S*) = Sem(S*) <  Transformaciones que preservan geodésicas (S?)
Iso(RP?) = Sem(RP?) C Transformaciones que preservan geodésicas (RP?)

Iso(H?*) = Sem(H?) = Transformaciones que preservan geodésicas (H?)
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