e Ty

g 3 - n

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA
DE MEXICO

FacurtaDp DE CIENCIAS

ALGUNAS APLICACIONES DEL AXIOMA DE
MARTIN

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:
MATEMATICO

PRESENTA:
JOSE MAURO ALEJANDRO GONZALEZ LUNA ORTIZ

DIRECTOR DE TESIS:
DR. FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

2014

Ciudad Universitaria, D. F.


Lourdes
Texto escrito a máquina
Ciudad Universitaria, D. F.


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



1. Datos del alumno

Apellido paterno

Apellido materno

Nombre(s)

Teléfono

Universidad Nacional Auténoma
de México

Facultad de Ciencias

Carrera

Ntumero de cuenta

2. Datos del tutor
Grado

Nombre(s)
Apellido paterno
Apellido materno

3. Datos del sinodal 1
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

4. Datos del sinodal 2
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

5. Datos del sinodal 3
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

6. Datos del sinodal 4
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

7. Datos del trabajo escrito
Titulo

Nimero de paginas

Ano

1. Datos del alumno

Gonzélez Luna

Ortiz

José Mauro Alejandro

55 25 05 02 83

Universidad Nacional Auténoma
de México

Facultad de Ciencias
Matematicas

306656642

2. Datos del tutor
Dr.

Fidel

Casarrubias
Segura

3. Datos del sinodal 1
Dr.

José Juan

Angoa

Amador

4. Datos del sinodal 2
Dr.

Roberto

Pichardo

Mendoza

5. Datos del sinodal 3
Dr.

Reynaldo

Rojas

Hernédndez

6. Datos del sinodal 4
Mat.

Loiret Alejandria
Dosal

Trujillo

Datos del trabajo escrito
Algunas aplicaciones del Axioma
de Martin

67

2014



Agradecimientos

A mis padres y mis hermanas por su apoyo incondicional y sus ensenanzas,

a Isabel y Sabina por ser una fuente constante de motivacién e inspiracién,

a Fidel Casarrubias por mostrarme, durante los cursos y la realizacién
del presente trabajo, que las matematicas son mucho més que un conjunto
de simbolos.






Algunas aplicaciones del Axioma de Martin

José Mauro Alejandro Gonzalez Luna Ortiz

Noviembre 3 de 2014



El presente trabajo de tesis fue parcialmente apoyado por una beca de

cuatro meses por el Programa de Apoyo a Proyectos de Investigacién e Inova-
cién Tecnolégica (PAPIIT) clave IN115312.



Indice general

Introduccién

1.

Preliminares

1.1. Notacion y definiciones . . . . . . . . .. ... ...
1.2, A-sistema . . . . . . ...
1.3. La condicion de la cadena contable . . . . . . ... ... ...

Axioma de Martin

2.1. Introduccién . . . . . . ...
2.2. Conceptos elementales . . . . . . ... ... ... ... ... .
2.3. Algunas equivalencias de MA . . . . . .. ... ... ...
2.4. La version topolégicade MA . . . . . . ... ...
2.5. MA restringido a algebras booleanas completas . . . . . . ..

Algunas aplicaciones de MA

3.1. Introduccién . . . . . . ...
3.2. MA y algunos invariantes del continuo . . . . . ... ... ..
3.3. Aplicaciones de MA a Teoria de la Medida, . . . . .. ... ..
3.4. Elntmero cov(M) . . .. ... o
3.5. El producto de espacios con lac.c.c. . . . . . .. ... ... ..
3.6. Lineasde Suslin . . . . .. .. ... ... ... ........

. Arboles de Suslin

B. Algunos hechos de Topologia General

B.1. Espacios paracompactos con lac.c.c . . . . . .. ... .. ...
B.2. Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery . . . . . . . . . ..

3

15
15
15
18
21
22

29
29
30
39
42
44
46

51



4 INDICE GENERAL

Bibliografia 67



Introduccion

En este trabajo nos ocuparemos del Axioma de Martin, uno de los axiomas
de forcing mas conocidos. La técnica de forcing ha tenido gran auge desde
su nacimiento en los trabajos de Cohen. Joan Bagaria nos dice al respecto lo
siguiente [1]:

«El problema indemostrable més famoso es, sin duda, la Hipdtesis del
Continuo (Continuum Hypotesis, CH), esto es, determinar la cardinalidad
de R. Cantor postula en 1878 que todo conjunto de reales infinito es o bien
numerable o bien biyectable con R. La formulacién clasica de CH establece
que 2% = N,

En 1938 Godel demuestra, construyendo su modelo L, el universo cons-
tructible, la consistencia de la Hipdtesis Generalizada del Continuo (Gene-
ralized Continuum Hypothesis, GHC): 2% = X, para cualquier ordinal a.
Dado que la contruccién de L no requiere del Axioma de Eleccién (Axiom
of Choice, AC) el resultado de Godel demuestra que si ZF es consistente,
entonces también lo son ZFC y GHC. En 1963 Cohen demostré que tanto
la negacién de CH, asi como la negaciéon de AC, también son consistenes
con ZF; completando asi la prueba de independencia de CH y AC de ZF.
Para hacer esto, Cohen descubrié una técnica de construccién de modelos
de la teoria de conjuntos que representé una revolucién en la resolucién de
numerosos problemas y conjeturas, esta técnica es conocida como forcing.

La técnica de forcing ha sido desarrollada de manera impresionante desde
su descubrimiento. Ha permitido resolver muchos problemas abiertos, tanto
de la teoria de conjuntos como de otras areas matematicas.

A grandes rasgos podemos resumir la técnica de forcing de la siguiente
forma: Dado un modelo M numerable y transitivo de un fragmento finito
suficientemente grande de ZFC (recuerde que ZFC es una lista infinita de
axiomas), y un orden parcial P en M, se construye una extensién de forcing
M|G], donde G C P es un filtro genérico sobre M, esto es, intersecta a todos

5



6 INDICE GENERAL

los subconjuntos densos de P que pertenecen a M. El modelo M[G] contiene
nuevos conjuntos y sigue siendo un modelo de ZFC. Por ejemplo, Cohen
probé la negacion de CH anadiendo N, reales nuevos, preservando el cardinal
Ny de M. Mediante forcing se pueden colapsar cardinales, por ejemplo hacer
que N; sea numerable; hacer que el continuo tenga cualquier cardinalidad
con cofinalidad no numerable; se pueden crear y destruir arboles de Suslin;
construir grupos, espacios topologicos, etc., con propiedades especiales que
no pueden ser demostradas en ZFC. »

Nuestro objetivo en este trabajo es presentar al lector una introduccion
al Axioma de Martin, como un primer paso en el estudio de la técnica de
Forcing. En esta exposicién seguimos muy de cerca del libro de K. Kunen [7].
Hemos dividido nuestro trabajo de tesis en tres capitulos y dos apéndices.

En el primer capitulo exponemos de manera breve algunos hechos de
teoria de conjuntos y de topologia general requeridos para la buena lectura de
los capitulos restantes. Por ejemplo, en este capitulo exponemos brevemente
la nocion de familia k casi ajena, la condicion de la cadena contable y su
relacién con el producto de espacios. También se prueba el lema del A-sistema
(Sanin), resultado clave para varias aplicaciones del Axioma de Martin.

El segundo capitulo esta dedicado a la introduccién del mencionado axio-
ma, y por consecuencia, estd dedicado a introducir los conceptos clave de
este axioma de forcing. Particularmente introducimos algunas equivalencias
del Axioma de Martin, como son la versién topoldgica del mismo y la versién
relacionada a algebras Booleanas completas.

En el tercer capitulo, exponemos las aplicaciones més clasicas del Axioma
de Martin. Mostramos la relaciéon que hay entre MA y algunos invariantes del
continuo. Ademas de ello se expone cémo se puede generalizar un resultado
de Teoria de la Medida acerca de los conjuntos de medida cero en R. Se
demuestra también en el capitulo el resultado que muestra que bajo el Axioma
de Martin la condicién de la cadena contable es una propiedad topologica
productiva. Asimismo, se trata el problema de la linea de Suslin.

Quiero agradecer a mis sinodales: Mat. Alejandria Dosal, Dr. José Juan
Angoa, Dr. Roberto Pichardo y Dr. Reynaldo Rojas, pues con su revisén
cuidadosa y sus aportaciones mejoraron sustancialmente la tesis.

José Mauro Alejandro Gonzalez Luna Ortiz
3 de noviembre de 2014.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Notacién y definiciones

Sea X un conjunto, denotaremos a la colecciéon de los subconjuntos de X
con P(X) y |X] la cardinalidad de X. Las primeras letras griegas «, § y 7
designaran ordinales y k y A designaran ntmeros cardinales. El primer or-
dinal infinito, asociado al conjunto de los niimeros naturales, sera designado
por w, y el primer ordinal no numerable, es decir, que no es biyectable con
w, sera designado por wq; OR designard a la clase de los niimeros ordinales.
Al primero y segundo numeros cardinales infinitos los denotaramos por N
y Ny, respectivamente. A la cardinalidad del continuo (|P(w)| o |R|) la de-
signaremos por la letra ¢. Recuerde que un ordinal o es un conjunto bien
ordenado y transitivo que es el conjunto de todos los ordinales menores que
a. Si a es un ordinal, entonces al ordinal sucesor inmediato lo denotaremos
con a+ 1. Un ordinal es un ordinal limite si no es el 0 ni es el sucesor de algin
ordinal. Un cardinal es un ordinal que no es biyectable con ninguno de sus
elementos. Un cardinal x se dice que es regular si no es el limite de menos que
k cardinales menores que k. [A]" es la coleccién de los subconjuntos de A de
cardinalidad exactamente r, y [A]<* el conjunto de todos los subconjuntos
de A de cardinalidad menor que k.

Sea A un conjunto. Si R es una relacién sobre A, diremos que R es
reflexiva si para todo elemento a € A se tiene que aRa, R es transitiva si
para cualesquiera elementos a,b,c € A, aRb y bRc entonces aRc, y R es
antisimétrica si para cualesquiera dos elementos a,b € A, se tiene que si
aRb y bRa entonces a = b. Si R cumple con ser reflexiva, antisimétrica y

7



8 CAPITULO 1. PRELIMINARES

transitiva diremos que A es un conjuntos parcialmente ordenado respecto a
R. Sean A un conjunto parcialmente ordenadoy B C A con el orden heredado
de A, sup B designara al supremo del conjunto B, es decir, a la minima cota
superior de B; e inf B al infimo de dicho conjunto, es decir, a la maxima cota
inferior de B.

Si A y B son conjuntos, la coleccién de las funciones con dominio A y
contradominio B la denotaremos por 4B,y Fn(A, B) denota al conjunto de
las funciones con dominio finito contenido en A y contradomino B.

Un espacio topoldgico es una pareja (X, 7) en donde X es un conjunto y
T es una topologia. A los elementos de 7 se les llama subconjuntos abiertos
de X, y a los complementos de los elementos de 7 se les llama subconjuntos
cerrados. Para cada A C X denotaremos por intA al interior de A, que es
el mayor subconjunto abierto de X contenido en A; denotaremos por A a
la cerradura de A o clx(A), que es el menor subconjunto cerrado de X que
contiene a A. Un subconjunto D C X es denso si D = X; ademads, diremos
que X es separable si existe D C X denso y numerable.

Sean J un conjunto y {X; : 7 € J} una familia no vacia de conjuntos
no vacios. El producto X = [] jes Xj es la coleccion de todas las funciones
de eleccién de esta familia, es decir, todas las funciones f tales que f: J —
UjesX; con f(j) € X; para cada j € J. Si cada X, es un espacio topolégico
con topologia 7;, entonces podemos asociarle una topologia a X tomando
como base de la topologia a los conjuntos A tales que A = [] jes A4j con
A; € 7; para toda j € J, y, ademéds, A; # X, para una coleccién finita de
elementos de J. Al producto X con la topologia que acabamos de definir se
le llama espacio producto.

Como se vera a lo largo del presente trabajo es importante mencionar que
nos sera conveniente trabajar bajo el sistema axiomatico ZFC + —-CH.

1.2. A-sistema

Recordemos que una familia de conjuntos ajenos por pares es aquella
donde cualesquiera dos elementos diferentes tienen interseccion vacia. En
esta seccién nos concentraremos en familias que satisfacen una condicién
mas débil.

1.1 Definicién. Sea x un cardinal infinito. Si x,y C k, diremos que x y
y son K casi ajenos si |z ()y| < k. También diremos que A C P(k) es una
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familia k casi ajena si cada elemento de A tiene cardinalidad x y cualesquiera
dos elementos diferentes de A son x casi ajenos. Una familia k casi ajena
maximal es una familia x casi ajena A tal que no esta contenida propiamente
en otra familia k casi ajena B. Cuando k = N se acostumbra escribir familia
casi ajena en lugar de familia N, casi ajena.

1.2 Observacion.

1.

Claramente toda familia de conjuntos ajenos por pares es una familia
k casi ajena para cualquier cardinal infinito k.

Para todo cardinal infinito x, existe una familia A de conjuntos ajenos
por pares de cardinalidad exactamente k.

En efecto: Sik > Ny y A es un conjunto tal que |A| = k, como |[Ax A| =

|Al, entonces existe una funcién biyectiva f : A x A — A. Si definimos
B, = f(A x {a}) para cada a € A, entonces cada conjunto B, tiene
cardinal exactamente k. Ademds, A = {B, : a € A} es una familia de
cardinalidad x formada por conjuntos ajenos por pares.

Existe una familia A C P(w) tal que A es casi ajena y |A| = 2%,

En efecto: Sea D = Q. Como D es numerable, bastara construir una

familia A C P(D) que satisfaga las propiedades antes listadas.

Dado que D es denso en R, para cada r € R\ Q existe una sucesién
A, € Q que converge en R a r. Sea A = {A, : r € R}. Claramente,
|A| = c. Ademas, A es casi ajena. Efectivamente, obsérvese que si r # 1/
entonces |A, N A,/| <Xy (en caso contrario, existiria una sucesiéon en R
que convergeria a r y a r’; lo cual evidentemente es imposible.)

Como es costumbre, el Lema de Zorn nos ayudara a probar la existencia
de familias k casi ajenas maximales.

1.3 Teorema. Sea k > w un cardinal regular, entonces:

1.

Si A C P(k) es una familia k casi ajena y |A| = k, entonces A no es
maximal.

Hay una familia x casi ajena maximal A C P(k) de cardinalidad mayor
o igual que k*.

DEMOSTRACION.
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1. Supongamos que A = {A, : £ < rk}. Para cada { < k, definamos

Be = A\ | 4,
n<§
Dado que Be = A¢ \ U, .(AcA4y), |A¢l = 5y [A¢ N Ay| < &, por la
regularidad de k, B # () para cada & < k. Tomamos ¢ € B, para cada
§ < k. Si § y n son distintos, entonces ¢ es distinto a 3, pues B y B,
son ajenos. Luego D = {f¢ : £ < k} tiene cardinalidad x.

Por la eleccién de ¢, si 3¢ € A,, entonces n > §; de donde DN A, C
{B¢ : £ < n}. Por lo tanto para cada n < & se tiene que D y A, son K
casi ajenos. Observe ahora que B =AU {D} es k casi ajenay A C B.

. Sea A C P(k) una familia x casi ajena. Definamos

C={B:Besk casi ajenay A C B}.

Claramente A € C y C estd parcialmente ordenada por la contencion.
Note también que si {Bq }ae 1 €s una cadena en C entonces |, B €C
y es cota superior de {B,}ae 1 en C. Por el lema de Zorn aplicado a
(C, C), podemos concluir que existe B € C elemento maximal. Por el
inciso anterior, podemos concluir que |B| > k esto es, que |B| > kt.

O

1.4 Definicién. Una familia A de conjuntos es un A-sistema si hay un

conjunto fijo r, llamado raiz del A-sistema, tal que para cualesquiera a,b € A

distintos se tiene que aNb = r.

El nombre de A-sistema hace referencia a la forma (gréfica) que toman
estos conjuntos, en los cuales hay un elemento minimo fijo para cualesquiera

dos elementos. Veamos que estos sistemas existen.

1.5 Teorema (Sanin). Si A es una familia no numerable de conjuntos finitos,
entonces existe un subconjunto B C A no numerable que forma un A-sistema.

DEMOSTRACION. Supongamos que A es una familia no numerable de con-

juntos finitos. Entonces existe B C A tal que |B| = Y. Definamos, para cada

n€w, B, ={B € B:|B| =n}. Entonces

B=|JB.

new
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Como |B| = Ny, podemos concluir que existe n € w tal que |B,| = N;.
De esta forma podemos suponer sin pérdida de generalidad que la familia
original A tiene la propiedad de que A C [w1]", para algin n € w.

Demostraremos, por induccién sobre n, que A tiene una subcolecciéon C
de cardinalidad N; que forma un A-sistema.

El caso n = 0 es imposible pues implicaria que A = {(}} y, por lo tanto,
|A] < Ry

Supongamos que n > 1 y que el resultado se cumple para familias D C
[w]""!. Consideremos los siguientes dos casos:

CAso 1. Existe o € wy, para el cual existe B C A con |B| =R,y a € NB5.
Definamos

D ={B\{a}: Be B}
Claramente D C [w;]"~!. Asi que por hipétesis de induccién existe Dy C D
con |Dy| = Ny tal que Dy forma un A-sistema. Por ello existe J tal que

VD,D'€Dy:D#D —DnND' =J.
Definamos C = {DU{a} : D € Dy}. Entonces C C A, |C| = X; y C forma un
A-sistema con raiz Jy = J U {a}.
CASO 2. Para toda o € wy no existe B C A con |B|] = N; tal que a € NB.

Entonces
Va € w; : BC A conaenB— |B| <N

Elijamos para a = 0 un elemento Cy € A. Supongamos que a < w; y que
para cada 8 < a hemos elegido un elemento Cp € A tal que

Vy<pB:C,NCs=0.

Como Jg.,, Cp es a lo mds numerable, existe € € w; tal que g, Cp C €.
Entonces existe C' € A tal que £ N C = (), puesto que de lo contrario, para
todo C' € A, se tiene que £E N C # 0, y como £ es numerable, existirfa un
n < & tal que

HCeA:nelC} =%
lo cual contradice la hipdtesis del caso 2. Entonces podemos definir C, = C.
De esta forma, por recursién, hemos construido una subcoleccion

C={C,:a<uw}

tal que:
Vo, <wi:a#p—CyoNCs=10.

Claramente C forma un A-sistema. O



12 CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.3. La condiciéon de la cadena contable

1.6 Definicién. Un espacio topoldogico X tiene la condicion de la cadena
contable (c.c.c.) o tiene celularidad numerable o la propiedad de Suslin si
toda familia de conjuntos abiertos, no vacios y ajenos por pares es a lo mas
numerable.

La c.c.c. en realidad habla sobre anticadenas que son conjuntos cuyos ele-
mentos no son comparables (estamos haciendo referencia a la nocién comin
de anticadena en érdenes), y uno deberia hablar de condicién de la anticadena
contable, pero es comin encontrarla en la literatura como c.c.c.

El siguiente resultado establece la relacién entre la separabilidad y la c.c.c.

1.7 Lema. Si X es un espacio topoldgico separable, entonces X tiene la
c.c.c.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio topolégico separable, entonces hay un
subconjunto D C X denso numerable. Si {U,, : & < wy} fuera una familia de
conjuntos abiertos, no vacios y ajenos por pares, entonces para cada o < w;
podemos elegir d, € D N U,. Entonces {d, : @ < w;} serfa un subconjunto
de D de cardinalidad N;, hecho que contradice que D sea numerable. O

La condicién de la cadena contable es una propiedad topolégica impor-
tante. Por ejemplo, es posible demostrar que todo espacio paracompacto con
la c.c.c. es un espacio Lindel6f (vea la proposicion B.2 del apéndice B).

Por otro lado, es sabido que algunas propiedades topoldgicas importantes
no se preservan bajo productos arbitrarios; la separabilidad es una de ellas.
Efectivamente, si k > ¢ entonces el producto 2" no es separable, donde 2 =
{0,1} es el espacio discreto de cardinalidad 2 (vea la proposicién B.7 del
apéndice B una demostracién de este hecho).

Debido a que la condicion de cadena contable es una propiedad mas débil
que la separabilidad, es natural preguntarse si el producto de dos espacios que
tienen la c.c.c. vuelve a tener la c.c.c. En ZFC no podemos contestar a esta
pregunta. Mas adelante veremos que bajo el Azioma de Martin la respuesta
a esta pregunta es afirmativa. Por ahora, lo inico que podemos afirmar es lo
que se establece en el siguiente teorema.

1.8 Teorema. Si {X; : i € I} es una familia de espacios tal que para
cualquier J C [ finito, []..; X, tiene la c.c.c. Entonces [[,.; X; también
tiene la c.c.c.

jeJ i€l
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DEMOSTRACION. Supongamos que {U, : a < w;} es una familia de con-
juntos abiertos bésicos ajenos por pares en [[,.; X;. Cada U, tiene soporte
finito, es decir, U, = [[,c; U, donde U C X; es abierto en X; y ademads
el conjunto a, = {i € I : U® # X} es finito. El conjunto a, es llamado
soporte de U,. Veamos que el conjunto {a, : & < wy} es no numerable para
poder aplicar el lema del A-sistema. Supongamos que [{a, : @ < wy}| < Vo,
por lo tanto H = (J,_,, @a € I es a lo méas numerable. Si 7y (U,) denota
la proyeccion de U, en [[,., Xi, entonces {my(U,) : @ < w;} es una familia
no numerable de abiertos ajenos por pares en [, ,; X;. Asi existen h € H
y A C w; no numerable tal que {U : @« € A} es una familia no numerable
de subconjuntos ajenos por pares de X}, pero X, tiene la c.c.c. Por lo tanto
{aq : @ < w;} es no numerable. Por el lema del A-sistema, hay A C w; no
numerable tal que el conjunto {a, : @ € A} forma un A-sistema con raiz J.
Si J = (), entonces para cada «, f € A distintos tenemos que a, Nag = 0.
Sean g € Uy, h € Ug y z; € X; para cada i € J. Definamos f: I — {J,.; Xi,
por medio de:

el

g(i) sii€aq
f(i)=qh(i) sii€ag

T; sii¢a,Uag

Claramente f cumple que f € U,[\Up; lo cual no puede suceder. Por lo
tanto J # (. Como J es una raiz de {a, : @ € A} es facil notar que J es
finito. Si m;(U,) denota la proyeccién de U, en [],.; X, entonces la familia
{m;(Us) : @ € A} de abiertos en [[,.; X es ajena por pares y no numerable
en [[,.; Xi. Pero esto tltimo contradice el hecho de que [[..; X; tiene la
c.c.c. Por lo tanto, [],.; X; tiene la c.c.c. O]
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Capitulo 2

Axioma de Martin

2.1. Introduccion

En 1938, K. Godel demostré que los axiomas de Zermelo-Fraenkel mas
el Axioma de Eleccién (ZFC) no pueden refutar la Hipétesis del Continuo.
En 1963, P. Cohen demostré que usando ZFC tampoco se puede probar CH.
Estos dos resultados implican que CH es independiente de ZFC.

La prueba de la independencia de CH trajo consigo algunos cuestio-
namientos. Al demostrarse que CH es independiente de ZFC, parecia que
era necesario agregar un nuevo axioma a los axiomas de ZFC. Y los candida-
tos naturales eran entonces CH y la negacion de CH; pero ninguno de los dos
satisfacia a los matematicos de la época. Uno de los principales problemas
de CH es que es demasiado fuerte, pero su negacion es demasaido débil.

En 1969, D. A. Martin y R. M. Solovay propusieron un nuevo axioma, al
que llamaron Azioma A. Este nuevo axioma tiene muchas propiedades, entre
ellas, que la CH implica el axioma A, pero el axioma A junto con la negacion
de CH conforman una proposicién lo bastante fuerte para obtener con ellos

resultados interesantes. Hoy en dia el axioma A se conoce como el Axioma
de Martin (Martin’s Axiom, MA).

2.2. Conceptos elementales

En esta seccion establecemos la primera version del Axioma de Martin.
Por ello, necesitamos introducir antes algunos conceptos relacionados.

15
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2.1 Definicién. Un conjunto preordenado es una pareja ordenada (P, <)
donde P es un conjunto no vacio y < es una relacién transitiva y reflexiva
sobre P. Si p,q € Py p < q, se dice que p extiende a q. Si < es también anti-
simétrica, entonces se dice que (P, <) es un conjunto parcialmente ordenado.

De aqui en adelante la pareja ordenada (P, <) o simplemente P denotara a
un conjunto preordenado.

2.2 Definicién. Sea (P, <) un conjunto preordenado.

1. Una cadena en P es un subconjunto C' C P tal que
Vp,q € C (p<qVgq=p)

2. Decimos que dos elementos p, g € P son compatibles si
IreP (r<pAr<gq).

En caso contrario se dice que p y ¢ son incompatibles y en tal caso
escribiremos p L q.

3. Una anticadena en P es un subconjunto A C P tal que
Vp.g€Ap#q—pLaq.

2.3 Definicién. Un conjunto preordenado (P, <) tiene la condicion de la
cadena contable (c.c.c.) si toda anticadena en P es a lo méds numerable.

2.4 Ejemplos.

1. (P, <) = (w,<) donde < es el orden usual de w. Todo subconjunto de
P es una cadena, pero toda anticadena tiene cardinalidad < 1. Por lo
tanto P tiene la c.c.c.

2. Sea X #£ 0y P=P(X)\ 0 ordendndolo con la contencidn, es decir,
p<qgsipCgq; asip L qsison ajenos. Un subconjunto A C P es una
anticadena si los elementos de A son ajenos por pares, entonces PP tiene
la c.c.c. siy sélo si |[P| < Ry.

3. Sea X un espacio topolégico y P={p C X : p es abierto A p # (J}, con
p < ¢ si p C q. Entonces P tiene la c.c.c. si y sélo si X la tiene en el
sentido topolégico (vea 1.6).
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2.5 Definicién. Sea (P, <) un conjunto preordenado.

1. D C P es denso si para toda p € P, existe un elemento g € D tal que
q<p

2. G CPesun filtroen P si:

(a) Vp,q e G Ire G (r<pAr<gq),y
(b) VpeGVYqeP (p<q—qeq).

3. Si G es un filtro en P y D es una familia de subconjuntos densos de P,
decimos que G es un filtro D-genérico en P si

VD €D (GND +0).

Una vez definidos los conceptos anteriores, podemos establecer la siguiente
definicién.

2.6 Definicién. Sea r un cardinal infinito. MA(k) es la proposicién si-
guiente: Si (P, <) es no vacio, con la c.c.c. y D es una familia de a los més x
subconjuntos densos de P, entonces existe un filtro D-genérico en P.

La proposiciéon MA(k) se define para todo cardinal infinito . Los si-
guientes teoremas nos dicen que la proposicion MA(k) resulta interesante
para aquellos cardinales s tales que Ry < k < ¢ (donde ¢ = 2%0).

Antes de enunciarlos, es importante hacer notar que un resultado evidente
acerca de la proposicién MA(k) es el siguiente.

2.7 Lema (Rasiowa-Sikorski). MA(Ry) es cierto.

DEMOSTRACION. Sean (P, <) un conjunto parcialmente ordenado que satis-
face la c.c.c. y D = {D,, : n € w} una familia de subconjuntos densos de P.
Dado que P # (), podemos fijar py € P. Como Dy es denso, entonces existe
p1 € Dy tal que p; < po. Supongamos que para n € w \ {0} tenemos que
Pn < P paratodam < nyp, € D,_1. Como D, es denso, hay una extension
Pni1 € D, de p,. Asi construimos una sucesion pg = p1 = ... pPp = Pyl = - - -
y si definimos G = {¢ € P: 3n € w(q = p,}, entonces G es un filtro D-genéri-
co. O]

2.8 Observacién. Note que en la demostracién del lema 2.7 no se usé la
c.c.c. A raiz de esto, una pregunta natural es: si es posible quitar la c.c.c. en
la definiciéon de MA (k). El siguiente ejemplo muestra que esto no es posible:
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Sea P ={p:pe Fn(w,w )} (ver pagina 8). Si p,q € P, diremos que p <
q <> q C p, es decir, p extiende a ¢ como funcién. No es dificil notar que las
funciones p y ¢ son compatibles si toman el mismo valor en dom(p) Ndom(q),
donde p U ¢ es una extensién comun, es decir pUqg < py pUq < g. Como
{(0,) : @ € wy } es una familia no numerable de elementos incompatibles de
P, entonces P no tiene la c.c.c. Para cada o € wy, definimos D, = {p € P:
a € ran(p)}. Observe que cada D, es denso en P. Por otro lado, si existiera
un filtro D-genérico G, para D = {D,, : @ € wy}, como G es filtro, entonces
fa = UG : w — wy seria una funcion suprayectiva; lo cual es imposible.

2.9 Lema. MA(2%) es falso.

DEMOSTRACION. Supongamos que MA(2Y) es verdadero. Sea P = {p: p €
Fn(w,2)}. Si p,q € P, diremos que p < ¢ <> ¢ C p, es decir, p extiende a
g como funcién. Como |P| < Ny, entonces P tiene la c.c.c. Para cada n € w,
sea D, = {p € P:n € dom(p)}. Claramente cada D,, es denso en P.

La idea sera construir una funcién que sera una extension de funciones con
dominio finito a una funciéon con dominio w utilizando el filtro generado por
MA (2%). Para cada h € “2, sea Ej, = {p € P : In € dom(p)(p(n) # h(n))}.
No es dificil demostrar que cada FEj, es denso. Si

D={D,:newtU{E,:he®“2},

|D| = 2%, Si MA(c) se cumple, hay un filtro D-genérico G. Por lo tanto si
fa = UG entonces fg es una funcién de w en 2 que es distinta a toda funcién
que vive en “2. Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, MA(2%0) es falso.

O

Con los anteriores resultados podemos concluir lo siguiente:
2.10 Corolario. MA(R;) implica que la hipétesis del continuo es falsa.

2.11 Definicién. El Azioma de Martin (Martin’s Axiom, MA) es la propo-
sicién: Para todo cardinal infinito x < ¢, se cumple MA (k).

2.12 Corolario. La hipétesis del continuo implica el Axioma de Martin.

2.3. Algunas equivalencias de MA

En relacién al axioma de Martin, hasta ahora sélo hemos tomado en
cuenta la cardinalidad de la familia de conjuntos densos, pero en muchas de
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las aplicaciones de MA, utilizamos érdenes parciales cuya cardinalidad es a
lo mas la del continuo. A continuacién veremos que es equivalente restringir,
también, la cardinalidad del conjunto parcialmente ordenado.

2.13 Definicién. Se dice que un conjunto B es cerrado respecto a una familia
de funciones F si para todo f € F se tiene que f(B) C B. De la misma forma
sig: Ax A— A, entonces diremos que B C A es cerrado con respecto a g
si g(B x B) C B.

2.14 Lema. Sean x > Xy y A un conjunto no vacio. Si {f, € “4: a < x}
es una familia de funciones y g: A x A — A es una funcion, entonces existe
B C A no vacio con |B| < k tal que B es cerrado respecto a la familia

F=Afa:a<r}U{g}

DEMOSTRACION. Construiremos por recursién al conjunto B. Sea a € A y
definamos ¢y = {a}. Es claro que |¢y| < k. Supongamos ahora que n € w\{0},
y que tenemos construido a ¢,_; tal que |¢, 1| < k. Definamos

Cp = Cp—1 U g(cn—l X cn—l) U U fa(cn—1)~

a<k

Observe que g [¢, yxe,_y: Cno1 X Cn1 — G(Cno1 X Cp1) y Que fo e, 1t Cno1 —
fa(cn_1) son funciones sobreyectivas, para cada a < k. Entonces

‘g(cnfl X Cnfl)‘ g |Cn71 X Cnfl‘ g R
Yy para cada « < K se tiene que
| falen-1)] < |en-a| < .

De esta forma podemos concluir que |¢,| < k. Finalmente definimos
B = U Cp-

Resulta que por la construccién de B se tiene que B # (), |B| < k, g(Bx B) C
By para cada a < k, se tiene que f,(B) C B. De esta forma B es cerrado
respecto a la familia F.
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2.15 Definicién. Dado un cardinal infinito , denotaremos con MA*(k) a
la proposicién siguiente: Si (P, <) es un conjunto preordenado con P # () de
cardinalidad menor o igual que k que cumple la c.c.c. y D es una familia de
a lo méas k densos en P, entonces existe un filtro D-genérico en P.

De esta forma, MA*(k) es la proposicién MA(k) restringida a conjuntos
preordenados de cardinalidad a lo mas k.

2.16 Teorema. Sea x un cardinal infinito. MA(k) es equivalente a MA*(k).

DEMOSTRACION. Es claro que MA(k) implica MA*(k). Supongamos que
MA*(k) es verdadero. Sea (Q, <) un conjunto preordenado con la c.c.c. y D
una familia de a lo més x densos de Q. Si D € D es un denso entonces para
cada p € Q podemos fijar un elemento fp(p) € D tal que fp(p) < p. De esta
forma, para cada D € D tenemos definida una funciéon fp : Q — Q tal que

Vpe Q: folp) <py folp) € D.

Por otro lado, si (p,q) € Q x Q y p y g son compatibles podemos fijar un
elemento g(p,q) € Q tal que g(p,q) < py g9(p,q) < q. En el caso en que p y
g no sean compatibles, definimos g(p, q) = p. Resulta que g : Q x Q — Q es
una funcién. Por el Lema 2.14, existe P C Q no vacio tal que P es cerrado
respecto a la familia F = {fp : D € D} U{g¢} v ademds |P| < k. Ordenamos
a [P con el orden heredado de Q.

Observe ahora que para cada D € D, el conjunto D NP es denso en P.
Efectivamente, si p € P como P es cerrado respecto a F y P C Q, tenemos
que fp(p) € P, fp(p) € Dy fp(p) < p, por la definicién de fp. De esta forma
existe fp(p) € DNP tal que fp(p) < p. Asi, DNP es denso en P. Ademés, si
p,q € P son compatibles en Q entonces g(p,q) € P, g(p,q) < py 9(p,q) < g,
es decir, si p y ¢ son compatibles en QQ también lo son en P. Reciprocamente,
si p y ¢ son compatibles en P entonces trivialmente también lo son en Q. De
esta forma, podemos concluir que P tiene la c.c.c. porque Q tiene la c.c.c.
Como |P| < K, por MA*(k) existe un filtro G que es D*-genérico en P, donde
D*={DNP: D e D}. Definamos ahora al conjunto

H={qeQ:IpeCGp<ql

No es dificil demostrar que H es un filtro en Q. Para demostrar que es D-
genérico, consideremos un D € D. Sabemos que D NP € D*. Como G es
un filtro D*-genérico en P, tenemos que existe p € D NP N G. Entonces
pe HNG. n
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2.4. La version topoldgica de MA

En esta seccién exponemos una aplicacién de MA(k) a la Topologia Ge-
neral. Recuerde que un espacio topoldgico tiene la c.c.c. si toda familia de
abiertos no vacios y ajenos por pares es a lo mas numerable.

2.17 Teorema. Sea Ny < k < ¢. Supongamos MA(k). Si X es un espa-
cio Hausdorff, compacto y con la c.c.c., y {U, : @ < k} es una familia de
subconjuntos densos abiertos de X, entonces (), Ua # 0.

DEMOSTRACION. Sea P = {p C X : p es abierto N p # 0}, con p < ¢ si
p C q. Asi p y g son incompatibles si son ajenos. Dado que X tiene la c.c.c.
entonces P también la tiene.

Para cada a < k, definimos D, = {p € P : p C U,}. Verifiquemos que
cada D, es denso. En efecto, sean p € Py a < k. Como U, es denso en X,
entonces U, Np # 0. Ademds, U, Np es abierto. Por la regularidad de X (pues
X es Hausdorff compacto), hay un abierto no vacio g € P tal que ¢ C U, Np.
Por lo tanto ¢ € D, y ¢ < p. Sea D = {D,, : a < k}. Por MA(k) hay un
filtro G que es D-genérico. Observe ahora que la coleccién {p : p € G} tiene
la propiedad de la interseccién finita (p.i.f.) puesto que si py, p2 € G entonces
existe r € GG tal que

TSPLY TS P2

De esta forma, tenemos que
7 CprNps.

Como 7 # (), claramente por induccién se concluye que {p : p € G} tiene
la p.i.f. Como X es compacto, lo anterior implica que ([{p : p € G} # 0.
Dado que para cada o < k, existe p, € G N D, y en consecuencia p, C U,,
tenemos que ) # ({p:p € G} C N {Ua : o < K} O

Si la familia del teorema 2.17 es numerable, entonces éste es simplemente
el Teorema de categoria de Baire.

Parte del enunciado del teorema anterior (Teorema 2.17) es conocido como
la versién topolédgica de MA (k). Por esto vale la pena introducir esta versién

de MA(k):

2.18 Definicién. MA,,,(x) es la siguiente proposicién: Si X es un espacio
Hausdorff, compacto y con la c.c.c., y {U, : @ < k} es una familia subcon-
juntos densos abiertos de X, entonces (,_,.Ua # 0.

Un poco més adelante veremos que esta version es equivalente a MA(k).

a<k
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2.5. MA restringido a algebras booleanas com-
pletas
2.19 Definicién. Un dlgebra Booleana es una estructura
B = (B,V,A,—,0,1),

donde B es un conjunto, V y A son funciones binarias, — es es una funcién 1-
aria, 0 y 1 son constantes tales que para cada a, b, c € B cumplen lo siguiente:

(1) (avb)Ve=aV (bVec), (anb)Ne=aN (bAc),
(2)avb=>bVa, aNb=>bAa,

(3) aV (aNb) =a, aN(aVb)=a,
(4)an(bVe)=(aNb)V(aNnc), aV(bAc)=(aVD)A(aVc),
(5) aV (—a) =1, aA(—a)=0.

Por ejemplo, si A es un conjunto, entonces la estructura
% = <P(A)7 U’ ﬂ’ \7 ®7 A)?

donde las operaciones son las usuales de conjuntos y \ representa al comple-
mento de un conjunto en A, es un algebra Booleana.

2.20 Observacién. Si B = (B,V, A, —,0,1) es un dlgebra Booleana enton-
ces podemos definir en B la siguiente relacion:

a<bsiysdlosiaNb=a

(o equivalentemente, si a V b = b). De esta forma, P = (B \ {0}, <) es un
conjunto preordenado.

Diremos que el algebra Booleana B tiene la c.c.c. si el conjunto preor-
denado P = (B '\ {0}, <) tiene la c.c.c. Asimismo, diremos que un conjunto
D C B\ {0} (respectivamente, G C B\ {0}) es un denso en el algebra Boo-
leana B (respectivamente, un filtro) si D es denso en P (respectivamente, si
G es un filtro en P). De manera andloga podemos introducir la nocién de
filtro D-genérico en *B.

2.21 Definicion. Se dice que un dlgebra booleana B es completa si para
todo A C B no vacio existen sup A en B e inf A en B.
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Recuerde que si X es un espacio topolégico, se dice que un subconjunto
x C X es abierto reqularsi x = intx. Dado un espacio topoldogico X, definimos
al conjunto
ro(X) ={x C X : z es regular}.

2.22 Proposicién. Si X es un espacio topologico, 7o(X) es un algebra Boo-
leana completa.

DEMOSTRACION. Las operaciones que hacen de ro(X) un dlgebra Booleana
completa son las siguientes:
Si A, B € ro(X), entonces

AV B = intx(ch(A U B))

yANB=ANB.

Ademds, X =1y 0 =0.Y si A€ ro(X) entonces —A = X \ clx(A). Con
esto,
B = (ro(X),V,A,—,0,1)

es un algebra Booleana (ver [6, Capitulo 13]). Ya observamos que se puede

ordenar parcialmente a un algebra Booleana, en este caso érdenamos a ro(X)

con la contencién (C). Verificaremos a continuacién que ella es completa.

Para ello, demostraremos que si U C ro(X) entonces existe supU en ro(X)

(la verificacién de que existe infU en ro(X) es andloga, tomando infU =
SiU C ro(X) entonces afirmamos que

supU = int(clx (UU)).
Para cualquier U € U, se tiene que
UCcul.

Por lo tanto,
Clx(U> Q Clx<UZ/{).

Asi que
U = mtX(ch(U)) Q intX(ch(ULl)).

Por lo tanto, para cada U € U, se tiene que

U g intX(ch(UL{)).
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Por ello, intx(clx(UU)) es cota superior de Y. Tomemos otra cota superior
de U, digamos W € ro(X). Tenemos que, para cada U € U, U C W. Por lo
cual, U C WW. Entonces

intx(Clx(UZ/{)) Q mtx(ch(W)) =W.
De esta forma, podemos concluir que
intx(clx(UU)) = supU.

O

Nuestro propésito ahora es establecer una versién de MA (k) (para cual-
quier cardinal infinito k < ¢) para dlgebras Booleanas. Con este fin, enuncia-
remos y demostraremos el siguiente lema.

2.23 Lema. Sea P un orden parcial. Existen un algebra Booleana completa
B =(B,V,A,—,0,1),
ei: P — B tales que

1. i(P) es denso en B\ {0}.

2. ¥p,q € P(p < g —i(p) < ilq)).

3. Vp,g € P(p L g <> i(p) Ni(qg) = 0).

DEMOSTRACION. Definamos una topologia para P: Si p € P, definimos N, =
{g € P: ¢ <p}. Tomamos a N = {N, : p € P} como base de una topologia,
Tn, para P. Observe que si ¢ € N,, entonces N, C N,. Recordemos que dado
un espacio topolégico X, el conjuntdo ro(X) = {a € X : a = inta} es un
algebra Booleana completa; asi que podemos considerar a B = ro((P, 7y)) e
i(p) = mtﬁp. Verifiquemos que B e i cumplen las tres condiciones requeridas:

1. Sea b € B\ {0}. Sea p € b fijo, entonces N, C b, pues N es una base
para la topologia de P. Asi i(p) =int N, Cint b=0.

2. Sean p,q € P con p < ¢. Entonces N, C N, — intN, C intN, —
i(p) < i(q)-
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3. Supongamos que p,q € P son compatibles, sea r € P tal que r < py
r < q. Por (2) i(p) Ai(q) # 0.
@pongamos que p L ¢, entonces N, N N, = (}; dado que N, es abierto,
N,NN, =0, lo cual equivale a que i(p) "N, = (). Como i(p) es abierto,
i(p) Ni(q) = 0. O

2.24 Definicién. Sea s un cardinal infinito con k£ < ¢. MA(k) es la pro-
posicion siguiente: Si 8 = (B, V, A, —,0, 1) es un édlgebra Booleana completa
que satisface la c.c.c. y D es un familia de a lo mas x densos en B entonces
existe un filtro D-genérico en B.

A continuacién demostraremos otra equivalencia de MA (k).

2.25 Teorema. Para todo cardinal infinito x < ¢, MA(k) es equivalente a
MAb(I{).

DEMOSTRACION. Sea k un cardinal infinito con k < ¢. Es claro que MA (k)
implica MAy (k). Asi que basta demostrar que MA,(x) implica MA(k). Para
ello, demostraremos que MAy(x) implica MA*(k) (vea el Teorema 2.16).

Sea (P, <) un conjuntos parcialmente ordenado con la c.c.c. con |P| < k.Y
sea D una familia de a lo mas x densos en P. Aplicando el lema 2.23, podemos
considerar un algebra Booleana completa 26 y una funcién ¢ : P — B que
satisface las condiciones (1), (2) y (3) del lema 2.23.

Verifiquemos que B satisface la c.c.c.: Si {b, : @ < w;} fuera una antica-
dena en B entonces, por el lema 2.23, tenemos que

Vo < w13pa(i(pa) < ba)

(aplicamos la densidad de i(P) en B\ {0}). Observemos que a L ben B siy
sélo si a Ab = 0. Como {b, : @ < wy} es una anticadena, podemos concluir
que {ps : @ < wy} es una anticadena en (P, <). Por ello B satisface la c.c.c.

Veamos ahora que D € D implica que i(D) es denso en B\ {0}. Sea
b € B\ {0}, entonces existe p € P tal que i(p) < b. Como D es denso en P,
existe d € D tal que d < p. Entonces i(d) < i(p) < b. De esta forma, (D) es
denso en B\ {0}.

Definamos ahora, para cada (p,q) € P x P al conjunto

qu:{r€P3(Tgp/\qu)\/TJ_p\/TLq}.

Veamos que cada conjunto D, es denso en P. Sean p,q € P fijosy r € P
cualquiera. Si existe ro € P tal que ro < 7 A (ro L pVry L ¢), entonces
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ro € Dpy y 1o < 7. Ahora, si no existe tal 7y € P, entonces r es compatible
con p, y por lo tanto, existe r; € P tal que r; < r y r; < p. Pero r; también
debe ser compatible con ¢, y entonces existe ro € P tal que ro <1y y 12 < g.
Como ry < p, tenemos que 73 € D,y v 72 < 7. Asi hemos demostrado que
D, es denso en P.

Como cada D,, es denso en PP, tenemos que i(D,,) también es denso en
B\ {0} (vea, en esta demostracion, la parte donde se demostré que si D € D
entonces i(D) es denso en B\ {0}). Como |P| < &, tenemos que

D' = {i(D): D € D} U{i(D,,) : (p,q) € P x P}

es una familia de a lo mas x densos en B\ {0}. Aplicando ahora MA,(k) a
(B\ {0},<), y a D', tenemos que existe un filtro H que es D’-genérico en
B\ {0}.
Entonces la coleccion
G=i'(H)

es un filtro D-genérico en B\ {0}. Primero veamos que es filtro. Si ¢ € G
y p € P son tales que ¢ < p entonces i(q) < i(p) y tenemos que i(q) € H.
Como H es filtro, tenemos que i(p) € H. Por ello, p € i '(H) = G. Adem4s,
si p,q € G entonces i(D,,) € D'. Como H es D'-genérico, tenemos que

H N Dy, # 0.

Asi, existe t € D,, tal que i(t) € i(D,y) N H. Entonces t € i '(H) = Gy
t<pyt<q. Asi, G es un filtro.

Para ver que G es D-genérico note que como H es D'-genérico, si D € D
entonces H Ni(D) # 0. Por ello, existe d € D tal que i(d) € i(D) N H.
Entonces d € DNi~'(H) = DNG. Por lo tanto G es un filtro D-genérico en
P. ]

Recordemos que en la seccién anterior hicimos notar que MA (k) implica
una generalizacién del teorema de categoria de Baire (véase teorema 2.17).
En el siguiente teorema veremos que MA(k) es de hecho equivalente a lo que
llamamos MAy,, (k).

Antes de enunciar el resultado necesitaremos recordar algunos conceptos
y resultados relacionados al espacio de Stone asociado a un élgebra Booleana.

2.26 Definicién. Sea B = (B,V, A, —,0,1) un élgebra Booleana. Una co-
leccién F' C B es un B-filtro si
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(a) 0¢ Fy F£0;
(b) sia,b € F entonces a Ab € F;y
(c) sia€e Fybe Bestal que a < b entonces b € F.

Un *B-filtro F' es un B-ultrafiltro si no existe algun B-filtro G tal que
F CG.

2.27 Definicién. Si B = (B,V,A,—,0,1) es un algebra Booleana podemos
considerar al conjunto

S(B) ={U C B:U es B — ultrafiltro}.
Ademas, podemos definir la funcién
A:B— P(S(B))

CcOo1mo

Ma)={U € S(®B) :acU}.

Usando las propiedades de los B-ultrafiltros es posible demostrar el si-
guiente lema.

2.28 Lema. Sea 8 = (B,V, A, —,0,1) un algebra Booleana y sean a,b € B.
Entonces

1. A0) = 0 y A(1) = S(B)
) = Ala) UA(D)

3. Ma Ab) = Aa) N A(D)

4. M—a) = S(B)\ Ma)

Utilizando las propiedades de la funcién A establecidas en el lema anterior
podemos deducir que la colecciéon

{A\a):a € B}

2. MaVb

es base para una topologa, Tg, en S(8) como una base. La pareja (S(B), 7s)
es llamada el espacio de Stone asociado al dlgebra Booleana 8. Es sabido que
el espacio de Stone (S(B), 75) es compacto Hausdorff (ver [6, Capitulo 13]).

Terminamos esta seccién con el siguiente teorema que establece la equi-
valencia anunciada anteriormente.
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2.29 Teorema. Para todo cardinal infinito x < ¢, los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) M

(b) MA*(x)
(c) MAy(x)
(d) MAgop(k)

DEMOSTRACION. Ya tenemos que (a), (b) y (c¢) son equivalentes por los
Teoremas 2.16 y 2.25; ademds, por el teorema 2.17, (a)—(d).

(d)—(c). Sea B = (B, V, A, —,0, 1) un algebra Booleana completa con la
c.c.c. y D una familia de a lo més s subconjuntos densos de B.

Sea X = S(8). Los elementos de X son los ultrafiltros en B, asisi b € B,
un abierto bésico en X es de la forma A\(b) = {G € X : b € G}.

Veamos que X tiene la c.c.c.: Supongamos que para b, c € B se tiene que
A(D) N A(c) = 0y que b A c # 0, entonces para algin ultrafiltro G de B se
tiene que b A ¢ € G, lo cual es imposible pues A(b) N A(c) = 0. Por lo tanto
para b,c € B, A\(b) N A(¢) = () implica que b A ¢ = 0. Como B tiene la c.c.c.,
lo anterior implica que X tiene la c.c.c.

Ahora, para cada D € D definimos Wp = [J{A(b) : b € D}. Claramente
cada Wp es abierto, también es denso en X. En efecto: Sea ¢ € B arbitrario.
Como D es denso en B, existe d € D tal que d < ¢. Entonces A(d) C A(c).
De esta forma,

N (U{A®) s b e DY) = Me)nWp # 0.

Por hip6tesis tenemos que (\{Wp : D € D} # (. Tomemos G € ({Wp :
D € D}. Entonces G es un filtro D-genérico en B (evidentemente al ser
G € ({Wp : D € D}, G es un ultrafiltro en B), puesto que si D € D
entonces G € Wp. Por ello, existe b € D tal que G € A(b). Pero entonces
be G. Asi, b€ GN D. Es decir, GN D # 0. O



Capitulo 3

Algunas aplicaciones de MA

3.1. Introduccion

Muchas estructuras matematicas tienen asociadas de manera natural cier-
tos cardinales de los cuales uno puede asegurar que no son numerables. En
esta seccion veremos algunos cardinales invariantes del continuo, que son car-
dinales relacionados a ¢, es decir, a R, P(w) o w“. Por ejemplo, en el Anédlisis
Matematico tenemos dos ejemplos de ello:

1. La minima cantidad de conjuntos densos en ninguna parte que se nece-
sitan para cubrir a la recta real, segin el teorema de categoria de Baire,
es no numerable, pero debido a que los subconjuntos de un elemento
de la recta real son densos en ninguna parte, este nimero es menor que
el continuo ¢ = 2%0.

2. El nimero minimo de subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero
que se necesitan para que su union ya no sea de medida de Lebesgue cero
es no numerable, pero de nuevo, como cada subconjunto de cardinalidad
uno de R tiene medida de Lebesgue cero, este nimero es menor que el
continuo c.

La minima cantidad de conjuntos densos en ninguna parte que se nece-
sitan para cubrir a la recta real R es denotado con el simbolo cov(M) y la
minima cantidad de subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero tal que
su unién ya no es de medida de Lebesgue cero es denotado por add(N). Una
pregunta natural en relaciéon a estos ntimeros cardinales es la siguiente: ;De
qué manera estan colocados cov(M) y add(N') en [Ry, ¢]?

29
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Suponiendo la hipotesis del continuo esta pregunta no representa ningun
problema: Ambos niimeros son ;. ;jPero qué ocurre si suponemos cierta la
negacion de la Hipotesis del Continuo? En este caso, la respuesta ya no es
tan sencilla. Primeramente, debemos recordar que bajo la negacion de la
Hipoétesis el Continuo, hay cardinales x con X; < k < ¢, y que puede haber
muchos, y las respuestas a las anteriores preguntas nos exige dar la posicién
exacta de esos numeros cardinales en el intervalo [Ny, ¢|. Pues bien, no existe
una respuesta a esas preguntas, o mejor dicho, no existe una sola respuesta
a esas preguntas, ya que ello no es decidible en ZFC.

La idea de este capitulo es mostrar como el Axioma de Martin nos permite
decidir qué posicién ocupan esos niumeros cardinales: demostraremos que,
suponiendo el Axioma de Martin, estos dos nimeros cardinales son iguales a
¢. Ademas de ello, damos algunas de las aplicaciones clésicas del Axioma de

Martin. A través de todo este capitulo estaremos suponiendo la negacién de
la CH.

3.2. MA y algunos invariantes del continuo

En muchas aplicaciones del Axioma de Martin, la version més débil de éste
que esta relacionada con la nocién de preorden o-centrado es frecuentemente
usada. Para establecer de manera precisa esta versién mas débil del Axioma
de Martin, es que introducimos las siguiente definicién.

3.1 Definicién. Sea (P, <) un conjunto preordenado.

1. Diremos que B C P es centrado si todo subconjunto finito F' C B tiene
una cota inferior en P, es decir, existe p € P tal que para cada f € F
se tiene que p < f.

2. Por otro lado, diremos que (P, <) es o-centrado si P se puede ver como
una unién a lo méas numerable de conjuntos centrados, es decir, P =
Unew P,,, donde cada IP,, es centrado.

3. Si K es un cardinal infinito con k < ¢, entonces MA(K)y_centrado €S 12
proposicion: Si (P, <) es un conjunto preordenado no vacio, o-centrado
y D es una familia de a los més k subconjuntos densos de P, entonces
existe un filtro D-genérico en (P, <).
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Recuerde que en MA se exige que P tenga la c.c.c. En el siguiente lema
veremos porqué en MA,_centrado NO €8 nNecesario.

3.2 Lema. Todo conjunto preordando o-centrado tiene la c.c.c.

DEMOSTRACION. Sea PP un conjunto preordenado o-centrado. Supongamos
que existe un subconjunto A C P no numerable de conjuntos incompatibles
por pares. Dado que P es o-centrado, existe {P, : n € w}, donde cada P,
es centrado, tal que P = (J, ., Pn. Entonces A = |J,c,(ANP,), asi que
debe existir m € w con |ANP,| = w;. Naturalmente, si p,q € ANP,, son
distintos, entonces p y ¢ son compatibles, pues P, es centrado. Por lo tanto

toda familia de conjuntos incompatibles por pares es a lo mas numerable.
]

Como hemos mencionado, y como constataremos mas adelante, para al-
gunos casos bastard suponer la siguiente versién mas débil que MA.

3.3 Definicion. El Axioma de Martin o-centrado, MA,_centrado, €S la propo-
sicién: Vi < 2% : MA(K) o-centrado-

La primera aplicaciéon que presentamos es la demostracién de que bajo
MA + —CH no pueden existir familias casi ajenas maximales A C P(w) de
tamaifio k con Ry < k < 2% De hecho, lo que haremos es demostrar que este
tipo de familias no existen si suponemos MA,_contrado + “CH.

3.4 Definicién. Sea A C P(w). El orden parcial de conjuntos casi ajenos
respecto a la familia A se define en el conjunto

Pa={(s,F):s CwAls| <RgAF C AN|F| <R},

como (8", F') < (s,F) si s C s, F C F'|ypara cada x € F se tiene que
rNs Cs.

A los elementos de P4 se les acostumbra llamar condiciones; estas con-
diciones intentan describir a un subconjunto d C w que es casi ajeno con los
elementos de A.

A continuacién, en una serie de lemas, demostraremos varias propiedades
relevantes del conjunto parcialmente ordenado (P4, <).

3.5 Lema. Para cualesquiera (s1, F}), (s2, ) € P4 las siguientes proposi-
ciones son equivalentes:
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1. (s1, F1) y (s, F3) son compatibles.
2. Ve € Fi(xNsy Cs1) AVe € Fy(zNsy C s9).

3. Ve e FiVn € x\ s1(n ¢ s2) AVr € FoVn € x )\ sa(n € s1).

DEMOSTRACION. (1)4+ (2) Sean (s1, F1), (sq9, F2) € P4 compatibles. Sea
<s, F> una extension comun y x € F, entonces xMNs C s1; como s C s, tene-
mos que zMNsy € xNs C s1. Andlogamente tenemos que Vo € Fy(zNs; C s9).
Por otro lado supongamos que (2) es cierta y sea (s, F)) = (s1 U s9, F1 U Fy),
entonces (s, F') es una extensién comuin de (s1, F1) y (s2, F3). Por lo tanto
son compatibles.

(2)<>(3) Supongamos que (2) es cierta y sean € Fy y n € x \ s1, como
rNsy C 81, n & sy. Andlogamente Vo € FoVn € x \ sa(n € sp). Ahora
asumamos que (3) es cierta y sean x € Fj, como Vn € z\ s1(n ¢ s2), se tiene
que z N sy C s1. Andlogamente Vo € Fy(x N s; C sg). O

En el contexto de la definicién 3.4, definimos lo siguiente: Si G es un filtro
en P4, entonces definimos dg = (J{s : IF((s, F) € G)}. Para cada = € A,
definimos D, = {(s, F) : (s, F) e P4 ANx € F}.

3.6 Lema. Sea A C P(w). Entonces tenemos lo siguiente:
1. Si G esunfiltroen P4y (s, F) € G, entonces Vo € F(xNdg C s).
2. Seax € A. Si Gesunfiltroen P4y GND, # (), entonces |xNdg| < V.
3. Six € A, entonces D, es denso en P 4.

4. P4 tiene la c.c.c.

DEMOSTRACION.

1. Si (¢, F') € G, entonces (s, F') y (s, F') son compatibles, pues G es
un filtro. Por el lema anterior, tenemos que Vo € F(x N’ C s). Por lo
tanto Vo € F(z Ndg C s).

2. Como GN D, # 0, hay (s, F') € G tal que x € F. Por el lema anterior
rNdg C s; como s es finito, tenemos que |z N dg| < No.

3. Sea (s, F') € P4. Entonces (s, FU{z}) < (s, F).

4. Por el Lema 3.2 P tiene la c.c.c. OJ
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3.7 Lema (Solovay). Suponiendo MA, si A, C € [[w]*]<2" son tales que para
cada a € Cy para cada subconjunto finito £ C A tenemos que |a\|J E| = Ny,
entonces existe un conjunto d C w tal que:

1. Paracadaz € A [dNx| < Ng; y

2. Para caday € C |dNy| = N,.

DEMOSTRACION. Sea y € C y n € w; definimos
EY={(s,F):(s,F) ePaNsNy < n}.

Sea (s, F) € Py4; como |y \ |JF| =Ry, seam € y\|JF tal que m > n. Por
un lado, tenemos que (sU{m}, F') € EY pues (sU{m}) Ny < n; por el otro,
siz € F, entonces N (sU{m}) =a2NsCs,sCsU{m}y F CF por ende
(sU{m}, F) < (s, F). Por lo tanto para today € C y n € w, EY es denso en
P

Sea x € A. Por el Lema 3.5(3), D, es denso en P 4.

SiD=A{EY:yeCAncw{D,:z € A}, entonces por M Ay_centrado
hay un filtro G C P4 que es D-genérico. Por el Lema 3.5(2), Va € A(|dgNx| <
No).

SiyeCynew GOEY#0D. Si (s,, F,) € GNEY, s,Ny € n. Entonces
Vn € w se tiene que s, C dg, por lo tanto Vn € w(dg Ny € n). Por lo tanto
|dG N y\ = No. ]

Utilizando el lema de Solovay podemos demostrar primeramente lo si-
guiente.

3.8 Teorema. Suponiendo MA(k), para toda xk < 2% se tiene que 2% = 2%,

DEMOSTRACION. Sea B una familia casi ajena de tamano x (en la obser-
vacion 2 verificamos la existencia de estas familia para cualquier cardinal
infinito). Sea ® : P(w) — P(B) donde ®(d) = {x € B : |[dNz| < N}
Sea A C B. Por el lema 3.7 hay d C w tal que para toda = € A se tiene
que |dN x| < Ny, entonces A = ®(d). Por lo tanto ® es suprayectiva, luego
2r = oMo, O]

Recordemos que el teorema de Koning establece que si k > R entonces
cf(2%) > k, donde cf(2") denota la cofinalidad de 2.

3.9 Corolario. Suponiendo MA, el nimero 2% es un cardinal regular.
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DEMOSTRACION. Por el teorema 3.8, si Rg < k < 2N0, 28 = 2% Por lo
tanto cf(2%) > k. Como para toda x < 2%, sucede que k < cf(2%0) < 280,
cf(2%0) = 2% es decir, 2% es regular. O

En relacion a la familias casi ajenas tenemos el siguiente resultado, el cual
es corolario del Lema de Solovay.

3.10 Lema. Sea B C P(w) una familia casi ajena de tamafo menor que 2%°.
Sea A C B. Si suponemos MA, entonces hay d C w tal que:

» Ve e A(ldNa| <o)y

s Vo € B\ A(ldNz| = No.

DEMOSTRACION. Sea C = B\ A. Seay € Cy F C A finito. Como y es
infinito, entonces |y \ JF| = |y| = Ro. Por el lema 3.7, tenemos lo que
buscabamos. O]

3.11 Corolario. Supongamos MA. Si A C P(w) es una familia casi-ajena
de cardinalidad &, donde Ry < k < 2%, entonces A no es maximal.

DEMOSTRACION. Sean .4 como en las hipétesis y C = {w}. Sea F' C A finito,
entonces |w \ |J F| = Ro. En efecto, si w \ |J F fuera finito, como A\ F # 0,
existe z € A\ F tal que |z \ |JF| < Wy, luego hay a € F' de tal modo que
|zNa| = w; lo cual es imposible pues A es una familia casi ajena. Por lo tanto
A y B cumplen las hipdtesis del Lema de Solovay (3.7). Entonces hay d C w
infinito que es casi ajeno con todos los elementos de A. Luego B = A J{d}
es una familia casi ajena que contiene propiamente a A. Por lo tanto A no
puede ser maximal. O

3.12 Definicién.
a=min{|A| : A C P(w) A A es una familia casi ajena maximal}.

Por el teorema 1.3 inciso (1), podemos concluir que a > Ny en ZFC,
pero de hecho bajo MA;_centrado(corolario 3.11) tenemos que a > 2%. Como
a < 2% podemos concluir que MA, _centrado implica que a = 280, De manera
particular podemos concluir lo siguiente.

3.13 Corolario. El Axioma de Martin implica que a = 2%°.
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Otro cardinal asociado a w que juega un importante papel en el estudio
de los cardinales invariantes del continuo es el cardinal p introducido por F.
Rothberger.

3.14 Definicion.

1. Sean a,b C w. Decimos que a esté casi contenido en b si |a \ b| < No;
lo que denotaremos por a C* b. También diremos que a y b son casi
tguales sia C* by b C* a.

2. Sean b Cwy C C P(w). Decimos que b es una pseudo-interseccion para
C, si b es infinito y para todo elemento ¢ € C se tiene que b C* c.

3. Una familia C C P(w) tiene la propiedad fuerte de la interseccion finita
(pfif ) si para todo H € [C]<* no vacio se tiene que | H| = R

No es dificil demostrar que si una familia C C P(w) tiene una pseudo-
interseccién, entonces tiene la pfif. El nimero de pseudointerseccién mide
el tamano minimo de una familia que tiene la pfif pero no posee pseudo-
interseccion.

3.15 Lema.

1. Si C es un ultrafiltro no principal sobre w, entonces C tiene la pfif pero
no una pseudo-interseccion.

2. Si B={B, :n € w} es una familia con la pfif, entonces B tiene una
pseudo-interseccion.

DEMOSTRACION.

1. Por ser C un ultrafiltro no principal, entonces todos sus elementos son
infinitos, por lo tanto C tiene la pfif. Supongamos que b C w es una
pseudo-interseccion para C. Como b es infinito, existen ¢, d C w infinitos
tales que b = cUd y cNd = (. Como C es ultrafiltro, entonces ¢ € C u
w\c=dU(w\b) €C.SicelC, entonces b C* ¢, pero |b\ ¢| = Ny; si
w\ céeC, entonces b\ (dU (w\ b)) = ¢, pero |c| = X,. Por lo tanto C
no tiene pseudo-intersecciones.

2. Construiremos una pseudo-interseccién para B. Sea by € By. Como
By N By es infinito, entonces existe by € By N By tal que by # b;.
Sea b, € N B; tal que para toda m < n se tiene que b,, # b,
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entonces existe b,11 € ﬂ?:olBi tal que para cada m < n 4+ 1, se tiene
que by 41 # by,. Porlo tanto b = {b, : n € w} es una pseudo-interseccién
para B. En efecto: Sea n € w, entonces b\ B, C {by,...,b,_1}, es decir,
bC* B,. m

Una vez hecha esta observacién sobre familias contenidas en P(w) pode-
mos presentar la siguiente definicion.

3.16 Definicion. El numero de pseudointerseccion es el niimero cardinal
p =min{|C|: C C [w]™ tiene la pfif pero no pseudo-interseccion}.

Como hemos mencionado, el inciso (1) del lema anterior nos dice que el
nimero p existe, el segundo inciso nos permite mostrar de manera facil que
p es no numerable.

3.17 Corolario. Existe p y p > N,.

Enseguida mostraremos que el axioma MA,_centrado implica que el niimero
de pseudointerseccién es igual al continuo c.

3.18 Teorema. Suponiendo MA, tenemos que p = 2%,

DEMOSTRACION. Por el Corolario 3.17, tenemos que Ry < p < 2%, Por
otra parte, para demostrar que 2% < p, bastara demostrar que si C C [w]™
tiene cardinalidad menor que 2% y tiene la pfif entonces tiene una pseudo-
interseccién. Para ello, sean A = {w} y B = {w\ ¢ : ¢ € C}. Como C
tiene la pfif, entonces para cualquier subconjunto £ C B finito tenemos que
|w\ UE| = Ng. Por lo tanto estas familias de conjuntos cumplen las hipétesis
del Lema de Solovay (3.7), entonces existe d C w infinito tal que para cada
b € B se tiene que |d N b| < Ny. Por lo tanto d es una pseudo-interseccion,
pues toda ¢ € C cumple que d C* c. O]

Existen otros dos cardinales asociados con w que juegan un papel decisi-
vo en el calculo de invariantes cardinales; los cardinales b y 9, introducidos
por F. Rothberger en 1939 y por M. Katétov en 1960, respectivamente. Pa-
ra nuestros propositos, el nimero de (no)acotaciéon de Rothberger serd de
gran utilidad. Para poder definir a este cardinal necesitaremos de algunas
definiciones previas.

Sean f y g dos funciones de w en w. Decimos que g domina a f si existe
un ng € w tal que para todo n = ng, f(n) < g(n). Es decir, a excepcién de
una cantidad finita, g es mas grande que f, en tal caso escribimos f <* g.
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Es claro que si tenemos una familia finita de funciones { fo, ..., fi}, enton-
ces la funcién f tal que para cada n € w,

f(n) =max{fo(n),.., fi} +1

domina cada funcién de dicha familia. Incluso podemos lograr esto cuando
la familia de funciones es numerable.

3.19 Lema. Si {f, : n € w} es una familia numerable de funciones de w en
w, entonces existe f que domina a todas las funciones de dicha familia.

DEMOSTRACION. Definimos a f : w — w tal que para cada n € w,
f(n) =maz{fi(n) +1:i<n}.

Esta funcién es la que necesitamos. ]

A continuacién introducimos el llamado ntimero de (no)acotacién. El lema
anterior nos permitird mostrar que este nimero es no numerable.

3.20 Definicién. b es el minimo cardinal infinito x para el cual existe una
familia de funciones F C w* con |F| = & tal que no hay funcién f:w — w
que domine a cualquier elemento de F.

El cardinal b es llamado el nimero de (no)acotacién. La letra b proviene
de la palabra en francés non borné (no acotado). Por el Lema 3.19 podemos
concluir lo siguiente:

3.21 Teorema. N, < b < 2%,

El nimero de (no)acotacién tiene una estrecha relaciéon con el nimero a,
en el siguiente teorema se establece esto.

3.22 Teorema (Solomon). b < a.

DEMOSTRACION. Basta con mostrar que cualquier familia casi ajena de
tamafio menor que b no es maximal. Sea A = {A, : a < k} C [w]?
casi ajena, con k < b. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
{A, : n € w} es una familia ajena de conjuntos; si no, reemplazamos cada
A, con A, \ U= A

Para cada w < a < K sea f, : w — w tal que f,(n) = mazx(A, N A,)
si A, N A, # 0, en otro caso f,(n) = 0. Como k < b, entonces existe
f :w — w que domina a cada f,. Para cada n € w, sea e, : w — A,
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una biyeccion estrictamente creciente, es decir, para cada i € w se tiene que
en(i) < en(i+1). B={b,:n € w} donde b, = f(e,(n)), es decir, la imagen
bajo f del elemento e,(n) de A,.

Como B tiene s6lo un elemento de A,,, entonces para cada n € w se
tiene que B N A, es finito. Supongamos que a > w. Dado que f, <* f,
existe n, € w tal que para cada n > ng, fo(n) < f(n). Ahora, para dicha
n, resulta que b, es mayor que el elemento f,(e,(n)) de A, que a su vez es
estrictamente mayor que todos los elemento de A,NA,,. Por lo tanto b,, ¢ A,.

Y asi A, N B C {by,..,b,} que es finito. Concluimos que A no es maximal.
O

Nuestra intencién ahora es demostrar que bajo el Axioma de Martin el
nimero b es igual al continuo ¢. Para ello, esencialmente mostraremos que
si suponemos MA(k), y si F es una familia de x funciones de w en w, con
Ny < k < 2% entonces existe una funcién que domina a todas.

3.23 Teorema (MA, contrado(K)). b > K.

DEMOSTRACION. Sea F una familia de s funciones. Definamos
P={({p,A):pe Fn(w,w)NACF finito}.

Decimos que (¢, B) < (p, A) cuando p C ¢,A C B y para cualquier
funcién f € A, sin € (dom(q) \ dom(p)) entonces q(n) > f(n).
Veamos ahora que P es o-centrado.

AFIRMACION 1. P es o-centrado.

En efecto:
Sea p € Fn(w,w). Sean I C w finito y P, = {(p,A,) :n € I NA, C
F finito}. Es claro que (p, A) = (p,U,,c; An) es una cota inferior de A,,. Por

lo tanto P = (U, ¢ py(y..) Pp € un conjunto o-centrado. X

Ahora definamos a los conjuntos densos. Primero, para cada n € w, de-
finimos D,, = {(p,A) € P : n € dom(p)} y para cada f € F, el conjunto
Ey = {{p,A) € P: f e A}.

AFIRMACION 2. Para cada n € w y cada f € F, los conjuntos D,, y E
son densos.

En efecto: Sea (p, A) € P. Supongamos que n ¢ dom(p). Enumeramos
A={f1,..., fr}. Tomemos m € w tal que es mayor que maz{ fi(n), ..., fr(n)}.
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Si definimos ¢ = p U {(n,m)}, entonces (q, A) esta en D,,, ademas (¢, A) <
(p, A).

Por otro lado, es facil notar que el par (p, AU{f}) estd en Ef y (p, AU
{fH) < A). X

Estableciendo D = {D,, : n € w} U{Ey : f € F}, sea G un filtro D-
genérico proporcionado por MA(k). Definamos g = |J{p : JA((p, A) € G)}.
Como G es un filtro, entonces g esta bien definida como funcién y dado que
para toda n € w se tiene que G N D,, # 0, entonces ¢ : w — w.

Ahora nos basta ver que g domina cada funcién de la familia F. En
efecto: Sea f € F. Como G N Ey es no vacio, entonces sea (p, A) € GN Ey.
Sea ng = maz(dom(p)). Sean > ngy (q,B) € GN D,. Como G es filtro,
entonces existe (r,C) < (p, A), {(q, B), con (r,C) € G. Como g(n) = r(n),
basta probar que f(n) < r(n). Como n > ng, entonces n € dom(r)\ dom(p),
como f € Ay (r,C) < (p,A), tenemos que r(n) > f(n). Por lo tanto, g
domina a toda funcién de la familia F. [

En particular, bajo MA tenemos el siguiente resultado.

3.24 Corolario. Suponiendo MA, tenemos que b = 2%,

3.3. Aplicaciones de MA a Teoria de la Medi-
da

Hemos comentado al inicio del presente capitulo que la minima cantidad
de subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero cuya unién ya no tiene me-
dida de Lebesgue cero es denotado por add(N'). Y hemos observado también
que Ry < add(N) < ¢. Nuestro prop6sito ahora es demostrar que suponiendo
el Axioma de Martin se tiene que add(N') = ¢; para ello recordaremos prime-
ramente algunos hechos acerca de la medida de Lebesgue de subconjuntos de
R.

Antes que nada, recordemos que la medida A de Lebesgue es una funcién
que asocia a cada subconjunto Lebesgue medible de R (recuerde que todos
los borelianos de R son subconjuntos Lebesgue medibles) un nimero real
extendido de tal forma que la medida de los intervalos (a, b) es su longitud,
es decir, A((a,b)) = b —a = X([a,b]). Ademads, recuerde que siendo A una
medida, ella es una funcién o-aditiva, esto es, si {A, : n € w} es ajena por
pares entonces A(J, -, An) = ZnewA(An).

new
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Recuerde también que M C R tiene medida de Lebesgue cero (A(M) = 0)
siy solo si

Ve > 03U CR (U es abierto, M CU y A(U) < ¢).

También es facil notar (utilizando la c-aditividad de \) que si {M, :
n € w} es una familia de subconjuntos de R de medida de Lebesgue cero,
entonces | J,,.,, M, tiene medida de Lebesgue cero. De esta forma el conjunto
N ={N CR: A(N) =0} es cerrado bajo uniones numerables (de hecho, N/
es un ideal o-completo).

Veamos que con MA podemos generalizar este tultimo hecho. Sea B el
conjunto de todos los intervalos abiertos con extremos racionales, y sea C el
conjunto de todas la uniones finitas de elementos de B. Claramente B y C son
numerables. Para la prueba del teorema sera de ayuda ver que podemos apro-
ximar (en el sentido de la medida) cualquier conjunto abierto por elementos
de C. La demostracién del siguiente lema requiere de técnicas elementales de
teorfa de la medida (propiamente de la construccién de la medida de Lebes-
gue), no obstante, remitimos al lector al libro [8] para su demostracién (vea
el teorema 4.2.1).

3.25 Lema. Sea U un subconjunto abierto de R tal que A(U) < oo. Sea
9 > 0, entonces existe Y € C tal que A(UAY') < 6.

3.26 Teorema. Supongamos MA. Sean Xy < k < ¢y {M, : a < K} una
familia de subconjuntos de R de medida de Lebesgue 0. Entonces |J,_,, M,
tiene medida de Lebesgue 0.

DEMOSTRACION. Para demostrar que | J,, < M, tiene medida de Lebesgue 0,
demostraremos que para cada € > 0 existe un abierto U tal que |J,_, Mo C U
y A(U) < e.

Sea ¢ > 0. Consideremos al conjunto parcialmente ordenado (P, <) donde
P={pCR:pesabiertoy A(p) <e},yp < ¢qsiqCp. Esclaroquepyq
son compatibles si y sélo si A(pUgq) < &, y que pU ¢ es una extensién de p y
de q.

Primero probemos que P tiene la c.c.c.. Supongamos que A = {p, : a <
wi} es una familia de elementos incompatibles por pares en P. Si o < wy,
tenemos que € — A(p) > 0. Asi que existe ng tal que 0 < % < e — Mpa)-
Entonces A = [, c, o {p € A: Alp) < e — 3}, Como A tiene cardinalidad
Ny, existe m € w \ {0} tal que el conjunto X = {ov < wy : A(pa) <€ — 2}
tiene cardinalidad Ny.
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Observe ahora que si a € X entonces A(p,) < € y que p, es un abierto
de R. Luego, para cada a € X, aplicando el lema anterior, podemos fijar
Cy € C tal que A\(poAC,) <0 = =+

Pero si a, 8 € X son elementos diferentes, entonces p, y ps son elementos
incompatibles, y por ello si a, f € X son diferentes entonces A(p, U pg) = €.
Por otro lado, A(pa Nps) < A(pa) < e — 2 < e — 34. Entonces

A(PaApg) = A(Pa Ups) \ (Pa NPs)) Z A(pa Upg) — Apa Npg) > € — €+ 30 = 34.

Pero como A(p,AC,) < 0y A(psACs) < 6, tenemos que
ACLACS) = 0.
Efectivamente,
Palps € (CaACs) U (paACa) U (psACs)
implica que
APalps) < AMCLACE) + AM(pa AC,) + A(psACs).
Luego
AMCLACS) =2 AMpalps) — AM(paACs) — AN(psACs) =230 —0 — 6 = 6.

Por lo tanto el hecho de que o y 3 sean elementos de X distintos implica
que C,, # Cpg; lo cual es imposible pues |C| = Ry. Por lo tanto P tiene la c.c.c.
Definiremos ahora a los subconjuntos densos. Sea o € k. Definimos el
conjunto
D,={peP:M,Cp}.

Veamos ahora que cada conjunto D, es denso en P. En efecto, sea ¢ € P.
Como A(g) < ¢, tenemos que € — A(p) > 0. Entonces como M, tiene medida
de Lebesgue cero, existe un conjunto abierto V' C R tal que M, C V' y
AV) < e—A(q). Por lo tanto V' y ¢ son tales que A(V) 4+ A(¢) < € y se tiene
que A(V U gq) < e. Definamos p = ¢ UV, entonces tenemos que A\(p) < &,
M, C p. Entonces p € D,. Ademés, g < p. Por lo tanto, D, es denso en P.
Sea D ={D, : «a € k}.

Por MA, hay un filtro D-genérico G en P. Si Uy = UG, entonces Ug es
abierto. Como para cada a < k, G N D, # (), entonces para cada a < k
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existe p, € GND,. Luego, para cada a < k se tiene que M, C Ug. Con ello,
Ua</€ Ma c UG'

Verifiquemos ahora que A(Ug) < e. Para ello primeramente notemos que
sincewy{p;:0<i<n} CG,entonces . p; € Gy porello \(IU_,pi) <
e. Aplicando ahora la subaditividad de la medida de Lebesgue, podemos
concluir que para cualquier A C G a lo més numerable, se tiene que A\(|J A) <
£.

Asi que para poder demostrar que A(Ug) < € bastard encontrar un con-
junto a lo méas numerable A C P tal que UA = UG para poder usar lo antes
mencionado. Pero como Uz C R y R es segundo numerable, tenemos que
Ug también lo es. Por lo tanto Ug es Lindelof (recuerde que un espacio es
Lindelof si de toda cubierta abierta se le puede extraer una cubierta abierta
numerable), por ello existe {H,, : n € w} C G tal que Ug = |J,,c,, Hn- Resulta
entonces que N(Ug) = AU, ., Hn) < €. O

new

3.27 Corolario. El Axioma de Martin implica que add(N') = c.

3.4. El nimero cov(M)

Recordemos que M C R es un conjunto de primera categoria de Baire o
un conjunto magro si existen { K, : n € w} conjuntos densos en ninguna parte
de R tales que M C Un@) K,,. Recuerde también que un conjunto A C R
es denso en ninguna parte o nunca denso si intg(clg(A)) = 0. Es facil notar
también que A C R es nunca denso si y sélo si clg(A) es nunca denso. De
esta forma, en la definicién de conjunto magro podemos suponer sin perder
generalidad que cada conjunto K,, es un cerrado nunca denso.

A los complementos de subconjuntos de primera categoria o magros se
les llama comagros. No es dificil demostrar que un subconjunto A de R es
comagro si y sélo si, contiene una interseccion de una coleccién numerable de
subconjuntos densos y abiertos de R (para verificar esto dltimo s6lo habria
que notar que B C R es denso en ninguna parte si y sélo si R\ clg(B) es
abierto denso).

Es facil notar que la unién numerable de conjuntos de primera categoria
es de primera categoria. A continuacion introducimos un importante nimero
cardinal.

3.28 Definicion. Definimos

cov(M) = min{|A| : A es una cubierta de subconjuntos magros de R}.
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Una consecuencia del teorema de categoria de Baire es que R no puede
ser escrito como una unién numerable de subconjuntos magros. Esto iltimo
claramente implica que 8; < cov(M). Por otro lado, como cada subconjunto
de cardinalidad uno de R sf es un conjunto magro y R = [J,g{x} se tiene
que cov(M) < ¢. De esta forma tenemos que ¥ < cov(M) < ¢. Como una
consecuencia del siguiente resultado, obtendremos que bajo el Axioma de
Martin se tiene que cov(M) = c.

3.29 Teorema. Supongamos MA, centrado- Sean Ng < k < ¢y {M, : @ < K}
una familia de subconjuntos de primera categoria en R. Entonces | J _, M,
es de primera categoria.

a<k

DEMOSTRACION. Debemos demostrar que existe {H, : n € w} familia
de cerrados nunca densos tal que |J,.,. Mo € U,c, Hn: pPero como ca-
da M, estd contenido en una unién numerable de subconjuntos cerrados
nunca densos, es suficiente demostrar que cada vez que tengamos una co-
leccién de k subconjuntos cerrados nunca densos K, de R entonces existe
una coleccién numerable de cerrados nunca densos {H, : n € w} tal que
UOC<I€ KO‘ g Unew Hn

Observe también que para demostrar esto tltimo, es suficiente demostrar
que existe una sucesiéon de subconjuntos abiertos densos {V,, : n € w} tal que
Mnew Vi € Ny<y Ua, donde U, = R\ K, para cada o < . Con la hipétesis
adicional de que cada U, es un subconjunto abierto denso de R. La idea de
la demostracion es demostrar esta ultima afirmacion.

Sea {B; : i € w} una enumeracién de todos los intervalos abiertos no
vacios con extremos racionales; recuerde que éstos forman una base para R.

Para cada j € w, definimos ¢; = {i € w: B; C B;} y para cada a < K,
definimos a, = {i € w : B; € U,}. Para aplicar el lema 3.7, veamos que
C={c¢j:jewly A= {a,: a <k} cumplen las hipdtesis del mismo. En
efecto: sean F' C k finito y 7 € w. Entonces

¢j \Unerta ={i €w: B; C (B;N ﬂ Ua)}-

aceF

Como (,cp Ua es denso, tenemos que B; N[, e Ua es infinito; por lo tanto
¢j \ Uaeraq es infinito. Aplicando ahora el lema 3.7, hay un d C w tal que
para todo elemento x € A se tiene que d N x es finito y para todo elemento
y € C se tiene que d Ny es infinito.

Sin € w, definimos V,, = (J{B; : i € d Ai > n}. Claramente cada V,, es
abierto.
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Sea j € w. Como |dN¢;| = Ny, tenemos que para cada n € w existe i > n
tal que i € d y B; C B;. Por lo tanto V,, N B; # 0, es decir, cada V}, es denso.
Finalmente, sea o < k. Como |d N a,| < Vg, entonces para alguna n € w
se tiene que d Na, C n. Asi para toda ¢ > n que pertenezca a d se cumple
que B; C U,. Entonces V;, C U,. Por lo tanto (1, .., Vin € (,<, Ua- O

a<lk ~ &

3.30 Corolario. El Axioma de Martin implica que cov(M) = 2%,

3.5. El producto de espacios con la c.c.c.

Hemos demostrado en la seccién 3 del capitulo 1 que una condicion sufi-
ciente para que un producto de espacios topoldgicos que tienen cada uno la
c.c.c., sea un espacio con la c.c.c., es que cada producto finito de ellos tenga
la c.c.c. En esta seccién demostraremos que el Axioma de Martin implica que
la c.c.c. se preserva bajo productos arbitrarios de espacios. Para establecer
esto de manera precisa necesitamos un lema.

3.31 Lema. Supongamos MA(X;). Sean X un espacio con la c.c.c. y {U, :
a < wi} una familia de subconjuntos abiertos no vacios de X. Entonces hay
un conjunto no numerable A C w; tal que {U, : v € A} tiene la propiedad
de la interseccién finita.

DEMOSTRACION. Para cada o < w; definamos V, = U7>a U,. Es claro que
si a < 8 < wy entonces Vg C V.

AFIRMACION. Ja < wi(8 > a — Vs = V,).
EN EFECTO: Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que

(xx) Va < wp 38, > a(Vs, # Va).
Entonces existe una sucesion creciente (ag)e<,, tal que
V§ < wl(v%ﬂ 7é Vaé).

Efectivamente, por (**) para & = 0 existe 8y < w; tal que Vg, # Vy. Defina-
mos oy = [o.

Supongamos ahora que 0 < £ < wy. Si & = n+ 1 para algin n < wy,
definamos A = {y < wy : ¥ > o, A Va, # V,}. Por (xx), A # (). Definamos
entonces a o = minA. Por otra parte, si £ € LIM (es decir, si £ es un

ordinal limite), basta con establecer que ag = U77 <& Q-



3.5. EL PRODUCTO DE ESPACIOS CON LA C.C.C. 45

Con todo lo anterior tenemos construida la sucesién creciente (cig)e<w,
prometida.

Ahora, como para todo £ < w; se tiene que VQEH # V%, entonces V, \V%.
Note ahora que la definicién de la sucesién (og)e<w, implica que {Va, \
V% .1 1§ < wi} es una familia de abiertos no vacios en X ajenos por pares,
lo cual es imposible pues X tiene la c.c.c. Por lo tanto nuestra afirmacion es
cierta. X.

Por la afirmacién anterior podemos fijar una a < wy tal que f > « implica
que Vg = V,,.

Definamos P = {p C V, : p es abierto y p # ()} y consideremos en P la
relacion p < ¢ si p C q. Como X tiene la c.c.c., P también la tiene. Una vez
que tenemos nuestro orden parcial, basta encontrar la familia de densos para
poder obtener un filtro conveniente. Para cada § < wy, sea Dg = {p € P :
3y > B(p C U,)}. Por la eleccién de o tenemos que V, C Vg, asi si p € P
entonces p N Vg # 0. Luego para alguna v > (3 se tiene que p NU, # 0.
Entonces ¢ = p N U, es una extensién de p en Dg. Sea D = {Dg: f < w1 }.

Por MA(wy), existe un filtro G D-genérico. Definamos A = {y < w; :
dp € G(p CU,)}. Como para cada 3, GN Dg # (), entonces A no es acotado
en ws.

Veamos por induccién que la familia {4, : v € A} tiene la propiedad
de la interseccién finita. Para ello, sean 1,79 € A, entonces existen py, py €
G tales que p;y C U, y p» CU,, y también existe p; € G tal que ps C p1 Nps.
Por lo tanto ps C U,, NU,,. Supongamos que para n € w se cumple la
propiedad. Sea {U,, : i < n + 1}. Entonces existen p,,p’ € G tales que
Pn € Nicy Uy, y P € U,,,,,. Como p,,p’" € G, entonces hay p € G tal que
p € p.Np'. Por lo tanto p € ., U,,. Asi {U, : v € A} tiene la propiedad
de la interseccion finita. ]

El siguiente teorema ya demuestra que el Axioma de Martin implica que
la condicion de la cadena contable es una propiedad productiva.

3.32 Teorema. Suponiendo MA(X;), el producto arbitrario de espacios con
la c.c.c. también tiene la c.c.c.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.8 basta demostrar que si X e Y tienen
la c.c.c., entonces el producto X x Y también tiene la c.c.c.

Supongamos que los espacios X e Y tienen la c.c.c., pero que X x Y no
la tiene.
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Sea {W, : @ < wy} una familia de abiertos no vacios y ajenos por pares
del producto X x Y. Para cada « elegimos U, C X y V, C Y abiertos tales
que ) # U, x V, € W,. Por el lema 3.31 existe A C w; no numerable tal que
{U, : a € A} tiene la PIF.

Note que si «, 8 € A son diferentes entonces U, NUs # ), pero entonces
Uy X Vo) N (U x Vg) = 0 implica que V, N Vs = 0. En consecuencia {V, :
a € A} es una familia de abiertos no vacios ajenos por pares de cardinalidad
w1, lo cual contradice el hecho de que Y tiene la c.c.c. O

3.6. Lineas de Suslin

G. Cantor demostré que si (D, <) es un conjunto linealmente ordenado
numerable que no tiene primero ni ultimo elemento y que es denso en si mismo
(es decir, para cada =,y € D tales que x < y existe z € D que satisface
xr < z < y), entonces (D, <) es isomorfo a Q con su orden usual; o sea, existe
una funcién biyectiva f : D — Q tal que x < y implica f(x) < f(y). A
partir de este resultado es posible demostrar que si (X, <) es un conjunto
linealmente ordenado que satisface:

1. X no tiene ni primero ni dltimo elemento;
2. X es conexo cuando se considera con su topologia del orden; y

3. X es separable con su topologia del orden;

entonces (X, <) es isomorfo a la linea real (R, <).

En 1920, Suslin publicé un trabajo en Fundamenta Mathematicae en don-
de conjeturé que es posible obtener el anterior resultado si en lugar de la
condicion (3) se pide la condicién de que X con la topologia del orden tenga
la c.c.c. Dado que todo espacio separable tiene la c.c.c. (Lema 1.7), observe
que esta conjetura implica que en estos o6rdenes lineales, es decir, conexos y
sin extremos, la celularidad es equivalente a la separabilidad.

A los conjuntos linealmente ordenados que tienen la c.c.c pero que no son
separables se les da un nombre especial.

3.33 Definicién. Una linea de Suslin es un orden total (X, <) tal que, en
la topologia del orden, X tiene la c.c.c. pero no es separable.

3.34 Definicién. La Hipdtesis de Suslin (Suslin’s Hypothesis, SH) es la
afirmacion: No existen lineas de Suslin.
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Jensen demostré que la existencia de una linea de Suslin es consistente
con ZFC. Previamente, Solovay y Tennenbaum demostraron que la hipdtesis
de Suslin también es consistente con ZFC.

Resulta que =SH y MA + —~CH producen realidades diferentes. Por ejem-
plo, ellas producen realidades diferentes en relacion a la condicién de la ca-
dena contable.

3.35 Lema. Si X es una linea de Suslin, entonces X? no tiene la c.c.c..

DEMOSTRACION. Si a,b € X, entonces definimos (a,b) = {r € X :a <z <
b}. Por induccién sobre av < wy construiremos a,, by Y ¢, tales que

1. a, < b, < cg,.

2. (o, ba) # 0y (bayca) # 0.
3. (Ga,ca)N{be : € <a} =0.

Sea W la coleccion de todos los puntos aislados de X. Como X tiene la
c.c.c. y el conjunto singular de cada punto aislado es abierto, |IW] < Ry. Sean
ag, by y co elementos de X tales que ag < by < ¢ v (ag,bo) # 0 # (bo, co)-
Dado que X no es separable, Ag = X \ WU {by} es un abierto no vacio.
Entonces hay (aj,¢1) € Ag no vacio e infinito (pues no contiene puntos
aislados); tomemos b € (a1, ;) tal que (a1,b1) # 0y (by,c1) # 0.

Supongamos ahora que para £ < « tenemos elegidos a los elementos
ag, be, ce de tal forma que cumplen (1), (2) y (3). El conjunto A, = X \
WU {be : £ < a} resulta ser un abierto no vacio, pues a es a lo més nu-
merable. Tomemos (aqy, o) C Aa ¥ bo € (G, co) tales que (aq,by) # 0y
(ba, Ca) # 0. Es facil notar que aq, by y ¢ cumplen (1), (2) y (3).

Definamos U, = (aq; ba) X (b, ¢o). Por (2) tenemos que Uy, # 0. Si € < a,
Us NU, = 0; pues si be < aq, entonces (ag, bg) N (G, ba) = 0y si be > cq,
entonces (be, ¢¢) N (ba, ca) = 0. Asi {U, : @ < wi} es una familia de elementos
ajenos por pares en X 2. Por el Lema 3.32, X? tiene la c.c.c.. O]

Asi la existencia de lineas de Suslin implica que la c.c.c. no es una propie-
dad topologica que se preserve bajo productos topoldgicos, es decir, produc-
tiva. Pero nosotros hemos demostrado que el Axioma de Martin implica que
la c.c.c. si es una propiedad topolégica productiva (Teorema 3.32). Se intuye
entonces que el Axioma de Martin (junto con la negacién de la Hipdtesis del
Continuo) implica la Hipdtesis de Suslin.
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3.36 Teorema. MA(R;) implica SH.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 3.32, sabemos que MA(X;) implica que el
producto de dos espacios con la c.c.c. tiene la c.c.c. El lema 3.35 nos dice que
de existir una linea de Suslin su cuadrado no satisface lo anterior. Por ello,
podemos concluir que MA (w;) implica que no hay lineas de Suslin. O]

Para finalizar esta seccién veremos que si existe una linea de Suslin po-
demos construir una linea de Suslin mas “agradable”.

3.37 Teorema. Si existe una linea de Suslin, entonces existe una linea de
Suslin X tal que

1. X es densa en si misma, es decir,
Va,b € X(a <b— (a,b) #0),
y ademas

2. Ningun abierto no vacio y X es separable.
DEMOSTRACION. Sea Y una linea de Suslin. Definimos la siguiente relacién
de equivalencia en Y. Sean z,y € Y:

rr~y o (six <y((z,y)V siy <z((y,z)) es separable.

Sea X =Y/~. Si I,J € X son distintos entonces definimos I < J si algin
elemento de I es menor que algin elemento de J.
Ahora tenemos la siguiente afirmacion.

AFIRMACION.

1. Si I € X, entonces I es convexo, es decir, si x,y € [ y x < y, entonces
(z,y) € 1.

2. Sean I, J € X con I < J. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) algin elemento de I es menor que alguno de J,

(b) todo elemento de I es menor que todo elemento de J.
3. Si I € X, entonces [ es separable.

4. (X, <) es un orden total.
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EN EFECTO:

1. Sean x,y € I con z < y. Como (z,y) es separable, entonces para cada
z € (z,y), el intervalo (x, z) es separable. Por lo tanto z € 1.

2. Seanw € [ 'y z € J. Como I < .J, entonces existen z € [ e y € J tales
que x < y. Tenemos dos casos:

CASO 1: z < z.

Supongamos que w < z. Como (z,z) C I, se tiene que w ¢ (z,2) y
por lo tanto obtenemos la desigualdad w < z < y, lo que implica que
x ~ gy, contradiciendo el hecho de que I # J. Por lo tanto z < w

CASO 2: z < x.

Supongamos que w < z. Por lo tanto w < x < y, asi x ~ y, lo cual es
imposible pues I # J. Por lo tanto z < w.

Como z y w fueron elegidos arbitrariamente, se tiene que todo elemento
de I es menor que todo elemento de J

3. Sea M una familia disjunta maximal de conjuntos abiertos de la forma
(x,y) tales que x,y € I (esta familia existe por el lema de Zorn).
Como Y tiene la c.c.c., entonces M es a lo mas numerable. Por ello
podemos escribir a M = {(z,,y,) : n € w}. Como para toda n € w
tenemos que x, ~ Yy, entonces (x,,y,) es separable. Podemos fijar
D,, un denso numerable en el intervalo (z,,y,). Si D = Upe,Dp U {2 :
x es un extremo de I}, entonces D es un denso numerable en U(z,,, yy,).
Sizelyzé€ (z,y) C I, por la maximalidad de M tenemos que
(x,y) N (Tn,yn) # 0. Como el intervalo (z,y) que contenia a z fue
elegido arbitrariamente, entonces z € D. Por lo tanto D es un denso
numerable en .

4. Dado que Y es un orden total, entonces por (2) X resulta ser un orden
total. X.

Ahora demostremos que X es denso en si mismo: Sean I,J € X con
I < J. Supongamos que (I,J) = (). Sean zz € I e y € J. Tomamos a un
elemento z € (z,y). Como (I,J) =0,z€ T oze€ J;asl (x,y) CTUJ. Por
(3), tenemos que (z,y) es separable, pero I # J. Por lo tanto (I,J) # 0.

Sean I,J € X con I < J. Supongamos que (I,.J) es separable. Sea
{K, : n € w} un conjunto denso de (I/,J) con Ky = [y K; = J. En Y,
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para cada n € w, sea D, un denso numerable en K, (recuerde que todos
los elementos de X son separables). Ahora veamos que |J, ., Dy es denso
en {L: I <L<J}.SeanazeU={L:I<L<J}y(ab)CU
tales que = € (a,b). Si (a,b) es separable entonces lo podemos asociar con
algin K € (I,J). Tenemos que =z € (a,b) (en V) y K € {K, :n € w}
(en X), entonces (a,b) C (U, ., Dn- Por lo tanto = € | J,,c,, Dn- Si (a,b) no es
separable, entonces existen L,, Ly € (I, J) distintos tales que a € L,y b € L.
Asi se tiene que (J{L : L, < L < Ly} € U,c,, Dn- Entonces x € |, Dn-
Como z € U fue elegido arbitrariamente, se tiene que |J{L : I < L < J} C
Unew DPn- Como J{L : I < L < J} es separable, entonces para cada z € I y
cada y € J se tiene que x ~ y; lo cual es imposible. Por lo tanto (7, .J) no es
separable.

Finalmente, demostremos que X tiene la c.c.c.: Supongamos que hay
{({a,Ja) : @ < wi} una familia de subconjuntos ajenos por pares de X.
Para cada o < wq, elegimos x, € I, V Yo € Jo; ahora tenemos una familia
{(ZayYa) : @ < w1} de subconjuntos ajenos por pares de Y’; lo cual es una
contradiccion pues Y tiene la c.c.c. Asi X tiene la c.c.c. m



Apéndice A
Arboles de Suslin

En este apartado exponemos de manera muy breve algunos hechos re-
lacionados con los drboles de Suslin y su relacion con las lineas de Suslin.
Remitimos al lector al libro de K. Kunen para més informacion. Otra exce-
lente referencia del tema es el articulo [4].

Recordemos que una pareja (X, <) es un conjunto bien ordenado (y < es
un buen orden) si esta pareja es un conjunto totalmente ordenado y ademads
todo subconjunto no vacio de X tiene un elemento <-minimo.

En adelante sélo escribiremos X en lugar de (X, <), a menos que el con-
texto no sea claro; también diremos que un elemento es minimo en lugar de
<-minimo. Observemos que si X # () y (X, <) es un conjunto bien ordenado,
entonces X tiene un elemento minimo.

A.1 Definicion.

1. Un drbol es un conjunto parcialmente ordenado (7, <), tal que para
todo t € T el segmento inicial ¢ = {x € T : © < t} es un buen orden
(con el orden inducido).

2. Sea T un arbol.

a) Sit €T, la altura de t en T, denotada por ht(t,T), es el tipo de
orden de #, es decir, el tinico ordinal isomorfo a ht(t,T).

b) Para todo ordinal «, el nivel a de T es el conjunto Lev,(T') =
{x €T :ht(zx,T) = a}.

o1
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¢) La altura de T, ht(T), es el minimo ordinal « tal que Lev, (T) = ().
Esto es
ht(T) = min{« : Lev,(T) = (}.

d) Un sub-drbol de T es un subconjunto 77 C T con el orden inducido
de T tal que para cada t € T" se tiene que {x € T" : z < t} =
{reT: xz<t}.

No es dificil verificar que un subconjunto 7" de T' (donde (T, <) es un
arbol) es un subéarbol de T'siy s6losi Ve € T'Vy e T(y < x -y € T').

En algunas ocasiones consideraremos arboles con elemento minimo. Cuan-
do un arbol tiene elemento minimo éste se llama raiz del arbol.

A.2 Observacion.
1. Sea T un arbol, entonces ht(T') = sup{ht(z,t)+1: 2z € T}.
DEMOSTRACION. Supongamos que ht(T) = «a y sup{ht(z,t) +1:x €
T} =05.
Si Levg(T) # 0, entonces hay = € T tal que ht(z,T) = 3, pero >

ht(x,T) + 1. Entonces 8 > 5+ 1, lo cual es una contradicciéon. Por lo
tanto Levg(T) = (). Con esto tenemos que a < f3.

Sean x € T'y v tales que ht(x,T) = . Como Lev,(T) # 0, v < . Por
lotanto v+ 1 < a. Asi § < a. O

2. Si T C T es un subédrbol y « € T entonces ht(z,T") = ht(z,T).
3. Si T es un arbol entonces T'= U{Lev,(T) : o« < ht(T)}
A.3 Ejemplos.

1. Sea § € OR. Es facil notar que § es un arbol con el orden usual, y que
si a € 9, entonces ht(a,0) = ay ht(d) = 0.

2. Sea I un conjunto no vacio y § un ordinal. 1<% = U{I : o < §}, el
conjunto de todas las sucesiones de elementos de I de longitud menor
que 6. Definimos

Vs,t € I9(s <t sCt),

es decir, s <t si t extiende a s en el sentido de sucesiones.



93

A.4 Observacién. Si T = <, entonces
1. Sia <0, Lev,(T) =*1, y ademas

2. ht(T) = 0.
DEMOSTRACION.
1. Sea s € Lev,(T). Entonces existe © : § — « isomorfismo de orden.

Consecuentemente podemos ver a s = Ug.,© ' (8) : @« — I. Por lo
tanto s €* I.

Sea s €“ I. Entonces el tipo de orden del conjunto § es exactamente «,

por lo tanto s € Lev,(T).

2. Supongamos que hay s € Levs(T) tal que ht(s,T) =0y © :§ — § un
isomorfismo de orden que constata esto. Si y € §, entonces O~ (y) < 4.
s = U;esO71t) : 6 — I, es decir, s €° I, lo cual no puede suceder. Por
lo tanto Levs(T) = 0. O

A.5 Definicion.

1. Sea T un arbol. Un subconjunto C' C T' es una cadena si es un conjunto
totalmente ordenado con el orden inducido.

2. Un subconjunto A C T es una anticadena si
Ve,yc A(x#y—xLyhy L)

Observe que esta nocion de anticadena difiere con la nocién de anticadena
en érdenes parciales (3).

A.6 Observacién. Si T es un arbol, entonces para cada o € ht(7T') el con-
junto Lev,(T') es una anticadena.

DEMOSTRACION. Sean z,y € Lev,(T) tales que x # y. Como z e y estédn
en el mismo nivel existen isomorfismos de orden f, : 2 = ay f, : @ = ¥,
entonces existe un isomorfismo de orden, a saber, la composicion f : z — g.
Six <yoy<uz, fnoseria biyectiva. Por lo tanto x L y e y € x. ]

A.7 Definicion.
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1. Sea k > Ny. Un k-drbol de Suslin es un arbol T tal que |T| = r y toda
anticadena y toda cadena en T tienen cardinalidad menor que k.

2. Sea k un cardinal regular. Un k-drbol es un arbol T tal que ht(T) = K
y ademas
Va < k (|Lev,(T)| < k).

Cuando k = N; es costumbre decir arbol de Suslin en lugar de N;-arbol
de Suslin.

A.8 Lema. Sea x un cardinal regular. Si T" es un k-arbol de Suslin, entonces
T es un k-arbol.

DEMOSTRACION. Si Lev,(T) # 0, sea © € Lev,(T). Entonces Z es una
cadena de tamano k. As{ Lev,(T) = 0y ht(T) < k. Sea o < k; como Leuv, (T')
es una anticadena (Observacion A.6), entonces |Lev, (T)| < k. Como |T'| = k
y T = U{Lev,(T) : @« < Kk} (Observacién 3), por la regularidad de « se tiene
que ht(T) = k. O

A.9 Lema (Kénig). Si 7" es un Ry-drbol, entonces 7' tiene una cadena infi-
nita.

DEMOSTRACION. Construiremos dicha cadena infinita definiendo sus ele-
mentos recursivamente. En efecto: Sea zg € Levg(T) tal que {y € T : y >
zo}| = Wo, tal xq existe pues Levg(T') es finito y todo elemento de T es ma-
yor o igual que algin elemento de ese mismo nivel. Sea n € w. Supongamos
que hemos construido {zy : k¥ < n}, donde cada ), € Levy(T), para cada
i €{0,....k — 1} se cumple que xp11 > x5 y el conjunto {y € T : y > 1} es
infinito. Como ht(t) = Vg, entonces existe x, € Lev,(T) tal que xz,,_1 < z, y
el conjunto {y € T': y > x,,} es infinito. Por lo tanto el conjunto {z, : n € w}
es una cadena infinita. O

A.10 Corolario. No existen Ng-arboles de Suslin.

Dado que el Lema A.9 no hace referencia a anticadenas, éste implica algo
mas que la no existencia de Ng-arboles de Suslin.

A.11 Definicién. Sea k un cardinal regular. Un k-drbol de Aronszajn es un
r-arbol tal que toda cadena tiene cardinalidad menor que k. Si Kk = N; en
lugar de decir N;-arbol de Aronszajn diremos drbol de Aronszajn.
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Por el lema A.8, todo k-arbol de Suslin es un x-arbol de Aronszajn.
Por otro lado, la existencia de un Ny-arbol de Suslin es independiente de
ZFC, en cambio para los arboles de Aronszajn la situacion es diferente.

A.12 Teorema. Los arboles de Aronszajn existen en ZFC.

DEMOSTRACION. Sea T' = {s €<“' w : s es inyectiva}. Sean s € Ty
t €<t w tales que t < s, es decir, t C s, por tanto t es inyectiva y t € T. Por
lo tanto 7" es un sub-arbol de <“w.

Veamos que ht(T) = wy. Sea a < wy. Dado que hay una funcién inyectiva
s:a— wy ht(T) < ht(*“'w), por la Observacion A.4, ht(<“'w) = w;. Por
lo tanto ht(T') = wy.

Supongamos que en 7" hay una cadena C' no numerable. Por ser C' una
cadena, entonces UC' es una funcién inyectiva UC' : w; — w. Por lo tanto T'
no tiene cadenas no numerables.

Pareceria que el camino fue sencillo y estamos por terminar, pero no; pues
resulta que T' no es un wi-arbol. Pues para cada o < w; infinito, Lev, es no
numerable.

Para construir el arbol de Aronszajn prometido, consideremos la siguiente
relacion de equivalencia:

Sea a < wy. Si s, €Y w,

st [{E<a:s(€) AU < Ro.
Encontraremos una funcién s, tal que
1. 54 €% w y 84 es inyectiva,

2. Yo < B(sa ~ spl4): ¥
3. w\ ran(s,) es infinito.

Primero, sy es la funcién vacia. Sea s, tal que cumple (1), (2) y (3),
por (3) hay n € w\ ran(s,), ast definimos s,+1 = so U {{a,n)}. Sea v un
ordinal limite. Supongamos que para toda a < 7 existe una funcién s, que
cumple (1), (2) y (3). Sea (ay)new una sucesién estrictamente creciente de
ordinales que converge a 7, es decir, Vn,m € w(n < m — o, < Qp) ¥y
sup{a, : n € w} = . Sea ty = S,, € inductivamente definamos ¢, : o, —
w tal que es inyectiva, t, ~ Sq, ¥ tnyila, = tn- Sit = Upeulyn, entonces
t : v — w es una funcién inyectiva y t[n = s,, para cada n < v, entonces
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cumple (1) para a = v y (2) se cumple para o < = ~; para (3) definimos
Vn € w(sy(an) = tlagy)) AVE ¢ {a, : n € wi(sy(§) = t(&)), entonces
{t(agni1) 1 n € w} Cw\ ran(s,).

Si T% = Upew, {t € Lev,(T) : t ~ 54}, entonces por (2), T* es un sub-
arbol de T'; por (1) también cumple que para cada a < w; se tiene que
So € T, por lo tanto Levy(T*) # 0.

Sea o < wy. Veamos que Lev,(T*) = {t €* w : t ~ s,} es a lo més
numerable: Sea {t; : i € I} una enumeracién de Lev,(T*). Para cada i € I,
definimos A; = {n < a : t;(n) # sa(n)}. Si I no es numerable, como para cada
1€ 1, t; ~ s,, entonces existe J C I no numerable tal que para cualesquiera
k,l € J se cumple que A, = A;, pero t; ~ t;, es decir, hay una cantidad
no numerable de funciones con dominio a lo mas numerable que difieren en
una cantidad finita de elementos, lo cual contradice que |[a] <] < V. Por lo
tanto I es a lo mas numerable y |Lev, (T7)] < V.

Por lo tanto 7™ es un arbol de Aronszajn. m

Enseguida introducimos un tipo importante de arbol de Aronszajn, un
poco mas adelante veremos que el axioma de Martin implica que todo arbol
de Aronszajn es de esta clase.

A.13 Definicién. Un arbol de Aronszajn T es especial si existe una funcion
f:T — Q tal que para cualesquiera s,t € T si s < t, entonces f(s) < f(t).

A.14 Lema. Sea T un arbol de Aronszajn. Si A es una familia no numerable
de subconjuntos finitos ajenos por pares de T', entonces existen a,b € A tales
quesi s €ay s €0b, entonces sy s son incompatibles.

DEMOSTRACION. Supongamos que no existen tales conjuntos en A. Podemos
suponer que para algin n € w, todo elemento de a tiene cardinalidad n. Por
lo tanto cada elemento a € A podemos enumerarlo de la siguiente forma
a={a(0),...,a(n —1)}.

Sin = 1, entonces | J A es una cadena no numerable en 7. Sin > 1, sea F
un ultrafiltro uniforme en A (una prueba de la existencia de estos ultrafiltros
se puede encontrar en el Teorema 7.6 de [5]), es decir, todos sus elementos
tiene el mismo cardinal. Para cada k <ny s € T, sea

B(s, k) ={a € A: s es comparable con a(k)}.

Como cualesquiera a,b € A tienen elementos comparables, podemos re-
escribir a A = |J, . {B(s,k) : k < n}, pues si s € A, entonces existe k < n

sea
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de tal modo que s = a(k) y por lo tanto, s es comparable con a(k), es decir,
s € B(s,k). Como A € F y F es un ultrafiltro, entonces para cada a € A
existen s, € a 'y k, < n tales que B(s,, k,) € F. Por lo tanto hay kx < n tal
que E ={a € A:k, = kx} es no numerable.

Para cada d,e € F, sea

S(d,e) ={t €T :tes comparable con Sq Y Se}.

El conjunto {a(k*) : a € B(sq, kx) N B(se, kx)} C S(d,e). Como B(sg, kx) N
B(se, kx) € F y F es uniforme, {a(k*) : a € B(sq, k*x) N B(s, k*)} es no
numerable, lo que implica que S(d, e) tampoco es numerable.

Ahora observemos que

S(d,e) C {548} UsqUqU{t €T :{sq,5.} Ct}.

Como los primeros tres uniendos son a lo mas numerables, entonces hay al
menos una t € T Tal que {s., sq} C t. Asi s4 y S son comparables.
Por lo tanto {s. : e € E'} es una cadena no numerable en 7. O

A.15 Lema. Sea (T, <7) un arbol de Aronszajn y P={p: A - w: A€
[T]<®0 A (Vs,t € A(s <t — p(s) # p(t)))}, donde para cualesquiera p,q € P
definimos el orden p < ¢ si y s6lo si ¢ C p. Entonces P tiene la c.c.c..

DEMOSTRACION. Sea D C P no numerable. El conjunto {dom(p) : p € D}
es no numerable. Supongamos que {dom(p) : p € D} es numerable, entonces
existe £ C D tal que para cualesquiera p,q € F se cumple que dom(p) =
dom(q), pero |dom(p)|*® < Ry, hecho que contradice que E sea no numerable.
Por el Lema 1.5, hay C' C D no numerable tal que {dom(p) : p € C'} forma
un A-sistema. Asf hay u € [T]< fijo tal que para cada p,q € C distintos,
se tiene que dom(p) N dom(q) = u. Como u es finito y ran(p) C w, hay un
conjunto B C C' no numerable tal que para cada p,q € B(p|, = ql,). Los
elementos de B pueden no ser compatibles por pares; para solucionar esto,
tomemos A = {dom(p) \ u : p € B}. Por el Lema A.14, hay p,q € B tales
que si s € dom(p) \uy s € dom(q) \ u, entonces s, s’ son incomparables.
Entonces pUq € Py, p, ¢ son compatibles. Por tanto D no es una anticadena.

[

A.16 Teorema (MA(R,)). Todo arbol de Aronszajn es especial.
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DEMOSTRACION. Sea IP como en A.15, para cada t € T' definimos
Di={peP:tedom(p)}.

Seat € T'y p € P\ D;. Veamos que D; es denso. Tomemos n € w\ ran(p),
entonces p U {(¢t,n)} es una extensién de p en D;.

Si D ={D,:t e T} Entonces existe un filtro D-genérico G. Como G es
un filtro, la unién resulta ser una funcién ¢ = UG : T" — w. Demostremos
que, para cada n € w, g~ {n} es una anticadena en 7. Supongamos que no.
Entonces existen s,t € T tales que s < t, y existen n € w y p,q € P tales
que (s,n) € py (t,n) € q. Como G es filtro, existe r € G tal que r < p,q,
y r(t) = r(s) = n. Como s < t, entonces r ¢ P. Por lo tanto s y t son
incomparables.

Ahora definimos f con dominio 7" donde:

ft) = >

{n:3s(s<tAg(s)=n}

Dado que para toda n € w se tiene que g~'(n) es una anticadena en T,
f esta bien definida, f : T — Q. Sean s,t € T tales que s < t. Como
{n: Ju(u < sAg(u) = n} es un segmento inicial de {n : Ju(u < tAg(u) = n},
f(s) < f(2).

Por lo tanto T es especial. O

Volviendo a los arboles de Suslin, Jensen demostré que si V=L entonces
para todo cardinal Kk > N; que no es débilmente compacto existe un s-arbol
de Suslin; también demostré que la existencia de un N;-arbol de Suslin es
consistente con GHC (recordemos que V=L implica GHC).

Ahora vamos a introducir un tipo especial de arboles que nos ayudaran a
mejorar un arbol de Suslin. En la naturaleza siempre es bueno podar los arbo-
les, los de Suslin no son la excepcion; no solamente los podaremos, también
vamos a asegurar que tengan un sélo tronco.

A.17 Definicién. T es un k-arbol bien-podado si es un k-arbol tal que
|Levg| =1y

Ve e TVa < k (ht(x,T) < a — Fy € Lev,(T)(x < y)) (x)

A.18 Lema. Sea k un cardinal regular. Si 7" es un k-arbol, entonces 1" tiene
un k-sub-arbol bien podado.
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DEMOSTRACION. Sea T" ={z € T : |[{y € T : y > x}| = r}. Para verificar
que T" es, efectivamente, un sub-arbol de T', sean x € T" y z € T tales que
z < x,entonces |[{y € T :y > z}| = k.

Veamos que 7" cumple (*). Sean z € T" y a < & tales que ht(z,T) < .
Sea Y = {y € Lev,(T) : x < y}. Por como definimos a 7" y, por ser un
k-arbol, para cada § < k se tiene que |Levg(T")| < k. Entonces el conjunto
{z €T :z>azANht(z,T) > a} tiene cardinalidad k, y cada elemento de
este conjunto es mayor que algin elemento de Y. Como |Y| < k, entonces
hay y € Y tal que [{z € T': z > y}| = K, e y € T". De manera similar,
Levo(T") # 0, por lo tanto T" # {).

Para cada elemento « € Levy(T'), el conjunto {y € T" : y > z} resulta ser
un k-sub-arbol bien podado de T O

A.19 Teorema. MA(R;) implica que no existen Wj-arboles de Suslin.

DEMOSTRACION. Sea (T, <) un Rj-drbol sin anticadenas numerables. Sea
P = (T, >) el orden inverso de 7. Como T" no tiene anticadenas no numera-
bles, entonces P tiene la c.c.c.. Por el Lema A.18, podemos asumir que 7T es
bien podado. Para cada a@ < wy, el conjunto D, = {z € T : ht(z,T) > a}
resulta ser denso en P. Si D = {D,, : @ < w; }, entonces existe un filtro G que
es D-genérico en P. Como para todo a < wy el filtro intersecta a cada D,
entonces G es una cadena no numerarable. [

Finalizamos con el siguiente resultado debido a Kurepa (para ver una
prueba del teorema consultar [7, Capitulo 12]).

A.20 Teorema. Hay un drbol de Suslin (bien podado) si y sélo si hay una
linea de Suslin.
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Apéndice B

Algunos hechos de Topologia
General

En este apartado exponemos algunos resultados de Topologia General
utilizados en el trabajo.

Primeramente exponemos (en la primera seccién) el teorema de K. Morita
que establece que todo espacio regular Lindelof es paracompacto. También
exponemos un reciproco a este resultado que establece que todo espacio pa-
racompacto con la c.c.c. es un espacio Lindelof.

En la segunda seccion de este apéndice exponemos la demostracién del
Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery que permite concluir por otro
camino (Teorema 1.8) que el producto de espacios separables siempre tiene
la c.c.c.

B.1. Espacios paracompactos con la c.c.c

Recuerde que un espacio topolégico X es Lindelof si de toda cubierta
abierta U se puede extraer una subcubierta numerable V. Recuerde también
que una coleccion V de subconjuntos abiertos de un espacio topolégico X es
un refinamiento abierto localmente finito de la cubierta abierta U/ si para cada
V €V existe un elemento U € U tal que V C U, y ademas, para cada z € X
existe una vecindad abierta W de z tal que {V € V: W NV # 0} < Xy. Un
espacio regular X es paracompacto si de toda cubierta abierta U se puede
extraer un refinamiento abierto V' localmente finito.

Como hemos mencionado, la condiciéon de cadena contable permite de-
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mostrar un reciproco al siguiente resultado clasico en la teoria de espacios
paracompactos.

B.1 Teorema (K. Morita). Todo espacio Lindeldf regular es paracompacto.

Remitimos al lector a [2] para ver una prueba del Teorema de K. Morita.

Es importante senialar que en general el reciproco a este resultado de K.
Morita no es cierto: para convercerse de ello considere al espacio discreto
D(c¢) de cardinalidad ¢, resulta que D(c) es un espacio paracompacto que no
es Lindelof.

B.2 Proposicion. Si X es un espacio paracompacto con la c.c.c., entonces
X es Lindelof.

DEMOSTRACION. Sea U una cubierta abierta de X. Dado que X es para-
compacto, podemos elegir un refinamiento abierto localmente finito V de U.
Bastara demostrar que )V es a lo mas numerable.

Sea € la familia de todas las subcolecciones ajenas G de subconjuntos
abiertos no vacios de X tales que:

VGeG: {VeV: VNG #0D} <R

Observe que € # (). En efecto: sean 1,7, € X distintos (evidentemente
podemos suponer que | X| > 2). Dado que X es T5, existen abiertos no vacios,
y ajenos, U y V tales que x; € U y x5 € V. Sean W, vecindades abiertas
de x; (para i = 1,2) tales que: {V € V: VNW,; # (] < Ry. Entonces G =
{WiNU, WoNnV'} € €. Consideremos ahora al conjunto parcialmente ordenado
(€, C). No es dificil mostrar que toda cadena en (€, C) tiene una cota superior
en (€, C). Por el lema de Zorn, podemos elegir un elemento maximal F en
(€, C). Dado que X tiene la c.c.c., la cardinalidad de F no puede exceder
a Nyg. Sea F = {Hy, Hs,...,H,,...} una enumeracién para F. Para cada
neN,seaV, ={W eV:WnH,#0}. Entonces V = J, oy Vi- En efecto,
sea W € V cualquiera. Si W & (J,,c Vi, entonces W C X \ |, ey Hn- Dado
que W # (), podemos elegir x; € W. Sea V un abierto que contiene a x
y tal que [{A €V : ANV # 0} < Ro. Entonces la familia F U {V N W}
es un elemento de (€, C) que contiene propiamente a F, lo cual contradice
la maximalidad de F. Por lo tanto, V = J,,c V»- De donde, V es a lo més
numerable. O

Tenemos el siguiente resultado como un corolario. Para su demostracion
es suficiente recordar que todo espacio separable tiene la c.c.c.
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B.3 Corolario. Todo espacio paracompacto separable es Lindelof.

B.2. Teorema de Hewitt-Marczewski-Pondic-
zZery

Sea k un nimero cardinal arbitrario. Consideremos el producto topoldogico
D(2)" de k copias del espacio discreto de cardinalidad dos. Dado que el
producto topoldgico de un nimero finito de espacios discretos es un espacio
discreto, cuando k es un numero cardinal finito, el peso, la densidad y la
celularidad de D(2)" son iguales al cardinal del espacio D(2)".

El cuestionamiento natural a lo anterior es qué sucede en el caso en que k
es un numero cardinal infinito. Con el propdsito de esclarecer esto, recorde-
mos que un elemento tipico de la base B canénica para D(2)" es un conjunto
de la forma

Wi(as,...,anU,....U,) ={f: s = {0,1} : f(a;) € Uj; paraj=1,...n}

donde n € N, a; € K y U; € D(2) es un abierto propio no vacio, para cada
j =1,...,n. Observe que B = {0,1} es una base para D(2) y, por ende,
basta con hacer variar U; en B. Con esto en mente, no es dificil demostrar
que |B| < k. Asi, w(D(2)") < k.

Antes de enunciar la siguiente proposicion, es importante introducir al-
gunas funciones cardinales topoldgicas. Dados un espacio topoldgico X no
vacio y x € X definimos los siguientes cardinales:

= El peso de X:
w(X) = min{|B| : B es una base para X} + N,.
» El cardcter de x en X:
X(z, X) = min{|B(z)| : B(z) es una base local de x en X} + Ry.

n El cardcter de X:
sup{x(z,X) : v € X}.

= El pseudocardcter de x en X:

Y(z, X) = min{|B| : B] es una familia de abiertos con ﬂB = {z}}.
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» El pseudocardcter de X:
sup{(z, X))z € X}.

Es facil notar que dado un espacio topodgico X, los cardinales definidos
cumplen la siguiente desigualdad:

P(X) < x(X) < w(X).

B.4 Proposicién. Si k > N,
w(D(2)") = x(D(2)7) = $(D(2)") = &

DEMOSTRACION. Bastard demostrar que (0,D(2)") > «, donde 0 : K —
{0,1} es la funcién constante 0. Sea A una familia de abiertos basicos que
contiene a 0 en D(2)" tal que |A| < k. Sin pérdida de generalidad se puede
suponer que los elementos de A son vecindades canénicas de 0 en D(2)".
Ahora, para cada W = W(0; ay, ..., a,; Uy, ..., U,) (esta notacién indica que
0cW)en A, sea K(W) = {ay,...,a,}. Sea K = (Jy;c4 K(W). Entonces
K C ky |K| < k. De donde, £\ K # 0. Sea Xk : £ — {0,1} la funcién
caracterfstica de x\ K. Entonces x,nx € (A Y Xw\x 7# 0. Entonces (A # 0.
Por lo tanto, (0, D(2)") > k, lo que implica que (D (2)*) > k. O

B.5 Lema. Sea k > N;. Si A es un conjunto de cardinalidad 2", entonces
existe una topologia Hausdorff en A cuyo peso es menor o igual a x

DEMOSTRACION. Sea D(2)" el producto topoldgico de x copias del espacio
discreto de cardinalidad 2. Por lo anterior, existe B base de D(2)" cuya
cardinalidad es exactamente k. Dado que |A| = 2%, existe f : A — D(2)"
funcién biyectiva. La familia

T={f'(U):Ue€B}
es base de una topologia Hausdorff para A cuyo peso es menor o igual a s

]

B.6 Proposicién. Si 7 > Ry, D(7) es el espacio discreto de cardinalidad 7
y T es un conjunto de cardinalidad 27, entonces d(D(7)") < 7

DEMOSTRACION. Por el lema anterior, podemos considerar en T una topo-
logia Hausdorff 7 cuyo peso es menor o igual a 7. Asi, podemos fijar una
base B para T cuya cardinalidad no excede a 7. Sea

F={U,....U} € B U;nU; =0, parai# j}.
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Considere ahora al conjunto

D={feD(r)":3{U,...,U,} € Ftal que f

v ANflr\wr v;son constantes}
Claramente, D C D(7)T y |D| < 7. Atin més, el conjunto D es un subcon-
junto denso de D(7)T. Efectivamente, sea

vv-::LVKtb---7tn;{y1}>"'7{yn})

un abierto canénico del producto topolégico D(7)T (donde y; € D(7) v t; €
T, para cada i = 1,...,n). Podemos suponer que t; # t;, para i # j. Por la
eleccién de la base B, existen Uy, ..., U, € B tales que t; € U; y U; NU; =)
(sii # j). Consideremos ahora la funcién ¢ : 7' — D(7) dada por lo siguiente:

yp siteUparai=1,...,n
g(t) = . .
U1 sit e T\Ui:1Ui

Entonces, ¢ € DN W. De lo cual, D es denso en D(7)T. Por lo tanto,
d(D(r)") <Dl <7 0

B.7 Teorema (Hewitt-Marczewski-Pondiczery). Sea 7 > Ry, y sea { X, }acr
una coleccién no vacia de espacios topoldgicos no vacios. Si d(X,) < 7 para
cada a € I y |I| < 27, entonces d(IlperXa) < 7

DEMOSTRACION. Sea, para cada o € I, D, € X, un subespacio denso tal
que | D, | < 7. Claramente ] .; Do € [],c; Xa es un subespacio denso; de lo
cual, d([],e; Xa) < d(I],c; Da)- Asi, basta demostrar que d([[,c; Do) < 7.

Ahora, dado que para cada a € [ la cardinalidad de cada D, no excede
a 7, existen funciones sobreyectivas

fo: D(1) = D,

Claramente, cada funcién f, es una funcién continua. De donde, la funcion

producto
Hfa :D(T) — HDQ
acl acl
es continua y sobreyectiva.
Debido a que la densidad no se incrementa bajo imagenes continuas, bas-
tard demostrar que d(D(7)") < 7. Pero nétese que si |I| = ~, entonces D(7)!
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es homeomorfo al producto D(7)?; ademds, note que este ultimo espacio es
imagen continua del producto D(7)* ( la funcién 7 : D(7)?" — D(7)? da-
da por 7(f)(B) = f(B) (f € D(7)*" y B < 7), es una funcién continua y
sobreyectiva.) Asi, por el lema anterior, d(D(7)!) < d(D(1)¥) < 7. O

B.8 Corolario. Si {X, : @ € A} es una familia de espacios topoldgicos tales
que d(X,) < k, para cada o € A, entonces c([[{X,:a € A}) < k.

DEMOSTRACION. Sea X = [[{X.:«a € A}. Supongamos que existe una
familia celular 20 en X cuya cardinalidad excede a . Entonces podemos
elegir una familia

‘II:{VA:)\</<;+}

de abiertos no vacios ajenos dos a dos en X. Claramente, podemos suponer
que los elementos de la familia 2 son abiertos béasicos candénicos de X.

Si A<kt y Vi =Tl,eaU2 donde cada U C X;, entonces el soporte
de Vy es el conjunto K(Vy) = {a € A : U} # X;}. Sea B = Uy .+ K(V}).
Claramente, |B| < 2". Entonces si Y = [],.p Xa, por el Teorema de Hewitt-
Marczewski-Pondiczery, d(Y) < k. Perosi Vi = mg(Vy) es la proyeccién de Vy
en Y, es decir, g : [[{Xa : @ € A} = [[,cp Xa definida por mp(x) = x|,
entonces la familia

W={Vi:A<rt}

es una familia celular en Y cuya cardinalidad excede a k. Pero esto es una
contradiccion, ya que la celularidad de un espacio esta siempre dominada por
la densidad del mismo. Por lo tanto, ¢(X) < k. O

B.9 Corolario. El producto de espacios separables tiene la c.c.c. En parti-
cular, los productos del tipo R¥ y D(2)* tienen la c.c.c.
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