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Introduccion.

La presente tesis de Licenciatura se compone de 6 capitulos, en los cuales bus-
caremos estudiar la relacion que existe entre el Algebra Lineal y la Teoria de
Graficas, codificando las graficas y las graficas dirigidas mediante las matrices
de adyacencia e incidencia respectivamente. Usando herramientas y técnicas del
Algebra Lineal revisaremos resultados referentes a las gréaficas, analizando sus
propiedades en términos de propiedades algebraicas como por ejemplo los valores
y vectores propios de las matrices o buscando el ntimero de &rboles generadores
de una grafica calculando determinantes.

Deseamos proporcionar al lector, un panorama general acerca de la conexién que
existe entre estas dos areas de la matemadtica, presentando las demostraciones
de manera detallada, incluyendo ejemplos y motivando con ellos los resultados a
tratar.

El Capitulo 1, El lenguaje de las graficas, y el Capitulo 2, Apuntes de Algebra Li-
neal, nos proporcionaran de definiciones basicas y resultados que seran empleados
a lo largo de este trabajo. Las demostraciones de aquellos resultados de Algebra
Lineal que se ensenan en los cursos basicos de la carrera de matematicas se omi-
ten, pero se muestra la referencia para el lector que esté interesado en revisarlos
pueda hacerlo.

La intencion de estos primeros dos capitulos es que el trabajo sea en medida de
lo posible autocontenido, pero para no alargar de manera innecesaria el texto y
no perder de vista el objetivo final, se enuncian solamente los resultados que se
utilizaran en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3, El espectro de una grafica, estableceremos la relacién entre una
grafica y un objeto algebraico, pues codificaremos la grafica mediante una matriz
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cuadrada llamada matriz de adyacencia. El desarrollo del polinomio caracteristico
nos brindard datos de la grafica en cuestién.

Dentro del Capitulo 4, Graficas regulares, seguiremos trabajando con la matriz
de adyacencia pero de un tipo especial de graficas, llamadas regulares. También
dotaremos de la cualidad de ser matriz circulante a la matriz con la que hemos ve-
nido trabajando. Los valores propios de las matrices circulantes pueden obtenerse
a partir de las raices n — éstmas de la unidad y del primer renglén de su matriz
de adyacencia; esto nos permitird conocer el espectro de la grafica. Estudiaremos
ademas la relacion entre los polinomios caracteristicos de una grafica y la gréfica
de lineas derivada de ella.

En el Capitulo 5, Ciclos y cortes, introduciremos una nueva matriz que codifica
los elementos que definen una gréfica orientada, los vértices y las aristas, ademas
de tomar en cuenta la orientacion, esta matriz se conocera como la matriz de inci-
dencia. De la relacién entre las matrices de adyacencia e incidencia, contruiremos
la matriz Laplaciana.

Finalmente, en el Capitulo 6, Arboles generadores y estructuras asociadas, con
toda la informacién que hemos estado manejando, podremos saber el ntimero
de arboles generadores de una grafica mediante las matrices y las operaciones
algebraicas que podemos hacer con ellas.




Capitulo 1

El lenguaje de las graficas.

El estudio que hacemos aqui de conceptos elementales de la Teoria de Graficas,
es extremadamente til para poder desarrollar los siguientes capitulos.

1.1. Definiciones basicas.

Definicién 1.1. Geométricamente una grdfica es un conjunto de puntos (vérti-
ces) en el espacio, que son conectados por medio de lineas (aristas). Para una
grafica G = (V, E), denotamos al conjunto de vértices por V = {vy,vq,..., 05} ¥
al congunto de aristas por E = {eq, e, ..., en}, los elementos de E son subconjun-
tos de V' de dos elementos, asi si los extremos de una arista ey, son los vértices v; y
v escribimos e, = {v;,v;}. Porlo que G = (V,E) = ({vi,v2,...,vn}, {e1, €2, ..., em}).

Observaciones 1.2. Nosotros trabajaremos con grdficas simples, es decir, no
hay lazos (e = {v;,v;}), ni aristas maltiples, esto es, no puede existir mas de
una arista de v; a vj.

Definicién 1.3. El orden de una grifica G es el nimero de vértices, el tamano
es el numero de aristas. Las grificas pueden ser finitas o infinitas de acuerdo a
su orden. Por definicion una grdfica siempre tiene vértices, aunque su conjunto
de aristas puede ser vacio. Una grifica de orden 1 es llamada trivial.

Observaciones 1.4. Todo nuestro estudio se hard en grdficas finitas.



CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

Definicién 1.5. Si e, = {v;,v;} € E(G), entonces v; y v; son vértices ad-
yacentes en G. En este caso los vértices v; y v; son incidentes en la arista
ex = {vi,v;} y viceversa. Dos aristas e; # e; son adyacentes, si tienen un vértice

en comun.

Definicién 1.6. Llamaremos grado de un vértice v, al nimero de vértices
adyacentes a él y lo denotaremos por 6(v). Un vértice de grado 0 se llama aislado.

Definicién 1.7. Si en una grdfica el grado de todos los vértices es el mismo,
d(v) =k Yv € V, decimos que es una grifica k-regular o regular de grado k.

Definiciéon 1.8. Si para cada par de vértices distintos de G estd definida una
arista, entonces G es completa. La grdfica completa de n vértices se denota por
K,.

Figura 1.1: Grafica T

Ejemplo 1.9. Para la grdfica de la figura 1.1, sus conjuntos de vértices y de
aristas son los siguientes:

V(T) = {'Ul,'UQ,'Ug,U4,U5,U6,U7,'U8,'U9}, E(T) = {6176276?” €4, €5, €6, €7, €3, €9, 610}'
El orden es 9. El grado de sus vértices es: §(ve) = 1, d(v1) = 0(vg) = d(vg) =
d(v7) = d(vg) =2 y 0(vs) = d(vg) = 6(v5) = 3.

Ejemplo 1.10. La grdfica K; que se muestra en la figura 1.2 es completa y
6 — regular, mientras que la grdafica de Petersen (fig.1.3) no es completa y es
3 —regular.
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&

Figura 1.2: Grafica K5

Figura 1.3: Grafica de Petersen




CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

En ocasiones se construyen nuevas graficas a partir de otras. Un ejemplo impor-
tante, que nos sera util mas adelante, es el de la gréafica de lineas:

Definicién 1.11. La grdfica de lineas L(G) de una grifica G = (V, E), tiene
a E como conjunto de vértices y dos vértices e;,e; € E son adyacentes en L(G)
st y solo si dichas aristas son adyacentes en G.

Ejemplo 1.12. La grdfica de lineas que corresponde a la grdfica de Petersen, se
muestra en la figura 1.4.

Figura 1.4: Grafica de lineas de la grafica de Petersen

Aunque en general trabajamos con graficas, es posible orientar las aristas para
dar lugar a graficas orientadas o digraficas:

Definicién 1.13. Al asignar una direccion a cada arista de la grdfica, en el
diagrama de la grdfica, cada arista es representada por una flecha. Una grifica
de este tipo se conoce como grdfica orientada. Sie = (v;,v;) es una arista de la
grafica orientada, entonces el orden de v;,v; es importante. La arista direccionada
(vi,vj) es incidente desde v; (extremo inicial) hasta v; (extremo final).

Observaciones 1.14. En este trabajo, solo daremos una direccion a la arista.

Ejemplo 1.15. Para ilustrarlo, en las figuras 1.5 y 1.6 mostramos una orienta-
cion de la grdfica de orden 7 y de la grdfica de Petersen.
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Figura 1.5: Grafica de orden 7 orientada

Figura 1.6: Grafica de Petersen orientada




CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

1.2. Conexidad.

Definicién 1.16. Sean G una grdfica y vo,v; € V(G). Un vov; camino en
G es una secuencia alternada de vértices y aristas de G, comenzando con vy y
terminando con v;, P = (vo, e1,v1, €9, ...,€e,1;), donde e; = {v;_1,v;}, 0 < i <1,
e; tiene como extremos al vértice inmediato anterior, v;_1, y al que le sigue, v;.
Si existe un vov; camino en G diremos que vy y v; estdn conectados en G.

Observaciones 1.17. Dado que no hay aristas multiples, solo es necesario in-
dicar la lista de vértices en el camino.

Observaciones 1.18. La relacion estar conectado es una relacion de equivalen-
cia.

Observaciones 1.19. En un camino se pueden repetir tanto vértices como aris-
tas.

Definiciéon 1.20. Un camino en el que cada vértice aparece solo una vez, se llama
trayectoria.

Definicién 1.21. Sea C; = (vg, v1,...,1) un camino. Si vy = v, y los vértices
v, 0 <1 <, son todos diferentes entre si y de vy entonces C; es un ciclo, donde
[ es su numero de aristas (o vértices), [ > 3.

Definicién 1.22. El niumero de aristas contenidas en un camino o ciclo, es su
longitud, si alguna arista se repite, se cuenta nuevamente.

En la grafica de Petersen (fig 1.3) mostramos un camino de v; a v3 de longitud 5,
siendo este (vq, vs, vg, U7, V4, v3), un camino de longitud 3 de v, a vy es (vq, vg, V1, V2)
y un C6 ciclo es (Ul, V10, Vs, U7, U4, Us, Ul).

Definicién 1.23. La distancia entre dos vértices, denotada por 0(v;,v;), es la
menor longitud de todos los caminos que hay entre ellos, es decir,

O(v;,v;) = min{|P| : P es un v;v; camino}.

Definicién 1.24. El didmetro de una grifica G es la mdzima distancia entre
cualesquiera dos de sus vértices, es decir,

diametro(G) = maz{0(v;, v;)|v;,v; € V(G)}.

10



1.2. CONEXIDAD.

Figura 1.7: Grafica de orden 7

Ejemplo 1.25. Las distancias entre los vértices de la grdfica de la figura 1.7,
son las siguientes:

a(’Ul,’Ug) =1
a(’Ul,’Ug) =1 8(2}2’2}3) 2 6(1)3,’[)4) =1
. 8(212,214) =1 . 8(214,215) .
6(1)1,’[)4) =2 N 6(1)3,’[)5) =1 . 6(1)5,’[)6) = .
~ O(vg,v5) =1 - O(v4,v6) . O(ve,vr) =1
O(v1,v5) =2 _, Ovs,v6) =1 d(vs,v7) =
- 8(?)2,?}6) =2 - 8(?)4,?}7)
8(1)1,1)6) =1 8(?) v ) -1 8(1)3,1)7) =2
v, v7) =1 27

El didmetro de dicha grdfica es 2. Haciendo un andlisis similar en la grdfica de
la figura 1.1, obtenemos que el didmetro es 5, que corresponde a la distancia entre
los vértices vy y vg 0 bien entre los vértices vy y vy.

Definicién 1.26. Una grdfica no vacia es conexa si todo par de vértices u y
v, estdn conectados por un camino. Por definicion, cada vértice estd conectado
CONSLGo Mismo.

Todas las graficas que hemos utilizado hasta ahora para ejemplicar las definicio-
nes, son conexas.

Definicién 1.27. Decimos que G' = (V', E') es una subgrdfica de G = (V, E)
siV'CV y E'CE. En este caso escribiremos G' C G.

Observaciones 1.28. La relacion dada por C en el conjunto de subgrdficas de
una grdfica G es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Definicién 1.29. Las subgrdficas conexas mazimales de G, son llamadas com-
ponentes conexas de G o simplemente componentes de G.

11



CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

Observaciones 1.30. Dado un vértice en la grdfica, si éste no estd conectado
con ningun otro, es por si mismo una componente conexa mazximal. Si es ad-
yacente a algun vértice, consideramos la subgrdfica conexa formada por los dos
vértices y la arista. Si dichos vértices no son adyacentes a ningin otro, ésta es
una componente conexa maximal. Continuando de esta forma, debido a que las
graficas que trabajamos tienen una cantidad finita de vértices y aristas, se justifica
la existencia de una componente maximal conezxa.

Ejemplo 1.31. La figura 1.9 nos muestra una subgrdifica obtenida de la grdfica
mostrada en la figura 1.8.

Figura 1.8: Grafica G.

(9
Figura 1.9: Subgréfica de G.

Definicién 1.32. Sea G' C G, si G' contiene todas las aristas de G que unen
dos vértices en V', entonces G' es una subgrdfica inducida o generada por
V' y se denotard por (V'). También podemos generar una grdfica al tomar un
subconjunto E de aristas y los vértices que son incidentes en ellas, dicha grdfica
se denotard por (E').

Ejemplo 1.33. En las figuras 1.10 y 1.11 ilustramos la definicion anterior.

12



1.2. CONEXIDAD.

Figura 1.10: Subgrafica inducida por el conjunto de vértices {vy, vq, v3, vy, v6} de
la grafica G.

Figura 1.11: Subgrafica inducida por las aristas {vs,v4}, {vs, vs}, {vs, v} de la
grafica G.

Definicién 1.34. Sean G=(V,E) y G' C G. Si V' =V, entonces G' es llamada
una subgrdfica generadora de G.

Ejemplo 1.35. En la figura 1.12 se muestra una subgrdfica generadora de la
grdfica dada en la figura 1.8.

Figura 1.12: Subgréfica generadora de G.

13



CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

Figura 1.14: Arbol generador de la grafica de Petersen, figura 1.3

Definicién 1.36. Un drbol es una grdfica conexa que no contiene ciclos, al cual
denotaremos generalmente por T. Un bosque es una grdafica cuyas componentes
conexas son drboles.

Ejemplo 1.37. Las grdficas de las figuras 1.13 y 1.14, son ejemplos de drboles
generadores.

Definicién 1.38. Sean G una grdfica conexa y e una arista de G, entonces G\e
es una subgrdfica de G que tiene el mismo conjunto de vértices de G y tiene todas
las aristas de G excepto e. Una arista e en una grdfica conera G es llamada
una arista de corte o un puente, si al remover e de G la grafica se vuelve
disconexa. Mds ain, si e es un puente de G, entonces G\e tiene exactamente dos
componentes.

14



1.2. CONEXIDAD.

Ejemplos de aristas de corte, los encontramos en la figura 1.1, siendo éstas
€5, €6, C7-

Notacién. Si dos vértices v;, v; no son adyacentes en G, la grafica obtenida al
agregar la arista, e = {v;,v,}, se denotara por G+e.

Lema 1.39. Sea G una grdfica conexa. Una arista e € G es un puente de G si
y solo si e no pertenece a ningun ciclo de G.

DEMOSTRACION: =) Veamos que si e pertenece a algin ciclo, entonces e no

es puente. Supongamos que e = {u,v} y que e pertenece a un ciclo, diga-
mos C' = (u,v,wy,...,wy,u). La grafica G\e contiene al camino uwv, a saber
(U, Wiy, - . ., w1, v), de modo que u estd conectado con v en G\e.

Sean u; y vy cualesquiera dos vértices de G'\e; mostraremos que estan conectados

en G\e.

Puesto que G es conexa hay un camino en G de u; a vy. Si e ¢ P, entonces P es
también camino en G\e y u; esta conectado con v, en G\e.

Supongamos ahora que e € P. Entonces el P camino puede ser expresado como
(uy,...,u,v,...,v1) 0 (ug,...,v,u,...,v1). En el primer caso, u; estd conectado
con u y v estd conectado con v; en G\e. Ademas u esta conectado con v en G\e
y como estar conectado es una relacién de equivalencia en V(G\e), tenemos que
uy estd conectado con v; en G\e. El segundo caso es andlogo.

Por lo tanto, si e pertenece al ciclo, entonces G'\e es conexa y e no es puente.

<) Veamos ahora que si e no es puente, entonces e pertenece a algin ciclo de G.
Supongamos que e = {u,v} no es un puente. Entonces G\e es conexa y de este
modo hay una trayectoria de u a v en G\e. Asi, P junto con e produce un ciclo
en (G que contiene a e.

U

15



CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

Lema 1.40. Sea T un drbol con n vértices, entonces:

1. Cualesquiera dos vértices de T son conectados por unicamente una trayec-
toria.

2. Para cualquier arista g, tal que, g ¢ T, pero que conecte dos vértices de
T, la grifica T+g contiene exactamente un ciclo, el cual denotaremos por

cyc(T, g).
3. T tiene (n-1) aristas.

4. Un bosque de orden n con ¢ componentes tiene n-c aristas.

DEMOSTRACION:

1. T es conexo, entonces existe al menos una trayectoria entre cualesquiera
dos vértices u y v. Supongamos por reduccion al absurdo que existe més de
una trayectoria entre los vértices u y v. Sean P; = (u = uq, U, ..., Uy = V)

= v) dos de dichas trayectorias. Como P, # Py

como secuencia, ya que las trayectorias pueden tener el mismo conjunto de

y Py = (u=uj,ub, ... ul
vértices, existe al menos un vértice que no pertenece a ambas trayectorias.
Sea w el primer vértice que pertenece a ambas trayectorias pero su sucesor
en P; es distinto a su sucesor en P,. Sea w’ el siguiente vértice que pertenece
a ambas trayectorias. Entonces la seccién de P; desde w hasta w’ junto con
la seccién de P, desde w hasta w’ forman un ciclo en 7', lo que contradice
el que T" sea un arbol. Por lo tanto existe un tnico camino de u a v.

2. Sea g = {u,v}. Por el inciso anterior tenemos que hay un tnico camino P
de u hasta v dentro de 7T'. La adicién de g crea exactamente un ciclo P+ g.
3. Por induccién sobre el nimero de vértices n en 7.
Sin =102, entonces en T no hay aristas o hay una arista respectivamente.
Asumimos que el enunciado es cierto para arboles con menos de n vértices.

Sean T un arbol con n vértices, con n > 2, y e una arista de T'. Formemos
T\e, ésta es disconexa por el lema 1.39.

Tenemos dos componentes: 77 y T5 que a su vez son arboles. Supongamos
que T} tiene ny vértices y ¢, aristas, 15 tiene ny vértices y ¢ aristas, ny <n
y no < n. Entonces por la hipdtesis de induccién, ¢ =n; — 1, o = ny — 1.
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1.2. CONEXIDAD.

Regresando a T: n = ny + ne, ¢ = q1 + ¢2 + 1. Sustituyendo:

= +@+l=n—-1+n—-1+1l=n+n—-1=n-1

4. Sean Ti,...,T,. las componentes del bosque, n; el orden de cada T;. Por el
inciso anterior tenemos |E(T;)| = n; — 1 para toda i, asi

B(G) = 3 IB@) =Y~ 1) = (Yom) —e=n—c

i=1

O

Ejemplo 1.41. En la figura 1.14, si e = {vg,v19}, tenemos el siguiente ciclo:

C?/C(T, 6) = (67, €3, €8, €14, €9, €5, €10, €11, 6,67)-

Definicién 1.42. Sean G una grdfica conexa y {Vi,Va} una particion del con-
gunto V(G), es decir, ViUVy = V(G), ViNVa =0 y Vi, Vo # 0. Sea H el conjunto
de todas las aristas que tienen un extremo en Vi y otro en V. Si H # () decimos
que H es un conjunto de corte.

Observaciones 1.43. G\ H es disconexa. Ademds si u y v estdn conectados en
G\ H, no pueden estar en elementos distintos de la particion. La razdn es que si
P es un uv camino en G\H, u € V} y v € Vy, consideremos w el primer vértice
en P con w € Vs, z el vértice anterior. Entonces zw € H pues z € Vi yw € Vs,
lo cual es una contradiccion, porque esa arista ya fue removida.

Ejemplo 1.44. Mostremos algunos conjuntos de corte en la grdfica de la figu-
ra 1.1: Hy = {es}, donde Vi = {v1,v9,v3,08} y Vo = {wg, vy, 05,06, 07}, Hy =
{es}, con Vi = {wg} y Vo = {wvy,v9,v3,v4, 05,06, 07,08} Su respectiva particion
de vértices, Hy = {e;}, donde Vi = {v1,v9,v3,04,08,09} y Vo = {vs,vs,v7},

H4 - {617647667 €7, €9, 610}) con ‘/1 == {U27U37U47U6} Yy ‘/2 == {U17U57U77U87U9}'

Lema 1.45. Sea T un darbol generador en una grifica conexa G. Entonces para
cada arista h de G que pertenezca a T, hay un unico corte en G que contiene a
h y a aristas que no estan en T, a dicho corte lo denotaremos por cut(T,h).

DEMOSTRACION: Sean h € T'y u y v sus extremos. Dado que T\ h tiene dos com-
ponentes conexas y 1" es un arbol generador, consideramos la siguiente particién
de los vértices de T

Vi = {vi|v; estd en la misma componente que u en T\h},
Vo = {v;|v; estd en la misma componente que v en T\h}.
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CAPITULO 1. EL LENGUAJE DE LAS GRAFICAS.

Sea H el conjunto de corte formado por la coleccién de aristas con un extremo en
V1 y otro en V5. Por la definicién del conjunto de corte H, éste consta tinicamente
de h € T y aristas de G cuyos extremos, uno pertenece a Vj y otro a V5 y por lo
tanto no estan en 7'.

Ademés observemos que cualquier corte H de G formado por h y por aristas que
no pertenecen a T induce esta misma particién de V(G) ya que al remover H de
G, dado que h es la tnica arista del arbol generador T' que se elimina, la gréafica
obtenida tiene exactamente dos componentes conexas. El corte es entonces tinico

ya que consiste de las aristas con un vértice en V; y otro en V5.
U

Ejemplo 1.46. Considerando el drbol generador de la grifica de Petersen, ver
la figura 1.3, que se presenta en la figura 1.14 tenemos el siguiente conjunto de
corte: cut(T, e14) = (ea, €12, €14, €4).
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Capitulo 2

Apuntes de Algebra Lineal.

2.1. Matrices.

En esta seccién estudiaremos las matrices y ciertas operaciones algebraicas defi-
nidas sobre ellas.

A menos que se diga lo contrario, todas las entradas de las matrices pertenecen
al campo K, donde K = R o K = C. Los elementos de K se llaman escalares.

Sea
@11 a2 ... Qg
agy Qo2 ... QA3
A= ‘.
Ap1 Ap2 ... Qpg

denotaremos por M,.,(K) el conjunto de todas las matrices de tamafnio p X g
con elementos en K, en donde p es el nimero de renglones representados por
Ay, A, ... A, y q el nimero de columnas, escritas como A', A% ... A% En el
caso en que p = ¢, se dice que una matriz A € M,,,(K) es cuadrada.

En algunas ocasiones convendra designar al elemento del @ — ésimo renglén y la
J — éstma columna de la matriz A por a;; y otras como A;;.

Definicién 2.1. La transpuesta de una matriz A , representada por AT, es
la matriz que se obtiene de A, cambiando el papel de las filas y las columnas, es
decir, (AT);; = Aji. Si A es una matriz p X q, entonces AT es una matriz q X p.
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

Definicién 2.2. Una matriz cuadrada A es simétrica si A = AT,

Definicién 2.3. Sea A una matriz cuadrada. Si existe una matriz B del mismo
tamano tal que AB = BA = I, entonces se dice que A es invertible (o no
singular) y B es llamada una inversa de A. En caso contrario, A es llamada
singular.

Observaciones 2.4. Si A tiene inversa, ésta es tnica y se denota por A~

Definicién 2.5. Una matriz A de tamano nxn es llamada matriz diagonal si
el elemento a;; = 0 cuando i # j, esto es, todos los elementos fuera de la diagonal
principal son cero.

Definicién 2.6. Se dice que una matriz cuadrada A es diagonalizable si existe
una matriz invertible P tal que P~YAP es una matriz diagonal; se dice que la
matriz P diagonaliza a A.

Teorema 2.7. Si A es una matriz simétrica real entonces, A es diagonalizable.

DEMOSTRACION: Ver [11]
U

Definicién 2.8. Sea A € M,,,(C). Definimos la matriz conjugada trans-

puesta de A como la matriz A* de tamanio q x p tal que (Aj;) = Aj; para toda
i,J. (La barra denota el conjugado complejo.)

Definicién 2.9. Sea V un espacio vectorial sobre los niumeros complejos. Un
producto interno (, ) sobre V es una regla que a cualquier pareja de elemen-
tos x, yde V le asocia un nimero complejo denotado por (X,y), y satisface las
siguientes propiedades:

1. (x,y) = (y,x) para todo x,y € V.

2. Six,y,w son elementos de V, entonces
(x,y +w)=xy)+ xw).
3. Sia € C, entonces

(ax,y) = a(x,y) ¥y (x,ay) = a(x,y).
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2.1. MATRICES.

Teorema 2.10. Sean V un espacio con producto interno {,) y A € My, (K),
entonces (x, Ay) = (A*x,y) para todo x,y € V.

DEMOSTRACION: Ver [07]
U

Definicién 2.11. Sean V un espacio con producto interno (,) y x,y € V.
Decimos que x es ortogonal a'y si (x,y) =0 y lo denotamos por x L y. Dado
U un subespacio de V, el subespacio ortogonal a Ues {x € V|x Ly, Vy e U}
y se denota por U+.

Definicion 2.12. 5i S es un conjunto de vectores de V, se dice que S es un
conjunto ortogonal siempre que todos los pares de vectores distintos de S sean
ortogonales. Un congunto ortonormal es un conjunto ortogonal S con la pro-
piedad ademds de que (x,x) = 1 para todo x de S.

2.1.1. Rango de una matriz.

Sea, A una matriz p X ¢ sobre un campo K, los renglones de A son vectores en
K1, vy el subespacio de K9 generado por estos renglones es llamado el espacio
renglon de A y se denotarda como ren A. Similarmente, el espacio columna de
A es el subespacio de KP generado por sus columnas y se denotara por col A.
Las dimensiones de espacio renglén y el espacio columna de A se llaman rango
renglén y el rango columna de A respectivamente:

Definicién 2.13. Sea A una matriz de tamano p x q. El rango renglon (rango
columna) de una matriz es el nimero mdzimo de renglones (columnas) lineal-
mente independientes.

Teorema 2.14. Sea A una matriz de tamano p X q, entonces el rango renglon y
el rango columna de A son iguales.

DEMOSTRACION: Ver [01]
U

Definicién 2.15. El valor comun del rango renglon y el rango columna de una
matriz A se llama rango de A y se le denota por rango (A).
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

El rango de una matriz se puede obtener reduciéndola mediante operaciones ele-
mentales a una matriz escalonada y contando el nimero de renglones no nulos
en ésta.

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Corolario 2.16. Si A es cualquier matriz, entonces rango (A)=rango (AT).

DEMOSTRACION: Ver [01]
U

Definicién 2.17. Sea A cualquier matriz p X q con entradas en un campo K.
Denotaremos por L a la transformacion lineal L, : K9 — KP? definida por
La(x) = Ax para cada vector columna x € K9.

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K, dim V = q y dim W = p. De
acuerdo a la definicién 2.17 podemos ver a una matriz A como una transforma-
cion lineal de V' en W; de este modo, el espacio nulo de L4 es el conjunto de
todos los vectores x € V tales que L4(x) = Ax = 0. Recordemos que para una
transformacion lineal de V' a W, el niicleo es un subespacio de V' y la imagen un
subespacio de W. Si V' es de dimensién finita, el rango de A es la dimensién de
la imagen de L4 pues Im L, corresponde a su espacio columna.

Observaciones 2.18. rango A=dim(Im Ly).

Existe una relacién entre el rango de un producto y el rango de los factores, dada
por:

Teorema 2.19. Sean A una matriz p X q y B una matriz ¢ X t. Entonces
rango(AB) < rango(A) y rango(AB) < rango(B).

DEMOSTRACION: Ver [13]

Para refinar un poco mas la relacion anterior, probaremos un teorema que es con-
secuencia de un importante resultado de Algebra Lineal, llamado el Teorema de
la dimension. Antes recordaremos algunas cuestiones bésicas referentes a espacios
vectoriales.
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2.1. MATRICES.

Teorema 2.20. 1) Sea {vy,...,v,} un conjunto de generadores de un espacio
vectorial 'V tal que es un subconjunto mdrimo de elementos linealmente
independientes. Entonces {v1,...,v,} es una base de V.

2) Sea V un espacio vectorial y supdngase que tiene una base con n elementos.
Entonces cualquier otra base de V es finita y tiene n elementos.

3) Sea V un espacio vectorial generado por una cantidad finita de vectores y
sean vi,...,v,. € V. Entonces existen vectores v, 1,...,v, € V tales que
{V1,Va, ..., Viy1,. ..,V } es una base de V.

DEMOSTRACION: Ver [12]
U

Observaciones 2.21. Por el teorema 2.20, si un espacio vectorial V tiene una
base finita, se puede definir la dimension del espacio vectorial como el niumero de
elementos que hay en una base de V y se denota por dim V.

Teorema 2.22. (De la dimension.) Sean V y W espacios vectoriales sobre un
campo K, y seaT : V — W cualquier transformacion lineal. St V tiene dimension
finita, entonces

dimV = dim(Niuc T) + dim(Im T).

DEMOSTRACION: Ver [08]

[
Observaciones 2.23. En la prueba se ve que si {vy,...,vi} es base de Nuc T,
ver teorema 2.20 1), y se completa a {vy,..., vy, Wy, ..., W;} base de V entonces
{T'wy,...,Tw;} es base de Im T. En esta parte utilizamos el teorema 2.20 3).

Teorema 2.24. Sean V, W, U espacios vectoriales sobre K, V de dimension finita,
ysean S:V — W T : W — U transformaciones lineales, entonces

dim (Im T'S) = dim (Im S) —dim (Ndc T N Im S).

DEMOSTRACION: Observamos que Nic S C Nic TS.

Sean {v1, ..., v, } unabase de Nic S, {vy,..., v, Wi,...,w;} una base de Nic T'S,
{V1i,.. ., Vi, Wq,..., W, g, ..., U} una base de V. Ver el teorema 2.20.
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

Por el Teorema de la dimensiéon sabemos que {Swy,...,Sw;, Suy,...,Su;} es
una base de I'm Sy {T'Suy,...,T'Su;} es una base de I'm T'S.

Veamos que {Swy,...,Sw;} es un base de (Ndc T'N Im S).

Por construcciéon {Swy,...,Sw;} C I'm S y como cada w; € Nic TS se tiene
que 0 =T Sw; = T(Sw;), asi Sw; € Niuc TS, Vi=1,...,ly {Swy,...,Sw;} C
NticeT N Im S. Ademds {Swy,...,Sw;} es linealmente independiente pues es

subconjunto de una base de I'm S.
Veamos entonces que {Swy, ..., Sw;} genera a Nic T NIm S.

Sea v € Niec T NIm S. Como {Swy,...,Sw;,Suy,...,Su} es base de I'm S,
entonces v = 2221 A SW; + Z?Zl w;Su; con A, p; € K, Vi, j.

Ademas v € Nuc T por lo cual

y como cada w; € Nic (T'S) tenemos

Ademés {T'Suy,...,T'Su;} es linealmente independiente ya que es una base de
Im TS, por lo cual se tiene p1; =0Vj5 =1,... k.

Asi v = Zé:l AiSW;.
Concluimos entonces que {Swy, ..., Sw;} es una base de Ndc T'NIm S.

Finalmente
dim (Im S) =1+ k =dim(Nic T NIm S)+dim (Im TS)
por lo cual

dim (Im T'S) = dim (Im S) — dim(Ndc T N Im S).

Ahora si podemos relacionar de manera mas precisa el rango de un producto con
el rango de sus factores.
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2.1. MATRICES.

Corolario 2.25. Sean A,B matrices nxn con entradas en un campo K. Entonces
rango (AB) = rango (B) — dim(Ntc LaNIm Lp),
donde L, y Lg son las correspondientes transformaciones lineales de K™ en K™
dadas por Lyx = Ax, Lgx = Bx para x € K".
DEMOSTRACION: Por la observacién 2.18
rango (A) = dim(Im La) y rango (B) = dim(Im Lp),
entonces usando el teorema 2.24 y nuevamente la observacién 2.18,
dim Im (LaLg) = dim Im Lg —dim(Nic LanIm Lg) = rango B—dim(Ntc LanIm Lg).

O

Corolario 2.26. Sea D una matriz n X n con entradas en un campo K. Entonces

rango DDT = rango D.

DEMOSTRACION: Sabemos por el corolario 2.25 que
rango DD* = rango D' — dim(Ntc Lp N Im Lpr),

y ademés rango DT = rango D, por el corolario 2.16. Basta ver entonces que

Sean di, . ..,d, los renglones de D.
x € Niic Lp si sélo si x1d; Vi si sélo si x € (dy,...,d,)".

Por otro lado sabemos que x € Im Lpr si y s6lo si x estd en el espacio de
columnas de DT, es decir, en el espacio de renglones de D, por lo cual

x € Im Lpr si sélo si x € (dy,...,d,).

Asi
Nic LpNIm Lpr = (dy,...,d,)"N(dy,...,d,) = {0}.
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

2.2. Determinantes.

Existen diversas formas de definir el determinante de una matriz. Una de ellas es
usando permutaciones.

Definicién 2.27. Una permutacion de un conjunto I, = {1,2,...,n} es una
funcion biyectiva m : I, — I,. Denotaremos con Sy al conjunto de todas las
permutaciones de I,,. Notamos que el nimero de tales permutaciones es n!. Dadas
w, B € S,, Br denotard la composicion T sequida de 3.

) . 1234567

Ejemplo 2.28. Sea 7 : I; — I; como sigue: m = <3 596 1 7 4>,y
1 2 4

61 — I esﬁ:<4 ) 2 X g (75 2),ent0ncesﬁﬂzf7—>l7 tiene como

resultadoﬁw:<1 23456 7).

531 7 46 2

Definicién 2.29. Sea 7 una permutacion en I, = {1,2,...,n}. Si i < j, pero
m(i) > 7(j), entonces llamamos al par (7(i),7(j)) una inversion de la permu-
tacion .

Definicién 2.30. Sea m una permutacion. El signo de w, que denotaremos por
e(m), es igual a (—1)", donde n es el numero de inversiones en w. Si n es par,
e(m) = 1, decimos que m es una permutacion par, y si n es impar, e(w) = —1,
decimos que T es una permutacion impar.

Definicién 2.31. Una transposicion es una permutacion que intercambia dos
enteros i y j, i # j, pero que deja fijos a todos los demds. A la transposicion la
denotaremos por (ij).

Toda permutacion se puede descomponer como producto de transposiciones y el
signo de la permutacion depende de la paridad del nimero de factores en tal
descomposicion:

Lema 2.32. Si dos enteros son transpuestos en una permutacion, el signo de
la permutacion cambia; es decir, si T, 7 € S, y T es una transposicion e(Tmw) =
—e(m), esto es, si la permutacion original era par, entonces la permutacion final
€S 1MPaAr, Y VICEVersa.

DEMOSTRACION: Ver [19]
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2.2. DETERMINANTES.

Proposicion 2.33. Sea la permutacion © obtenida de una secuencia de transpo-
siciones. Entonces el niumero de transposiciones en esta secuencia es par o impar
Ya sea que T Sea Par o impar.

DEMOSTRACION: Ver [19]
U

Observaciones 2.34. No podemos asequrar que la secuencia de transposiciones
que cambian {1,2,...,n} en {n(1),...,m(n)} sea unica. Erxisten diferentes ca-
minos para obtener la misma permutacion por transposiciones. Sin embargo, si
obtuvimos una permutacion con un numero par de transposiciones por un camino,
cualquier otra secuencia de transposiciones tiene necesartamente un niumero par
de pasos. Andlogamente si el numero de transposiones es impar.

123 45

Ej lo 2.35. ' 193
jemplo 2.35. Consideremos la permutacion (5 5 1 4 3

) obtenida del

conjunto I de dos maneras posibles:

12345
Ll
12543 12345
I T T R R A
13542 52341
N T R R A
53142 52143
el
5214 3

La primera consiste de cuatro pasos, la sequnda de dos, y ambas tienen una
cantidad par de pasos.

Con los conceptos previos podemos, ahora si, definir el determinante de una
matriz:

Definicion 2.36. El determinante de una matriz cuadrada A de orden n de-
notado por det (A) o |A], es la siguiente expresion:

a1 a2 ... QAip
ag91 A2 ... QAg2p
|A| = = E 8(7T)CL17T(1)G27r(2) ** Gnr(n),
neS,
Ap1 Ap2 ... Qpp
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

en donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de I, y e(m) =1 si 7 es
par y e(m) = —1 si ™ es impar.

Cuando n crece, el nimero de términos en el determinante llega a ser astronémico.
Por consiguiente, usaremos métodos indirectos para evaluar determinantes sin
usar la definicién.

Ahora escribiremos las propiedades basicas de los determinantes.

Teorema 2.37. Sea A cualquier matriz cuadrada.

1. Si A tiene una fila o una columna de ceros, entonces det(A)=0.

2. Si dos filas o columnas distintas son intercambiadas, el determinante de la
matriz resultante es -det(A).

3. Si cualquier fila o columna de A es multiplicada por el escalar k, entonces

el determinante de la matriz resultante es k det(A). Si A es una matriz
cuadrada, entonces det (kA)=k"det(A).

4. Si dos filas o dos columnas son proporcionales, entonces det(A)=0.

5. Si un maltiplo de una fila de A es sumado a una fila diferente (o un maltiplo
de una columna de A es sumado a una columna diferente), el determinante
de la matriz resultante es det(A).

DEMOSTRACION: Ver [16]
U

Teorema 2.38. Si A es un matriz triangular, entonces det(A) es el producto de
las entradas en la diagonal principal.

DEMOSTRACION: Ver [16]

El resultado anterior se puede generalizar del siguiente modo.
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2.2. DETERMINANTES.

Y B
A

Teorema 2.39. Considere las matrices en bloques < 61 ); ) Y < 40 ) don-
X
0 B

de A y B son matrices cuadradas. Entonces (

) — det(A)det(B)
y ( ;‘} g ) — det(A)det(B).

DEMOSTRACION: Ver [16]

A continuacién mencionaremos otras propiedades muy importantes del determi-
nante de una matriz:

Teorema 2.40. Si A y B son matrices cuadradas del mismo tamano, entonces
det(AB)=det(A)det(B).

DEMOSTRACION: Ver [01]

U
Teorema 2.41. Si A es cualquier matriz cuadrada, det(AT) = det(A).
DEMOSTRACION: Ver [13]

U
Teorema 2.42. Una matriz cuadrada es invertible si y solo si det(A) # 0.
DEMOSTRACION: Ver [01]

U

Definicién 2.43. Sea A € M,y ,(K), n un entero tal que n > 1 yn < p,q,
podemos formar una matriz cuadrada n x n, digamos A" € My «,(K) al tomar n
renglones y n columnas de A. El determinante de la matriz A’ es llamado menor
de orden n.
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CAPITULO 2. APUNTES DE ALGEBRA LINEAL.

Definicién 2.44. Un menor principal es un menor con igual eleccion de indi-
ces de renglones y columnas. Se denotard por M, i, i1 is...in) 0l menor de orden
n obtenido de elegir los renglones iy is ... i, Y las columnas i1 1s ... ip.

Ejemplo 2.45. Sea

a1; a2 aiz a4 a3 G a7
21 G22 Q23 A4 Q25 G2 A27
A= 31 a3z agz daAz4 azs a3z A37
Q41 Q42 Q43 A44 Qg5 Q46 Q47

as51 ds2 G353 dsq4 G55 Az 57
Gg1 de2 g3 dea G5 des Q67

entonces
Ag2 A23 Q25 Q26
M. | @32 G33 azs dAse
(2356|2356) —
as52 as3 Os5 Ase

Qg2 A3 G5  Aee

Definicién 2.46. Sea A una matriz de tamano n x n sobre K. El menor j
de una matriz cuadrada A, denotado por M;;j(A) o simplemente M;;, es definido
como el determinante de la matriz (n — 1) x (n — 1) obtenida de A al quitar la
fila i-ésima y la columna j-ésima.

Ejemplo 2.47. Sea
11 aiz2 Aaiz aiq
Q21 Qg2 Q23 d24
A=
31 Aazz2 33 34
Qg1 Qg2 A43 Q44

Q12 a1z Q14
My = | aga azs ass

Qg2 A43 QA44q

Definicion 2.48. El miimero Ci;(A) = (1) M;;(A) se denomina cofactor ij
de A y (—=1)7 es llamado el signo de la posicion ij.

Definicién 2.49. Si A es una matriz cuadrada, la matriz de cofactores de
A es definida como la matriz (C;;(A)) cuya entrada ij es el cofactor ij de A. La
matriz adjunta de A, denotada por adj(A), es la transpuesta de la matriz de
cofactores; en simbolos,

adj(A) = [Cy(A)]".
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2.2. DETERMINANTES.

Teorema 2.50. Sean A y B cualesquiera matrices cuadradas de tamano n, en-
tonces

1. A (adj A)=(adj A)A=det(A)I,.
2. Para cualquier escalar k se tiene, adj(kA) = k" (adjA).
3. Si A y B son invertibles, entonces adj (AB)=(adj B) (adj A).

DEMOSTRACION: Ver [14]
U

Observaciones 2.51. Para cualquier matriz B simétrica, la adj B también lo
es. Esto es porque al calcular el C;j la matriz que se obtiene es la transpuesta de
calcular Cf;.

En el capitulo 6 necesitaremos los siguientes resultados técnicos.
Teorema 2.52. Si J es una matriz cuyas entradas son todas iguales a 1, entonces

adj(nl — J) =n""2].

DEMOSTRACION: Sea

n—1 -1 —1 -1 -1
-1 n-—-1 -1 -1 -1
—1 -1 n-1 -1 -1
nl —J= .
—1 —1 —1 n—1 -1
—1 —1 —1 -1 n-—1

nxn

Calculemos cada cofactor para obtener adj(nl — J).

Caso 1.- Cjj con i = j. Al eliminar el renglén 7 y la columna j = ¢ de nf — J,
tenemos:

n—1 -1 —1 —1 —1
-1 n—-1 -1 —1 —1
o ( 1)i+i —1 -1 n-1 —1 —1
ij — \ . )
—1 —1 —1 n—1 -1
. I N P
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restando el ultimo renglén a los demas, se tiene

n 0 0 ... 0 -n

0O n 0 ... O -n
CZJ:(_1>2Z 0O 0 n ... 0 —-n |

0O 0 0 ... n 0

e S SRPPRES BECES B

sumando a la ultima columna las restantes obtenemos

n 0 0o ... 0 0
0 n 0o ... 0 0
0 O n ... 0 O
CZ_] = )
0 0 0 ... n
-1 -1 -1 ... =1 1 (n—1)x(n—1)

y debido a que es una matriz triangular inferior tenemos Cj; = n"~2.

Caso 2.- Cyj con 1 # j.
Supongamos primero que i > j.

Al eliminar el renglén i y la columna j de nl —J, en el menor ij todas las entradas
del renglén j y de la columna ¢ — 1 son —1. Restando el renglén j a los demas,
en la columna ¢ — 1 aparecera entonces un —1 en la posicion j,7 — 1 y cero en el
resto de la columna. Desarrollando el menor a través de dicha columna tenemos

n 00 ...0 0
0On O ... 00

My = (e [0 T ) _ (it
6 0 0 n 0
000 . 0nf

Asi, el cofactor ij es
Cij _ (—1)i+jMij — (_1)i+j(_1)i+jnn—2 _ (_1)2(i+j)nn—2 — 2
Analogamente se tiene el resultado si ¢ < j. De este modo cada cofactor de la

matriz nl — J es n" 2. Por lo que concluimos que adj(nl — J) = n""2J.
]
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Lema 2.53. Sea F cualquier matriz n x m. Consideremos la matriz Fy que se
obtiene de F' al quitar el renglon n.

1. Si tomamos el producto FFT y retiramos el rengldn n y la columna n, es
lo mismo que tomar FyF{ .

2. El cofactor nn de FFT es C,, = detFyF .

DEMOSTRACION:

1. Veamos c6mo es (FET);; con i,j # n. Tenemos que
(FFT)yy = Fi - (FT) = F; - Fy = (Fo)i - (Fo); = (Fo)i - (F ) = (FoFy ).

2. Cpn = (=1)"*"M,,,, por el inciso 1) la matriz que se obtiene de FFT
quitando el renglén n y la columna n es igual a FyFy . Asi

Con = (—1)*"det FyF) = det FyFy .

A continuacién, veremos dos resultados sobre determinantes que nos son de gran
utilidad en el presente trabajo y que usualmente no se mencionan en los cursos
bésicos de Algebra Lineal, por lo que presentamos las demostraciones correspon-
dientes.

Observaciones 2.54. Sea A una matrizn X n. Tenemos que
(ZIZ’I — A)U = [L’(SZ — Cl,ij
y ast

det(x] — A) =Y e(0) [ [(20i00) — io))-

CTGSn 1=

5 — 1, sii1=j
L0, sid# g

det(x] — A) =Y (=1)" St

k=1

[y

Recordemos que

Lema 2.55.

donde Sy, es la suma de todos los menores principales de A de orden n — k
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DEMOSTRACION: Queremos ver cudl es el coeficiente de z* en el desarrollo del
determinante dado en la observacién 2.54. Para obtener un término z* necesita-
mos desarrollar el producto de modo que elijamos a x en exactamente k de sus
factores, digamos en los factores iy, . . ., i, y elegir el término —a,(;) en los demds,

digamos en ixyq, ..., %,. La permutacion o asociada fija entonces a iy, ..., .

Asi

n

H (T0io(i) —@io(i)) = (T—aiyiy ) (T—iyiy) - (T—a35,) £(0) H (0is0(i) — Wiro (i) -
i=1

t=k+1
Sean

f(2) = (2 — @i, ) (T — Qiniy) -+ (T — aiiy)

g(l’) = 8(0) H (xditd(it) - aita(it))

t=k+1
al desarrollar de la forma antes descrita obtenemos el término z* en f(x) y su
coeficiente es el producto

8(0') H (_aita(it)> = 8(0') H (_1)n_kaita(it)
t=k+1 t=k+1

en g(x), que definiendo & € S, como o |; se puede reescribir como

Zk:+17"'7in

n

~ n—k
£(0) H (=1)" " ais0,)-
t=k+1
El término z* que aparece al desarrollar de esta manera, con permutaciones que
fijan 41, ..., 1, tiene entonces coeficiente

Z&eSn,k e(0) H:L:kﬂ(_l)n_kaiw(it) = (_l)n_k Z&ESn—k e(0) ngk-kl iy (iy)
que corresponde a un menor de A de orden n — k multiplicado por (—1)"7*.

Ademas en este menor no aparecen elementos del renglén i; ni de la columna
i, para t = {1,...,k}, de la matriz A, es decir, es un menor principal de orden
n — k. Ver la definicion 2.44.

Como esto ocurre para cada eleccion de k valores de {1,...,n}, en el desarrollo
final aparecera la suma de todos los menores principales de A de orden n — k
multiplicados por (—1)"7*.

U
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Terminaremos esta secciéon con un resultado que sera de utilidad en el capitulo 6.

Lema 2.56. Sean A una matriz con n renglones y m columnas y m € .S,,.

Sea f:{1,2,....,n} = {1,2,...,m}. Si f no es inyectiva entonces,

Y e(mars)anyza) - Angn) anioy sy = 0-
TESR

DEMOSTRACION: Seani,j € {1,...,n} tales que f(i) = f(j) y 7 la transposicién
7 = (ij). Tenemos

Arr(i) f(i) = Am (i) f(i) = Am(5)f(5)>
Arr () f(G) = Ar(@)f(G) = Am(i)f(i)>

entonces

(@ig)arrys @) (@1 Onr (7)) = (Gip@an()r@)(@55)0x(0)7G))
= (@iri)an(iy 1)) (@5 £()An () 1))
Ademés como w7 (l) = w(l) VI #1i,j
(@ arr@yry) = (ar@yarayr) V071, 7
entonces
A1) Arr(1) (1) Anf(n)Qrr(n) f(n) = QLF(1)Ar(1)f(1) *** Qnf(n)An(n) f(n) (2.1)
Como S, es un grupo, {7 | 7 € S, } = {n7 | 7 € S,,}. Entonces

Dores, E(Ma1p1)an) (1) Cnfn)An(n)f(n) = Dmes, EMT)A1(1)Anr(1)£(1) """ Anf(n)rr(n)f(n)
= = 2res, E(Ma1s(1)arr(1)£(1) " Anf(n)Grr(n) £ (n)
=2 res, E(Ma1p1)an)f(1) ** Anf(n)Ar(n) f(n),

esta ultima igualdad se tiene por (2.1).

Asi, esta suma es igual a su inverso aditivo y por tanto es cero.
O

Teorema 2.57. (Teorema de Cauchy-Binet). Sea A cualquier matriz con n ren-
glones y m columnas. Entonces

det(AAT) = (detA;)?,

donde la suma es sobre todos los subconjuntos de {1,2,...,m} con n-elementos,
es decir, I C{1,2,...,m} con |I| =n, y donde A; denota a la matriz obtenida
de A eligiendo sélo las columnas de A cuyos indices pertenezcan a 1.
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DEMOSTRACION: Denotaremos por M = AAT. Expandiremos el determinate de
M de acuerdo con la definicion de determinante, es decir,

detM = 5(7T)m17r(1)m27r(2) c -mm(n). (22)

Ahora sustituimos los valores de los elementos m;; de la matriz M, m;; =
Y ohq Gikljg, en (2.2).

detM = ZE(W) (Z alkaﬂ(l)k> Cen (Z ankaﬂ(n)k> .
T k=1 k=1

Al realizar los productos debemos elegir un sumando de cada factor, asi que
tenemos términos del tipo

A1ky O (1)ky A2k A (2)k2 * * * Anky, A (n)ky, )

donde ky,...,k, € {1,...,m} corresponden a cudl sumando fue el elegido de los
factores 1,...,n respectivamente. Podemos representar esta eleccién mediante
una funcién f:{1,2,...,n} = {1,2,...,m}, donde f(i) = k;. Asi tenemos que

detM =) " &(r) > @1 7(1) A (1) (1) ** * O fn) D () ()
TESK {1,2,...n}—{1,2,....m}
e intercambiando las sumas
det M = > D e(M)ars@)n(yf(1) G f(n)En(n) ()
f{1,2,...n}—={1,2,....m} €S

Por el lema 2.56, si f no es inyectiva el sumando correspondiente es cero, por lo
que basta considerar funciones inyectivas, es decir,

det(AAT) = detM = > D e(m)arsa)an(a) 1) - O )iy )

£:{1,2,....n}—={1,2,...,m} TESy
f inyectiva

(2.3)
Sean I C {1,2,...,m} con |I| =n y A; la matriz correspondiente.

Aplicando (2.3) a la matriz A; tenemos

(detAp)* = det(Ap)det(A;) = det(Ap)det(AT) = det(A;AT) =

- Z Z T)@1£(1)Ar(1)£(1) * * * Qnf(n) Ar(n)f(n)

f:{1,2,...,n}=I TESY
f inyectiva
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entonces

Z detAf - Z Z Z alf DAx(1)f(1) """ Anf(n)Ar(n)f(n) =
m)

IC{1,....m} f:{1,2,....n} =1 TESy
[I|=n [Il=n f inyectiva

T
- Z Z alf(l Ar(1)f(1) * * " Anf(n)Ar(n)f(n) = detAA".

f:A{1,2,...,n}—{1,2,..., m} TES
f inyectiva

Donde la segunda igualdad se debe a que toda f : {1,...,n} — {1,...,m}
determina de manera tinica un subconjunto I de {1,...,m} con |I| =n,e I =1Im f.
[

2.3. Valores y vectores propios.

Para finalizar este capitulo recordaremos las definiciones y resultados bésicos de
los valores y vectores propios de una matriz.

Definicién 2.58. Sea A una matriz n X n con coeficientes en K. Si v es una
n-ada distinta de cero para la que se cumple

Av = Ao,

donde \ es un escalar, entonces v se llama vector propio de A, y se dice que
corresponde al valor propio \ de A.

La ventaja de trabajar con vectores propios es que la transformacion lineal dada
por la matriz tiene un comportamiento muy sencillo en éstos.

Los valores propios pueden calcularse resolviendo una ecuacién construida a partir
del determinante de una matriz:

Definicién 2.59. Sea A una matriz n X n con coeficientes en K. La matriz

A — a1 —a12 . —Q1n
—a9g] A — 929 ... —as
M- A= "
—0n —Qpy ... A — Qpn

se llama matriz caracteristica de A. El determinante de la matriz caracteristica de
A, det(N — A) se llama polinomio caracteristico de A. Llamaremos ecuacion
caracteristica de A a det(A\ — A) = 0.
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Teorema 2.60. Sea A una matriz cuadrada de tamano n sobre un campo K. Un
escalar X € K es un valor propio de A si y solo si X\ es una raiz del polinomio
caracteristico de A.

DEMOSTRACION: Ver [13]

Supongamos que en el polinomio det(Al — A) = (z — A)(x — Xg) -+ (x — \p)
algunos de los \; coinciden. Agrupando los factores repetidos podemos escribir el
polinomio como

(x = A)* - (T — M)

donde Ay, ..., \,, son distintos y los «; son enteros, a; > 1.

Definicién 2.61. Si det(A\] — A) = (x — A\)* -+ (x — A\p)®™, donde los \; son
distintos, llamamos a «; la multiplicidad algebraica de \;. Observamos que
St A1, Ao, ...y A SON los wvalores propios de A, entonces el numero de veces que
aparece \; es justo «;, también que o; > 1, y por ultimo que aq + - - - + oy, = N
Asi si cada valor propio es contado de acuerdo a su multiplicidad algebraica,
entonces el total de valores propios es n.

Ahora enunciaremos algunos resultados sobre valores propios, cuando la matriz
es simétrica.

Teorema 2.62. Los wvalores propios de una matriz simétrica A con elementos
reales son numeros reales.

DEMOSTRACION: Sean A una matriz real y simétrica y A un valor propio de A.
Tenemos que Av = \v, para algin v # 0. Como A es una matriz simétrica con
elementos reales, concluimos que A* = AT = AT = A. Sea (,) el producto interno
usual de C", usando la definicion 2.9 y el teorema 2.10 tenemos:

M v IP= AV, v) = v, v) = (Av,v) = (v, A*V) =

= (v, Av) = (v,Av) = Mv,v) = A || v %

como v # 0 tenemos que || v ||# 0, asi A | v [|>= X || v ||? implica que X\ = X por
lo que A € R.
]
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Definicién 2.63. Una matriz cuadrada A real simétrica es llamada real semi-
definida positiva si y solo si xT Ax > 0 para todo vector no nulo x € K.

Teorema 2.64. Una matriz simétrica A es semidefinida positiva si y solo si los
valores propios de A son no negativos.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que A es positiva definida y sea A cualquier
valor propio de A. Si x es un vector propio de A correspondiente a A, entonces
x # 0y Ax = Ax, de modo que

0<xTAx =x"Ax = AxTx =\ | x ||?

donde || x || es la norma euclidiana de x. Como || x ||*>> 0, se deduce que A > 0,
que es lo que se queria probar.

<) Supongamos que los valores propios de A son no negativos. Sea {vy,...,v,}
una base de R"™ formada por vectores propios ortonormales de A asociados a
los valores propios Ay, ..., A,, ver el teorema 2.7, entonces cualquier vector x se
expresa como combinacion lineal de ellos, es decir, x = a3 v+ - -+, v, asi que,

Ax = aAvi+-- + a,Av,
- al)\lvl + -+ an)\nvn )
= )\lalvl + -+ )\nanvn

por lo que

xTAx = (ayvi+ -+ apve)T(Aavy + - + A\panvy)
= aih [ vi [P+ aih [ va | ,
Ao + -4 A2 >0

que es lo que queriamos probar.

2.3.1. Teorema de Cayley-Hamilton.

Sea A una matriz cuadrada con coeficientes en K, podemos formar potencias de
A:
A =1, A% = AA, A? = A%A,

y en general A"t! = A"A para n € N.
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Definicién 2.65. Sea f(x) = ag+a1z+asx*+- - -+a,z" cualquier polinomio con
coeficientes en un campo K. Sea A una matriz cuadrada con coeficientes también
en K. Definimos el polinomio f(A) como agl + a1 A+ayA®+---+a, A", donde
I es la matriz identidad. En el caso que f(A) sea la matriz cero, entonces A se
llama un cero o raiz del polinomio f(x).

Teorema 2.66. (Teorema de Cayley-Hamilton.) Toda matriz cuadrada es raiz
de su polinomio carateristico.

DEMOSTRACION: Ver [18§]

Obsérvese que existen polinomios diferentes de cero f(t) tales que f(A) = 0; por
ejemplo el polinomio caracteristico de A. Entre estos polinomios consideramos el
siguiente.

Definicién 2.67. Sea A una matriz cuadrada. El polinomio minimo m(\) de
A es el polinomio mdnico (con coeficiente principal 1) de menor grado tal que

m(A) = 0.

Teorema 2.68. El polinomio minimo de una matriz A existe, es unico y divi-
de a cualquier otro polinomio que tenga a A como raiz, en particular divide al
polinomio caracteristico de A.

DEMOSTRACION: Ver [18§]
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Teorema 2.69. Los polinomios caracteristico y minimo de una matriz A tienen
las mismas raices.

DEMOSTRACION: Ver [18§]
U

Corolario 2.70. Un escalar A es un valor propio para una matriz A si y solo si
es una raiz del polinomio minimo de A.

DEMOSTRACION: Ver [18§]

-2

Ejemplo 2.71. Sea A = . El polinomio caracteristico de A

= = O
O O N O
o O O

1

3
0 0
es el det(A\ — A) = (XA — 2)3(\ — 1). Sabemos que m(\) | p(\) y ademds posee
los mismos factores irreducibles, entonces m(\) puede ser uno de los siguientes:
A=1)(A=2); A=1)(A=2)% (A=1)(A=2)3. Por la definicién 2.67, m(A) = 0.
Calculando, (A — I)(A —2I) # 0 pero (A —1)(A —21)*> = 0. Asi m(\) debe de
ser (A —1)(A—2)2= X3 —5\2 + 8\ — 4.

\)

Teorema 2.72. A es diagonalizable si y sélo si el polinomio minimo de A tiene
la formam(X) = (x—Ay) -+ (x—Ag) donde los Ay, ..., \x son elementos distintos
en K.

DEMOSTRACION: Ver [11]
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Capitulo 3

El espectro de una grafica

En este capitulo veremos cémo codificar una grafica mediante una matriz y es-
tudiaremos algunos resultados que relacionan las caracteristicas de la grafica con
las de dicha matriz.

3.1. La matriz de adyacencia y su polinomio ca-

racteristico.

Dada una grafica G una pregunta natural es, ;como podemos describir la relacion
que hay entre V(G) y E(G)? Pues construyendo un arreglo que toma en cuenta
las adyacencias, asignando valores, en donde los mas sencillos son el 0y el 1. Asi,
tenemos la siguiente definicién:

Definicién 3.1. Sea G una grifica de orden n. La matriz de adyacencia de
G, es una matriz de n x n, A = A(G) cuyas entradas a;; estin dadas de la
siguiente manera:

{1, S1 V; €es adyacente a 'Uj
aij =

0, en otro caso.

Ejemplo 3.2. Consideremos la grdfica Ky con V(Ky) = {v1,v9,v3,04} ¥

E(Ky) = {{v1,v2}, {va, v3}, {vs, va}, {va, 01 }, {01, v3}, {va, va}}.
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Figura 3.1: Grafica K,

Asi pues, su matriz de adyacencia es:

A= A(Ky) =

—_ = = O

1
0
1
1

1
1
0
1

O~ V)

Observaciones 3.3. Sea A una matriz de adyacencia, entonces

1. A es una matriz real ya que sus elementos son solo 0 y 1, y simétrica debido

a que si el vértice v; es adyacente al vértice vj, en las posiciones A;; y Aj;

habrd un 1, si no son adyacentes en ambas posiciones habrd un 0.

2. En la diagonal principal los elementos siempre son ceros porque no se ad-

miten lazos.

3. La traza de A es cero porque en la diagonal principal de A los elementos

SO0N cero.

Definicién 3.4. Ya que A = A(G), los valores propios de A son llamados los

valores propios de G, al polinomio caracteristico det(\] — A) le llamaremos po-

limomio caracteristico de G y lo denotaremos por x(G; \). Ver la definicion

2.01.

Asi, el polinomio caracteristico de GG es de la forma:

X(G§ )\) ="+ Cl>\n_1 + Cg)xn_2 + 03)\”_3 +-- e,

Para el ejemplo 3.2, el polinomio caracteristico de A es:

det(N — A) = X' —6X* —8A —3 = (A + 1)*(A = 3).

Dado que toda matriz de adyacencia es simétrica, sus valores propios son reales,

ver el teorema 2.62.
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3.1. LA MATRIZ DE ADYACENCIA Y SU POLINOMIO CARACTERISTICO.

Definicién 3.5. El espectro de una grdfica G es el conjunto de los valores
propios de A(G), junto con sus multiplicidades. Estos son descritos mediante un
arreglo, donde en el primer renglon aparecen los valores propios ordenados de
mayor a menor, y en el sequndo renglon, su multiplicidad correspondiente.

SpeC(G):<m?,O\O) m?)l\l) mt:ﬂ)

Para la grafica K4 del ejemplo 3.2, el espectro es:

Spec (Ky) = (i’ ‘31)

pues los valores propios son: A\g = 3 y Ay = —1 cuyas multiplicidades son
m(Xo) =1y m(\) =3.

.Es posible que los coeficientes del polinomio caracteristico de una grafica G
puedan ser expresados en términos de ciertas caracteristicas de G?7

Para dar una respuesta, es necesario tener el siguiente resultado.

Proposicion 3.6. Los coeficientes del polinomio caracteristico de la grdfica G
satisfacen:

1. C1 = 0;
2. —co es el numero de aristas de G;

3. —c3 es el doble del nimero de tridngulos en G.

DEMOSTRACION: Sabemos que el polinomio caracteristico de G es
X(G§ )\) =\"+ Cl)\n_l + 02)\n—2 + 03)\”_3 +-- e,

y por el lema 2.55

det(x] — A) =Y (—1)""Sat.
k=1
Dos polinomios son iguales si sus coeficientes correspondientes lo son, por lo que
el coeficiente ¢; = —S,_1 = —(a11 + agw + -+ + an,) = —trA =0, ya que en la
diagonal principal de A los elementos son cero.
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Para el coeficiente ¢, = S,,_o, es decir, la suma de todos los menores principales
de orden 2 no nulos, que son de la forma

0 1
Lo
Este menor es resultado de una pareja de vértices en G' que son adyacentes y
el valor de dicho determinante es —1. Obtendremos entonces un menor de esa
forma, por cada pareja de vértices adyacentes en G, es decir, por cada arista. De
este modo, ¢o = —|E(G)|.

Para el coeficiente c3 = —S,,_3 existen esencialmente tres posibilidades de menor
principal con tres renglones y tres columnas:

010 11 11
1 0 0[;/1 0 0;|1 0 1
0 00 |1 0O 110

y de ellos, el tnico cuyo valor no es cero es el ultimo que muestra adyacencia
entre tres vértices cualesquiera de G, es decir, el que corresponde a un triangulo
en GG y su valor es 2, de donde se sigue el resultado.

O

Con esta proposicion, podemos darnos cuenta de la estrecha relacion entre un
objeto algebraico y una grafica.

Ejemplo 3.7. Para la grdfica Ky, el coeficiente co es —6 y 6 es el numero de
aristas, el coeficiente c3 es igual a —8, donde 8 es el doble del nimero de tridngulos
presentes en la grdfica. Dichos tridngulos son (vi,ve,vy), (v1,v3,04), (Va, V3,04),

(’Ula V2, U3)

3.2. El algebra de adyacencia.

Definicién 3.8. El dlgebra de adyacencia de una grifica G, es el dlgebra de
polinomios en la matriz A = A(G), es decir, las combinaciones lineales de las
potencias de la matriz A. Denotaremos el dlgebra de adyacencia de G por A(G).
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3.2. EL ALGEBRA DE ADYACENCIA.

Para que podamos entender mejor la relacion entre el algebra de polinomios y
la grafica es necesario analizar las potencias de la matriz de adyacencia A, dicho
analisis se hara con la grafica K, del ejemplo 3.2.

Ejemplo 3.9. Por definicion

0
0

A’ =Id =
d 1

o O O
o O = O
— o O O

0

Observemos que el nimero de caminos de longitud cero, para cada vértice consigo
mismo, es uno, pues unicamente tenemos al camino trivial.

La matriz A = A(Ky)' por la manera en que fue definida, nos indica el niimero
de caminos de longitud uno.

Al == A(K4)1 ==

—_ == O

1
0
1
1

O R =

1
1
0
1
Analicemos los caminos de longitud dos del vértice vi consigo mismo.

Observemos que es vdlido utilizar una misma arista mds de una vez, asi que estos
caminos son: (vy,ve,v1), (v1,v3,v1), (V1,v4,01).

Continuemos con los caminos de longitud dos de vy a vy: (v1,v4,v2), (v1, V3, V).
De vy a vs: (v1,v9,v3), (v1,v4,03). De vy avy: (v1,v9,04), (v1,03,04).

Tenemos entonces 3 caminos de vy a si mismo y 2 caminos de vy a cada uno
de los otros vértices. El mismo razonamiento se sigue para analizar los caminos

restantes de longitud dos de los vértices v; a v; con i # 1.

Por otro lado notamos que

A? = A(Ky)? =

DN DN W
NN W N
N W NN
W N NN

Obtengamos los caminos de longitud tres de v; a vj, con los respectivos casos,
i=jyiti
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De vy awv;:

(Uh V4, U3, Ul),(Ul, V3, V4, ’Ul),(Ul, V2, U3, Ul);(vlv V3, U2, Ul),(Ul, V2, V4, Ul); (U17 V4, V2, Ul)'

De vy a vy:
(U17U4, U1, Uz), (Ul, U37U1,U2), (U17U2, U1, Uz), (Ul, U2,U4,U2)
(v1, Vg, U3, Va), (V1, V3, V4, V2), (V1, V4, V3, V2).
De vy a vs:
(v1, V4, V1, v3), (V1, V2,01, v3), (U1, V3, V1, V3), (U1, V2, Vg, U3)
(v1, V4, V2, v3), (U1, V3, Vo, V3), (V1, V3, Vg, V3).
De vy awvy:

(Uh U3, U1, U4)7 (U17 V2, U1, U4)7 (Uh Vg, Uy, U4)7 (U17 V2, U3, U4)

(U17 U3, U2, U4)7 (Uh Vg, U2, U4)7 (U17 V4, U3, U4)-

De manera andloga, se analizan los caminos restantes de longitud tres y se observa
que hay 6 caminos de v; a v; para toda i y 7 caminos de v; a v; para toda i # j.

Por otro lado

AP =

~N N o
EN IR BN
EN BN IEN BN
o~~~

Como podemos observar, el encontrar de manera explicita los diferentes caminos,
es una tarea que se va complicando.

Sin embargo, notamos que las potencias de la matriz A, nos brindan informacion
respecto al nimero de caminos entre los vértices v; y v; de longitud (.

Por ejemplo, en el caso de la entrada (A%)s4, que es 7, se obtiene de multipli-
car, el segundo renglén de la matriz A% con la cuarta columna de A, es decir,
(2)(1)+(3)(1)+(2)(1)+(2)(0)=7, aqui, el primer sumando proviene del hecho de
que a cada uno de los dos caminos que hay entre el vértice vy v el vértice vy de
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3.2. EL ALGEBRA DE ADYACENCIA.

longitud dos, podemos aumentarle el camino de longitud uno entre el vértice vy
y el vértice v, para obtener algunos caminos de longitud 3 de vy a vy.

El mismo argumento se utiliza para los demas sumandos. Formalicemos lo ob-
servado en el ejemplo.

Lema 3.10. El nimero de caminos de longitud | en G, desde v; hasta v;, es
la entrada en la posicién (i,7) de la matriz A'. En consecuencia, el nimero de
caminos cerrados de longitud | es igual a la trA'.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre [. Si [ = 0, obtenemos la matriz identidad
A® = ], el inico camino de un vértice con él mismo de longitud cero, es el camino
trivial. Asi tenemos la base de induccién.

Supongamos que el lema es cierto para todas las potencias de A menores que I.

Por definicién
n

(A5 = (A inan
h=1

y por la hipétesis de induccién (Al_l)ih es el numero de caminos desde v; hasta vy,
de longitud (I —1). De este modo si ay; # 0, (A'""1);,a,; es el nimero de caminos
de longitud ! desde v; a v; donde la arista {v,, v;} se toma como la final. Debido
a que la suma es sobre todos los posibles vértices v, adyacentes a v; se tiene el
resultado. Si az; = 0, (A"1);xan; = 0 pues no hay camino desde v; a v; ya que
no hay arista entre el vértice vy, y el vértice v.

U

Ahora, continuamos con la dimensién del dlgebra de adyacencia.

Proposicién 3.11. Sea G una grdfica conexa con dlgebra de adyacencia 2A(G) y
diametro d. Entonces la dimension de A(G) es por lo menos d + 1.

DEMOSTRACION:

Sean z y y vértices de G, tales que d(z,y) = d y sea (z = wp, w1, ..., wq = y),
un camino que los une.

Para cada i = {1,...,d} existen caminos de longitud ¢ de z a w;, que necesaria-
mente representan la distancia entre el vértice x y el vértice w;, ya que si hubiera
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caminos de x a w; de longitud menor que %, habria caminos de x a y de longitud
menor que d.

Sean i,j € {1,...,d} con i # j, sin pérdida de generalidad, supongamos que
1< 7.

Consideremos los vértices = y w;. Sabemos que d(x,w,;) = j. Dado que no existen
caminos de x a wj, de longitud menor que j, en particular, no hay caminos de
z a w; de longitud i, es decir, (A")z,, = 0 mientras que (A7), # 0. Entonces

Al £ AT,

Més ain, A’ tiene una entrada no cero en la posicién zw;, donde las correspon-

dientes entradas de I, A, A%, ..., A7~! son cero. Podemos concluir que A’ no es

combinacién lineal de {I, A, A%,... A7~} paratoda j € {1,...,d}. Existe enton-

ces un conjunto linealmente independiente con d + 1 elementos, {I, 4, ..., A4}.
]

Ejemplo 3.12. Sea G la grifica de la figura 3.2, su diametro es igual a 4, que
corresponde a la distancia entre los vértices vy y vs. Notamos que (A)s = 0,

N
P

Figura 3.2: Grafica G

(1)2

(A?)15 = 0, (A%)15 = 0 y que (AY)15 = 2, ya que entre estos dos vértices
no hay caminos de longitud menor que 4. Los dos caminos que existen son
(v1,v7,v3, 6, v5) Y (U1, V7, V3, V4, V5). Esto nos indica que A* no es combinacidn li-
neal de {1, A, A%, A3}. Andlogamente A’ no es combinacion lineal de {1, A, ..., A7-1},

7 =1,2,3. De esta forma, nuestro conjunto linealmente independiente es {I, A, A2, A3, A%}.

Corolario 3.13. Una grdfica conexa con didmetro d, tiene por lo menos d + 1
valores propios distintos.

DEMOSTRACION: Sea GG una gréfica conexa con didmetro d. Supongamos por
reduccion al absurdo que G sélo tiene r valores propios distintos con r < d—+1,
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digamos Aq,...\,.. Usando el teorema 2.7, A = A(G) es diagonalizable, por el
teorema 2.72, tenemos que el polinomio minimo de A es

q(x) = (x = A1) -~ (2 = A).
Asi ¢(z) es un polinomio ménico de grado r digamos
q(x) =by +bix+ ...+ b_2" "+

Sabemos ademdas que g(A) = 0, ver la definicién 2.67, de donde 0 = byl +
biA+ .. .+ b1 A"+ A" yasi {I,A,..., A"} es linealmente dependiente. Pero
esto es una contradicciéon ya que como r < d, {I, A, A%,... A"} es linealmente
independiente por la prueba de la proposicién 3.11.

Concluimos entonces que G tiene al menos d + 1 valores propios distintos.
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Capitulo 4

Graficas regulares

En este capitulo estudiaremos ciertas propiedades de las matrices de adyacencia
y sus polinomios caracteristicos en el uso de graficas regulares. Se analizaran
algunas graficas regulares importantes.

4.1. Matriz de adyacencia de una grafica regu-

lar.

Si consideramos un vector j en donde cada entrada es 1 y denotamos por J a una
matriz cuadrada con todas sus entradas iguales a 1 tenemos el siguiente lema.

Lema 4.1. Sea G una grdfica con matriz de adyacencia A. Entonces son equi-
valentes

1. G es regular.
2. AJ =JA.

3. j es un vector propio de A.

DEMOSTRACION: (1) < (2) Si A es la matriz de adyacencia de una grafica
regular, tenemos que al efectuar el producto matricial AJ, (AJ)y; = 0(v;), es
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decir, en el i-ésimo renglén de AJ las entradas son iguales al grado del vértice v,
o bien, el nimero de vértices v; que son adyacentes a él. En JA, las entradas de
la [-ésima columna son iguales al grado del vértice v;. Como la grafica es regular,
d(v;) = 0(v;) entonces (AJ); = (JA)y y por lo tanto AJ = JA. A la inversa, si
AJ = JA tenemos que §(v;) = (AJ)y = (JA); = 0(v;) para cualesquiera i, por
lo tanto G es regular.

(1) & (3) Las entradas de Aj son los grados de los vértices de G, asi que G es
regular si solo si Aj es un miultiplo de j, es decir, si y sé6lo si j es un vector propio

de A.
]

Proposicion 4.2. Sea G una grdfica reqular de grado k, entonces:

1. k es un valor propio de A = A(G).
2. Para cualquier valor propio A, se tiene que |\ < k.

3. Si G es conexa, entonces la multiplicidad de k es 1.

DEMOSTRACION: (1) Sabemos por el lema 4.1 que j es un vector propio de A.
Ademas en la prueba de este resultado se observé que las entradas de Aj son los
grados de los vértices de GG, en este caso k, por lo cual Aj = kj, es decir, k£ es un
valor propio de A.

(2) Sea x un vector propio de A con valor propio A. Entonces Ax = Ax y sea x;
la entrada de x tal que |z;| = mazi<;<,{|z;|}. Sabemos que (Ax); es la suma de
las entradas x; correspondientes a los vértices v; que son adyacentes al vértice v,
sea 2/ x; tal suma, entonces

Y wi=(Ax); = (M), = Az; (a)

Tomando valor absoluto y aplicando desigualdad del tridngulo en (a), tenemos
IMas| = [hay| = 1 32 s < 32 || < 37 Jay| = K|, entonces

Al <k (0)

(3) Consideremos ahora el valor propio A = k. La igualdad en (b), se obtiene si
y solo si |A\| = k y |z;| = |z;| para todos los vértices v; adyacentes al vértice
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4.1. MATRIZ DE ADYACENCIA DE UNA GRAFICA REGULAR.

v;. Como G es regular de grado k entonces Y.’ |x;| = 6(v;)|z;| = k|z;|. Sean
vy, vy cualesquiera vértices de I', dado que G es conexa existe P un vv; camino
en G, P = (v = vy,...,v, = v). Como v;, y v, son adyacentes para s =
1,...,m — 1, tenemos que |z; | = |z; ,,| Vs, entonces |z;| = |z;|. Como A = k,
(a) implica que todas las entradas de x tienen el mismo signo y de este modo, x
es un miultiplo de j. Por lo que el espacio generado por k, tiene dimension 1.

U

Proposicién 4.3. Sea A la matriz de adyacencia de G. La matriz J pertenece
al dlgebra de adyacencia A(A) si y solo si G es una grdfica reqular coneza.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que J pertenece a 2A(A). Por como se defi-
ni6 A(A), J es un polinomio en A, es decir, se expresa como una combinacién
lineal de potencias de A.

Como J es un polinomio de A, se tiene que AJ = JA y por el lema 4.1 tenemos
que G es regular. Supongamos que G es disconexa. Existen entonces dos vértices

v;, v; para los cuales no hay un camino que los conecte, asi por el lema 3.10,

Entonces todo polinomio en A, tiene una entrada cero. Lo que nos lleva a con-
tradecir el hecho de que J € 2(G). Concluimos pues que G debe ser conexa.

<) Sea G una gréfica conexa regular de grado k. Entonces por la proposicién
4.2, k es un valor propio de G. Sabemos que m(A) = 0, donde m es el polinomio
minimo de A, ver la definiciéon 2.67. Ademas, dado que k es un valor propio, por
el corolario 2.70, tiene la forma m(\) = (A —k)g(\). Asi m(A) = (A—kI)q(A) =
0, entonces Aq(A) = kq(A), lo que significa que cada columna de g(A) es un
vector propio de A asociado a k y por la proposiciéon 4.2, un multiplo del vector
j=1(1,...,1), ya que A es simétrica y q(A) es un polinomio en A, g(A) es un
multiplo de J. Asi, J es un polinomio en A.

U
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4.2. Graficas y matrices circulantes.

Definamos lo que es una matriz circulante.

Definicién 4.4. Una matriz circulante S de n x n, es un tipo especial de
matriz en el que cada vector fila se obtiene del vector fila anterior colocando su
ultimo elemento al inicio del renglon.

Es decir, si (s11 S12 ... Sin) €s la primera fila de S, la matriz circulante S se ve
asi:
S11 S12 813 S14 ... Sij ... S1n
S1n S11 S12 S13 -.- .. ... Sipn—1
Sin—1 Sin S11 S12 ... ... ... Sip—2
512 S$13 S14 S15 ... ... Sin S11

Observaciones 4.5. Para toda matriz circulante se tiene que:

1. Queda determinada por su primer renglon.

2. En la diagonal principal, aparece el coeficiente sq;.

Un elemento de la forma sy; corresponde al elemento del primer renglén y la
columna anterior, es decir, sg; = s1 ;_1, un elemento de la forma s3; corresponde
al elemento del primer renglén que se encuentra dos columnas a la izquierda,
es decir, s3; = s1;_2. En general tenemos s;; = 51 ;_(;—1) = 51 ;-i+1 haciendo
reducciones modulo n en los subindices.

Ejemplo 4.6. Para que el arreglo de la matriz circulante sea mds claro, anali-
cemos el caso n = 5. Nuestro primer renglon, consta de los siguientes elementos,
(s11 S12 813 S14 S15). La matriz circulante S = (s;;) asociada es entonces:

S11 S12 S13 S14  S15 S11 S12 S13 S14 S15
S21 S22 S23 S24 S25 S15 S11 S12 S13 S14
S =531 S32 S33 S3a S35 | = | sS4 S15 s S12 Si3
S41  S42 S43 S44  S45 $13 S14 S15 S11 S12
S51 Ss52 553 Ss4 Sss S12 813 S14 S15  S11

En la diagonal principal i = j, entonces s;; = S1i_i11 = S11, €l elemento sg5 =
S15-241 = S14 mientras que S31 = S11-34+1 = 51 (=2)+1 = S1 -1 = S14 st considera-
mos los subindices modulo 5.
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Ahora trabajaremos con una matriz circulante W, cuyo primer renglén es de la
forma (0,1,0,...,0).

Ejemplo 4.7. Sea

01000
00100
W=1000120
00001
100 00

Si calculamos su polinomio caracteristico, tenemos que:

A =1 0O 0 O
0 X —1 0 0
det( A\ — W) = det 0O 0 X -1 0
0 0O 0 X -1
-1 0O 0 0 X
A =1 0 0
) 0 X —1 0
Resolviendo por menores: el menor 11 de W es My, = 0 0 x -1l el
0O 0 0 X
-1 0O 0 o0
A =1 0 0
menor 51 de W es My, = 0 N 0
0O 0 X -1

Por ser My, v Ms, matrices triangulares, entonces My, = A\t y M5, = 1.

Los cofactores correspondientes son entonces: Cy; = (—1)11 M = (1)(A1) = M4
Cs1 = (=1 M5 = (1)(1) = 1.

Como hemos desarrollado a lo largo de la primer columna, el resto de los cofactores
son iguales a cero, ya que estan multiplicados por él.

Asf, det(\[—W) = (A\)(AH)+(—1)(1) = A°—1, X es entonces valor propio de W siy
sélo si A>—1 = 0, lo que significa A> = 1, es decir, los valores propios son las raices
quintas de la unidad, las cuales expresamos como e’ = cos % + 7 sin %, k=
0,1,...,4.
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Si hacemos w:cos%“+zs1n%” = e , las 5 raices son 1, w, ..., w"

Generalicemos ahora a una matriz W de n x n.

Al momento de calcular det(A — W) y desarrollar por menores, lo que queda es:

A -1 0 0 ..0
0 A -1 0 0
detOMN —W) = det| 0 0 A -1 0
~1 0 0 0 .. A

= AM=D"My + (1) (=1)"" M,
AMyy — (=1)" 1My,

)\)\n—l _ (_l)n-i-anl

== )\n - (—1)n+1Mn1

teniendo los siguientes casos:
1) Sin es par M,; = —1, por lo tanto, det(A\ — W) = \" — 1.
2) Si n es impar M,; = 1, por lo tanto, det(A\] — W) = A" — 1.

En ambos casos los valores propios son las soluciones de A" = 1, es decir, raices
n-ésimas de la unidad.

Podemos preguntarnos, jqué relacién existe entre las matrices W y S la matriz
circulante cuyo primer renglén es (sq, S, ..., Sp)?

Proposicién 4.8. 5i S y W son matrices circulantes cuyo primer renglon es
(s1,.--,80) ¥y (0,1,0,...,0) respectivamente, se tiene que

S = Zn: Sjo_l.
j=1

DEMOSTRACION: Podemos escribir a la matriz S, como una suma de matrices,
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del siguiente modo.

10 0 ... ... O 0 1 0
o1 0 ... ... 0 0 0 1 0
st . ) + S9 +
. . 0
1 0 1
0 0 0 1 1 0 O 0
0 0 1 0 0 0 O 1
0 0 1 0 L0 0
0 1
+s5 | ot s,
: 1
1 0
0 1 0 0 0 0 1 0
S1 S9 S3 ... ... Sn
Sn S1 S9 ... ... Sp-1
Sp—
= ? :S
Sn—3
S2
Sp—1 e e e e S1

Notemos que las matrices formadas por 0 y 1 son potencias de la matriz W y
que por su construccién, W es la identidad, por lo que sélo requerimos hasta la
potencia n — 1.

Asi podemos escribir S = s1W° + soW! + s3W2 4 -+« + 5, WL,

Como sabemos que los valores propios de W son las raices n-ésimas de la unidad,
a partir de ellos, obtendremos los valores propios de S.

2mi
n

Sea w = e , entonces los valores propios de W son 1, w,w?, ..., w" !; para cada
valor propio consideremos un vector propio asociado, digamos vy, vy, Vg, ..., Up_1 €

C" respectivamente.
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Entonces debe ocurrir que Wy = vg; Wuy = wvy; Wog = w?ve;...; W,y =

w™ v, _;. Por la proposicién 4.8

S =si WO+ oW + ssW2+ o+ 5, W' = 51T+ sW + ssW? 4 -+ + 5, W™ !
al multiplicar por el vector propio vy, obtenemos

S’Uo = (81[ + 82W + 83W2 +---F San_l)UO
S$1Vg + S2Ug + S3Up + + - - + S0
= (s1+s2+83+ -+ 5,)0.

Podemos observar que el vector propio vy de W, es también vector propio de .S, en
donde el valor propio A\g que le corresponde es la suma : A\g = s1+So+83++ - -+ Sy,.

Para el vector propio vy, realizamos el mismo proceso, obteniendo

Svy = (si]+ soW +s3W? + -+ + 5, W Ny
S$1V1 + Sawvy + 83’(1]2’01 + -+ snw"_lvl

= (81 + Sow + szw? + -+ + s,w" )

V1.

Nuevamente, el vector propio v; de W, es vector propio de S con valor propio

A = S1 + Sow + ssw? + -+ + sw" L

En general, con el vector propio v,, seguimos con el procedimiento.

SUT = (81] + soW + 83W2 4+ 4 San_l)UT
S1U, + Sgwr'yr + 53w2rvr 4+ -4 snw(n—l)rvr
= (514 sow" + s3w¥ + - -+ s,w I,

Es decir, v, también es vector propio de .S con valor propio asociado
Ar = 51+ 59w 4 sgw¥ 4 -+ sw™U
Enunciemos este resultado en la siguiente proposicién.

Proposicién 4.9. Sean S una matriz circulante cuyo primer renglon es (sq, . .., Sp)
27 . .
yw = en . Entonces los valores propios de S estdin dados por:

n

A = Z sjw(j_l)r

i=1

conr=0,1,...,n—1.
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Ejemplo 4.10. Consideremos n = 3, Wsy3, S3xs las matrices circulantes cuyo
primer renglon es (0,1,0) y (s1, 2, S3) respectivamente.

2

Los wvalores propios de W son 1,w,w*, a cada valor propio le corresponde un

vector propio, digamos vy, vi,vs € C® son los correspondientes.

Entonces debe ocurrir que vy, vy, vy son vectores propios de S asociados a los
valores propios s1 + So + S3, S1 + Sow + 53w2 Y S+ 52w2 + 53w4 respectivamente.

Analicemos el caso especifico en que
010 5 0 2
W=1001],5=12 5 0
100 0 25

. . 47 - . 2ri
Los walores propios de W son las raices cubicas de la unidad, w = e3 . De
acuerdo con la proposicion anterior, tenemos que los valores propios de S son:

3
Ao = Z sjw(j_l)r = 5w® 4+ 0w’ 4 2u° =7,

=1

3
A= Z s;wY9 D" = 5w’ 4+ 0w + 2w? = 4 — iV/3,
j=1
3
Ay = Z 5,09 = 500 4 0w? + 2wt = 4 + V3

i=1

Continuemos con la siguiente definicion.

Definicién 4.11. Una grdfica circulante es una grifica G cuyos vértices pue-
den ser ordenados de modo que la matriz de adyacencia A(G) sea una matriz
circulante.

Observaciones 4.12. Puede que al ordenar de manera diferente los vértices de
la grdfica, la matriz asociada ya no sea circulante.

Ejemplo 4.13. La matriz de adyacencia asociada a la grdfica de la figura 4.1,
con los vértices ordenados como vy, Vg, U3, Uy €S:

—_— O = O

10
01
10
01

O = O
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Figura 4.1: Una gréfica circulante

que es una matriz circulante. Por lo tanto la grdafica de la figura 4.1 es circulante.
Sin embargo, si el orden de los vértices fuera vy, vy, Vo, v3, la matriz queda:

0110
1 0 01
100 1|’
0110
que ya no es matriz circulante.
El primer renglén (aq,as,...,a,) de una matriz de adyacencia de una gréfica

circulante, donde el subindice se refiere a la columna, cumple que a; = 0. Re-
cordemos que la matriz de adyacencia es simétrica (A = AT), con ceros en la
diagonal principal.

Sea A nuestra matriz de adyacencia de tamano n x n:

ay [25) as ... Q; c. Ap
Ay ay Gz ... Aj-1 ... Qp-1

Ap—1 (07% a ... Gj_2 ... Ap-2

Ap—2 p—1 Gp ... Gj-3 ... (Ap_3

A=
On—(j—2)
a9 as ayg ... . e aq
y dado que A es simétrica a; = ap_(j—2) = Gp_jy2 VJj = 2,...,n.

Como consecuencia directa de la proposicién 4.9 se tiene:
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Proposicién 4.14. Supongamos que (0,as, ..., a,) es el primer renglén de la
matriz de adyacencia de una grafica circulante G. Entonces los valores propios
de G estdn dados por

n

A = Z ajw(j_l)r

j=2
27

conr=0,1,....n—1yw=en.

Observaciones 4.15. Es necesario remarcar que los n valores propios dados
por la formula de la proposicion 4.14, no son necesariamente distintos. Ver la
definicion 2.61.

4.2.1. Graficas completas.

Nuestro primer ejemplo de graficas circulantes son las graficas completas:

Ejemplo 4.16. Sea G = K3 una grdfica completa cuya matriz de adyacencia es
la matriz circulante

011
AG) =101
110

wfG

En este caso w = e’5 = cos(&) +isin(%) = S+

Ast, los valores propios de K3 son:

)\0 = CLQU)(2_1)0 + agw(3_1)0 =az +az = 1+1= 2,

(2—1) (3-1)1

A = aow Ly asw = ayw + azw® = w + W = 2Re (w) = —1,

3712 — gow? + azw* = W+ w = 2Re (w) = —1.

2 —1
Spech,:(l 2).

Observaciones 4.17. Dado que (w")" = 1, entonces

)\2 = agw(2_1)2 + &3w(

El espectro de K3 es:

0=(w)"—1=(w)—=1((w)" "+ @)+ +uw +1).
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Proposicién 4.18.

n—1 -1
Spec K, = .
pee ( 1 n—l)

DEMOSTRACION: A(K,) es una matriz circulante con primer renglén (ay, as, . . ., a,)
donde a1 =0y a; =1Vi=2,...,n.

Por la proposicién 4.14 sus valores propios son

n

A = Z ajw(j_l)r

j=2
cona; =0ya;=1Vi=2,....,n,r=0,...,n— 1, es decir,
AM=w +w” 4 0™ r=0,1,...,n—1.

Tenemos entonces \ =14+1+4+---4+1=n—1.

Para r # 0 sabemos por la observacién 4.17 que 1 4+ w” + w?* +--- +w= D" =0

n—r _— _1. Asi, —1 es un valor propio de

y por lo tanto w” + w? + - - + w!
multiplicidad n — 1, y n — 1 es un valor propio de multiplicidad 1.

O

Ejemplo 4.19. Para Ky, cuyo primer renglon es (0,1,1,1), los valores propios
son:

A0:a2+a3+a4:1+1+1:3,

M =aw+aw+auw=wt+wi+w=1i—1—1i=—1,
Ao = apw?® + asw + au® =w* +wt +ut=—-1+1-1=—1,
A3 = aow® + azw® +asw® =T+ wr+w=—i—1+i=—1,

24 247

im
2

=1, entonces el espectro de Ky es:

—1
SpecK4:<:1)) 3).

donde w=en =e1 =e¢
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4.2.2. Ciclos.

Otro ejemplo de matrices circulantes, proviene de las gréficas ciclicas de orden
n denotadas por C),, cuyo primer rengléon en su matriz de adyacencia es de la
forma (0,1,0,...,0,1), pues éste renglén se obtiene de las adyacencias al vértice
etiquetado como vy.

Ejemplo 4.20. Estudiemos Cy, sabemos que los valores propios de W estan
dados por las raices cuartas de la unidad generadas por w = 1, por lo que los
valores propios de A(Cy) son:

A0:a2+a4:1+1:2,

M =aw+auw=w+w=i—i=0,

Ao = apw?® + b =w?+w?=—-1—-1= -2,
A3 = asw® + auuw’ = wd +w=—i+i=0.
En el espectro,
2 0 =2
S Cy= )
pee T (1 2 1)

Para generalizar, tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.21.

2 2cos2™ 2cosiT ... 2cos U7 .
Spec C,, = (1 COQS n CO; n COS2 n (n impar),
2 2cosZ 2cosim . 2C08w -2
S C, = n n n )
pee <1 2 2 . 2 | (nopar)

DEMOSTRACION: La matriz circulante de la grafica ciclica C,, tiene como primer
renglén (0,1,0,...,0,1).

Por la proposicién 4.14 sus valores propios son

A = Z ajw(j_l)r
=2
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conas=a,=1ya;=0Vi=3,...,n—1,r=0,...,n— 1, entonces los valores
propios son:

— 27ri 2r(n—1)ri 27ri —2mri
)\T:wT_'_w(TL l)T:en + e n =en +e n
Dado que éstos son conjugados
2mri 2Qmr
A =2Re e » =2cos—.
n

— — 2 —

Sabemos que cos 2—;”‘ = cos % — cog 2mn=2mr _ oo W(Z r)
{ i 2m(n—1 2m(2 21 (n—2
Asf estos valores se repiten ya que cos 2 = cos 20 g 272 — o 2122
n n n n

asi sucesivamente, por lo cual, si n es impar los valores propios son

27r(”Tfl)

n

2 (2
2, 20052;”, 2cos$, ... ,2cos

o bien,
2

21 w(n—1)

2, 2cos —

2cosd™ . 2cos
n

con 2 valor propio de multiplicidad uno, y el resto con multiplicidad dos.

Si n es par los valores propios son

27(2 27-(-77'_72 2r( 2
2, 2cos 2, 2cos ZE , 2 cos (3 ), 9 cos 222
n n n n
es decir,
-2
2, 2cos2. 2cosiT .. 2cos™=2  2cosm = —2
n n n

con 2 y —2 valores propios de multiplicidad uno, y el resto con multiplicidad dos.
O

Ejemplo 4.22.

2 2cos%E 2cos i
Spec Cs = 5 5
pec 5 (1 2 2 )7
2 2cosZ 2cosir 2 2 1 —1 =2
— 6 6 —
Spee G (1 2 2 1) (12 2 1)‘
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4.2.3. Graficas coctel.

Nuestro tultimo ejemplo dentro de la familia de las graficas circulantes, son las
graficas "fiesta coctel”, H,, llamadas asi porque modelan el hecho de que s
parejas de esposos estén en una fiesta y cada persona hable con todos excepto
con su pareja.

Definicién 4.23. Dado s € N*, definimos la grdafica Hy, como aquella donde el
congunto de vértices estd dado por V(Hg) = {mq,...,ms, e1,...,es} y el conjun-
to de aristas por E(H) = {{m;,m;}|i,j € {1,...,s}, i #j} U {{ms,e;}]i,j €
{1,...,shi#jU{{ee;}i,je{l,...,s}i#j}.

Estudiemos un ejemplo para entender mejor.

Figura 4.2: Grafica de parejas

Ejemplo 4.24. Sea Hj la grdfica de la figura 4.2, donde {mq,e1}, {ms, e}
y {ms,es} son esposos respectivamente. El primer renglon de la matriz de ad-
yacencia, ordenando los vértices como my, mg, M3, €1, €9, €3, es (0,1,1,0,1,1) =

(a17 a2, as, 4, a5, a6)'

Como hemos venido analizando, los valores propios de A(Hj), estdan relacionados
con los valores propios de W, que son las raices sextas de la unidad dadas en
términos de w = e’ = cos g +isin §. Los valores propios de A(Hj) son:

)\Oza2+a3+a5+a6:4,
M=w+w +w+uw’=1-1=0,
Ao = w? +wh +w? +wt = 2(w? + wt) = -2,

As = w? 4+ w® = w® + wb + w + w = 2(w? + wb) =0,
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A= wt +w? +w +w? = 2wt +w?) = -2,

s = w® + w! + w? + w = 2Rew + 2Rew” = 0,

4 0 =2
SpecHg,:(l 5 2).

Su espectro es:

Si ahora consideramos Hy, donde el primer renglon de la matriz de adyacencia
es (0,1,1,1,1,0,1,1,1,1) = (ay, az, as, as, as, ag, az, as, g, axo), y sabiendo que los

. , , . i T . .o
valores propios de W estdn dados en términos de w = e = cos g +isin g, los
valores propios de A(Hs) son:

)\0:CL2+CL3+CL5—|—CL7+CL8+CL9+CL10:8,

A = asw+tasw’+asw+asw +arwt+asw+agud+aow’ = 2(Rew+Rew2+Rew3+Rew4) =0,

Ay = w? +w? + b +w® +w'? + w + '+ w'® = 4(Rew? + Rew?) = -2,
Az = wHwl+w+w +wS +w +w +w?” = 2(Rew+ Rew?+ Rew’ + Rew?) = 0,
M= w Fw® w4+ w'® +w +w® +w*? + w0t = 4(Rew® + Rew?) = —2,
As = w’ +w' + w0 + w? + 0 + WP +w? +w® =0,
Ao = wb + w'? + w' + w1+ w4 w4 w® W = 4(Rew? + Rew?) = —2,
A = vt w HwH P+ w +wt? +" 0w = 2( Rew+ Rew®+ Rew*+ Rew?) = 0,
As = w® + w'® + w + w*? 4+ w® +w +w +w™ = 4(Rew? + Rew) = —2,

Ao = wHw B+ +w +w +wB ™+t = 2(Rew+ Rew?+ Rew?+ Rew*) = 0.

8 0 —2
SpecH5:(15 4).

Su espectro es:
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Podemos decir de manera general, que su espectro es:

Proposicién 4.25.

25 — 2 —2
SpecH5:<S 0 )

1 s s—1

DEMOSTRACION: Si tenemos s parejas de esposos, el total de personas es n = 2s.
La matriz A(H,) es una matriz circulante, cuyo primer renglén es:

(1,9, ... 05, Qs11,...,0,),cona; =ag; =0ya; =1Vi e {1,...,n}\{1,s+1},
es decir, (0,1,1,...,1,0,1,...,1).

Por la proposicién 4.14, los valores propios son

Ar = Z ajw(j_l)r
=2

conr=0,....n—1yw=e"n, es decir, \, = w" +w¥ +- - -4+ wE D fpls+Dr 4
e _I_w(n_l)r‘

Por la observacion 4.17 para r # 0,

L+ w +w? 4 - 4+ w4 4G o4 (=D = (0 entonces w” +
w2r S w(s—l)r 4 w(s-‘,—l)r NI w(n—l)r = 1 — w.

Como n = 2s, entonces

—1—-1,sir=2,4,...,25s —2

—1—w’ = —]_—w%r = —]1—e =n L _1_67rri _
—1+1,sir=13,...,25—1

Asi —2 aparece como valor propio en s — 1 ocasiones y 0 en s ocasiones.
Para 7 = 0 tenemos A\g = w® + w® 4.+ 4 =D 4 g(sF+DO) o qy(n=D(O0) =

n—2=2s—2.
O
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4.3. Graficas de lineas.

En esta parte del capitulo trabajaremos con la matriz de adyacencia de la gréfica
de lineas L(G) que obtenemos a partir de una grafica GG, asi como la relacién
entre sus correspondientes polinomios caracteristicos. También obtendremos in-
formacion sobre los valores propios y el espectro de la gréaficas de lineas.

Definiciéon 4.26. Sea G una grdfica reqular de grado k con n vértices y m aristas.
La matriz de incidencia X = X(G) de n x m, estd definida por:

(X) 1, siej incide en v;
ij =
0, en otro caso.

Ejemplo 4.27. La matriz de adyacencia de G = K4 es,

Figura 4.3: Grafica G = K,
0
1
1
1

La grdfica de lineas de G se muestra en la figura 4.4,

A(Ky) =

_ = O =
—_ O = =
O~ V)

Figura 4.4: Grafica L(G) = L(K})
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_ = = O~ O
_— O~ O
_ = = O~ O
— o O~ O
O O R B =
O O R B =

En este caso, V(G) = {v1,v2,v3,04} y E(G) = {eq, e9,€3, €4, 5,66}, donde e; =

{U17U2}; €2 = {02,7)3}; €3 = {03,114}; €4 = {U1,U4}; €5 = {U17U3}; €6 = {U27U4};

V(L(G)) = {ejli € E(G)} y la matriz X es:

X(Ky) =

S O = o=
O = = O
_ -0 O
= o O =
O = O
—_ o~ O

Veamos ahora cémo se relacionan las matrices A, Ay y X para entender mejor
cémo son los valores propios de la grafica de lineas.

Lema 4.28. Supongamos que G es una grdfica reqular de grado k y X como
en la definicion 4.26. Sean A la matriz de adyacencia de Gy Ap la matriz de
adyacencia de L(G). Entonces

1. XTX = Ap +21,,.

2. 8i G es una grdfica reqular de grado k, entonces X X' = A + kI,,.

DEMOSTRACION: (1) Dado que X,xm, X4, v (X)i; = (XT);; por definicién de
matriz transpuesta, se tiene que

n n

(XTX)i; =Y (X)X )y =D (X )u(X)y

=1 =1
por definiciéon de producto de matrices.
Al considerar la entrada (X7 X);;, los tnicos sumandos que contribuyen a la

suma son aquellos en que (X); = (X);; = 1, es decir, corresponden a vértices
v; en los que inciden las aristas e; y e;, as{ si ¢ # j, (X7X);; = 1sie; ye; son
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adyacentes y cero en caso contrario, por lo cual (X7 X);; = (Ar);;. Por otro lado,
si ¢ = 7, como los Unicos vértices en los que incide la arista e; son sus extremos,

(XTX)y =2=(An)u + (21n)ii

(2) Sucede que

(XXT)i5 =D (X)a(XT)y =D (X)a(X)

=1 =1

Para ¢ = j el nimero que aparece en dicha entrada, corresponde al ntimero de
aristas que son incidentes en el vértice v;, es decir, el grado de v;. Para i # j, los
tnicos sumandos que contribuyen a la suma son aquellos en que (X); = (X); =
1, es decir, aristas ¢; que inciden en v; y v;, por lo cual, si v; y v; son adyacentes
(XXT);; =1, en caso contrario (X X7);; = 0.

U

Proposicién 4.29. Si A\ es un valor propio de la grifica de lineas L(G), entonces
-2 <A

DEMOSTRACION: Como A es un valor propio de A; y esta matriz se relaciona
con XT X, entonces analicemos cémo es X7 X. Veamos que X7 X es una matriz
semidefinida positiva, ver la definicién 2.63.

Nuestra matriz X7 X es simétrica de tamafio m x m, en donde m es el nimero
21
. . 22
de aristas de GG. Consideremos el vector z, tomando z = | _ |, tenemos que,
Zm
2 (XT"X)z=2"X"Xz = (Xz2)' Xz = (Xz)  (Xz) = | Xz|*>0

entonces X7 X es semidefinida positiva.

Ahora del lema 4.26, A;, = XTX — 21,,. Supongamos que A; tiene como valor
propio a i con v un vector propio asociado, se cumple que

pv =Apv = (X"X - 2I,)v=X"Xv —2I,v
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Despejando, XTXv = puv +2v = (1 +2)v. Como X7 X es semidefinida positiva,
entonces, por el teorema 2.64, u + 2 > 0, de aqui que p > —2, que es lo que
queriamos probar.

O

El siguiente teorema nos da una descripcién del polinomio caracteristico de la
grafica de lineas en términos del polinomio caracteristico de la grafica.

Teorema 4.30. Si G es una grifica regular de grado k con n vértices y m = %nk
aristas, entonces

X(L(G); N) = (A +2)" " (G; A+ 2 — k).

DEMOSTRACION: Vamos a definir a las matrices U y V por bloques, como sigue:

N, —-X (I, X
U_(o Im) V_(XT )Jm)'

Efectuando las multiplicaciones tenemos:
M, - XXT 0 A, 0
vV = ( XT )Jm) Vo= ()\XT A, — XTX) ‘
Calculando ambos determinantes, ver el teorema 2.39;:
det(UV) = X"det(\,, — XXT) det(VU) = XN'det(\,,, — XTX).
Sabemos que det(UV') = detUdetV , asi pues,
det(UV) = detUdetV = detVdetU = det(VU)
por lo que
Ndet( M, — XXT) = XN'det(\],, — X" X)
entonces
N det(M, — X XT) = det(M,, — XTX) VA
Usando el lema 4.28 1)
X(L(G);A) = det(Mm — Ap)
det(\,, + 21, — XTX)
det[(\ +2)1,,, — XTX]
A+ 2)mdet((\ + 2)1, — XXT)
(A+2)" "det((A+2)1, — A — k)
(A +2)""det[(A+ 2 — k)1, — A
A+2)"""x(G; A +2 —k).
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Ejemplo 4.31. Para la grdafica de la figura 4.3 tenemos, k = 3, n = 4, m =
%nk = %(4)(3) =6 y para su grdfica de lz”negas L(G) dada en la figura 4.4 tenemos
k=2k—-2=2(3)—2=4, a =6,m = 0k = £(6)(4) = 12. Sabemos que

x(G,z) =2* =622 =8z — 3= (x4 1)3(xz — 3),

-1
5 ), utilizando el teorema 4.30, tenemos que

A+2)" " (G;AN+2—k)

(A +2) (G A +2 = 3)
= A+2)%(G; N —1)

A+ 220 — 1)+ 1P[(A—1) -3

(A +2)2X3(A — 4)
Nuestras raices son

)\0:4; )\120; )\2:—

con multiplicidad:

m(Xo) =1; m(M) =3; m(A) = 2.
El espectro de L(G) es

Spec LG} = (m?s\o) m?;\l) m?)z\z)) - ( 411 g _3 ) '

Proposicién 4.32. Sea G una grafica regular de grado k y sea

[ VR VY
S G) =
pec (G) (1 my ms_l)
su espectro. Entonces el espectro de la grdfica de lineas L(G) es:
Spec L(G) = (27{5_2 k=24 ... k=2+X =2 )
1 ma e Ms_q m—n

DEMOSTRACION: De la proposicién 4.2 se tiene que

EA\oo... )\S_1>

1 my ... Mg

Spec G = <

es decir,

(G, z) = (x — k) (z = A\)™ - (= A\g_y)™ 1.
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Por otro lado el teorema 4.30, senala que:

X(L(G),A) = (A+2)""X(G,A+2—k)
A+2)"" (AN +2—k) =K' A +2—k) = M]™ - [(A+2— k) — Ag_q] ™=
A+2)" T AN+2—=2kP A +2— k= A\]™ - A +2 -k — Ag_q]™e?

asi nuestras raices son:
pr=—=2; pp=2k—2 puz=k+M-—-2.. 50, 1=k+A -2
cuya multiplicidad respectiva es:

m(pr) =m—mn; m(uz) =1; mus) = ma;...;mpe—1) = ms_y

Por lo tanto,

SpecL(G):<2k_2 E—24+XN ... k—=24+Xy =2 )

1 my Ms_1 m-—n

O

Observaciones 4.33. Si G es una grdfica regular de grado k, su correspondiente
grdfica de lineas L(G) es regular de grado 2k — 2. La razén es que al tomar el
vértice u = ey, en la grdfica de lineas, en los vértices v; y v; que son los extremos
de e en la grdfica G, inciden k — 1 aristas en cada uno de ellos, es decir, el
vértice u es adyacente a 2(k — 1) vértices en la grdfica de lineas. Como G es
completa, en L(G) el grado de los vértices es el mismo.

Otro ejemplo de gréficas de lineas, son las llamadas 7 graficas tridngulo”, L(K,),
denotadas por A,;. Una gréfica tridangulo se obtiene a partir de aplicar la grafica
de lineas a una grafica completa. En A, sus vértices son adyacentes siempre que
en (G haya un triangulo que involucre al correspondiente par de aristas.

Para concluir este capitulo analizaremos cémo es el espectro en las graficas
triangulo. Por la proposicién 4.18, sabemos que:

t—1 -1
K, = .
Spec K, ( 1 - 1)
Entonces el espectro de A; es:

Spec At:(2k_2 Ek—24+X =2 )

1 my m—n
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donde para la grafica K;, n =t es el niimero de vértices, k =t — 1 es el grado de

los vértices, el nimero de aristas de es m = th = $t(t — 1) y A = —1.
Asi
2—-1)—2 (t—1)—2—1 2 % —4 t—4 -2
Spec N\ = = :
pec S < 1 t—1 Lt(t—1)] —t 1 ot—1 4

Algunos espectros concretos son:

23)—4 34 2 2 1 -2
SpeCA?’:( 1 3-1 —3(3‘3’>:<1 2 0)’

2

205)—4 5—4 -2 6 1 —2
SpeCAE’:( 1 5-1 —5(5‘3)>:(1 4 5)'

2
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Capitulo 5

Ciclos y cortes.

En este capitulo trabajaremos con graficas orientadas y codificaremos subconjun-
tos de aristas que forman ciclos o cortes en la grafica mediante vectores.

5.1. El espacio de vértices y el espacio de aris-
tas.

En esta parte, trabajaremos con el campo de los nimeros complejos C y con
cualquier conjunto finito X.

El conjunto de todas las funciones de X en C tiene la estructura de un espacio
vectorial de dimension finita del siguiente modo, si f : X — Cy g: X — C,
las operaciones del espacio vectorial se definen como sigue:

(f +9)(x) = f(x) + 9(z) (af)(x) =af(z) (VreX aecC)

La dimensién de este espacio vectorial es igual al nimero de elementos de X.
Definicién 5.1. El espacio de vértices Cy = Cy(G) de una grdfica orientada
es el espacio vectorial de todas las funciones de V(G) a C. El espacio de aristas

Cy = C1(G) de una grdfica orientada es el espacio vectorial de todas las funciones

de E(G) a C.
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CAPITULO 5. CICLOS Y CORTES.

Si consideramos V(G) = {v1,vq,...,v,} v E(G) = {e1,€a,...,€e,}, se sigue que
Co(G) es un espacio vectorial de dimensién n y que C;(G) es un espacio vectorial
de dimensiéon m.

Cualquier funcién n : V(G) — C, puede ser representada por un vector columna
y = (y17y27 s 7yn)T7 en donde Yi = 77(%) (1 S i S n)

Podemos escoger una base para Cj, tomando el conjunto de funciones {w,ws,...,w,}
definido como sigue:

0, en otro caso.

1, sit=7
w;(v;) = {

Andlogamente cualquier funcién £ : E(G) — C, puede ser representada por un
vector columna x = (1, Za,...,2y,)", en donde x; = £(e;) (1 < i < m).

Podemos escoger una base para C7, tomando el conjunto de funciones {e;, s, ..., em}

1 sii=j
ei(ej) = {

definido como sigue:

0, en otro caso.

Las bases {w, wa, ..., w,} y {€1, €2, ..., €, } las llamaremos bases estandar para
CO y Cl.

Ahora, retomando la definicién 1.13, si tomamos un conjunto @) de aristas que
formen un ciclo en G, existen dos maneras posibles de orientar las aristas de
(), que inducen dos posibles ciclo-orientaciones, siendo éstas en sentido de las
manecillas del reloj o en sentido contrario. Al elegir cualquiera de estas opciones,
definimos una funcién &, de C1(G) dada por:

1, si e € Q y su ciclo-orientacion coincide con su orientacion en G

£o(e) = ¢ —1, si e € Q y su ciclo-orientacién es contraria a la orientacién en G

0,siedq.

Asi formamos el vector xg = ({g(e1), - -.,&o(em)).
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Ejemplo 5.2. Sea G

Nuestro conjunto Q) = {ey, es, €g, €3}

Si elegimos la orientacion en sentido de las manecillas del reloj, entonces &g :
{e4, e5,¢€6,e7} — C queda de la siguiente manera:

ry=Eqles) =1 x5 =gles) = —1 w5 = Egles) = 1 a8 = {gles) = —1
si es en sentido contrario,
1y =Eg(es) = =1 x5 = &gles) =1 26 = {gles) = —1 w5 = gles) =1

en ambos casos, para el resto de las aristas x; = €g(e;) =01 ={1,2,3,7}

xg = (0,0,0,1,—1,1,0,—1) en el primer caso, o bien, en el sequndo caso
xo = (0,0,0,—1,1, — 1,0,1).

A un conjunto de corte H de G, ver la definiciéon 1.42, también podemos darle
dos posibles orientaciones, que se llaman orientaciones-corte de H, especificando
cual de los dos subconjuntos V; o V5 asociados a H, contiene todos los extremos
iniciales (4) y el otro los extremos finales (-). Recordemos que los conjuntos V}
y Vs, son una particién de los vértices de una gréafica orientada cualquiera G.

Con ello, podemos definir la funcién g en C1(G) como sigue:

1, si e € H y su orientacién-corte coincide con su orientaciéon en G

¢u(e) =< —1, si e € H y su orientacién corte es contraria a la orientacién en G
0,sie¢ H.
Asi formamos el vector xg = (€g(e1), ..., Eu(em)).
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Ejemplo 5.3. Sea G

Nuestra particion es: Vi = {uy,us,us} y Vo = {us, uq, ug}. Asi, el conjunto de
aristas de corte es H = {ey, eq, €3, €4, €5, €6}

Si el conjunto Vi tiene los extremos finales y Vo los extremos iniciales, entonces
la funcion g es:

Euler) = =1 Eulea) =1 Enles) = —1 Enles) =1 &ules) = =1 ules) = =1 Euler) =0.
El vector es xg = (—1,1,-1,1,—1,—1,0).

Si ahora Vi tiene los extremos iniciales y Vo los extremos finales, el vector es
xy = (1,-1,1,-1,1,1,0).

5.2. La matriz de incidencia.

Dado que estamos trabajando con graficas dirigidas, conviene describirlas me-
diante una matriz que codifique no solo la grafica sino la orientacién dada.

Definicién 5.4. La matriz de incidencia D de una grdafica G con n vértices y
m aristas, con respecto a la orientacion de dicha grdfica, es la matriz de tamano
n X m, cuyas entradas d;; son:
+1, siv; es el extremo inicial de e;
dij = § —1, siv; es el extremo final de e;

0, en otro caso.

Los renglones de D corresponden a los vértices de G y sus columnas a las aristas
de dicha gréfica; cada columna tiene solamente dos entradas no nulas 1, —1, que
representan el inicio y el final de cada arista respectivamente.

Recordemos que no trabajamos con multigraficas, ni con lazos.
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La matriz D es la representacion, con respecto a las bases estandar, de un mapeo
lineal de C1(G) a Cy(G). Este mapeo serd llamado mapeo de incidencia y se
denotard por ©. Para cada £ : E(G) — C la funcién D¢ : V(G) — C se define
de modo que xp¢ = DxX¢, es decir,

dii ... dim £(€1>
Xpoe = | din ... dim : ;
dnl s dnm f(em)

o bien
DE(vi) = dnk(er) + - + dim&(em) = Z dij€(ej) (1 <i<n).
j=1

Ejemplo 5.5. Sea G la grdfica que se muestra a continuacion

Definimos & : E(G) — C, como sigue:

E(er) =i &(ex) = —i &(es) =1

5(64) =—-1 5(65) =1+1 5(66) =—1—1
representada por el vector x = (i, —i, 1, —1,i+1,—1 — 1) = (£(eq), ..., &(eq)).
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-1 0 0 -1 -1 0 —1 —21
Como 1 -1 0 0 0 -1 1 _ 31+ 1
O 1 -1 0 1 0 -1 0 ’
o o 1 1 0 1 1+1 —i—1
—i—1

entonces D& : V(G) — C estd definida por D&(vy) = —2i, DE(v2) = 3i + 1,
DE(vy) = 0, DE(vy) = —i — 1.

Notemos que en cada vértice v;, las entradas d;; que aportan a la suma, son
aquellas que corresponden a las aristas que inciden en él.

Podemos preguntarnos qué ocurre con la matriz de incidencia de una grafica que
tiene varias componentes, es decir, la grafica G esta formada por varias subgraficas
maximas con respecto a la propiedad de ser conexa. Pues lo que ocurre es que
ordenando de manera adecuada los vértices de G, la matriz D estard formada
por bloques, tantos como el nimero de componentes, al cual denotaremos por c.

Ejemplo 5.6. Consideremos la siguiente grafica.

€3

Figura 5.1: Grafica de 3 componentes
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5.2. LA MATRIZ DE INCIDENCIA.

Su matriz de incidencia es:

[ =1 0 ] 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 o 0 0 0 0 0O 0 O
| 0 -1 | 0 0 0 0 0 0 0 0
o 0 [ -1 0 0 -1 0] 0 0 0
0 0 1 -1 0 0 —1 0 0 0
D= (D) 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0
o 0o | 0 o0 1 1 1 | 0 0 0
0 0 o0 0 0 0 [ -1 0 0]
0 0 0 0 0 0 0 1 -1 -1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 o 0 0 0 0 | 0 0 1 |
reescribiendo
DY 0 0
DI)=| o D® o0
0 0 D®

donde D§1X)2, D512X)5 ( Dz(;gx)s

De forma general, la matriz de incidencia de una grafica con ¢ componentes

conexas es.
DY o0 ... 0
0 D® ... o0
D(T) =
0 0 ... DO

Con esta informacion, vayamos a la siguiente proposicion.

Proposicion 5.7. La matriz de incidencia D de G, tiene rango n — ¢, donde n
es el numero de vértices y ¢ el numero de componentes.

DEMOSTRACION: Sean G, ..., G las componentes conexas de Gy DU, ..,
D las correspondientes matrices de incidencia. Primero veamos que el rango de
cada componente D) es n; — 1, donde n; = |[V(G®)].

Ya habiamos mencionado que en una matriz de incidencia, cada columna tiene un
1y un —1 y cero en el resto, por lo que al tomar cada D y hacer operaciones ele-
mentales sobre sus renglones, dy, . . ., d,,, observamos que d;+ds+- - - +d,,,=(0,0,...,0),
asi cada renglén es combinacién lineal de los restantes y el conjunto {ds, ..., d,,}

83



CAPITULO 5. CICLOS Y CORTES.

es linealmente dependiente de donde dim/(dy, . .., d,,) < n;.Veamos que {dz,...,dn;}
es linealmente independiente.

Para ello analicemos primero los escalares de una combinacién lineal de dy, . . ., d,,

7

igualada al vector cero.
Supongamos que A\jd; + -+ + A\, dp,, = 0 para \,..., A\, € C.
Afirmamos que \; = ... = \,,.

La razon es la siguiente: sean v; y vy dos vértices adyacentes, conectados por la
arista e; cuyo vértice inicial es v, y el final v;.

En la columna j de D® todas las entradas son cero salvo la [ que es —1 y la k
que es 1, por lo cual

(Mdy + -+ Aydn,)j = A — A
Pero (AMdy + -+ -+ Ap,dy,); = 0, por lo cual 0 = A\, — N\ Asi A = A,
De modo maés general, si v; , v, son dos vértices cualesquiera de D@, como D es

conexa, existe un camino (v; = vy, Uy, .. ., v;, = k). Los X's asociados a vértices
adyacentes son iguales, de modo que

)‘l:)‘h:)‘iz:"':)‘it:)\k'

Asi, N = A\ VI k.
Ahora, veamos que {dy, ..., d,,} es linealmente independiente.

Si Aady + -+ + A\, dy, = 0, entonces 0dy + Aods + -+ - + A\, dy, = 0, por lo visto
anteriormente, 0 = Ao = ... = \,,..

Por lo tanto, {ds,...,d,,} es linealmente independiente y el rango de D es

Como tenemos ¢ componentes, entonces el rango de la matriz D es

(np—1)4+---4+ (n.—1) =n —c. Asi que el rango de D es n — c.
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5.2. LA MATRIZ DE INCIDENCIA.

Vayamos a nuestra siguiente definicién.
Definicién 5.8. Fl rango de G y el corango de G son, respectivamente
r(G)=n—c s(G)=m—n+c.
Observaciones 5.9. Retomando el lema 1.40, st G es un drbol entonces,
r(G)=n—c=n—-1 s(G)=m—-n+c=n—1—-n+1=0.
St G es un bosque entonces,

r(G)=n—c s(G)=n—c—n+c=0.

Para terminar esta seccién, daremos un resultado que se utilizara en el capitulo
6.

Proposicion 5.10. Cualquier submatriz cuadrada de una matriz de incidencia
D de una grdfica G, tiene determinante igual a 0, +1, o —1.

DEMOSTRACION: Por induccién.
Base de induccion.

Cuando la matriz es de 1 x 1 el resultado se cumple, ya que su unica entrada es
0,1,0 —1.

Hipétesis de induccion.

Sabemos que para toda matriz de incidencia, cualquier submatriz de tamano
k x k, tiene determinante 0, 1, o —1.

Queremos demostrar que cualquier submatriz S de tamanio (k+ 1) x (k+1) de
una matriz de incidencia, tiene determinante 0, 1, o —1.

*Caso 1. Si S tiene una columna de ceros. En este caso, por las propiedades de
determinante, |S| = 0.

En caso contrario, se tienen las siguientes opciones.

85



CAPITULO 5. CICLOS Y CORTES.

*Caso 2. Todas las columnas de S tienen exactamente dos entradas no nulas.
Por las caracteristicas de la matriz de incidencia, estas entradas son 1 y —1
necesariamente. Sumando los elementos de cada rengléon, la suma es cero. Asi los
renglones de S forman un conjunto linealmente dependiente. Y nuevamente por
las propiedades de determinante, |S| = 0.

*Caso 3. S tiene una columna con exactamente un elemento distinto de cero,
digamos en la entrada ij. Entonces podemos encontrar el determinante de S
mediante cofactores, en donde |S’| es el cofactor ij de S'y |S| = £|5’|, de acuerdo
al valor 1 o —1, de la entrada no nula S;;.

Pero S’ es una submatriz de tamano k x k de una matriz de incidencia, y por la
H.I |5 € {0,1,—1}.

Por lo tanto, |S| € {0,1, —1}.

5.3. El subespacio-ciclo y el subespacio-corte.

Veamos ahora cémo se relacionan los ciclos y los cortes de una grafica con su
matriz de incidencia.

Teorema 5.11. El nicleo del mapeo de incidencia® de G, es un espacio vectorial
cuya dimension es igual al corango de G. St (Q es un ciclo en G, entonces &g
pertenece al niucleo de ®.

DEMOSTRACION: Ya que la matriz D tiene rango n — ¢ y la dim C1(G) = m, se
sigue que el nicleo de ® tiene dimension m — (n —c¢) = m —n+ ¢ = s(QG).

Dado que @ es un ciclo en G al efectuar el producto punto del vector xg =
(€gler),. .., &g(em)) con la matriz D, tenemos los siguientes casos:

a) Si el vértice v; no incide en alguna de las aristas que forman el ciclo, entonces
el producto interno del renglén correspondiente a dicho vértice y el vector xq es
cero. Esto es porque las correspondientes entradas de v; con las aristas del ciclo
considerado, son cero.
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b) Si el vértice v; incide en alguna de las aristas que forman el ciclo, entonces en
él inciden dos aristas digamos e; y e (por ser ciclo). Si ¢; y e tienen a v; como
vértice inicial (o final), dy = dix = 1 (dy = dy, = —1). Por otro lado (x¢); v (X¢ )
tienen signos distintos por lo que (Dxg); = 0. Si una de las dos aristas llega a v;
y la otra sale de v;, d; y d;;; tienen signos distintos, mientras que (xq); = (X¢ )k
y nuevamente (Dxg); = 0. De esta manera Dxg = 0, y g pertenece al nicleo
de ®.

O

Ejemplo 5.12. Consideremos el ciclo formado por las aristas Q = {es, e4, €5, €6},
de la Figura 5.1 y su vector xq = (0,0,1,1,1,—1,0,0,0,0)”, entonces

-1 0 0 0 o0 o0 o0 0 0 0 0 0
1 -1 0 O O O o0 0 0 O 0 0
o 1 0o 0 0 0 0 0 0 O 1 0
o 0-1 0 O0-1 0 0 0 O 1 0
o o 1 -1 0 O0-1 0 0 O 1 0

Dxg = o o o 1 -1 0 0 0 0 O 1= 0
o o o o 1 1T 1 0 0 O 0 0
o o o o o0 o0 0-1 0 0 0 0
o o o o o0 o0 0 1 -1 -1 0 0
o o o o o0 o0 o0 o0 1 0 0 0
o o o o o0 o0 o0 0 0 0 0

Para continuar, daremos la siguiente definicion.

Definicién 5.13. El subespacio-ciclo de G es el nicleo del mapeo de inciden-
cia de G. El subespacio-corte de G es el complemento ortogonal del subespacio-
ciclo en C1(Q), con respecto al producto interno usual.

Ahora analicemos cémo es el subespacio-corte de una grafica.

Lema 5.14. Dado H un corte en G, el vector columna Xy que se obtiene de la
funcion £y se puede escribir en términos de los renglones de D como:

v; €EVY v; EVa

+1, si la orientacion del corte coincide con la de G
de donde (x1); = { —1, si no coincide con la orientacion

0, st e no estd en H.
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DEMOSTRACION: Caso 1. Supongamos que e, = {v;,vx} ¢ H. Entonces los
vértices de e, estdn ambos en V; o ambos en V5.

Supongamos que vj, v € Vi, entonces:

(Zdi)q:+1_120 Yy (Zdi)qzo

v; €EVA v; €EV2

asi,

1
Zd—Zd 0 0), = 5(0), =0.

v;eEVY v; €V

Analogamente si v;, v, € Va.
Por otro lado, dado que e, ¢ H tenemos que (x%), = 0.

Caso 2. Supongamos que e, € H y que la orientacién del corte va de V; a Vs.

+1, siv; € Vi, v, € Vs

(Zviévldi)q = {

—1,811@6%,2%6%

—1, siv; € Vi, v, € V4
+1,Sin€‘/é,Uk€‘/i

(Evi€V2di)q = {

entonces

Zd_zd 2+1_(_1)]:%[2]:17SinEV1,Uk€V2

S ey e sI-1—(+D)] = 3[-2] = -1, siv; € Vo, v € )
Asi,

Zd_zd {+1 siv; € Vi, v € Vo

vz€V1 v; €V si Uj S Vé, (S Vi

Por otro lado
T +1, siv; € Vi, v, € Vo
(XH)q = )
—1,siv; € Vo, v, €V

por lo que si v; € Vi, v, € V5, entonces:

I3 = Yl =1= (k.

v;EVY v; EVa
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y siv; € Vo, v, € Vi, entonces:

Zd—Zd _1_(5)?

v1€V1 v;EVo
Asi,
§jd—§jd = (x5), Ve, € H
H q .
v6V1 v EVa

Analogamente, si la orientacién del corte va de V5 a Vi,

Zd—Zd —(xL), Ve, € H.

v; V1 v; €Va
Por lo tanto,
1
(5[2 d;— Y dil)y =
v; EVY v; EVa

si la orientacién del corte va de Vj a Vo y

I di= 3 dl), =~ (<),

v; EVY v; €EVa

si la orientacién del corte va de V5 a V;.

Ejemplo 5.15. Sea G

La matriz de incidencia es

1 0 o0 o0 1 1 0 O

-1 1 0 0 0 0 1 ©

D o-1r 1 0 0 0 0 O
o 0-1 1 0 0 0 1

o o0 o0-1 -1 0 0 O

o 0 o0 0 0 -1 -1 -1
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donde la particion de vértices es Vi = {uy,us, us} con los vértices iniciales, Vo =
{ug, us, ug} con los vértices finales, y el conjunto de corte H = {eq, es, €4, €5, €6, €3}
Por lo que x5, = (1,-1,0,1,1,1,0,1)

> di=(1,-1,0,1,1,1,0,1)

v, EV1
> di=(-1,1,0,-1,-1,-1,0,-1)
v; EVa
dodi— ) di=1(2,-2,0,22202)=2(1,-1,0,1,1,1,0,1) = 2x7,.

v; €EVA v; €EV2

En caso de tomar la orientacion contraria, tenemos que:

v; EVY v; EVa

Proposicion 5.16. FEl subespacio-corte de G es un espacio vectorial cuya di-
mension es igual al rango de G. Si H es un corte en G, entonces £ pertenece al
subespacio-corte.

DEMOSTRACION:

Sea z un vector que corresponde a un elemento del nicleo de ®. Entonces Dz = 0,
por lo que d;z = 0 para cada v; € V. Como xpy se escribe en términos de los
renglones d;, tenemos que

Xhz = :i:%[z d, — Z d;|z = :i:%[z d;z — Z d;z] = 0.

v; EVY v; EVa v; EVY v; EVa

Esto significa que el vector xg es ortogonal a todo z correspondiente a un ele-
mento en el nicleo del mapeo de incidencia, es decir, en el subespacio-ciclo. El
elemento correspondiente a xy pertenece entonces al complemento ortogonal del
subespacio-ciclo que es por definicién, el subespacio-corte. Por lo tanto g, per-
tenece al subespacio de corte.

Puesto que la dimensién del subespacio-ciclo es el corango de G, s(G) = m—n+c,
su complemento ortogonal, el subespacio-corte, tiene dimensién el rango de G,
r(G)=n—c.

O
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Daremos una caracterizacion del subespacio-corte de G.

Lema 5.17. Sean di,...,d, los renglones de la matriz de incidencia, cada d;
representa a un elemento que estd en el subespacio-corte Vi.

DEMOSTRACION: X representa a un elemento en el subespacio-ciclo si y sélo si
Dx = 0 lo que ocurre si y solo si x1d; Vi.

Asi cada d; es ortogonal a todo vector que representa a un elemento en el
subespacio-ciclo, es decir, cada d; representa a un elemento que esta en el comple-
mento ortogonal del subespacio-ciclo y entonces por definicion, cada d; representa
a un elemento que esta en el subespacio-corte.

O
Con los resultados anteriores podemos caracterizar el subespacio-corte:
Teorema 5.18. Seandy,...,d, los renglones de la matriz de incidencia y &, ..., &,
los elementos de C1(G) representados por dy, ..., d, respectivamente. Entonces

el subespacio-corte es (£1,...,&,).

DEMOSTRACION: Por el lema 5.17 cada &; estd en el subespacio-corte, de donde
(&1,...,&,) esté contenido en el subespacio-corte. Para la otra contencién basta
mostrar una base del subespacio-corte formada por algunos de los elementos

gla"'agn-

Construyamos entonces dicha base del subespacio-corte.

Dado un vértice v;, denotamos por H,, al corte formado por todas las aristas que
inciden en él. Notemos que el renglén correspondiente de la matriz de incidencia,
digamos d;, codifica a este corte, es decir, d; = xp, .

1

Si en la matriz D suprimimos un renglén de cada bloque D®, por la proposicién
5.7, obtenemos al final n — ¢ renglones linealmente independientes, cada uno de
ellos de la forma xp, ; por la proposicion 5.16 éstos representan a elementos del
subespacio-corte. Como el subespacio-corte tiene dimensiéon n — ¢, los elemen-
tos representados por los d; = xp, antes descritos, forman una base para el

subespacio-corte.
O
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Observemos que D? determina una funcién Lpr que corresponde a un mapeo de
Co(G) en C1(G). Sabemos ademds que Im Lpr es el subespacio generado por las
columnas de DT, es decir, los renglones de D, di, ..., d,. Asi tenemos:

Corolario 5.19. El subespacio-corte es la imagen de la transformacion lineal
dada por DT .

5.4. Matriz Laplaciana.

Ya hemos trabajado con la matriz de adyacencia (A) y la matriz de incidencia
(D) de una grafica G. Ahora definamos una nueva matriz y veamos la conexién
entre ellas.

Definicién 5.20. La matriz Laplaciana () se define como el producto
Q =DD?.

Proposicién 5.21. Sea D la matriz de incidencia (respecto a alguna orientacion)
de la grdfica G, y sea A la matriz de adyacencia de G. Entonces Q = DDT =
A — A, donde A es la matriz diagonal cuya i-ésima entrada en la diagonal es
el grado del vértice v; (1 < i < n). Consecuentemente el producto Q) = DDT es
independiente de la orientacion dada a G.

DEMOSTRACION: Veamos primero cémo es (DDT),;.

(DD")ij =Y " Dn(D")ij =Y DixDji
k=1 =

Analicemos el caso cuando i = j.

(DD7);; Z DD =Y Dj =Y 1=16(v;)

donde la tltima suma se hace sobre toda k € {1,...,m}, tal que e incidente en
v;, ya que en caso contrario D;; = 0.

Por otro lado
(A=A =Aiu — Ay = (vi) — 0= 0(vy)
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Cuando i # j.
(DD");j =Y DuDjr = > DyDj;
k=1

y en esta suma los inicos sumandos distintos de cero son los que corresponden a
ke {l,...,m}, con e; incidente en v; y v;.

El tnico sumando posible distinto de cero es entonces D;,Djy, si ey tiene como
extremos a los vértices v; y vj, y en este caso Dy D, = —1. Ast (DDT);; = —1.
Si v; y v; no son adyacentes, entonces D;,Dj;, = 0.

Asi, sii # j
-1, si v; es adyacente a v;

(DD");; = {

Por otro lado, si i # j

0, siwv; no es adyacente a v;.

-1, si v; es adyacente a v;
0, siwv; no es adyacente a v;.

O

Observaciones 5.22. La matriz () es simétrica ya que A y A lo son, asi
QI =(A-AT=AT - AT=A-A=Q
también lo es.

Observaciones 5.23. El determinante de la matriz () es cero ya que al sumar
todos los renglones de @) obtenemos al vector cero, debido a que en cada columna
de Q) aparece el grado del vértice, que es positivo, y tantos —1 como vértices sean
adyacentes al vértice correspondiente, que sumados dan el grado del vértice.

Los siguientes resultados, que ocuparemos en el siguiente capitulo, nos propor-
cionan la relacién que existe entre las matrices (), la matriz adjunta de Q) y la
matriz J, donde J es una matriz cuadrada con todas sus entradas iguales a 1.
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Lema 5.24. Sean las matrices J y @), entonces

1. nJ = J?

2. JQ=0QJ =0

DEMOSTRACION: (1) (nJ)y; =n = p_; Ll = (J?)is.
(2) JQ = J(A—A) = JA — JA. Queremos ver que JA = JA.

Tenemos pues que
(JA)i; = d(v;) = (JA)s;.

De manera analoga Q)J = 0.

Lema 5.25. La adjunta de @) es un maultiplo de J.

DEMOSTRACION: Si G es conexa, entonces el rango de D es n — 1, ver la pro-
posicién 5.7; por el teorema 2.24 tenemos que el rango de Q también es n — 1.
Utilizando el inciso 1 del teorema 2.50 y la observacién 5.23 tenemos, () adj Q) =
(det Q)1 = 0.

Veamos ahora que el vector u = (1,1,...,1)T pertenece al nticleo de Q = DD7T.
Sabemos que D tiene en cada columna como unicas entradas no nulas un +1 y
un —1, por lo que cada renglén de DT tiene un +1 y un —1. Entonces DTu’ =
> i digugr = 0, asi que al multiplicar ahora por D tenemos el vector 0. Esto
nos indica que cualquier vector que sea multiplo de u, estara en el nicleo de Q.
Dado que @) : C* — C" y sabiendo que el rango de ) es n — 1, se tiene que
dim(nic Q) = n — rango @ = 1. Es decir, el nicleo de @) es unidimensional
generado por u.

Ya que @ adj Q = (det Q)1 = 0, tenemos que cada columna de adj ) pertenece
al nucleo de @), es decir, es multiplo de u y utilizando que adj () es simétrica,
ver la observacién 2.51, tenemos que todas sus entradas son iguales, por lo que
adj ) es un multiplo de la matriz J.

O
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Capitulo 6

Arboles generadores y
estructuras asocladas

En este ultimo capitulo, construiremos bases del subespacio-corte y del subespacio-
ciclo usando &arboles generadores, daremos una descripcion de los arboles ge-
neradores en términos de la matriz de incidencia y contaremos la cantidad de
arboles generadores que hay en una grafica. Aplicaremos varios de los conceptos
aprendidos en el capitulo anterior. Trabajaremos con graficas conexas, porque
el subespacio-ciclo y el subespacio-corte de una grafica disconexa, son las sumas
directas de los correspondientes espacios de las componentes.

6.1. Ciclos y cortes asociados a arboles genera-
dores.

Aqui, usaremos el simbolo T" para denotar, tanto un arbol generador en si mismo,
como a su conjunto de aristas.

En el capitulo 1 definimos cyc(T, g) y cut(T, h), ver los lemas 1.40 y 1.45. A tales
construcciones, las orientaremos de manera que las aristas g y h coincidan con la

orientacién que tienen en G.

Observemos la relacion que existe entre ambos:

95
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Proposicién 6.1. Sea T un drbol generador de G. Tomemos dos aristas de G,
digamos a y b, que cumplan con la siguiente condicion a € T', b ¢ T. Entonces
b € cut(T,a) siy solo sia€ cyc(T,b).

DEMOSTRACION:
<) Supongamos que a € cyc(T,b) y b ¢ cut(T,a).

Sabemos que para a € T, existe un tnico corte, al cual denotaremos por H =
cut(T, a), cuyos elementos son precisamente a y aristas que no pertenecen a 7'. Al
efectuar el corte, se forma una particién de los vértices. Sean v; y v; los vértices
adyacentes por a. Observemos que v; y v; pertenecen a elementos distintos de la
particion.

Al remover las aristas de H la tnica arista de T" que se elimina es a, asi existe un
camino de v; a vj, pues a € cyc(T,b) y se quedan todas las aristas del cyc(T’,b),
incluida b ya que por hipdtesis b ¢ H, salvo a. Esto es una contradiccién ya que
nuestra particion de los vértices es ajena.

Por lo tanto, b € cut(T, a).
=) Supongamos que b € cut(T,a) y a & cyc(T,b).

Por hipétesis b € cut(T,a) = H. Al remover H, la tnica arista de T' que se
quita es a, asi que todas las aristas de T en cyc(T', b) permanecen, por lo cual los
extremos de a v; y v; siguen conectados, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto a € cyc(T, b).
]

Utilizando los ciclos y cortes antes descritos, mostraremos ahora bases del subespacio-
ciclo y el subespacio-corte:

Teorema 6.2. Sea T un drbol generador de una grdfica conexa G, entonces:

(1) Los elementos &1,g) := &cye(r,g) cOn g € E(G), g ¢ T forman una base para el
subespacio-ciclo de G.

(2) Los elementos &rpy = Eeur(rny con h € E(G), h € T' forman una base para
el subespacio-corte de G.
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6.1. CICLOS Y CORTES ASOCIADOS A ARBOLES GENERADORES.

DEMOSTRACION:

(1) Sean n = |V(G)|, m = |E(G)|, ya que T es arbol generador de G, tiene
n — 1 aristas, ver el lema 1.40. Escojamos los indices de las aristas como sigue:
€1,6,...,6,_1 las aristas del arbol y e,,e,11,..., €, €l resto de las aristas que
pertenecen a G'y no estan en 7.

Para cada e; (i > n) existe un tnico ciclo cye(T, e;) que se denotara por @);. Vea-
mos entonces que los vectores correspondientes a dichos ); forman un conjunto
linealmente independiente.

Consideremos el conjunto {Xqg,,Xg, 1, --,XQ,}. Sean A, ..., A, € C tales que

conj=1,...,m.

Por las caracteristicas de estos ciclos tenemos que, para i > n,

(0, = o, (e5) = {; o
ya que e; es la tnica arista en (); que no esta en 7.
En particular para la entrada ¢, con ¢ > n tenemos
(AnX0, + Ant1XQ,n + -+ AmXq,,. )i = (0);,
es decir,
An(X0,)i + -+ A%, )i = 0

An(0) 4+ -+ XN(1) + -+ -+ A\n(0) = 0, entonces \; = 0.

Asi \; =0 Vi =mn,...,m, por lo tanto {X¢,,X0Q,..s---,X0,,} € un conjunto
linealmente independiente.

Tenemos entonces que los m — (n — 1) vectores Xq,,X0,,,; - - -, XQ,, forman un
conjunto linealmente independiente, por lo cual (7.,), . . ., §(7e,,) forman un con-
junto linealmente independiente en el subespacio-ciclo con m — (n— 1) elementos.
Asi forman una base.
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(2) Sean n = |V(G)|, m = |E(G)|, ya que T es arbol generador de G, tiene
n — 1 aristas, ver el lema 1.40. Escojamos los indices de las aristas como sigue:
e1,€s,...,6,_1 las aristas del arbol y e,,e,41,..., e, €l resto de las aristas que
pertenecen a G y no estan en 7.

Para cada e; (i < n) existe un tnico corte cut(7), ;) que se denotard por H;. Vea-
mos entonces que los vectores correspondientes a dichos H; forman un conjunto
linealmente independiente.

Consideremos el conjunto {xpy,,Xm,,...,Xp, ,}. Sean A1,..., A\,_1 € C tales que
MXp, + XoXp, + -+ An1xp,, = 0, entonces (\ixu, + AoXm, + -+ An—1Xm,,); =0
con j=1,...,m.

Por las caracteristicas de estos cortes tenemos que, para v < n,

(ki ) = €, (er) = {1’ v
0, sii#J.
ya que e; es la Unica arista en H; que pertenece al arbol T
En particular para la entrada ¢, con ¢ < n tenemos
(MxXp, + XoxXpm, + -+ AaXm, )i = (0);,
es decir,
M (X )i+ F Aci(Xp,_, )i =0

A(0) 4+ -4+ X(1) + -+ A21(0) = 0, entonces \; = 0.

Asi \; =0 Vi=1,...,n—1, por lo tanto {xg,,Xg,,...,Xyg,_,} € un conjunto
linealmente independiente.

Tenemos entonces que los n — 1 vectores X, , Xn,, - - ., Xpg,_, forman un conjunto
linealmente independiente, por lo cual {7y, ...,{Te,_,) forman un conjunto
linealmente independiente en el subespacio-corte con n— 1 elementos. Asi forman
una base.

]
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6.2. MATRIZ DE INCIDENCIA Y ARBOLES GENERADORES.

6.2. Matriz de incidencia y arboles generadores.

Veamos ahora como se relacionan ciertas submatrices de la matriz de incidencia
con los arboles generadores de una grafica.

De la matriz de incidencia D, ver la definicion 5.4, elijamos cualquier subconjunto
U de columnas tal que | U |= n — 1. Como sabemos, las columnas representan
las aristas de G. También, de manera arbitraria, tomemos n — 1 renglones de D
y formemos la matriz Dy.

Ejemplo 6.3. De la siguiente grdfica,

la matriz de incidencia es D =

Si elegimos el siguiente conjunto de aristas U = {eq, es,e4} y los renglones 1,2, 3,

-1 0 -1
podemos formar la matriz Dy = 1 —1 0 | cuyo determinante es
0 1 O

|Dy| =1 y por lo tanto Dy es invertible.

Observemos que en este caso (U) es un drbol generador.

Proposicién 6.4. La matriz Dy es invertible si y sélo si la subgrdfica (U) es un
arbol generador de G.

DEMOSTRACION: =) Supongamos que la matriz asociada a U, Dy, es una matriz
invertible, es decir, |Dy| # 0, lo que implica que su rango es n — 1, ya que Dy es
de tamano (n — 1) x (n —1).
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€1

€4 €2

Figura 6.1: Arbol generador U

Del capitulo anterior, sabemos que la dimension del subespacio-ciclo, es igual al
corango de la matriz. Asi s(Dy) =(n—1)—(n—1) =0.

Por lo tanto, la dimensién del subespacio-ciclo es cero. Eso quiere decir que (U)
no tiene ciclos y consta de n — 1 aristas, por lo que (U) es un arbol generador
por definicion.

<) Supongamos que (U) es un arbol generador de G. Al considerar la matriz
Dy, ésta se forma con n — 1 renglones de la matriz de incidencia de (U). Por la
proposicién 5.7, la matriz de incidencia de (U) tiene rango n — 1 ya que (U) es
una grafica conexa que tiene a los n vértices de GG. Mas aun, cualesquiera n — 1
renglones de la matriz de incidencia de (U) forman un conjunto linealmente in-
dependiente. Asf los renglones de Dy son un conjunto linealmente imdependiente
y por lo tanto Dy es invertible.

O

6.3. Cantidad de arboles generadores.

Buscamos ahora describir el nimero de arboles generadores de una grafica:

Notacién. El nimero de arboles generadores de una grafica GG, se denotara por
k(G).
Teorema 6.5. El numero de drboles generadores de G es
k(G) = det(DoDy) = (det Dy,,)* = det(Dy,, )det(Dy,),
U U

donde la suma es sobre todos los subconjuntos de {1,2,...,m} con n-1 elementos,
es decir, U C {1,2,...,m} con |U| = n — 1, y donde Dy, denota a la matriz
obtenida de Dy eligiendo solo las columnas de Dy cuyos indices pertenezcan a U.
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DEMOSTRACION: Por el teorema 2.57 tenemos que

det(DoDy) = = (det Dy,)*> = det(Dy,, )det(Dy, ),
U U

donde la ultima igualdad se da por el teorema 2.41, cada Dy, corresponde a una
subgrafica con n — 1 aristas. Sin embargo, (det Dy, )? =1 si y sdlo si Dy, define
un arbol generador y 0 de otro modo, ver la proposicién 5.10 y la proposicion 6.4.
Por lo que det (DyD]’) cuenta el nimero total de arboles generadores.

O

Teorema 6.6. Cada cofactor de @) es igual al nimero de drboles generadores de
G, esto es,

adj Q = Kk(G)J.

DEMOSTRACION: Por el lema 5.25 es suficiente mostrar que un cofactor de @ es
igual a x(G). Sabemos por el lema 2.53 que el cofactor nn de DDT es igual a
det DyDYI', donde Dy es la matriz que se obtiene de D al quitar el renglén n. Ahora,
por el teorema 6.5 tenemos que éste es el nimero de drboles generadores, asi el co-
factor Cy,,, de @ esigual a k(G).

Proposiciéon 6.7. El numero de drboles generadores de una grdfica G con n

vértices estd dado por la formula

k(G) =n"det(J + Q).

DEMOSTRACION: Ocupando el lema 5.24, en la siguiente ecuacién tenemos:
(nd —N(J+Q)=nJ +nQ — J* - JQ = nQ.

Tomando la matriz adjunta en ambos lados y utilizando el inciso 3 del teorema
2.50, resulta:
adj(J + Q)adj(nI — J) = adj(nQ),

usando el inciso 2 del teorema 2.50 y el teorema 2.52
adj(J + Q)n"2J = n""tadjQ,
usando el teorema 6.6 y simplificando

adj(J + Q)J = nk(G)J,
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al multiplicar ambos lados por (J + Q)
(J+Q)adj(J + Q)J = (J + Q)nk(G)J,
usando el inciso 1 del teorema 2.50
det(J + Q)J = k(G)nJ? + k(G)nQ.J.
Por el lema 5.24 se tiene que
det(J 4+ Q)J = k(G)n?J.

Asi concluimos que det(J+Q) = n’k(G).

Para terminar, ejemplificamos la formula dada en la proposicién anterior:

Ejemplo 6.8. Para la grdfica siguiente, tenemos que la matriz de adyacencia es:

€1

€4 €2

@
€3

01 011
1 01 01
A=lo0o101 1],
10101
11110
la matriz de incidencia es:
1 o 1 1 0 0 0
-1 1 0 0 0 0 0 -1
D = o -1 1 0 o0 o 1 01,
o 0 -1 -1 0 -1 0 0
o o o 0 -1 1 -1 1
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la matriz Laplaciana es:

3 -1 0 -1 -1

Q= o -1 3 -1 -1,

la matriz J + Q es:

4 0100
04010
J+Q=1110 4 0 0 |,
01040
0000 5
por lo que calculando det(J + Q) tenemos det(J + Q) = 1125,

ast K(G) =n"?det(J + Q) = 422 = 45 drboles generadores.

Ejemplo 6.9. Finalmante, para la grdfica de la figura que a continuacion se
muestra, también de 5 vértices, las matrices que la codifican son:

01111
10111
A=1110 11|,
11101
11110
1 o 0 -1 1 0 0 0 O
-1 1 0 0 0 0 -1 1 -1
D = o-1r 1 0 O0O-1 1 0 0 0],
o o0-1 1 0 0 0 0 -1 0
o o o0-1 1 O0-1 1 0 1
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5 0 0 0 0
05000
J+Q=1]10 05 0 0 |,
00050
00 005
por lo que calculando det(J + Q) tenemos det(J 4+ Q) = 3125,

ast K(G) = n~2det(J + Q) = 32> = 125 drboles generadores.
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