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A la Universidad Nacional Autónoma de México, por otorgarme la oportunidad de estudiar una

carrera profesional.

Al Centro de Ciencias Aplicadas y Desarrollo Tecnológico, por permitirme utilizar sus instala-

ciones para realizar este trabajo.
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Resumen

El presente trabajo muestra cómo las Ecuaciones de Rayces, aplicadas a la reconstrucción de las

deformaciones (aberraciones) del frente de onda, presentan discrepancias considerables com-

paradas con los valores reales. Lo anterior se debe a que la geometrı́a del frente de onda se

desvı́a de una esfera. Este trabajo propone la modificación de tales ecuaciones para mejorar la

reconstrucción de las deformaciones.

En el capı́tulo 1, se describe qué es el frente de onda y la relación que tiene con los rayos

luminosos. Además, se presentan las Ecuaciones de Rayces y se describe qué cantidades son

relevantes para recuperar la Aberración del frente de onda (W ). Se hace una breve revisión

de algunas pruebas geométricas (Hartmann y Ronchi) en las que se aplican las Ecuaciones de

Rayces. También se muestra que la validez de tales ecuaciones está limitada a frentes de onda

esféricos con F/#� 1 y que el error, en los resultados, proviene de usar una referencia esférica

para comparar al frente de onda.

En el capı́tulo 2, se propone medir las deformaciones del frente de onda respecto a una referen-

cia no esférica. Se encontraron las expresiones correspondientes a este caso y se observó que

presentan una estructura similar a las Ecuaciones de Rayces. Estas nuevas expresiones se nom-

braron Ecuaciones Generalizadas de Rayces. A través de simulaciones numéricas, se en-

contró, que los resultados asociados a la reconstrucción de W son más exactos si se utilizan

las nuevas expresiones. Además, durante la deducción de estas ecuaciones, se usa la Ecuación

de la Forma de la Superficie que será de gran interés en el capı́tulo 4.

En el capı́tulo 3, se propone adaptar las Ecuaciones Generalizadas de Rayces al Método de Pan-

tallas Nulas. Lo anterior se aplica para probar superficies ópticas y medir de manera directa sus

deformaciones.

En el capı́tulo 4, se muestran los resultados obtenidos tras probar un espejo elipsoidal cóncavo

con F/0,238. Se hace una comparación entre los resultados de la Ecuación de la Forma

de la Superficie y de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces. Las dos reconstrucciones

muestran discrepancias entre sı́. Al implementar simulaciones numéricas, se concluye que la

reconstrucción de las deformaciones de la superficie, es mejor con las Ecuaciones Generalizadas

de Rayces; debido a que el error asociado al método numérico de integración es menor.
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Capı́tulo 1
Marco Teórico

1.1. La luz

En el siglo XVIII existı́an dos interpretaciones totalmente opuestas para explicar qué es la luz,

una de ellas fue la teorı́a corpuscular, en ella se consideraba que la luz estaba formada por

partı́culas, fue apoyada por Isaac Newton y Pierre de Laplace, la segunda teorı́a fue la ondula-

toria, que afirmaba que la luz es una onda entre quienes la apoyaron destacan personajes como

Robert Hooke, Christiaan Huygens, Thomas Young o Augustin-Jean Fresnel. Con la teorı́a cor-

puscular era muy difı́cil explicar fenómenos como la interferencia y la difracción. El inconve-

niente con la teorı́a ondulatoria fue explicar como la luz se propagaba sin la necesidad de un

medio, pues en aquel entonces se pensaba que toda onda necesitaba de un medio para propa-

garse. Sin embargo, hacia 1850, las pruebas experimentales hicieron que casi se abandonara a

la teorı́a corpuscular y todo indicaba que el carácter de la luz era únicamente ondulatorio.

El fı́sico escocés James Clerk Maxwell, en su libro A Treatise on Electricity and

Magnetism[23], logró demostrar que los campos magnético y eléctrico se propagan a través

del espacio mediante un movimiento ondulatorio; es decir, en forma de onda, que llamó on-

da electromagnética. Maxwell encontró el valor de la velocidad de propagación y se llevo una

sorpresa al notar que era casi idéntico al valor de la velocidad la luz. Este resultado llevaba a

concluir que la luz no es más que un tipo de onda electromagnética, eso quedó confirmado poco

después por Heinrich Hertz. Ası́, pues, a finales del siglo XIX quedó firmemente establecida la

existencia de las ondas electromagnéticas, tal como lo predijo Maxwell y además que la luz es

un tipo particular de onda electromagnética.
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1.2. Frente de onda y rayos

1.2. Frente de onda y rayos

La luz es un fenómeno electromagnético, su comportamiento en el espacio y en el tiempo

se puede representar mediante la función de una onda armónica como se muestra en la

ecuación (1.1) y (1.2). Es común utilizar al campo eléctrico para describir la propagación de

las ondas electromagnéticas, en particular, planas y esféricas, aunque también se podrı́a haber

utilizado al campo magnético. El argumento de la exponencial compleja, en la ecuación (1.1)

se conoce como la fase de la onda, en ella está contenida la mayor parte de la información del

comportamiento espacial y temporal de la onda.

Ẽ(r, t) = Ẽ0ei(~k·~r−ωt), (1.1)

Ẽ(r, t) =
Ẽ0

r
ei(kr−ωt) (1.2)

Un manera de representar a la propagación de una onda es la siguiente, imaginemos a una fuente

puntual que se encuentra emitiendo ondas electromagnéticas en todas las posibles direcciones

tal como se muestra en la figura 1.1a después de trascurrir un tiempo t0, se unen a todos los

puntos, que tienen el mismo valor de fase, el resultado es una superficie a la cual se le conoce

como frente de onda. Cuando la propagación de la luz se lleva acabo en un medio de ı́ndice de

refracción n con valor constante, los frentes de onda son esféricos, pero en general su geometrı́a

dependen de la fuente y del medio en el que se estén propagando.

(a) (b)

Figura 1.1: Formación del frente de onda mediante: a) Frente de onda superficie de fase

constante. b) Representación rectilı́nea de la luz.

Otra forma de describir la propagación de la radiación electromagnética es mediante el concepto

de rayo. Un rayo es simplemente una lı́nea en el espacio cuya dirección coincide con la pro-

pagación del flujo de energı́a de la onda. Un modo de mostrar que esta descripción es correcta

es mediante la proyección de la sombra, de objetos que se colocan en la trayectoria de un haz

luminoso, en la figura 1.1b se muestra que exclusivamente la porción de luz contenida entre las

2



1. Marco Teórico

rectas que tocan los bordes del objeto es obstruida, de aquı́ se concluye que la luz viaja en lı́nea

recta. Esta descripción es adecuada siempre que las aberturas y objetos que el rayo encuentre

en su camino, sean de mucho mayor tamaño que la longitud de onda del haz luminoso. A la

rama de la óptica que estudia el comportamiento de la luz bajo esta hipótesis es conocida como

óptica geométrica.

Los frentes de onda también pueden definirse a partir de los rayos mediante una cantidad co-

nocida como longitud de camino óptico (LCO). En un medio cuyo ı́ndice de refracción n(r)

cambia suavemente, la definición general de longitud de camino óptico a lo largo de una curva

C, puede ser obtenida al suponer que la luz se propaga a través de pequeños desplazamientos

infinitesimales dr, para los cuales el valor del ı́ndice de refracción se mantiene constante. El

valor de LCO para cada desplazamiento infinitesimal es el producto n(r)dr.

La longitud de camino optico total, a lo largo de la trayectoria C se calcula mediante la ecuación

(1.3). En un medio homogéneo n(r) adquiere un valor constante, entonces la longitud de camino

óptico es simplemente el producto de la distancia que recorrió el rayo luminoso en un tiempo t

por el valor del ı́ndice de refracción del medio de propagación. Entonces se define al frente de

onda como las superficies que cumplen que todos los puntos que la componen tengan el mismo

valor de LCO.

LCO =
∫

C
n(r) · dr. (1.3)

Es usual utilizar en fı́sica principios variacionales, uno de los principios mas antiguos es el de

Fermat. Este principio es la base de la óptica geométrica y dice que “la trayectoria que se-

guirá un rayo, será aquella en la que LCO adquiera un valor extremal (mı́nimo, máximo

o estacionario) respecto a otras trayectorias. A partir de este principio es posible derivar a

las leyes de la óptica geométrica que gobiernan a los rayos.

Pero ¿cuál es la relación que guardan los rayos con los frentes de onda? la respuesta puede ser

derivada directamente de las ecuaciones de Maxwell; al considerar que la fase de la onda que se

muestra en la ecuación (1.1) y(1.2) está dada como kΦ, en donde la función Φ se conoce como

la Eikonal; la cual está relacionada directamente con la longitud de camino óptico; ademas,

se puede considerar como el análogo en óptica del potencial mecánico o eléctrico. Al resolver

las ecuaciones de Maxwell para la función Eikonal[3] (con la aproximación λ→ 0) se puede

mostrar que cumple la ecuación

| ∇Φ |2= n(~r)2. (1.4)

3



1.2. Frente de onda y rayos

Esta última se conoce como la ecuación Eikonal y es la base de la óptica geométrica y provee

los fundamentos del concepto de rayo.

La dirección de propagación de los rayos luminosos, se obtiene a partir de la expresión para el

vector de Poynting, se puede llegar a la conclusión que el flujo de energı́a tiene la dirección de
−→
∇Φ esto implica que es ortogonal a los frentes de onda y por lo tanto los rayos lo son, tal como

se muestra en la siguiente ecuación[16]

~SSS =
1
2

Re
(
~EEE×~HHH

)
=

1
2

Re
k

ωµ
|~EEE |2 ∇Φ. (1.5)

La ecuación (1.5), se cumple siempre que el medio sea isotrópico. Se puede mostrar que las

soluciones a la ecuación Eikonal (1.4) cuando el ı́ndice de refracción es constante, son frentes

de onda planos, esféricos o cilı́ndricos.

El teorema de Malus y Dupin[3] establece que los rayos tienen la propiedad de ser siempre

ortogonales a los frentes de onda, aun después de sufrir cualquier número de refracciones o

reflexiones, siempre que el medio de propagación sea isotrópico. El comportamiento del frente

de onda o del rayo depende del medio en el que estén incidiendo, por ejemplo cuando un frente

de onda incide sobre un medio refractor de ı́ndice de refracción constante, la forma del frente

de onda que emerge Σ, es función de la cantidad de material que atraviese el frente de onda

refractado. La figura 1.2a muestra a un frente de onda esférico que incide sobre un material con

ı́ndice n, se puede observar que existirán rayos refractados que encuentren en su camino una

cantidad de material mayor por lo tanto la trayectoria geométrica que recorren será diferente

a la que recorran otros rayos(la longitud de la trayectoria será función del valor del indice de

refracción), pero al final el camino óptico será igual, después de trascurrir el mismo intervalo

de tiempo. En general la forma del frente de onda que emerge del sistema óptico depende de la

geometrı́a de las dos interfaces.

Para un frente de onda que incide en un medio reflector, la forma del frente de onda reflejado

depende exclusivamente de la geometrı́a de la interfaz de incidencia. La figura 1.2b muestra

el caso en el que la fuente está en el centro de curvatura de un espejo esférico cóncavo. Los

rayos incidentes y reflejados coinciden; además, el frente de onda reflejado también es esférico

y converge a la fuente.

Cuando se construye un sistema óptico, el diseñador en general proporciona una serie de ca-

4



1. Marco Teórico

(a) (b)

Figura 1.2: Formación del frente de onda mediante: a) sistema refractor y b) sistema

reflector.

racterı́sticas, que describen al sistema óptico deseado o ideal. Para comprobar que estas carac-

terı́sticas son las correctas, puede analizarse al frente de onda que es trasmitido en el caso de

un sistema óptico refractor o al frente de onda reflejado para un sistema reflector. Al compa-

rar al frente de onda experimental con el que idealmente deberı́a formar el sistema óptico que

usualmente se toma como esférico, la discrepancia entre estos, resultan ser las deformaciones

(aberraciones) asociadas al frente de onda real; las aberraciones se definen como la diferencia

entre el frente de onda real con un frente de onda esférico. Estas desviaciones son las diferen-

cias de camino óptico(OPD) que existen entre los rayos ideales y los reales. Medir el OPD es

de interés pues el criterio de Rayleigh afirma que si el valor del OPD no rebasa a un cuarto

de la longitud de onda de la luz incidente, entonces la imagen que formará el sistema óptico

será indistinguible de la imagen que idealmente deberı́a formar. Para el caso de una superficie

reflectora, la geometrı́a del frente de onda está ı́ntimamente relacionada con la geometrı́a del

sistema, en este caso se puede afirmar que de manera indirecta se están midiendo las deforma-

ciones geométricas del sistema óptico.

El medir las deformaciones del frente de onda nos dará una idea de que tan alejado se encuentra

el comportamiento del sistema óptico real respecto al ideal; además, una vez que son conocidas

se podrá corregirlas. En la siguiente sección se presentan unas ecuaciones utilizadas para medir

las deformaciones del frente de onda como función de las discrepancias asociadas a los rayos

5
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1.3. Ecuaciones de Rayces

del frente de onda real respecto a los rayos del frente de onda ideal.

1.3. Ecuaciones de Rayces

Las ecuaciones de Rayces[25] se utilizan para obtener el valor de las deformaciones de un frente

de onda, al que llamaremos frente de onda de prueba ΣP respecto a un frente de onda esférico

Σr. La figura 1.3 muestra el esquema utilizado por Rayces, se puede observar que el origen del

sistema coordenado coincide con el centro de curvatura del frente de onda esférico, por lo tanto

cada rayo normal al frente de onda Σr tiene que pasar por el origen.

Un rayo normal al frente de onda esférico en el punto Pr, intercepta al frente de onda ΣP en

un punto PP . Con estos dos puntos se puede definir a una cantidad conocida como función de

aberración W (x,y) y resulta ser la distancia que existe entre un punto sobre el frente de onda

esférico y un punto sobre el frente onda de prueba.

Figura 1.3: Deformaciones del frente de onda respecto a una referencia esférica.

En la ecuación (1.6), se define a r(x,y) y R(X ,Y ) como las distancias medidas a partir del origen

a los puntos PP y Pr respectivamente en la dirección normal al frente de onda esférico.

W (x,y) = R− r(x,y). (1.6)

Sobre el punto PP se coloca un vector ~B normal al frente de onda ΣP y se prolonga hasta que

intercepte al plano xy. Si los frentes de onda fueran iguales, entonces ~B y ~R también lo son, pero

6



1. Marco Teórico

sı́ Σr y ΣP no tienen la misma forma, los rayos interceptan al plano xy en puntos diferentes.

La posición de los puntos de intercepción del plano xy con los rayos normales al frente de onda

bajo prueba, es función de la forma de ΣP. El vector en el plano xy que describe la posición

de cada punto de intersección, se conoce como el vector de aberración transversal de rayo
−→
TA = (TAx,TAy). Las componentes de este vector son la parte medular de las ecuaciones de

Rayces. En la expresión (1.7) se relaciona a los cambios del frente de onda en las direcciones x

y y, con la aberración transversal, esta expresión es exacta.

∇TW =

(
∂W
∂x

,
∂W
∂y

)
=− 1

R−W
(TAx,TAy) =

−→
TA

R−W
. (1.7)

Con las ecuaciones de Rayces se puede obtener el valor de W (x,y), integrando la ecuación(1.7).

La integración debe hacerse a lo largo de una trayectoria C. Para facilitar el cálculo de W (x,y)

se supone que la forma del frente de onda bajo prueba es muy cercana a una esfera, entonces

las deformaciones del frente de onda, son pequeñas comparada con el radio de curvatura R del

frente de onda de referencia. Por lo tanto en el denominador de las ecuaciones (1.7), se desprecia

a la función de aberración. Las ventajas de considerar al frente de onda Σr con geometrı́a esférica

es que R sale de la integral como una constante y que basta con medir la aberración transversal

de rayo para conocer el valor de las deformaciones del frente de onda, como se muestra en las

ecuaciones (1.8).

W ≈
∫

C

(
~∇TW · ~dr

)
≈− 1

R

∫
C
(TAxdx+TAydy) . (1.8)

En general las ecuaciones de Rayces son presentadas como si fuesen independientes pero

realmente son una sola ecuación.

1.4. Aberraciones

Una vez calculada la función de aberración W (x,y), puede ser expresada como una expansión

en serie de potencias, donde cada término contribuye de una manera muy particular a la de-

formación del frente de onda. A cada uno de estos términos se le conoce como aberraciones

ópticas, en esta sección se explicará en que consisten y cual es su origen.

Las aberraciones de los sistemas ópticos disminuyen la calidad de la imagen. Las causas que

dan origen a las aberraciones, son varias por ejemplo, variaciones en el ı́ndice de refracción del

medio en el que la luz se esté propagando, deformaciones en la superficie óptica, problemas con
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el alineamiento y enfoque de los sistemas ópticos(aunque propiamente a estos no se les consi-

deran aberraciones), lo anterior causa variaciones en la longitud de camino óptico y por lo tanto

la forma del frente sufre desviaciones respecto al frente de onda ideal. Un sistema óptico ideal-

mente deberı́a ser capaz de asociarle a cada punto del objeto un punto en el plano imagen pero

esto no siempre ocurre aún cuando el sistema esté libre de aberraciones, la imagen de un objeto

puntual no resulta ser un punto, sino un patrón de anillos concéntricos a un máximo central

conocido como disco de Airy; en este caso se dice que el sistema está limitado por difracción,

y puede ocurrir que los discos de Airy de dos o más puntos se traslapen, como consecuencia se

dificulta distinguir a que punto objeto corresponden.

Tradicionalmente las aberraciones ópticas son consideradas como las desviaciones que sufre la

imagen real respecto a la imagen que formarı́a el sistema óptico utilizando la óptica gaussiana

y se clasifican en cromáticas y monocromáticas. Las aberraciones cromáticas son consecuencia

de que el ı́ndice de refracción es realmente función de la longitud de onda. Las aberraciones

monocromáticas son las responsables del deterioro de la imagen y de su deformación. Las abe-

rraciones asociadas al sistema óptico puede expresarse mediante una expresión analı́tica; esta

representación tiene sus ventajas, por ejemplo toma en cuenta a los términos que tienen mayor

relevancia.

Las deformaciones del frente de onda son expresadas como una expansión en serie de potencias.

Una forma de representar a la función de aberración W monocromática para sistemas centrados

es propuesta por Virendra N. Mahajan[19] y se muestra en la ecuación (1.9), en la cual 2l+manm

son los coeficientes de la expansión, h́ es la distancia del punto imagen al eje óptico , r y θ son

las coordenadas del punto en la pupila de salida.

W (h́;r,θ) =
∞

∑
l=1

∞

∑
n=1

n

∑
m=0

2l+manmh́2l+mrn cos(θ)m. (1.9)

Las aberraciones aparecen debido a que no se cumple la hipótesis bajo la cual trabaja la óptica

geométrica o gaussiana, en ella se considera que los ángulos que forman los rayos luminosos

con el eje óptico son pequeños. Una manera de predecir a las aberraciones monocromáticas o

geométricas, es mediante el trazo de los rayos refractados o reflejados, y fue propuesta por Lud-

wing von Seidel. Estas aberraciones también son conocidas como aberraciones primarias o de

tercer orden, debido a que las funciones sinusoidales que aparecen en las ecuaciones que se uti-

lizan para encontrar a la imagen que forma un sistema óptico, son aproximadas por los términos

a tercer orden de su correspondiente serie de Taylor. Estas aberraciones se clasifican en esférica,

8



1. Marco Teórico

coma, astigmatismo, distorsión y curvatura de campo. Las tres primeras son las responsables

del deterioro de la imagen y las dos últimas modifican la posición de los puntos que forman a

la imagen. Al utilizar la expresión (1.9) las aberraciones de Seidel quedan representadas por la

ecuación (1.10).

W (h́;r,θ) =0 a40r4 +1 a31h́r3 cos(θ)+2 a22h́2r2 cos2(θ)+2 a20h́2r2 +3 a11h́3r cos(θ). (1.10)

En el orden en el que aparecen los coeficientes en la sumatoria representan aberración esférica,

coma, astigmatismo, curvatura de campo y distorsión. A continuación se explicará brevemente

en que consiste cada una de las aberraciones primarias de Seidel.

1.4.1. Aberración Esférica

Es la variación del punto de intersección del rayo con el plano imagen como función de la

apertura de entrada, esta aberración es la única que aparece para puntos sobre y fuera del eje

óptico. Por ejemplo para una lente biconvexa, resulta que rayos muy cercanos al eje óptico

cruzaran al eje a la distancia focal paraxial fp, pero rayos cercanos a la periferia de la lente

cruzaran al eje óptico a un distancia fM menor a la distancia focal paraxial, el esquema se

muestra en la figura 1.4a. Cuando ocurre lo anterior, se dice que el sistema óptico sufre de

aberración esférica positiva. En el caso contrario se le conoce como aberración esférica negativa.

(a) (b)

Figura 1.4: a) Aberración esférica. b) Aberración de coma.
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1.4.2. Aberración de Coma

Esta aberración se presenta para objetos fuera de eje, los rayos que provienen de la periferia y

del centro de la pupila de salida, interceptan al plano imagen en puntos diferentes. En la figura

1.4b se muestra a un par de puntos A y B conectados por una recta y a otro par de puntos C y D

conectados por una recta ortogonal a la anterior. Se puede observar que no interceptan al mismo

punto, esto se debe a que la amplificación transversal es diferente para cada par de puntos, lo

anterior es una consecuencia de que el ángulo de incidencia aumenta para rayos alejados del

eje óptico. Al tomar en la pupila de salida a todos los rayos que provienen de la circunferencia

de diámetro AB, el resultado será una imagen circular cuyo diámetro y posición depende de la

apertura de entrada, idealmente se espera que toda la energı́a luminosa que proviene de un punto

vaya a otro punto en la imagen, sin embargo en presencia de coma la energı́a está distribuida en

la vecindad del punto imagen del rayo principal que tiene la propiedad de pasar por el centro de

la pupila de salida, la imagen final tiene la forma de una cola de cometa.

1.4.3. Astigmatismo

Esta aberración se presentan en la imagen de puntos fuera del eje óptico. Un sistema óptico

presenta astigmatismo cuando los rayos contenidos en el plano tangencial enfocan en punto

LT diferente al punto de enfoque LS de los rayos contenidos en el plano sagital. El plano

tangencial o también llamado meridional, contiene al rayo principal y al eje óptico. El plano

sagital, contiene únicamente el rayo principal, además es ortogonal al plano tangencial. En la

figura 1.5 se muestra un esquema de un sistema óptico con astigmatismo. En realidad LT y LS

son lı́neas rectas, ortogonales al plano sagital y tangencial respectivamente. La distancia d que

hay entre LT y LS, es una medida del astigmatismo.

Figura 1.5: Astigmatismo.
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1.4.4. Curvatura de campo y distorsión

Considerando que el sistema óptico está exento de astigmatismo, coma y aberración esférica, a

cada punto objeto le corresponderá un único punto en la imagen, esta aberración aparece cuando

las imágenes de objetos planos no son planas. En realidad las imágenes son planas solamente en

la región paraxial, al ir aumentando la abertura de la pupila de entrada, la imagen estará conteni-

da en una superficie curva como se puede observar en la figura 1.6a. Petzval fue quien estudió a

esta aberración y encontró que la superficie imagen es realmente un paraboloide. La presencia

de esta aberración tiene como consecuencia que la imagen aparezca desenfocada, esto ocurre

debido a que tradicionalmente los dispositivos en los que se detecta a la imagen son planos.

En ausencia de todas la aberraciones antes mencionadas, puede ocurrir que la amplificación

transversal en el plano imagen, no sea una constante cuando esto ocurre se dice que el sistema

sufre de distorsión. Si la amplificación transversal crece con la distancia al eje óptico el sistema

óptico sufre de distorsión de corsé, si la amplificación transversal disminuye al aumentar la

distancia al eje óptico el sistema sufre de distorsión de barril esto se muestra en la figura 1.6b.

Para esta aberración todos los puntos están enfocados.

(a) (b)

Figura 1.6: a) Aberración de curvatura de campo. b) Aberración de distorsión.

1.4.5. Representación de la Función de Aberración W(x,y)

La representación de la función de aberración W en (1.9) presenta algunos inconvenientes

pues el valor de los coeficientes que se calculen depende de cuantos términos se tomen para
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representar a las deformaciones del frente de onda. Para evitar que el valor de los coeficientes

de la expansión sea función del número de términos que se consideren en la representación,

se pueden utilizar polinomios ortonormales, estos tienen de la propiedad de que el valor de

los coeficientes que acompañan a cada polinomio es invariante. En la ecuación (1.11) se han

elegido a las coordenadas polares (R,θ) debido a que por lo común la pupila de salida de los

sistemas ópticos es circular, b es el radio de la pupila de salida. El hecho de que W pueda ser

escrita como una combinación lineal de polinomios significa fı́sicamente que las deformaciones

que ha sufrido el frente de onda son el resultado final de la contribución individual de diferentes

factores que afecta al sistema óptico.

W (R,θ) =W (bρ,θ) =
N

∑
k=1

akFk(ρ,θ). (1.11)

Es habitual elegir a los polinomios de Zernike para representar a W , por que son un conjunto

de polinomios que forman una base ortonormal, sobre un circulo unitario. Cada polinomio de

Zernike puede ser calculado utilizando la expresión

Zn(ρ,θ) = R(ρ)|m|n Θ
|m|(θ). (1.12)

Con n = 0,1,2, ... y m =−n,−(n−1), . . .0, . . . ,n−1,n; se debe cumplir que la diferencia n−m

siempre sea un número par, esta convención para los polinomios de Zernike es la recomendada

para reportar aberraciones oculares [1].

La parte radial y angular de los polinomios tienen la siguiente forma

R(ρ)|m|n =
(n−|m|)/2

∑
s=1

(−1)s(n− s)!ρn−2s

s!
[(

n+m
2

)
− s
]

!
[(

n−m
2

)
− s
]

!
, (1.13)

Θ
m(θ) =


√

2cos(|m|θ) m > 0

1 m = 0.
√

2sin(|m|θ) m < 0

(1.14)

Algunos de los polinomios Z(ρ,θ) están ı́ntimamente relacionados con las aberraciones de Sei-

del antes mencionadas, estos polinomios fueron construidos de tal manera que el valor de los

términos de alto orden estén balanceados por los de bajo orden. Aunque en principio cualquier

base ortonormal de polinomios podrı́a ser utilizada para representar a las deformaciones del

frente de onda, los polinomios de Zernike son preferidos por que el dominio en el que son orto-

normales es circular.
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1. Marco Teórico

La forma de algunos de los polinomios de Zernike se muestra en la figura 1.7.

Figura 1.7: Los primeros 15 polinomios de Zernike.

Una de las maneras de especificar el error asociado al frente de onda es mediante el error Pico-

Valle(P−V ) y se calcula como la diferencia entre el valor máximo y mı́nimo de W (x,y), si lo

que se desea es reportar la desviación estándar σs de la función de aberración resulta que su

valor es simplemente la raı́z cuadrada de la suma de los cuadrados de cada coeficiente de la

expansión.

σs =

√√√√ N

∑
k=1

(an)
2. (1.15)

Ahora bien, podrı́amos preguntarnos ¿cuáles son los métodos y pruebas, a partir de las cuales es

posible medir las deformaciones del frente de onda?, para dar respuesta a esto, se hará una breve

revisión en particular de dos pruebas geométricas en las que es posible medir de manera directa

la aberración transversal de rayo y después de hacer una integración numérica se obtienen las

deformaciones del frente de onda, estas dos pruebas resultan ser muy prácticas, debido a su bajo

costo respecto a las pruebas interferometricas; además se utilizan las ecuaciones de Rayces para

evaluar la función de aberración es por eso que nos resulta de interés mostrar en que consiste

cada uno de ellas. Estas dos pruebas son poderosas pues a partir de ellas es posible hacer un
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análisis cualitativo para inferir que tipo de deformaciones tiene la superficie; esto resulta muy

práctico para los técnicos encargados del pulido de las superficies, pues ası́ tendrán una idea de

cuales son las zonas que necesitan corregirse.

1.5. Pruebas Ópticas

1.5.1. Prueba de Ronchi

El descubrimiento de esta prueba se le atribuye al fı́sico italiano Ronchi[9]. El arreglo

experimental que corresponde a la prueba de Ronchi se muestra en la figura1.8a, consiste de una

superficie reflectora con forma esférica, una fuente puntual, una rejilla de Ronchi, un CCD y

una lente. La rejilla de Ronchi consta de un arreglo de lı́neas claras y obscuras de igual espesor,

la fuente es colocada en el centro de curvatura pero con un ligero desplazamiento lateral. La

rejilla de Ronchi presenta un pequeño desplazamiento longitudinal y lateral respecto al centro

de curvatura.

(a) (b)

Figura 1.8: a)Arreglo experimental para la prueba de Ronchi. b) Patrón de sombras para el

caso ideal(lineas continuas) y con deformaciones(lineas punteadas)

Los rayos reflejados que provienen de la superficie de prueba, encuentran en su camino a la re-

jilla, lo que ocasiona que se formen patrones de sombras en el plano de detección; estos pueden

ser analizados desde el punto de vista de la óptica geométrica y de la óptica fı́sica cuando el

número de franjas por unidad de longitud es grande las dos descripciones son equivalentes.

Después de atravesar la rejilla, todos los rayos reflejados idealmente deben de coincidir en un

punto el cual resulta ser el centro de curvatura, pero al no ser perfecta los rayos no pasan por el

mismo punto. Esto ocasiona que se obtengan el patrón de franjas parecido al que se muestra en
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la figura 1.8b con bordes punteados, mientras que para la superficie ideal el patrón resultante

es el de franjas rectas. Cuando ocurre lo anterior se dice que el sistema óptico presenta defor-

maciones, a éstas se les atribuyen los defectos en la calidad de la imagen que forma el sistema

óptico.

La función de la rejilla es obstruir a los rayos reflejados de ciertas zonas. Lo anterior tiene como

resultado que en el plano de detección se observará a las franjas de la rejilla proyectadas sobre

el espejo, por eso es necesario utilizar a la lente, para formar la imagen del espejo en el CCD.

El parámetro a medir en esta prueba es la aberración transversal. En la figura 1.8b se muestran

dos puntos, uno de estos identificado como B forma parte del ronchigrama que se espera ob-

tener de la superficie bajo prueba cuando ésta no presenta deformaciones y C forma parte del

ronchigrama real. Los puntos idealmente deberı́an coincidir, pero como se muestra en la imagen

esto no sucede. Existe una relación uno a uno entre los puntos sobre la rejilla y los puntos del

ronchigrama a cada punto le corresponde el mismo valor de aberración transversal, esta canti-

dad es definida por los bordes de las franjas en la rejilla de Ronchi. En esta prueba se aplican

las ecuaciones de Rayces para obtener las deformaciones del frente de onda; además, cada una

de las aberraciones tiene asociado un Ronchigrama muy especı́fico por lo que es posible cuan-

tificar la contribución de cada una de ellas a las deformaciones del frente de onda.

Una de las desventajas en esta prueba es que se desconoce a la componente y de la aberración de

rayo que pasa por el borde la rejilla, esto tiene como consecuencia que únicamente se cuenta con

información para la dirección x, para obtener información en la dirección y se puede girar a la

rejilla de Ronchi en un ángulo de
π

2
. Otra forma de obtener información en ambas direcciones,

es construir una rejilla que sea equivalente a tener dos rejillas de Ronchi cruzadas, conocida

como biRonchi[8]. En general esta prueba es aplicada para superficies con un F/# > 1, esto

implica que el Ronchigrama estará en un plano, garantizando que la imagen sea plana.

1.5.2. Prueba de Hartmann

La prueba de Hartmann[21] se invento en 1900, el arreglo experimental utilizado para realizar

la prueba Hartmann consta de una pantalla con agujeros la cual se coloca frente a la superficie

que se desee probar (en la pupila de salida), la fuente es colocada en el centro de curvatura pero

con un ligero desplazamiento lateral como se muestra en la figura 1.9a. El plano de observación

está colocado de tal forma que sea ortogonal al eje óptico del sistema y la distribución de los
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agujeros en la pantalla de Hartmann es cuadrada, debido a que, con esta configuración, la can-

tidad de puntos utilizados para encontrar W es mayor y uniforme.

El proceso para formar la imagen en el CCD es el siguiente, un rayo que proviene de la fuen-

te puntual incide en un punto sobre la superficie bajo prueba, después sale un rayo reflejado

a través del mismo agujero por el cual entro el rayo incidente y se dirige hacia el plano de

detección, si la superficie es perfecta la imagen que es detectada con el CCD es la cuadricula

formada por los puntos blancos, tal como se muestra en la figura 1.9b, pero si la superficie pre-

senta imperfecciones el patrón que se obtendrá se moverá como los puntos grises. A diferencia

de la prueba de Ronchi, en la prueba de Hartmann el rayo reflejado que es detectado en el CCD

está bien definido, esta prueba trabaja bajo la hipótesis de que la pantalla de Hartmann está muy

cerca de la superficie de prueba. Los efectos debido a la difracción limitan el tamaño de los

agujeros que pueden ser utilizados en la pantalla de Hartmann.

(a) (b)

Figura 1.9: a)Arreglo experimental para la prueba de Hartmann. b) Patrón de puntos para

el caso ideal(puntos en un arreglo cuadriculado) y patrón de puntos para un superficie con

deformaciones(arreglo de puntos deformado).

Al igual que en la Prueba de Ronchi, en Hartmann el parámetro importante es la aberración

transversal de rayo, éste se mide de forma directa en ambas dirección x y y en el plano

imagen; ademas, se puede mostrar que en ambas pruebas se puede utilizar el mismo formalismo

matemático para construir los Ronchigramas y Hartmanngramas[7], esto se debe a que la

función de la rejilla Ronchi y de la pantalla de Hartmann, es básicamente obstruir a un cierto
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conjunto de rayos que se reflejen en la superficie bajo prueba, lo que cambia en estas pruebas

es la posición del filtro(rejilla Ronchi y pantalla Hartmann).

1.6. Motivación

En las pruebas de Hartmann y Ronchi es válido hacer la hipótesis de que las deformaciones

W (x,y) son pequeñas comparadas con el radio de curvatura, pues estas pruebas se aplican a

superficie con F/# > 1, superficies que son muy parecidas a esferas. Por lo tanto el frente de

onda que forman es casi esférico, es por esta razón que suele utilizar a un frente de onda esféri-

co como referencia; esto tiene como consecuencia que las ecuaciones de Rayces adopten una

forma sencilla y sean fáciles de utilizar en la reconstrucción de las deformaciones del frente de

onda.

Pero cuando las superficies que estén siendo probadas tengan F/#< 1, las pruebas de Hartmann

y Ronchi, presentan ciertos inconvenientes. Por ejemplo cuando el frente de onda que forma el

sistema óptico se desvı́a apreciablemte de una geometrı́a esférica, utilizar a las ecuaciones (1.8)

para obtener a las deformaciones del frente de onda no resulta correcto; además si F/# del fren-

te de onda de prueba es menor que 1, la función de aberración W adquiere valores apreciables

comparados con el radio de curvatura del frente de onda de referencia y por lo tanto el error

asociado al cálculo de W crece muy rápido al acercarse a la periferia y como consecuencia des-

preciar a la función de aberración en el denominador de las ecuaciones (1.7), no es siempre una

buena aproximación.

En la figura 1.10 se muestra a un frente de onda elipsoidal con F/0,32 y a un frente de onda

esférico que lo aproxima bien en el vértice; las lı́neas, son perpendiculares al frente de onda

esférico y corresponden a las deformaciones que tiene el frente de onda elipsoidal respecto al

de referencia. Es obvio que la hipótesis de que W << R solo resulta válida en la región paraxial.

Cuando las superficies que estén siendo probadas tengan F/# < 1, en el caso de la prueba de

Hartmann no se puede asegurar que el rayo reflejado vaya a salir por el mismo agujero a través

del cual entró el rayo incidente, esto se debe a que la superficie de referencia ya no es esférica y

el rayo ya no regresa por la misma trayectoria. En la prueba de Ronchi el cono de rayos refleja-

dos crece a medida que F/# disminuye, ası́ que se necesita una rejilla cada vez más grande para

probar a toda la superficie; además, el ronchigrama que es el resultado de proyectar a las franjas
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Figura 1.10: Únicamente la zona paraxial puede ser evaluada con la ecuaciones de Rayces.

de la rejilla sobre el espejo ya no está en un plano si no una superficie curva, esto implica que

la correspondencia entre puntos del ronchigrama y la rejilla se dificulta por que la imagen es

una superficie curva. Los inconvenientes en ambas pruebas, se deben a que la forma del frente

de onda formado por el sistema óptico se aleja de la geometrı́a esférica, por lo tanto los rayos

luminosos ya no convergen a un punto común.

Utilizando que el frente de onda de referencia es esférico el vector de aberración transversal
−→
TA

está definido en el plano que contiene al centro de curvatura del frente de onda de referencia,

sin embargo en las pruebas de Hartmann y Ronchi, el plano de detección es colocado fuera de

eje y con un desplazamiento lateral, estos cambios de posición en la rejilla también deberı́an ser

considerados en el cálculo de W (x,y) (Aunque para superficies con F/# >> 1 puede ser poco

importante).

Con las pruebas de Hartmann y Ronchi es posible encontrar de manera indirecta a las

deformaciones de la superficie óptica, utilizando como hipótesis que las deformaciones del

frente de onda pueden ser aproximadas como la diferencia de sagitas[9]. La ecuación que se

utiliza es

W = a(Zr−ZP). (1.16)

Donde a = 1 para superficies refractoras y 2 para superficies reflectoras. Sin embargo esta ex-

presión solo es válida, cuando los ángulos que forma la normal del frente de onda de referencia
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con el eje óptico son pequeños[24].

Como conclusión aplicar las ecuaciones de Rayces con un frente de onda esférico como refe-

rencia solo es válido para frentes de onda con geometrı́a casi esférica y en la región paraxial de

frentes de ondas asféricos, si quiere tener mejores resultados en el cálculo de W y que el error

asociado a la medición de W no se deba a las ecuaciones utilizadas, es necesario tomar a un

frente de onda de referencia con forma asférica; ademas, podemos afirmar que las pruebas de

Ronchi y hartmann, están limitadas a probar superficies con F/# > 1. Una posible alternativa es

el método de pantallas nulas[14], debido a que éste tiene la ventaja de funcionar para superficies

rápidas convexas y cóncavas (#F < 1), sin embargo hay que ser cuidadosos pues en esta prueba

no se miden las deformaciones del frente de onda que forma el sistema óptico. Antes de pensar

en aplicar el Método de Pantallas Nulas para encontrar deformaciones es necesario encontrar a

las Ecuaciones de Rayces para un frente de onda asférico.

En el siguiente capı́tulo se hará la deducción de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces ,

tomando como referencia a un frente de onda asférico y en los capı́tulos posteriores se buscará la

forma de aplicar estas ecuaciones a la prueba de pantallas nulas.
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Capı́tulo 2
Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

2.1. Introducción

Como mencionamos en el capı́tulo anterior, para calcular las deformaciones del frente, no siem-

pre resulta conveniente utilizar a un frente de onda esférico como referencia, debido a que puede

ocurrir que las deformaciones del frente de onda adquieran valores grandes comparados con el

radio de curvatura del frente de onda esférico, como consecuencia despreciar a W (x,y) en el

denominador de las ecuaciones de Rayces es incorrecto, se acostumbra usar a un frente de onda

esférico como referencia debido a que las aberraciones ópticas fueron definidas a partir de una

geometrı́a esférica. En este capı́tulo se encontrarán las ecuaciones para medir las deformacio-

nes del frente de onda real, cuando el frente de onda de referencia es asférico. La ventaja de

extender la válidez de las ecuaciones de Rayces a frentes de onda asféricos radica en que cada

vez es más común utilizar superficies asféricas en sistemas ópticos refractores y reflectores, que

en general formaran frentes de onda asféricos.

Al dejar de suponer que el frente de onda de referencia es esférico, ocurre que los rayos norma-

les a este, ya no tienen un punto común, por lo tanto los rayos interceptan en puntos distintos

al plano imagen que en este caso coincide con el plano xy, esto se muestra en la figura 2.1. Por

lo tanto, el vector de aberración transversal de rayo
−→
TA′ ya no se mide a partir de un punto fijo;

además, la distancia de cada punto Pr sobre el frente de onda de referencia al origen ya no tiene

un valor constante.
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2. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

2.2. La función de deformación para un frente de onda

asférico

Antes de seguir debemos aclarar que W ′ corresponde a las deformaciones del frente de onda y

no a la aberración del frente de onda W .

En relación a la figura 2.1, la superficie Σp es el frente de onda de prueba, mientras que Σr

es el frente de onda de referencia. El rayo normal al frente de onda de referencia intercepta

al plano de detección en el punto (α,β,0), a partir de ese punto es posible definir a los vec-

tores ~R′ = (X−α,Y −β,Z) y~r = (x−α,y−β,z), los cuales unen a los puntos Pr = (X ,Y,Z)

PP = (x,y,z) con el punto (α,β,0) respectivamente. Para el rayo normal al frente de onda de

prueba el punto de intercepción es (γ,η,0), entonces el vector que une a este punto con PP es
~B =

(
x−TA′x−α,y−TA′y−β,z

)
.

Figura 2.1: Cálculo de W ′(x,y) respecto a un frente de onda asférico.

La distancia que hay entre los puntos Pr y PP a lo largo de la normal al frente de onda de referen-

cia, es ahora la función de deformación y será definida como “la distancia que existe entre un

punto sobre el frente de onda de referencia asférico a un punto sobre el frente de onda de

prueba ”. Utilizando la magnitud de los vectores ~R′ y~r, la expresión analı́tica para la función

de aberración es la ecuación (2.1).

W ′ = R′(X ,Y )− r(x,y) =
√

(X−α)2 +(Y −β)2 +Z2−
√

(x−α)2 +(y−β)2 + z2. (2.1)
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Se puede notar que la ecuación (2.1) depende de varias cantidades. Para obtener una expresión

de W ′ más simple, se definirá a n̂ como la normal unitaria al frente de onda de prueba y N̂ como

la normal unitaria al frente de onda de referencia. Las coordenadas de cada punto sobre el rayo

normal al frente de onda de referencia puede encontrarse utilizando las ecuaciones paramétricas

de una recta en la dirección normal N̂. Para representar a esta recta se utiliza la expresión (2.2).

~̀= ~P0 + tN̂. (2.2)

Como Pr y PP están sobre la recta ~̀ entonces ~P0 puede ser cualquiera de estos dos. Las

ecuaciones paramétricas de la recta adoptan la forma mostrada en (2.3) y (2.4).

xN = X +Nxt1; yN = Y +Nyt1; zN = Z +Nzt1, (2.3)

xN = x+Nxt2; yn = y+Nyt2; zN = z+Nzt2. (2.4)

Cuando zN = 0, t1 = −Z/Nz y t2 = −z/Nz, en este caso xN = α y yN = β. Al sustituir el valor

de t y k en (2.3) y (2.4) respectivamente, se obtiene expresiones para α y β, como función de

las coordenadas de los puntos Pr, PP y de las componentes de la normal N̂.

α = X− Nx

Nz
Z; β = Y −

Ny

Nz
Z, (2.5)

α = x− Nx

Nz
z; β = y−

Ny

Nz
z. (2.6)

Al sustituir la ecuación (2.5) en el primer término del lado derecho de (2.1) y la ecuación (2.6)

en el segundo término. Se obtiene la expresión

W ′ =
Z− z

Nz
. (2.7)

Se puede observar que la expresión (2.7) dependen únicamente de las coordenadas Z, z y de la

componente Nz de la normal al frente de onda de referencia.

De manera independiente en la referencia[24] obtuvieron esta relación y analizan las

discrepancias entre esta y la ecuación (1.16). Es claro que W ′ no es simplemente la diferencia

de sagitas, sino que depende de la dirección de la normal N̂ en cada punto sobre la superficie de

referencia.
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2. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

2.3. Relación de W ′(x,y) con la aberración transversal de

rayo

En las ecuaciones de Rayces (1.7) se relaciona a los cambios de la función de aberración en

las direcciones x y y, con las componentes del vector de aberración transversal de rayo. Lo que

sigue es encontrar una relación similar, pero considerando que el frente de onda de referencia

ya no es una esférico. Esta relación se puede encontrar a partir de la expresión (2.7), mediante

el cálculo de la derivada parcial respecto a x y y. Para esto vamos a suponer que Z y z pueden

ser escritas como función de las coordenadas transversales (X ,Y ) y (x,y) respectivamente. En

general las superficies se pueden escribir de forma implı́citamente f (x,y,z)= 0 y F(X ,Y,Z)= 0,

de donde esperamos poder expresar a z y Z, de la siguiente manera.

Z = F(X ,Y ); z = f (x,y). (2.8)

Si le aplicamos la derivada parcial respecto a x a (2.7) se obtiene lo siguiente.

∂W ′

∂x
=

1
Nz

(
∂Z
∂x
− ∂z

∂x

)
+(Z− z)

∂

∂x

(
1
Nz

)
. (2.9)

Queremos obtener una expresión explicita para cada derivada parcial involucrada en la ecuación

(2.9), pero existe un inconveniente Z es una cantidad que no depende de las mismas variables

que z, para resolver este problema vamos a suponer que las coordenadas del punto Pr cumplen

que X = X(x,y) y Y =Y (x,y) esta hipótesis es válida pues hemos postulado que la relación que

guarda Pr con Pp, está definida por las normales a la superficie de referencia, debemos aclarar

que las normales N̂ = N̂(Pr) no dependen del punto sobre la superficie de prueba, sino que la

elección del punto sobre la superficie de prueba es función de esta normal, lo anterior se debe

a la definición que hemos adoptado para la función de deformación W ′(x,y) es por eso que la

derivada parcial de Nz respecto a x es cero. La derivada parcial de Z puede ser expresada de una

manera diferente utilizando la regla de la cadena.

∂W ′

∂x
=

1
Nz

[(
∂Z
∂X

)(
∂X
∂x

)
+

(
∂Z
∂Y

)(
∂Y
∂x

)
− ∂z

∂x

]
. (2.10)

Para encontrar que relación guardan las coordenadas de los puntos Pr y PP, basta con recordar

que están conectados por la normal N̂ de la superficie de referencia. Si sustituimos t2 = W ′,

xN = X , yN = Y y zN = Z en las ecuaciones paramétricas (2.4) obtenemos las siguientes

relaciones.

X = x+NxW ′; Y = y+NyW ′; Z = z+NzW ′. (2.11)
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2.4. La Ecuación de la Forma de la Superficie

Sustituyendo las expresiones de X y Y en (2.10) se llega a la siguiente expresión.

∂W ′

∂x
=

1
Nz

[
∂Z
∂X

(
1+

∂W ′

∂x
Nx

)
+

∂Z
∂Y

(
∂W ′

∂x

)
Ny−

∂z
∂x

]
. (2.12)

Todavı́a la ecuación (2.12) no está en función de cantidades que se puedan medir directamente,

para encontrar el valor explı́cito de cada derivada parcial se utilizará la Ecuación de la Forma

de la Superficie; a continuación se hará una deducción de esta ecuación.

2.4. La Ecuación de la Forma de la Superficie

En toda superficie que sea suave y continua, cada una de sus derivadas parciales están bien defi-

nidas y como consecuencia el vector gradiente existe en todo punto con coordenadas (x,y,z)[2];

el gradiente de una función tiene la dirección normal el hecho que este vector exista implica

que cada punto en la superficie S tendrá asociado un vector normal ~N= (Nx,Ny,Nz).

(a) (b)

Figura 2.2: a) Superficie de valor constante. b) Construcción del vector tangente.

Vamos a suponer que la componente z se puede representar de acuerdo a la ecuación (2.8).

entonces la superficie puede ser escrita de la siguiente forma

G(x,y,z) = z− f (x,y) = constante. (2.13)

Al tomar sobre la superficie S a una cierta trayectoria Γ, la cual vamos a suponer que se puede

parametrizar como función de τ es decir Γ = Γ(τ), además, cada punto sobre la curva puede

ser localizado mediante el vector de posición
−−→
ζ(τ), como todos los puntos de las trayectorias

también forman parte de la superficie entonces se cumple la relación
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2. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

G
[−−→
ζ(τ)

]
= constante. (2.14)

La derivada de la relación (2.14) respecto al parámetro τ es cero. Pero utilizando la regla de la

cadena se obtiene la ecuación

dG
[−−→
ζ(τ)

]
dt

= ∇G · d
−−→
ζ(τ)

dτ
= 0. (2.15)

Que es un resultado de aplicar la regla de la cadena. En general ∇G y d
−→
ζ /dτ, son distintos de

cero, por lo tanto para que se siempre se cumpla que dG/dτ = 0, la única posibilidad es que el

vector ∇G sea ortogonal al vector d
−−→
ζ(τ)/dτ, este último es tangente a la trayectoria Γ. El vec-

tor tangente puede ser construido, como el vector diferencia
−→
∆r = (∆x,∆y,∆z) de ~r1 y ~r2 estos

últimos describen la posición de dos puntos sobre la trayectoria Γ. Al tomar el lı́mite cuando

(x1,y1,z1) tiende a (x2,y2,z2),
−→
∆r adquiere la forma de la siguiente diferencial

−→
dr = (dx,dy,dz).

De la ecuación (2.15) podemos inferir que el producto escalar de ~N con
−→
dr también es cero y se

cumple que
~N ·
−→
dr = Nxdx+Nydy+Nzdz = 0. (2.16)

Al despejar a dz de (2.16) la ecuación que resulta es conocida como “ La Ecuación de la

Forma de la Superficie”

dz =−
(
Nx

Nz
dx+

Ny

Nz
dy
)
.dz =−

(
Nx

Nz
dx+

Ny

Nz
dy
)
.dz =−

(
Nx

Nz
dx+

Ny

Nz
dy
)
. (2.17)

La ecuación (2.17) muestra que basta con conocer las componentes de la normal a la superficie

para poder reconstruir su forma mediante una integración; además, esta ecuación es uno de los

cimientos del Método de Pantallas Nulas el cual será de interés en el capı́tulo 3 pues a partir de

ella se puede conocer la forma de superficies ópticas.

Una segunda forma de representar a la diferencial dz siempre que z pueda escribirse como

z = f (x,y) se muestra a continuación:

dz =
∂z
∂x

dx+
∂z
∂y

dy. (2.18)

Al comparar cada término que interviene en las ecuaciones (2.17) y (2.18) se encuentra que las

derivadas parciales de z, son función de las componentes de la normal ~N.

∂z
∂x

=−Nx

Nz
;

∂z
∂y

=−
Ny

Nz
. (2.19)
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2.5. Generalización de las ecuaciones de Rayces

Una vez que se ha obtenido el valor de las derivadas parciales que están involucradas en la

ecuación (2.12) y sustituyendo su valor en la ecuación (2.12) se puede obtener la siguiente

expresión.

∂W ′

∂x
=

1
Nz

[
−Nx

Nz

(
1+

∂W ′

∂x
Nx

)
−

Ny

Nz

(
∂W ′

∂x

)
Ny +

nx

nz

]
. (2.20)

Agrupando los términos que tengan como factor común a
∂W ′

∂x

∂W ′

∂x
1

N2
z

(
N2

z +N2
x +N2

y
)
=

1
Nz

(
nx

nz
− Nx

Nz

)
.

Finalmente utilizando que N2
x +N2

y +N2
z = 1 se obtiene la siguiente expresión.

∂W ′

∂x
= Nz

(
nx

nz
− Nx

Nz

)
. (2.21)

Haciendo un desarrollo parecido para la derivada parcial de la función de aberración en la

dirección y se obtiene el siguiente par de ecuaciones.

∂W ′

∂x
= Nz

(
nx

nz
− Nx

Nz

)
;

∂W ′

∂y
= Nz

(
ny

nz
−

Ny

Nz

)
. (2.22)

Las expresiones (2.22) relacionan a los cambios de W en las direcciones x y y con las compo-

nentes de las normales del frente de onda de referencia asférico y del frente de onda de prueba,

pero lo que deseamos es determinar cómo dependen estas ecuaciones del vector de aberración

transversal de rayo
−→
TA′. Para encontrar esta dependencia vamos a utilizar a los cosenos directo-

res de los siguientes vectores~r, ~R y ~B.

Los cosenos directores de un vector ~V son los cosenos de los ángulos que se forman con los

vectores base î, ĵ y k̂. La dirección de~V está definida mediante el vector unitario que se muestra

a continuación

V̂ =
Vx

‖~V ‖
î+

Vx

‖~V ‖
ĵ+

Vx

‖~V ‖
k̂. (2.23)

Las componentes de este vector resultan ser los cosenos directores de~V . Utilizando la definición

de los cosenos directores y considerando que~r, ~R y N̂, están en la misma dirección, se cumple
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2. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

que sus cosenos directores tienen el mismo valor.

cos(θx) =
x−α

‖~r ‖
=

X−α

‖ ~R′ ‖
=

Nx

‖ N̂ ‖
,

cos(θy) =
y−β

‖~r ‖
=

Y −β

‖ ~R′ ‖
=

Ny

‖ N̂ ‖
,

cos(θz) =
z
‖~r ‖

=
Z

‖ ~R′ ‖
=

Nz

‖ N̂ ‖
.

Los cosenos directores de ~B y n̂, también son iguales entre si.

cos(φx) =
x−TA′x−α

‖ ~B ‖
=

nx

‖ n̂ ‖
,

cos(φy) =
y−TA′y−β

‖ ~B ‖
=

ny

‖ n̂ ‖
,

cos(φz) =
z
‖ ~B ‖

=
nz

‖ n̂ ‖
.

Utilizando los cosenos directores se llega a las siguientes ecuaciones.

Nx

Nz
=

x−α

z
;

Ny

Nz
=

y−β

z
, (2.24)

nx

nz
=

x−TA′x−α

z
;

ny

nz
=

y−TA′y−β

z
. (2.25)

Al sustituir las ecuaciones (2.24) y (2.25), en las ecuaciones 2.22. Se obtienen expresiones que

relacionan a la aberración transversal de rayo
−→
TA′, con los cambios en las direcciones x y y, de

las deformaciones del frente de onda.

∂W ′

∂x
= Nz

(
x−TA′x−α

z
− x−α

z

)
=⇒ ∂W ′

∂x
=−Nz

(
TA′x

z

)
=⇒ ∂W ′

∂x
=− TA′x(

z
Nz

)
=⇒ ∂W ′

∂x
=− TA′x

r(x,y)
.

Haciendo un tratamiento análogo para la derivada parcial respecto a la componente y y

utilizando la definición de función de aberración r(x,y) = R′(X ,Y )−W ′(x,y) los cambios de las

deformaciones del frente de onda en las direcciones x y y están dados por la siguiente ecuación.

~∇TW ′ =
(

∂W ′

∂x
,
∂W ′

∂y

)
=−

(
TA′x

R′(X ,Y )−W ′(x,y)
,

TA′y
R′(X ,Y )−W ′(x,y)

)
. (2.26)
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El procedimiento experimental para calcular W ′(x,y) no permite conocer todo el dominio sino

que solo en ciertos puntos (x,y) se logra medir el valor de (2.26), se definen trayectorias en el

plano xy que contengan a los puntos experimentales para llevar acabo el cálculo de W ′ mediante

una integral de lı́nea. Por ejemplo cuando se desea calcular el trabajo que se realiza para mover

una partı́cula a lo largo de una trayectoria C lo que se hace es proyectar a la fuerza sobre

cada vector tangente de la curva, de esta manera el trabajo total que se realiza está dado por la

ecuación (2.27), la curva C está paramétrizada por t esto implica que C(t) = (x(t), y(t)).

Traba jo =
∫

C
~F · dC(t)

dt
dt =

∫
C
~F ·
(

dx
dt

,
dy
dt

)
dt =

∫
C
~F · (dx, dy) =

∫
C
(Fxdx+Fydy) . (2.27)

Sustituyendo~∇TW ′ por ~F en la ecuación (2.27) obtenemos una ecuación para recuperar el valor

de las deformaciones del frente de onda a lo largo de una curva definida en el plano xy.

W ′ =
∫

C

(
~∇TW ′ · ~dr

)
=−

∫
C

(
TA′x

R′(X ,Y )−W ′(x,y)
dx+

TA′y
R′(X ,Y )−W ′(x,y)

dy
)
. (2.28)

Las ecuaciones (2.26) tienen aparentemente la misma forma que las ecuaciones (1.7) el cambio

radica en el denominador, bajo el esquema de Rayces R′(X ,Y ) es una constante (radio de

curvatura de la superficie de referencia), pero ahora R′(X ,Y ) es una función que depende de

la geometrı́a del frente de onda que se desee utilizar para comparar al frente de onda que el

sistema óptico forme. Esto implica que se puede utilizar a un frente de onda de referencia

cuya forma geométrica sea muy cercana al frente de onda de prueba, lo anterior asegura que

la función de aberración tomará valores muy pequeños comparados con el valor de R′(X ,Y ) y

sólo en ese caso es posible despreciar al valor de W ′ en el denominador de (2.26) por lo tanto la

ecuación (2.28) adquiere la siguiente forma.

W ′ =−
∫

C

(
TA′x

R′(X ,Y )
dx+

TA′y
R′(X ,Y )

dy
)
.W ′ =−

∫
C

(
TA′x

R′(X ,Y )
dx+

TA′y
R′(X ,Y )

dy
)
.W ′ =−

∫
C

(
TA′x

R′(X ,Y )
dx+

TA′y
R′(X ,Y )

dy
)
. (2.29)

Esta ecuación difiere de (1.8), debido a que R′(X ,Y ) ya no es constante por lo que no sale de la

integral. La ventaja de esta ecuación es que su aplicación es válida aun en zonas alejadas de la

zona paraxial(F/#� 1), claro siempre y cuando el frente de onda que se elija como referencia

posea una geometrı́a cercana a la del frente de onda real. Para comprobar que las ecuaciones de

Rayces generalizadas no presentan un comportamiento extraño deben ser aplicadas en la prueba

de alguna superficie óptica en el siguiente capı́tulo se muestra una manera de aplicar.
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2.6. Simulación numérica de las ecuaciones generalizadas

Rayces

¿Realmente el uso de las ecuaciones de Rayces generalizadas implica alguna ventaja?, para res-

ponder a esta pregunta haremos una simulación numérica para observar que es lo que ocurre

cuando el frente de onda bajo prueba es comparado con un frente de onda esférico y con un

frente de onda asférico. Proponemos que la forma geométrica del frente de onda bajo prueba

sea el de una superficie cónica con constante de conicidad de kp = −0,52, radio de curvatura

paraxial rp = 77,20mm y la posición del vértice en (−1,1) (decentramiento), proponemos que

el frente de onda de referencia asférico tenga kr = −0,50 , rr = 77,00mm y su vértice en el

origen, finalmente el frente de onda de referencia esférico tiene un radio de rr = 77,00mm y su

vértice en el origen.

La condición para aplicar las ecuaciones de Rayces generalizadas es que los puntos de prueba y

de referencia deben estar unidos por medio de la normal N̂ a la superficie de referencia, como se

puede apreciar de las ecuaciones (2.11). De antemano se deben elegir puntos sobre la superficie

de referencia sobre los cuales se calculará la normal N̂. Una vez conocida la normal, ésta se

debe prologar hasta interceptar a la superficie de prueba.

Elegimos el dominio del frente de onda de referencia de forma circular, y la distribución de los

puntos en el plano xy será una distribución radial tal como lo muestra la figura 2.3. Al observar

esta figura podemos notar que primero se fija un ángulo y después se comienza a incrementar

el valor del radio desde 0mm hasta 70mm, en múltiplos enteros de 2mm. El valor del ángulo se

incrementa en pasos de 2 π/63(este valor no es relevante se pudo haber elegido cualquier otro

valor). Ya hemos mencionado en varias ocasiones que experimentalmente la reconstrucción de

W ′(x,y) debe hacerse a lo largo de una trayectoria en el plano xy, en este caso cada trayectoria

de integración estará definida por el conjunto de puntos que están sobre cada lı́nea radial.

Para representar al frente de onda de referencia se utiliza la ecuación

Zs =
rr−

√
r2

r −Qr [(Xs)2 +(Ys)2]

Qr
. (2.30)

Y para el frente de onda de prueba es
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Figura 2.3: Dominio de integración para el frente de onda de referencia esférico y asférico

zs =
rp−

√
r2

p−Qp [(xs− x0)2 +(ys− y0)2]

Qp
. (2.31)

Las cantidades rp y Qp = kp +1, son los parámetros que describen a la superficie bajo prueba,

para la superficie de referencia los parámetros son rr y Qr = kr +1. La superficie de prueba se

encuentra descentrada, su vértice está en (x0,y0) = (−1mm, 1mm)

Al sustituir (2.30) y (2.31), en la tercera expresión de (2.11) se obtiene lo siguiente

(
rr

Qr
−

rp

Qp

)
+

√
r2

p−Qp

[
(Xs +NxW ′− x0)

2 +(Ys +NyW ′− y0)
2
]

Qp
−
√

r2
r −Qr (X2

s +Y 2
s )

Qp
−NzW ′ = 0. (2.32)

La ecuación anterior es utilizada para encontrar a los puntos (xs,ys,zs) en los que las normales

de referencia interceptan al frente de onda de prueba, esto se logra al resolver la ecuación (2.32)

para W ′ mediante el método Newton-Raphson.

Una vez que se han encontrado el valor de W ′ asociada a cada punto (X ,Y,Z), se procede a

calcular los puntos de la superficie de prueba (x,y,z) mediante las ecuaciones (2.11), en estos

puntos se debe calcular las normales n̂ de prueba, por medio del vector gradiente.

Para conocer el valor del vector de aberración transversal, se debe encontrar los puntos en los

que las normales de referencia N̂ y de prueba n̂, interceptan al plano imagen, esto se hace
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mediante las ecuaciones

Xccd = Xs +
Nx

Nz
(zccd−Zs) ; Yccd = Ys +

Ny

Nz
(zccd−Zs) , (2.33)

xccd = xs +
nx

nz
(zccd− zs) ; yccd = ys +

ny

nz
(zccd− zs) . (2.34)

En las expresiones anteriores (Xccd,Yccd) y (Xccd,Yccd), corresponden a las coordenadas de los

puntos donde interceptan las normales de prueba y referencia al plano de detección. El paráme-

tro zccd es la posición del plano imagen a lo largo del eje z.

La figura 2.4a muestra el campo vectorial de aberración transversal cuando el frente de onda de

referencia es una esfera y en la figura 2.4b muestra el campo vectorial de aberración transversal

cuando el frente de onda de referencia es una asfera. La figura 2.4c expone la variación de la

magnitud del vector
−→
TA para puntos alejados del eje óptico, se puede observar que en el caso

de una superficie esférica de referencia, los valores que toma la cantidad ‖ −→TA ‖ van creciendo

hacia la periferia, esto no ocurre cuando el frente de onda de referencia es asférico, como se

muestra en la figura.

El método que se utilizará para hacer la integración es el método del trapecio, a continuación se

dan algunos detalles de este.

2.6.1. Integración Numérica

Para obtener el valor de las deformaciones de la superficie bajo prueba debe integrarse de

manera numérica la ecuación (2.29), una manera de hacer la integración de una función o de

datos discretos es mediante las fórmulas de Newton-Cotes, éstas consisten en cambiar la función

que se desea integrar por un polinomio que tenga un representación más sencilla, por ejemplo

en la ecuación (2.35) se cambia el integrando f (x) por gN(x) = a0 +a1x+a2x2 + . . .+aNxN .

F(x) =
∫

f (x)dx≈
∫

gN(x)dx. (2.35)

Un método de integración bastante sencillo es el del trapecio, en el que el integrando de la ecua-

ción (2.35), corresponde a un polinomio lineal g1(x) = a0 +a1x y consiste en tomar dos puntos

f (a) y f (b) en la imagen de la función f (x), entonces el valor de la integral en el intervalo [a,b]

se aproxima por el área del trapecio que definen los puntos a, b, f (a) y f (b), como se muestra
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(a) (b)

(c)

Figura 2.4: a) Campo vectorial de la aberración transversal para un frente de onda de

referencia esférico. b) Campo vectorial de la aberración transversal para un frente de onda de

referencia Asférico. c) Variación de la aberración transversal como función de la coordenada

radial

en la figura 2.5a.

Si la función a integrar presenta varios cambios de pendiente lo que conviene es dividir el inter-

valo de integración en varios subintervalos; a medida que el número de subintervalos aumente,
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2. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

(a) (b)

Figura 2.5: a) Superficie de valor constante. b) Aproximación del vector tangente

el valor de la integral numérica se aproximará más al valor de la integral analı́tica. Entonces se

puede afirmar que con el método el trapecio se aproxima a la integral (2.35) por medio de la

suma de las áreas de los trapecios donde el número de trapecios está definido por el número de

subintervalos en los que se divida al dominio de la función f (x), esto se observa en la figura

2.5b.

La expresión para hacer el cálculo por medio de este método para datos que no están igualmente

espaciados es la siguiente.

∫
f (x)dx≈

N

∑
i=1

{[
f (xi+1)+ f (xi)

2

]
(xi+1− xi)

}
. (2.36)

Si lo que se desea es conocer el valor de la integral en un punto particular xi+1 la ecuación que

debe utilizar es la siguiente

F(xl+1) = F(x1)+
l

∑
k=1

{[
f (xk+1)+ f (xk)

2

]
(xk+1− xk)

}
. (2.37)

La ecuación (2.37) muestra que de antemano el valor de la integral en el punto x1 debe ser co-

nocido en caso de no conocerlo se acostumbra asignarle un valor arbitrario. El subindice l +1

corresponde al número de puntos que se necesitan para calcular el valor de F(xl+1).

Cada vez que se calcula a un elemento de la sumatoria en la ecuación (2.37) existe un error, este

error asociado puede ser estimado mediante la expresión

Ek =−
1
12

f ′′(ξ)h3
k . (2.38)
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En la ecuación (2.38) hk = xi+1−xi es la separación que existe entre dos puntos vecinos sobre la

trayectoria de integración y ξ está contenida en el intervalo [xi,xi+1]. Al observar de que canti-

dades depende el error Ek, se puede concluir que si el integrando f (x) es una lı́nea recta, el error

asociado debe ser cero; esto ocurre debido a que la segunda derivada de f (x) está relacionada

directamente con la curvatura de la función. Para disminuir el error asociado se debe aumentar

la cantidad de puntos experimentales pues de esta manera el área contenida entre la curva y los

trapecios será pequeña.

La expresión (2.36) solo considera al integrando como función de una sola variable, cuando

el integrando
−−−→
f (x,y) es una función vectorial que depende de dos variables (x,y); entonces, la

integración se realiza a lo largo de una curva definida en el dominio del integrando que este

caso es el plano xy; entonces, la expresión para calcular la integral resulta ser la siguiente (ver

apéndice B)

∫ [
~f · (dx,dy)

]
≈

N

∑
i=1

{[
fx(xi+1,yi)+ fx(xi,yi)

2

]
(xi+1− xi)+

[
fy(xi,yi+1)+ fy(xi,yi)

2

]
(yi+1− yi)

}
. (2.39)

Entonces, al aplicar el método del trapecio a la expresión(2.29) y considerando(2.39), se obtiene

lo siguiente

W ′l+1 =W ′1−
l

∑
k=1

(
TA′x,k+1

R′(xk+1,yk)
+

TA′x,k
R′(xk,yk)

)
xs k+1− xs k

2
+

(
TA′y,k+1

R′(xk,yk+1)
+

TA′y,k
R′(xk,yk)

)
ys k+1− ys k

2
.W ′l+1 =W ′1−

l

∑
k=1

(
TA′x,k+1

R′(xk+1,yk)
+

TA′x,k
R′(xk,yk)

)
xs k+1− xs k

2
+

(
TA′y,k+1

R′(xk,yk+1)
+

TA′y,k
R′(xk,yk)

)
ys k+1− ys k

2
.W ′l+1 =W ′1−

l

∑
k=1

(
TA′x,k+1

R′(xk+1,yk)
+

TA′x,k
R′(xk,yk)

)
xs k+1− xs k

2
+

(
TA′y,k+1

R′(xk,yk+1)
+

TA′y,k
R′(xk,yk)

)
ys k+1− ys k

2
. (2.40)

Con la expresión anterior es posible encontrar que valor tienen las deformaciones del frente

de onda en cada punto que compone a cada trayectoria de integración, cuando la superficie de

referencia es una esfera las cantidades R′(xk,yk), R′(xk+1,yk) y R′(xk,yk+1), son iguales al radio

de curvatura.

Cuando resolvemos la ecuación (2.32) para el caso en el que el frente de onda de referencia es

esférico y para el caso en el que sea asférico, el conjunto de valores de W ′ que la cumplen en

cada caso, corresponden a las deformaciones que presenta el frente de onda de prueba respecto

a cada uno de los frentes de onda de referencia(esférico y asférico). Esto implica que de ante-

mano podemos conocer las deformaciones reales del frente de onda, lo anterior es de interés ya

que nos ayudará a hacer una comparación entre éstas y las deformaciones que se obtengan me-

diante la integración numérica de las Ecuaciones de Rayces Generalizadas y de las Ecuaciones

de Rayces tradicionales.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 2.6: a) Deformaciones obtenidas numéricamente respecto a un frente de onda

asférico. b) Deformaciones obtenidas numéricamente respecto a un frente de onda esférico.

c) Deformaciones reales del frente de onda respecto a un frente de onda asférico. d)

Deformaciones reales del frente de onda respecto a un frente de onda esférico.

En las figuras 2.6a y 2.6b se muestra a los resultados de la integración numérica de las Ecua-

ciones Generalizadas de Rayces cuando la referencia es asférica y esférica respectivamente;

además, las figuras 2.6c y 2.6d, corresponden a las deformaciones W ′ reales respecto a una re-

ferencia asférica y esférica respectivamente.

Las figuras 2.7a y 2.7b corresponde a las discrepancias (en mm) entre los valores ideales de W ′

con los reconstruidos con la ecuación(2.40) para un frente de onda referencia asférico y de W

cuando el frente de onda de referencia es esférico. Se puede observar que si el frente de on-

da de referencia es asférico, las deformaciones que se obtienen con las ecuaciones de Rayces

generalizadas son muy parecidas a las deformaciones reales, sin embargo cuando el frente de

onda de referencia es esférico las deformaciones (aberración) que se obtienen con las ecuacio-
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nes de Rayces tradicionales se desvı́an mucho de los valores que idealmente deberı́an tomar.

De aquı́ podemos concluir que indudablemente es mejor medir las deformaciones del frente de

onda respecto a una referencia con geometrı́a asférica.

(a) (b)

Figura 2.7: a) Diferencias entre las deformaciones reales y experimentales para un frente de

onda de referencia asférico. b) Diferencias entre las deformaciones reales y experimentales

para un frente de onda de referencia esférico.

Una vez que hemos encontrado las ecuaciones generalizadas de Rayces es necesario aplicarlas

a una prueba óptica, pero hay que recordar que las pruebas de Hartmann y Ronchi, presentan

inconvenientes cuando el frente de onda que forme el sistema óptico tenga un F/# < 1. Una

posible solución a este problema puede ser la prueba de pantallas, nulas pues ésta, tiene la

ventaja de poder ser aplicada a sistemas ópticos muy rápidos, pero es necesario interpretar de

manera correcta como deben ser aplicadas las ecuaciones (2.29). En el siguiente capı́tulo se

buscará la forma de aplicar las ecuaciones de Rayces Generalizadas al método de pantallas

nulas.
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Capı́tulo 3
Las Ecuaciones de Rayces Aplicadas a la

Prueba de Superficies Asféricas

3.1. Superficies asfericas

Tradicionalmente en los dispositivos ópticos las lentes y espejos, tenı́an una forma esférica. La

razón de ello es que el pulido de este tipo de superficies es fácil y de bajo costo, pues sólo se

necesita una herramienta cuya forma geométrica sea la contraria a la forma de la superficie que

se desea obtener. Sin embargo las superficies asféricas tienen la ventaja de formar imágenes de

una calidad mayor; además, reducen el número de superficies en los sistemas ópticos y como

consecuencia disminuyen apreciablemente las pérdidas por reflexión, el peso y tamaño de los

sistemas ópticos. Para describir una superficie esférica solo es necesario conocer el radio de

curvatura en cambio para superficie asféricas la curvatura es diferente para todos los puntos,

una expresión para representar a una asférica de revolución es[20]

Z =
cρ2

1+
√

1− (1+ k)c2ρ2
+A4ρ

4 +A6ρ
6 +A8ρ

8 + · · · , (3.1)

el primer término de la ecuación (3.1), corresponde a una superficie cónica con simetrı́a de re-

volución donde k es la constante de conicidad y c es la curvatura paraxial; los términos restantes

dependen de las potencias de la coordenada radial, su principal función es deformar a la super-

ficie cónica, principalmente en los bordes.

Las superficies asféricas reflectoras son muy usadas en arreglos telescópicos porque se puede

obtener una gran pupila de entrada; además, la córnea puede ser modelada como una superficie

reflectora asférica convexa. El medir la forma o las deformaciones de las superficies asféricas
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juega un papel muy importante en la fabricación de estas superficies por que se puede fabricar

una superficie con tanta precisión como se pueda medir; es por eso que resulta conveniente

desarrollar métodos para evaluar la calidad de las superficies asféricas.

La prueba de superficie reflectoras no siempre es fácil, por ejemplo en el caso de superficies

convexas los rayos que se reflejan de manera divergente, esto implica que será difı́cil colec-

tarlos en el plano imagen para analizarlos. Nuestro objetivo en este capı́tulo es utilizar a las

ecuaciones de Rayces generalizadas que encontramos en el capı́tulo anterior, en la prueba de

superficie asféricas reflectoras que son muy rápidas; además mostrar cómo aplicar las ecuacio-

nes de Rayces generalizadas a una prueba geométrica y que los resultados son mejores que si

se usa las ecuaciones normales(1.7).

En ambos casos en las pruebas de Hartmann y Ronchi las deformaciones del frente de onda

las aproximan como la diferencia de sagitas y es ası́ como encuentran las deformaciones de la

superficie, sin embargo esta aproximación es válida sólo en la región paraxial. Para evitar el uso

de esta aproximación necesitamos emplear un método con el cual se pueda medir directamente

las deformaciones asociadas a la superficie bajo estudio, el método con el que es posible hacerse

esto es el de Pantalla Nulas, en la siguiente sección se muestra en que consiste este método y

posteriormente se mostrará una adaptación de las ecuaciones generalizadas de Rayces a este

método.

3.2. El Método de Pantallas Nulas

Este método fue propuesto por Rufino Dı́az Uribe y Manuel Campos Garcı́a para probar super-

ficies asféricas rápidas[12], el esquema experimental para realizar esta prueba se muestra en la

figura 3.1.

Consiste en una pantalla en principio con geometrı́a arbitraria, pero en particular se utilizará una

pantalla con forma cilı́ndrica, para explicar en que consiste el método. Sobre la pantalla se

diseña un arreglo de puntos o lı́neas que funcionan como objetos para la superficie reflectora,

la imagen que forma la superficie bajo prueba es capturada con un CCD; en esta prueba, la luz

que proviene del ambiente reemplaza a la fuente puntual utilizada en las pruebas de Hartmann

y Ronchi.
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Figura 3.1: Prueba de una superficie convexa con el método de pantallas nulas.

El término nulo se refiere a que la pantalla se construye de tal manera que la imagen que se

capture en el plano del CCD sea un arreglo especı́fico de puntos o lı́neas de manera que, cuando

no hay deformaciones de la superficie, la forma geométrica de la imagen es perfecta, es decir

no se desvı́a de la forma ideal o la desviación es nula. El diseño de la pantalla utiliza a una su-

perficie de referencia, al colocar a una superficie distinta a la de diseño, la imagen que forma el

sistema óptico bajo prueba es distinta a la que forma el sistema óptico de referencia, entonces se

afirma que la superficie bajo prueba presenta imperfecciones(respecto a la superficie de diseño).

En la figura 3.2a se muestra un ejemplo de pantalla cilı́ndrica para probar una superficie

cóncava, para el caso en el que la superficie es convexa el arreglo de puntos o lı́neas se deben

colocar en la parte interna del cilindro tal como se muestra en la figura 3.1. En esta prueba de

manera directa se reconstruye a la superficie, usando a las normales asociadas a las superficies

de diseño. La reconstrucción de la superficie bajo prueba se hace mediante la integración de la

Ecuación de la Forma de la Superficie [13]

z = z0−
∫ [(nx

nz

)
dx+

(
ny

nz

)
dy
]
. (3.2)

En la ecuación (3.2), las cantidades nx, ny, y nz son las componentes de un vector normal a la

superficie y z0 es un punto conocido sobre la superficie cuya forma se desea conocer.

En esta prueba también es posible encontrar de manera aproximada e indirecta a las

deformaciones de la superficie pero en la dirección del eje óptico, para realizar el cálculo de

la diferencia de sagitas, es necesario calcular los vectores normales a la superficie de referencia
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3.2. El Método de Pantallas Nulas

(a) (b)

Figura 3.2: a) Pantalla nula cilı́ndrica . b) Imagen que forma la superficie debido a la

pantalla nula.

y a la superficie bajo prueba la ecuación(3.3) que se propone para realizar el cálculo.

∆z≈
∫ [(nx

nz
− Nx

Nz

)
dx+

(
ny

nz
−

Ny

Nz

)
dy
]
. (3.3)

Esta diferencia corresponde a dos puntos, que están unidos por una lı́nea paralela al eje óptico.

Hay ocasiones en las que la función de aberración W se le aproxima como la diferencia de sa-

gitas, pero esto sólo es válido para ángulos pequeños que la normal forme con el eje óptico [24].

Este método tiene la ventaja de que es posible imprimir las pantallas en papel lo cual implica

un bajo costo, aunque recientemente se ha propuesto que las pantallas nulas ya no sean de papel

sino que se desplieguen en pantallas LCD[5]; el mérito de esta propuesta implica que, una vez

alineado el dispositivo experimental, quien esté evaluando la superficie puede elegir toda una

serie de pantallas con las cuales el número de puntos experimentales aumente, esto permitirá que

la evaluación tenga una mayor precisión[26][27]. También se puede elegir hacer una evaluación

cualitativa rápida desplegando pantallas de lı́neas. Además se puede elegir entre arreglos de

puntos o lı́neas cuadrados, radiales, espirales. Otra manera de aumentar la densidad de puntos

de evaluación es asignando colores a los arreglos de puntos o lı́neas[11] que se desplieguen en

las pantallas LCD’S.
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3.2.1. Diseño de la Pantalla Nula

Para el diseño de la pantalla nula se hace un trazo inverso de rayos, es decir los rayos incidentes
~I no provienen de los objetos en la pantalla nula sino que provienen de puntos sobre el plano

imagen. Como ya se menciono; se debe elegir a una imagen particular para realizar el trazo

de rayos, en nuestro caso se eligió que la distribución de objetos fuese un arreglo cuadrado de

puntos; en particular se eligió una cuadricula con 28 puntos por lado; siendo los objetos en la

cuadricula cı́rculos de radio 0,025mm. Las expresiones para las coordenadas de los centros de

los cı́rculos en la cuadricula son las siguientes.

x1 = i ·Lm,

y1 = j ·Lm,

z1 = b+a.

Con Lm = d/2m, m= 14 y d es el lado menor del CCD. Las cantidades i y j toman los siguientes

valores −m,−(m− 1), ...,−1,1, ...,m− 1,m. El CCD se coloca en z = a+ b, donde a es la

distancia del diafragma de la lente de la cámara, al sensor CCD y b es la distancia del vértice de

la superficie al mismo diafragma. Al utilizar coordenadas cilı́ndricas las ecuaciones de arriba

adquieren la siguiente forma.

ρ1 =
(√

i2 + j2
)
·Lm; θ1 = arctan

(
j
i

)
; z = a+b. (3.4)

A partir de los puntos en el CCD con coordenadas (ρ1,θ1,a+ b) y la posición del diafragma,

es posible conocer al rayo ~I que proviene de cada objeto, todos los rayos que sean detectados

en el CCD tienen que pasar a través del diafragma; la presencia del diafragma garantiza que los

únicos rayos que llegarán al plano del CCD serán aquellos que estén contenidos en los planos

tangenciales o meridionales siempre y cuando las componentes del sistema estén bien alineadas.

Al prolongar ~I e interceptándolo con una superficie cónica cuyo vértice está en z = 0, resulta

que las coordenadas de los puntos de intersección sobre la superficie cónica serán

ρ2 =

{
a(Qb− r)−

[
a2r2−ρ2

1b(Qb−2r)
]1/2

a2Q+ρ2
1

}
ρ1,

θ2 = θ1 +π,

z2 =

(
ρ2

ρ1

)
a+b.

Donde Q=k+1, k es la constante de conicidad y r es el radio de curvatura paraxial. Ahora, para

encontrar el rayo que se refleja en el punto (ρ2,θ2,z2), se utilizara la Ley de la Reflexión en
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3.2. El Método de Pantallas Nulas

forma vectorial

~R =~I−2
(
~I ·~N

)
~N . (3.5)

De antemano se debe conocer la expresión analı́tica de la superficie ideal o de referencia con

la cual se desee diseñar la pantalla nula, la superficie óptica que se ha elegido es un espejo

elipsoidal cóncavo. Como consecuencia el vector normal ~N se puede calcular a partir del vector

gradiente; una vez conocido ~R, éste se prolonga hasta interceptar a la pantalla nula. Se ha elegido

que la forma de la pantalla nula sea un cilindro. Las coordenadas de los puntos de intersección

sobre la pantalla nula son las siguientes

ρ3 = R,

θ3 = θ2,

z3 =

[
−aρ2

2 +a(Qz2− r)2 +2ρ1ρ2(Qz2− r)
ρ1ρ2

2−ρ1(Qz2− r)2 +2ρ2a(Qz2− r)

]
(−R−ρ2)+ z2.

La figura 3.3 esquematiza cómo se hace el trazo de rayos para encontrar la distribución y forma

de los objetos que se deben colocar sobre la pantalla nula.

Figura 3.3: Trazo inverso de rayos para construir una pantalla nula cilı́ndrica.

Para aprovechar de forma óptima el CCD debemos garantizar que la imagen que se forme en

el plano imagen se ajuste al tamaño del CCD; para ello se debe calcular al parámetro b con la

ecuación (3.6).
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b =
aD
d

+β; β =



D2

8r
si Q = 0,

r
Q

[
1−
(

1− QD2

4r2

)1/2
]

si Q 6= 0.

(3.6)

El valor del parámetro a debe ser elegido, de tal manera que la coordenada z de los objetos

sobre la pantalla nula sea menor, que la distancia focal paraxial de la superficie reflectora, esto

garantiza que solamente existe la imagen virtual de la pantalla nula; en caso contrario, si los

objetos están fuera de la distancia focal entonces aparece la imagen virtual acompañada de una

real, como consecuencia la cámara no podrá enfocar adecuadamente a todos los puntos debido

a que la profundidad de campo de la lente de la cámara es finita. El valor de a se calcula con la

ecuación[4]

a =

−s+ fL

(
D
d
+1
)
+

[
s2 + f 2

L

(
D
d
+1
)2

+2s fL

(
D
d
−1
)]1/2

(
2D
d

) . (3.7)

Donde D es el diámetro de la superficie, fL es la distancia focal de la lente de la cámara, d es lado

menor del CCD y la cantidad s que aparece en la ecuación 3.7 está definida cómo s = |zi|+β,

ésta última depende del valor de zi el cual está definida cómo

zi =
fLz3max

fL− z3max
. (3.8)

Donde zi corresponde a una aproximación de la posición de la imagen, que forma la pantalla

nula, z3max es la coordenada z máxima de los puntos sobre la pantalla nula cilı́ndrica.

Para mostrar bajo que condiciones se forman las imágenes real y virtual, usaremos por el mo-

mento únicamente a la zona paraxial del espejo elipsoidal, esta zona corresponden casi a una

esfera. Como sabemos, si el objeto está en infinito, la imagen se formará a la distancia focal.

Para distancias del objeto finitas, la posición de la imagen presenta un comportamiento muy

interesante; por ejemplo, de la figura 3.4 se puede ver que si la imagen se encuentra en el centro

de curvatura de un espejo esférico cóncavo la imagen se encuentra a la misma distancia que el

objeto, es real, invertida y su tamaño es igual al del objeto.

Conforme la distancia objeto se acerca a la distancia focal, el tamaño de la imagen va en au-

mento; una vez que la distancia objeto es menor que la distancia focal, la imagen resultante
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Figura 3.4: Posición, orientación y tamaño de la imagen para diferentes posiciones del

objeto

es virtual, derecha y a medida que el objeto se acerca al vértice la amplificación transversal se

aproxima a uno.

Esta sección muestra a grandes rasgos en qué consiste la construcción de la pantalla nula, en la

referencias [4] y [6] se hace un desarrollo más detallado para superficie cóncavas y convexas.

3.3. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces aplicadas al

Método de Pantallas Nulas

Una vez que sabemos cómo construir una pantalla nula lo que sigue es aplicar las Ecuaciones

de Rayces Generalizadas al Método de Pantallas Nulas. Esto no puede hacerse de manera di-

recta, pues en esta prueba no tiene sentido tratar de evaluar al “frente de onda”, debido a que

cada punto sobre la pantalla nula funciona como una fuente puntual en la que el valor de la

fase cambia de manera brusca y aleatoria, entre si; por lo tanto, puntos en los frentes de onda

individuales no guardan relación alguna, es decir no son coherentes, por lo que no hay un frente

de onda definido. La ventaja de este método, sin embargo, radica en que mide directamente la

forma geométrica de la superficie óptica.

En el capı́tulo anterior encontramos dos conjuntos de ecuaciones para medir las deformaciones

del frente de onda, (2.26) que depende explı́citamente de la aberración transversal de rayo y

(2.22) que es función de las normales a las superficies de referencia y de prueba.
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Para poder aplicar las Ecuaciones Generalizadas de Rayces al método de pantallas nulas, de-

bemos hacer énfasis en que a lo largo de su deducción, en el capı́tulo 2, nunca se utilizó el

concepto de longitud de camino óptico, solamente se represento a los frentes de onda como

superficies analı́ticas; es decir se encontró la manera de medir las discrepancias entre dos su-

perficies. Entonces podemos preguntarnos ¿qué es lo que ocurre cuando en lugar de frentes de

onda se tienen superficies ópticas?, una de las consecuencias es que ahora W ya no debe ser

interpretado como las deformaciones del frente de onda sino como las deformaciones de la su-

perficie bajo prueba y éstas se miden a lo largo de la normal a la superficie óptica de referencia,

para evitar confusiones, se definirá a ∆S como las deformaciones de la superficie óptica.

En el método de pantallas no es posible medir la aberración transversal del rayo normal(
−→
TA); lo

que sı́ se puede medir es el punto donde el rayo reflejado intercepta al CCD, esto significa que

podemos medir cómo cambian los rayos reflejados que provienen de la superficie bajo prueba

respecto a los rayos reflejados que provienen de una superficie de referencia. La superficie de

referencia se utiliza en el diseño de la pantalla nula, de tal manera que la imagen que se observe

en el plano imagen sea un patrón muy especı́fico de puntos. La diferencia de posición que exista

entre los puntos de intersección en el CCD de los rayos reflejados reales respecto a los ideales

la definiremos como la aberración transversal del rayo reflejado y la identificaremos como
−→
T R.

Para utilizar las ecuaciones de Rayces generalizadas debemos proponer un cambio en la eva-

luación del método de pantallas nulas. Vamos a suponer que los puntos Pr y PP están sobre las

superficies de referencia y prueba, respectivamente; además, que estos puntos están unidos por

la normal a la superficie óptica de referencia. La distancia que separa a los puntos a lo largo de

la normal resulta ser ∆S, como se muestra en la figura 3.5.

Las ecuaciones (2.22) son las que nos conviene utilizar porque en ellas la dependencia de la

aberración transversal
−→
TA del rayo normal no es explı́cita, pues no es posible medirla de manera

directa a partir del experimento. Para poder aplicar estas ecuaciones utilizaremos a los rayos

que inciden y que se reflejan en la superficie de referencia y la de prueba, por que a partir de

ellos es posible calcular los vectores normales a la superficie de prueba. Pero antes debemos

hacer algunas aclaraciones sobre el significado de cada punto involucrado en el cálculo de los

rayos incidente y reflejado, a partir de la figura 3.5 es posible definir a los siguientes puntos:

(xnull,ynull,znull)=Punto sobre la pantalla nula.

(xs,ys,zs)=Punto de incidencia sobre la superficie de prueba.
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Figura 3.5: Esquema que muestra como se deberı́an ser utilizadas las ecuaciones de Rayces

Generalizadas en el Método de Pantalla Nulas.

(Xs,Ys,Zs)=Punto de incidencia sobre la superficie de referencia.

(xccd,yccd,zcdd)=Punto de intersección del CCD con el rayo reflejado que proviene de la

superficie de prueba.

(Xccd,Yccd,Zcdd)=Punto de intersección del CCD con el rayo reflejado que proviene de la

superficie de referencia.

Una vez que se ha definido a los puntos Pnull , Pr, Pp y Pccd , vamos a imaginar a un rayo

luminoso que emerge del punto (xnull,ynull,znull) sobre la pantalla nula y que se refleja en

el punto(Xs,Ys,Zs) hasta interceptar al plano imagen en (Xccd,Yccd,Zcdd), entonces el rayo

incidente y reflejado, para superficie de referencia, adoptan la siguiente forma.

Î =
(Xs− xnull,Ys− ynull,Zs− znull)

I
; R̂ =

(Xccd−Xs,Yccd−Ys,Zcdd−Zs)

R
.

Para la superficie experimental, el rayo incidente parte de igual manera de (xnull,ynull,znull), toca

a la superficie en (xs,ys,zs) y después se refleja hasta interceptar al CCD en (xccd,yccd,zcdd); los

rayos incidentes y reflejados tienen la siguiente forma.

î =
(xs− xnull,xs− ynull,zs− znull)

i
; r̂ =

(xccd− xs,yccd− ys,ycdd− zs)

r
.
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Donde I =‖~I ‖, R =‖ ~R ‖, i =‖~i ‖ y r =‖~r ‖.

Con los rayos reflejados e incidentes calcularemos las normales a la superficie de referencia y

prueba.

N̂ =
Î− R̂

‖ Î− R̂ ‖
,

=⇒ N̂ =

(Xs− xnull,Ys− ynull,Zs− znull)(
‖ Î− R̂ ‖

)
I

− (Xccd−Xs,Yccd−Ys,Zcdd−Zs)(
‖ Î− R̂ ‖

)
R


=⇒ N̂ =

R(Xs− xnull,Ys− ynull,Zs− znull)− I (Xccd−Xs,Yccd−Ys,Zcdd−Zs)(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

.

n̂ =
î− r̂

‖ î− r̂ ‖
,

=⇒ n̂ =

(xs− xnull,ys− ynull,zs− znull)(
‖ î− r̂ ‖

)
i

− (xccd−Xs,yccd− ys,zcdd− zs)(
‖ î− r̂ ‖

)
r


=⇒ n̂ =

r (xs− xnull,ys− ynull,zs− znull)− i(xccd− xs,yccd− ys,zcdd− zs)(
‖ î− r̂ ‖

)
ir

.

Ahora sustituyendo en las ecuaciones (2.22) las componentes de las normales N̂ y n̂.

∂∆S
∂x

= Nz

[
r(xs− xnull)− i(xccd− xs)

r(zs− znull)+ izs
− R(Xs− xnull)− I(Xccd−Xs)

R(Zs− znull)+ IZs

]
.

Ahora vamos suponer que ∆S es pequeña, esto implica que podemos hacer las siguientes

aproximaciones i ≈ I y r ≈ R. Entonces los cambios de ∆S a lo largo de la dirección x están

dados por la siguiente ecuación.

∂∆S
∂x

= Nz

[
R(xs− xnull)− I(xcdd− xs)

R(zs− znull)+ Izs
− R(Xs− xnull)− I(Xcdd−Xs)

R(Zs− znull)+ IZs

]
. (3.9)

Al sustituir el valor explı́cito de Nz en la ecuación (3.9) obtenemos lo siguiente

∂∆S
∂x

=
R(Zs− znull)+ IZs(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

[
R(xs− xnull)− I(xcdd−Xs)

R(zs− znull)+ Izs
− R(Xs− xnull)− I(Xcdd−Xs)

R(Zs− znull)+ IZs

]
.
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Como los puntos en la superficie de prueba y de referencia los hemos supuesto próximos

entonces podemos aproximar, R(zs− znull)+ Izs ≈ R(Zs− znull)+ IZs. En ese caso la ecuación

anterior adquiere la siguiente forma.

∂∆S
∂x

=

R(xs− xnull)− I(xcdd− xs)−R(Xs− xnull)+ I(Xcdd−Xs)(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

 .
=⇒ ∂∆S

∂x
=

R(xs−Xs)+ I(xs−Xs)− I(xcdd−Xccd)(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR


=⇒ ∂∆S

∂x
=

(R+ I)(xs−Xs)− I(xcdd−Xccd)(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

 .
Las variables Xs y xs están relacionadas con Xccd y xccd mediante un factor de escala k; el valor

de este factor puede ser aproximado como k = Xs/Xccd .

∂∆S
∂x

=

(R+ I)(xccdk−Xccdk)− I(xcdd−Xccd)(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR


=⇒ ∂∆S

∂x
=

 k(R+ I)− I(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

(xcdd−Xccd).

Haciendo un procedimiento análogo para los cambios de ∆S en la dirección y obtenemos a los

cambios de las deformaciones de la superficie en forma vectorial.

~∇T (∆S) =−

 I(k−1)+ kR(
‖ Î− R̂ ‖

)
IR

(xcdd−Xccd,ycdd−Yccd,0) . (3.10)

La ecuación 3.10 involucra cantidades que se pueden medir en el CCD y cantidades

que se pueden calcular de la superficie de referencia. Al observar a las componentes del

vector, podemos notar que corresponden a la aberración transversal del rayo reflejado
−→
T R =

(T Rx,T Ry,0). Al inverso del factor que se encuentra dentro del corchete lo representaremos

como D. Entonces al integrar la ecuación (3.10) a lo largo de una cierta trayectoria C obtenemos

a las deformaciones asociadas a la superficie bajo prueba.

∆S =−
∫

C

[
T Rx

D(X ,Y )
dx+

T Ry

D(X ,Y )
dy
]

(3.11)
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La expresión de arriba tiene una forma muy parecida a la ecuación (2.29), el valor del factor

D(X ,Y ) es función de cantidades que dependen de la superficie óptica que se elija como refe-

rencia esto implica que su valor cambia en cada punto sobre la trayectoria de integración. Por lo

tanto, ahora tenemos una ecuación con la que es posible medir directamente las deformaciones

de la superficie óptica mediante el método de pantallas nulas, se debe aclarar que la superficie

que se tome como referencia debe ser parecida a la de prueba para que las aproximaciones que

se hicieron sean válidas.

Una vez que las Ecuaciones Generalizadas de Rayces han sido adaptadas al Método de Pantallas

Nulas lo que sigue es aplicarlas a la prueba de una superficie óptica particular. En el siguiente

capı́tulo se muestran los resultados que se obtuvieron de aplicar las ecuaciones 3.10 y además se

hace una comparación entre los resultados de las deformaciones correspondientes a la superficie

bajo prueba, cuando éstas son calculadas por medio de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

y por medio de la Ecuación de la Forma de la Superficie.
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Capı́tulo 4
Evaluación de la superficie

4.1. Arreglo Experimental

La superficie óptica que se utilizó para diseñar la pantalla nula, es un espejo elipsoidal sus

caracterı́sticas junto con los parámetros de diseño de la pantalla nula se muestran en la tabla

4.1. Este espejo es una superficie muy rápida pues es F/0,2381.
Parámetro Valor

k(constante de conicidad) -0.49668

Diámetro 160mm

radio 76.2060mm

a 8.1345mm

b 327.2939

Distancia focal de la cámara fL 8mm

Tabla 4.1: Parámetros para diseñar la pantalla nula.

Como ya se mencionó, la pantalla nula se construyo de papel, la impresora imprime la pantalla

en un plano de tal manera que al enrollarse se convierte en la pantalla nula cilı́ndrica. En la

figura 4.1 se muestra la pantalla nula que fue utilizada, el número de manchas en la pantalla

nula es de 484. Las coordenadas de los puntos sobre la pantalla, son las siguientes expresiones

xt = Rθ3; yt = z3. (4.1)

La superficie bajo prueba tiene un agujero en su centro, allı́ se colocó un cı́lindro con un diáme-

tro de 13,975mm en cuya superficie se adhirió la pantalla nula. La cámara que se utilizó fue de

la marca SONY, modelo SSC-M350; el área activa del CCD es de 6.3mm×4.7mm(510× 492

pixeles); la superficie fue colocada en una montura con desplazamiento en dos direcciones,

50



4. Evaluación de la superficie

Figura 4.1: Pantalla nula.

la pantalla cilı́ndrica se coloco en una montura que puede desplazarse en tres dimensiones y

además la montura cuenta con una platina que puede dar inclinaciones al cı́lindro.

Primero se alinea a la superficie de prueba con la cámara de tal manera que el eje óptico de

la superficie coincida con el de la lente de la cámara, para garantizar lo anterior la imagen del

circulo que limita a la superficie debe observarse centrada en el plano imagen, después se busca

la posición en la cual el eje óptico de la lente de la cámara coincida con el eje del cilindro; es

decir se busca la posición del cilindro para la cual la imagen que se observe sea lo más cercana

al arreglo cuadrado de puntos que se esperarı́a obtener en caso de que la superficie bajo prueba

fuese la de diseño.

Figura 4.2: Diagrama del arreglo experimental.

El diámetro del diafragma se disminuyó para garantizar que todos los rayos pasen a través del

centro del diafragma, aunque esto ocasiona que la cantidad de luz que llega al plano imagen

disminuya; por lo tanto, para mejorar la iluminación de la imagen que se capturó en el CCD, se
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4.2. Obtención de los datos experimentales

utilizó un arreglo de lámparas fluorescentes lı́neales con una potencia de 21watts y de longitud

0,54m. En la figura 4.2 se muestra como se colocaron las lámparas y en la figura 4.3 se muestra

el arreglo experimental.

Figura 4.3: Arreglo experimental.

4.2. Obtención de los datos experimentales

Debido a la geometrı́a de la pupila de entrada del sistema bajo prueba sólo se pueden recuperar

puntos que estén dentro de un dominio circular, el número de puntos que se recuperaron fue

exactamente el mismo que el número de objetos en la pantalla nula; la imagen experimental se

muestra en la figura 4.4a.

Para encontrar la posición de las rayos reflejados
−→
T R que son interceptados por el CCD,

resulta muy útil considerar que los puntos de intercepción coinciden con los centroides de las

manchas las cuales idealmente deberı́an ser cı́rculos; el centroide, está definido como el centro

geométrico de una área plana. Para el cálculo del centroide se utilizan las siguientes expresiones

xcentroide =
∑

N
i=1 xccd i

N
, ycentroide =

∑
N
i=1 yccd i

N
. (4.2)

Donde xccd i y yccd i son las coordenadas de los pixeles que componen a cada mancha y N es el

número total de pixeles en la mancha. El proceso para obtener los puntos de intersección de los

rayos reflejados con el plano imagen, consiste en lo siguiente:
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(a) (b)

Figura 4.4: a) Imagen experimental. b) Contornos de las manchas para calcular los

centroides. c) Centroides de las manchas.

Aumentar el brillo y el contraste de la imagen experimental. Eliminar zonas de la imagen

que no sean de interés, en nuestro caso se hizo un programa en MATLAB para cortar las

zonas que resulten irrelevantes. El resultado se puede observar en la figura 4.4b.

Umbralizar a la imagen 4.4b; es decir, se busca un valor de nivel de gris UG, que se utiliza

para discriminar a los pixeles que componen a las manchas del resto de los pixeles de la

imagen. A los pixeles que tengan un nivel de gris menor que UG se les asigna el valor de

255 en la escala de grises (la escala va de 0 a 255) y al resto de los pixeles se les asigna

el valor de 0. El resultado se observa en la figura 4.5a.

Una vez hecha la umbralización se procede a identificar los contornos de los objetos que

aparecen en la figura 4.5a (entenderemos por contorno a la frontera entre dos regiones

con propiedades de nivel de gris diferentes), para realizar esto se utilizo un filtro que

está basado en el operador laplaciano, que consiste en identificar los puntos en los que el

laplaciano de la función intensidad en niveles de grises cruza al valor cero. Este filtro

forma parte de la paqueteria de MATLAB, en la figura 4.5b se muestran los contornos

de las manchas. Finalmente para calcular el centroide de cada una de las áreas encerradas

por los contornos antes obtenidos; se utiliza la función regionprops que también forma

parte de la paqueteria de MATLAB en la figura 4.5c se muestra algunos de los centroides

calculados.
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4.2. Obtención de los datos experimentales

(a) (b)

(c)

Figura 4.5: a) Imagen umbralizada. b) Contornos de las manchas para calcular los

centroides. c) Centroides de las manchas.

Si la superficie bajo prueba fuese “perfecta” los centroides experimentales deberı́an coincidir

con los centroides ideales pero esto no ocurre, lo anterior se puede observar de la figura 4.6.

Entonces podemos afirmar que la superficie presenta deformaciones o desalineaciones.

Para compensar o corregir la distorsión de la imagen; debido a la lente de la cámara, se de-

be calibrar dicha lente, de no hacerlo la dirección de los rayos reflejados que provengan de la

superficie de prueba se afectará, como consecuencia no se recuperará las deformaciones o des-

alineaciones reales de la superficie bajo prueba.
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4. Evaluación de la superficie

Figura 4.6: Comparación de los centroides ideales y experimentales.

El proceso de calibración se muestra en el apéndice A. La ecuación que se utilizo para obtener

la posición real ρr de los puntos en el CCD es la siguiente

ρr = ρd +E
(

ρd

MT

)3

(4.3)

Donde E = 6,4780× 10−7 es el coeficiente de distorsión, MT = 0,0725 es la amplificación

transversal y ρd es la posición de los puntos afectados por la distorsión de la lente de la cámara.

ρd y ρr, son coordenadas radiales. La distorsión afecta únicamente a la coordenada radial, la

coordenada angular no se ve afectada.

Una vez que se han obtenido los datos se procede a recuperar el valor de las deformaciones de

la superficie bajo prueba con las Ecuaciones de Rayces Generalizadas que se han adaptado al
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4.3. Integración de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces y de la Ecuación de la Forma
de superficie

Método de Pantallas Nulas y además se reconstruirá a la superficie bajo prueba utilizando la

Ecuación de la Forma de la Superficie.

4.3. Integración de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

y de la Ecuación de la Forma de superficie

4.3.1. Integración de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

Como ya mencionamos, para recuperar las deformaciones de la superficie mediante las

Ecuaciones de Rayces Generalizadas es necesario realizar una integración numérica, debido

a que el dominio de evaluación es discreto, la técnica que emplearemos para reconstruir las

deformaciones es el método del trapecio que fue descrito en el capı́tulo 2, al aplicar este método

de integración a la ecuación (3.11), la expresión que resulta para el cálculo de ∆S es la siguiente

∆Sl+1 = ∆S1−
l

∑
k=1

(
T Rx, k+1

D(Xk+1,Yk)
+

T Rx, k

D(Xk,Yk)

)
xs k+1− xs k

2
,

+

(
T Ry, k+1

D(Xk,Yk+1)
+

T Ry, k

D(Xk,Yk)

)
ys k+1− ys k

2
. (4.4)

En la ecuación (4.4) existe un problema, pues no conocemos a los puntos (xs,ys,zs) de la su-

perficie bajo prueba donde los rayos se reflejan, para solucionar este inconveniente debemos

recordar que todos los rayos reflejados tienen que pasar a través del pinhole que está colocado

en (0,0,b) entonces podemos calcular la dirección del rayo reflejado utilizando la posición del

pinhole y la posición (−xccd,−yccd,a+b) de cada uno de los objetos en la imagen experimen-

tal; entonces, el rayo reflejado puede ser calculado mediante

R̂=
(−xccd,−yccd,a)√

x2
ccd + y2

ccd +a2
. (4.5)

Al prolongar al rayo reflejado hasta interceptar a la superficie de diseño, se obtiene el

punto sobre la superficie de referencia del cual aparentemente proviene el rayo reflejado, las

coordenadas de este punto sobre la superficie de diseño son las siguientes
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4. Evaluación de la superficie

xs =−xccd

a(Qb− r)+
√

a2r2−b(Qb− r)
(
x2

ccd + y2
ccd

)
Qa2 + x2

ccd + y2
ccd

 ,
ys = yccd

xs

xccd
, (4.6)

zs = a
xs

xccd
+b .

Donde Q = k+1, k es la constante de conicidad y r es el radio de curvatura paraxial. Las coor-

denadas (xs, ys) que se observan en (4.6) son las que se utilizaron para definir las trayectorias

de integración, que están involucradas en la ecuación (4.4); claro, utilizar estos puntos es válido

siempre que la superficie de prueba o diseño tenga una geometrı́a cercana a la superficie bajo

prueba.

Las trayectorias de integración que fueron utilizadas se muestran en la figura 4.7b, se puede

notar que todas parten de un punto común P0, el cual en principio se le podrı́a asignar un valor

arbitrario.

(a) (b)

Figura 4.7: a) Campo vectorial de la aberración transversal. b) Trayectorias de integración

4.3.2. Integración de la Ecuación de la Forma de la Superficie

Cuando se integra la ecuación de la forma de la superficie se obtiene de manera directa la forma

de la superficie bajo prueba. El integrando de la ecuación (2.17) depende de las componentes
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4.3. Integración de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces y de la Ecuación de la Forma
de superficie

de la normal a la superficie que se desee probar, pero como ya se menciono, lo único que se

puede conocer es la dirección del rayo reflejado, ası́ que de igual manera aproximaremos a los

puntos de la superficie bajo prueba por las coordenadas (4.6) de los puntos en los que cada rayo

reflejado definido por la ecuación(4.5) intercepta a la superficie de referencia. Como los puntos

(xp,yp,zp) sobre la pantalla nula son conocidos; entonces, es posible calcular al rayo incidente

por medio de

Î=
(xp− xs,yp− ys,zp− zs)√

(xp− xs)2,(yp− ys)2,(zp− zs)2
. (4.7)

Una vez que se ha calculado a los rayos incidente y reflejado, se procede a calcular cada uno de

los vectores n̂ que son normales a la superficie de prueba, mediante la siguiente expresión

n̂ =
Î− R̂
‖ Î− R̂ ‖

. (4.8)

Las normales n̂ calculadas por medio de (4.8), no necesariamente coinciden con las normales

N̂ a la superficie de referencia en las coordenadas (4.6), esto se debe a que las normales N̂ no

cumplen con la ley de la reflexión.

Aplicando el método del trapecio para integrar la Ecuación de la Forma de la Superficie (2.17)

la expresión que se debe utilizar para realizar el cálculo es

zl+1 = z1−
l

∑
k=1

(
nxk+1

nzk+1

+
nxk

nzk

)
xs k+1− xs k

2

+

(
nyk+1

nzk+1

+
nyk

nzk

)
ys k+1− ys k

2
. (4.9)

Las trayectorias de integración son las mismas que las utilizadas en la sección anterior. Con

la ecuación (4.9) se encuentra la componente zl+1 en cada punto (xsl+1,ysl+1); sin embargo,

estamos interesados en obtener a las deformaciones de la superficie que estamos probando.

Para obtener las deformaciones de la superficie en la dirección normal, podemos suponer que

las coordenadas de la superficie reconstruida corresponden a las coordenadas de la superficie

de referencia más las deformaciones. Entonces las coordenadas espaciales de la superficie bajo

prueba están dadas por las expresiones

x = X +Nx∆S; y = Y +Ny∆S; z = Z +Nz∆S. (4.10)

Donde x y y son las coordenadas que se calculan en las expresiones (4.6).
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4. Evaluación de la superficie

Con los resultados que arroja la integración numérica de la Ecuación de la Forma de la

Superficie y utilizando las expresiones (4.10) es posible encontrar de manera indirecta las

deformaciones de la superficie de prueba respecto a la superficie de referencia. Esto se puede

hacer utilizando la siguiente expresión

∆S f =
∆z
Nz

=
Z− z

Nz
. (4.11)

En donde ∆S f son las deformaciones de la superficie de prueba obtenidas de manera indirecta,

utilizando la Ecuación de la Forma de la Superficie, Z corresponde a la superficie de diseño

que se utilizó para construir la pantalla nula, z es el valor que se obtiene de la ecuación (4.9), y

finalmente Nz es la componente z del vector normal a la superficie de referencia.

En estas dos últimas secciones hemos descrito como se obtuvieron las deformaciones de la su-

perficie óptica mediante las Ecuaciones Generalizadas de Rayces (∆SR) y de manera indirecta

mediante la integración de la Ecuación de la Forma de la Superficie(∆S f ), ahora lo que sigue

es hacer un ajuste polinomial a cada conjunto de datos para observar el comportamiento espa-

cial de los datos experimentales. El ajuste se realizo utilizando a los polinomios de Zernike, el

método utilizado para ajustar los polinomios a los datos experimentales es el método SVD.

A la manera de obtener a las deformaciones de la superficie mediante una integración numérica

se le conoce como reconstrucción zonal, existe otra manera llevar acabo la reconstrucción y se

conoce como reconstrucción modal, que consiste en ajustar las derivadas de los polinomios de

Zernike a las componentes del vector
−−→
∇T S[18], sin embargo nuestro ajuste de los polinomios se

limita únicamente a los datos que obtuvimos mediante la integración. A continuación se mues-

tra como se aplico el método SVD a los datos experimentales que hemos obtenido.

4.4. Ajuste por Descomposición Singular de Valores(SVD)

Ajustar las deformaciones ∆S a un superficie mediante un conjunto de funciones F0, F1, . . ., Ft

se hace bajo la hipótesis de que cada valor de las deformaciones en el punto (x,y) puede ser

expresado como una combinación lineal de ese conjunto de funciones evaluado en (x,y).

Entonces nos enfrentamos a un problema que consiste en resolver un sistema de ecuaciones en

el que las incógnitas son los coeficientes que acompañan a cada una de las funciones Ft(x,y).
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4.4. Ajuste por Descomposición Singular de Valores(SVD)

El sistema de ecuaciones anterior puede ser expresado en forma matricial como se muestra a

continuación


∆S1

∆S2
...

∆SN−1

∆SN

=



F1(x1,y1) F2(x1,y1) · · · Ft−1(x1,y1) Ft(x1,y1)

F1(x2,y2) F2(x2,y2) · · · Ft−1(x2,y2) Ft(x2,y2)

F1(x3,y3) F2(x3,y3) · · · Ft−1(x3,y3) Ft(x3,y3)
...

. . . . . . . . .
...

F1(xt−1,yt−1) F2(xt−1,yt−1) · · · Ft−1(xt−1,yt−1) Ft(xt−1,yt−1)

F1(xt ,yt) F2(xt ,yt) · · · Ft−1(xt ,yt) Ft(xt ,yt)




C1

C2
...

Ct−1

Ct

.

O de manera simplificada con la expresión

−→
∆S = F

−→
C . (4.12)

Ahora bien el método SVD que utilizaremos para resolver el sistema de ecuaciones (4.12) afir-

ma que cualquier matriz puede ser factorizada como el producto de tres matrices este método

es una generalización de la diagonalización de matrices. Para una matriz At×N la factorización

queda como At×N =UΣV T , donde U es una matriz ortogonal de t×t elementos, Σ es una matriz

de t×N elementos y V es una matriz ortogonal de N×N elementos.

Los elementos Ai j de la de la matriz Σ cumplen que si i = j entonces Aii =
√

λi, donde λi son los

eigenvalores de la matriz AT A están ordenados en orden decreciente, para el caso i 6= j resulta

que Ai j = 0, el hecho de que las matrices U y V T sean ortogonales, implica que al multiplicarlas

por su transpuesta se cumple que UTU=I y VV T =I, donde I es la matriz identidad. Al aplicar

la descomposición singular de valores a la matriz F de la ecuación (4.12), se puede obtener el

valor de las componentes del vector
−→
C que cumplen esta ecuación de la siguiente forma

F
−→
C = ∆S,

UΣV T−→C = ∆S, Aplicando el metodo SVD a F

UTUΣV T−→C =UT
∆S, Multiplicando por UT

Σ
−1

ΣV T−→C = Σ
−1UT

∆S, Multiplicando por Σ−1

VV T−→C = Σ
−1UT

∆S, Multiplicando por V
−→
C =V Σ

−1UT
∆S. (4.13)
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4. Evaluación de la superficie

El conjunto de funciones que se utilizaron para llevar acabo el ajuste son los primeros 15 poli-

nomios de Zernike. Todos los puntos en el CCD están contenidos en un dominio circular cuyo

radio corresponde a 82mm este valor es la mitad del diámetro de la superficie de referencia,

para utilizar los polinomios de Zernike se tiene que normalizar el dominio de integración, es

decir a todos los datos (x,y) que se encontraron con (4.6) se les debe dividir por D/2, una vez

hecha la normalización se procede a evaluar a cada uno de los 15 polinomios en cada punto

experimental para obtener a cada componente de la matriz F.

Cuando se utilizan a los polinomios de Zernike para realizar ajustes, automáticamente vienen a

la mente las aberraciones ópticas; sin embargo, aquı́ los utilizamos simplemente para visualizar

qué comportamiento espacial presentan los puntos experimentales que corresponden a las de-

formaciones de la superficie bajo prueba.

En nuestro caso no es correcto decir que cada coeficiente representa la contribución de cada abe-

rración óptica, debido a que las aberraciones se definen al comparar un frente de onda arbitrario

con el de referencia esférico y porque en este capı́tulo no estamos evaluando las deformaciones

del frente de onda, sino las deformaciones de una superficie óptica. Hemos preferido utilizar

este subconjunto de polinomios debido a que el dominio en el que son ortogonales es circular.

4.5. Resultados de la integración

Una vez que se ha calculado cada valor de las deformaciones de la superficie con la ecuación

(4.4) (que corresponden a las Ecuaciones de Rayces Generalizadas adaptadas al método de pan-

tallas nulas) se procedió a ajustarles los primeros 15 polinomios de Zernike, el conjunto de

valores que corresponden a los coeficientes que deben acompañar a cada polinomio de Zernike

se enlistan en la segunda columna de la tabla 4.2 y se muestran gráficamente en la figura 4.8a;

además, en la figura 4.8b se muestra el mapa de elevación de las deformaciones y en la figura

4.9a se expone su gráfica.

La diferencia que existe entre los valores mı́nimo y máximo de las deformaciones ∆SR es cono-

cido como pico-valle y tiene un valor de PVR=3.2236mm.

Como ya se ha mencionado en varias ocasiones, con la ecuación (2.17) se obtiene directamente
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4.5. Resultados de la integración

CoeficienteCoeficienteCoeficiente ∆S∆S∆S ∆S f∆S f∆S f

piston 0.3873 0.4251

y-tilt 0.5193 0.9874

x-tilt 0.7132 1.5254

y-astigmatism 0.1136 0.2555

defocus -0.1256 -0.0891

X-astigmatism -0.1870 -0.3734

Y-trefoil -0.0742 -0.1622

y-coma -0.1190 0.1713

x-coma -0.0548 0.3891

X-trefoil -0.0444 -0.1182

y-quadrafoil 0.0644 0.1575

y-secondary astigmatism 0.0040 0.0585

spherical aberration 0.0771 0.0143

x-secondary astigmatism 0.0177 -0.0816

x-quadrafoil 0.0311 0.1060

Tabla 4.2: Valores de los coeficientes de Zernike

la forma de la superficie bajo prueba, para calcular las deformaciones ∆S f se tiene que restar

los puntos de la superficie de diseño a los puntos que se obtuvieron de integrar a la Ecuación de

la Forma de la Superficie. Encontradas estas diferencias se hace el ajuste con los polinomios de

Zernike, los coeficientes de cada polinomio se enlistan en la tercera columna de la tabla 4.2 y su

correspondiente mapa de elevación se muestra en la figura 4.8d; además, su gráfica se muestra

en la figura 4.9b.

El valor que existe entre los valores mı́nimo y máximo de las deformaciones es PVf =

8.5659mm. Podemos observar que las deformaciones obtenidas en el último caso con la Ecua-

ción de la Forma de la Superficie son más grandes, esto puede ser atribuido al error asociado al

método de integración.

Una conjetura que se tiene acerca de la integración es que utilizando las Ecuaciones Generali-

zadas de Rayces, el error asociado es menor que él correspondiente a la integral numérica de la

Ecuación de la Forma de la Superficie, para mostrar con mayor detalle a que nos referimos, en

la siguiente sección se hará una simulación numérica para comparar los resultados que arrojan

las expresiones (4.4) y (4.9).

62



4. Evaluación de la superficie

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.8: a) Coeficientes de Zernike. b) Deformaciones de la superficie con las

Ecuaciones de Rayces Generalizadas.

4.6. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces VS La Ecua-

ción de la Forma de la Superficie

Para mostrar que el error asociado al cálculo las deformaciones de la superficie de prueba, es

menor al utilizar las Ecuaciones Generalizadas de Rayces, que cuando se calculan de manera
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4.6. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces VS La Ecuación de la Forma de la
Superficie

(a)

(b)

Figura 4.9: a) Deformaciones reconstruidas con las Ecuaciones Generalizadas de Rayces.

b) Deformaciones reconstruidas con la Ecuación la Forma de la Superficie

indirecta con, la Ecuación de la Forma de la Superficie, se realizará una simulación numérica en

la que se calcularán las deformaciones de la superficie utilizando las expresiones (4.4) y (4.11).

Vamos a suponer que las superficies de referencia y de prueba tienen la forma de una cónica,

es decir, su representación está dada por el primer término de la expresión (3.1), los parámetros
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4. Evaluación de la superficie

kr = 0,49 y rr = 76,2026mm, corresponden a la superficie de referencia y para la de prueba son

kp = −0,52 y rp = 77mm; además, el vértice de la superficie bajo prueba está en el origen de

coordenadas. Para encontrar las deformaciones reales ∆S de la superficie de prueba tenemos

que resolver la ecuación (2.32) para W , considerando a los parámetros antes mencionados que

describen a cada una de las superficies.

El dominio de integración es circular y la distribución de los puntos en el dominio es un

arreglo cuadriculado. La separación entre los puntos del arreglo es de ∆x = 6,7391mm y

∆y = 6,7391mm. En la figura (4.10b) se muestra al conjunto de puntos y a las trayectorias

que se utilizaran para llevar acabo la integración numérica.

(a) (b)

Figura 4.10: a) Campo vectorial de la aberración transversal. b) Trayectorias de integración

Los puntos (Xccd,Ycdd,Zcdd) y (xccd,xcdd,zcdd), donde las normales de referencia N̂ y las nor-

males de prueba n̂ intersectan al plano de detección se pueden calcular con las ecuaciones

(2.33) y (2.34) respectivamente. El plano de detección está localizado en (0,0,zccd), donde

zccd = 150mm. Una vez que se conocen los puntos de intercepción se procede a calcular el cam-

po vectorial de aberración transversal
−→
TA, éste se muestra en la figura (4.10a).

Para obtener las deformaciones ∆SR de la superficie de prueba con las Ecuaciones Generaliza-

das de Rayces se utiliza la expresión (2.40). Para el cálculo de las deformaciones ∆S f utilizando

la Ecuación de la Forma de la Superficie, primero se reconstruye a la superficie bajo prueba uti-

lizando (4.9), después se utiliza la expresión (4.11).
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4.6. Las Ecuaciones Generalizadas de Rayces VS La Ecuación de la Forma de la
Superficie

Al calcular las discrepancias que existen entre las deformaciones reales ∆S y las que fueron

calculadas mediante las Ecuaciones Generalizadas de Rayces (∆SR) e indirectamente con la

Ecuación de la Forma de la Superficie (∆SR), es posible graficar los mapas de elevación que se

muestran en 4.11 a fin de obtener una representación gráfica de que tanto se desvı́an las defor-

maciones del valor ideal en uno y otro caso.

(a) (b)

Figura 4.11: a)Diferencias entre las deformaciones reales y las recuperadas con las

Ecuaciones Generalizadas de Rayces b) Diferencia entre las deformaciones reales y las

calculadas con la Ecuación de la Forma de la Superficie.

Idealmente las diferencias deberı́an ser cero, pero podemos notar que esto no ocurre; sin em-

bargo, la figura 4.11b nos dice que el cálculo de las deformaciones de la superficie mediante,

las Ecuaciones Generalizadas de Rayces, implica un error menor que obtener las deformaciones

mediante, la Ecuación de la Forma de la Superficie, pues el error Pico-Valle para el primer caso

es de 5.5µm y para el segundo es de 147.3 µm.

Otra forma de observar de manera global como se desvı́an las deformaciones obtenidas con las

Ecuaciones de Rayces Generalizadas y con la Ecuación de la Forma de la Superficie, respecto

a las deformaciones reales, es mediante el error RMS definido por la ecuación

s2 =
1

M−1

N

∑
k=1

(
∆Sr, k−∆SI, k

)2
, (4.14)

∆Sr, k representa el valor de las deformaciones reales de la superficie, ∆SI, k son la deformacio-

nes de la superficie obtenidas de manera experimental y M corresponde al número de puntos en
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4. Evaluación de la superficie

los que se realizaron las mediciones. En la tabla 4.3 se muestra como cambia el error RMS y PV ,

para distintos valores de kr de la superficie de referencia manteniendo el radio de curvatura rr

constante. En todos los casos los errores RMS y PV asociados al cálculo de las deformaciones

es menor para, las Ecuaciones Generalizadas de Rayces, esto implica que los resultados que

arrojan las Ecuaciones Generalizadas de Rayces son más exactos.

Caso PVr(µm) RMSr(µm) PVf (µm) RMS f (µm)

kr =−0,40, rr = 76,2026 27.9 11.7 178.1 69.7

kr =−0,45, rr = 76,2026 13.9 6.0 159.2 64.7

kr =−0,47, rr = 76,2026 9.4 4.2 153.0 63.0

kr =−0,49, rr = 76,2026 5.5 2.5 147.3 61.4

kr =−0,50, rr = 76,2026 3.8 1.7 144.5 60.7

Tabla 4.3: Error asociado al cálculo de las deformaciones

Hacer esta comparación entre las dos reconstrucciones de las deformaciones ∆SR y ∆S f asocia-

das a la superficie de prueba, es válido porque finalmente lo que se obtiene con la Ecuación de

la Forma de la Superficie, es a la superficie de referencia más las deformaciones que tenga la su-

perficie bajo prueba respecto a la superficie que se haya elegido como referencia; sin embargo,

tradicionalmente en los trabajos relacionados al método de pantallas nulas las deformaciones

asociadas a la superficie de prueba se calculan de otra manera, lo que hacen es ajustar a los

datos experimentales una superficie cónica, una vez que se conoce la expresión analı́tica de la

superficie cónica de ajuste, se procede a comparar en cuanto aún difieren los datos experimen-

tales de esta superficie ajustada, sin embargo, nos atrevemos a decir que lo correcto es comparar

los datos obtenidos con la superficie que fue utilizada para diseñar la pantalla nula.

De esta sección podemos preguntarnos ¿por qué el cálculo de las deformaciones es mejor uti-

lizando las Ecuaciones Generalizadas de Rayces que utilizando la Ecuación de la Forma de la

Superficie?, la respuesta a esta pregunta se dará en la siguiente sección en la que se mostrará co-

mo los resultados se ven afectados por el error asociado al método de integración numérico.

4.6.1. Análisis del error asociado al método de integración

Cuando la integral que se desee calcular de forma numérica sea una integral de lı́nea, el error

asociado a una sola aplicación del método del trapecio es (ver apéndice B)
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Ek =−
1

12

[
∂2 f (ξ,yk)

∂x2 ∆x3
k +

∂2 f (xk,ζ)

∂y2 ∆y3
k

]
. (4.15)

En la ecuación anterior ∆xk = xk+1− xk es la separación en la dirección x, ∆yk = yk+1− yk es

la separación en la dirección y que existe entre dos puntos vecinos sobre la trayectoria de in-

tegración, ξ está en el intervalo [xk,xk+1] y ζ está en el intervalo [yk,xk+1]. Ahora bien, con la

expresión (4.15) es posible estimar cual es el error que se comete al aplicar la regla del trapecio

en el cálculo de las deformaciones de la superficie de prueba utilizando las Ecuaciones Genera-

lizadas de Rayces y la Ecuación de la Forma de la Superficie.

La expresión para el error total que se comete al aplicar k-veces la regla del trapecio a lo largo

de una trayectoria de integración es

ET =− 1
12

N

∑
k=1

[
∂2 f (ξ,yk)

∂x2 ∆x3
k +

∂2 f (xk,ζ)

∂y2 ∆y3
k

]
(4.16)

Las superficies de referencia Z y prueba z que se utilizaron son dos cónicas cuya expresión

está dada por el primer término de (3.1), los valores de radio de curvatura y constante de

conicidad se tomaron de la primera fila de la tabla 4.3. Para calcular el error asociado a

la reconstrucción de las deformaciones de la superficie de prueba, lo primero es restar a la

superficie de referencia de la prueba es decir z− Z a esta nueva superficie se le calcula el

gradiente ∇(z−Z) = ( fx, fy), esta función vectorial es el integrando, esto implica que el error

asociado al método del trapecio tendrá la siguiente forma

ET =− 1
12

N

∑
k=1

{
∂2

∂x2

[
∂(z−Z)

∂x
(ξk,yk)

]
∆x3

k +
∂2

∂y2

[
∂(z−Z)

∂y
(xk,ζk)

]
∆y3

k

}
(4.17)

Para realizar el cálculo de la expresión (4.17) se toma a ξk = (xk+xk+1)/2 y ζk = (xk+xk+1)/2.

Los puntos (xk,yk) corresponden a puntos que componen a las trayectorias de integración, el

número N es el total de puntos sobre la trayectoria. Si lo que se desea reconstruir es la forma de

la superficie entonces en la ecuación (4.17) se toma Z = 0.

Los resultados del cálculo del error se muestran en las figuras 4.12a y 4.12b, al comparar las

dos reconstrucciones, podemos confirmar que la aplicación del método del trapecio implica un

menor error cuando se reconstruye a las deformaciones de la superficie que cuando se calcula a

la forma de la superficie bajo prueba.
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(a) (b)

Figura 4.12: Error asociado al método del trapecio cuando al reconstruir: a) las

deformaciones de la superficie b) la forma de la superficie.

Entonces lo que conviene reconstruir son las deformaciones de la superficie y no la forma de la

superficie, una caracterı́stica que el integrando debe cumplir para disminuir el error asociado al

método de integración se observa de la expresión para la curvatura[15]

κ =

∂2 f (x)
∂x2√

1+
(

∂ f (x)
∂x

)2
(4.18)

Se puede observar que la curvatura κ es proporcional a la segunda derivada de la función f (x)

por lo tanto la expresión (4.17) nos dice que para un integrando con curvatura pequeña el error

asociado también será pequeño.

Otras fuentes de error son las trayectorias de integración, idealmente deberı́an ser elegidas de

tal manera que su longitud sea mı́nima pues el error asociado al cálculo de ∆Sl+1 mediante

la expresión (4.4), crece como función de la longitud de la trayectoria, esto se debe a que el

cálculo de ∆Sl+1 depende del valor del punto anterior ∆Sl , este último está afectado por el error

asociado al método de integración que se decida utilizar, que para este caso se calcula por me-

dio de la expresión (4.17). El valor total del error correspondiente a ∆Sl+1 está afectado por la

acumulación de los errores asociados al cálculo de cada término ∆Sl .

Otra caracterı́stica de las trayectorias de integración que resulta útil considerar para disminuir

el error, es que deben ser simples; es decir, al seleccionar a las trayectorias debe evitarse cam-

bios bruscos de dirección, debido a que el error asociado al método de integración como ya se

menciono es proporcional a la curvatura del integrando; entonces, cualquier cambio brusco en
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la dirección de la trayectoria de integración provocará que el valor del error cambie de manera

abrupta, esto es una consecuencia de que la curvatura del integrando en general es distinta para

diferentes direcciones. Para mejorar el cálculo de las deformaciones de las superficie ópticas, lo

óptimo serı́a que pudiéramos llenar el dominio de integración con un número realmente grande

de puntos, pues de esta manera observarı́amos con mayor detalle las deformaciones asociadas a

las superficies; además, el error asociado tiende a disminuir, debido a que es proporcional a la

separación que exista entre los puntos de evaluación.

De este capı́tulo podemos concluir que sin duda alguna, el cálculo directo de las deformaciones

de la superficie bajo prueba, es más exacto que reconstruir primero a la superficie y después

cuantificar en cuanto difiere la superficie reconstruida de la superficie de referencia.
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Capı́tulo 5
Conclusiones

Las ecuaciones de Rayces, como tradicionalmente se conocen, pueden aplicarse sólo en

la prueba de frentes de onda que son ligeramente distintos de esferas o exclusivamente

en la zona paraxial de frentes de onda asféricos. Sólo en lo anterior, el error asociado

al cálculo de W será casi despreciable, pues el radio de curvatura del frente de onda de

referencia cumple con que R�W .

Si el frente de onda, formado por el sistema óptico bajo prueba, se desvı́a apreciablemente

de la geometrı́a esférica entonces no es correcto medir las deformaciones del frente

respecto a una esfera, sino a partir de uno que sea asférico. Lo anterior reside en que

W adquiere valores apreciables comparados con el radio de curvatura del frente de onda

de referencia esférico, por lo tanto no es válido suponer que R�W .

Generalizamos las ecuaciones de Rayces considerando una referencia asférica. Se

comprueba con simulaciones numéricas que, si la geometrı́a del frente de onda de

referencia se aproxima a la del frente bajo prueba, entonces las discrepancias disminuyen

notablemente entre las deformaciones reales y las reconstruidas con las Ecuaciones

Generalizadas de Rayces.

Si el frente de onda de prueba es asférico, no es válido aproximar las deformaciones del

frente de onda W como la diferencia de sagitas. Tal hipótesis sólo es valida en la zona

paraxial.

Las pruebas de Hartmann y Ronchi, no pueden utilizarse para evaluar al frente de onda

con una geometrı́a diferente a una esfera. Esta restricción surge de la dificultad para

colectar a todos los rayos reflejados que provienen de la superficie. No obstante, el método

de Pantallas Nulas resuelve este inconveniente.
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Hemos adaptado las Ecuaciones Generalizadas de Rayces al método de Pantalla Nulas,

ası́ se consigue medir directamente las deformaciones de superficies ópticas. Realizamos

una primera evaluación de una superficie rápida para encontrar sus deformaciones.

Hicimos una comparación entre las resultados de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

y de la Ecuación de la Forma de la Superficie, encontrándose diferencias entre ambas

reconstrucciones. En base a simulaciones numéricas, comprobamos que, las discrepancias

entre las dos evaluaciones son menores si las deformaciones ∆S se reconstruyen con las

Ecuaciones Generalizadas de Rayces. Aunado a ello, mostramos de manera cualitativa

que el error asociado al método de integración se reduce si la curvatura del integrando es

pequeña; este aspecto revela la superioridad de las Ecuaciones Generalizadas de Rayces

sobre la Ecuación de la Forma de la Superficie en la prueba de superficies ópticas rápidas.

Posteriormente, se pretende aplicar las Ecuaciones Generalizadas de Rayces a pruebas en

las que sea posible medir directamente la aberración transversal de rayo
−→
TA y ası́ puedan

reconstruirse las aberraciones del frente de onda.
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Apéndice A
Corrección de la distorsión de una lente

Como se menciono en la sección 1.4.4 la distorsión se produce debido a que la amplificación

transversal no es constante para puntos fuera del eje óptico. La corrección de la distorsión de

la lente de la cámara es de suma importancia debido a que si no es corregida, los cambios de

posición de las manchas en la imagen capturada con el CCD no corresponden únicamente a las

deformaciones de la superficie.

Figura A.1: Amplificación transversal.

En la óptica paraxial la amplificación transversal MT es una constante, (ver figuraA.1) la

amplificación transversal de la lente es de la siguiente forma.

MT =− Si

So
=

ρi

ρo
. (A.1)

Donde So, Si, ρo y ρi, son las distancias objeto e imagen y sus tamaños correspondientemente.

Para una lente sin distorsión, las posiciones de los puntos imagen se calculan como sigue.

ρi = ρoMT . (A.2)

En cambio, la posición de los puntos imagen con distorsión están dados por la siguiente

ecuación[28]

73



ρd = ρi−Eρ
3
o = ρoMT −Eρ

3
o. (A.3)

Una forma de expresar a ρo a partir de la ecuación A.3, es mediante la inversión de

polinomios[17]; como solución de un polinomio de tercer grado cuyos coeficientes se

desconocen.

ρo = Aρd +Bρ
2
d +Cρ

3
d. (A.4)

Al sustituir la ecuación (A.3) en (A.2) se obtiene

ρd = MT Aρd +MT Bρ
2
d +
(
MTC−EA3)

ρ
3
d +H(ρd). (A.5)

Donde H(ρd) representa a todos los términos de orden mayor a 3. Al comparar ambos lados de

la ecuación (A.5) se puede observar que la única forma de que se mantenga la igualdad es que

Hρi = 0 y que los coeficientes A, B y C, cumplan lo siguiente

MT A = 1 =⇒ A =
1

MT
,

MT B = 0 =⇒ B = 0,

MTC−EA3 = 0 =⇒ C =
E

M4
T
.

Entonces la ecuación (A.4) adquiere la siguiente forma.

ρo =
ρd

MT
+

E
M4

T
ρ

3
d. (A.6)

Esta ecuación permite determinar el coeficiente de distorsión E pero también el de la amplifi-

cación transversal MT a partir de mediciones experimentales de ρo y ρd .

Para realizar la calibración de la lente de la cámara se construyó un patrón de referencia me-

diante la técnica de serigrafı́a, los objetos geométricos en el patrón son cı́rculos con un diámetro

de 1mm, distribuidos en un arreglo cuadrado espaciados 5mm. La posición de los objetos en el

patrón se midieron en el Laboratorio de Metrologı́a del CCADET UNAM[10].

De la expresión (A.6) ρo es la distancia radial de cada objeto en el patrón y se toma desde el

centro de cada circulo al origen de coordenadas. Se tomó una fotografı́a del patrón (ver figura

A.2a) con el mismo enfoque que durante el experimento de pantallas nulas y se localizó a los
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(a) (b)

Figura A.2: a) Imagen experimental del patrón. b) Centroides de las manchas en la imagen.

centroides de las manchas en la imagen (ver figura A.2a) y se tomó a la distancia radial de cada

centroide como ρd , se graficaron los datos ρo y ρd como se muestra en la gráfica A.7. A este

conjunto de datos, se ajustó el polinomio de la ecuación (A.6) usando el programa ORIGIN

PRO versión 9.0. Con el ajuste se obtuvo que MT = 0,0725 y E = 6,4780×10−7.

Figura A.3: Ajuste polinomial para encontrar el coeficiente de distorsión.

Al multiplicar (A.6) por MT y utilizando la relación (A.2) se obtiene

ρi = ρd +
E

M3
T

ρ
3
d. (A.7)
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La ecuación anterior calcula la posición de los puntos en la imagen corregidos por distorsión.

En la figura A.4 se muestran los patrones de puntos, original sin corrección y el corregido por

distorsión, la distorsión que presenta la imagen del patrón es de barril. Cada vez que se utilice

esta lente debe corregirse a los puntos en la imagen utilizando el valor que se calculó para el

coeficiente E.

Figura A.4: Patrones de puntos con corrección y sin la corrección por distorsión.
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Apéndice B
El método del trapecio para una integral de

lı́nea

El método del trapecio aplicado a un integrando que dependen de una sola variable está dado

por la siguiente expresión[15]

∫
f (x)dx≈

N

∑
i=1

{[
f (xi+1)+ f (xi)

2

]
(xi+1− xi)

}
. (B.1)

Cuando el integrando es una función vectorial, es común escribir a las integrales de lı́nea de la

siguiente manera[22]

∫ [
~f · (dx,dy)

]
. (B.2)

Su expresión analı́tica puede separarse en dos miembros de la siguiente forma

∫
[( fx, fy) · (dx,dy)] =

∫
fxdx+

∫
fydy. (B.3)

Para calcular de manera numérica la integral anterior se puede aplicar el método del trapecio

a cada uno los miembros, se debe tener cuidado puesto que cada término se está integrando

respecto a variables distintas. Entonces aplicando el método de integración a cada término de la

expresión (B.3) se obtiene lo siguiente

∫
fxdx≈

N

∑
i=1

{[
fx(xi+1,yi)+ fx(xi,yi)

2

]
(xi+1− xi)

}
, (B.4)

∫
fydx≈

N

∑
i=1

{[
fy(xi,yi+1)+ fy(xi,yi)

2

]
(yi+1− yi)

}
. (B.5)

El valor de la integral (B.2) resulta ser la suma de (B.4) y (B.6)
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∫ [
~f · (dx,dy)

]
≈

N

∑
i=1

{[
fx(xi+1,yi)+ fx(xi,yi)

2

]
(xi+1− xi)+

[
fy(xi,yi+1)+ fy(xi,yi)

2

]
(yi+1− yi)

}
. (B.6)

Para estimar la magnitud del error asociado al método del trapecio cuando el integrando f

depende únicamente de una sola variable x es la siguiente

Ek =−
1

12
f ′′(ξ)∆x3

k . (B.7)

La expresión anterior corresponde a una sola aplicación del método del trapecio, la variable ξ

es algún punto del intervalo [a,b]. Para obtener una expresión para el error asociado a la integral

numérica (B.6), simplemente se tiene que modificar la expresión (B.7) para el caso en el que la

integral se realice respecto a y, entonces se obtiene lo siguiente

Exk =−
1

12
∂2 fx(ξ,yk)

∂x2 ∆x3
k . (B.8)

Eyk =−
1

12
∂2 fy(xk,ζ)

∂y2 ∆y3
k . (B.9)

En las expresiones anteriores ξ es algún punto del intervalo [a,b], ζ es algún punto del intervalo

[c,d], ∆xk y ∆yk, son las separaciones en la direcciones x y y, entre los puntos utilizados en

el método del trapecio. Entonces el error total asociado al método del trapecio aplicado a una

integral de lı́nea es el siguiente

Ek =−
1

12

[
∂2 fx(ξ,yk)

∂x2 ∆x3
k +

∂2 fy(xk,ζ)

∂y2 ∆y3
k

]
. (B.10)
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