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Introduccion

La teoria descriptiva de conjuntos estudia a los subconjuntos de espacios topolégicos
que se obtienen a partir de conjuntos sencillos. Esta teoria se remonta a finales del
siglo XIX cuando Cantor trataba de refutar lo que hoy dia llamamos la hipdtesis del
continuo. La afirmacién de esta hipdtesis se obtiene si se prueba que todo subconjunto
de R es numerable o tiene la cardinalidad del continuo. Una de las tantas maneras en
que Cantor abordé el problema fue estudiar en un inicio a los subconjuntos mas sencillos
de R para después, progresivamente, analizar conjuntos més sofisticados.

Entre estos subconjuntos sencillos se encuentran los conjuntos abiertos (no vacios),
los cuales facilmente se demuestra que tienen la misma cardinalidad que R. Pues todo
abierto tiene un intervalo abierto, y es posible biyectar a todo intervalo abierto con el
conjunto R.

Posteriormente Cantor estudié a los subconjuntos cerrados de R. En este caso, se
puede probar que todo subconjunto cerrado de R es numerable o tiene la cardinalidad
de R. Ivar Otto Bendixson fue capaz de demostrar esto ltimo para un conjunto cerrado
arbitrario. La parte esencial de esta prueba radica en que todo cerrado puede verse como
una unién de un cerrado perfecto (o vacio) y de un conjunto numerable. De esta manera
se concluye que ningin cerrado sirve como contraejemplo de la hipétesis del continuo.

Por otro lado, durante la época siguiente al término de la Primera Guerra Mundial,
Lusin y Sierpinski, por separado, dirigian los avances en la teoria descriptiva de con-
juntos, a los que se les unieron varios matematicos rusos y, sobre todo, polacos, entre
ellos Banach, Kuratowski, Ulam y Tarski. Una de las contribuciones de esta escuela de
topodlogos fue que ellos desarrollaron la teoria descriptiva de conjuntos en una familia
de espacios més generales que los espacios R"™. Estos espacios topoldgicos cumplian
dos propiedades, a saber eran completamente metrizables y separables. A este tipo de
espacios posteriormente se les conocié con el nombre de espacios polacos.

El tratamiento de los espacios polacos le dié una gran flexibilidad a la teoria. Por
ejemplo, el espacio polaco no trivial més sencillo es el espacio de Baire N, el cual es el
conjunto de todas las sucesiones de ntimeros naturales dotado de la topologia producto
usual. El estudio de N es muy simple en comparacién de otros espacios polacos arbitra-
rios. Y esta simplicidad reditia en algunos resultados generales (por ejemplo, se puede
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demostrar que todo espacio polaco es imagen continua de N'). Haciendo posible que se
puedan generalizar los resultados obtenidos en N a espacios polacos arbitrarios.

Esta tesis estd conformada por cuatro capitulos y un apéndice. La idea central
de la tesis es abordar cada teorema considerando tnicamente los axiomas de Zermelo
Fraenkel y el Principio de Elecciones Dependientes en lugar del Axioma de Eleccién. En
el apéndice se puede leer sobre dicho principio y algunos de sus resultados basicos que
usaremos en todo el trabajo. Por ejemplo, dicho principio implica el Axioma de Eleccion
para Conjuntos Numerables y también implica que la unién numerable de conjuntos
numerables es numerable, entre otros resultados.

En el primer capitulo se da la definiciéon de espacio polaco, asi como también se
presentan algunos resultados acerca de ellos. Por ejemplo, se demuestra que el producto
a lo méas numerable de espacios polacos es polaco y que todo subespacio polaco de un
espacio polaco es un conjunto Gjy.

En el segundo capitulo se demuestran algunos resultados sobre los espacios de suce-
siones arbitrarios. Estos resultados se utilizardn a la hora de estudiar a los espacios de
Baire y de Cantor.

En el tercer capitulo se estudia el espacio de Baire N y se ven algunas propiedades que
tiene este espacio. También se hace notar la flexibilidad que posee. Entre los resultados
que se exponen estd aquel que muestra que todo espacio polaco no vacio es imagen
continua del espacio de Baire.

En el cuarto capitulo se aborda el espacio de Cantor C. Se estudian algunas pro-
piedades que posee. Entre los resultados se encuentra el teorema que establece que
todo espacio métrico no vacio compacto cero-dimensional y perfecto es esencialmente el
espacio 2%.

Es importante recalcar que cada una de las proposiciones de este trabajo se de-
muestran por medio del Principio de Elecciones Dependientes en lugar del Axioma de
Eleccion para conjuntos arbitrarios. El lector notard que las demostraciones son mas
tecnicas y sofisticadas que estas mismas haciéndolas considerando el Axioma de Eleccién
para conjuntos arbitrarios.

Alejandro Roman Sénchez
México, D.F.
Junio de 2014



Capitulo 1

Preliminares

1.1 El principio de elecciones dependientes

Al principio de elecciones dependientes se le puede considerar como una versién débil del
axioma de eleccién para conjuntos arbitrarios; a lo largo de este trabajo intentaremos
demostrar siempre que sea posible cada enunciado por medio del principio mencionado,
sin usar al axioma de eleccién para conjuntos arbitrarios. Comenzaremos con enunciar
a los axiomas que usaremos en este trabajo.

Axioma de Eleccién (AE). Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios,
entonces existe una funcién s : A — [J A tal que:

Vaec A: s(a) € a.

Axioma de Eleccién Numerable (AEN). Si A es una familia a lo més infinita
numerable y no vacia de conjuntos no vacios, entonces existe una funcién s : A — [J A
tal que:

Vae A: s(a) €a.

Principio de elecciones dependientes (ED). Para todo conjunto A # () y toda
relacién R C A x A tal que:

Ya € A 3b € A tal que bRa,
existe una funcién f :w — A tal que:
Vnew: f(n+1)Rf(n).

A lo largo de toda la discusién, para nosotros el conjunto w se refiere a los naturales
incluyendo al nimero 0.

En el Apéndice A, se prueban los siguientes resultados que usaremos a lo largo de la
discusion:
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e ED es una consecuencia de AE.

ED implica AEN.

ED garantiza que todo conjunto infinito tiene un subconjunto infinito numerable.

ED garantiza que toda unién numerable de conjuntos numerables es numerable.

1.2 Espacios polacos

En esta seccion presentaremos a los espacios polacos, asi como también sus propiedades
bésicas. Antes de definir tales espacios, mencionaremos las definiciones de espacio
topoldgico separable y de espacio topoldgico completamente metrizable.

1.2.1. Definicién. Un espacio topoldgico es separable si posee un subconjunto denso
numerable.

1.2.2. Definicién. Un espacio topolégico X es completamente metrizable si su topolo-
gia estd inducida por una distancia completa d : X x X — R. Es decir, en la cual toda
sucesién de Cauchy en X es convergente.

A menos que se indique lo contrario, (X, 74) denotara al espacio topoldgico inducido
por la métrica d. Con estas dos definiciones en mente, introduciremos la nocién de
espacio polaco.

1.2.3. Definicion. Un espacio polaco es un espacio topolégico completamente metriza-
ble y separable.

Un ejemplo de espacio polaco es el conjunto R con su topologia usual 7g. Pues Q es un
subconjunto denso numerable y la métrica completa necesaria para generar la topologia
usual Tr es la métrica euclidiana.

Otras definiciones bésicas que nos serviran en la discusion son las siguientes.

1.2.4. Definicién. Dado un espacio topolégico (X, 7), una base para 7 es una coleccién
B C 7 tal que
YA €7 3Bs CBtal que A= JBa.

Una caracterizacién de la nocion de base para una topologia es la siguiente:

1.2.5. Teorema. Sean (X, T) un espacio topolégico y una coleccion B C 7. Las siguien-
tes proposiciones son equivalentes:

1. B es una base para el espacio (X, T),
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2. VAer\{0} yVr € A3IB, € B tal que x € B, C A.

1.2.6. Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Y sea:
V(z)={vC X | 3G €7 tal que x € G C v}.
Una coleccién B(z) C V(x) es una base de vecindades alrededor de x si
Vv € V(z) 3B € B(z) tal que z € B C v.

1.2.7. Definicién. Sea X un espacio topoldgico. Diremos que el espacio X cumple
el primer axioma de numerabilidad o que es primero numerable si existe una base de
vecindades numerable para cada punto de X.

1.2.8. Definicién. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Diremos que el espacio (X, )
cumple el seqgundo axioma de numerabilidad o que es seqgundo numerable si existe una
base numerable para 7.

Por simplicidad escribiremos 1AN para referirnos al primer axioma de numerabilidad
y 2AN para el segundo. Con estas dos definiciones en consideracion, los siguientes teore-
mas basicos pueden ser demostrados por medio del axioma de elecciones para conjuntos
numerables.

1.2.9. Teorema. Todo espacio topoldgico que es 2AN es 1AN.
1.2.10. Teorema. Todo espacio topoldgico que es 2AN es separable.

En general, la separabilidad no implica 2AN. El siguiente teorema nos da una condicion
con la cual un espacio separable puede cumplir 2AN.

1.2.11. Teorema. Todo espacio métrico separable cumple el 2AN.

DEMOSTRACION. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que D es un subconjunto
denso numerable del espacio (X, 74). Para cada z € D consideramos la coleccién;

B(z) = {B%(Z)In €w\ {0}}.

Tomamos:

B=J B(2).

zeD

Como D es numerable, y ED garantiza que toda unién numerable de conjuntos numera-
bles es numerable, resulta que B es numerable.
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AFIRMACION: B es una base para 74.

En efecto: Sean A € 7\ {0} y z € A, se tiene que existe r > 0 tal que B,(z) C A.
Tomamos n € w fija tal que % < r, note que B1 (z) C A.

Como D es denso en X, existe z € DNB 1 (:g), observe que x € B 1 (2)y B 1 (z) € B.

2n 2n n
Para terminar la afirmacién, se probara que B 1 (z) C A. Sea y € B 1 (2), entonces
2n 2n

d(z,y) < d(w,2) +d(z,y) < 35 + g5 = >

Por lo tanto y € B1 (z) C A. X
Con lo que congluimos la demostracién. ]

Asi pues, se tiene el siguiente teorema.
1.2.12. Teorema. Todo espacio polaco tiene una base numerable.

1.2.13. Teorema. Todo conjunto no vacio con la topologia relativa de un espacio polaco
es separable.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco. Sea ) # Y C X. Consideramos 7y la
topologia relativa en Y. Como (X, 7) es polaco, entonces (X,7) cumple 2AN. No es
dificil demostrar que todo subespacio con la topologia relativa de un espacio que cumple
2AN también tiene un base numerable. Por lo que (Y, 7y) cumple 2AN, y por lo tanto
es separable. ]

Por otro lado, recordando que todo subespacio cerrado de un espacio métrico completo
es también completo, se deduce lo siguiente.

1.2.14. Teorema. Todo subespacio cerrado no vacio de un espacio polaco es también
un subespacio polaco.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco. Consideremos (Y, 7y) un subespacio
cerrado de (X, 7). Por un lado, tenemos que 7 = 74 para alguna métrica completa d sobre
X, y ademds (X, 7) es separable. Entonces, (Y, 7y) es completo, pues todo subespacio
cerrado de un espacio métrico completo es completo. Y como todo subespacio de un
espacio polaco es separable, se concluye que (Y, 7y') es un espacio polaco. O

Uno estaria muy tentado a pensar que el teorema anterior se trata en realidad de
una equivalencia; sin embargo, en los préximos teoremas nos daremos cuenta de que esto
no es verdad, la razén es que no hemos definido a un espacio polaco como un espacio
métrico completo separable, sino como un espacio separable completamente metrizable.
Asi pues, aunque la topologia de un espacio X sea inducida por una métrica no completa,
no necesariamente significa que no pueda haber alguna métrica completa que induzca la
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misma topologia del espacio X en cuestion. Aunque no sea un espacio métrico completo
con la métrica inicial, si puede ser un espacio topoldégico completamente metrizable.
Notemos que, en principio, la posibilidad de cambiar de métricas hace que el estudiar
qué subespacios de un espacio polaco son espacios polacos no sea tan sencillo.

El siguiente teorema nos ofrece una herramienta muy 1til a nuestra discusién acerca
de los espacios polacos.

1.2.15. Teorema. Si (X,d) es un espacio métrico y r > 0, entonces la funcién d’ :
X x X — R dada por:

d'(x,y) = min{d(z,y),r}

es una métrica en X que induce la misma topologia que d. Ademads, (X, d) es completo
siy sélo si (X,d') lo es.

DEMOSTRACION. Dejamos al lector la comprobacién de que d’ es una métrica.

Ahora probaremos que esta métrica induce la topologia de (X, 74). Sean z € X y
€ > 0 tal que € < 7. Para nuestro propdsito bastard mostrar que Bl(z) = B% (z). Si
y € Bd(x) entonces d(x,y) < € < r. Por lo que d'(y,z) = min{d(y,z),7} = d(y,z) < e.
Por ende, y € BY (z).

Por otro lado, si y € Bg/(x) entonces min{d(y,z),r} = d'(y,x) < €; pero r > €, por
lo que d(y,z) < e. De aqui se concluye que y € B4(x). Por lo tanto ambas topologias
coinciden.

Para demostrar que:

(X,d) es completo <= (X,d’) es completo,

haremos notar que las sucesiones de Cauchy son las mismas en ambas métricas.

Sea {zk}re, una sucesiéon de Cauchy en (X,d). Sea e > 0 fija, entonces existe
N € w tal que si n,m > N entonces d(xy, T,,) < €. Para tales n,m > N notemos que
d' (2, Tm) = min{d(zy, Tm), r} < d(zp, zn) < €. Por lo tanto, d'(z,, xm) < €, para cada
n,m > N. Es decir, {zf }re, es una sucesién de Cauchy en (X, d').

Reciprocamente, sea {xj}re, una sucesion de Cauchy en (X,d’). Sea ¢ > 0 fija.
Consideremos también ¢ > 0 tal que € < r y ¢ < e Como {x}re, es de Cauchy en
(X,d'), entonces existe N € w tal que si n,m > N entonces d'(zp,xy,) < €. Como
r > €, se tiene que d(zy,x,) < € < e Por lo que d(zy,xm) < €, para cada n,m > N.

Por lo tanto, las sucesiones de Cauchy son las mismas en ambas topologias. Con este
ultimo resultado ya es facil ver que: (X,d) es completo <= (X, d’) es completo.

Pues si (X,d) es completo y si {x}rew es una sucesién de Cauchy para (X,d'),
entonces es una sucesién de Cauchy para (X, d). De aqui que {zj}re, sea convergente
en (X,d). Supéngase que tal sucesiéon converge en (X,d) al punto z. Se afirma que
{zk}kew converge a x en (X, d). Efectivamente, sea ¢ > 0 fija. Consideremos € > 0 tal
que € <ryé€ <e Entonces existe N € w tal que si n > N entonces d(x,,z) < € <r;
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es decir, d(zp,x) < r,sin > N. De aqui que d'(z,, x) = d(xp, ), sin > N. Por lo tanto,
d' (zp,x) < € < ¢, sin> N. De esta forma podemos concluir que {z}re, converge al
punto z en (X, d).

Para demostrar la otra implicacién, supongamos que (X, d’) es completo y sea {xy }rew
una sucesién de Cauchy para (X, d). Entonces {z}re. es una sucesién de Cauchy para
(X,d). Supéngase que {xj}rew converge al punto z en (X,d'). Se afirma que {x }rew
converge al punto z en (X,d). En efecto, sea € > 0 fija. Consideremos un ¢’ > 0 tal que
€ <ryé€ <e Entonces existe N € w tal que si n > N entonces d'(x,,z) < € <r. Por
lo que d(zp,z) = d'(z,,2) < € <e¢ sin> N. Por lo tanto, d(z,,x) <€ sin > N. Lo
que concluye la demostracion. O

Nuestro propésito ahora es demostrar que todo subespacio del tipo G (no vacio) de
un espacio polaco es un espacio polaco. Para ello, primero estableceremos el resultado
para subespacios abiertos (no vacios).

1.2.16. Teorema. Todo subespacio abierto no vacio de un espacio polaco es un espacio
polaco.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco. Sea () # U C X abierto, y consideramos
a (Uty). Si U = X, entonces U es polaco. Supdngase que U # X. Como primera
observacién tenemos que U es separable, pues todo subespacio de un espacio 2AN es 2AN
y por ello es separable. Por otro lado, como (X, 7) es completamente metrizable, existe
D : X x X — R métrica tal que (X, 7p) es completo y ademéas 7 = 7p. Considerando la
métrica d : X x X — R dada por:

d($7 y) - ml’n{D(x, y)? 1}7

por el teorema inmediato anterior tenemos que d es una métrica completa que induce
a 7p. Por lo tanto podemos suponer de antemano que bajo la métrica dada por la
definicién de espacio completamente metrizable las distancias son menores o iguales que
1.

Ahora definamos la siguiente relacién d' : U x U — R dada por:

d(z,y) =d(z,y) + ‘d(x,)l(\U) - d(y,)lf\U) ]

la cual es una funcién bien definida, pues si € U es tal que d(z, X \ U) = 0, es decir,
inf{d(z,y)ly € X \ U} = 0. De esta manera, para cada n € w tomamos un unico
yn € X\ U tal que d(z,y,) < n%rl, por ende la sucesién {y, }ne, converge al punto z. Y
como X \ U es cerrado, tendriamos que z € X \ U lo que es una contradiccién. Por lo
que:

Ve,y e U: d(z,X\U)>0yd(y,X\U)>D0.

Ahora veremos que la funcién d’ es una métrica en U. Sean z,y,2z € U.
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1. Sid'(z,y) =0, entonces d(z,y) + ]d(x )1(\U) i )1(\U)| = 0; suponiendo que x # y,
tendriamos que d'(z,y) = d(z,y) + ]d(x )1(\U) e )l(\U)‘ > d(z,y) > 0, lo que serfa
una contradiccion. Por lo tanto x = y.

Ahora si z = y, entonces d(z,y) = 0y d(z, X \U) = d(y,X \ U), de aqui que
U _ 1 1 —
d'(z,y) = d(z,y) + |d(:c,X\U) - d(y,X\U)| =0.

2. Por otro lado:

1 1 _ 1 1
d@,9) + lgexoy ~ apxo| = 40 2) + lgg oy — mxoh
por lo tanto d'(x,y) = d'(y, z).

3. Ademds,

d(x,z) + ’d(x,)lf\U) N d(z,)l(\U)’ < day)+ ‘d(:r»?l( Uy d(y,)lf}U)|
+d(y, z) + |d(y,x\U) ~ d(z,X\0) -

Por lo tanto, d'(z,2) < d'(x,y) + d'(y, 2).

Con lo que concluimos que d’ es una métrica en U.

Ahora probaremos que ambas topologias coinciden.

Sea A # () abierto de la topologfa relativa en U. Entonces existe V' C X abierto para
(X,7) tal que A =V NU. Como U es abierto en (X, 7), tenemos que A es abierto en
(X,7). Seax € A =VNU, entonces existe r > 0 tal que B¢(x) C VNU = A. Probaremos
que BY (x) C B(z). Sea y € B¥(z), entonces d'(z,y) < r, pero d(z,y) < d'(z,y), por
lo que y € B%(z). Por lo tanto, todo abierto de la topologfa relativa en U es abierto de
la topologia inducida por la métrica d’.

Ahora demostraremos que todo abierto de la topologia inducida por d’ es abierto de
la topologia relativa en U, pero antes veremos lo siguiente.

Sea x € U fijo. Consideramos r = d(z, X \ U), la cual ya sabemos que es positiva.
Y sea y € U tal que d(x,y) < r, entonces existe § € R tal que 0 < d(x,y) < J < r. Se
afirma que:

r—6<d(y,X\U)<r+2a.

En efecto: Sea z € X \ U, se tiene que r = d(z, X \ U) < d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) <
d + d(y, z), entonces:
Ve X\U: r—4§<dy,z).

Por lo tanto, r — § < d(y, X \ U).
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Por otro lado, de la definicién de d(y, X \ U) tenemos que:
Vze X\U: d(y, X \U) < d(y, 2).
Utilizando la desigualdad del tridngulo, tenemos que:
Ve X\U: dy, X \U) <d(y,2) <d(y,x) + d(z, z),

como d(x,X \ U) es la mayor cota superior del conjunto {d(z,w)| w € X \ U} y los
elementos x y y son fijos, se tiene que d(y, X \ U) — d(z,y) < d(z, X \ U).
Entonces:

dy, X \U) <d(y,z) + d(x, X \U) <+ r.

Por lo tanto, 7 —d < d(y, X \U) < r+6.
A continuacién, con el resultado anterior, se probara que:

d'(z,y) <0+ 525

Para ello consideraremos dos casos: El primero de ellos es cuando d(y, X \ U) = r. Con
esta suposicién tenemos que:

’ d(x,)lf\U) B d(y,)l(\U) ‘

(1IN

A
5

2
i
(=%

<

Ahora para el caso en que d(y, X \ U) < r, tenemos que:

‘ 1 o 1 ‘ — 1 1 < 11 )
d(z,X\U) d(y,X\U) d(y,X\U) r T

Resumiendo lo anterior, en esta parte hemos probado que si x € U, r = d(x, X \ U)
vy € U es tal que d(z,y) < r, ysi 6 € R" es tal que d(z,y) < § < r, entonces
d'(,y) <8+ 52

Procederemos a probar ahora que para cada € > 0 y para cada x € U, existe un § > 0
tal que B(z)NU C BY (z).

Sea € > 0 fija. Sabiendo que z + ﬁ tiende a 0, cuando z tiende a 0, tenemos que

z

existe &’ > 0 tal que si z < ¢’, entonces z + e <€ Asi pues, sea 0 < § < min{r, '}

fija, donde r = d(z, X \ U). Sea y € B(x) NU. Entonces d(y,z) <6 <1 =d(z, X \ U).
Ademss, 6 < ¢'. Luego d'(x,y) < 0+ ﬁ < ey, porende, y € BY (z). De esto tiltimo
concluimos que todo abierto en la topologia inducida por d’ es abierto en la topologia

relativa.
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Nos falta probar que la métrica d’ es completa sobre U.

Sea {x}rew una sucesién de Cauchy bajo d’ en U. Como primera observacién
tenemos que para cada n € w, d(z,, X \ U) > 0. Sea € > 0 fija. Entonces existe
N € w tal que n,m > N implica que d'(xy,zy) < €, y como para cada n,m > N,
d(zp, xm) < d(xn,Tm) < €, podemos concluir que la sucesion {zx}ren es de Cauchy
en (X, 74). Debido a que (X, 74) es completo, la sucesién {zy}re, converge a un punto
x € X con la métrica d.

Se afirma que x € U. Efectivamente: Siz € X \U, como la sucesion {xy }re,, converge
a un punto x con la métrica d, existe N1 € w tal que si n > Nj entonces d(z,, ) < €
pero d(x,, X \U) < d(xn,z) <€, pues z € X \ U. Por lo tanto si n > Nj, tenemos que
d(xn, X\U) < e. Luego, con la métrica del valor absoluto en R, la sucesién {d(zg, =) }kew
converge a 0. De la observacion anterior, se tiene que:

(VM € R*)(3Ns € w)(¥n € w)(n > Ny = - > M).

1
(2, X\U)

Sea N € w tal que si n,m > N, d'(zp,x,) < e. Consideremos m > N fija y

M > m fija. Entonces ya sabemos que existe Ny € w tal que si k > No,

d(xkfX\U) > d(xm,lX\U)' Sea n > max{N, N2} arbitraria. Entonces:

1 1 1 1
d(xm, zn) + Az, X\U) — d@m,X\O) = (2, Tm) + ‘d(xm,X\U) - d(:cn,X\U)’
< €

Sea M > m + ¢ > 0 fija. Entonces existe N3 € w tal que si k > N3, m >
1

TExoy T e Sean > méax{ N, No, N3} fija. Entonces tendriamos lo siguiente:

SR W —
d(a:m,lX\U) d(xﬁ,-lX\U)
> d(xmvxﬁ - d(zm,X\U) + d(zm,X\U) te

De modo que se tiene una contradiccion, por lo tanto z € U.

Por 1ltimo se afirma que si z € U y {x}rew, €s una sucesién cuyos términos estan
en U y tal que converge a un punto z en la métrica d, entonces esa misma sucesion
convergerd a x en la métrica d'.

En efecto: Sea e¢ > 0 fija. Sabemos que existe 7 > 0 tal que BY(x) C U. Sea
R = min{r,e}. Por hipétesis, existe N1 € w tal que si n > Nj entonces d(z,,z) < R.
Sabiendo que B%(z) es abierto en X y que B%(z) C Bl(z) C U, tenemos que B%(z)
es abierto en U. Entonces existe § > 0 con § < e tal que BY (xr) C B}(z). Como
BY (z) C U, entonces B (x) es un abierto en X. Se tiene entonces que existe &' > 0 tal
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que B (z) C BY (z) C B4(z), por lo tanto &' < e. Esto implica que existe Na € w tal
que si n > Ny entonces d(zp,x) < ¢'. Asi pues, sin > Na, z,, € Bg/(x), y de aqui que
d'(zn, ) < & < €. Por lo tanto, si n > Ny, se tiene que: d'(z,,z) < e. O

Antes de seguir con el siguiente teorema, introduciremos la nocién de conjunto Gj.

1.2.17. Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Un subconjunto de X es Gs en
(X, 7) si puede ser expresado como una interseccién numerable de abiertos.

1.2.18. Teorema. Todo subconjunto Gs no vacio de un espacio polaco es un espacio
polaco (con la topologia relativa).

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco. Sea dy una métrica completa que nos
da la definiciéon de espacio completamente metrizable. Tal métrica la supondremos con
valores menores o iguales que uno. Sea G un subconjunto Gs de X. Note que G es
separable, pues (X,7) es 2AN. Supéngase que G = (2, U;, donde U; es un conjunto
abierto para cada i € w \ {0}. Podemos suponer que tenemos una cantidad infinita
numerable de conjuntos distintos Uy, pues si sélo tuviéramos una cantidad finita de
conjuntos distintos, entonces G seria abierto, por lo que también seria polaco, ver el
Teorema 1.2.16.

Notemos también que podemos suponer sin pérdida de generalidad que U,4+1 C U,.
Entonces por el teorema 1.2.16, para cada n € w \ {0}, existe una métrica completa d,
en U, que induce a la topologia relativa. Mas atin, podemos suponer que d, no toma
valores mayores que 1.

Definimos la relacién d' : G x G — R dada por:

d'(z,y) =Y srda(z,y).
n=0

Se tiene que d’ es una métrica en G.
Primero note que d’ es una funcién. Pues si z,y,2 € Gy n € w, como d,(z,y) < 1,
entonces para cada n € w, ﬁdn(x, y) < 2?1%’ de aquf se sigue

oo o0
S k() <3 g € B,

es decir, las sumas parciales son crecientes y estan acotadas superiormente por un nimero
real, por lo tanto » > #dn(x, y) € R. Con esto sabemos que d’ es una funcién bien
definida.

1. Sid'(xz,y) =0 entonces y -, ﬁdn(x, y) = 0. Por ello tenemos que dy(z,y) = 0,
pues si do(z,y) > 0 entonces
o

0< %dO(xay) < Z Qn%dn(xay)’

n=0
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lo que serfa una contradiccién. Por lo tanto, do(z,y) = 0, y de aqui que = = y.
Ahora si z = y, entonces para cada n € w, d,,(z,y) = 0. Por lo tanto, d'(z,y) = 0.

2. Por otro lado, para cadan € w tenemos que Qn%dn(m, y) < ﬁdn(x, z)+2n%dn(z, Y).
Por lo que:

Yoo grrdn(z,y) < 0 o(grrdn(z, 2) + garrda(z,y))
= Z;.LOZO Qn]:FI dn(ma Z) + Z;.LO:O #dn(z7 y)

La tltima igualdad se debe aque si ) - an y D, ., bn son dos series convergentes.
Entonces » . @new + D new bn = D onew(@n + bn).

3. Por ultimo, d'(z,y) =Y 2, 2n%dn(ac, Y) =200 #dn(y,x) =d'(y,x).

Con lo que concluimos que d’ es una distancia en G.

Procederemos ahora a probar que todo abierto en la topologia relativa con G es
abierto para la topologia inducida por d’. Para ello es suficiente probar que para cada
z € Gy para cada € > 0, BY (z) C B%(z) N G. Efectivamente, sea y € B (z) C G,

2 2

trivialmente y € G. Ademds, 3do(z,y) < d'(z,y) < &, por lo tanto y € B (z).
Reciprocamente, todo abierto de la topologia inducida por d’ es abierto de la topologia
relativa. Para probarlo tendremos que hacer notar las siguientes afirmaciones.

AFTRMACION(1): Para cada e > 0 existe ng € w tal que Y°° L <

n=ng oan+1

L

Efectivamente: Como Y " Qn% converge a alguna R € R en la topologia usual de
R, entonces existe N € w tal que si ng > N entonces

[e’e) no—1 o] [e'¢)
£> 13 = Y el = 1Y el = Y e
2 2n+1 2n+1 - 2n+1 - 2n+1 9
n=0 n=0 n=ng n=ng
con lo cual hemos probado la Afirmacién (1). X

AFIRMACION(Q): Para cada ng € w y para cada € > 0, existe dp > 0 tal que si para
todo n < ng tenemos que dy(x,y) < do, entonces > ﬁdn(x, y) < 5.

%. Considérese z,y € G tales que:

n<ng 2n+1

En efecto: Sea dp < (§)

Vn < ng: dp(z,y) < do.
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Con estas consideraciones tenemos lo siguiente:

Zn<n0 Qn%dn(x7 y) < Zn<n0 2”%150
- 60 En<no on+1

%)(Zn<n0 271%)_1(271<n0 2"%)

VAN
ol

X

AFIRMACION(3): Para cada & > 0 y para cada z € G, existe una sucesién de
conjuntos de la forma {ng () }iew donde para cada i € w\ {0}, se tiene que 0 < §; < dy

. di_
y By () € By (@)

En efecto: Para construir esta sucesién aplicaremos el principio de elecciones depen-
dientes. Consideremos:

A= {{Bfi(2)}ick 1 k € w\{0}:Vi € {1,...,k},0 < & < d;

. d; d;
Vie{0,...,k— 1},35”*11(:1:) C By (x)}.
Primero observaremos que A # ().
Como para cada n € w, d,, induce a la topologia relativa en U,,, considerando Bglg (z),

tenemos que x € ng (x) NUy, por lo que ng () NU; es un abierto en U; distinto del
vacio, por esta razon existe 61 > 0 tal que:

Bi(z) C Bj(z) NUL C Byl (x)

Sea 61 > 0 tal que d; < min{dy,d}, entonces Bglll () C B;fl (x) C Bglé’ (x); es decir, A # (.
1
Sobre el conjunto A consideramos la relacién R:

e Sean {Bgl: () }ick,, {B%()}i<k, elementos del conjunto A. Escribiremos
{B () i<k, R {B%(2) }ich, siy solo si:

L. {Bfi(x)}ick, 2 {B%(2) }icks,
2. k1 = ko + 1.

Sea {ng(l‘)}igk € A. Se tiene que Bgl:(a:) N Ugy1 es abierto en X, pues sabemos

que Bg: (x) es abierto en (Uy,dy) v dj induce la topologia relativa sobre Uy. Entonces
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Bgl: (z) = Vi N Uy, para algun Vj, abierto de X, por lo que Bgi: (x) N Ugy1 es abierto en
Ujk+1. Entonces existe d;+1 > 0 con di41 < dp tal que:

d d d
B(S:L1 (z) € Bj/(z) NUk+1 € By ()

Luego, el principio de elecciones dependientes nos da una sucesion de abiertos con las
caracteristicas buscadas. X

De todo lo anterior concluimos lo siguiente: Sean ¢ > 0 y = € (. Sabemos que
existe ng € w tal que Y 7° Qn% < § (ver Afirmacién(1)). Ademas, existe un dg > 0
tal que para todo natural n < ny, si dn(z,y) < do entonces »_ rrdn(z,y) < §
(ver Afirmacion(2)). Tenemos que existe una sucesion {Bgz (z)}iew tal que para toda
i€ w\{0}, 0 <8 <oy Bglz’(x) - Bgl:ll(x) (ver Afirmacién(3)). En particular

d . dng_ .
B;""'(z) N G es un abierto en G, pues Bs ° ' (x) es un abierto en Up,_1. Entonces
no—1 no—1

dn .
existe V abierto en X tal que By 0’11 () =V NUpy—1, y como Up,_1 es un abierto en X,
’n.o—

dn, . dn
entonces Bs °~'(x) es un abierto en X y Bs °~'(z) NG lo es en G.
67,,071 577,071

dn ' o —
Se afirma que B(sn(?:ll ()N G C BY(z). Seay € B;l o~!(x) N G, entonces para cada

np—1
dn(x)

n < ng, tenemos que y € Bg""’. Como para cada n < ng, 6, < dg, tenemos que:

n

Vn < ng: dy(x,y) < do.

Por lo tanto,

oo o0
d(z,y) =Y simda(w,y) = Y sirda(w,y) + Y sirrdn(n,y) < 5+ §=¢
n=0 n<ng n=ng

Es decir, y € B¥ (). Luego, todo abierto en la topologfa inducida por d’ es abierto en
la topologia relativa sobre G.

Por dltimo, probaremos que G es un espacio métrico completo. Para esto, sea
{Zm}mew una sucesién de Cauchy en G para d’. Sean ¢ > 0y n € w, entonces exis-
te N1 € w tal que si k,m > Ny, d'(xg,xm) < € y como z, € U, para cada n € w,
tenemos que {Z;, }mew €s una sucesién de Cauchy en cada U, para la métrica d’. Con-
siderando otra vez n € w, y por la observacién, tenemos que existe No € w tal que si
mi,ma > Nao, dp(Tmy, Tmy) < d' (T, Timy) < €. Por lo que {2, }mew €8 una sucesion
de Cauchy en U, con respecto a d,,. Como (U,,d,) es completo, entonces la sucesién
{Zm }mew converge a un C,, € U, respecto a la distancia d,.

Ademas, la topologia de cada U,,+1 es la inducida desde U,,, con respecto a las métricas
dn+1 Y dn, respectivamente.
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Se afirma que si para cada n € w, {2z, }me, converge a C,, en U, y a Cp4q en Upiq,
entonces C,, = Cp41.

En efecto: Sabemos que U,41 es abierto en U,. Entonces existe r > 0 con r < €
tal que B%(Cpy1) C Unpr1. Ademds B3 (Cpy1) N Upy1 = B (Chy1); y tenemos que
B (Cpy1) = V N U, para algin V C X abierto para (X,7). Por lo que B%(Cy,41) es
abierto en X, y de aqui que Bﬁ" (Cpn+1) sea abierto en U,11. Entonces existe ' > 0 tal
que Bf//nﬂ(cn-&-l) < Bfﬂi" (Cnt1).

Por otro lado, como {z, } mew converge a Cj, 11 en la métrica d,, 11, existe N7 € w tal
que si m > Nj entonces dp+1(Zm, Cry1) < min{r’,e}. Pero, por construccién, tenemos
que Bf,"“ (Cpy1) € B (Cpy1). Por lo tanto, si m > Ny entonces dy (2, Cry1) < 7 < €.
Es decir, {zm, }mew converge a Cyp,11 en la métrica d,,. Por lo tanto, Cp41 = C,,.

Luego, podemos concluir que todos los (), son iguales a un mismo C € G.

Para finalizar se afirma que {zy, }meo converge a C' en (G,d’). Para esto, sea € > 0
fija. Entonces existe ng € w tal que Y7 # < § (ver Afirmacién(1)). Ademas, existe
un do > 0 tal que para toda n < no, si dn(C,y) < do entonces ) 2n%dn(C’, y) < 5
(ver Afirmacién(2)). Tenemos que existe una sucesion {ng(C)}iEW tal que para toda
iew\{0},0<d <doy ng(C) C Bgl;:ll(C) (ver Afirmacién(3)). Como para toda
n < ng, la sqvcesién {Zm }mew converge a C en la métrica d,, entonces existe N € w Ntal
que si m > N, entonces para toda n < ng, d,(C,2n,) < d, < d. Entonces si m > N y
sin < ng, Tm € B?;(C') C U,,. Asi pues, sim > N,

Vn < mng: dp(Tm,C) < dp.

Luego,
¥m > N : Z g dn(zm, C) < §.
n<ngo
Por lo tanto,
VYm > N: d(2m,C) < e
O

El siguiente teorema, junto con el teorema 1.2.18, nos hard ver que los subespacios
cerrados de un espacio polaco siempre son polacos.

1.2.19. Teorema. En un espacio metrizable, todo subconjunto cerrado es un conjunto
Gs.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio metrizable con la métrica d. Sea C' C X cerrado.
SiC =06 C = X entonces C es un Gg. Asi que podemos suponer que C' # ) y C # X.
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Para cada € > 0, consideremos al conjunto B.(C) = {z € X|d(z,C) < €}. Se afirma
que para cada € > 0, B.(C) es abierto en X.

En efecto: Si X \ B(C) = 0 entonces B(C) = X, por lo que tal conjunto es
abierto. Ahora, supéngase que X \ B.(C) # (. Considérese {x, }me, una sucesién sobre
X \ B:(C) tal que converge a algin x € X. Si z € B.(C) entonces d(z,C) < ¢, por lo
que existirfa z € C' tal que d(z, z) < e. Luego, existiria N € w tal que si n > N entonces
d(xn,r) < € —d(x,z). Asi pues, si n > N entonces

d(zn, C) < d(wn, 2) < d(zn, ) + d(z, 2) <€

es decir, si n > N se tiene que x,, € B.(C), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
x ¢ Be(C). En consecuencia, X \ B.(C) es cerrado y, de aqui que, B.(C) es abierto.

Observe ahora que C' = (", B1(C). Efectivamente, por un lado, si # € C entonces

d(z,C) < d(z,z) = 0, por lo tanto para cada n € w\ {0} tenemos que d(z,C) < 1. Por
otro lado, si z € (72, B1(C) entonces d(z,C) < £ para cadan € w\ {0}. Siz € X\C,

n
como X \ C es abierto, existe 7 > 0 tal que B,(z) C X \ C. Asi que si z € C entonces
d(z,z) > r. Pero existe n € w\ {0} tal que £ < r. Por ello d(z,C) > L; por lo tanto
x € X \ B1(C), lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto z € C.

n
De todo lo anterior se concluye que C' es un conjunto Gj. ]

Veremos ahora un teorema de la Topologia General que utilizaremos en muchas oca-
siones.

1.2.20. Teorema. Supongamos que (X,T) es un espacio metrizable por una métrica
completa d. Sea {A;,}new una sucesion de conjuntos cerrados no vacios tales que, para
cadan € w, Ap41 C A, y tal que la sucesion {diamy(Ap)}new, converge a 0. Entonces
Mhew An = {7}, para algiin z € X.

DEMOSTRACION. Para cada n € w, fijemos un tinico x,, € A,. Con estos elementos fijos,
consideremos a la sucesién {x, }nen. Probaremos que dicha sucesién es de Cauchy en la
métrica d. Para esto, sea € > 0 fija, entonces existe N € w tal que diamy(An) < €. Como
la sucesion {A,}ne, es decreciente, tenemos que para cada m,n > N, d(z,,,z,) < €.
Con lo cual {2, }new es de Cauchy y converge a algin x € X.

Por otro lado, sea j € w fija. Consideramos a la sucesién {xj4;}ic., la cual es una
sucesion sobre A; y convergente al punto x en la métrica d. Por lo tanto x € Aj;, puesto
que A; es cerrado.

Por 1ltimo, si existiera otro punto y € [, An distinto de z, entonces para cada
k € w tenemos que diamgy(A,) > d(x,y) > 0. Pero {diamy(Ap)}new converge a 0. Asi
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que existe N € w tal que n > N implica que diamq(Ay) < d(z,y) < diamq(Ay), lo cual
es una contradiccion. O

A continuacién veremos cémo son los subespacios polacos de un espacio polaco.

1.2.21. Teorema. Todo subespacio polaco no vacio de un espacio polaco es un subcon-
junto Gs.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco. Sea () #Y C X tal que (Y, 7y) es polaco.
Sea d una métrica completa que induce a 7 y sea dy una métrica completa que induce a
Ty. Como X es un espacio polaco, tenemos que existe una base numerable {U, },c. para
(X, 7). Para cadan € w\ {0}, sea V,, la unién de todos aquellos abiertos W € {Up, }mew
tales que W NY # 0y diamg,(WNY) < L.

Se afirma que Y = YN ﬂn@}\ {0} V., donde Y es la cerradura de Y con respecto a
la métrica d.

Efectivamente: Sea y € Y. Como Y C ?d, tenemos que y € V%, Ademsés para,
cualquier n € w\ {0}, se tiene que y € Bdf (y). Como Bdf (y) es abierto en Y, para cada

4n in___

n € w\ {0} existe W, abierto en (X,7) tal que BY (y) = W,,NY. Como y € W,, existe
4in
Um,, € {Un}mew tal que y € Uy, CW,,. Luegoy € Uy, NY CW,,NY = Bdi’(y); es

4n

decir, Up,,, NY # 0y diamg,(Up,, NY) < +. Por lo tanto y € MNnewfoy Vo

Por otro lado, sea = € v'n ﬂn@\{o} Vi, entonces x € mnGw\{O} V. Por el axioma de
eleccién para conjuntos numerables, tomamos una sucesién {Uy, }new\ {0} de elementos
de la base {Up}meo tales que para cada n € w\{0}: z € U, , Y NU, #0y
diama,(Y N Uy, ) < 1. Para cada n € w\ {0}, definimos:

W, =B% ()nU, N...0U}, .
dn

Cada conjunto W, es abierto en (X, 7) y ademds W,, # 0, pues x € W,,. Por lo que
existe 0 < €, < £ tal que BZ (z) C W,,. Como = € ?d, B¢ () NY # 0; lo que implica
que W;, NY # (). También observemos que para cada n € w\ {0}, diamq(Wy,) < % (pues

Wa © BY (2) y que W1 C Wi
4n
. .. ., . ————d cps
Consideremos ahora la siguiente sucesién de conjuntos: {W, NY " },ew. No es dificil

demostrar que para cada n € w\ {0}, diamg,(W,, NY) = diamg, (Wdo).

Asi pues, tenemos que ﬂnEw\{O} Wdo = {y} para alguna y € Y.

Sea ahora n € w \ {0} arbitrario. Sabemos que x € W,, por lo que = € W,
Ademsds y € Wdo - Wndo N ?do, entonces y € Wnd (pues y € Wndo - Wnd). Como
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diamd(md) = diamq(W,,) < %, se concluye que d(z,y) < 2 para cada n € w \ {0}, de
aqui se sigue que d(x,y) = 0. Entonces y = z. Pero y € Y, por lo tanto x € Y.

De esta manera, podemos concluir que ¥ = v ﬂnGw\{O} V,. Por el teorema 1.2.19,

¥ es un Gs. Se sigue que Y también es un conjunto Gjy. O

1.2.22. Teorema. Todo producto finito de espacios polacos es un espacio polaco.

DEMOSTRACION. Sean (Xo,70), ..., (Xm,Tm) una familia finita de espacios polacos no
vacios. Sea X =[], X, con la topologia producto de Tychonoff. Vamos a demostrar
que X es polaco. Para cadan € {0,...,m}, sea d,, una métrica completa fija que induzca

la topologia de (X, 7,) y que tome valores menores o iguales que uno.
Definimos la relacién d : X x X — R dada por:

m

d(r,y) = z Qn%dn(l'm Yn),

n=0

donde z,, = x(n) vy y, = y(n). No es dificil demostrar que d es una métrica sobre X.
Procederemos ahora a mostrar que la distancia d induce la topologia producto de
Tychonoff.
Sea () # A C X un abierto sobre el producto de Tychonoff y sea x € A. Para cada ¢ >
0 y para cada n € {0,...,m}, definimos BZ(z) = (o II; ' (B%(x;)), donde para cada
ie{0,....,n}, x =) y I : [[[2, X; — X, es la j-ésima funcién proyeccién. Como A
es abierto en el producto de Tychonoff, tenemos que existen € > 0y n € {0...,m} tales

que B'(z) C A. Se afirma que B? . (z) C B"(z). Efectivamente, sea y € B¢ . (z),
2"+1 2n+1

entonces d(y, ) < srgr, por lo que si i € {0,...,n} tenemos que #di(aﬁi,yi) < 271%6.
Por lo tanto d;(x;,y;) < 22;71116 < € es decir, y € Bl'(z). Luego, los abiertos del producto
de Tychonoff son abiertos para la topologia inducida por la métrica d.

Por otro lado, sean € > 0 y x € X, consideramos BZ(x). Se afirma que B, () C
m+1
Bl(z). Seay € Bmi (z), entonces d;(w;,y;) < ;57 para cada i € {0,...,m}. Asi
m
pues d(z,y) = Z:ano Qn%dn@:myn) < Z:«ano dn(Tns Yn) < Z?:O ﬁﬂ = €. Luego, y €
B™. (z). Por lo tanto la topologia inducida por la métrica d coincide con la topologia
m—+1

producto de Tychonoff.

Por otra parte, como para cada n € {0,...,m}, (X,7,) es polaco. Entonces para
cada n € {0,...,m}, podemos considerar una base numerable U,, para X,,.

Definamos U = {\}_o I; *(w;)|n € {0,...,m};u; € U;}. Se afirma que la familia U
es una base numerable para la topologia producto para X.
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En efecto: Sean A C X un abierto no vacio y € A. Como A es abierto en
X, existe € > 0 tal que BY(x) C A. Ademis, para cada n € {0,...,m}, Bi(z,) es
2

abierto en X,,. De aqui que existe U, € U, tal que z, € U, € B;l" (). Conside-
2

ramos U = N II,}(U,). Sea y € U, entonces para cada n € {0,...,m} se tiene
que 2n%dn(a:n,yn) < zn%e, con lo que d(z,y) = > 2n%dn(xn,yn) <€y, zn% =
e% < e. Por lo tanto, y € B4(x) C A. Ademés x € U. Por lo que U es una
base para X. Esta base es numerable, pues para cada n € {0,...,m}, U, es numerable,

y como para cada k € w, w* tiene la misma cardinalidad que w, entonces U es numerable.

Debido a que todo espacio topolégico que cumple 2AN es separable, se concluye que
X lo es.

Por tltimo, verificaremos que X es completo. Para esto, si {2'};c., es una sucesién de
Cauchy en el producto, tenemos que si e > 0y n € {0,...,m}, entonces existe N € w tal
que 7,7 > N implica que d(z%, 27) < Qn%e. Asi pues paracadan € {0,...,m},sii,j > N
entonces #dn(mﬁl,xﬁ) <d(x'2)) < Qn%e. Por lo tanto, para cada n € {0,...,m},
{2 }icw es una sucesién de Cauchy en X,,. Luego, cada sucesién {a,};c, converge a un
elemento z,, € X,.

Consideramos z : w — |J;~, X; dada por z(i) = x;. Se afirma que la sucesién {z’}ic.,
converge a un punto z en la métrica d.

Efectivamente: Sean € > 0y n € {0,...,m}. Tenemos que existe N,, € w tal que si

. n+1
i > Ny, entonces d,(z},T,) < % Sea N = max{No,...,Np}. Sii> N entonces

€(2n+1
§ 2n+1 d l’n) xn < E 2n+1 2 m+1)

Por lo que la sucesién {z'};c,, converge a z. Se concluye entonces que d es completa y
X es un espacio polaco. ]

/\
"

Fl siguiente teorema generaliza al anterior y nos servira al trabajar con los espacios
de sucesiones, en particular con el espacio de Baire y el de Cantor.

1.2.23. Teorema. Todo producto infinito numerable de espacios polacos no vacios es
un espacio polaco.

DEMOSTRACION. Sea {X,,}neo una familia infinita numerable de espacios polacos no
vacios. Sea X = [[;2,X,. Para cada n € w, denotemos por 7, a la topologia del
conjunto X,, ademas consideremos una métrica completa d,, para X, cuyos valores sean
menores o iguales que uno.
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Definimos d : X x X — R dada por:
d(l‘, y) = Z Qn%dn(mm yn)
n=0

La relacion d es una distancia en X. En efecto: Sean z,y,z € X, por notacién si
i € w, entonces x; = x(i), y; = y(i) y z; = 2(3).
Primero notemos que

00 00
n=0 n=0

Ademas para cada n € w, d,(xn,y,) tiene un tnico valor. Por lo tanto d es una funcién
bien definida.

1. Si d(z,y) = 0 entonces Y o sirrdn(@n,yn) = 0. Si existiera m € w tal que
A (T, ym) > 0, entonces 0 < 2m%dm(avm,ym) <Y ﬁdn(xn,yn), lo que
serfa una contradiccién. Por lo tanto para cada m € w, dy (T, ym) = 0; es decir,
VYm € w, Ty = Ym, y de aqui que = = y.

Reciprocamente, si x = y, entonces x,, = y, para cada n € w, lo que implica que:
Vn € w, dp(Tn,yn) = 0. Por lo tanto d(z,y) = 0.

2. Por otro lado Y >, #dn(l‘n,yn) =3 ﬁdn(yn,xn). Por lo que d(x,y) =
d(y, z).

3. En cuanto a la desigualdad del triangulo tenemos que

d(l‘, y) Zzzo ﬁdn (xm yn)
ZQO:O QTfl(dn(x’m Zn) + dr(LX()va Z/ln))
Zn:O de(l'n, ZTL) + En:() on+1 dn(zn, yn)

/A

La tltima igualdad se debe a que > 0% ) 51 dn(Tn, 2n) ¥ Doneg grr dn(Zn,s Yn) son
series convergentes. Por lo tanto d(x,y) < d(zx, z) + d(z,y).

Con lo que se concluye que d es una métrica.

Ahora, procederemos a demostrar que d induce la topologfa producto de [],c, Xn.
Obviamente en ambas topologias se encuentra el conjunto vacio.

Sea ) # A C X un abierto sobre la topologia del producto de Tychonoff de X. Sea
x € Ay por notacién consideraremos para cada i € w, z; = x(i). Para cada ¢ > 0y cada
m € w definimos B (x) = (i~ I; ' (B%(x;)), donde para cada i € w, IT; : X — X es la
i-ésima proyecciéon. Como A es un abierto distinto del vacio en el producto de Tychonoff,
se tiene que existen € > 0y m € w tales que B{"(z) C A.
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Se afirma que B? . (z) C B™(x). Efectivamente: Sea y € B? . (z), entonces
2m+1 2m+1

d(y,r) < gmsr- Sea i < m entonces

o0

g i@, i) < D grrdn(@n, yn) < g

n=0

Luego, di(zi,yi) < 22,;%6 < ¢ es decir y; € Bdi(z;). Por lo tanto y € B™(x). De aqui
concluimos que los abiertos del producto de Tychonoff son abiertos para la topologia
inducida por la métrica d.

Reciprocamente, ya sabemos que para cada € > 0 existe m € w tal que Y >7 11 271% <

Nl

Ademads para cada m € w \ {0} existe 6 > 0 tal que

m
Vn < m, dy(zn,yn) < 6 implica que Z ﬁdn(xn,yn) < 5.
n=0
— L T— entonces:
n=0 W
an:O Qn%dn(xn, yn) < an:() 2n1+ 5
= 5 ano ]?nJrl . .
< ( T D ne0 30FT

Pues si § < (5)

Por lo tanto, dada € > 0, consideraremos m € w de la primera observacién y § > 0
de la segunda con respecto a la m recién escogida. De estas elecciones se afirma que
B(z) C BY(x). En efecto: Sea y € By'(x). Entonces para cada i < m, d;(z;,y;) < 6.
Luego

Zzo:() #dn(l’n’ yn) =

;n:() 2n1+1 dn(xna yn) + Zzozm_u Qn%dn(xm yn)

N
[\elle}

Y

Por lo tanto y € B(z).

Con todo lo anterior podemos ya concluir que la topologia inducida por la métrica d
en X coincide con la topologia producto de Tychonoff en X.

Ahora, como para cada n € w, X, es un espacio polaco, entonces tomamos una tnica
base numerable I, para X,,. Consideramos al siguiente conjunto U = {(/*, IT; ! (u;)|m €
w;u; € U;}. Se afirma que U es una base numerable para X.

Sea ) # A C J[;2 X, un abierto y x € A. Como A es abierto, entonces existe
e > 0 tal que Bg(x) C A. Ademas, tenemos que por la propiedad arquimediana, existe
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N € w tal que 1 < 2Ve. Sabemos que para cada n € {0,...,N}, Bcé” (z5,) es un abierto
2
en X,. Tomamos un tnico U, € U, tal que z, € U, C Bcé" (z5,). Con esto en mente,
2

consideramos al conjunto U = ﬂflvzo I, 1(U,). Probaremos que z € U C A.
Por ello, sean y € U y n € {0,..., N}, tenemos que 2n1+1d (Tn,Yn) < Qn%e. Recor-

. _ n—1 1
dandoquesir#1ys=>_. Oar entonces s = a5

N N
2 n=0 Qn%dn(xm yn) < Dn= =0 2"1+2€
€ Zn 0 %7*’2
6(22) Zn 10 2"

1-
= 6(2%) 2N+1

. En particular:

[ I )
o
—
—_
)
2
+
—
S~—

N T

[
[\
2
+
|

N+1_
Por lo tanto ijzo 2n%dn(acn, Yn) < 6(22]\,7”1)

Mientras que paran > N, tenemos que dy, (Zn, yn) < 1, asi pues ) 7 r Qn%dn(mn, Yn) <

00 1 _ oo 11 © 1 _ (1 1 1 €.
Zn:N—i—l ot = > neo onFN+2 — N+2 > n=0 on = (2N+2)1 T = o871 < 35 luego
2
o
§ : 1 €
on+1 dn(l‘nayn) < §
n=N+1

Utilizando estas dos ultimas observaciones, se tiene que:

d($7y) = Z;\j:o 2n1+1d (‘TTwyn)
Zn 0 2n+1d (l'nayn) +Zn N+1 2n1+1d (xnayn)

N+1
< e(LGrt) + N2
+1 £1
= )
= 5(22N+21)
< €

Por lo tanto y € Bl(z) C A.

Ademds observemos que = € U. Con lo que se concluye que U es una base para X.
Note que esta base es numerable, pues para cada n € w, Uy, es numerable, y (J;c,w
tiene la misma cardinalidad que w. Por lo tanto X cumple el 2AN. De aqui se sigue que
X es separable.
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Por tltimo, demostraremos que X = [],c, Xn es completo. Para esto, sea {2} icw
una sucesiéon de Cauchy en el producto. Sea n € w fija, se afirma que {z’,}ic., €s una
sucesiéon de Cauchy en X,,. Sea € > 0 fija, entonces existe N € w tal que si i,j > N,
d(z',27) < 557. Asi pues, sii,j > N, #dn(ﬂl,xf«b) < d(z',27) < 557 Por lo tanto
{2 }icw es de Cauchy en X,,. Por ende, para cada n € w, la sucesién {2’ };c., converge a
un punto z,, € X,. Con esta notacién, definimos al elemento z : w — .. X; dada por

€W

Se afirma que {z'};c., converge a x en la métrica d.

En efecto: Sea € > 0 fija, entonces existe m € w tal que 7 WL% < 5. Tenemos

que para cada n € {0,...,m} fija, existe N,, € w tal que si i > N entonces d,(z!, z,) <
n+1 )
Z((fnﬂg. Consideremos N = maxz{Ny, ..., Ny }. Témese i > N, entonces:

d(xl,x) = ZZO:O 2n1+1 n(l’fwxn)

d

Z?:o 2n1+1 dn(xiw Tp) + fo:mH 2n1+1 dn(wfw Tn)
€
2

2n+1 €
2 D) + 5

1A
N
+ 33
l\.’)\mg
(Y]
3l

Luego, la sucesién {z'};c,, converge a z, y por lo tanto d es una métrica completa, con
lo que se concluye que X es un espacio polaco. O

Ahora, con el teorema inmediato anterior, tenemos un resultado inmediato rela-
cionado con la siguiente definicion.

1.2.24. Definicién. El cubo de Hilbert es el espacio H = I¥ con la topologia de Ty-
chonoff, donde I = [0, 1].

Como todo producto numerable de espacios polacos es polaco y el espacio I es polaco
como subespacio de R, tenemos que H es polaco. Ademas, H tiene la siguiente propiedad
universal.

1.2.25. Teorema. Todo espacio métrico separable no vacio es homeomorfo a un sub-
espacio del cubo de Hilbert.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio métrico separable con métrica d la cual toma
valores menores o iguales que uno. Sea D = {x;};c, un subconjunto denso numerable
en X. Definimos la funcién f: X — H por medio de f(z) = {d(x, z;) }icw.
Procederemos a probar que la funcién f es continua sobre X. Sean x € X y A un
abierto en H tal que f(z) € A. Entonces existen Bq,, ..., Ba,, abiertos en [0, 1] tales
que f(z) € Ny I, (Ba,) € A. Como By, ..., Ba,, son abiertos en [0,1] y ademds
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e, (f(z)) = d(z,24,) € Ba, para cada j € {0,...,m}, entonces existe ¢ > 0 tal que
d(w,za;) € BE(d(7,24,)) N[0,1] € By, para cada j € {0,...,m}, donde Bf(d(x,zq,))
denota la bola abierta para la topologia euclidiana de radio € y con centro en d(x, z4 j).
Asf pues, como f(z) = {d(z, z) }icw € Nito Ha (BE(d(7,24,)) N[0,1]) € A. Ahora, sea
j €10,...,m}, consideramos al conjunto H;],I(Bee(d(x,xaj)) N [0,1]), como la funcién
d(i,za,) es continua sobre X, se tiene que existe §; > 0 tal que si d(z,y) < d; entonces
|d(y, Ta;) — d(x,24,)| < €. Sea § = min{do,...,dn}.

Se afirma que:
Vi€ {0,...,m}: f[Bdx)] C H;jl [Bé (d(z,74,))] N [0,1]).

En efecto: Sean y € f[B%(x)] y j € {0,...,m}. Existe 2 € B(z) C Bgij (x) tal que
f(z) = y; es decir z € ng (7). Se tiene que d(z, z) < §;, entonces |d(z, To,) — d(z, Ta;)| <

€. De esta manera se tiene lo siguiente: Iy, (y) = o, (f(2)) = Ho,({d(2, 7:) }icw) =
d(z,a;) € BE(d(, Tay)).

Ademés x € Bd(z). Por lo tanto f es una funcién continua.

También se tiene que f es inyectiva. Pues si existieran z,y € X con x # y y
f(z) = f(y). Entonces existirfa ¢ > 0 tal que BZ(z) N B%(y) = 0. Por un lado, como D
es denso sobre X, existe x; € D N B%(x), y como f(z) = f(y), d(y,z;) = d(z,x;) < e,
por lo que x; € B%(y), lo cual serfa una contradiccién. Por lo tanto f es inyectiva.

Por dltimo probaremos que f es un homeomorfismo en su imagen. Para esto tomare-
mos una sucesién en f[X] que converja a un punto en f[X]. Supdéngase que la sucesién
en cuestion es de la forma {f(2%)}ic, v el limite es f(z), donde » € X y 2 € X para
cada i € w. Vamos a demostrar que {x'};c,, converge a z. Para ello, sea n € w fija.
Consideramos al elemento x,, € D.

Se afirma que lim; d(2%, x,) = d(z,7,). En efecto: Sea ¢ > 0 fija. Sabemos que
lim; f(z%) = f(x), entonces existe N,, € w tal que si m > N,, entonces d(f(z™), f(x)) <
sapr, donde § es la métrica de H; explicitamente, §(7,7) = Z;'io Qj%dj(fj,yj) =
>0 2]%]@ — Y;|. Asf pues, para cada n € w, si m > N, entonces 2n%|d(mm,a:n) =
d(x,zn)| < O(f(2™), f(7)) < 5a5r. Luego, Ym > Nyp: |d(2™, ) — d(x,2,)| < €. Por lo
tanto lim; d(z", z,,) = d(z, zy,).

Con todo lo anterior en mente, sea € > 0 fija, como D es denso, existe n € w tal que
d(z,z,) < m. Por otro lado, como lim; d(x%, z,,) = d(z, ), entonces existe N € w
tal que para toda i > N, se tiene que d(2%, z,,) — d(x, z,) < |d(2%, 7)) — d(z,2,)| < m.
Entpnces d(:ﬁ7 Tn) < oo T d(x,z,) < oo T =1 < %t Por lo que si i > N,
d(z',2) < d(a', ) + d(zn, ) < § 4+ § = 2€ < e. Por lo tanto {2'};c,, converge al punto
x con la métrica d. O
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A continuacién se demostrard un teorema que utilizaremos para poder metrizar a
algunos espacios topoldgicos.

1.2.26. Teorema. Sean Y y Z dos espacios topolégicos, donde Z es metrizable. Si
existe un homeomorfismo G : Y — Z entonces Y es metrizable.

DEMOSTRACION. Sea d : Z x Z — R una métrica que induce la topologia de Z. Consi-
deramos D : Y x Y — R dada por:

D(z,y) = d(G(x),G(y)),
esta funcién es una métrica sobre Y. En efecto: Sean z,y,z € Y, tenemos que:

D(z,y)=0 <= d(G(z),G(y))=0
— G(x)=G(y)
= z=y.

Por otro lado, D(z,y) = d(G(z),G(y)) = d(G(y),G(z)) = D(y, x).

Por ultimo, D(z,y) = d(G(x),G(y)) < d(G(x),G(z)) + d(G(2),G(y)) = D(x,z) +
D(z,y). Por lo tanto D es una métrica sobre Y.

Resta probar que D induce la topologia de Y.

Sean () # A C Y abierto para la topologia de Y y y € A, entonces G(y) € G(A
y como G(A) es un abierto sobre Z, entonces existe ¢ > 0 tal que BY(G(y)) C G(A
Se afirma que BP(y) C A. Efectivamente: Sea z € BP(y), entonces d(G(y),G(z)) =
D(y,z) < ¢, entonces G(z) € BP(G(y)) € G(A), por lo tanto z € A.

Por otro lado, sean ) # A C Y abierto para la topologia inducida por D y y €
A, entonces existe ¢ > 0 tal que B”(y) C A. Se afirma que G(BP(y)) = BY(G(y)).
En efecto: Sea z € G(BP(y)), entonces existe zg € BP(y) tal que G(z) = z, asi
pues, d(G(y),z) = d(G(y),G(20)) = D(y,20) < € es decir = € B4(G(y)). Ahora, si
z € B4G(y)), por un lado existe 29 € Y tal que G(z9) = z. Entonces D(zp,y) =
d(z,G(y)) < e. Luego zy € BP(y), por lo tanto z € G(BP(y)).

Con todo lo anterior se concluye que Y es metrizable. O

)
).

El siguiente teorema nos sera tutil a la hora de tratar espacios homeomorfos en el que
al menos uno de ellos es polaco.

1.2.27. Teorema. Sean X,Y espacios topoldgicos y F': X — Y un homeomorfismo. Si
X es polaco entonces Y también Io es.

DEMOSTRACION. Consideramos F~!:Y — X la inversa de F, claramente también F~!
es un homeomorfismo. Sea d una métrica completa sobre X que induce la topologia de
X y sea A un subconjunto denso numerable de X.
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Consideramos D : Y x Y — R dada por:
D(z,y) = d(F~*(z), F'(y)).

Ya sabemos que D es una métrica y que induce la topologia de Y.

Se afirma que D es completa. En efecto: Sea {y;}ic, una sucesién de Cauchy sobre
Y. Consideramos la sucesion {F~!(y;)}icw, la cual es una sucesién sobre X. Ademés
{F~1(y;)}icw es una sucesién de Cauchy sobre X, pues si € > 0, como {y;}icw es de
Cauchy, existe N € w tal que si m,n > N entonces d(F = (yn), F " (ym)) = D(Yn, Ym) <
e. Como d es completa, entonces {F~!(y;)}ic,, converge a algiin punto # € X con la
métrica d. Se probard que {y; }ic,, converge a F'(x) en la métrica D. Para esto, sea € > 0
como {F~1(y;)}icw converge, existe N € w tal que si n > N entonces D(yy,, F(r)) =
d(F~Y(yn),z) < €. Por lo tanto {y;}ic., converge a F(x).

Por ultimo se afirma que F'(A) es un subconjunto denso numerable de Y. En efecto:
Como F' es una biyeccién, entonces la cardinalidad de F'(A) es igual a la del conjunto
A, el cual es numerable. Ademds, ya sabemos que F~'(BP(y)) = B(F~1(y)). Como
0 # BYF1(y)) N A, entonces 0 # F[BAF-1(y)) N A] = FBAF(y))] N FlA] =
FIF~(BP(y)] N FIA] = BP(y) 1 FIA],

Todo lo anterior nos permite concluir que Y es polaco. ]

El siguiente teorema nos ofrece una observacién muy importante acerca de los espacios
polacos y el espacio de Hilbert.

1.2.28. Teorema. Todo espacio polaco no vacio X es homeomorfo a un subconjunto
Gs de H. Ademas, todo G5 en H es polaco.

DEMOSTRACION. Ya sabemos que todo subconjunto G5 de un polaco es polaco. Y como
H es polaco, se tiene que todo Gs en H es polaco.

Por otro lado, sea X un espacio polaco no vacio. Entonces X es separable, por lo
que existe F' : X — F[X]| C H homeomorfismo. Luego, F[X] es polaco, y por lo tanto
F[X] es un conjunto G5 en H. O

1.3 Espacios compactos

FEnseguida se presentara la nocién de espacio compacto, y posteriormente se mostraran
algunos teoremas bésicos con respecto a este tipo de espacios. Es importante mencionar
que las demostraciones de los teoremas se haran sin utilizar el axioma de eleccién arbi-
trario, y en lugar de ello se utilizara el principio de elecciones dependientes o el axioma
de elecciones para conjuntos numerables.

1.3.1. Definicién. Un espacio de Hausdorff K es compacto si de toda cubierta abierta
de K se le puede extraer una subcubierta finita.
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La siguiente definiciéon nos serd tutil.

1.3.2. Definicién. Sea X un conjunto. Si {z,}necw €s una sucesiéon de X, diremos que
una funcién x : {0,...,7} — X para alguna r € w es una subsucesion truncada de
{%n}new si existe {Tn, }rew una subsucesion de {z,}new tal que z,, = x(j), para cada
j€A{0,...,r}.

1.3.3. Teorema. Sea X métrico compacto no vacio con métrica d. Entonces toda
sucesion sobre X tiene una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION. Sea {zp}new una sucesién sobre X. Consideremos al conjunto A =
{zp|n € w}. Construiremos una subsucesién convergente considerando dos casos.

Caso(1): Existe z € X tal que, para cada r > 0, B.(z) N A es un conjunto infinito
numerable.

Definamos:
A = {{yn }n<k subsucesién truncada de {zy }new|k € w; para cada m € w,

ymEBL(ac)ﬂA}.
m+1

Por hipdtesis, para r = 1 el conjunto Bj(z) N A es infinito numerable. Sea x;, donde
i € w es el minimo tal que z; € Bj(x) N A. Consideremos a la sucesion truncada {yn }n<o
dada por yo = x;. Note que {y,}n<o € A. Por lo tanto, A # 0.

e Sobre A consideramos la siguiente relacién R:
Si {yn}n<iky ¥ {#n}n<k, pertenecen a A. Diremos que {yn tn<i; R {2n fn<k, si:

1' {yn}n<k1 2 {zn}n<k27
2. k1 = ko + 1.

Sea {yn n<k € A, consideramos y, € B 1 ()N A, como {yn }n<k €s una subsucesién
k+1
truncada de {zy}new, entonces existe i € w tal que y = z;. Por otro lado, B 1 (z) N
k+2
(A\ {zo,...,xi}) # 0, sea j € w minimo tal que z; € B 1 (z) N (A\ {zo,...,2}).
k+2
Definimos {2y, }n<k+1 dada por:
yr sire{0,...,k}
Zr = .
xj sir=k+1.

Por el principio de elecciones dependientes, existe F': w — A tal que

Vnew: F(n+1)RF(n).
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Tomamos {Xn}new = U,e,, F(7), tenemos que {Xn}new = U, ¢, F(r) converge al punto
x y es una subsucesién de {x, }new-

Caso(2): Para cada x € X existe r(z) > 0 tal que B,(;)(z) N A es finito.

Sea B = {B;(z)|z € X;r > 0; B.(z) N A es finito}. Se afirma que |JB = X. En
efecto: Obviamente | JB C X. Sea x € X, por hipétesis, existe r(z) > 0 tal que el
conjunto B, () (7) [ A es finito; por lo que x € |JB. Como X es compacto, existen
Bo, ..., 0k € B tales que X = Uf:o B, entonces X seria finito.

Se afirma que existe © € X tal que para toda n € w, existe m(n) > n tal que
T = Tpn). En efecto: Supdngase que para toda z € X existe n(x) € w tal que para cada

m > n(x), x # xp,. Como X es finito, entonces X = {rg,...,rs} para alguna s € w. Sea
a €0,...,s} fijo, entonces existe n(r,) € w tal que para cada m > n(ry), rq # Tm. Sea
N > max{n(rg),...,n(rs)}, entonces para cada b € {0,...,s}, r, # zn, lo cual serfa
una contradiccién. Por lo tanto, existe x € X tal que Vn € w, existe m(n) > n tal que
T = T ()

Consideramos:
A = {{yn }n<i subsucesién truncada de {zy new|k € w; para cadam € {0,...,k}, ym = x}

Por hipdtesis, para n = 0, existe m(0) > 0 tal que x = z,,,(g); definimos {yy }n<o dada
POT Yo = Ty (0) = @ Note que {yn}n<o € A, por lo que A # 0.

e Sobre A consideramos la siguiente relacién R:
Si {yn}n<ky ¥ {#n}n<k, pertenecen a A. Diremos que {yn tn<k; R {2n fn<k, si:

L. {yn}n<k1 2 {Zn}n<k27
2. k1 = ko + 1.

Sea {yn}n<k € A, entonces existe r € w tal que yr = x,, pues {yn}n<k €s una
subsucesién truncada de {x, }new. Asipues, existe m(r) > r tal que z = x,(,-). Definimos

{zn}n<k+1 dada por:

L _JE=yi=e sijed{0,...,k}
! 2j =Ty =2 sij=k+1

Por el principio de elecciones dependientes, existe F': w — A funcién tal que
Vnew: F(n+1)RF(n).
Consideramos {Xxn }new = Upey, F(K), €l cual es una subsucesién de {z,}new tal que

VneEw: x\n==2
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Sea € > 0, si n > 0, entonces d(xn,x) = d(xz,x) = 0 < e. Por lo tanto {xn}ne, €s una
subsucesion de {z,, }new que es convergente. O

A los espacios métricos con la propiedad de que toda sucesién tiene una subsucesién
convergente se les conoce como secuencialmente compactos.

1.3.4. Definicién. Sea (X, d) un espacio métrico. X es secuencialmente compacto si
toda sucesién sobre X tiene una subsucesién convergente.

1.3.5. Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff no vacio y K subespacio compacto no
vacio de X, entonces K es cerrado en X.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio de Hausdorff y ) # K C X compacto. Si X \ K = 0),
entonces X = K, y se tendria el resultado. Por otro lado, sea y € X \ K. Consideremos
al conjunto B = {B C X abierto|3V C X abierto talquey € V. A VN B = 0}.

Se afirma que K C |JB. En efecto: Sea x € K, como y € X \ K, entonces x # y. Por
otro lado, como X es Hausdorff, existen B, B, C X abiertos tales que x € B;,y € By y
B, N By = 0. Vemos que B, € B, ademds x € By, por lo tanto = € |JB. Asi pues, como
K es compacto, existen By, ..., B, € B tales que K C |J_, B;. Como By,...,B, € B,
entonces existen Vp,...,V,, € X abiertos tales que para cada i € {0,...,n}, y € V; y
Vi N B; = (. Tomamos [, Vi, tenemos que y € (), Vi vy (i Vi, ademds se tiene
que ()i, Vi € X \ K. Supdngase por el contrario que (), Vi € X \ K, entonces existe

n

z € ﬂ% tal que z € K, luego existe j € {0,...,n} tal que z € Bj; pero z € V}, por lo
i=0
que z € V; N Bj =, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto K es cerrado. O

1.3.6. Teorema. Todo espacio métrico compacto no vacio es un espacio polaco y es
homeomorfo a un subespacio cerrado de H.

DEMOSTRACION. Sea K un espacio métrico compacto con d como métrica. Sea {zm bmew
una sucesién de Cauchy en K, entonces {Zy, }me. tiene una subsucesién {zy,, }rew con-
vergente a un punto xz € K.

Se afirma que {zp, }me, converge a z. En efecto: Sea € > 0. Entonces existe N; € w
tal que si my > N1 se tiene que d(zy,,,z) < §. Por otro lado, existe No € w tal que si
m,n > Ny entonces d(zp,zm,) < §. Consideramos N = max{Ny, Na}, sea n > N. Si
n > N tenemos que d(zy,,x) < d(2n, Tn,) + d(2n,, ) < §+ § =€, por lo que {Zp }mew
converge a z. Con esto se concluye que (K,d) es un espacio métrico completo.

Enseguida se probard que K es separable. Para esto, para cada n € w \ {0}, con-
sideramos el conjunto A, = {B1 (z)|z € K}, sabemos que K C |JA,, entonces existen

n
xf,...,xp € K tales que K C |J;4 B1 («7}), tomamos D,, = {«f,...,z}, }. Y consi-

n
deramos D = UnEW\ {0} D,,. D es numerable, pues es una unién numerable de conjuntos
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finitos. Se afirma que D es denso en K. En efecto: Sea ) # A C K abierto en K y
sea € A, entonces existe r > 0 tal que B,(x) C A, tomemos n € w \ {0} tal que

% < r. Como z € K, entonces existe ¢ € {0,...,my} tal que x € B (z]), entonces

n
d(z,27) < L < r luego 2" € By (x) C A. Por lo tanto D es denso en K. Por lo que se
concluye que K es polaco. "

Como K es métrico y separable, K es homeomorfo a un subespacio W de H. Como

K es compacto, entonces W también lo es, pues la imagen de cualquier compacto bajo
un homeomorfismo es un compacto.

Se afirma que H es un espacio Hausdorff. Efectivamente, sean x,y € H tales que

x # y. Luego, existe j € w tal que x(j) # y(j), entonces existe € > 0 tal que Be(x(j)) N

Be(y(3)) NI =0, lo que implica que H;l(Be(x(j)) NI)N H;l(Be(y(j)) NI) = 0. Ademas

x € Hj_l(BE(a:(j)) N yye Hj_l(Be(y(j)) N1I). Por lo tanto H es un espacio Hausdorff.

De esta manera, como W es compacto en H, se concluye que W es cerrado en H.

O

Con el teorema 1.3.6, hemos probado que todo espacio métrico compacto cumple
2AN. Pues, si (X, 7) es un espacio métrico compacto, entonces (X, 7) es polaco. Y por
ello (X, 7) es separable y métrico, por lo que (X, 7) cumple 2AN.

A continuacién, se vera un teorema que nos sera de mucha utilidada en lo que resta
del trabajo.

1.8.7. Teorema. Si (X, T) es un espacio no vacio que cumple 2AN, entonces toda base
de X contiene una base numerable.

DEMOSTRACION. Sean B’ una base arbitraria y B una base numerable de X. Para cada
B € B\ {0}, consideramos Fp = {U € B|3V € B talque U C V C B}. Primero
observemos que para cada B € B\ {0}, Fp # ), pues como B abierto no vacio y B’ es
una base, existe V€ B\ {0} tal que V C B; y como V es abierto no vacio y B es una
base, entonces existe U C B tal que U C V, por lo que U € Fp.

Ahora, para cada U € Fpg, tomemos un tnico V(U) € B tal que U CV(U) C B, y
consideramos Fp = {V(U)|U € Fg}, tenemos que para cada B € B\ {0}, F # 0, pues
Fp # 0. Considerando By = Upep 19y F -

Veamos que B, C B’ y Bj, es numerable, por ser una unién numerable de conjuntos
numerables. Se afirma que para cada B € B\ {0}, B = UVG]—‘J’B V. En efecto: Sea
z € B, entonces existe U € B tal que z € U C B. Tomamos V(U) € Fj. Entonces
ze U CV(U) C B, por lo tanto z € V(U). Por otro lado, sea z € UVefjg V', entonces
existe V € Fj; tal que z € V, lo que implica que existe U € Fp tal que V = V(U), por
lo tanto z € V/(U) C B.

Por dtimo tenemos que B es una base: Sea A € 7\ {0} y sea z € A, entonces existe
B e B\ {0} tal que z € B C A, pero B = UVeF}g V', entonces existe V € Fj tal que
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x €V C BC A. Con lo que se concluye que B, es una base. O

Ahora, introduciremos al axioma de separacién Ty.
1.3.8. Definicién. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que:

1. (X, 7) es un espacio T} si para cualesquiera puntos distintos z y y de X, existen
subconjuntos abiertos U y V de X talesque x e U\ V yye V\U.

2. (X,7) es normal o Ty si X es un espacio T} y para cualesquiera subconjuntos
cerrados ajenos Fy y Fy de X, existen abiertos ajenos A; y Ay de X tales que
Fi CAy F> C A

El siguiente teorema se le conoce como Lema de Urysohn. La demostracién de éste
lo haremos utilizando el principio de elecciones dependientes.

1.3.9. Teorema. Sea X un espacio normal. Supongamos que F' y G son subconjuntos
cerrados ajenos de X. Entonces existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que

fIF1 € {0} y fIG] € {1}

DEMOSTRACION. Sea D = QN [0, 1], y considérese D = {g,|n € w} una enumeracién de
D tal que go = 0y ¢1 = 1. Consideremos V; = X \ G, como X es un espacio normal,
existen abiertos U y V de X talesque F CU, G CV y UNV = (). Definamos Vy = U
y consideramos al conjunto:

A= {{Uy, }n<mIm € w\ {0};Vn € {0,...,m}, Uy, es un abierto en X;

FCUyyU =X\G;sir<sconr,s€{q,...,qnm}, entonces U, C Ug}.

Considerando {Uy, }n<1 donde Uy =V y Uy = Vi. Tenemos que {Uy, }n<1 € A, pues
FCU=V, Vs =X\Gyademds si r < s, entonces r =0y s = 1; y observando que
Up=Vo € X\V,entonces Vg C X\V = X\ V. Por lo tanto, U, =V, C X \V C
X\ G =V, =Us. Con lo que se tiene que A # ).

Sobre A definimos la siguiente relacién R:

e Sean {Ug, tn<m, ¥ {Vyn fn<m, elementos del conjunto A. Escribiremos
{an}némlR {an}némz
si:

L. {an}n<m1 2 {an}n<m2’

2. mi =mg+ 1.
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Sea {Uy, tn<m € A. Tomemos r = maz{qy |k < m; qx < gms1} y s = min{g |l <
m; Gm+1 < q}. Como:

Vde D\{1}: d<1yVde D\{0}: d>0,

tenemos que {qr |k < m; gk < gmi1} # 0y {q |l <m; gm+1 < q} # 0, entonces existe
tanto el méximo r como el minimo s. Ademds r,s € {qo,...,qn} tales que r < s, pues
r < gms1 < s, por lo que U, C Us.

Como X es un espacio normal, para los subconjuntos cerrados U, y X \ U existen
abiertos ajenos A y B tales que U, C Ay X \ Us C B.

Definimos {V,, }n<m+1 dada por:

Ug, sin<m
Vo, = .
A sin=m+1.

Note que {Vy, tn<m+1 2 {Uqg, }n<m.

AFTRMACION(1): {V,, }n<mi1 € A.

En efecto: Tenemos que para cada n € {0,...,m + 1}, U,, es un abierto en X.
FCU=WyW=U =X\G. o
Por otro lado, sean R,o € {qo,-..,qm+1} tales que R < o, se afirma que Vi C V.

Caso(1): R,0 € {qo,...,qm}, entonces Vg = Ur C U, = V.

Caso(2): R € {qk"’@} Y 0 = Gmi,
R =7, tenemos que Vg =Ur =U, CA=V,, .,
Vi=UrCU. CUCA=V, =V,

como R < 0 = @41, entonces R < r. Si
= V,. Por otro lado, si R < r, entonces

Caso(3): R =qm+1y o € {qo,---,qm}, como ¢gnt1 = R < o, entonces s < o. Si
s =o,tenemosque Vg =V, ., = AC X\B CUs =V, = V,, entonces Vg C X\B C V.
—ACX\BCU, =

Por otro lado si s < 0, Vs = Uy C Uy, = V,,, ademas Vg = V..,
Vs C Vs CV,, de aqui que Vg C Vi C V.

Se concluye que {V, }n<m+1 € A. X
Por el principio de elecciones dependientes existe una funcién g : w — A tal que

Vnew: g(n+1)Rg(n).

Consideremos al elemento F' = (J,,,, g(n). Note que F' es una sucesién de conjuntos
con las siguientes propiedades:
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e Si F' = {U,, }necw entonces:

1. Vn € w, U, es abierto de X.
2. FgonU1:X\G
3. Sir < s, conr s € D entonces U, C Us.

Consideramos f : X — [0,1] dada por:

f(2) = inf{rre Dz €eU,} size X\G
1 sizeG.

Note que f es una funcién bien definida puesto que si z € X \ G = U; entonces 1 €
{reD:xeU}. Ademas, {re D:zecU,} C|0,1]. Luego, existe inf{r € D :z € U,}
y ademdas 0 < inf{re D:xz e U,} < 1.

Por otra parte, tenemos que f(G) C {1}. Siz € F entonces z € Uy y z € X \ G. Por
lo que en este caso f(z) = 0.

Antes de probar que la funcién f es continua demostraremos las siguientes afirma-
ciones. Sean z € X y a,b € (0,1).

AFIRMACION(2): Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. f(z) <a,
2. Existere Dconr<atalquex €U,y x e X \G.

(1) = (2)] Si f(z) < a < 1. Como primera observacién tenemos que z € X \ G.
Entonces f(z) =inf{r € D :z € U,} < a. Por lo tanto existe r € D con r < a tal que
zelU yre X\G.

(2) = (2)] Siexiste 7 € D con 7 < a tal que z € Us y x € X \ G. Entonces
flz)=inf{reD:x €U} <7 <a. Porlotanto f(z) <a X

AFIRMACION(3): Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. f(x) > b,
2. Existe r € D con r > b tal que x € X \ U,.

(1) = (2)] Si f(z) > b, entonces se tienen los siguientes casos.

Caso(1): Si x € G. Como G = X \ Uy, se tiene el resultado.
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Caso(2): Six € X \ G. Entonces f(x) = inf{r € D : x € U,} > b. Por lo tanto
existe 7 € D con 7 > b tal que z € X \ Uy.

(2) = (1)] Si existe r € D con r > b tal que x € X \ U,. Supéngase que f(z) < b <1
entonces f(x) = inf{F € D : v € Uz} < b < r. Por lo tanto existe p < r tal que
zeU,C 7,) C U,, lo que seria una contradicciéon. Con todo lo anterior se concluye que
f(x) >0b. X

AFIRMACION(4): Los siguientes enunciados son equivalentes:
1. f(x) >0,
2. Existe r € D con r > b tal que x € X \ U,..

(1) = (2)] Si f(z) > b. Por la afirmacién anterior tenemos que existe r € D con
r > b tal que x € X \ U,.

Sea7€ D conb< 7 <r. Seafirmaque x € X \ﬁ; En efecto: Si z € Uy entonces
x € Uz C Uy, lo que serfa una contradiccién. Por lo tanto z € X \77:

(2) = (1)] Siexister € D conr > btal que z € X \U,. Entonces z € X\U, C X\U,.
Y por la afirmacién anterior concluimos que f(z) > b. X
De esta manera, la AFIRMACION(2) implica que f~[[0,a)] = (U, cpprea Ur) N (X\

G), mientras que la AFIRMACION(4) garantiza que f~'[(b,1]] = U,cpprap(X \ Ur).
Por lo tanto f es una funcién continua. O

Enunciaremos algunos teoremas relacionados con los espacios normales, los cuales se
demostraran sin recurrir al axioma de elecciéon para conjuntos arbitrarios.

1.3.10. Teorema. Sean X un espacio Hausdorff y K1, Ko C X subespacios compactos
no vacios de X. Si K1 N Ky = () entonces existen abiertos ajenos U y V en X tales que
KiCUy K, CV.

DEMOSTRACION. Consideramos:

B = {B C X abierto|3U cubierta abierta finita de K; tal que BN UU =0}.

Se afirma que Ky C |JB. Efectivamente: Sea y € Ks. Definimos al conjunto B =
{B C X abierto|3V C X abiertotalque y € V.y VN B = (}. Sea z € K;, como
y € X \ K1, entonces x # y. Por otro lado, como X es Hausdorff, existen B, B, C X
abiertos tales que x € B,,y € By y B, N By = (. Vemos que B, € g, ademas x € By,
por lo tanto x € Ug Asi pues, como K7 es compacto, existen By,..., B, € B tales que
K1 € UL, Bi. Como By,...,B, € g, entonces existen Vj,...,V, C X abiertos tales
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que para cada i € {0,...,n}: y € Vi y VN B; = (. Tomamos (;",V;. Tenemos que
y € Niey Vi, ademds se afirma que (g Vi N Uj_y Bi = 0. En efecto: Supéngase que
z € Ny VinUiL, Bi, luego existe j € {0,...,n} tal que z € Bj; pero z € Vj}, por lo que
z € V;NBj =0, lo cual es una contradiccién. Observe ahora que ()i, V; es abierto. Por
lo tanto, para cada y € Ko, existe B abierto tal que existe U cubierta abierta finita de
K tal que BNJU = 0; es decir Ky C JB.

Como K es compacto, existen By,...,B,, € B tales que Ky C (J;-,B;. Para
cada j € {0,...,m}, existe U; cubierta abierta finita de K; tal que B; N JU; = 0.
Consideramos V = U;.":O BjyU= ﬂ}nzo UY;. Tenemos que UNV =0, puessir € UNV,
entonces existe k € {0,...,m} tal que r € By, pero también r € | JUy, lo que seria una
contradiccién. Obviamente Ko C V. De esta forma, sélo bastaria probar que Ky C U.
Para esto, sean r € Ky y j € {0,...,m}, entonces r € | JU;, por lo tanto r € U. O

1.3.11. Teorema. Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio Hausdorff compacto y sean F}, F» conjuntos cerrados
ajenos en X. Como X es compacto, tanto F; como F5 son subespacios compactos.
Ademas F; y F5 son ajenos, por lo tanto existen abiertos U y V abiertos ajenos tales
que F1 CU y F, C V. Por ultimo, X es T3, pues X es Hausdorff. O

1.3.12. Teorema. Si (X, 7) es Ty entonces para todo subconjunto cerrado F C X y
para cada subconjunto abierto U tal que F' C U, existe un abierto W tal que F C W C
W Cu.

DEMOSTRACION. Obviamente X es T. Sea F' C X cerrado y U € 7 tales que F C U.
Consideremos G = X \ U. Note que F y G son cerrados tales que F NG = (). Como X
es Ty, existen A y B abiertos tales que ANB =0, FC Ay G=X\U C B. Entonces
FCACX\BCU,tomando W = A, tenemosque FCW CW C X\ BC X\BCU.

O

Ahora veremos una definicién bésica que utilizaremos a la hora de probar que todo
espacio compacto que cumple 2AN es metrizable.

1.3.13. Definicién. Un espacio X se llama localmente compacto si todo punto de X
tiene una vecindad compacta.

Todo espacio compacto es localmente compacto, pues todo espacio es vecindad de
cada uno de sus puntos. A continuacién estableceremos una propiedad til de los espacios
localmente compactos.

1.3.14. Teorema. Sea X un espacio Hausdorff. Si X es localmente compacto, entonces
para cada v € X y para cada V abierto tal que x € V, existe K compacto tal que
x€imtx(K)CKCV.
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DEMOSTRACION. Seanz € X y V C X abierto tal que x € V. Tomemos K una vecindad
compacta de z en X. Entonces V Nintx(K) C K es un abierto no vacio en el compacto
KyzeVnintx(K). Como X es Hausdorff, entonces K es Hausdorff y compacto, por
lo que K es Ty, entonces existe B abierto en K tal que z € B C B cvn intx(K).
Luego existe U C X abierto en X tal que K NU = B. Como K es una vecindad de x en
X, tenemos que z € intx(K)NU C KNU =B C B". Note ahora que intx(K)NU es
un abierto de X y que B es compacto y que Ek cV. ]

A continuacién demostramos un interesante teorema de metrizacion.

1.3.15. Teorema. Todo espacio compacto y Hausdorff que cumple 2AN es metrizable.

DEMOSTRACION. Sea K un espacio Hausdorff que cumple 2AN. Sean x € K y U C K
abierto tal que x € U. Como K es compacto, K es localmente compacto y Hausdorff,
entonces existe K compacto tal que x € K C U. Observe que K y K\ U son cerrados
tales que KN(X\U) = (), ademéds K es Ty, pues es Hausdorff y compacto. Por el lema de
Urysohn, existe una funcién continua f : K — [0, 1] tal que f[K] C {1} y f[K\U] C {0}.
Tenemos que z € f~1R\ {0}] C U (pues z € K, por lo que f(x) = 1). Por lo tanto el
conjunto B = {f1[R\ {0}]|f : K — R es continua} es una base en K. Asf pues existe
una sucesién de funciones continuas {f,}new tal que los conjuntos C, = f, }[R\ {0}]
forman una base de K.

Ahora consideremos la funcién F : K — R* dada por F(x) = {fn(z) }new, se afirma
que F es continua. En efecto: Sean x € K y A C R¥ abierto tal que F(z) € A.
Como A es abierto, existen ag,...,0m € Wy Aags-- -, Aa,, abiertos sobre R tales que
F(z) € Ny, (Ag,) € A, donde I, : RY — R es la o; — ésima proyeccién de RY.
Como cada f,; : K — R es continua, para cada j € {0,...,m}, existe B,; C K abierto
con & € By, tal que fo, (z) € fao;[Ba;,] € Aa;. Sea B = ()L Ba,. Por construccién,
para cada j € {0,...,m}, x € B,,. Ahora bastard probar que F[;_, Bs,] € A. Para
ello, sea z € F[:", Ba,]. Entonces existe Z € (", Ba, tal que f(Z) = z, por lo que
para cada j € {0,...,m}, Ily;(2) = g, (F(2)) = fo,(2) € fo,;[Ba;] € Aq,; por lo tanto
z € Nty I 1 [Ag,] C 4; es decir, F es una funcién continua.

Ademads F es una funcién inyectiva, pues si x,y € K son tales que x # y entonces
existe un abierto basico C), tal que z € C,, y y ¢ C,,, por lo que f,(x) #0y fo(y) =0,
y de aqui que F(x) # F(y).

Como R“ es un espacio de Hausdorff, F[K| es Hausdorff, asi pues existe una funcién
continua e inyectiva entre el compacto K y un espacio métrico Hausdorff F[K], por lo
que tal funcién es un homeomorfismo. Por lo tanto K es metrizable, pues es homeomorfo
a un espacio metrizable. O

Para terminar la discusion sobre espacios polacos generales y algunas de sus propie-
dades, veremos el siguiente teorema, el cual nos dard una condicién muy importante de
cuando un producto de polacos puede ser polaco.
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1.3.16. Teorema. Sea {X,};c; una familia de espacios topoldgicos, y supongamos que
X =Tl Xi # (). Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X cumple 2AN.

2. Vi e I: X; cumple 2AN y cada uno de estos factores tienen la topologia indiscreta,
excepto quizas a lo sumo una cantidad infinita numerable de ellos.

DEMOSTRACION. (1) = (2)] Supéngase que (X,7) cumple 2AN y consideremos al si-
guiente conjunto

U={U-= HGi]Gi es abierto en X; y el conjunto Iy = {i € I|G; # X;} es finito}.
el
El conjunto U es una base para X. Como X cumple 2AN, U/ contiene a una base
numerable para X. Tomemos una de estas bases y llamémosle B = {U,, = [[;c; Gin}new,
y como notacién, para cada n € w, consideremos al conjunto I,, = {i € I|G; , # X;}.
Se afirma que para cada ¢ € I, el conjunto {G; », }new €s una base para X;. En efecto:
Supongamos que ) # A C X; es un abierto en X; y que y € A. Como X # (), podemos
encontrar un punto x € X. Definamos ahora al punto § € X por medio de:

@(j)z{y. womn
x(j) sijel\{i}.

Por otro lado, tenemos que H;l(A) es un abierto en X. Ademds, y € II; 1(4). Como
B es base de X, existe Uy = [[;c; Gjn € B tal que §j € Uy C I, ' (A). Entonces y €
Gin C A. Efectivamente, como g € Uy tenemos que y = g(i) = I1;(§) € G; n. Ademas,
Uy C T H(A) implica que I;(Uy) C TL;(7r; 1(A)) € A. Pero IL;(Uy) = IL(ILer Gin) =
Gi n. Por lo tanto, la coleccién {G; ,, }new €s una base para X;; y con esto, X; cumple el
2AN.

Por otro lado, consideremos J = J, ¢, In, €l cual es un subconjunto numerable de I.
SiI\J =0, entonces J = I, por lo que tendrfamos un producto de una cantidad a lo
més numerable de conjuntos que cumplen 2AN. Por otro lado, si I\ J # (), para cada
i € I\ J fija, tenemos que:

Vnew: Gz‘,n = X;,

luego, si i € I\ J entonces {X;} es una base para X;, con lo que se concluye que X; tiene
la topologia indiscreta para cada i € I\ J. Por lo tanto, en este caso, todos los factores
de X tienen la topologia indiscreta, excepto una cantidad a lo més numerable de ellos,
y estos ultimos cumplen 2AN.

(2) = (1)] Si cada X; tiene una base numerable y todos ellos tienen la topologia
indiscreta, excepto quizas una cantidad numerable de ellos, probaremos que X cumple
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2AN. Esto lo haremos en dos casos.

Caso(1): Vi € I, B; = {X;}. En este caso, tenemos que cada espacio (X;,7;) es
indiscreto, y por lo tanto (X, 7) cumple 2AN.

Caso(2): Existe i € I tal que existe una base para X; con B; # {X;}. En este caso,
para cada j € I tomaremos las siguientes bases: Si X; tiene la topologia indiscreta,
entonces tomamos B; = {X;}. Como la cantidad de los espacios topolégicos que no
tienen la topologia indiscreta es numerable, entonces hacemos uso del axioma de elecciéon
para conjuntos numerables. Tomamos una unica base numerable B; para X;. Con lo
anterior en mente, consideramos:

U={U= (I, [Ba]lm € w;¥i € {0,...,m}, Ba, € Ba,},
=0

probaremos que U es una base para X. Sean () # A C X abierto en X y x € A, entonces
existen aq, . . ., oy, € I tales que z € (2 I3 [Aq,] € A, donde para cadai € {0,...,m},
An; € Ta, ¥ () € Ay, Entonces para cada j € {0,...,m}, existe B,, € By, tal que
r(a) € Ba; € Aq;, por lo que para cada j € {0,...,m}, z € H;]_l [Ba,;] € H;jl[Aaj]; es
decir, z € N, H;il [Ba,] € Ni%y H;il [Aq,] € A. Por lo tanto, U es una base para X.
Ademds, como para cada i € I, H;l[Xi] = X, se tiene que U es numerable. O

De este 1ltimo teorema vemos que el producto de una cantidad no numerable de espa-

cios polacos no es polaco, a menos que todos sus factores tengan la topologia indiscreta,
excepto quizas a lo mucho una cantidad numerable de éstos.
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Capitulo 2

Espacios de sucesiones

En esta parte de la tesis veremos algunas observaciones acerca de los espacios de suce-
siones, para después discutir sobre dos casos particulares de éstos, a saber, el espacio de
Baire y el de Cantor.

2.1 Espacio de sucesiones

Si X es un conjunto arbitrario no vacio, lo podemos considerar como espacio topoldgico
al dotarlo con la topologia discreta. Esta es completamente metrizable, pues es inducida
por la métrica discreta.

La siguiente proposicién nos da algunas propiedades de los productos de espacios
discretos.

2.1.1. Proposiciéon. Sea X un conjunto no vacio dotado con la topologia discreta.
Entonces:

1. X es separable si y solo si X es finito o numerable.

2. El producto de Tychonoff X" (n € w\ {0}) es un espacio topoldgico discreto.

3. El espacio de todas las sucesiones en X, X%, no es un espacio discreto si | X| > 2.
4. El espacio discreto X™ (n € w\ {0}) es polaco si y sélo si | X| < w.

5. Si |X| < w entonces X“ es un espacio polaco.

DEMOSTRACION. (1) Si X es separable, podemos considerar un conjunto denso numer-
able D de X. Si y € X entonces {y} es un abierto para X, por lo que D N {y} # 0;
es decir y € D. Por lo tanto X C D, y de aqui que la cardinalidad de X sea a lo maés
numerable.

39
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Por otro lado, si X es finito o numerable, entonces X es un conjunto denso numerable
para X, por lo que X es separable.

(2) Basta demostrar que si € X" entonces {z} es abierto en X". Pero si z €
X", entonces para cada i € {0,...,n}, {z(i)} es un abierto en X. Por lo tanto
Ni—o I [{z(i)}] € {z}. Por lo que la topologia producto de Tychonoff y la topologia
discreta coinciden.

(3) Si{z,y} C X, con z # y, podemos definir al siguiente elemento de X%, z : w — X
dada por:
ik=0
) =90 2T
y sikew){0}.

Observe que si {z} fuera un abierto para el producto de Tychonoff de X“, entonces
existirfan ag,...,om € wy Aag, ..., Aq,, abiertos en X tales que z € 2, H;I[Aai] C
{z}. Consideremos al elemento % : w — X dada por:

(k)—{:U sikew\{ag,...,am}

z(a;) sl k = g, para alguna i € {0,...m}.
Vemos que 2 € (1" I; H[Aq,], pero 2 # 2.

(4) Si X™ es polaco. Entonces X" tiene la topologia discreta y es separable. Por el
inciso (1), tenemos que | X| < |X™| < w. Por lo tanto, |X| < w.
Por otro lado, si |X| < w. Entonces X es polaco. Por lo tanto X™ es polaco.

(5) Como | X| < w entonces X es polaco. Por lo tanto X es polaco. O

A continuacién introduciremos una definicién que nos serda muy util.

2.1.2. Definicién. Si X es un conjunto no vacio. Dada 2 € X“ y n € w, x}, es el
elemento en X™ dada por:

Vi e {0,...,n}: x}, (i) = z(i).
Con la definicién anterior en mente, procedemos a probar el siguiente lema.
2.1.3. Lema. Si X es un conjunto no vacio dotado de la topologia discreta. Entonces:
1. La familia Bx = {Bs = {z € X%|x}, = s}|n € w A s € X"} es una base para X“.

2. Para cada s € |J,., X!, By es un abierto-cerrado.

€W
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DEMOSTRACION. (1) Sea ) # A C X*“ un abierto para el producto de Tychonoff de X*
y sea € A, entonces existen ag,...,q, € w tales que z € (2, H;il {x(ay)}] C A.
Tomando n = méax{ay,...,®,}, consideramos a By, . Notemos que z € By, =
N T ()} € Ny I [{z(a;)}] € A, por lo que Bx es una base para X“.

(2) Sin € wy s € X" se afirma que X¥ \ By = UteX"\{s} B;. En efecto: Sea
z € XY\ Bs, entonces existe k € {0,...,n} tal que z(k) # s(k), por lo que z[, € X"\ {s}
y z € B;, . Luego z € UteXn\{S} B;.
Por otro lado, si z € ;e xn\ (5} Bt entonces existe ¢ € X"\ {s} tal que 2|, = ¢, si
z € Bs, entonces
Vi e {0,...,n}: s(i) = z(i) = t(3);

es decir t = s, lo que seria una contradiccién. ]

Los espacios topoldgicos que tienen una base formada por subconjuntos que son
abiertos y cerrados a la vez tienen un nombre especial.

2.1.4. Definicién. Todo espacio topolégico con una base conformada por abiertos que
a la vez son cerrados se le conoce como espacio cero-dimensional.

De esta manera hemos demostrado que para cualquier espacio discreto X, el espacio
X¥ (cuya topologia es la topologia producto) es un espacio cero-dimensional.

2.2  Arboles

Recordemos que para que X“ sea un espacio polaco se necesita que X sea finito o nu-
merable y que X tenga la topologia discreta. Sin embargo, en esta seccién trabajaremos
con X%, donde X no es necesariamente de cardinalidad finita o numerable. Con esto en
mente, daremos algunas definiciones que nos serviran en nuestra discusién.

2.2.1. Definicién. Llamaremos al conjunto X< = |J, ., X" conjunto de sucesiones
finitas en X.

2.2.2. Definicién. Para cada sucesién finita s € X <% llamaremos longitud de s a su
dominio, y lo denotaremos por [(s).

2.2.3. Definicién. Un 4rbol A en un conjunto X es un conjunto A C X <% tal que si
s€ Ay nel(s), entonces z;, € A. A cada elemento de un drbol le llamaremos nodo.

2.2.4. Observacidon. Si A es un arbol y s,t € A entonces definimos:

s<t <= sCt
< Graf(s) C Graf(t),
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donde Graf(s) es la grafica de la funcién s. Resulta que (A4, <) es un conjunto parcial-
mente ordenado. Si s < ¢, diremos que t extiende a s o que s es una restriccién de
t.

2.2.5. Observacion. Con la relacién < definida en la observacion 2.2.4. Tenemos que si

A es un arbol y s,t € A, entonces: s <t si y sélo si bl = 8-

DEMOSTRACION. Note que como th Y s tienen los mismos dominios y codominios,
entonces bastard probar que ambos tienen la misma regla de correspondencia. Supéngase
que s < tyseax€l(s)={0,...,n—1}. Entonces (z,s(z)) € Graf(s), como Graf(s) C
Gréf(t), tenemos que (z,s(x)) € Graf(t) y (z,t(x)) € Graf(t). Por otro lado, como t es
funcién entonces t(z) = s(z). Ademds z € [(s), por lo tanto ¢,  (z) = t(z) = s(z).

Por otro lado, si ¢, = s. Sea x € Gréf(s). Entonces x = (i,s(i)) para algin
i € I(s) ={0,...,n— 1}. Por hipétesis tenemos que z = (4,1}, (i) para algtin i € [(s);
es decir z = (4,(:)) € Graf(t). Por lo tanto s < t. O

2.2.6. Definiciéon. Sean X un conjunto no vacio y A un arbol sobre X.

1. Un camino en A es una sucesion x € X“ tal que z;, € A para cada n € w.
Denotaremos por [A] al conjunto de todos los caminos en A.

2. Una rama de A es un subconjunto totalmente ordenado de A maximal respecto a
la contencion.

3. Un nodo terminal de A es un nodo que no puede extenderse propiamente a otro
nodo de longitud mayor.

Antes de seguir dando maés definiciones, haremos algunas observaciones acerca de la
definicién de rama.

2.2.7. Proposiciéon. Una rama R de un drbol A no puede tener mas de un elemento
de cada longitud n.

DEMOSTRACION. Si suponemos que s,t € R son tales que [(s) = () y si t # s, entonces
existe k € [(s) tal que s(k) # t(k). Pero (k,s(k)) € Gréaf(s) y (k,t(k)) € Gréaf(t). Asi
que si s < t, entonces (k,s(k)) € Graf(t) y (k,t(k)) € Graf(t), y como t es funcién,
t(k) = s(k). Por otro lado, si t < s, entonces (k,t(k)) € Graf(s) y (k, s(k)) € Graf(s), y
como s es funcién, se concluye que s(k) = t(k), lo que serfa también una contradiccién.
Por lo tanto s = t. O

2.2.8. Proposicién. Si una rama R contiene a un nodo s entonces contiene a cada una
de sus restricciones.
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DEMOSTRACION. Suponga que s € R. Supéngase ademés que existe k € [(s) tal que
s, ¢ R. Consideramos al conjunto A = RU {sy, }, vemos que R C A.

Se afirma que A es un conjunto totalmente ordenado. En efecto: Note que bastara
probar que cualquier elemento de R es comparable con s, pues los demds elementos
son comparables el uno con el otro, y las propiedades de reflexividad, antisimetria y
transitividad ya se cumplen para todo elemento de A ya que son resultado de algunas
propiedades de la contencién de conjuntos. Sea p € R.

Caso(1): I(p) < Il(s},). Tenemos que p, s € R, por lo que son comparables. Pero
como (s},) < I(s) entonces p < s, por lo tanto sy, = p.

Se afirma que s;, = (s},),,,- Efectivamente, sea m € I(p) < k entonces s}, (m) =
s(m) = ST (m) = (sfk)fz(p) (m).

De esta forma se concluye que p = s (s, )[l( ) es decir que p <

oy =
Caso(2): k =1(s},) <l(p). Para probar que p y s}, son comparables, bastara probar
que p;, = 8|, lo cual probaremos a partir de dos subcasos

El primero de los subcasos es si I(p) < I(s). Como s y p son comparables entonces
S}y, = P>y como k < [(p), tenemos que py, = (Sy,,))1,-

AFIRMACION(1): (s Sl )1s = Si,- En efecto: Seam € {0,...,k—1} C I(p) entonces
st (m) = s(m) = sy, (M) = (S, )11 (M)- B
De esta forma, con la Afirmacién (1), se concluye que pj, = (s}, )1, = Spy-
El otro subcaso es si [(s) < [(p). Primero observemos que k = I(s;,) < I(s) < I(p),
por lo tanto tiene sentido considerar al elemento (py, s >) Ademas, p y s son compara-
bles entonces py, ;= s, por lo tanto s, = (py,,)1y-
AFIRMACION(2): (Pl )1 = Pri- En efecto: Seam € {0,....k—1} CI(s) C l(p)

entonces p(m) = py,, (m) = (p,, )1, (M) X
De esta forma, con la Afirmacién (2), se concluye que s;, = (py, ., )1, = Pli-

De esta forma tenemos que A es un conjunto totalmente ordenado tal que R C A,
lo que contradiria la hipétesis de que R es un conjunto totalmente ordenado maximal
respecto a la contenciéon. Por lo tanto, R contiene a cada una de las restricciones de s.

O

2.2.9. Proposicién. Toda rama finita no vacia R de un drbol A son de la forma
{0}, tn<m+1, donde o es un nodo terminal de A tal que I(c) = m.
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DEMOSTRACION. Como R es totalmente ordenado, finito y distinto del vacio, existe
o € R tal que para cada s € R, s < 0. Suponga que [(c) = m. Como cada restriccién
de o estd en R, se tiene que {0}, }n<ms1 € R.

Por otro lado, sea s € R tal que I(s) = n, note que n < m + 1. Suponga que s # o},,,
entonces la rama R tiene dos elementos distintos con la misma longitud, lo que seria una
contradiccién. Por lo tanto s € {0}, }n<m+1- O

2.2.10. Proposicién. Sea X un conjunto no vacio (dotado con la topologia discreta) y
0+ AC U, X' Suponga que existe f:w — A tal que:

Vnew: f(n+1)D f(n)AI(f(n+1))=1(f(n))+1
Entonces:
1. Para cadan € w, l(f(n)) > n.

2. Para cadan € w, [Upe, f(K)]1, = f(n)),..

DEMOSTRACION. (1) Note que I(f(0)) > 0
W(fln+1))=1(f(n)) +1=>n+1.

Si suponemos que [(f(n)) > n entonces

(2) Sean € w fijo. Por el inciso anterior, tiene sentido considerar f(n);,. Como ambas
funciones tienen el mismo dominio y el mismo codominio, bastard probar que tienen la
misma regla de correspondencia. Sea j € {0,...,n—1}, tenemos que [J,c,, f(¥)]}, () =

Urew f(K)](j) entonces existe ko € w tal que [Jye,, f(F)](5) = f(ko)(J)-

Caso(1): ko < n. Entonces f(ko) C f(n), por lo tanto f(n);,(j) = f(n)(j) =

Sy () = F(ko)(G) = Urew F(RIG) = [Urew f(R)]1, (7). Entonces f(n)y, =
[Urew F(B)]1,

Caso(2): ko > n. Entonces f(n) C f(ko), por lo tanto f(n);,(j) = f(n)(j) =
SRty (3) = F(ko)(G) = [Uew F(R)G) = [Upew f(K)]1. (). Entonces f(n)y,
Ukew f(R)]1,.- O

2.2.11. Proposicién. Para cada rama infinita R de un drbol A existe x € [A] tal que
R ={z, }new-

DEMOSTRACION. Primero notemos que por ser R infinito, tenemos que R # (.
Por otro lado, sobre la rama R definimos la relacion R:

e Sean t1,to € R. Escribiremos t1R to si:

1. t1 D tg,
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2. U(t) = I(ts) + 1.

Sea t € R. Suponga que [(t) = n entonces {t,,...,t;,} € R. Como R infinito,
existe € R tal que para cada i € {0,...,n}, r # t;,. Sabiendo que en toda rama no
puede haber més de un elemento con la misma longitud, tenemos que I(r) > n = ().
Ademas R es totalmente ordenado, por lo tanto se tiene que r y ¢ son comparables.
Luego ry,,, =1}, =t entonces r 2ty l(r) =2 n+1, por lo tanto tiene sentido considerar
al elemento r, . Por lo que se concluye que 7}, ., Rt.

Por el principio de elecciones dependientes, existe una funcién f : w — R tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Consideramos = = J,,, f(k), se afirma que R = {x}, }necw. En efecto: Sea z € R tal
que I(z) = m. Como R es una rama y z},, = [Ue, f(k)]},. = f(m)},, € R entonces
z = f(m)1,, = Upew f(B)]},, = 2, (ver 2.2.7).

Para la otra contencién, sea n € w fija. Entonces z}, = [Uye,, f(k)]}, = f(n);, € R.
Por lo tanto, R = {z}, }new-

Por dltimo, se afirma que x € [A]. En efecto: Sea n € w. Entonces z;, =
Urew f(B)]1, = f(n);, € R C A. Por lo tanto x € [A]. O

Enseguida definiremos algunos tipos de arboles.
2.2.12. Definicién. Sea A un arbol. Diremos que:

1. A estd bien podado si no tiene nodos terminales. Es decir, si todos sus nodos se
pueden extender a otros elementos de A de longitud mayor.

2. A es perfecto si todo nodo s € A admite dos extensiones incompatibles s1 y s que
son elementos de A. Es decir, estas dos extensiones son de tal forma que existe n
en el dominio comin de s; y de sy tal que s1(n) # s2(n).

3. A estd finitamente ramificado si cada uno de sus nodos tiene un nimero finito de
extensiones inmediatamente posteriores que estdn a su vez en A. Es decir, estas
extensiones tienen longitud una unidad mayor que el nodo inicial.

2.2.13. Definiciéon. Un espacio topoldgico X es perfecto si no tiene puntos aislados.
Es decir, carece de puntos x € X tales que z € X \ der(X), donde der es el operador
derivado.

2.2.14. Teorema. Sea X un conjunto no vacio (dotado con la topologia discreta). Los
cerrados en X*“ son los conjuntos de la forma [A], donde A es un drbol en X que podemos
tomar bien podado.
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DEMOSTRACION. Sea A un arbol en X, tenemos que [A] es cerrado en X%, pues si
r € X“\ [A], entonces existe n € w tal que z}, ¢ A. Porello, z € B;, C X“\[A], luego
X%\ [A] es abierto.

Por otra parte [#] = ), por lo que bastard verificar que para cada cerrado C' C X*“ no
vacio existe un drbol A tal que [A] = C. Para hacer esto tltimo, si C C X“ es cerrado
consideramos al siguiente conjunto A = {z |z € C, n € w} C X<, Tenemos que A es
un 4rbol. Ademds, A estd bien podado, ya que si x € C'y n € w, tenemos que x},,, € 4,
Yy T,,, € una extensién cuya longitud es mayor a la de x,, por lo que A estd bien
podado.

Observemos que C' C [A], puessi z € C'y n € w entonces z;, € A, por lo tanto z € [A].
Ahora, si x € [A] entonces para cada n € w, z;, € A, por lo que existe y € C tal que
Ty, = ¥,, luego para cada n € w, By, NC # (. Observemos que los abiertos { Bz, }tnew
forman una base de vecindades de x en X%, pues si M C X% es un abierto tal que

@ € M entonces existen aq, ..., oy, € w tales que (2o I3 [{zqa,}] € M; consideramos
k = max{ao,...,amn}, se concluye que x € ﬂf:o I ] € N2 II, ' [{zq,}]. De esta
manera x € C, pero C = C, pues C es cerrado. Por lo tanto [4] = C. O

Observemos que en el teorema inmediato anterior hemos probado que si A es un arbol
(no necesariamente bien podado) entonces [A] es un cerrado en X¥.

2.2.15. Teorema. Sea X un conjunto (dotado con la topologia discreta) y A # () un
arbol bien podado en X. Entonces, son equivalentes:

1. A es un arbol perfecto.

2. El cerrado [A] es perfecto.

DEMOSTRACION. (1) = (2)] Supéngase que existe x € [A] tal que = es un punto de ais-
lado de [A], entonces existe una vecindad abierta de la forma B, tal que By, N[A] =

AFIRMACION: x, no puede tener dos extensiones distintas de longitud mayor que
n en A.

En efecto: Sea s; € A una extensién de x;, con longitud mayor que n, tal que

s1 # Tlye)- Construiremos y € X* tal que y; S1.

I(s1) -
Consideramos A = {s € X<¥|s D s1, s € A}, observemos que A # () pues s1 € A.
Sobre A definimos la relacién R:

e Sean s,t € A. Escribiremos sR t si:

1. s Ot,
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2. U(s) = I(t) + 1.

Sea t € A. Como A estd bien podado, existe o extensién de ¢ con longitud mayor a I(t)
que estd también en A, por lo que [(o) > I(t) + 1, tomamos s = o7}, Tenemos que
s € A, pues A es un arbol. Ademés s Dt D sy.

Por el principio de elecciones dependientes, existe una funcién f : w — A tal que:

(t)+1°

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Consideramos y = (J,,c,, f(n). Vemos que y € X*, ademds observemos que [(f(0)) >
I(s1), y de aqui que f(0), , tenga sentido. Y como f(0) 2 s1 entonces f(0),, , = s1.

Ademds, observemos que y, ., = f(0),, - Puessim € l(s1), tenemos que y;,_ , (m) =
y(m); por otro lado existe k € w tal que y(m) = [U,,c,, f(n)](m) = f(k)(m). Observe-
mos que k > 0, por lo que f(k) 2 f(0). Con todo lo anterior en mente, tenemos que
f(O)rl(Sl)(m) = f(0)(m) = f(k)(m) = y(m) = yh(SI)(m), con lo que se concluye que
Yy = SOy

Por lo tanto s1 = f(0)},, ) = ¥1.,)-

Asi pues z;, = (s1)}, = (y“(sﬂ)rn = ¥|,- Tenemos que existen z,y € X“ tales
que T}, = y,, Pero & # y, pues zy, . # s1 = yj,, . Por construccién, se tiene
que y € [A], pues si r € w, entonces y;, = [Upe, f(k:)]]rr = f(r);, € A. Por lo que
{z,y} C By, N[A] = {z}, esto 1iltimo serfa una contradiccién. X

De esta manera, por la Afirmacién anterior tenemos que A no es un arbol perfecto.

(2) = (1)] Si [4] es perfecto. Como A # (), consideramos s € A de longitud n,
queremos probar que A tiene extensiones para s de longitud mayor que sean incompatibles
entre ellas. Construiremos z € [A] tal que z}, = s. Consideramos al conjunto B = {0 €
Alo D s}, tenemos que s € B, por lo que B # ().

Sobre B consideramos la relacién R:

e Sean 01,09 € B. Escribiremos 1R o9 si:

1. o1 2 09,
2. l(oy) =(o2) + 1.
Sea o € B, como B esta bien podado, existe 7 € B una extension para o de longitud

mayor, entonces [(7) > (o) + 1. Tomamos 7y, el cual 7y, , ‘R o. Por el principio
de elecciones dependientes, se tiene que existe una funciéon F : w — B tal que:

Vmew: Fm+ 1)Rf(m),

consideramos = = J,,,c,, f(m). Tenemos que z € [A], pues si r € w, sabemos que
z, = [Ukew f(K)]1. = f(r);, € A. Ademds x;, = f(n);, = s. Asi pues, tenemos que

n
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existe z € [A] tal que z}, = s. Como [A] es perfecto, x no es un punto aislado de [A], por
lo que no puede ocurrir que B, N [A] = {z}, luego tenemos que existe y € By, N [A]
tal que = # y. Entonces x}, = y,, y como x # y, existe m > n tal que x},, # y;,, son
elementos de A. O

2.2.16. Teorema. Sea X un conjunto (dotado con la topologia discreta) y A # () un
arbol bien podado en X. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A esta finitamente ramificado.

2. [A] es compacto.

DEMOSTRACION. (1) = (2)] Supongamos que A estd finitamente ramificado. Como X%
es un espacio métrico entonces X es Hausdorff, luego [A] también lo serd. Supondremos
que [A] tiene una cubierta abierta C' que no admite subcubiertas finitas. Consideremos
50, -+, 8n, € X! todos los sucesores de la funcién () que estan en A. Esto es posible, pues
A esté finitamente ramificado y bien podado.

Se afirma que [A] = U2o{z € [4] | z;, = s;}. En efecto: Por un lado, [J!{z €
[A] | z;, = s;} € [A]. Ademds, si z € [A] entonces para cada m € w, z;,, € A. En
particular z;, € A, y como s, ..., sy, son los tinicos sucesores de () en A, se tiene que
existe ¢ € {0,...,m} tal que z;, = s;.

Si cada uno de los conjuntos {z € [A] | x;, = s;} pudiera cubrirse por un nimero
finito de abiertos de la cubierta C', entonces A también seria cubierto por esos abiertos,
lo que seria una contradicciéon. Por lo tanto existe o3 € A de longitud 1 tal que A,, =
{x € A | z;, = 01} no puede cubrirse por un nimero finito de abiertos de la cubierta C.

Consideremos al siguiente conjunto:

A={se X"NA|n € w, As = {z € [A] |z}, = s} no puede cubrirse por un subconjunto

finito de la cubierta abierta C'}.

Vemos que o1 € A, por lo que A # (.
Consideramos sobre A la siguiente relacién R:

e Sean s,t € A. Escribiremos sR t si:

L. I(s)=1(t) + 1,
2. s Dt.

Sea t € A. Entonces existe n € w tal que t € X" N A, y ademds A; = {z € [4] | z;, =t}
no puede ser cubierto por un subconjunto finito de la cubierta abierta C'. Por otro lado
existen sq, ..., S, € X! quienes son todos los sucesores de ¢, estos elementos existen
pues A estd bien podado y la cantidad es finita ya que A estd finitamente ramificado.
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Se afirma que A; = U o{= € [A] | z},, = si}. En efecto: Si z € Ay, como sg, ..., 5,
son los tinicos sucesores de ¢ entonces existe j € {0,...,m} tal que z;,,, = s;, por lo que
ze Uitz € [A] | @y,,, = si}. Por otro lado, si z € U~ o{x € [A] | z,,, = si} entonces
existe j € {0,...,m} tal que z € {x € [A] | x},,, = s;}, por lo que z;,,,, = s;, pero s; es
un sucesor de ¢; luego z;, = t.

También tenemos que existe j € {0,...,m} tal que {z € [A4] | z;,,, = s;} no es
cubierto por una cantidad finita de la cubierta C. Asf pues, consideramos s = sj,

tenemos que s; D t, I(s;) =1(t) + 1y s; € A. Con lo anterior en mente, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una funcién f : w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

De esta forma tenemos definida la sucesién {f(n)}ne,. Consideramos al elemento
f£(0). Sil(f(0)) =0, entonces {f(n)}necw = {Sn}tnew €s una sucesiéon en A tal que para
cadai € w, s; € Ay As, = {x € [A] | x}, = s;} no puede cubrirse por un nimero finito
de abiertos de la cubierta C. Ahora, si [(f(0)) =k > 1, se afirma que si kg < k entonces
Aro) € Ago) . Efectivamente: Sea z € Af). Entonces z € [A] es tal que 2, = f(0).

Tk
Como kg < k, se tiene que 2y = f(O)rkO, por lo que z € Af(o)[ko. Asi pues, como Ay )
no puede cubrirse por un numero finito de abiertos de la cubierta C, se tiene que si
ko < k, entonces Ay, ~ tampoco serd cubierto por un ntimero finito de abiertos de la
0

Tk
cubierta C.

Con lo anterior, tenemos que {f(0)},, o<k U {f(n)}new es una sucesién de la forma
{Sn}new en la cual para cada i € w, s; € Ay As, = {x € [4] | },} no puede cubrirse por
un numero finito de abiertos de la cubierta C.

Ahora, para ambos casos, es decir para I(f(0)) =06 (f(0)) > 1, tomamos la sucesién
{sn}new, y consideramos x = | J;c,, f(i), el cual tiene la propiedad de que = € [A], puesto
que para cada n € w, x}, = f(n);, € A.

Tomamos ahora un abierto V' € C' tal que = € V, entonces existe n € w tal que
v € By, CV,pero Ay, ={y€[A] |y, =2} C Bz, CV,esdecir Ay, CV;loque
serfa una contradiccién, pues por construccién A, —no podia cubrirse por un nimero
finito de abiertos de la cubierta C'.

(2) = (1)] Supéngase que [A] es compacto. Suponga ademds que existe s € A un
nodo de longitud m que tiene infinitos sucesores inmediatos. Como todo conjunto infinito
tiene un subconjunto infinito numerable, podemos considerar un subconjunto infinito
numerable {s, }ncw de todos esos sucesores, donde si ny # na, entonces s,, 7# Sn,-

Sea n € w fijo, construiremos z(™ € [A] tal que s, C z(") . Para esto, consideraremos
al conjuntos A = {t € Alt D s,}.

Sobre A consideramos la siguiente relacion R:
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e Sean t1,ty € A. Escribiremos ¢1 R to si:

1. 11 D tg,
2. 1(t1) = I(t2) + 1.

Sea t € A tal que I(t) = k. Como A esta bien podado, existe 7 € A tal que 7 Dty
I(t) = k+ 1. Entonces 11, , estd bien definido y es tal que 7, ., 2 t. Por el principio de
elecciones dependientes, existe una funcién f: w — A tal que:

Vrew: f(r+1)Rf(r).

Definimos 2™ = J,, f(r). Se afirma que (™ € [A] y (™ D s,. Efectivamente:
Por un lado, si p € w, entonces m(F:) = [U,ew f(M)]1, = f(p);, € A. Por otro lado z 2
f(0) D sp. Asf pues, para cada n € w, (™) € B,, y para cualquier t € X™*1\ {s,|n € w},
tenemos que z(™ ¢ B,.

Por otro lado, resulta que B = {B, |n € w}U{B:|t € X™! yVn € w,t # s,,} es una
cubierta abierta de [A]. Pues, si z € [A] y 2;,,,, = s, para alguna n € w, entonces z € B.
Por otra parte, si para cada n € w, 2,,,, # Sn, como z € [A], tenemos que z,, ., € A,
pero para cada n € w, 2,,,, # Sn. Entonces z;,, ., € X™\ {s,|n € w}, por lo que
2z € {By|t € X™:¥n € w,t # s,} C B. De esta manera hemos probado que B cubre a
[A].

AFIRMACION: Ninguna subcoleccién finita de B cubre a [A].
En efecto: Suponga que existe un conjunto By C B finito que cubre a [A].

Caso(1): By = {Bs,,,---:Bs, } C B es finito y By cubre a [A]. Sea o € {sy|n €
W} \ {Sngs---,5n,}. Consideramos Ay = {§ € X" NAjn > m+1;5 O o}. Vemos que
o € Ay, por lo que Ag # 0.

Consideremos la siguiente relaciéon R sobre Ajg:

e Sean r,t € Ay. Escribiremos rR ¢ si:
L U(r)=1(t) + 1,
2. s Dt.

Sea t € Ag. Entonces t € AN X" para algin 7 > m + 1y t D o, como A estd bien
podado, t se puede extender a un r € A tal que r € X"+ y ry, = t, por lo que R t.

Por el principio de elecciones dependientes, existe una funcién g : w — Ay tal que:

Vnew: g(n+1)Rg(n).
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Con todo lo anterior en mente, consideramos o9 = J,,,, 9(n) € X¥. Note que oy € [A]
Y (00)jns1 = 0. Pues sir € w, entonces (09), = g(r);, € Ay ademds (09);,,,, =
g(m +1)},,,, = o. Ahora, si existfera i € {0,...,k} tal que og € B, , entonces o =
(00) 1,41 = Sn;» 1o que serfa una contradiccién, por lo tanto By no cubre a [A].

r

Antes de proceder con el caso(2), observe que en el caso(l) probamos que dada
una cantidad finita de elementos sy, ..., sy, entonces para cada o € {sp|n € w} \
{Sng»---,5n,} existe o9 € [A] tal que (o9); = 0. Ademads se observo que oy €
[AI\ iz Bs:-

Caso(2): By = {B,,--., Bt} , donde para cadai € {0,...,k}, t,, € X" yt,. # s,

m—+1

para cada n € w. Sea n € w fija. Ya sabemos que existe oo € [A] tal que (00)},,,, = 5n-
Si existiera i € {0,...,k} tal que og € By, entonces s, = (09)},,,, = ti, lo que serfa una
contradiccién.

Caso(3): Bo = {Bs,,s- - Bs, JU{Btg, - Bt }. Sead € {spn € wi\{sng, ..., 5}

Ya sabemos que existe oo € [A] tal que (op)y,,., = 0. Ademads, tenemos que para cada

i €{0,...,k}, o0 & Bs, . Mientras que considerando a este elemento o y siguiendo los
mismo pasos del caso(2) se tiene que para cada i € {0,..., l~€}, oo ¢ By,, lo que seria una
contradiccién. X

La afirmacién anterior garantiza que [A] no es compacto, lo que serfa una con-
tradiccién. Por lo tanto, A estd finitamente ramificado. ]

A continuacién estableceremos algunas definiciones en las cuales se verdn ciertas
relaciones entre arboles y sus cerrados.

2.2.17. Definicién. Sean A y B dos arboles en un conjunto X.
1. Una aplicacién ¢ : A — B es mondtona si siempre que s C t entonces ¢(s) C ¢(t).

2. Si ¢ es monétona definimos Z(¢) = {x € [A4] | Yn € w Im € w tal que I(P(x},,)) =

3. Para cada z € Z(¢) definimos ¢(z) = Unew @(21,,)-
4. Decimos que ¢ es propia si Z(¢) = [A].

2.2.18. Observacion. Sean Ay B éarboles no vacios en un conjunto X. Si ¢ : A — B es
mondtona entonces para cada x € Z(¢), ¢(z) € [B].

DEMOSTRACION. Primero probaremos que qz(x) es una funcién con dominio w y con
codominio X. Sea i € w fija, y consideremos r € w tal que r > ¢ > 0 fija. Entonces existe
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my cw tal que l(¢(‘rfm,«)) > T, se a'ﬁrma que (;‘;('CE) lr = [Unew ¢($Tn)] lr = (b(meT)[r En
efecto: Sea k € {0,...,r — 1}, entonces:

= [ o@)]. (k) = [ o@p)](k) = d(ay,) (k)

new new

para algin n € w. Primero consideraremos el caso para el cual m, < n. Entonces z),, C
T},, y como ¢ es monétona, tenemos que ¢(z,, ) € ¢(x};), por lo que ¢(zy,, )i, (k) =
o(z1,,,) (k) = (ar,)(k); por 1o tanto [, #(x1,)];, (k) = é(x;,,, )1, (k). Por otro lado,
si 7 < m,. Entonces x}, C x},, , y como ¢ es moné6tona, se tiene que ¢(zy,) € ¢(xy,, ),

por lo que ¢z, )(k) = ¢(zy,, )(k) = ¢(z},,, )1, (k); por lo tanto [U,c, ¢($rn)]rr(k¢) =
¢(xy,, ). (k). Notemos que hemos probado que:

Vr >0: (;;(CL')M € B,

y €omo qg(x) w="0c¢€ B, pues B es un drbol, se concluye que qz(:):) € [B], siempre y
cuando probemos que ¢(z) mandard a cada elemento de w a un tunico elemento de X.
Para demostrar esto ultimo, sean i1,i0 € w tales que i1 = 19, Yy si consideramos dos

valores ¢(x)(i1) y ¢(x)(iz), entonces existen ni,ny € w tales que ¢(z) (i) = o(xy,,)(i1)

y &(z)(i2) = (1)
luego ¢(z1, )(i1) =
que ¢(zy, ) 2 ¢(x

(i2). Siny < ng, entonces z), C ), , por lo que ¢(z, ) € d(z),,);
¢(zy,,)(i2). Por otro lado, si n1 > ng, entonces z}, 2 zy, , por lo

21,,); luego o(x,,)(i2) = 6, )(i1): O

2.2.19. Teorema. Sean A y B dos arboles en un conjunto X. Sea ¢ : A — B una
funcién mondtona entre drboles. Entonces Z($) es un conjunto G en [A] y la funcién
¢ Z(¢) — [B] es continua.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que Z(¢) es un conjunto Gs. Notemos que si
Z(¢) = 0 entonces Z(¢) serfa un conjunto Gs. Ahora supéngase que Z(¢) # (), se afirma
que Z(¢) = (\,ew Un» donde para cada n € w, U, = {x € [A] | Im € w,l(¢(x},,)) = n}.
En efecto: Si z € Z(¢) entonces para cada n € w tomamos un tnico m, € w tal que
l(¢(xy,,)) = n, por lo que z € ¢, Un. Por otro lado, si z € ﬂnew n, entonces para
cada n € w, x € Uy, por lo que para cada n € w tomamos un tnico m, € w tal que
l(¢(xy,,, ) = n; por lo tanto x € Z(¢).

De esta manera, para demostrar que Z(¢) es un conjunto G, bastard probar que para
cadan € w, U, es un abierto. Sea x € Uy, entonces existe m,, € w tal que l(¢(zy,, )) = n,
note que x € By, N[A] C U,. Puessiz € By~ NI[A], entonces 2, =z, , por lo
que ¢(z,, ) 2 ¢( ), luego [(@(2y,, ) = U(d(xy, ) = ny 2z € [A]; de aqui que z € U,.
Por lo tanto Z(¢) es un conjunto Gy en [A].

Por otro lado, para probar que ¢ es continua, tomamos un abierto basico en [B] que
serd de la forma V; = [B] N By, para algin t € w y t € X™.
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Se probara que ¢~ [V =U{BsNZ(9)|s € A;t C é(s)}.
Por un lado, sea z € ¢ '[Vi]. Entonces ¢(z) = U,e, ¢(21,) € [B] N B;. Como
¢(2) € By, tenemos que ¢, = t; ademds existe mz; € w tal que Ué(z,,. ) = 7, pues

z € Z(p).

AFIRMACION: ()}, C ¢(z,,.)-

En efecto: Sea y € Graf(¢(z),), por lo que y = (i,¢(2)1, (7)) = (i,0(2)(i)) para
alguna ¢ € {0,...,7n — 1}, es decir y € Graf(¢(z)); de esto ultimo existe n € w y
Jj€{0,...,kpn, — 1} tal que y = (4, ¢(2},(j)), donde ky,, es la longitud de ¢(z;,,).

Caso(1): Si n > ms. Entonces z;, 2 s Y COMO ¢ es mondtona, se tiene que

¢(21,) 2 ¢(21,,.. ), por lo tanto ¢(z,,_)(j) = ¢(21,)(4); de aqui que y = (5, d(z,,.)(j)) €
Graf(é(zy,,.)), con lo que se tiene el resultado para este caso.

i

Caso(2): Si n < mpz. Entonces z, C 2l s COMO ¢ €8 monotona, tenemos que
¢(21,) € (21, ).y como y € Graf(¢(z,)), por lo tanto y € ¢(zy,,.)- b

Por la Afirmacién anterior, tenemos que t = ¢(2) ln © @(z1,,.) y como 2 € Z(¢) C [A],
luego z;,, € A. Por lo tanto z € (J{Bs N Z(¢)|s € A;t C ¢(s)}.

Por otro lado, sea z € U{Bs N Z(¢)|s € A; t C ¢(s)}, entonces existe s € A con

t C ¢(s) tal que z € By, N Z(4); supéngase que s € X¥. Tenemos que ¢(z) € [B.
Como z € Bs, 2, = s, por lo que t C ¢(z),), entonces t = é(z,)1,- De aqui que
QNS(Z) = Unew @(21,) 2 &(21,) 2 9(21,)1, = t, por lo que ¢(z);, = t. Por lo tanto
¢(z) € ByN[B] = V. O

Consideraremos ahora la siguiente definiciéon que nos servira en nuestra discusién, en
particular nos serd de utilidad en el siguiente teorema.

2.2.20. Definicién. Sea X un conjunto no vacio y sean z € X y s € X* para alguna
k € w. Definimos a las siguientes funciones:

e s*z:{0,...,k} - X dada por:
. s(j) sijed{0,....,k—1},
(s*m><y>:{” et }
x sij=k.

e Sipara zg,...,Tmt1 € X (para algin m € w \ {0}) la funcién s*z ...* z,, estd

definida. Entonces definimos s*z{ ..." zpt1 = (s*ad .. A xm) b e

2.2.21. Teorema. Sea X un conjunto que admite un buen orden (dotado de la topologia
discreta). Sean S C T C XY dos cerrados no vacios en X*. Entonces, existe una
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retraccion v : T' — S, es decir, una funcioén continua que restringida a S resulta ser la
funcién identidad sobre S.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos la siguiente afirmacion.

AFIRMACION(1): Si C € X<“ es un arbol bien podado entonces C' = {xz;, |z €
[C];n € w}.

En efecto: Sea z € C. Supéngase que z € XV, y consideramos al conjuntos A =
{y € Cly 2 z}. Vemos que z € A, por lo que A # ().
Definimos sobre A la siguiente relacién R:

e Sean t,r € A. Escribiremos tR r si:

1.t2r,
2. 0(t)=1(r)+ 1.

Sea r € A, supéngase que r € X* para algin k € w. Como C estd bien podado, tenemos
que existe t € C tal que ¢, =r con [(t) > k+ 1. Tomamos |, , € C'yt; ., 271 2 z;
es decir ¢, , € Ay ademds t}, . R r. Por el principio de elecciones dependientes, existe
una funcién f :w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Supdngase que I(f(0)) = ko, consideramos {f(0)},}j<ky U {f(")}new = {Si}icw, donde
{si}iew es una enumeracién del conjunto {f(0); }j<k, U {f(7)}new, consideramos al ele-
mento X = J;e,, 5i € X¥. Note que x € [C], pues si p € w, entonces x|, = f(p);, € C.
Y por otro lado, x;, = f(N)y = 2, por lo tanto z € {z}, |z € [C];n € w}.

Para probar la otra contencion, sea z € {z, |z € [C];n € w}, entonces z = x|, para
algin = € [C], por lo que z € C. X

Por el teorema 2.2.14, T' = [A] y S = [B], donde A y B son arboles bien podados.
Aplicando la Afirmacién (1), tenemos que A = {z} |t € T;n cw}y B ={z}, |r € S;n €
w}. Por lo que B C A.

Vamos a construir una funcién ¢ : A — B mondtona y propia tal que, para cada
t € B, ¢(t) =t de la siguiente manera:

e Sea s € A, supdéngase que [(¢(s)) = k, definiremos a ¢(s) por recursién sobre la
longitud de s.
L. ¢(0) =0.

2. Si estd definido ¢(s) € B, para cada z € X tal que s*x € A, definimos ¢(s"z)
de la siguiente manera:
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(a) Sis*z € B, ¢(s*xz) = s*u.

(b) Si s’z ¢ B, ¢(s*z) = ¢(s)”y, donde y es el minimo del conjunto {z €
X|é(s)*z € B} (este dltimo conjunto es distinto del vacio ya que ¢(s) € B
y B estéd bien podado).

AFIRMACION(2): ¢ es una funcién monétona entre arboles.

En efecto: Sean s,t € A. Si s = t, entonces ¢(s) = ¢(t), y se tendria el resul-
tado en este caso. Supdngase, sin pérdida de generalidad, que s C t, entonces existen
x0,...,Tn, € X tales que t = sty ..My,

Sea t; € X y definamos ¢t = §"t;. Note que ¢(f) D ¢(5). Pues si t = §'t; ¢ B,
entonces ¢(f) = ¢(5*t;) = ¢(8)*y D #(3). Por otro lado, si ¢ = 5*t; € B, entonces
§ € B, pues B es un arbol, por lo que ¢(t) = ¢(5*t;) = §t; O § = ¢(5). Con esto en
mente, tenemos que @(t) = (s af ... M xn,) 2 d(s*ad .. xp—1) 2 ... D @(s), por lo
tanto ¢(t) 2 ¢(s) y con ello ¢ es un funcién mondtona entre arboles. X

AFIRMACION(3): Z(¢) = [A].

En efecto: Primero probaremos que para toda k € w, I(¢(2},)) = k. Para k = 0,
se tiene que z;, = 0, entonces l(¢(z},)) = l(4(0)) = l(@) 0. Ahora supéngase que
para k € w, tenemos que I(¢(2,)) = k, observamos que 2}, = (2},)"2(k). Asi pues, si

(21,)"2(k) € B, entonces I(¢(zy,,,)) = 1((21,) " 2(k)) = U(z},) + 1 = k + 1. Por otro lado,
si 2], 2(k) ¢ B, tenemos que I(¢(z},,,)) = 1(¢(2,)"y)) = U(d(z1,)) + 1=k + 1.

Por lo tanto, si z € [A] y n € w, bastard considerar m > n, entonces [(¢(z;,,)) = m >
n. Mientras que, por definicién, Z(¢) C [A]. Con lo que se concluye que [A] = Z(¢). X
Consideramos la funcién continua asociada a ¢, es decir ¢ : [A] — [B]. Vemos que si
2 € [B] entonces para cada n € w, 2, € B, por lo que ¢(2) = Uncw 2(21,.) = Unew 210 =
z. O

2.3 Biyecciones canodnicas

Ahora, haremos una introduccién acerca de algunas biyecciones candnicas que serviran
a la discusién.

2.3.1. Definiciéon. Sobre w x w definimos la siguiente relacién:

Si (m,n), (M,n) € w X w, entonces diremos que (m,n) < (M, n) si:



56 CAPITULO 2. ESPACIOS DE SUCESIONES

max{m,n} < max{m,n} V (max{m,n}=mix{m,n} A (n<nV(n=nAm<m))).
A este orden se le conoce como orden candnico en w X w.

2.3.2. Lema. (w X w, <) es un conjunto totalmente ordenado.

DEMOSTRACION. Como méx{m,n} = max{m,n} y (n = n y m < m), se tiene que
(m,n) < (m,n).

AFIRMACION(1): (w x w, <) satisface la antisimetrfa.

En efecto: Supéngase que (m,n) < (m,n) y (m,n) < (m,n). Probaremos que
(m,n) = (m,n). Primero suponga que max{m,n} < max{m,n}. Como (m,n) < (m,n),
entonces max{m,n} < max{m,n}, por lo que max{m,n} < max{m,n}, lo que seria una
contradiccién. Por lo tanto, como (m,n) < (m,n), se tiene que:

max{m,n} = max{m,n} y (n <no(n=nym<m)).

Probaremos que n < 7 nos conduce a una contradicciéon. Suponga que n < . Como
(m,n) < (m,n), entonces n < no (n=nym<s<m).

Caso(1): n < n. Esto implicaria que 1 < 71, lo que es una contradiccién.

Caso(2): n = n y m < m. La sola hipdtesis de n = 1 nos garantiza que n < n, lo
que evidentemente también es una contradiccion.

Es decir, en los dos casos anteriores se obtiene una contradiccién, por lo que n < n
es falso, dejando la tnica opcién de que n = iy m < m. Como (m,n) < (m,n) y
méx{m,n} = méx{m,n) y n = n, se tiene que m < m, por lo tanto m = m. Asi pues
(m,n) = (m,n). X

AFIRMACION(2): Dados dos elementos sobre w X w, estos siempre pueden ser rela-
cionados.

En efecto: Sean (m,n),(m,n) € w x w. Si (m,n) < (Mm,n), se tiene de inmediato el
resultado. Supéngase que (m,n) £ (m,n). Entonces:

méax{m,n} > max{m,n} y (max{m,n} # max{m,n} o (n > ny (n#nom>m)))

Para probar que ambos elementos son comparables, consideraremos dos casos.
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Caso(1): max{m,n} # méx{m,n}. Entonces méx{m,n} > max{m,n}, por lo que
en este caso, (m,n) = (m,n).

Caso(2): max{m,n} = max{m,n}. Entonces n > ny (n # n o m > m). Por un
lado, si n # n, se tiene que n > i, por lo que (m,n) > (m,n). Por otro lado, si n = n,
entonces m > m, por lo que en este caso (m,n) > (m,n).

En ambos casos se tiene que ambos elementos son comparables. X
AFIRMACION(3): (w X w, <) es transitiva.

Supéngase que (my,n1) < (mg,n2) y (ma,n2) < (ms,ns3), probaremos que (my,ny) <
(ms,n3). Suponga que (my,n1) £ (ms,n3), haremos ver que esta suposicién conduce a
una contradiccién. Como dados dos elementos siempre se pueden relacionar, tenemos que
(m1,n1) = (m3,ng). Note que si (m1,n1) = (ms, ng) entonces (my,n1) < (ms3, n3), lo que
serfa una contradiccién. Por lo tanto (mq,n1) # (ms,n3). Asi pues, (mi,n1) > (ms,ns3)
y (m1,n1) # (ms,ng). Entonces:

max{my,n1} > max{ms,ng} o (max{mq,n;} = max{ms,ns}

y (n3 <nypo (n3=nyymg<m))).

Si suponemos que max{mi,n;} > max{ms, n3} entonces max{my,ni} > max{ms,n3} >
max{ma,n2} > max{mi,n;}; es decir, max{mi,n1} > max{mi,n1}, lo que serfa una
contradiccién. Por lo tanto:

(max{mi,n1} = méx{ms,ng} y (n3 <ni o (n3 =mn1y mg<my))).

Como méx{mi,n1} = max{ms,n3} entonces max{m,n1} = max{ms,n3} >
max{ms, ne} > max{mi,n1}, por lo tanto max{mi,ni} = max{me,n2} = max{ms,ns},
luego tenemos que: (n; < ngV (ni =n2Ami < mg))y (n2 < ngV(ng =ngAma < ms))
y (n1 >ngV(ny =n3 Ams <mq)).

A continuacién, veremos que todo los casos nos conducen a una contradiccion.

Caso(1): Siny <n2yn2 <nsyniy>ns. Entonces ny < nj.

Caso(2): Siny <n2yng <nsgyn; =ns. Entonces ny < nj.

Caso(3): Siny <n2 y ng =n3y ny > ng. Entonces ny < nj.

Caso(4): Siny <n2y ng =n3yn; =ng. Entonces ny < nj.
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Caso(5): Siny =mng2 y ng <nsyn; >ns. Entonces n; < nj.
Caso(6): Siny =mng2 y ng <nsyn; =ns. Entonces n; < nj.
Caso(7): Si ny =ng y ng =ng y n1 > ns. Entonces n; < nj.

Caso(8): Siny = ng y n2 = ns y n1 = ng. Entonces m; < ma < mg < my. Por lo
tanto m; = mg = mg, luego (my,n;1) = (ms,n3), lo que seria una contradiccion.

Como todos los casos anteriores nos conducen a una contradiccién, se concluye que
(mq,n1) < (ms,n3). Por lo tanto (w x w, <) satisface la transitividad. X
Asi pues, la relacién anterior sobre w X w es un orden total. ]

Probaremos ahora que el orden candnico sobre w X w hace a este conjunto semejante
a w; es decir, existe una biyeccién entre estos conjuntos de tal forma que ésta y su inversa
preservan el orden. Pero antes demostraremos tres lemas auxiliares.

2.3.3. Lema. Sea (m,n) € w X w entonces existe (m,n) € w X w \ {(m,n)} tal que
(m,n) < (M, 7).

DEMOSTRACION. Sea M = méx{m,n}, consideramos (M + 1,M + 1) € w X w, vemos
que (M +1,M +1) # (m,n). Ademas max{m,n} = M < M +1=max{M +1,M +1},
por lo que (m,n) < (M +1,M +1). O

2.3.4. Lema. Sean (mj,n1), (mg,ng) € wxw tales que (my,n1) # (ma,n2) y (mi,n1) <
(ma,n2). Entonces existe a lo mucho un nimero finito de elementos (m,n) € w X w tales
que (m1,n1) < (m,n) < (ma2,n2).

DEMOSTRACION. Consideramos al conjunto: A = {(m,n) € w x w|(m,n) < (ma,n2)},
tenemos que (ma,ng2) € A, por lo que A # (). Note que A = {(m,n) € wxw|max{m,n} <
méx{ma, n2}V(max{m,n} = max{me,na}A(n < naV(n = nagAm < ms)))} = {(m,n) €
w X wmax{m,n} < max{ma,na}} U{(m,n) € w X wméx{m,n} = max{ma,na} A (n <
naV(n = ngAm < mg))}, pero los conjuntos {(m, n) € wxw|max{m,n} < max{ma,na}}
y {(m,n) € w x wméx{m,n} = max{ma,n2} A (n < N2V (n = na Am < mg))} C
{(m,n) € w x wmax{m,n} = méx{me,na}} son finitos. Por lo tanto A es finito. Por
otro lado tenemos que A D {(m,n)|(m,n) < (ma,n2)} N {(m,n)|(mi,n1) < (m,n)},
por lo tanto existe una cantidad a lo més finita de elementos (m,n) € w X w tales que
(m1,n1) < (m,n) < (ma,n2). O

2.3.5. Observacion. Si (mi,n1), (ma,n2) € w X w son tales que (my,n1) # (ma,n2) y
(m1,n1) < (ma,n2), y si definimos al conjunto A = {(m,n) € w x w|(m,n) < (m2,n2)}.
Tenemos que A = A\ {(m1,n1)} es un conjunto tal que A # ) y A es finito. Por lo tanto
A tiene un minimo (m,n).
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2.3.6. Lema. Sean (mj,n1), (mg,ng) € wxw tales que (my,n1) # (ma,n2) y (mi,n1) <
(ma,n2). Entonces para cada (mi,n1), (e, n2) € w X w tales que (m1,71) = (M1, n1)
y (2, n2) = (m1,m1) y (M1, 71) # (m1,n1) y (2, N2) # (m1,n1), los conjuntos Ay =
[(m,n) € w X wl(m,n) < (g, i)} \ (im0} y As = {(m,n) € w x wl(m,n) <
(ma,n2)} \ {(m1,n1)} coinciden en su elemento minimo.

DEMOSTRACION. Como < es un orden total, tenemos que (my,71) < (Tha, 2) 0 (Tha, 2) <
(m1,7n1). Para facilitar la demostracion, considere (1, ;) < (4, 7;), donde i € {1,2}
y j € {1,2}\ {i}. Sean (m;,n;) minimo de A; y (m;,n;) minimo de A;. Se afirma que
(mi,n;) = (mj,n;). En efecto: Para probar esto ultimo, consideraremos los siguientes
dos casos.

Caso(1): (m;,ni) < (my,
(mi,ﬁi) S .Aj, luego (ﬁl n;
coinciden.

. Entonces (m;,n;) < (mj,nj) < (mj,7n;). Por lo tanto

;)
j) < (M4, ;). Por lo que se concluye que ambos minimos

CaSO(z): (mj,ﬁj) < (mz,'ﬁz) Como (ml,nl) < (mj,ﬁj) < (mz,ﬁl) < (mz,ﬁl) y
(m1,n1) # (mj,n;) entonces (mj,n;) € A;. Por lo tanto (m;,n;) < (mj,n;). Luego
ambos minimos coinciden. O

Los lemas 2.3.3, 2.3.4, 2.3.6 y la observacién 2.3.5 garantizan que la siguiente relacion
es de hecho una funcién.

2.3.7. Definicién. Definimos F': w — w X w dada por:
e F(0) =(0,0).

e Si k € w tal que F (k) esta bien definida entonces F'(k + 1) = (m,n), donde (m,n)
es el minimo elemento en w x w mayor que F'(k) distinto de F'(k).

La funcién anterior nos sera de utilidad en el siguiente teorema.

2.3.8. Teorema. Existe una biyeccion entre w xw y w de tal forma que ésta y su inversa
preservan el orden. Es decir, w X w y w son semejantes.

DEMOSTRACION. La funcién que usaremos para probar este resultado es la funcién F
recién definida.

AFIRMACION(1): F preserva el orden.

En efecto: Sea k € w fijo. Se afirma que para toda k € w, F(k) < F(k+ k). Si
k=0, tenemos que F'(k) < F(k). Suponga que para alguna k € w se cumple que
F(k) < F(k+ k). Sea (m,n) > F(k + k) tal que (m,n) # F(k+ k), tendriamos que
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Fk+k+1)€{(mn) €wxwlF(k+k)<(mn)< (mn)}\{F(k+k)} Porlo tanto
Flk+k+1)>F(k+k)> F(k).

Por otro lado, sean ki, ko € w tales que F'(k1) < F(k2). Debemos probar que k; < ks.
Supéngase que ki > ko, entonces existe kg € w \ {0} tal que ko + kg = ki, luego
F(ko) < F(ka + ko) = F(k1), entonces F (k1) = F(kg). Pero ko < ko + 1 < ky, entonces
F(ky) < F(ka+ 1) < F(ky1) = F(k2). Por lo tanto F'(ky) = F(ka + 1), esto dltimo serfa
una contradiccién, pues F'(k2) no es el minimo elemento mayor que F'(k2) distinto de
F(k2). Por lo tanto, k1 < ka.

De esta manera se concluye que la funciéon F preserva el orden. X

AFIRMACION(2): F es inyectiva.

En efecto: Sean ki,ke € w tales que F(k1) = (k2), entonces F(k1) < F(ko) y
F(ks) < F(ky1), luego k1 < ko y ko < k1. Por lo tanto k1 = ky. De aqui que F sea
inyectiva. X

AFIRMACION(3): F es sobreyectiva.

En efecto: Sea (m,n) € w x w. Entonces existe (m,n) € w X w \ {(m,n)} tal que
(m,n) = (m,n). Suponga que:

Vk e w: F(k)# (m,n).

Entonces se tiene que para toda k € w, (m,n) no es el minimo del conjunto {(m,n €
w x w|F(k) < (m,7) < (7, 1)} \ {F(K)}.

Note que con esta suposicién se obtiene una cantidad infinita de elementos (m,n)
tales que (0,0) < (m,n) < (m,n). Pues sabemos que F'(0) = (0,0) < (m,n). Ademés
(m,n) € {(Mm,n) € wx w|F(0) < (Mm,n) < (m,n)} \ {F(0)} entonces F (1) < (m,n)
y (m,n) # F(1) y F(0) # F(1). Sup6ngase que para k € w, F(k) < (m,n), entonces
(m,n) € {(Mm,n) € wx w|F(k) < (m,n) < (m,n)} \ {F(k)}, por lo tanto F(k + 1) <
(m,n), pero (m,n) # F(k+ 1). Ademds, ya sabemos que F' es inyectiva, luego existe
una cantidad infinita de elementos (m,n) tales que (0,0) < (m,n) < (m,n). Pero esto

dltimo serfa una contradiccion. X
De esta manera, con las afirmaciones anteriores, se concluye que w y w X w son
semejantes. ]

Con la funcién F' del Teorema 2.3.8, podemos definir las siguientes funciones que
seran de gran utilidad.

2.3.9. Definicién. Definimos a la funcién (, )2 : w X w — w dada por:

V(no,nl) cCwXWw: < , >2(n0,n1) = (no,n1>2 = F_1<n0,n1).
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Es decir, (, )2 es la inversa de la funcién F.

2.3.10. Definicién. Definimos a la funcién ( )3 : w?® — w dada por:

V(no,n1,m2) € w: (ng,n1,n2)3 = ({ng, n1)a, na)a

2.3.11. Observacion. La funcién ( )3 : w® — w es biyectiva.

DEMOSTRACION. Primero probaremos la inyectividad. Sean (ng,ni, ns), (mg, mi,mso) €
w3 tales que (ng,n1,n2)3 = (Mo, m1, ma)s. Entonces ((ng,n1)e,na)2 = ((mo,m1)e, ma)s,
luego (ng,n1)2 = (Mo, m1)2 y ng = mg, por lo que ng = mgy y n1 = my y ng = mg. Por
lo tanto, ( )3 es inyectiva.

Ahora, procederemos a probar la suprayectividad. Sea a € w, entonces existen i, k €
w tales que (i,k)2 = a, ademds existen i1,i2 € w tales que (i1,i2)2 = i. Asi pues
(i1,12,1)3 = ({i1,12)2, k)2 = (i, k)2 = a. Por lo tanto ( )3 es sobreyectiva. O

2.3.12. Definicién. Para cada p € w\ {0} definiremos a las funciones ( ), : w” = w de
la siguiente manera:

e ()1 :w — w es la funcién identidad.
e ()o:w? — wesla funcién de la Definicién 2.3.9

e Suponga que para k € w\ {0, 1} tenemos definida a la funcién biyectiva ( )z : w¥ —
w. Entonces definiremos a la funcién ( )x4q : W™ — w dada por:

V(1o nk) 0 (0, M)k = ((R0s - -+ M1 )k M) 2-

2.3.13. Observacion. Para cada k € w\ {0}, la funcién ( )y : w* — w es biyectiva.

DEMOSTRACION. Obviamente ( )1 : w — w es biyectiva, pues es la funcién identidad.

Ademés, ya probamos que la funcién ( )o : w? — w es una biyeccién (ver teorema 2.3.8).
Por otro lado, sea k € w )\ {0,1} y suponga que la funcién ( )z : w¥ — w es biyectiva.
Primero probaremos que la funcién ( )ry1 : wFT! — w es inyectiva. Sean

(n07 SUR) nkﬁ)v (mOa s mk) € wk+1 tales que <n07 s 7n/€>/€+1 = <m07 SUR) mk’>k’+1
Entonces ((ng, ..., ng—1)k, nk)2 = ((Mo, ..., Mg_1)k, Mg)2, de este modo (ng, ..., ng_1)r =
(mo,...mg_1)kg y g = mg. Como ( )i es inyectiva, entonces ng = mg,...,Ng_1 =

mg_1,n, = my. Por lo tanto, ( )51 es inyectiva.

Por tltimo, probaremos que la funcién ( )4 : W' — w es sobreyectiva. Sea a € w.
Entonces existe (i, k) € w x w tales que (i, k)2 = a. Ademés, existe (ig,...,ix_1) € w" tal
que (ig,...,ix—1)k = 3. Con todo lo anterior en mente, se tiene que (ig, ..., k1, k)p+1 =
((i0y -+, ig—1)k, k)2 = (i, k)2 = a. Por lo tanto, ( )r4+1 es sobreyectiva. O
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Con la observacién 2.3.13, tenemos que existe al menos una biyecciéon de la forma
(Vg : wF = w, para cada k € w\ {0}. De este modo un mismo ntimero natural puede
codificar a una n-ada de naturales.

2.3.14. Definicién. Definimos a la funcién ( ) : w<¥ — w dada por:

(8)o0 = 0 sis=10
o (k—1,(s)k)2 +1 sisewk\{(ﬂ}.

2.3.15. Observacion. La funcion ( )oo : w<* — w es una biyeccidn.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que la funcién ( )o : w<* — w es inyectiva. Sean
5,t € w<¥ tales que (s)oo = (t)oo. Si s ¢ w entonces, como primera observacién,
tenemos que t # ), pues si t = () entonces 1 < (8)oo = (t)oo = 0, es decir 1 < 0, lo
cual serfa una contradiccién. Asi pues, (ks — 1, (s)r. )2 +1 = (k — 1, (t)x,)2 + 1, entonces
(ks —1,(S)k.)2 = (ke — 1, (t)k, )2, luego ks — 1 =kt — 1y (s)k, = (t)x,, por lo que ks = ky,
y como ( ). es inyectiva, se concluye que s = t. Por otro lado, si s = (), supéngase que
t # (), entonces 0 = (t)oo = (S)oo = 1, lo que serfa una contradiccién, luego t = () = s.
Por lo tanto, la funcién es inyectiva.

Por tltimo, probaremos que la funcién ( )oo : w<* — w es sobreyectiva. Sea a € w,
si a = 0, entonces 0 = (D). Por otro lado, si a # 0, entonces a > 1, por lo que
a—1 >0, luego existe (i,j) € w? tal que (i, j)2 = a — 1. De esta manera (i, j)2 + 1 = a.
Ademis existe k € w\ {0} tal que k — 1 =i y existe s € w” tal que j = (s);. Asf pues,
($)oo = (k—1,(s)g)2 + 1= (i,j)2 + 1 = a. Por lo tanto, ( ) es sobreyectiva. O

2.3.16. Definicién. Para cada k > 0, definimos a la funcién G, : {0,... . k—1} xw = w

dada por:
Gr(i,c) = ke +1.

2.3.17. Observacion. Para cada k > 0, la funcién Gy : {0,...,k — 1} X w — w es una
biyeccién.

DEMOSTRACION. Sea k > 0 fija. Primero probaremos la inyectividad. Sean (i1, 1),
(i2,c2) € {0,...,k — 1} x w tales que G (i1,c1) = Gg(i2, c2). Queremos demostrar que
(i1,¢1) = (i2,c2). Tenemos que kcy + i1 = keg + ia. Definimos al conjunto A = {kc | ¢ €
wike < key + 41 = keg + i2}. Note que ke € A, por lo que A # (). Ademés, por la
misma definicién de A vemos que esté acotado por kci +41, por lo tanto A tiene maximo.
Entonces existe k¢ € A tal que:

Vkce A: k¢ > ke.

AFTRMACION: Para cada j € {1,2}, ké = kc;.
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En efecto: Sea j € {1,2} fija. Suponga que k¢ # kc;. Entonces ké > ke; o ké < kc;.

Caso(1): k¢ < kcj. Como kc;j € A, entonces kcj < k¢, por lo que en este caso tenemos
que k¢ < k¢, lo que seria una contradiccion.

Caso(2): k¢ > kcj. Como ké < kcj + i, entonces ke; < ké < kej + i, de aqui
que 0 < ké — ke; < i, factorizando tenemos que 0 < k(¢ — ¢;) < i; < k, entonces
0 < ¢—¢j <1, lo que serfa una contradiccién, pues ¢ — ¢; es un entero.

Como los dos casos conducen a una contradiccién, se concluye que k¢ = kc;. X

Por la Afirmacion, tenemos que kc; = kco, por lo que ¢ = ¢. Como kcp + i1 =
kca + ig, se tiene que i1 = i2. Por lo tanto, (i1,c1) = (i2, c2).

Por 1ltimo, probaremos que Gy es sobreyectiva. Sea x € w. Definimos al conjunto
B = {kc | ¢ € w;ke < x}. Note que B # (), pues si ¢ = 0 entonces k¢ = 0 < z, por lo
tanto B # (). Ademds B esté4 acotado superiormente por z. Luego existe k¢ € B tal que:

k¢ <xyVkce B: ké> ke

Se afirma que 0 < = — ké < k. En efecto: Como z > k¢, entonces x — k¢ > 0. Por
otro lado, si  — ké > k entonces x > k + ké = k(¢ + 1) > ké, luego k(¢ +1) € By
k(¢ + 1) > ké, lo que seria una contradiccién. Por lo tanto 0 < x — ké < k.

Definimos ¢ = x — ké, de esta manera tenemos que:

Gi(i,¢) =ké+i=ké+x —ké=x.
Por lo tanto F' es sobreyectiva. O

2.3.18. Definicién. Sean k > 0y X un conjunto. Definimos a la funcién ¢y : (X*)¥ —
X% dada por:

Vao, ... kk—1 € XY dr(xo,...,25-1) : w — X es la funcién dada por:
or(zo, ... kk—1)(kc+1) = x;(c), donde 0 < i < k.

Note que para cada k > 0 y para cada xg, ..., kx_1 € X%, la funcién ¢x(xo, ..., kr_1)
estd bien definida, pues la funcién Gj es biyectiva (ver definicién 2.3.16 y observacién
2.3.17). Por lo tanto, para cada k > 0 y para cada conjunto X, la funcién ¢y, estd bien
definida.

Para facilitar la notacién, cada vez que no exista confusién, denotaremos a la funcién
o como { )p.

2.3.19. Observacion. La funcién ¢ = ( )r : (X*)¥ — X es una biyeccién.
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DEMOSTRACION. Primero probaremos la inyectividad. Sean yo, ..., Yx—1,20,...,Th—1 €
X tales que ¢r(yo, .- Yk—1) = Ox(x0, ..., 2x_1). Sea i €{0,...,k— 1} fija.
Se afirma que x; = y;. En efecto: Sea [ € w, tenemos que:

Yi(l) = (Yo, - -+ yr—1) (kL + 1) = (@0, . . ., wp—1) (Kl + i) = zi(1).

Por lo tanto ¢y es inyectiva.
Por tltimo, probaremos la sobreyectividad. Sea z € X“. Entonces Z : w — X es una
funcién. Para cada j € {0,...,k — 1} definimos z; € X* dada por:

Veew: zj(c) =T(ke+j)=Z(n), donden=ke+jy (j,c) €{0,....,k— 1} x w.
Asi pues, si n € w, entonces:
Z(n) = (ke +1i) = z;(c) = (xo, ..., xp—1)k(kc+ 1) = (x0, ..., 2p_1)k(n),
donde ke+i=ny (i,c) € {0,...,k — 1} x w.

Por lo tanto ¢ es sobreyectiva. O

También existe una biyeccién entre los conjuntos X% y (X“)%.

2.3.20. Definicién. Definimos la funcién @ : X* — (X“)“ por medio de la regla:
Si z € X entonces ®(z) : w — X* es la funcién dada por:

Vn € w: ®(x)(n):w— X esla funcién cuya regla es:
Vmew: (P(z)(n))(m) =z((n,m)s).

A veces, para facilitar la notacién, escribiremos ( , ) en lugar de (, ).
2.3.21. Observacion. La funcién @ : X¥ — (X“)% es biyectiva.

DEMOSTRACION. Primero probaremos que ® es inyectiva. Sean z,y € X% tales que
®(z) = ®(y). Sea j € w. Entonces existe (n,m) € w x w tal que (n,m) = j. Asi pues,
z(j) = z((n,m)) = ((z)(n))(m) = (2(y)(n))(m) = y({n,m)) = y(j). Es decir, z = y.
Por lo tanto ® es inyectiva.

Por dltimo, probaremos que ® es sobreyectiva. Sea Z € (X“)“. Consideramos al
elemento x € X% dado por:

Veew: x(c) =x((n,m)) = (Z(n))(m), donde (n,m) € w X w es tal que (n,m) = c.

Se afirma que ®(x) = z. En efecto: Sean j € wy i € w. Entonces (®(x)(5))(i) =
z((j, 1)) = (z())(4). Es decir, Vi € w, ®(x)(j) = Z(j). Luego ®(x) = z. Por lo tanto ®
es sobreyectiva. O



Capitulo 3

El espacio de Baire.

En este capitulo veremos las propiedades mas importantes del espacio de Baire. Para
hacer esto, utilizaremos varios resultados que hemos visto en los capitulos anteriores.

3.1 El espacio de Baire.

Iniciamos esta seccién con la definicion del espacio de Baire.

3.1.1. Definicién. Llamaremos espacio de Baire al espacio N' = w*, donde N tiene la
topologia producto de Tychonoff y donde w tiene la topologia discreta.

3.1.2. Observacion. 1. El espacio N es polaco, pues es el producto numerable de
espacios polacos.

2. El espacio N es perfecto. Efectivamente: Si existiera x € N punto aislado de
N, entonces existe U abierto en N tal que {z} = UNN = U. De aqui que
existan g, ..., am € w tales que z € (2 I ![{zq,}] € U, de esta forma {z} 2
Nito I3 {2, }]. Por el axioma de eleccién para conjuntos numerables, existe una
funcion z : w\ {ao, ..., am} = Ujcun {ao,....am} (@ \ {2(j)}). Definamos a la funcién
Yy : w — w por medio de la regla:

y(j) = {:E(]) sije{ag,...,am},
z2(j) sijew\{ao,...,am}.

Entonces y € (oI [{za,}], pero y # x, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto A/ es un espacio perfecto.

Ahora, daremos algunas definiciones que usaremos a lo largo de nuestra discusién
acerca del espacio de Baire.

65
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Debemos de aclarar que dado un conjunto X, P(X) denotard el conjunto potencia
de X.

3.1.3. Definicién. Sea X un conjunto.
1. Un esquema de Suslin A en X es una funcién de la forma A : w<¥ — P(X).

2. La operacion de Suslin sobre X es la funcién S que a cada esquema de Suslin A en
X le asigna el conjunto S(A) = U ﬂ A(xp,) C X.
N new

3.1.4. Definiciéon. Sea X un espacio métrico.

1. Diremos que un esquema de Suslin A es abierto (respectivamente, cerrado) si para
cada s € w<¥, A(s) es abierto (respectivamente, cerrado) en X.

2. Diremos que un esquema de Suslin A cumple la condicion de didametros si para
cada x € NV, se cumple que lim, diam(A(z,)) = 0, donde diam es el didmetro de
un conjunto. Por convencién diremos que diam(()) = 0.

3.1.5. Observacion. Si un esquema de Suslin A sobre un espacio métrico (X, d) cumple
la condicién de didmetros, entonces (), A(z},) contiene como méximo un punto.

DEMOSTRACION. Si y1,%2 € [\, A(2},) son tales que y; # y2, entonces para cada
n € w, diam(A(zy,)) = d(yi,y2) > 0. Pero lim, diam(A(x;,)) = 0, por lo que existe
N € w tal que si n > N entonces diam(A(x},)) < d(y1,y2). Perosin > N, d(y1,y2) <
diam(A(zx,)). De aqui que d(y1,y2) < d(y1,¥2). Por lo tanto (., A(x},) tiene como
maximo un elemento. O

3.1.6. Definicién. Sea A un esquema de Suslin sobre un espacio métrico X que cumple
la condicién de didmetros.

1. Definimos al siguiente conjunto:

Z(A)={z e N|[] A(z},) # 0}.

necw

2. Definimos a la funcién ¢ : Z(A) — X dada por:

Vo e Z(A): () Alxy,) = {¢(x)}.

Decimos que ¢ es la funcién asociada al esquema de Suslin A.

3.1.7. Lema. Sea A un esquema de Suslin sobre un espacio métrico X que cumple la
condicion de diametros, entonces:
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1. 9(Z(4)) = S(A).
2. La funcién ¢ : Z(A) — X es continua.

DEMOSTRACION.
(1) Sea y € ¢(Z(A)). Entonces existe yo € Z(A) tal que y = ¢(yo). Como yg € Z(A),
entonces (,c, A((0)1,) # 0, pero A cumple la condicién de didmetros, por lo que
{W} = MNhew A((W0)1,)- De esta manera, se concluye que y € S(A).

Por otro lado, sea y € S(A). Entonces existe z € N tal que y € (¢, A(21,) # 0,
luego {y} = N,ew A(21,). Asi pues, si z € N entonces (., A(z},) # 0. De aqui que
z € Z(A), entonces {¢(2)} = ,en A(21,) = {y}. Por lo tanto y = ¢(z).

(2) Sea U C X un abierto de X tal que x € ¢~ ![U]. Entonces existe ¢ > 0 tal que
B (z) € U. Ademds, como A cumple la condicién de didmetros, existe n € w tal que
d(A(z},)) < e. Como {p(x)} = e, Az}, ), entonces ¢(x) € A(xy,).

Por otro lado, se afirma que A(z},) € Be(¢(z)) € U. En efecto: Sea y € A(zy,).
Como ¢(x) € A(zy,), entonces d(y, ¢(x)) < d(A(x},)) < e. Por lo tanto y € Bc(¢(x)).

Por tltimo, se afirma que z € B,, N Z(A) C ¢ '[U]. Efectivamente: Sea y €
By, N Z(A). Entonces ¢(y) € A(y;,) = A(z,) € U. Por lo tanto, ¢ es una funcién
continua. O

A continuacion, veremos la primera relaciéon que existe entre el espacio de Baire y un
espacio polaco arbitrario.

3.1.8. Teorema. Todo espacio polaco no vacio es imagen continua del espacio de Baire.

DEMOSTRACION. Sean (X, 7) un espacio polaco no vacio y d una métrica completa sobre
X que induce a 7. La idea central de esta demostracion es construir un esquema de Suslin
sobre el conjunto X que cumpla la condicién de didmetros, y probaremos que su funcién
continua asociada es la que nos da el resultado.

La siguiente afirmacién nos servird para construir el esquema de Suslin.

AFIRMACION(1): Para cada ) # U C X abierto en X y para cada e > 0, existen
abiertos no vacios {Uy }new de didmetro menor que € tales que U = | J,,c,, Un = U, e, Un-
En efecto: Sean U un abierto no vacio y € > 0. Definimos D un subconjunto denso
numerable de X y sea {Up, }new una enumeracion de las bolas abiertas B (0) tales que:

n

§eD, +<5yBi1(d) CU.

Note que tales bolas abiertas existen. Pues si U es un abierto, entonces existen z € D y

n € w\ {0} tales que 5~ < £y B1(z) C U, pero sabemos que B 1 (z) C B1(z). Por lo
2
tanto tales bolas abiertas existen. " "
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Note que por la definicién de la enumeracién {Uy, }new, se tiene que para cada n € w,
el conjunto U,, es un abierto distinto del vacio que tiene didmetro menor que €. Por lo
tanto, para demostrar la afirmacién, bastard probar que la enumeracién {Uy, }ne, es tal

que:
Un=U=JT.

new new
Primero probaremos que U C |J,,¢,, Un. Para demostrar esto tltimo, sea z € U.
Entonces existe n € w\ {0} tal que 1 < £y By () C U. Ademds, existe § € DNB 1 ().
n_____ 3n
Se quiere demostrar que x € B 1 (§) y B1(6) € U. Lo primero se debe a que
3n 3n
d € B (x). Por otro lado, si y € B 1 (0), entonces y € B 1 (d) 6 y € der(B 1 (9)),
3n

3n 3n

donde dner es el operador derivado.

Caso(1): y € B (6). Entonces d(y,z) < d(y,6) + d(6,x) < == + :,% < 1. Porlo
3

n
tanto, en este caso se concluye que y € By (xz) C U.
n

Caso(2): y € der(B 1 (6)). Entonces para cada m € w \ {0}, tomamos un tnico
3n
m € (B1(y) \{y}) N B 1 (9). Luego:

Vm € w: d(y,x) < d(y, ym) + d(ym,6) + d(5,z) < = + - 12

Sl
+
gl
I

De aqui que:
vm e w\{0}: d(y,z) < L+ 2.

Es decir, d(y,x) < % < %, luego y € B1(x) C U. Por lo tanto, en este segundo caso
n

también se tiene el resultado.

En ambos caso, se tiene que la bola abierta B 1 (J) es un elemento de la enumeracién
3n
{Un}new y que x € B 1 (6). Por lo tanto, se concluye que U C |, ¢, Un-
3n

Por otro lado, obviamente J,,c., Un € U,.c, Un-

Por 1ltimo, note que si y € (J,,c,, Un entonces existe m € w tal que y € U,,, € U. Por
lo tanto, | J,¢,, Un C U. X

A continuacion, construiremos un esquema de Suslin con ciertas propiedades. Para
esto, haremos uso del principio de elecciones dependientes y de la afirmacion anterior.

Primero, definimos la funcién sg : w® = {#} — P(X) dada por: so(0) = X.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma o : w" —
P(X) (m € w) {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

n<m



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 69

1. o D) 50-

2. Vs € Upem_1w": 0(s) = Upew 0(5™n) = Uy, 0(s"'n).
3. Vs € Upep @™ 0(s) es un abierto no vacio.
4.

Vs € Upem @™ \ {0} : d(o(s)) < ﬁ

Note que A # ), pues sp € A.
Por otro lado, sobre el conjunto A definimos la relacién R de la siguiente manera:

o Sean 00 : U,cp, w" — P(X),01 1 Uy, w" — P(X) elementos del conjunto .A.
Escribiremos ogRoq si:

1. o¢ 2 o1,
2. WM):7R1+-L
Sea 0 : |U,cmw" = P(X) € A. Queremos probar que existe un elemento 7 € A tal que

mRo, para que en la construccién del esquema de Suslin podamos utilizar la funcién que
el principio de elecciones dependientes nos garantiza. Definimos a la familia de conjuntos:

B={{{U] }icw | o(r) = U U, = U Ur, donde cada U] es un abierto no vacio

new new
de didmetro menor que L} | r € w™ '}

Observe que la cardinalidad de B es la misma que la del conjunto w™ !, y ya sabemos
que este tltimo conjunto tiene cardinalidad a lo més numerable. Ademds, note que por
la Afirmacién (1), tenemos que para cada r € w™ 1,

0 £ {{U] View | o(r) = U Uy = U Ur, donde cada U] es un abierto no vacio

de didmetro menor que +}.
m

Entonces, el axioma de eleccién para conjuntos numerables garantiza que existe una
funcién de eleccién G : B — |JB. Para facilitar la notacién, suponga que para cada
r € w™ L {Ur'},e. es el elemento de eleccién. Con todo lo anterior en mente, definimos
a la funcién 7 : |J,, ., W™ — P(X) dada por:

-1 . m
Ur(m 1 sirewm.

o(r sire w™,
7['(7‘) = { 17 Un<m

Observe que 7 € A, ademéas mRo. De esta manera, por el principio de elecciones depen-
dientes, existe una funcién f :w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).
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Definimos a la funcién A = J,¢,, f(n). Notemos que A es una funcién de la forma
A:wsY = P(X).

Enseguida procederemos a probar que el esquema de Suslin A satisface ciertas pro-
piedades que utilizaremos.

Algunas de estas propiedades que son faciles de notar son las siguientes:

1. A(0) = s0(0) = X.
2. Vs e w?\ {0} : d(A(s)) < ﬁ
3. Vs ew<¥: A(s) = Upen, A(s"n) y A(s) es un abierto no vacio.

La propiedad restante que utilizaremos se prueba en la siguiente afirmacién.
AFIRMACION(2): Si s C t, entonces A(t) C A(s).

Sean s,t € w<¥ tales que s C t. Probaremos la afirmacién por induccién sobre la
diferencia I(t) — I(s). Primero, si [(t) = I(s) + 1, entonces t = sk para alguna k € w.
De esta manera, A(s) = J,c,, A(s"n) = U, e, A(s"n) 2 A(s"k), con lo que en este caso
inductivo se tiene el resultado.

Ahora, supdéngase que para t € w<* tal que I(t) = I(s) + ko, para alguna ko €
w \ {0}, se cumple que A(s) D A(f). Sea m € w fija. Entonces A(t) = |J,o, A(t"n) =
Unew A(t"n) 2 A(t"m), luego A(s) 2 A(t) 2 A(t"m). Por lo tanto, se ha probado la
afirmacion. X

Observe que, por la propiedad (2), A cumple la condicién de didmetros. Enseguida
probaremos que el conjunto Z(A) es distinto del vacio, para que de esta manera la funcién
asociada al esquema de Suslin tenga un dominio no vacio.

AFIRMACION(3): Z(A) # 0.

En efecto: Probaremos esta afirmacién haciendo notar que se cumplen las hipétesis del
teorema 1.2.20. Sea x € N. Sabemos que d es una métrica completa que induce a (X, 7).
Por otro lado, definimos la sucesién de conjuntos { A(x, ) }new, €l cual obviamente es una
sucesién de conjuntos cerrados no vacios, pues para cada n € w, A(x},) # 0. También,
2 xy,, tenemos que A(zy,,,) € A(z;,) € A(x},). Ademds,

n+l =+ Tn
tenemos que para cada n € w, d(A(x},)) = d(A(z;,)), y como lim,, d(A(z;,)) = 0, se

como para cada n € w, o}

concluye que {A(x},)}new €s una sucesion de conjuntos cuyos didmetros convergen a 0,
cuando n tiende a infinito. De esta manera, el teorema 1.2.20 garantiza que existe w € X
tal que {w} = ,c,, Alz},)-

Para concluir la afirmacién, bastard probar que (,,c, A(z},) = (,cn A(},). Obvia-
A(zy,)

mente se tiene que (., A(2},) 2 hew A(x},). Por otro lado, sean z € [

new
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y m € w\ {0} fijas. Como z,, C z,,,, entonces z € A(x,.,) € A(x},,), luego
2 € Npew A(zy,). Por lo tanto, (), A(z},) # 0, luego x € Z(A). X

Note que en la Afirmacién (3), hemos probado que Z(A) = N. Por lo tanto, tiene
sentido considerar a la funcién continua ¢ : Z(A) = N — X asociada al esquema de

Suslin A. Esta funcién es la que nos probara el teorema.
AFIRMACION(4): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p € X. Probaremos la afirmacién utilizando el principio de elecciones
dependientes. Definimos Ay = {s € w<¥|p € A(s)}. Note que Ay # ), pues p € X =
A(D).

Sobre el conjunto Ag, definimos la relacién Ry de la siguiente manera:

e Sean si, sy € Ag. Escribiremos s1 RSy si:

1. 51 2 s9,
2. l(Sl) = l(82> + 1.

Sea s € Ag. Entonces p € A(s) = U,c,, A(s"n), luego existe m € w tal que p €
A(s"m). Observe que s"m € Ay y s"mRys. De esta manera, por el principio de
elecciones dependientes, tenemos que existe una funcién fy : w — Ag tal que:

Vnew: foln+1)Rofo(n).

Definimos o = J,,¢,, fo(n) : w = w. Como la funcién ¢ estd definida sobre todo el
conjunto N, tenemos que {¢(0)} = (., A(o},). Pero, por construccién, se tiene que
para cada n € w, p € A(o},). Como el esquema de Suslin A satisface la condicién de
didmetros, se concluye que ¢(o) = p. X

La ultima afirmacién garantiza que X es imagen continua del espacio de Baire. O

En el siguiente teorema, obtenemos una interesante relacién entre un espacio polaco
arbitrario y un subespacio de N.

3.1.9. Teorema. Si X es un espacio polaco distinto del vacio entonces existe un cerrado
C C N y una biyeccién continua ® : C — X.

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco no vacio y d una métrica completa que
induce a 7. La idea central de esta demostracién es construir un esquema de Suslin que
cumpla la condicién de didmetros de tal forma que su funcion asociada nos garantice el
teorema.

La siguiente afirmacién sera de utilidad para construir el esquema de Suslin.
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AFIRMACION(l): Para cada, conjunto F,, F' C X y para cada € > 0. Es posible
expresar al conjunto F' como una unién ajena F' =] _ F,, donde para cada n € w, F,
es un conjunto F,, F, C F'y diam(F,) < e.

new

En efecto: Sea F'un conjunto F,, y € > 0 fijos. Note que si F' = (), se tiene el resultado.
Por otro lado, suponga que F' # (). Entonces F = |J, .., Cn, donde para cada n € w, Cp
es un cerrado. Como X es un espacio polaco, tenemos que X cumple el segundo axioma
de numerabilidad. Ademads, la familia B = {Bs(z) | * € X; § < €} es una base para
X. Por lo tanto, existe By C B que es una base numerable para X (ver teorema 1.3.7).
Note también que si B € By, entonces B tiene el mismo didmetro que B. Definimos a la
familia By = {B|B € By}, el cual es a lo més infinito numerable, por lo que definimos
una enumeracién para esta familia, By = { B }mew-

Observe ahora que F' = Umm(Cn N Bp,). Pues si z € F, entonces z € (J,,¢,, Cn, por
lo que existe ng € w tal que z € Cy,,, pero la base By cubre a X, luego existe my € w tal
que z € By,,. Por otro lado, si z € |, ,,,(Cr, N Byy,), entonces existen ng, mg € w tales
que z € Cpy N By, luego z € J,,c, Cn = F. Por lo tanto, F' = Umn(Cn N Bp,).

Note que para cada (n,m) € w X w, el conjunto Cy, N By, es un cerrado de didmetro
menor que €. Consideramos una enumeracién sobre los conjuntos C,, N B,;,, es decir
{Cn N Bm}m,new = {Hk}kew'

Definimos para cada n € w, al conjunto G, = Hy, \ ., Hi. Enseguida, haremos
algunas observaciones acerca de la enumeracién {Gp, }new.

Observacion(1): F' = ¢, Gn- Efectivamente, sea z € J, ¢, Gn, entonces existe
m € w tal que z € Hy, \ Uy, He € F. Por otro lado, sea z € F', entonces existe m € w
tal que z € Hy,. Definimos mgy € w como el minimo tal que z € Hy,,, entonces z € Gy, .
Por lo tanto, F' = {J,,c,, Gn

Observacién(2): Si n # m, entonces G, N G, = 0. Efectivamente, sean n,m € w
tales que n < m. Suponga que existe z € (Hp \ Uy, He) N (Hm \ Up<pn, Hi). Entonces
2 € Hyy \ Uem Hr y 2 € Hy, lo que es una contradiccién. Por lo tanto Gy, N Gy, = 0.

Observacién(3): Para cada n € w, G, es la interseccién de un cerrado y un abierto.
Por lo tanto, tenemos que Gy, es un conjunto F, (ver teorema 1.2.19).

Por lo tanto, las tres observaciones anteriores garantizan que F' es una unién nume-
rable ajena de conjuntos F,, cada uno con didmetro menor que e.

Por otro lado, como para cada n € w, G, es un conjunto Fy, entonces G, = (U, ,c., D,
donde para cada m € w, D} es un cerrado. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer
que Dy, € Dy .. También, definimos al conjunto D" = (). Enseguida haremos algunas
observaciones con respecto a los conjuntos D} \ D7 _, para cada n € w y para cada
m e w.

Observacion(4): Para cada n € w, Gy = U, e, (D, \ Dyi,_1). Efectivamente, sea z €
Umew (D \ Dy, 1), entonces existe m € w tal que z € Dy, \ Dy, € G,. Por otro lado,
sea z € Gy, entonces existe m € w tal que z € D]}, Definimos my € w como el minimo



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 73

tal que z € Dy, , entonces z € Dy, \ Dy, . Por lo tanto, Gy, = U,,,c., (D, \ Dyy,—1)-

Observacién(5): Para cada m € w, D}, \ D> _; es la interseccién de un cerrado y un
abierto. Por lo tanto Dy, \ D}, _; es un Fy (ver teorema 1.2.19).

Observacién(6): Para cada (ni,m1) # (n2,ma), (D, \ D, 1) (D, \ Dy, 1) = 0.
Efectivamente, como para cada nj,ny € w tales que ny # na, Gp, N Gn2 = (), para
nuestros propésitos bastara ﬁjar n € w, considerar my,mo € w tales que m; # may y
probar que (D}, \Dm1 1) N (D, \Dm2 1) = 0. Suponga que m; < mg y que existe

e (D}, \Dm1 1) (D, \Dm2 1) Por hipétesis, tenemos que m1 < mo — 1, entonces
z E D" C Dy, 4, pero esto es una contradiccién. Por lo tanto, (Dy, \ Dy, 1) N (Dp,, \
mg 1) @

Observacién(7): diam (D}, \ D' ;) < e. Efectivamente, como para cada m,n € w,
D\ D] _, C G,y diam(G,) < €, tenemos que diam(D;, \ D' _|) < e.

Observacién(8): Para cada n,m € w, D% \ DI | C F. Efectivamente, para cada
n,m € w se tiene que:

Dr\D'_ =Drn(X\D'_ )CDLNX\D'_ CDp=D"CPF.
Por lo tanto, D2 \ D' _; C F.

Definimos a {F }nEw como una enumeracién de { D} \ D} _; }m new- Note que, por las
observaciones (5)-(8), tenemos que la coleccién ajena {Fy }new es tal que F' = |, ¢, Frn
y donde para cada n € w, F, es un conjunto Fy, F,, C F'y diam(F,) < e. X

Enseguida utilizaremos la afirmacién anterior y el principio de elecciones dependientes
para construir un esquema de Suslin de tal forma que cumpla algunas propiedades.

Primero, definimos a la funcién sg : {0} — P(X) dada por: so(0) = X.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma o : w" —
P(X) (m € w) {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

n<m

1. 0 2 sg.
2. Vs € Upemw™ \ {0} : diam(o(s)) < @
3.SisCte U —mw™ entonces o(t) C o(s).
4. Vs el

5. Vs € Un<m_1 w" : 0(s) = Upe, o(5"n), donde la unién es disjunta.

nem W 1 0(s) es un conjunto F.

Note que A # ), pues sp € A.
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relacién R:

o Sean 00 : U, cp, w" — P(X),01 1 Upep, w" — P(X) elementos del conjunto .A.
Escribiremos ogRoq si:
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1. o9 2 o1,
2. mp=mq + 1.
Sea o : U, c,, w" — P(X) elemento del conjunto A. Construiremos un elemento 7 tal

que mRo. Como para cada s € w™ !, o(s) es un conjunto F,. Por la Afirmacién (1),
tenemos que:

{{F}icw | o(s) = U F}, la cual es una unién ajena, donde para cada i € w, F;
(S
es un conjuto Fy; Ff C o(s); diam(F7) < L} #0.
Ademsds, definimos a la familia de conjuntos:
G ={{{F }icw | 0(s) = U F7, la cual es una unién ajena, donde para cada i € w,
IS
F? es un conjuto Fy; FY C o(s); diam(Ff) < L} | s ew™ '}

Note que la familia G tiene la misma cardinalidad que el conjunto w™ !, el cual es a
lo més infinito numerable. De esta manera, por el axioma de elecciéon para conjuntos
numerables, existe G : G — |JG funcién de eleccién. Para simplificar la notacién, para
cada s € w™ !, {Ff}ic, denotard su elemento de eleccién. Con todo lo anterior en
mente, definimos 7 : |J,,,,,,.; w" — P(X) dada por:

o(r sire w”,
7['(7') = { (Th)n,_l : Un11<m
Ur(mil) sirewm.
Note ahora que 7 € A y ademas wRo. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una funcién f : w — A tal que:
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Definimos a la funcién A = (J,c,, f(n). Observe que A es una funcién de la forma
A:ws¥Y = P(X). Por lo tanto, A es un esquema de Suslin.
Observe que el esquema de Suslin A satsiface las siguientes propiedades:

1. A(0) = X.

2. Vs € w<¥\ {0}: d(A(s)) < l(%)

3. Vs € w¥: A(s) = U
.

new A(s"n), donde la unién es ajena y A(s) es un conjunto
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4. Si s,t € w<¥ son tales que s C ¢ entonces A(t) C A(s).

Note que la propiedad (2) garantiza que el esquema de Suslin A cumple la condicién de
los didmetros. Por lo tanto, tiene sentido considerar a su funcién continua asociada ¢.
Antes de probar que ¢ es una biyeccién, demostraremos que su dominio Z(A) # (.

AFIRMACION(2): Z(A) # 0.

En efecto: Como X # ). Sean p € X fija y el conjunto Ay = {s € X*|k € w;p €
A(s)}. Para construir un elemento en el conjunto Z(A), utilizaremos el principio de
elecciones dependientes. Primero, observe que Ag # (), pues A(Q) = X # 0.

Definimos sobre el conjunto Ag la siguiente relacién Ry:

e Sean s,t € Ag. Escribiremos sRot si:

1. s Dt
2. l(s) =1(t) + 1.

Sea t € Ag. Entonces p € A(t) = U, o, A(t"'n), luego existe ng € w tal que p € A(t"ng).
Definimos s = t"ng. Tenemos que s € Ay y sRot. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes garantiza que existe una funcién fj : w — Ag tal que:

Vn € w: fo(n + 1)R0f0(n).

Ahora, definimos al elemento x = J,,¢,, fo(n).

new A(z),) = {w}. Para esto,
haremos notar que la sucesién de conjuntos {A(z},) tnew = {A(f(n)1,)) tnew = {Antnew
satisface las hipdtesis del teorema 1.2.20. Obviamente esta sucesién de conjuntos estd
conformada por cerrados no vacios tales que para cada n € w, A(z; C A(z,) C
A(z,). Ademas, los didmetros de los conjuntos de esta sucesién convergen a 0, cuando
n tiende a infinito. Como la métrica completa d induce a 7, se conluye que existe w € X

tal que (e, An = {w}.
Procederemos a probar que x € Z(A). Para ello bastard notar que ()

Enseguida probaremos que existe w € X tal que ()

n+1)

new A(xM) =
MNnew A(z},). Obviamente se tiene que (.., A(z},) 2 [ e, A(},). Por otro lado, sean
2 € MhewAlz,) vy n € w\ {0}, como z, C x,,,, entonces z € A(x},,,) € A(x,).
Por lo tanto z € (1, c, A(z},). Se concluye de esta manera que z € Z(A). Es decir,
Z(A) # 0. X

Por lo tanto, la funcién continua ¢ : Z(A) — X asociada al esquema de Suslin A
tiene dominio distinto del vacio. Notemos que para probar que ¢ es sobreyectiva, bastara
probar que el elemento x definido en la Afirmacién (2) es tal que ¢(x) = p. Para esto,
observe que para cadan € w, p € A(f(n);,) = A(x,). De esta manera p € [, A(x},).




76 CAPITULO 3. EL ESPACIO DE BAIRE.

Por lo tanto, p € f[Z(A)].
AFIRMACION(3): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € Z(A) tales que z # y. Sea n € w el minimo tal que x|, # yi,,.
Como z, = () = yy,, se tiene que n € w\ {0}. Luego, tiene sentido considerar al elemento
Ty, , =Y, = S. Sisuponemos que ¢(z) = ¢(y), entonces ¢(x) € A(s"z(n — 1)) y
o(y) € A(s"y(n —1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos ajenos, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto ¢(z) # ¢(y). X

De esta manera, tenemos que ¢ es una biyeccién continua.

AFIRMACION(4): Z(A) es un conjunto cerrado de .

En efecto: Si Z(A) = N, tenemos el resultado. Por otro lado, suponga que Z(A) # N.
Probaremos que el conjunto N\ Z(A) es un abierto en N. Sea x € N'\ Z(A). Entonces
nnew A(.Z'[n) = @

Primero observemos que obtenemos una contradiccién si suponemos que la siguiente
propiedad es verdadera:

Vnew: A(zy,) #0.

De esta manera, al suponer verdadera la propiedad mencionada, tenemos que para cada
n € w, A(x),) son cerrados no vacios tales que A(z,,,) € A(x;,) € A(z;,) y tales
que sus didmetros convergen a 0. Ademas d es una métrica completa que induce a 7.
Entonces existe w € X tal que {w} =, A(z},) (ver teorema 1.2.20). Note que en la

Afirmacién (2) se probé que:

() Alzy,) = [ Alzy,).

new new

Por lo tanto, z € Z(A), lo que es una contradiccién.

De esta manera, existe ny € w tal que A(:U(no) = (. Observe que z € Bffrno
X\ Z(A). Puessi z € By}, v 2 € Z(A). Entonces (¢, A(21,,) # 0, pero A(z), ) =
A(zy,,,) =0, luego e, A(21,,) = 0, lo que es una contradiccion.

N

Por lo tanto X \ Z(A) es un abierto en N. X
Con todo lo anterior en mente, se concluye que ¢ es una biyeccién continua y que
Z(A) es un cerrado en N. Por lo tanto, se tiene el teorema. O

3.1.10. Observacion. Con el teorema anterior podemos probar de una manera mas ficil
que todo espacio polaco no vacio es imagen continua del espacio de Baire.

DEMOSTRACION. Sea () # X un espacio polaco. Entonces existe un cerrado () # C C N
y f: C — X una biyeccién continua. Como w admite un buen orden y C' C w* son dos



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 77

cerrados distintos del vacio, entonces existe r : w* — C retraccién (ver teorema 2.2.21).
Consideramos F' = for:w“ — X, el cual es una funcién continua y sobreyectiva. Por
lo tanto X es imagen continua del espacio de Baire. O

Ahora, si al espacio polaco arbitrario distinto del vacio lo asumimos cero-dimesional,
obtenemos un homeomorfismo. Esto lo veremos en el siguiente teorema.

3.1.11. Teorema. Todo espacio polaco cero-dimensional distinto del vacio es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del espacio de Baire N

DEMOSTRACION. Sea (X, 7) un espacio polaco cero-dimensional distinto del vacio y d
una métrica completa que induce a 7. La idea de la demostracién es construir un esquema
de Suslin que cumple la condicién de diametros de tal forma que su funcién asociada es
la que nos garantizara el teorema. Para ello, primero probaremos la siguiente afirmacion.

AFIRMACION(l): Para cada U abierto en X y para cada ¢ > 0. El conjunto U se
puede expresar como una unién disjunta U = J V,, donde para cada n € w, V,, es un
abierto-cerrado y de diametro menor que e.

new

En efecto: Sean U abierto en X y € > 0. Como X es un espacio cero-dimensional,
existe una base B conformada por abiertos-cerrados. Definimos:

By = {B € B | diam(B) < €}.

Observe que By es una base para X. Efectivamente, sean A C X abiertoen X y z € A.
Entonces existe B € B tal que z € B C A, luego existe r > 0 tal que x € B.(z) C B C A.
Definimos k& = min{r, {}, entonces z € By(z) C B,(r) € A. De esta manera, existe
By € B tal que © € By C Bi(z) C A. Ademads, diam(Bi(z)) < diam(Bg(z)) = 2k <
25 = 5 <. Por lo tanto, By es una base para X.

Por otro lado, como X es un espacio polaco, tenemos que X cumple 2AN. Luego
existe By C By numerable tal que es una base para X (ver teorema 1.3.7).

Note que si U = (), se tiene la afirmacién. Por otro lado, suponga que U # ). Defi-
nimos el conjunto C = {B € B1|B C U}. Note que C es a lo mas numerable. También
observe que U = [JC. Efectivamente, sea z € (JC, entonces existe B € B; tal que
z € B CU. Por otro lado, si z € U, existe B € By tal que z € B C U. Por lo tanto,
U=C.

De esta manera, es posible expresar al conjunto U como: U = |
cada n € w, U, € B; tal que U, CU.

Ahora, definimos para cada n € w, V,, = Uy, \ U,.,, Ui- Probaremos que la familia
{Vi }new satisface las propiedades buscadas en la afirmacion.

Observacién(1): Si nj,ne € w tales que ny; < ng, entonces Vy,, NV, = 0. Efectiva-
mente, suponga que existe z € Vi, NV, Entonces z € Upy \ Ujcpy, Uny v 2 € Upy, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto, V,, NV, = 0.

U,, donde para

new
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Observacion(2): U = ¢, Va- Efectivamente, sea z € U, entonces existe m € w
tal que z € Up,. Definimos my € w como el minimo tal que z € Up,,. Por lo tanto
z € Up, \UKm0 U; = Vi, Por otro lado, si z € Unew V., entonces existe m € w tal que
2 € Un \ Ui, Ui € U. Por lo tanto U = | J,,¢,, V-

Observacién(3): Note que para cada n € w, U, es abierto-cerrado y diam(U,,) < €.

Por lo tanto, U = | J,,¢,, Un €s una unién disjunta, donde para cada n € w, U, es un
abierto-cerrado y de didmetro menor que e. DX

Enseguida, usaremos el principio de elecciones dependientes y la Afirmacién (1) para
construir un esquema de Suslin que satisfaga algunas propiedades.

Primero, definimos a la funcién sg : {0} — P(X) dada por: so(0) = X.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas la funciones de la forma o : w" —
P(X) (m € w) {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

n<m

1. 0280.

2. Vs € Upemw™ : o(s) es un abierto-cerrado y o(s) = U, 0(s"n) es una
unién ajena.

3. Vs € Uy w™ \ w1 diam(o(s)) < ﬁ

Note que A # (), pues sy € A.
Sobre el conjunto A definimos la relacién R:

e Sean 00 : U,cpo " = P(X),01 1 Upeyn, w" — P(X) elementos del conjunto A.
Escribiremos g Roq si:
1. o9 2 o1,
2. mo = mi + 1.
Sea o : |J,c,, w" — P(X) elemento del conjunto A. Construiremos un elemento m

tal que TRo. Como para cada r € w™ 1, o(r) es un abierto, la Afirmacién(1) garantiza
que:

0+ {{U’}View | o(r) = U U/ es una unién ajena donde cada elemento es un
(S
. : g 1
abierto-cerrado de didmetro menor que --}.
Por otro lado, definimos:
D ={{{U/}icw | o(r) = U U/ es una unién ajena donde cada elemento es un
1EW

abierto-cerrado de didmetro menor que =} | s € w™ '}
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Note que la familia D es a lo mas numerable y satisface las hipotesis del axioma
de eleccién para conjuntos numerables. Por lo tanto, existe G : D — |JD funcién de
eleccién. Para facilitar la notacién, para cada s € w™ 1, {US}necw serd su elemento de
eleccién. Ahora definimos la funcién 7 : J,, .4 w™ — P(X) dada por:

TTmfl ] m
Ur<m_1) sirew.

r(r) = {J(r) sireUpemw”

Note que 7™ € A, ademés mRo. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién f : w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Definimos A = J,,¢,, f(n). Observe que A es una funcién de la forma A : w<¥ — P(X).
Ademas, note que el esquema de Suslin A satisface las siguientes propiedades:

1. A(0) = so(0) = X.

2. Vs € w9\ {0}: d(A(s)) < @

3. Vs € w: A(s) = Upen, A(s"n) es una unién ajena y A(s) es un abierto-cerrado.

Otra propiedad que satisface el esquema de Suslin A se prueba en la siguiente afirmacion.
AFIRMACION(2): Si s C ¢ entonces A(t) C A(s).

En efecto: Sean s,t € w<* tales que s C t. Probaremos la afirmacién por induccién
sobre la diferencia [(t) — I(s). Primero, si [(t) = I(s) + 1, entonces t = sk para alguna
k € w. De esta manera A(s) = (J,,c,, A(s"n) 2 A(s"k). Por lo tanto, en este caso se tiene
el resultado. Por otro lado, suponga que para I(t) = [(s) + ko, para alguna ko € w \ {0},
se tiene que A(s) 2 A(t). Sea m € w fija. Entonces A(t) = |, ., A(t"n) 2 At "m).
Luego, A(t) 2 A(t"m).

Por lo tanto, si s C t entonces A(t) C A(s). X

Note que la propiedad(2) garantiza que el esquema de Suslin A cumple la condicién
de didmetros. Luego existe su funcién continua asociada ¢. Enseguida probaremos que
el dominio de ¢ es distinto del vacio.

new

AFIRMACION(3): Z(A) # 0.

En efecto: Utilizaremos el principio de elecciones dependientes para construir un
elemento en Z(A). Como X # (), existe p € X. Definimos el conjunto:

Ay={sec X¥ | kew; pec A(s)}.
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Note que Ag # 0, pues A(0) = X # (.
Sobre el conjunto Ag, definimos la relacién Ry:

e Sean s,t € Ag. Escribiremos sRgt si:

1. s Dt
2. U(s) =1(t) + 1.

Sea t € Ag. Entonces p € A(t) = U, c,, A(t"n), luego existe ng € w tal que p € A(t"ng).
Definimos s = t"ng, tenemos que s € Ay y sRot. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una funcién fy: w — Ag tal que:

Vnew: foln+1)Rofo(n).

Definimos = = J, ¢, fo(n). Probaremos que la sucesiéon de conjuntos {A(z},)}new =
{A(f(n)1,)new = {An}new cumple las hipétesis del teorema 1.2.20. Obviamente, la
sucesién {A, }new estd conformada por conjuntos cerrados no vacios tales que para cada
n € w, A(z),,) € A(z},). Ademds, los didmetros de los conjuntos de esta sucesion
convergen a 0, cuando n tiende a infinito. Como la métrica completa d induce a 7, te-
nemos que existe w € X tal que [, A(z},) = {w} (ver teorema 1.2.20). Por lo tanto,
x € Z(A). X

Por la afirmacion anterior, la funcién continua asociada al esquema de Suslin A tiene
dominio distinto del vacio. En las siguientes afirmaciones, probaremos que ¢ es un ho-
meomorfismo y que su dominio Z(A) es cerrado en /. Para que, de esta manera, concluir
la demostracién del teorema.

AFIRMACION(4): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Notemos que para probar que ¢ es sobreyectiva, bastard probar que el
elemento z definido en la Afirmacién(3) es tal que ¢(x) = p. Para ello, observemos que
para cada n € w, p € A(f(n);,) = A(x},). De esta manera, p € (), ¢, A(z},). Por lo
tanto p € f[Z(A)]. X

AFIRMACION(5): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € Z(A) tales que x # y. Definimos n € w como el minimo tal
que z;, # y;,. Como zj, = 0 = yj,, se tiene que n € w \ {0}. Luego existe el elemento
Zy, , =Y, = S. Sisuponemos que ¢(z) = ¢(y), entonces ¢(x) € A(s"z(n — 1)) y
é(y) € A(s"y(n—1)). Es decir, un mismo elemento estd en dos conjuntos ajenos, lo que
es una contradiccion. Por lo tanto ¢(x) # ¢(y). X

Por las dos afirmaciones anteriores, se concluye que ¢ es biyectiva.
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AFIRMACION(6): Z(A) es un conjunto cerrado de A"

En efecto: Por un lado, si Z(A) = N, tenemos el resultado. Por otro lado, suponga
que Z(A) # N. Queremos probar que el conjunto '\ Z(A) es abierto. Sea x € N\ Z(A),
entonces (¢, A(z},) = 0.

Note que existe ng € w tal que A(xrno) = (). Efectivamente, si suponemos que para
cada n € w, A(x),) # 0. Entonces para cada n € w, A(z},) son cerrados no vacios
tales que A(x;, ,) € A(x,) y tales que sus didmetros convergen a 0. Ademads, d es una
métrica completa que induce a 7. Entonces existe w € X tal que {w} = [, o, A(x},)
(ver teorema 1.2.20). De esta manera, z € Z(A), lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, existe ng € w tal que A(zy, ) = 0.

Observe ahora que x € Bg%O C X \ Z(A). Efectivamente, suponga que existe
z € By, tal que z € Z(A). Entonces (,,c, A(z},,) # 0, pero A(z, ) = A(z,,) = 0,
luego (., A(21,,) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, 2 € By, < X\Z(A).
Es decir, X \ Z(A) es un abierto en N. X

AFIRMACION(7): ¢ es una funcién abierta.

En efecto: Sea s € X*. Bastard probar que ¢[Z(A) N B,] es un conjunto abierto en
X. Por un lado, si ¢[Z(A) N Bs] = 0, se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que
B1Z(4) (1 By] # 0.

Probaremos que ¢[Z(A)NBs| = A(s). Efectivamente, sea z € ¢[Z
existe zg € Z(A) N By tal que ¢(20) = 2, luego (¢, A((20)1,) = {#
lo tanto, z € A((20),) = A(s).

Por otro lado, sea z € A(s). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes
para construir un elemento x en Z(A) N By tal que ¢(x) = z. Definimos el conjunto
A1 ={oc€ XP | pew; z€ A(o); o 2 s}. Note que A; # (), pues s € A;.

Sobre el conjunto Ay, definimos la relacién Ry:

(A)NBs]. Entonces
}y (20);, = s. Por

e Sean r,t € Ay. Escribiremos rRit si:

1. r Dt
2. l(r)=1(t) + 1.

Sea t € A;. Entonces z € A(t) = U,c,, A(t"n), luego existe ng € w tal que z € A(t"ng).
Definimos 7 = t"ng. Note que r € Ay y rRit. De esta manera, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una funcién f; : w — A; tal que:

Vnew: filn+ 1)Ryfi(n).
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Definimos x = ¢, fi(n). Observe ahora que x € N y ademds para cada n € w,
z € A(f(n),) = A(xr,). Luego x € Z(A), x;, = f(k);, = sy ¢(x) = z. Por lo tanto,
z € p[Z(A) N By).
De esta manera, se concluye que ¢ es una funcién abierta. X
Por lo tanto, X es homeomorfo a un subespacio cerrado de N. O

Ahora, si al espacio polaco distinto del vacio ademés de cero-dimensional lo consi-
deramos con una cierta propiedad con respecto a sus compactos, entonces se obtiene
un homeomorfismo entre este espacio y el espacio de Baire. Pero para probar esta
observacién, antes deberemos de demostrar algunos otros teoremas.

3.1.12. Teorema. Si (Y,d) es un espacio métrico tal que para cada ¢ > 0 y para cada
0 < J < eexiste F5 = {x, ... :53(;5} CY talqueY = |J, Bs(x9), entonces toda sucesion
de Y posee una subsucesion de Cauchy.

DEMOSTRACION. Sean {y, }necw una sucesién y € > 0 fijas. Primero construiremos para
cada n € w tal que 5 < €, una sucesién {B% () Yi<m,, para alguna m, € w tal que

Y = U2 B 1 (2}). Para ello, definimos:
27’L

A={{{B1 @)}icw | mew; Y =B (@)} | newtal que & < e},
2n - 0

Note que A es a lo mas numerable. Ademads, por hipotesis, tenemos que para cada n € w
tal que o <€, 0 # {{B 1 (") }icm | m € w; Y = U2 B 1 (21")}. De esta manera, al
2" 2n

aplicar el axioma de eleccién para conjuntos numerables sobre A, obtenemos una funcién

de eleccién sobre A. Para facilitar la notacién, para cada n € w tal que 2% < €, deno-

taremos a su elemento de eleccién sobre A como {B 1 (27') }i<m,, para alguna m, € w tal
2TL
que Y = J"% B 1 («]). Enseguida probaremos una propiedad que cumplen cada una de
2TL

estas sucesiones de bolas abiertas.

AFIRMACION(l): Para cada n € w tal que 2% < e fijay para cada {zj } ke, sucesion,
existe i(n) € {0,...,my} tal que:

Vi€ w: Im(n) >n tal que zz;) € B 1 (],)-
271
En efecto: Sean n € w tal que 2% < €y {2k }rew una sucesion fijas. Suponga que:

7

Vie {0,...,my}: 3n(i) € w tal que Ym > (i) : zm ¢ B 1 (x}).
2n
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Entonces para cada i € {0,...,my,}, sea n(i) € w fijo tal que:

Vi > n(i) 0z ¢ B%n(m?)

Definimos N = max{n(0),...,7(my,)}. De esta manera, si m > N, entonces para cada
i € {0,...,mp}, m > N > n(i), luego para cada i € {0,...,mp}, zmn ¢ B1 (aF).
271
Es decir zz; € ()i~ (Y\31 () =Y \UXB1(z]) =Y \Y =0, lo que es una
2”
contradiccién. X

La idea central de la demostracién es aplicar varias veces la Afirmacién (1) y el
principio de elecciones dependientes para construir una subsucesién de Cauchy para

{yn }nEw .

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma {{x* }.c }x<m
(m € w\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

L. {X%}new = {yn}new

2. Si para j € {0,. — 1}, {Xn}n@ esta definida, entonces {Xn }nEw es
una subsucesion de {Xn}n@, tal que {x%"' }new C B 1 (zy JH70Y) para alguna
27+
i €{0,...,mjqny}, donde ng € w es el minimo tal que 2T0 < €.

Procedemos a construir un elemento en el conjunto A. Note que, por la Afirmacion
(1), para ng € w el minimo tal que 2%0 < €, existe i(ng) € {0,...,m;} tal que:

Vi 3 m(n) > 7 tal que yum) € B 1 (37?(?10))'
Definamos ahora al conjunto:

A(no) = {{zk }r<n subsucesién truncada de {yn}new | h € w\ {0}; VE < h:

i(no)

Se afirma que A(ng) # (. En efecto: Para 1 € w, la Afirmacién (1) garantiza que
existe m(1) > 1 tal que Y1) € Bi(x?(‘;m)). De manera andloga, para m(1l) € w,
270

% €B 1 (2™ )}
2"0

existe m(m(1)) > m(1) tal que ypmm1)) € B 1 (93?(‘7’10)) De esta manera, definimos a la
210
sucesion truncadadzy }r<1 dada por:
ym(l) sik=0
z, = )
yﬁl(ﬁL(l)) sik=1.

Note que {zg trew € A(ng). Por lo tanto, A(ng) # 0.
Sobre el conjunto A(ng) definimos la siguiente relacién R,
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o Sean {a}tk<hys { Bk}t r<hy € A(no). Escribiremos {ay <, Rno{ Bk tr<h, Si:

1. {ak}k<h1 = {Bk}kéhw
2. hy = ha + 1.

Sea {fktr<n € A(np). Como {B}r<n es una subsucesén truncada de {yn }new, entonces
Brn = y¢ para alguna ¢t € w. La Afirmacién (1) garantiza que existe m(t) > ¢ tal que
ym(t) € B 1 (2° ). De esta manera, definimos {ag }r<p,+1 dada por:

270

i(no
Bk sik < h
A =
ym(t) sik=~h-+1.

Observe ahora que {ag}r<ni1i € A(no) v {aktk<ni1Bno{Br}r<n. De esta manera, el
principio de elecciones dependientes garantiza que existe una funcién f,, : w — A(ng)
tal que:

Va € w: foo(a+ 1)Ry, fro(a).

Definimos {2k }rew = Uyew fro(a). Con todo lo anterior en mente, sea {{x*}ncw}tr<i

dada por:
{Xk} _ {Untnew sik=0
njnew {Zn}tnew sik=1.

Note que {{x*}newlr<1 € A. Por lo tanto, A # (.
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relacién R:

e Sean {{aﬁ}new}kghp {{Bﬁ}new}Khz € A. Escribiremos

{{a} }newtham B {{B) newhsns
Si:

L. {{aﬁ}nEw}kéhl 2 {{ﬁﬁ}new}kghy
2. hy = hy + 1.

Procedemos a probar que el conjunto A cumple la segunda hipdtesis del principio de

elecciones dependientes. Sea {{8%},cw}tr<n € A. Consideramos a la sucesién {37 }new
y al natural h 4+ ng. Note que € > 2%0 > Qh%"o’ luego la Afirmacién (1) garantiza que

existe i(h 4+ no) € {0,...,Mp1n, } tal que:

h+n0 )

Vn € w Im(n) > n tal que ﬁf%(ﬁ) €B_1 (mz’(h-&-no)

2h+n0
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Con lo anterior en mente, definimos el conjunto:

A = {{z1} h<m subsucesién truncada de {8} new | m € w \ {0}; VE < m,

2 €B_1 (2} )}

2h+n0

Probaremos que A # (). Efectivamente, tenemos que para 1 € w, existe m(1) > 1 tal que

ﬁ%(l) €B (x%gi‘zlo)) De la misma manera, para m(1) € w existe m(m(1)) > m(1)
2h+n0
tal que Bg(m(l)) €eB (:Ef&;f;m)) Definimos {zj }re., dada por:

2h+n0

h : _
e
Bm(m(l)) sik=1.

Observe que {zj }rew EN.,Z. Por lo tanto, A # 0. i
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relacién R:

o Sean {a b r<hy s {7k te<hy € A. Escribiremos {ak}kghlfz {Vk Hreshy st

L. {akti<n 2 {7k te<ho,
2. h1 = h2 + 1.

Sea {7k e<m € A. Como {74 }hem €s una subsucesién truncada de {8} ne,, existe t € w
tal que v, = A'. Por otro lado, la Afirmacién (1) implica que existe m(t) > t tal que

Bf%(t) €B 1 (3:?(210%)) Definimos {ay }x<m+1 dada por:

2h+n0

Vi sik<m
o =
Bfn(t) sik=m+1.

Note que {ag}tr<mi1 € A y {ak}kgmHR{’yk}Km. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una funcién f : w — A tal que:

Vacw: fla+1)Rf(a).
Sea {Zk }rew = Ugew f(a). Definimos {{x* }new}r<ns+1 dada por:

Bitnew sik<h
{X]rfz}new = {Pnine .
{Zn}new sik=h+1.

Observe ahora que {{Xfl}neaz}kgz—&-l €Ay {{XE}HEw}k<h+1R{{/Br]§}n€w}k<h- Por lo
tanto, el principio de elecciones dependientes garantiza que existe una funcién f :w — A

tal que:
Va€w: fla+1)Rf(a).
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Con todo lo anterior en mente, para facilitar la notacién, definimos {{x*},cu trew =

Uaew f(a).

AFIRMACION(2): La sucesién {x"}neo es de Cauchy.

En efecto: Sea € > 0. Ademsds, sea j € w)\ {0} tal que ~2.— < é. Primero probaremos

2j+n0
por induccién que:

Vkew: {x)**}eo CB 1 (g:(.z_l)+”°), donde ig € {0, ..., M(j_1)4n,} s fija
2 j—1)+ng

(l,(j—l)—l-no)‘

20

y tal que {x%}new € B 1

2(i—1)+ng
Note que para k = 0, se tiene la propiedad anterior. Pues {X%}n@u cB (xg_lHnO).
2(i—1)+ng
Por otro lado, suponga que para k € w se cumple que:
, i—1)+
O new CB__ 1 (a0,
2(i—1)+ng
Como {Xf'karl}n@J es una subsucesién de {X?fk}nem se obtiene que {Xf'fkﬂ}n@, C
B (acgg _1)+n0). Por lo tanto, se tiene la propiedad anterior.
2(i—1)+kg )
De esta manera, si 71,7 > j. Tenemos que {x™ }new, {X?Inew € B 1 (xl%_l)Jr"O).
2(i—1)+ng
Entonces Y2, x? € B 4 (3:%71”"0). Luego:
2(i—1)+ng
no 0 ; (=1D+noyy _ 2 ~
d(xmms Xi) < diam(B__1__ (zy, ) = o=ty <€
2(i—1)+ng
Por lo tanto, {x} }necw €s una sucesién de Cauchy. X

AFIRMACION(3): {x"}new €s una subsucesion de {4, }nee-

En efecto: Sean n,m € w tales que n < m. Como {x}'}rew €s una subsucesion de
{X} }rew, tenemos que xj» = X, para alguna m € w. Note que n < m, pues n < m.
Ademés, como { X} } ke, es una subsucesién de {yy }rew, tenemos que X2 = yi, ¥ Xn = Yk,
para algunas ki, ks € w. Luego, k1 < ks, puesto que n < m. De esta manera, hemos
probado que {x}}ne, es una subsucesién de {yn new- X

Por lo tanto, se tiene una subsucesion de {yx}rew que es de Cauchy. O

3.1.13. Teorema. Sea (Y,d) un espacio métrico tal que toda sucesion en Y tiene una
subsucesion convergente, y sea {Uy}acq una cubierta abierta de Y. Entonces existe
§ > 0 tal que para cada x € Y, existe a(x) tal que Bs(x) C Upy(y)-
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DEMOSTRACION. Supéngase que para cada 6 > 0, existe z(d) € Y tal que:
Va € Q: Bs(z(8)) € U,.
De esta manera, para cada n € w \ {0}, existe z,, € Y tal que:

Voo e Q: Bi(xn) € Us.

Luego, aplicando el axioma de eleccién para conjuntos numerables, para cada n € w\ {0},
tomamos un unico punto z,, € Y tal que:

Va € Q: Bi(zn) € U,.

Con estos elementos, definimos a la sucesion {x,}ney, luego esta subsucesién tiene una
subsucesién convergente {zy, }rew, digamos que converge a z € Y. Como {U,}acq €s
una cubierta, existe ap € €2 tal que x € U,,, pero U,, es abierto. Por lo tanto, existe
€ > 0 tal que B¢(x) C Uy,. Ademds, como la subsucesién {z,, }re, converge a z, existe
N € wtal que d(zn,z) < §, donde + < &. Pero, si z € B%(xN), entonces d(z, zn) < +,

luego d(z,2) < d(z,2n) +d(zn,2) < % +§ < 5+ 5 = €. Por lo tanto, z € Be(z) C Uy,.
Con todo lo anterior, obtenemos una contradiccién, pues hemos llegado a que B 1 (zy)
N

C Uso.

3.1.14. Teorema. Sea (Y,d) un espacio métrico tal que toda sucesién en Y tiene una
subsucesién convergente, y si para cada € > 0 y para cada 0 < « < ¢, existe F, =
{z§,...,25 } CY tal que Y = ;2 Ba(2). Entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION. Sea {Ug}geq una cubierta abierta para Y. Por el teorema 3.1.13,
tenemos que existe > 0 tal que para cada x € Y existe 3(z) € (2 tal que Bs(x) C Ug(y)-

Por otro lado, sea 0 < a < § fija. Entonces existe Fy, = {zf,...,z; } CY tal que
Y = U, Ba(zd). Por lo tanto, Y = [JI) Ba(2$) C U2, Bs(29). Ahora, para cada
i € {0,...,nq}, tomamos un unico f; € Q tal que Bs(z¢) C Ug,. Luego, Y C |J;, Us,.
Por lo tanto, Y es compacto. O

3.1.15. Teorema. Todo espacio polaco no vacio cero-dimensional tal que todos sus
compactos tienen interior vacio es homeomorfo al espacio de Baire N .

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que A es un espacio polaco cero-dimensional
no vacio cuyos compactos tienen todos interior vacio. En efecto: Ya sabemos que N es
un espacio polaco cero-dimensional.

Ademds, recordemos que para cada s € w<%, los abiertos Bs también son cerrados.
Por otro lado, si suponemos que existe K C AN un compacto con interior no vacio,
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entonces existe s € w<* tal que By C K, y como By es cerrado, tenemos que By es un
compacto. Pero Bs no puede ser compacto, pues la familia {Bsrp e, cubre a Bg, es
ajena y es tal que no se le puede extraer una subcubierta finita. Por lo tanto, A es un
espacio polaco cero-dimensional no vacio cuyos compactos tienen todos interior vacio.

Procedemos a probar la otra parte del teorema. Para ello, sea (X,7) un espacio
polaco cero-dimensional no vacio cuyos compactos tienen todos interior vacio y sea d una
métrica completa que induce a la topologia 7. La idea de la demostracién es construir
un esquema de Suslin que cumpla la condicién de didmetros de tal forma que su funcién
continua asociada nos garantice el teorema.

AFIRMACION(l): Para cada () # U C X abierto-cerrado y para cada € > 0, existe
una familia numerable {V;};c,, de abiertos-cerrados ajenos de didmetro menor que e tal
que U = J;c, Vi

En efecto: Sea B una base de abiertos-cerrados. Definimos a la familia:
By = {B € B | diam(B) < €}.

Note que By es una base para X. Puessi () # A C X es un abiertoy x € A, entonces exis-
te r > 0 tal que x € B,(x) € A. Sea k = min{r, {}, entonces x € By(z) C B.(z) C A.
Como B es una base para X, existe B € B tal que z € B C Bi(xz) C A. Luego, B € By.
Por lo tanto, By es una base para X.

Por otro lado, como X es un espacio polaco, entonces X cumple 2AN. Por lo tanto,
By contiene una base numerable B; (ver teorema 1.3.7). Definimos el conjunto A = {B €
B1|B C U}. Note que A es numerable.

Observe ahora que U = |J.A. Pues si z € |J.A, entonces existe B € B; tal que
z € B CU. Por otro lado, si z € U, como B; es una base para X, existe B € B; tal que
z € B CU, luego z € |JA. Por lo tanto, U = |J A.

De esta manera, existe una enumeracién para el conjunto A = {U,}ne,. Luego,
tenemos que U = |, ., Un.

Definimos para cada n € w, V,, = U, \ UKn U;. Con esta definicién en mente , sea
{Vi}new. Enseguida, haremos algunas observaciones con respecto a esta dltima sucesién
de conjuntos.

Observacién (1): Si ni,ny € w son tales que ny < ng, entonces V,, NV, = 0.
Efectivamente, suponga que existe z € V;,, NV}, entonces z € Uy, \ U Uiy z €Uy,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, V;,, N'V,,, = 0.

Observacion (2): U = |, V- Efectivamente, sea z € J,,, Va, entonces existe
m € wtal que z € Vj, = Up \ U;., Ui € Up € U. Por otro lado, sea z € U, entonces
existe n € w tal que z € U,. Definimos m € w como el minimo tal que z € U,,, luego

2 € Un \ Ui Ui = Vin. Por lo tanto, U = (¢, Va-

1<ng
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Observacién (3): Para cada n € w, el conjunto V;, es un abierto-cerrado con didmetro
menor que € > 0.
De esta manera, las observaciones anteriores garantizan la afirmacién. X

AFIRMACION(Q): Para cada conjunto U abierto-cerrado no vacio y para cada ¢ > 0.
El conjunto U se puede descomponer como una unién ajena de una cantidad infinita nu-
merable de abierto-cerrados no vacios con didmetros menores que €.

En efecto: Sean () # U C X un abierto-cerrado y € > 0. Note que existe 0 < ¢y < €
tal que para todo conjunto finito F = {z¢,...,zn} C U, U € U, B (xi). Para
esto, aplicaremos el teorema 3.1.14. Suponga que para cada 0 < § < € existe Fy =
{xf,... 75325} CU="Utal que U = U C U, Bs(z?). Entonces toda sucesién sobre
U = U tiene una subsucesién de Cauchy, y dicha subsucesién de Cauchy es convergente
en U = U. Por lo tanto, U es compacto. Luego, U tiene interior vacio. Pero como U es
abierto, se tiene que U = int(U) = (), lo que es una contradiccién. Por lo tanto, existe
0 < € < € tal que para todo conjunto finito F' = {z¢,...,xn} CU, U € %, Be,(25).

Observe ahora que si {U,}acq €s una cubierta abierta de U tal que para cada « €
Q, diam(U,) < €, entonces {Uy}aecn 1o tiene una subcubierta finita. Efectivamente,
suponga que existe {Ung,...,Uq,} € {Ua}taca tal que Uf:() Ua, 2 U. Entones, para
cada i € {0,...,k} tal que U,, # ), tomamos un tnico elemento z,, € U,,. Definimos:

A ={B(zqa,)|i € {0,...,k} tal que U,, # 0}.

Note que Uf:o Ua, CUA. Pues, siz € Uf:o U,,, entonces existe ¢ € {0,...,k} tal que
z € Uy,. Por otro lado, d(z,z,,) < diam(U,,;) < €. Luego, U C [JA, lo que es una
contradiccién, pues ¢ es tal que U € JA.
De esta manera, tenemos que existe 0 < €y < € tal que si {U,}aecq es una cubierta
abierta de U tal que:
Va € Q: diam(U,) < €.

Entonces para cada V C {Ua }aeq, V finito, JV 2 U.

Por otro lado, como () # U C X es un abierto-cerrado y ¢y > 0, la Afirmacién (1)
garantiza que existe una familia de abierto-cerrados ajenos {V;};c. cuyos didmetros son
menores que € tal que U = J;c,, Vi. Sea V = {V;|V; # 0}. Si V fuera finito, suponga que
V ={Vi,..., Vi, }, entonces U = J,;c, Vi = Vi, U--- UV, lo que es una contradiccion.
Por lo tanto, V' es numerable infinito numerable.

Por lo tanto, el conjunto U se puede descomponer como una unién ajena de una
cantidad infinita numerable de abierto-cerrados no vacios cuyos didmetros son menores
que €. X

Enseguida, aplicaremos la Afirmacién (2) y el principio de elecciones dependientes

para construir un esquema de Suslin que cumpla la condicién de didmetros y algunas
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otras propiedades. Primero, definimos sg : {#} — P(X) dada por: so(0)) = X.

e Sea C el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma o : W —

P(X) (m € w )\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

n<m

1. ¢ 2 S50-
2. Vs € Upem1w™: 0(s) = Upew o(s"k) es una unién ajena.
3. Vs € Uy w™: o(s) es un abierto-cerrado no vacio.

4. Vs e, o, w" \ {0}: diam(o(s)) < ﬁ

n<m

Note que C # (), pues so € C.
Sobre el conjunto C definimos la relacién R:

e Sean 00 : U, <, w" = P(X),01 1 Upepn, w" — P(X) elementos del conjunto C.
Escribiremos ogRoq si:
1. oo 2 01,
2. mp=mq + 1.

Sea o : | J, oy, w" — P(X) elemento del conjunto C. Construiremos un elemento +y tal
que YRo. Para ello, definimos:

D ={{{U}icw | o(s) = U U; es una unién ajena de abierto-cerrados no vacios cuyos

necw

.2 . l m—1
didmetros son menores que -} | s € W™}

Observe que la cardinalidad del conjunto C es a lo mdximo numerable. Ademads, note

que, por la Afirmacién (2), para cada s € w™ !,

{{UView | o(s) = U U; es una unién ajena de abierto-cerrados no vacios cuyos

new

. 1
didmetros son menores que -~} # 0.

Por lo tanto, el axioma de eleccién para conjuntos numerables implica que existe una
funcién de eleccién G : D — |JD. Para facilitar la notacién, denotaremos a {U }icw €l
elemento de eleccién correspondiente al elemento s € w™~!. De esta manera, definimos
Y Unemer w" — P(X) dada por:

(s) = {a(s) sis€Upemw”

m—1 : m
Us(mfl) sisewm.
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Note ahora que v € C y 7vRo. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funciéon f :w — C tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Definimos A = J,,¢,, f(n). Observe que A es un esquema de Suslin con las siguientes
propiedades:

1. A(0) = X.

2. Vs € w<¥\ {0}: diam(A(s)) < ﬁ

3. Vs € w<¥: A(s) # () es un abierto-cerrado y A(s) = U
disjunta.

new A(s"n) es una unién

Otra propiedad que cumple el esquema de Suslin A se prueba en la siguiente afirmacién.
AFIRMACION(3): Si s,t € w<* son tales que 5 D £, entonces A(t) C A(s).

En efecto: Probaremos la afirmacién por induccién sobre la diferencia I(t) — I(s).
Primero, suponga que [(t) = I(s) + 1, entonces A(t) C U, A(s"n) = A(s). Por lo
tanto, A(t) C A(s).

Por otro lado, suponga que para [(t) = l(s) + m, para alguna m € w, se cumple que
A(t) C A(s). Sea mg € w fija. Entonces A(t"mg) C U, A(t"n) = A(t) € A(s). Por lo
tanto, A(t"mg) C A(s). De esta manera, se ha probado la afirmacién. X

Observe que la propiedad (2) implica que el esquema de Suslin A cumple la condicién
de diametros. Por lo tanto, existe su funcién continua asociada ¢. Procedemos a probar
que el dominio de esta dltima funcién es todo el conjunto N .

AFIRMACION(4): Z(A) = N.

En efecto: Sea x € N. Para probar la afirmacién, aplicaremos el teorema 1.2.20 al
conjunto (), ., A(z,). Para ello, haremos ver que la sucesién de conjuntos {A(z},) }new
satisface las hipodtesis de dicho teorema. Obviamente d es una métrica completa que
induce a (X, 7). Ademas, note que {A(x},)}necw €s una sucesion de conjuntos cerrados
no vacios. Como para cada n € w, x},,, 2 x},, tenemos que A(x;, ,) € A(z,). Por
otro lado, tenemos que lim,, d(A(z,)) = 0. Por lo tanto, {A(z},)}new €s una sucesién
de conjuntos cerrados no vacios cuyos didmetros convergen a 0, cuando n tiende a in-
finito. Luego, existe w € X tal que {w} = (1, A(z},) (ver teorema 1.2.20). Entonces,

Mpew A(zy,) # 0. Es decir, z € Z(A). Por lo tanto, Z(A) = N. X
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La afirmacién anterior implica que la funcién continua asociada al esquema de Suslin
A es de la forma ¢ : N — X. Con esto en mente, procedemos a probar que ¢ es un
homeomorfismo.

AFIRMACION(5): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p € X = A(0) = U, e, A(0"n). Entonces existe m € w tal que
p € A(0"m). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir un ele-
mento = en A tal que ¢(z) = p. Para ello, definimos el conjunto Cy = {s € w*|k €
w\ {0};p € A(s)}. Note que Cy # 0, pues 0"m € Cy.

Sobre el conjunto Cy definimos la relacién Ry:

e Sean s,t € Cy. Escribiremos sRyt si:

1. s Dt
2. l(s) =1(t) + 1.

Sea t € Cp. Entonces p € A(t) = U, e, A(t"n), luego existe r € w tal que p € A(t"r).
También, note que t"r € Cy y t"rRot. Luego, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcion fy: w — Cp tal que:

Vn €w: fo(n + I)Rofo(n)

Sea z = (J,,¢,, fo(n). Como para cada k € w, p € A(fo(k);,) = A(z},). Se concluye que
¢(x) = p. Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva. X

AFIRMACION(6): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € Z(A) tales que x # y. Definimos n € w como el minimo
tal que z}, # y;,. Como z;; = 0 = y;,, se tiene que n € w\ {0}. Luego, existe el
elemento x;, , =y;, , = s. Suponga que ¢(z) = ¢(y), entonces ¢(x) € A(s"z(n—1)) y
é(y) € A(s"y(n—1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos ajenos, lo
que es una contradiccién. Por lo tanto ¢(x) # ¢(y). X

AFIRMACION(7): ¢ es una funcién abierta.
En efecto: Sea s € wk. Bastard probar que el conjunto ¢[Z(A) N By] es abierto.
Obviamente, si ¢[Z(A) N Bs] = 0, se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que
¢[Z(A) N Bg] # 0. Para concluir la afirmacién, demostraremos que ¢[Z(A) N Bs] = A(s).
Sea z € ¢[Z(A) N By, entonces existe zg € Z(A) N B, tal que ¢(z9) = z, entonces

Mhew A((20)1,) = {2} ¥ (20)}, = 5. Luego, z € A((20)},) = A(s).
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Por otro lado, sea z € A(s). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para
construir un elemento xy € Z(A) tal que ¢(x) = z. Definimos A} = {0 € XP|p € w;z €
A(o);0 D s}. Note que A; # 0, pues s € Aj.

Sobre el conjunto A; definimos la relacién Rjy:

e Sean r,t € Ay. Escribiremos rR1t si:
1. »r D¢,
2. l(r)=1(t) + 1.

Sea t € A;. Entonces z € A(t) = |,,c,, A(t"n), luego existe ng € w tal que z € A(t"no).
Sea r = t"ng. Note que r € Ay y rRit. De esta manera, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una funcién f; : w — A; tal que:

Vnew: filn+1)Ryfi(n).

Definimos x = J,,¢,, fi(n). Observe ahora que x € N y ademds para cada n € w,
z € A(f(n),) = A(x;,). Luego, x € Z(A), x1, = f(k);, = sy #(x) = z. Por lo tanto,
z € p[Z(A) N By X

Por lo tanto, las Afirmaciones(5)-(7) concluyen la demostracién del teorema. O

El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior.

3.1.16. Corolario. El espacio de Baire N' es homeomorfo al conjunto R\ Q con la
topologia relativa con respecto a la topologia euclidiana de R.

DEMOSTRACION. Aplicaremos el teorema 3.1.15 al conjunto R\ Q. Para esto, probare-
mos que R\ Q satisface las hipétesis de dicho teorema.

AFIRMACION(1): R\ Q es un espacio polaco.

En efecto: Note que QQ se puede ver como una unién numerable de cerrados de R, a
saber Q = {J,cqfq}- Luego, R\ Q es una interseccién numerable de abiertos, y como R
es un espacio polaco, tenemos que R \ Q es un espacio polaco (ver teorema 1.2.18). X

No es dificil demostrar la siguiente afirmacion.

AFIRMACION(2): La familia B = {(z,y) C R|z < y;z,y € Q} es una base para R.

Definimos a la familia de conjuntos:

By ={(z,y) N(R\ Q) C Rz <y; z,y € Q}.
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Observe que, por la Afirmacién (2), la familia By es una base para el conjunto R\ Q
dotado de la topologia relativa.

AFRIMACION(3): By estd compuesto por abiertos-cerrados para la topologia rela-
tiva de R\ Q.

En efecto: Note que si z,y € Q tales que z < y, tenemos que (R\Q)\ (z,y)N(R\Q) =
De esta manera, la Afirmacién (3) garantiza que R \ Q es cero-dimensional.

AFIRMACION(4): Todos los compactos de R\ Q tienen interior vacio.

En efecto: Si existiera un compacto K C R\Q tal que int(K) # (). Entonces existirfan
z € K yr >0 tales que B,(z) C K. Como By es una base para R\ Q, tendriamos la
existencia de B € By tal que x € B C B,(z) C K, pero B es cerrado y K compacto.
Por lo tanto, B seria compacto en R\ Q. Ademds, como B € By, existirfan z,y € Q
con x < y tales que B = (z,y) N (R\ Q), luego (z,y) N (R \ Q) seria compacto en R.
Entonces (z,y) N (R\ Q) seria cerrado en R, lo que serfa una contradiccién. Por lo tanto,
la afirmacién es verdadera. X

De esta manera, se concluye que R\ Q es un espacio polaco cero-dimensional no vacio
cuyos compactos tienen interior vacio. Por lo tanto, el teorema 3.1.15 garantiza que R\ Q
es homeomorfo al espacio de Baire N. O

Observemos que con un argumento analogo al del resultado anterior, podemos probar
que Q es un espacio métrico separable cero-dimensional cuyos compactos tienen interior
vacio. Pero, la cardinalidad de A no es la misma que la de Q, por lo que Q no es
homeomorfo con N. Luego Q no es completamente metrizable, por lo tanto Q no es un
espacio polaco. En particular, Q no seria un conjunto G5 en R.

El siguiente teorema es una observacion referente a la relaciéon que tiene Q como
conjunto totalmente ordenado con respecto a ciertos conjuntos totalmente ordenados,
pero antes daremos la definiciéon de conjuntos totalmente ordenados semejantes.

3.1.17. Definicién. Sean A, B dos conjuntos totalmente ordenados. Se dice que A y
B son semejantes si existe una biyeccién f : A — B tal que:

Va,be A: a<b < f(a) < f(b).
A la funcién f se le dice que es una biyeccién que conserva el orden de A y B.

3.1.18. Teorema. Sea (D, <p) un conjunto totalmente ordenado. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
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1. D satisface las siguientes propiedades:

e D es numerable.
e D no tiene méaximo ni minimo.
e Para cada dj,dy € D tales que dy # da y di <p dg existe d € D \ {dy,dy} tal
que di <p d <p do.
2. D es semejante al conjunto QQ con el orden usual.

DEMOSTRACION.

(1) = (2)] Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir una funcién

que conserva el orden de D y Q. Para ello, tomemos dos enumeraciones fijas Q = {gn|n €

w}ty D = {d,|n € w}. Por otro lado, sea fo : {qo} — D la funcién dada por: fy(qo) = dp.
Definimos la siguiente relacién R:

e Sean a,b € Dy p,q € Q. Escribiremos (p, q)R(a,b) si:

(a<pbAp<q)é(a=pbAp>=q).

e Sea A el conjunto que tiene a la funcién fy y a todas las funciones de la forma
f:9—=D (6 ={q,-..,9m}, para alguna m € w \ {0}) tales que satisfacen las
siguientes propiedades:

L. f2 fo,

2. Si para k € {0,...,m — 1}, los elementos f(qo),.-., f(qr) estdn definidos de

tal forma que si ji # jo, f(qj,) # f(qj,). Entonces el elemento f(qx4+1) = da
es tal que n es el minimo en w \ {0, ..., k} tal que:

Vi€ {0,....k}: fla;) # day (qrs1,45)R(da, f(g5))-

Note que A # ().

Sobre el conjunto A definimos la siguiente relacién R:

e Sean fi : {q0,---,q%,} — D,f2: {q,---,qx} — D elementos del conjunto .A.
Escribiremos fi R fo si:

L. f12 fa,
2. k1 = ko + 1.

Sea t € A. Queremos construir un elemento s tal que sRt. Para ello, consideramos los
siguientes dos casos.
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Caso(1): t = fy. Efectivamente, como fy(qo) = do, entonces g1 < qo 6 qo < q1-
Definimos el conjunto Dy = {d € D|(qo,q1)R(do,d)}\ {do}. Note que Dy # ), pues D no
tiene maximo ni minimo y D es un conjunto totalmente ordenado. Sea n € w el minimo
tal que di € Dy. Con lo anterior en mente, definimos la funcién s : {qp,q1} — D dada

por:
do sit=20

s(q;) =
() {dﬁ sii=1.

Observe ahora que s € Ay sRt. Por lo tanto, en este caso se ha construido un elemento
s tal que sRt.

Caso(2): t € A\ {fo}. Efectivamente, suponga que t : {qo, ..., ¢n} — D. Definimos
el conjunto:

D= {d €D | Vj € {0"' . 7m} : (Qm+lan)R(d7f(Qj))} \ {f((Io)a- . af(Qm)}

Note que D # (). Pues si consideramos r; el méximo del conjunto {qo, ..., qn} tal que
1 < gm+1 y T2 el minimo del conjunto {qo,...,qmn} tal que ¢nt1 < 2. Observe que
al menos 1 6 ro existe, puesto que m € w \ {0} y Q no tiene méximo ni minimo. Por
otro lado, tenemos que existe § € D tal que f(r1) <p 0 6 § <p f(r2), ya que D es
un conjunto totalmente ordenado que no tiene maximo ni minimo y tal que dados dos
elementos distintos de D existe un tercer elemento distinto a los dos que esta entre éstos
mismo. Por lo tanto, D # (), a saber § € D. Con lo anterior en mente, sea 7 € w el
minimo tal que dj € Dy. De esta manera, definimos la funcién s : {qo,...,¢m+1} — D
dada por:

s(q) = {t(Q) siq€{q, - qm}

di  S1q = qm+1-

Observe que s € A y sRt. Por lo tanto, se tiene que en este caso también existe s € A
tal que sRt.

De esta manera, los dos casos anteriores y el principio de elecciones dependientes
garantizan que existe una funcién g : w — A tal que:

Vn ew: g(n+1)Rg(n).

Sea G = Upen9(n) : Q — D. Note ahora que la funcién G tiene las siguientes
propiedades:

1. G(qO) = d().
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2. Si tenemos G(qo), ... G(qn) definidos de tal forma que si ny # na, G(qn, ) 7# G(Gn,)-
Entonces G(gn+1) = d, esta definido de tal forma que m € w es el minimo tal que:

Vji€{0,....,n}: Glgy) # dm y (¢5; m+1)R(G(g5), dm)-
Procedemos a probar que la funcién G es una biyecciéon que conserva el orden.
AFIRMACION(1): G es inyectiva.

En efecto: Sean ¢y, g € Q tales que ¢, # gm, sin pérdida de generalidad, suponga
que n < m. Sean los elementos G(qo), ..., G(¢n-1), entonces G(gn,) = dj, donde 1 € w
es tal que:

Vj € {0,...,m—1}: G(Qj) %dﬁ
Por lo tanto, G(gm) # G(¢n)- X

AFIRMACION(2): G conserva el orden.
En efecto: Sean ¢, ¢ € Q tales que ¢, < ¢p,.

Caso(1): m = m. Entonces ¢, = ¢n, por lo que G(¢,) = G(gm), luego G(g,) <p
G(qm)-

Caso(2): n # m. Sean M = max{n,m}y G(q),...,G(qrn—1), entonces G(qrr) = dp,
donde n € w\ {0,..., M — 1} es el minimo tal que:

Vjie{0,...,.M =1} di # G(q5) v (45, am)R(G(q5), da).
Como ¢, < gm, por la propiedad (2) de la funcién G, tenemos que G(¢,) <p G(gm)-
Por lo tanto, los dos casos anteriores implican que si ¢, < ¢, entonces G(q,) <p
G(am)-
Por otro lado, sean ¢y, ¢, € Q tales que G(¢n) <p G(qm)-

Caso(1): n = m. Entonces ¢, = ¢m, luego ¢, < gpm.

Caso(2): n # m. Sean M = maz{m,n}, y G(q),...,G(qm-1), entonces G(qnr) =
dj, donde n € w\ {0,..., M — 1} es el minimo tal que:

Vj e {0, coo, M — 1} 2 dp 7& G(qj) si (qj,qM)R(G(qj),dﬁ).
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Como G(¢qn) <p G(¢m), tenemos que g, < ¢

Por lo tanto, los dos casos anteriores garantizan que si G(g,) <p G(gm) entonces
In < qm- X

AFIRMACION(3): G es sobreyectiva.
Por lo tanto, las Afirmaciones(1)-(3) garantizan que D y Q son semejantes.

(2) = (1)] Suponga que D es un conjunto totalmente ordenado semejante al conjunto
Q. Entonces existe una biyeccién f : Q — D tal que conserva el orden de Q y D. Luego
D es infinito numerable.

Note que D no tiene maximo ni minimo. Pues si D tuviera un maximo (respectiva-
mente, minimo), entonces Q tendria un maximo (respectivamente, un minimo), lo que
seria una contradiccién.

Observe ahora que para cada di,de € D tales que di # do y di <p do existe
d € D\ {dy,ds2} tal que di <p d <p ds. Efectivamente, como dj,ds son dos ele-
mentos distintos de D. Entonces f~!(dy) y f~'(dz) son distintos entre ellos y ademéas
(f~Y(dy), f~1(d2))R(d1,dz), entonces existe ¢ € Q \ {f~(d1), f~(d2)} tal que q estd
entre f~1(dy) y f~!(d2), y como f conserva el orden, tendriamos que f(q) estd entre dy
y do. Ademds, f(q) seria distinto a f(d1) y a f(da). Por lo tanto, D satisface esta ultima
propiedad. O

El resultado del teorema 3.1.18 nos serd ttil para demostrar el siguiente teorema.

3.1.19. Teorema. Todo espacio métrico no vacio perfecto numerable y cero-dimensional
es homeomorfo a Q.

DEMOSTRACION. Sea (X,d) un espacio métrico no vacio perfecto numerable y cero-
dimensional. El primer objetivo de la demostracion es construir un esquema de Suslin
sobre el conjunto X tal que cumple la condicién de didmetros. Para esto, primero pro-
cedemos a probar la siguiente afirmacién.

AFIRMACION(1): Para cada abierto-cerrado U distinto del vacio y para cada € > 0.
El conjunto U se puede expresar como una unién ajena de una familia infinita numerable
de abierto-cerrados no vacios cuyos didmetros son menores que e.

En efecto: Sea U un abierto cerrado no vacio y € > 0 fijos. Primero observemos
que el conjunto U tiene infinitos puntos de X. Efectivamente, si suponemos que U =
{zo,...,x,} para alguna n € w. Sea § = min{d(z;,z;) | i,j € {0,...,n}; @ # j}.
Entonces existen ig, jo € {0,...,n}, ig # jo tales que § = d(z4,, xj,). Ademas, z;, € U y
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U es abierto, luego existe r > 0 tal que B, (x;,) C U. Note que By(z;,) N Bs(xi,) N X =
{zi,}. Pues {x;,} C By(zi,) N Bs(zi,) N X. Mientras que si z € B,(zi,) N Bs(zi,) N X,
entonces z € By(x;,) C U, por lo que z € U, luego existe j € {0,...,n} tal que z = z;,
pero z € Bs(x;,). Sisuponemos que x; # ;,, entonces d(z;,x;,) = d(z,25) < 0 <
d(z;,2i,), lo que es una contradiccién. Luego, z = z;,. Por lo tanto, U tiene infinitos
puntos de X.

Sea {¢;}icw una enumeracién del conjunto U. Aplicaremos el principio de elec-
ciones dependientes para construir la familia infinita numerable con las propiedades
de la afirmacién. Para ello, procedemos a contruir una sucesién de conjuntos. Como
X es cero-dimensional, existe B base para X formada por abierto-cerrados. Ademas,
existe 1o > 0y 1o < § tal que qo € Byo(q) € U\ {q1}. Sea Uy € B tal que
g0 € Uy € Byy(q0) CU\{q1} € U. Con lo anterior hemos logrado tomar un abierto-
cerrado Uy C U de didmetro menor que € tal que gg € Up.

Por otro lado, el conjunto U \ Uy = U N (X \ Up) es un abierto-cerrado. Ademas,
X #UN(X\ Up), pues gy € Up. También, ) # U N (X \ Up), pues ¢1 € U \ Up. Como
todos los abierto-cerrados distintos del vacio tienen una infinidad de elementos, entonces
existe n € w\ {1} tal que ¢z € U N (X \ Up) = U \ Up. Ademss, note que ¢; € U \ Uy,
pues si ¢1 € Uy C U \ {q1}, lo que es una contradiccién, por lo que ¢1 € U \ Up. De
esta manera, existe r; > 0y r; < § tal que 1 € By (q1) C U\ (UgU{gs}) € U\ Uy,
entonces existe Uy € B tal que ¢1 € Uy C B, (q1) C U\ (UyU{gn}) € U\ Up. Por lo
tanto, Uy CU\Upy 1 € UgUU; y qo € UpUU;. De esta manera, hemos logrado tomar
un abierto-cerrado Uy de didmetro menor que € tal que ) £ U; C U \ Uy y de modo que
q1 € Uy U Uj.

Con lo anterior en mente, definimos la sucesién {U;}i<1.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma {V,, },,¢ {0,...,m}
(m € w) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

—

. Vn €{0,...,m} : V, es un abierto-cerrado no vacio de didmetro menor que
€.

2. Los elementos de la sucesién son ajenos dos a dos.
3. {q07 R aqm} - U?;O Vi.

4. Vo = Up.

5. ¥ne{l,...,m}: V, CU\U, Vi}.

=

Note que A # ), pues {U;}i<1 € A.
Sobre el conjunto A definimos la relacién R:

e Sean {Vi }n<mys {Wn}tn<m, € A. Escribiremos {V;, }n<my R {Wa br<m, Si:
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1. {Vn}n<m1 2 {Wn}n<m27
2. mi1 = mo + 1.

Sea {V,, }n<m € A. Construiremos V € A tal que VR{V,, },,<m. Para ello, consideraremos
dos casos. Pero, antes note que U \ J", V; # 0.

Caso(1): gms1 € U\ UL, Vi. Efectivamente, como U \ |J;", V; es un abierto-cerrado
no vacio, entonces U \ |J;~, V; tiene una infinidad de elementos. Por lo que existe ¢ €
U\UiZ, Vi tal que § # g1, luego existe r > 0y r < § tal que gmy1 € Br(gm+1) S U\
ULy Viu{gq}) € U\U, Vi. Como B es una base para X, entonces existe W € B tal que
gm+1 € W C Br(gm+1) C U\ (UiZo ViU {d}) S U\UZ, Vi. Definimos V = {W, }n<m+1
dado por:

W, — Vo, sine{0,...,m}
W sin=m+1.

Note ahora que V € Ay VR{V,,}n<m. Por lo tanto, en este primer caso, se ha construido
V € A tal que VR{V,, }n<m-

Caso(2): gm+1 € UjLyVi. Efectivamente, como () # U \ U/~ Vi, existe zg € U \
UL, Vi. Ademds, el conjunto U \ |J;~, Vi es un abierto-cerrado, por lo que U \ Ui, Vi
tiene una infinidad de elementos, entonces existe ¢ € U \ |J;, Vi tal que ¢ # x¢. Luego
existe € > 0y r < § tal que zg € B,(z0) C U\ (U2, Vi U{d}) € U\ Ui~ Vi- Por otro
lado, como B es una base para X, tenemos que existe W € B tal que zyp € W C B,.(x¢) C
U\ (UL, Viu{d}) S U\ UL, Vi. Definimos V = {W,, }p<m+1 dada por:

W, — Vo sine{0,...,m}
W sin=m+1.

Note ahora que V € Ay VR{V, }n<m. Por lo tanto, en este caso, se ha construido
V € A tal que VR{V,, }n<m-

De esta manera, el principio de elecciones dependientes garantiza que existe una
funcién f: w — A tal que:
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Definimos {Un}new = Upew f(m). Note que la sucesion {U, }ne, tiene las siguientes
propiedades:

1. Vn € w: U, es un abierto-cerrado no vacio de didmetro menor que e.

2. Si ny # ng entonces U,, N U, = 0.
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3. Uien Ui = U.
La tltima propiedad es verdadera. Pues si n € w entonces ¢, € JqU; C Uico Uss
por lo que U C [J;¢,, Ui- Por otro lado, si z € |J,c, Ui, entonces existe j € w tal que
zeU; C U\UZ;& Vi € U. Luego, z € U. Por lo tanto, (J;c, Ui = U. X

Procedemos a construir un esquema de Suslin sobre el conjunto X aplicando el prin-
cipio de elecciones dependientes y la Afirmacién (1). Primero, sea sp : {#} — P(X) la
funcién dada por: so(0) = X.

e Sea Ay el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma

o: | Jw" = PX) (mew\{0})

n<m
tales que satisfacen las siguientes propiedades:
1. o ) S0-
2. Vs € Upermw": 0(s) = Une, 0(s"n) es una unién ajena.
3. Vs € Upem @™\ {0} : o(s) es un abierto-cerrado no vacio tal que diam(o(s)) <
1
@.

Note que A # (), pues sy € A.
Sobre el conjunto Ag definimos la relacién Ry:

e Sean 01 : Upepm, @™ — A,02 1 Upep, w" — P(X) elementos del conjunto Ag.
Escribiremos o1 Ryos si:
1. o1 2 02,

2. m=mo+1.

Sea 7 : Upepmw™ — P(X) € Ag. Construiremos un elemento o tal que o Ro7. Definimos

la familia:

F={{{U} | 7(s) = U U; una unién ajena donde cada conjunto U, es un

new

abierto-cerrado distinto del vacio de didmetro menor que %} s | s€wm™ )
Note que la cardinalidad de B es la de w™ !, el cual es de cardinalidad a lo mas infinito

numerable. Ademds, por la Afirmacién (1), tenemos que para cada s € w™,

04U | 7(s) = U U, una unién ajena donde cada conjunto U, es un

new
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abierto-cerrado distinto del vacio de didmetro menor que %}

Por el axioma de eleccién para conjuntos numerables, existe una funcién de eleccién sobre
F. Para facilitar la notacién, para cada s € w™, denotaremos por {U;},c, al elemento

1A 1 . n .
de eleccién del elemento s. De esta manera, definimos o : | J,,,,,.; w" — P(X) dada por:

o(s) = {T(s) sis€Upemw”

SF'm—l . m
Us(mil) sisewm.

Observe ahora que ¢ € Ay o RT. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién g : w — Ag tal que:

Vnew: g(n+1)Rog(n).

Sea A = [J,e, 9(n). Note que A es un esquema de Suslin que cumple las siguientes
propiedades:

1. A(0) = X.

2. Vs € w<¥\ {0} : diam(A(s)) < ﬁ

3. Vs € w<¥: A(s) es un abierto-cerrado no vacio y A(s) = J, .., A(s"n) es una unién

disjunta.

new

En la siguiente afirmacién, se prueba otra propiedad que satisface el esquema de Suslin A.
AFIRMACION(2): Si s,t € w<* son tales que s C ¢ entonces A(t) C A(s).

En efecto: Probaremos la afirmacién por induccién sobre la diferencia I(t) — I(s).
Primero, suponga que [(t) = I(s) + 1, entonces A(t) C U, A(s"n) = A(s). Por lo
tanto, A(t) C A(s).

Por otro lado, suponga que para [(t) = I(s) + m, para alguna m € w, se cumple que
A(t) C A(s). Sea mg € w fija. Entonces A(t"mg) C U, A(t"n) = A(t) € A(s). Por lo
tanto, A(t"mg) C A(s). De esta manera, se ha probado la afirmacién. X

Note que la propiedad (2) implica que el esquema de Suslin A cumple la condicién
de didmetros, entonces existe su funcién continua asociada ¢. Procedemos a probar que
esta funcion tiene dominio distinto del vacio.

AFIRMACION(3): Z(A) # 0.



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 103

En efecto: Utilizaremos el principio de elecciones dependientes para construir un
elemento sobre Z(A). Como X # (), tenemos que existe p € X = A(0) = U, ., A(0"n),
luego existe n; € w tal que p € A(Q)/\m). Definimos s; = 0"ny. Por otro lado, sea:

Al ={secuwf | kew\{0}; sDsi; pe A(s)}.

Note que A; # ), pues s1 € A;.
Sobre el conjunto A; definimos la siguiente relaciéon Ry:

e Sean s,t € A;. Escribiremos sR1t si:

L. IU(s) =1(t) + 1,
2. sDt.

Sea t € A;. Entonces p € A(t) = U, ¢, A(t"n), luego existe ng € w tal que p € A(t"ng).
Observe ahora que t"ng € A; y (t"ng)Rit. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una funcién f; : w — A; tal que:

Vnew: filn+1)Ryfi(n).

Definimos = = {J,,,, f1(n). Note que p € (¢, A(x},). Pues si suponemos que [(f(0)) =
ko. Por construccién del elemento z, tenemos que para k > ko, p € A(f(k);,) = A(zy,)
Por otro lado, si k < kg, entonces z;, C f(0), luego A(f(0)) C A(z},), pero p € A(f(0)),
por lo que p € A(x},). Por lo tanto, para cada n € w, p € A(xy,). Es decir, p €
MNhew A(zp,,). Por lo tanto, se concluye que x € Z(A). X

De esta manera la funcién continua asociada ¢ : Z(A) — X tiene dominio no vacio.

Procedemos a probar que ¢ es un homeomorfismo.
AFIRMACION(4): ¢ es una funcién sobreyectiva.

En efecto: Note que en la Afirmacién (3) ya probamos que ¢ es sobreyectiva. Pues
se tomo un elemento arbitrario p € X, y fue posible construir un elemento z € Z(A) tal

que ¢($) =p,yaquepe ﬂnew A(x[n)' D
AFIRMACION(5): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € Z(A) tales que = # y. Definimos n € w como el minimo
tal que x, # y;,. Como z;, = 0 = y,, se tiene que n € w \ {0}. Entonces exis-
te x, , = y;,_, = s. Suponga que ¢(x) = P(y), entonces ¢(z) € A(s"z(n — 1))y
é(y) € A(s"y(n—1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos disjuntos,
lo que es una contradiccién. Por lo tanto ¢(x) # ¢(y). X
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AFIRMACION(6): ¢ es una funcién abierta.

En efecto: Sea s € w*. Bastard probar que el conjunto ¢[Z(A) N By] es un abierto.
Si ¢[Z(A) N Bg] = 0, entonces se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que ¢[Z(A)N
Bs] # 0. Procedemos a probar que ¢[Z(A) N By| = A(s).

Efectivamente, sea z € ¢[Z(A)NBs|. Entonces existe zg € Z(A)NB; tal que ¢(zp) = z,

luego (e, A((20)1,) = {2} ¥ (20), = 5. Por lo tanto, z € A((20)},) = A(s).
Por otro lado, si z € A(s). Para probar la otra contencién, aplicaremos el principio
de elecciones dependientes. Definimos el conjunto:

Ay ={oecw? | pecw; z€ Ao); oD s}.

Note que Ay # 0, pues s € As.
Sobre el conjunto Ay definimos la siguiente relaciéon Ro:

e Sean r,t € Ay. Escribiremos rRot si:

1. » Dt
2. l(r)=1(t) + 1.

Sea t € Ay. Entonces z € A(t) = U, c,, A(t"'n), luego existe ng € w tal que z € A(t"ng).
Definimos r = t"ng. Note que r € Ay y rRot. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una funcién fs : w — As tal que:

Vn € w: fg(n + 1)R2f2(n)

Sea X = Upcy f2(n). Observe ahora que x € Ny para cada n € w, z € A(f2(n);,) =
A(xp,)- Luego, x € Z(A), x1, = fa(k), = sy ¢(x) = z. Por lo tanto, z € ¢[Z(A) N Bs).
De esta manera concluimos que ¢ es una funcién abierta. X
Las Afirmaciones(4)-(6) garantizan que Z(A) es homeomorfo a X. Enseguida, se
probaran dos afirmaciones que utilizaremos a la hora de obtener otras dos funciones de
tal forma que al componerlas con la funcién ¢ se obtenga el resultado del teorema.

AFIRMACION(7): Z(A) es denso en N.

En efecto: Sean z € Ny n € w fijos. Como A(z},) # 0, sea ¢ € A(z;,) € X fijo.
Ademas, ¢ es sobreyectiva, entonces existe y € Z(A) tal que ¢(y) = g. De esta manera,
tenemos que ¢(y) € A(x},) N A(yy,). Entonces z, =y, , luego y € B, N Z(A). Por lo
tanto, Z(A) es denso en N. X

AFIRMACION(8): Si F : Z — Y es un homeomorfismo y Dy C Z es denso en Z
entonces F'(Dg) CY es densoen Y.
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En efecto: Sean y € Y y A C Y abierto en Y tal que y € A. Entonces F~(y) € Z y
F~1[A] es abierto en Z tal que F~!(y) € F~![A]. Como Dy es denso en Z, tenemos que
existe © € Dy tal que z € F~[A] N Dy, luego F(z) € AN F[Dy]. Por lo tanto, F[Do] es
denso en Y. X

Como Z(A) es homeomorfo a X y N es homeomorfo a R\ Q (ver corolario 3.1.16).
Por las Afirmaciones (7) y (8), se tiene que X es homeomorfo a un subconjunto denso
D CR\Qen R\ Q. Aplicaremos el teorema 3.1.18 al conjunto totalmente ordenado
D, para de esta manera obtener una biyeccién que conserva el orden de D y Q, la cual
resultard ser un homeomorfismo entre estos ultimos conjuntos. Para esto, primero pro-
baremos que D satisface las hipdtesis del teorema 3.1.18.

AFIRMACION(Q): D respecto al orden usual en R no puede tener maximo ni minimo.

En efecto: Suponga que existe m tal que es minimo de D, entonces existirfa i € R\ Q
tal quei < myi ¢ D. Con esto en mente, suponga que existe d € D tal que d € Bj,,_; (i),
entonces d — i < |d —i| < |m —i| = m —i. Luego d < m, lo que es una contradiccién.
Entonces:

Pero esto tltimo también es una contradiccién, pues D es un conjunto denso de R\ Q.
Por lo tanto, D no tiene minimo.

Por otro lado, suponga que existe M tal que es maximo de D, entonces existiria
1 €R\Qyi¢ D tal que M <i. Con esto en mente, suponga que existe d € D tal que
d € Bjyr—(i). Luego i —d <|d —i| < |M —i| =i~ M. Por lo tanto, d > M, lo que es
una contradiccién. Entonces:

VdeD: d ¢ B‘M_”(Z)

Pero esto tltimo también es una contradiccién, pues D es un conjunto denso de R\ Q.
Por lo tanto, D no tiene maximo. X

AFIRMACION(lO): Si dy,ds € D tales que dy # dy y di < do entonces existe d € D
tal que d; < d < ds.

En efecto: Sean dj,d2 € D tales que di # da y di < do. Sea k € R\ Q tal que
dy < k < dy. Definimos § = min{|d; — k|, |d2 — k|}. Como D es denso en R\ Q, entonces
existe d € D tal que d € Bs(k), luego k —d < |d — k| < § < |dy — k| = k — di, luego
d > dy. Por otro lado, d — k < |d — k| < 6 < |d2 — k| = d2 — k, entonces d < dy. Por lo
tanto, existe d € D tal que d; < d < ds. X

Note ahora que D es numerable, pues X lo es. De esta manera, D satisface las
hipétesis del teorema 3.1.18. Por lo tanto, existe f : @ — D C R\ Q funcién biyectiva
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que conserva el orden. Probaremos que la funcién f es un homeomorfismo, para ello
demostraremos las siguientes afirmaciones.

AFIRMACION(11): Para cada a € R existe d € D tal que f[(—oc, f~1(d)) N Q] C
(—o00,a) N D.

En efecto: Sea a € R. Note que (—oo,a) N D = [(—o0,a) N (R\ Q)] N D es un
abierto en D. Sea z € (—o0,a) N D, como D es denso en (R\ Q) y (z,a) N (R\ Q)
es abierto en R \ Q, entonces existe d € D tal que d € (z,a) N (R \ Q). Probare-
mos que f[(—oo, f71(d )) N Q] (—00,a) N D. Sea z € f[(—o0, f71(d)) N Q], en-
tonces existe 29 € (—oo, f71(d)) N Q tal que f(z9) = z, por lo que zo f~1(d), luego
z = f(z20) < d < a. Ademas fl(=o0, f~X(d)) N Q] C D. Por lo tanto, z € (—oo,a) N D.
Es decir, f[(—oo, f~1(d))NQ] C (- ooa)ﬂD X

AFIRMACION(12): Para cada a € R existe d € D tal que f[(f~1(d),+00) N Q] C
(a,+00) N D.

En efecto: Sea a € R. Note que (a,+00) N D = [(a,+00) N (R\ Q)] N D es un
abierto en D. Sea z € (a,+00) N D, como D es denso en R\ Q y (a,z) N (R\ Q)
es abierto en R\ Q, entonces existe d € D tal que d € (a,z) N (R\ Q). Probare-
mos que f[(f~1(d),+o0) N Q] C (a,+00) N D. Sea z € f[(f~(d),+oo) N Q], en-
tonces existe 29 € (f~1(d),+o00) N Q tal que f(z0) = 2, luego f~1(d) < 20, por lo
que a < d < f(z) = z. Por lo tanto, z € (a,+00), y obviamente z € D. Es decir,
FI(FH(d), +00) N Q] C (a, +00) N D. X

AFIRMACION(13): f es una funcién continua.

En efecto: Sea z € Q y A C D abierto en D tal que f(z) € A. Por un lado, existe

r > 0 tal que BP(f(x)) = (f(z) —r, f(z)+r)ND C A, entonces f(z) € (f(z)—r, f(z)+
r)N D = [(—oo, f(z) +r) N D] N [(f(x) — r,+00) N D]. Las Afirmaciones (11) y (12)
garantizan que existen di,ds € D tales que:

fl(=o0, f7H(d1))NQ] € (=00, f(x)+r)NDy fI(f ' (d2),+00)NQ] C (f(x)—r,+o0)ND.

De esta manera, tenemos que:

FI(F~H(d2), f1(d1)) N Q) fl(=o00, f~H(d1)) N
[(—o0, f(x) +7) N (
(f(z) =7 fz)+7)N
A.

QI N fI(f~(d2), +00) N Q]
f(:c) —r,400)]N D

NN
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Por lo tanto, f es una funcién continua. X

AFIRMACION(14): Para cada a € R existe ¢ € Q tal que (f(q),+o0) N D C
fl(a,+00) N Q).

En efecto: Sea a € R. Como (a,+00) NQ es un abierto en Q y Q es denso en R,
tenemos que existe ¢ € Q tal que g € (a,+00).
Note que (f(g),+00) N D C f[(a,+00) NQJ. Efectivamente, sea z € (f(g),+00) N D,

como z € D y f es sobreyectiva, entonces existe zg € Q tal que f(z9) = z, por
lo que f(q) < f(20). Como f conserva el orden, tenemos que a < ¢ < zp. Luego
20 € (a,+00) N Q. Por lo tanto, z € f[(a,+00) N Q). X

AFIRMACION(15): Para cada a € R existe ¢ € Q tal que (—oo, f(¢)) N D C
f[(—OO,CL) N Q]

En efecto: Sea a € R. Como (—o00,a)NQ es abierto en Q y Q es denso en R, tenemos
que existe ¢ € Q tal que ¢ € (—o0,a).

Note que (—o0, f(q)) N D C f[(—o0,a) N Q]. Efectivamente, sea z € (—oo, f(¢q)) N D,
como z € D y f es sobreyectiva, entonces existe zgp € Q tal que f(z9) = =z, por lo
que f(z0) < f(q). Como f conserva el orden, tenemos que zp < ¢ < a. Luego,
20 € (—o0,a) N Q. Por lo tanto z = f(zp) € f[(—o0,a) NQ]. X

AFIRMACION(16): f es una funcién abierta.

En efecto: Sea A C Q abierto en Q. Si A = (), entonces f[A] = 0. Por otro lado,
suponga que A # (), entonces f[A] # 0. Sea z € f[A], entonces existe zy € A tal que
f(20) = z. Como A es abierto en Q, entonces existe r > 0 tal que [(—r + 29, +00) NQ] N
[(—00,20+7)NQ] = (=7 + 20,20 +7)NQ C A. Por las Afirmaciones (14) y (15), tenemos
que existen q1,q2 € Q tales que:

[f(a1), +o0) N DI N [(—o0, f(g2)) N D] S f[(=7+ 20, +00) NQ] N f[(—00,20 +7) N Q]
= fll(=r 4+ 20, +00) N (=00, 20 + )] N Q]
= fl(=r+ 20,20 +7)NQ]
< flAlL
Por lo tanto, f es una funcién abierta. X
De esta manera, f es un homeomorfismo entre Q y D. Pero, D es homeomorfo a X.
Por lo tanto, Q es homeomorfo a X. ]

De ahora en adelante escribiremos A =& B para denotar que los espacios A y B son
homeomorfos.
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A continuacién exibiremos algunos homeomorfismos que nos permitiran ver la flexi-
bilidad de trabajar con el espacio de Baire.

3.1.20. Lema. Si X es un conjunto no vacio y k € w\ {0}, entonces (X*)* = X«

DEMOSTRACION. Primero probaremos la siguiente afirmacion.

AFIRMACION(1): Sea f: X = XPx.. x XY =Y =Y x...xY una funcién tal
que para todo x € X y para todo n € w existe m € w tal que todo elemento 2’ € X cuyas
sucesiones coincidan hasta m con las de x cumple que las sucesiones de f(z’) coinciden
hasta n con las de f(z), entonces f es continua.

En efecto: Para facilitar la demostracion de esta afirmacién, usaremos la siguiente
notacién, si x € X, entonces denotaremos = = (x1,...,2y) y f(z) = (fi(x),..., fu(x)).
Sean © € X y A C Y abierto tal que f(z) € A. Como A es un abierto en Y y
f(z) € A, entonces existen Aj,..., A, abiertos en 47 C Y*,..., A, C Y tales que
fx) € N, O; 1A € A Seai € {1,...,v}, entonces fi(z) = Hz( (x)) € A; CY¥.
Luego, existe n; € w tal que fi(z) = m(f(*)) € Bu,(f ))mi C A CY¥ Sean =
méx{ny,...,n,}, entonces para cada i € {1,...,v}, fi(z) = (f(:v)) € B, (f(x),,
BHi(f(z))Fni C A; C Y. Por lo tanto, para cada i € {1,...,v}, f(x) € II; }[B mi(f @), )
II;'[Aj] € A. Luego, f(z) € (i I, [Bu,(r(a)),, ] = ﬂz 1L [Bfi(:c)m] Q A.

Sea D =(;_; Hi_1 [Bﬂz‘(f(z))rn]' Por otro lado7 parax € X y para n € w, por hipétesis,
existe un m € w tal que todo elemento 2’ € X’ cuyas sucesiones coincidan hasta m con
las de = cumple que las sucesiones de f(z') coinciden hasta n con las de f(z). Con esto
en mente, definimos C' =, Pfl[Bpi(x)[m] =i, Pfl[B(wi)[m].

Note que f[C] € D C A. Efectivamente, sea z € f[C], entonces existe Z € C tal
que f(2) = z. Como Z € C, entonces para cada i € {1,...,u}, Z = Pi(2) € Bp,(y), =
B(z,,,.» por lo que (Zi)1,, = (x)},,. Por hipétesis, tenemos que para cada j € {1,...,v},
[P, = fi(@)y,. Luego I;(f(2)), = fj(2)), = fj(z)},, entonces 11;(f(2)) € By,
Por lo que f(2) € Hj_l[ij(x)M]. De esta manera, f(2) € ();_,; Hi_l[Bm(f(QC))M] =D CA.
Por lo tanto f es una funcién continua. X

Se afirma que la funcién ¢y, : (X“)* — X* definida por la regla:

N 1N

Vo, ..., x5—1 € XY ¢p(z0,...,25-1) : w — X es la funcién dada por:

ok (o, ... xp—1)(kc+ 1) = x;(c), donde 0 < i < k,

es un homeomorfismo (ver definicién 2.3.18). Como la funcién ¢, es una biyeccién (ver
observacion 2.3.19), para demostrar el teorema, bastara aplicar la Afirmacién (1) a ¢ y
a su inversa.
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AFIRMACION(2): ¢y, es continua.

En efecto: Probaremos que ¢y, satisface las hipétesis de la Afirmacién (1). Sean x €
(X“)* y n € w. Para facilitar la notacién, denotaremos x = (zo,...,Zx_1). Definimos
m > n fijay al conjunto A" = {a’ = (z(,...,2}_;) | Vi €{0,...,k—1}, (z));,, = (@), }-

Por otro lado, sea 2’ € A’. Probaremos que ¢(z);, = ¢r(x);,. Efectivamente, sea
j € {0,...,n — 1}, entonces existe (¢,i) € w x {0,...,k — 1} tal que j = kc+ i (ver
observacién 2.3.17). De esta manera, tenemos que:

@), () = (@l )i, ()

Note que la dltima igualdad se debe a que ¢ € {0,...,m—1}, puesc < ke+i =75 <n <m.
Luego:
oe(2'), () = ilc)
= <l‘0, ey l‘k_1>k(k§0 + Z)
<£L'0, ey I’k,1> (

= k()
= (<$07 s vxk—1>k)fn (.7)
= ¢r(@), ()
De esta manera se tiene que ¢x(z’);, = ¢x(z);,. Es decir, la funcién ¢y, satisface las

hipétesis de la Afirmacion (1). Por lo tanto, ¢ = ( )i es una funcién continua. X
AFIRMACION(3): ¢; " es una funcién continua.

En efecto: En la observacion 2.3.19, cuando se demostré la sobreyectividad de ¢y, se
construyé la funcién inversa de ¢. A saber, dicha funcién es de la forma ( ),:1 XY —
(X“)* y estd dada por:

Vo' € X¥: (). '(2') es el elemento de (X*)¥ tal que:
Vje{0,...,k—1}: z; € X“estd dada por:

Veew: zj(c) =2 (ke + j) =2'(n), donde n=kc+jy (j,c) €{0,....k— 1} x w.

Queremos probar que esta funcién satisface las hipétesis de la Afirmacion (1). Para ello,
sean 2’ € X¥ y n € w, definamos m > kn + (k — 1). Por otro lado, sean y € X% tal que

Y, =) yi€{0,....k—1}.
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Queremos probar que (({( >1;1(?J))1)rn = (({ >,;1(a:’))z){n Efectivamente, sea n €
{0,...,n — 1}, entonces:

(OpM @) () = (<(> | Ha"))i(R)
= ;(kn +1)
= y(kn+1).

La tltima igualdad se debe a que knn +1i < kn + (k — 1) < m. De esta manera, tenemos
que:

(OF @ () = y(’;?} +1)

Por lo tanto, para cada i € {0,...,k — 1}, (({ >,;1(x’))i)[n = (({ >;1(y))z)[n Luego, qﬁ;l

es continua. X
De esta manera, las Afirmaciones (2) y (3) garantizan que para cada k € w \ {0},
(X¥)k = x@. O

3.1.21. Observacion. Con el lema 3.1.20, en particular, tenemos que para cada k €
w\ {0}, N*F =2 N.
3.1.22. Lema. Sea X un conjunto no vacio entonces X = (X“)%,

DEMOSTRACION. Probaremos que la funcién ® : X¥ — (X“)“ dada por:
Ve e X¥: ®(z):w— XY es la funcién dada por:

Vnew: ®(x)(n):w— X esla funcién dada por:
Vm e w: (P(x)(n))(m) =z((n,m)sa),

es un homeomorfismo. Como ya probamos que ® es una biyeccién (ver observacién
2.3.21), bastara probar que ® y su inversa son continuas.

AFIRMACION(1): @ es continua.

En efecto: Sean z € X“ y A C (X“)¥ abierto en (X“)“ tal que o(z) € A
Entonces existen Aq,,...,As, C X¥ abiertos tales que ¢(z) € (),_,II [ o) C A
Luego, para cada j € {1,...,r}, existe n; € w tal que By, (6@, - A . Defini-
mos n = max{ny,...,n,}. De esta manera, para cada j € {1 r} an(d,(gc))T C

J 1
Br, (4(x));, € Aq;- Sea a = max{ai,...,a.}. Por lo tanto,
J g

o

¢(x) € (T (B, p(a)),,] € A-
=1
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Sean C' = (5, IT; (B, (4(2)),, ] ¥ @xn C wxw. Para facilitar la notacién, denotamos
F ={(, ). Como F es una biyeccién y a X n es finito, entonces F(a x n) C w es finito.
Luego, existe m € w tal que para cada z € F(a X n), x < m. De esta manera, tenemos
que F(a xn) C{0,...,m—1}.

Procedemos a probar que By, C ¢ '[A]. Efectivamente, sea z € By, , entonces
2y,, = x,,. Por otro lado, sean i € {1,...,a} y j € {0,...,n — 1}, entonces II;(¢(2)) =
0i(2) v (¢i(2)(J) = 2((,7)) = =({i,7)). La ultima igualdad se debe a que (i,j) =
F(i,j) < m. Luego, (i(2))(j) = 2({4,7)) = (¢1(x))(j). De esta manera, ¢;(z) =
H,,((Z)(Z)) € BHi(¢($))rn = B¢i($)[n' Por lo que (25(2’) S HZ_I[BHz(Qﬁ(x))[n] C C, luego
z € ¢7'C] C ¢~1[A]. Por lo tanto By, C »~1[A]. Con lo que se concluye que ¢
es continua. X

AFIRMACION(2): ! es continua.

En efecto: Note que cuando demostramos la sobreyectividad en la observacion 2.3.21,
construimos la funcién inversa de ®. A saber, la funcién ®~! es de la forma ¢! :
(X¥)¥ - X“ y dada por:

Vi’ € (X¥): ¢l (2!) = 2 € XY estd dada por:
Veew: z(c) =z((n,m)) = (2'(n))(m), donde (n,m) € w x w es tal que (n,m) = c.

Procedemos a probar que esta funcién es continua. Para ello, sean 2/ € (X¥)¥ y A C X%
abierto tal que ¢~!(2') € A. Entonces existe n € w tal que By-1(ar),, C A

Primero observe que existe M € w tal que (, )5 ({0,...,m —1}) € M x M. Efec-
tivamente, sea { , )5 ({0,...,n — 1}) C w X w. Para facilitar la notacién, para cada
j €{0,...,n— 1}, denotaremos ( , >2_1(j) = (aj, Bj). Sea M; = max{aj,3;}. Con esto
en mente, definimos M = méx{Mo, ..., M,_1}. Se tiene que {, )5 '({0,...,n —1}) C
M x M. Puessiz € (, >2_1({0,...,n — 1}), entonces z = (aj, ;) para alguna
j€A{0,...,n—1}, porloque M > M; > o y M > M; > f3;. Luego, z € M x M. Por
lo tanto, existe M € w tal que (, )5 1({0,...,n —1}) C M x M.

Por otro lado, definimos el conjunto C' = ﬂf\i 0 Pfl[B(x/i)W]. Procedemos a probar
que C C ¢[By-1(y), |. Efectivamente, sea 2z’ € C. Suponga que ¢ (') = 2. Entonces
se cumple que:

Veew: z(c)=z((n,m)) = (¢(7))(m), donde (n,m) € w x w tal que (A, m) = c.
Como 2’ € C, entonces para cada j € {0,..., M}, (%)), = (2))1,,-

Observacién (1): Para cada ¢ € {0,...,n — 1}, ¢~ (')}, (c) = 21, (c) = ¢71 ()}, (c).
Efectivamente, sea ¢ € {0,...,n — 1}, entonces ¢~1(z')}, (c) = ¢~ 1(z')(c) = z(c)
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Como (, )51 ({0,...,n—1}) C M x M y (i, m) = c € {0,...,n — 1}, entonces (7, m) =
() ((ym)) € ()50, ..., n—1}) € M x M, por lo que 74, m € {0,..., M —1}. De
esta manera, tenemos que ¢~ (') (c) = (a:/(ﬁ))(ﬁz) = (2/(R));,, (M) = (Z'(R)),, (M) =
(Z'(R))(m) = 2({fi,m)) = z(c) = 21, (c) = ¢~ (2"),,. Por lo tanto,

) =

Vee{0,...,n =1} 67 (@), (c) = 21,(c) = 671 (), (c)-

La observacién (1) garantiza que ¢~ 1(z');, = 2z}, = ¢~ ( 2')1,. Entonces ¢~1(2') €
By-1(ry,  luego 2 = d(p~1(2)) € ¢[Bg-1(ary,, ]s por lo que z' € ¢[By-1(21y,, |-

De esta manera, se concluye que ®~! es continua. X

Por lo tanto, se tiene que (X“)¥ = X¥, O

3.1.23. Observacion. Como caso particular del lema 3.1.22, tenemos que N¥ = N

3.1.24. Lema. Si X es un conjunto no vacio entonces X x X« =2 X%,

DEMOSTRACION. Primero definimos la funcién ¢ : X¢ — X x X“ dada por:
Vo e X¥: ¢(z) = (x(0),2"), donde:
Vnew: 2'(n) =z(n+1).
Probaremos que esta funcién es un homeomorfismo.

AFIRMACION(1): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € X¥ tales que ¢(x) = ¢(y). Como ¢(z) = ¢(y), entonces
(z(0),2") = (y(0),y"), por un lado x(0) = y(0). Ademds, para cada n € w, z(n+ 1) =
2'(n) =y'(n) =y(n+1). Luego, x = y. Por lo tanto, ¢ es inyectiva. X

AFIRMACION(2): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Sea z € X x X“. Suponga que z = (21, 22). Definimos x € X* dada por:

K sin=0
z(n) = {ZQ(n— 1) sinew) {0}

Procedemos a probar que ¢(z) = z. Por un lado, tenemos que ¢(x) = (x(0), '), donde
para cada n € w, z'(n) = z(n + 1). Pero z(0) = z;. Ademds, sea n € w, entonces
2'(n)=xz(n+1)=23(n+1—1) = 2z3(n). Por lo tanto, ¢(z) = z. X

AFIRMACION(3): ¢ es continua.
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En efecto: Sean z € X y A C X x X“ abierto tal que ¢(z) € A. Entonces
o(x) = (x(0),2") € I [{=(0)}] N H;l[Bx/[ | € A para alguna n € w.
Procedemos a probar que qﬁ[Bg%H] C A. Efectivamente, sea z € BwrnH’ entonces

2l = Tpa,- Luego ¢(z) = (2(0),2'), donde para cada n € w, 2/(n) = z(n + 1).

n+1
Por un lado, tenemos que Ij(¢(z)) = 2(0) = z(0), entonces ¢(z) € My [{z(0)}].
Por otro lado, sea IIa(¢(z)) = 2/, queremos probar que z’[n = x’rn. Para ello, sea
J€{0,...n— 1}, entonces 2 () = #(j) = 2 + 1) = 21, + 1) = 21,0, (G + 1) =
z(j +1) = 2'(j) = 2} (j). Por lo tanto, z; = ) . Con lo que se concluye que
¢[ern+1] C T {2 (0)}] N H;l[Bm/[ ] € A. Luego ¢ es continua. X

AFIRMACION(4): La funcién inversa de ¢ es continua.

En efecto: Note que en la Afirmacién (3), construimos la funcién inversa de ¢. A
saber, la inversa es la funcién de la forma ¢~! : X x X* — X*“ dada por:

Siz=(z1,22) € X x X%, entonces ¢~ *(z) = z, donde:

k! sin=20
#n) = {Zg(n— 1) sinew {0}

De esta manera, probaremos que ¢! es una funcién continua. Para ello, sean z € X x X
y A C X% abierto tal que ¢~ 1(2) € A. Entonces existe n € w tal que By, € A
Definimos el conjunto C' = IT; ' [{z}] N H;l[B(Zz)M].

Note que ¢~ 1[C] C A. Efectivamente, sea y = (y1,y2) € C. Entonces ¢~'(y) = ¢/,
donde y'(0) = y; y para cada n € w \ {0}, v'(n) = y2(n — 1). Queremos probar que
¢~ 1(2), = ¢~ 1(y),. Paraello, sea j € {0,...,n — 1}. Por un lado, si j = 0, entonces
xz(0) = z1 = y1 = ¥/(0). Por otro lado, si j € w\ {0}, entonces z(j) = 22(j — 1) =
(ZQ)[n (j—1)= (yg)[n (j—1)=wy2(j — 1) =¥/ (j). Por lo tanto, qb_l[C] - Bd,—l(z)m C A.
Luego, ¢! es una funcién continua. X

In

Por lo tanto, las afirmaciones anteriores garantizan que ¢ es un homeomorfismo. ]

3.1.25. Observacion. Con el lema 3.1.24, tenemos que w x N = N

3.1.26. Teorema. N =2 x N.

DEMOSTRACION. Definimos la funcién ¢ : N — 2 x N dada por:
Ve e N: ¢(z) = (i,2'),

/ . .
donde 2’ e ¢ vienen dados por:
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, xz(n) sin#0
v'(n) = : .
c sin =0, donde: (0) =2c+1, i € 2.

Probaremos que esta funcién es un homeomorfismo.
AFIRMACION(1): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € N tales que ¢(z) = ¢(y). Note que z = y. Pues si j € w )\ {0},
z(j) = 2'(j) =y (j) = y(j). Mientras que si j = 0, entonces x(0) = 2¢1 +i = 22/(j)+i =
2y'(j) + i, y ademas y(0) = 2¢2 + i = 2¢/(j) + i. Por lo tanto, x = y. X

AFIRMACION(Q): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Sea y = (i,y') € 2 x N. Definimos = € N dada por:

2(n) = y'(n) sinew) {0}
2y/(0)+1¢ sin=0.

Note que ¢(x) = y. Efectivamente, si suponemos que ¢(z) = (j,2’). Por un lado,
tenemos que si n € w \ {0}, 2/(n) = x(n) = y'(n). Ademds, si n = 0, tenemos que
2y'(0) + i = x(0) = 2¢+ j. Por lo que 3/(0) = ¢ = 2/(0) y j =i (ver definicién 2.3.16 y
observacién 2.3.17). Por lo tanto, ¢(x) = (i,y') = y. X

AFIRMACION(3): ¢ es una funcién continua.

En efecto: Sean 2z € Ny A C 2 x N abierto tal que ¢(x) € A. Suponga que
¢(x) = (i,2'), entonces T, [{i}] N H;l[Bx/[ | € A para alguna n € w.

Observe ahora que ¢[By, | C I ] N HQ_I[BQC/T ]. Efectivamente, sea z € By, |,
entonces ¢(z) = (j,2), donde:

') z(k) sik#0
A =
c si k=0, donde z(0) =2c+jyje€2

Probaremos que z| :c’[n Para ello, sea r € {0,...,n — 1}. Por un lado, si r # 0,

entonces z{ (r) = nz/(r) = z(r) = z(r) = 2'(r) = 2} _(r). Por otro lado, si r = 0,
tenemos que 22'(0) + ¢ = z(0) = 2(0) = 2¢ + j, entonces 2/(0) = ¢ = 2/(0) y j =i
(ver definicién 2.3.16 y observacién 2.3.17). Por lo que 2| = x} y j = i. Luego,

o(z) € I H{E N H;l[BI/M] C A. Por lo tanto, ¢[By, |

continua. X

C A. Es decir, ¢ es una funcién



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 115

AFIRMACION(4): La funcién inversa de ¢ es continua.

En efecto: Note que en la Afirmacién (2) se contruyé la funcién inversa de ¢. A
saber, la funcién inversa es de la forma ¢! : 2 x A/ — A dada por:

Vy=(i,y) € 2x N : ¢ (y) =z estd dada por:

o(n) = {y’(n) sinew){0}

2y/(0)+¢ sin=0.

Procedemos a probar que ¢! es continua. Para ello, sean y = (y1,12) €2x Ny ACN
abierto tal que ¢~ !(y) € A. Entonces existe n € w tal que By-1(y), < A. Definimos

C=T;"{n}n Hgl[B(y2)rn]'
Observe que ¢ 1[C] C By-1(y)
¢ 1(z) = 2/ € N, donde:

In

Efectivamente, sea z = (z1,22) € C, entonces

In

) = z9(n) sine€w){0}
229(0) + 21 sin=0.

Demostraremos que ¢~ 1(z);, = ¢"'(y);,. Sea r € {0,...,n —1}. Por un lado, si
r # 0, entonces ¢~ (2)1, (r) = 671 (2)(r) = 2/(r) = 22(r) = 12(r) = 67 (1)) = ¢} (r).
Por otro lado, si r = 0, entonces ¢~1(2);,(0) = ¢71(2)(0) = 2/(0) = 229(0) + 21 =
2y2(0) +y1 = y'(0) = ¢~ (y)(0) = ¢~ (y)1,,(0). Luego, ¢~'[C] C By-1(y)

. C A. Por lo
tanto, ¢! es continua. X
De esta manera, las afirmaciones garantizan que N' = 2 x N. O

Note que los homeomorfismos construidos en cada uno de los resultados anteriores
pueden verse como codificaciones entre los conjuntos involucrados.

3.1.27. Observacion. Hemos probado que (R\ Q)2 2R\ Q. Pues R\ Q X N = N?
R\ Q).
3.1.28. Observacion. Q2 = Q.

DEMOSTRACION. Probaremos que el conjunto Q2 con su topologfa usual satisface las
hipStesis del teorema 3.1.19. Es decir, demostraremos que Q2 es un espacio métrico
perfecto numerable y cero-dimensional. Para esto, observe primero que Q? es un espacio
métrico. También que Q es biyectable con w, w lo es con w?, y w? con Q2. Por lo tanto,
Q? es un espacio métrico infinito numerable.

AFIRMACION(1): Q? es un espacio perfecto.
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En efecto: Suponga que existe z € Q? tal que es un punto aislado. Entonces existe
B C Q? abierto tal que BNQ? = {z}, por lo que {x} es un abierto en Q%. Luego existen
A1, Ay C Q abiertos tales que z € T, [A;] N T, ' [Ao] € {z}. Suponga que z = (1, x2).
Como Ap, Ay C Q son abiertos en Q, entonces existen y;3 € A; \ {z1} y y2 € Az \ {x2}.
Note que y = (y1,92) € I [A1] N 1L, [As], pero y ¢ {z}, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, Q? no tiene puntos aislados. De esta manera, concluimos que Q? no es
perfecto. X

AFIRMACION(2): Q? es cero-dimensional.

En efecto: Sea B = {[(il,il) X (jl,jz)] N Q2 | i1,72,71,J2 € R \ Q; i1 <o, 1 < ]2}
Note que todo elemento de B es un abierto en Q2.

Ademés, observe que B es una base para Q2. Efectivamente, sean (q1,q2) € Q? y
A C Q? abierto tal que (q1,q2) € A, entonces existe A9 C R? abierto en R? tal que
Ao N Q2% = A, luego existen ki, ko, k3, ks € R tales que (q1, q2) € (k1, ko) x (k3, k4) C Ao.
Ademds, existen i1,iy € (k1, k2)N(R\Q) tales que iy < ig y existen j1, j2 € (ks3, ka)N(R\Q)
tales que j1 < j2 y tales que (q1,q2) € (i1,72) X (j1,72) € Ao. Entonces (q1,¢2) €
[(i1,12) % (j1,72)] N Q? C A9y N Q? = A. Por lo tanto, B es una base para Q2.

Por otro lado, como para cada i1, 12, j1,j2 € R\ Q con i1 < iy y j1 < j2, se tiene que
Q% \ [(i1,42) x (j1,42)] N Q% = Q* N [(=00,i1) U (i2, +00)] x [(—00, j1) U (j2, +00)] es un
abierto en Q2. Se tiene que Q? es un espacio cero-dimensional. X

De esta manera, tenemos que Q? es un espacio métrico perfecto numerable y cero-
dimensional. Por lo tanto, Q = Q2. ]



Capitulo 4

El espacio de Cantor.

4.1 El espacio 2%

Para comenzar este capitulo, definiremos al espacio de Cantor.

4.1.1. Definicién. Llamaremos espacio de Cantor al subespacio C = 2“ del espacio de
Baire N.

Notemos que el espacio de Cantor C estd formado por todas las sucesiones de ceros
y Unos.

4.1.2. Observacion. El espacio de Cantor C es polaco, perfecto, cerrado y compacto.

DEMOSTRACION. Primero observe que C es polaco, pues 2 = {0, 1} es finito y polaco.
AFIRMACION(1): C es perfecto.

En efecto: Suponga que existe z € C tal que es un punto aislado en C. Entonces {z}
es abierto en C, por lo que existe B C N abierto en N tal que BNC = {z}. Como
x € B, entonces existe m € w tal que By, C B, luego B, NCC BNC = {z}, por lo
que By, NC C {z}. Definimos y € N dada por:

(e i jew\ fm)
vi) = {ym  {0.1)\ fa(m)} sij=m.

Note que y € Cy y € By, , pero y # x, lo que es una contradicciéon. Por lo tanto, C es
perfecto. X

AFIRMACION(2): C es cerrado en .

117
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En efecto: Probaremos que el conjunto N\ C es un abierto en N. Para ello, observe
primero que '\ C # (). Con esto en mente, sea x € N\ C, entonces el elemento z : w — w
es tal que existe j € w tal que z(j) # 0y x(j) # 1. Sea jo € w el minimo tal que z(jy) # 0

y z(jo) # 1.
Note que = € Bz[j e N\ C. Efectivamente, sea z € Bz[j .,» entonces 2(j0) =
0 0

z(jo) # 0y z(jo) # 1, por lo que z € N'\ C. Por lo tanto, N\ C es abierto en N. X
Por otro lado, definimos el conjunto:

A={sew |sil(s)=n#0, Vje{0,...,n—1},s(j) € {0,1}} U{0}.
AFIRMACION(3): A es un &rbol.

En efecto: Sea s € Ay n < I(s). Por un lado, si n > 0, entonces para cada
j€Ao,.. n—l} s, (3) = s(j) € {0,1}, por lo que s, € A. Mientras que si n = 0,
entonces s, = s, = ) € A. De esta manera se concluye que A es un arbol. X

AFIRMACION(4): A esté bien podado.

En efecto: Sea s € A. Construiremos una extensién en A de longitud mayor que la
de s. Para ello, consideraremos los siguientes dos casos.

Caso(1): I(s) = n > 0. Entonces para cada j € {0,...,n — 1}, s(j) € {0,1}.
Definimos ¢ : {0,...,n} — w dada por:

t(j) = {50) sije{0,...,n—1}

0 sij =n.
De esta manera, tenemos que t € A y ¢ es una extensién de longitud mayor que la de s.
Caso(2): I(s) = 0. Entonces ¢t = (0) es una extensién de longitud mayor que la de 0.
De esta manera, concluimos que A estd bien podado. X

AFIRMACION(5): A est4 finitamente ramificado.

En efecto: Sea s € A. Probaremos que existe una cantidad finita de extensiones
inmediatamente posteriores de s. Para ello, consideramos los siguientes dos casos.

Caso(1): I(s) = n > 0. Sea t € A una extensién inmediatamente posterior a s,
entonces para cada j € {0,...,n — 1}, t(j) = s(j) € {0,1}. De esta manera, tenemos



4.1. EL ESPACIO 2¥ 119

que t(n) € {0,1}, pues t € A. Por lo tanto s6lo tenemos dos opciones para t.
Caso(2): I(s) = 0. Entonces (0) y (1) son las tinicas extensiones posteriores de 0.

De esta manera, se concluye que A estd finitamente ramificado. X
Por lo tanto, la Afirmaciones (3)-(5) garantizan que [A] es compacto (ver teorema
2.2.16).

AFIRMACION(6): [A] =C.
En efecto: Sean x € [A] y n € w. Entonces z;,,, € A, luego z(n) € {0,1}. Por lo
tanto, = € C.

Por otro lado, sea z € {0,1}*. Entonces para cada n € w, z(n) € {0,1}. Sea m € w.
Queremos probar que x|, € A.

n+1

Caso(1): m € w\ {0}. tenemos que para cada j € {0,...,m — 1}, z;,.(j) € {0,1}.
Luego, z,, € A.

Caso(2): m = 0. Entonces z;, =0 € A.

De esta manera, por ambos casos, tenemos que = € [A]. X
Por lo tanto, C es compacto. O

A continuacién veremos algunos resultados que nos permiten ver algunas relaciones
que existen entre C y algunos espacios topolégicos.

4.1.3. Teorema. Todo espacio métrico compacto no vacio es imagen continua del es-
pacio de Cantor.

DEMOSTRACION. Antes de comenzar la demostracién del enunciado del teorema, pro-
baremos algunas afirmaciones que nos seran de utilidad. Primero, definimos la funcién
f:C — 1 dada por:

oo
VeeC: f(z) = Zx(n)(%)”“
n=0
Observe primero que f esta bien definida. Pues si z € C, entonces para cada m € w, defi-
nimos a,, = x(m)(3)™ ™ y by, = (3)™ 1. Tenemos que 0 < ay, < by, ¥ OMO > o0 o by, =
> 00 o(3)" 1 converge, entonces se concluye que Y o0 g an, = Yoo z(n)(3)" ! converge.
Ademads, tenemos que:

o0 o0

0< Y e <Y G =D 3G =2

1
n=0 n=0 n=0 2

S—
3
|
‘M\»—A
|
NI
I
—_
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Luego, para cada x € C, f(x) € [0, 1]. Por otro lado, tenemos que para cada = € C, f(x)
tiene un unico valor. Por lo tanto, f es una funcién bien definida.
Se probard que la funcién f es continua y sobreyectiva. Pero primero procederemos

a aplicar el principio de elecciones dependientes para construir una sucesiéon de ntimeros
que satisfaran algunas propiedades.

Sea « € I. Para facilitar la notacion, denotaremos oy = «. Definimos al elemento a;
de la siguiente manera:

200 — 1 si2a92>1
a1 =
"7 2a0 si 200 < 1.
Ahora, sea s1 : {0,1} — R la funcién dada por:
. ag sit=0
s1(1) = { -
a1 sit=1.
e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma s = {ap }n<m :
{0,...,m} = R (m € w\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:
1. ap = Q.
2. Si para n € w, el elemento «, esta definido, entonces o, 11 esta dada por:
200, — 1 81 200, > 1
Apt1 =
") 20m si 20y, < 1.

Note que s1 € A, por lo que A # ().
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relacién R:

e Sean s : {0,...,m1} — Rt : {0,...,me} — R elementos del conjunto A. Es-
cribiremos sRt si:

1. s Ot

2. my=mo+ 1.

Sea t € A. Suponga que t = {ay tnem para alguna m € w\ {0}. Con esto en mente,
definimos al elemento «,, de la siguiente manera:

201 — 1 si2am,_1 21
Qpy, = ]
2001 si 2a,—1 < 1.

Note que s € Ay sRt. Por lo tanto, el principio de elecciones dependientes garantiza
que existe una funcién ¢ : w — A tal que:

Vn ew: g(n+1)Rg(n).

Definimos {ay fnew = Upnen, 9(m). Notemos que {av, }new tiene las siguientes propiedades:
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1. a9 = a.

2. Si para n € w, a, esta definida, entonces:

20, — 1 81 2ay =1
(6 =
") 20, si 2ap < 1.

Por otro lado, definimos x € C dada por:
0 si2a,<1
x(n) = :
1 si2a, > 1.

Probaremos que f(z) = >0 z(n)(3)" ™ = ap. Pero antes demostraremos algunas afir-

maciones.
AFIRMACION(1): Para cada n € w, a,, € [0,1].

En efecto: Probaremos esta afirmacion por induccién sobre el subindice de «,,. Note
que por definicién, oy = « € [0, 1]. Por otro lado, suponga que se cumple ay, € [0, 1].

Caso(1): 2ay, > 1. Entonces ay+1 = 2, — 1 > 0. Ademds, como «,, € [0, 1], tenemos
que apy1 =2, — 1 <2 —1=1. Por lo tanto, en este caso, ay, € [0, 1].

Caso(2): 2a,, < 1. Por un lado, tenemos que 0 < 2ay, = auy1. Ademads, apy; =
2a;, < 1. Por lo tanto, en este caso, a,41 € [0, 1]. X

1 - (M e
)n+ — Qg = 2]$/1+2 2]]\%'

AFIRMACION(2): Para cada M € w\ {0}, Zﬁio z(n)(3

En efecto: Esta afirmacién se probara por inducciéon. Para M = 1, tenemos que:

1
S alm) () = ao = %+ )~ ap.

n=0

a

Por un lado, si (0) = 1, entonces a; = 2ap — 1, luego ap = % + 5. De esta manera, se

tiene que:
1
1 1
St =i+ 5 -y = -
n=0
Por otro lado, si #(0) = 0, entonces g = F-. Luego, 2711:0 x(n)(%)n—kl g = @ —a

Por lo tanto, para M = 1 se cumple la propiedad.
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Suponga que para M € w \ {0}, se cumple:

M
M
> a(n) (3" —ag = oM oy
n=0
Entonces:
M+1 M
M+1 M M+1

Z x(n)(%)n-i—l — Qg = (Zx(n)(%yﬂ_l —ap) + mgML) = leg/[+3 - % + xéMi_z)-
n=0 n=0

Por un lado, si (M) = 1, entonces tenemos que oy = % + % Luego,

M+1 1 1 _ 1 1 rapM+1 1 x(M+1)
2 n=0 m(n)(i)’” — Q&0 = gmET T W( 5+ 3)+ oM +2
— 1 amyr 1 + z(M+1)
- 2M+1 21\/I+1 2IM+1 2M+2
_ z(M+1) _ OM41
- 2]\{+2 2M+1 .

Por otro lado, si (M) = 0, entonces apr = “F. Luego,

M+1 M M+1
St am)(3) T —a0 = (ThLya(n)(3)" - ag) + L
oM + z(M+1)
- oM oM +2
o ANl + QC(M+1)

T 9M+1 oM+2
_ z(M+1) 041
- 21w+2 2M+1 .
M
Por lo tanto, para cada M € w\ {0}, Zano z(n)(3)" 1 —ap = ;JEH{ — Shf- X

AFIRMACION(3): Para cada M € w\ {0}, |S°M 2 (n)(3)"+

1 1
2 —040|<2W-

En efecto: Por la afirmacién anterior, tenemos que para cada M € w \ {0},

M

M M
> am)G)" - aol = I — ¥ = |22 — anl.
n=0

Caso(1): (M) = 0. Entonces:

M

M
N w(n) (3" — aol = 31252 — an| = shl—on| = S < S
n=0

Por lo tanto, en este caso, se tiene que |Z£4:o x(n)(%)’“r1 —ap| < 2%
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Caso(2): (M) =1y % > apy. Entonces:

>

Por lo tanto, en este caso, se tiene que |Zi4:0 x(n)(

Caso(3): (M) =1y apy > 3. Entonces:

)

AFIRMACION(4): f(z) = ay.

(n)(3)" " — ao

(n)(3)" " — ao

[y

~—

NN N

A
[\
4=~

A
E

123

En efecto: Sea ¢ > 0. Definimos M € w \ {0} tal que QLM < €. Sea n > M, entonces

existe r € w \ {0} tal que n = M + r. Luego, ‘ZZ:O z(n)(3)" M — ap| <
De esta manera, f(z) =)

= .

1
_W<6'

X

Como se tomo un elemento oy = « € [0, 1] arbitrario y, a partir de él, construimos

un elemento x € C tal que f(x) = «ap, se concluye que f es sobreyectiva.

AFIRMACION(5): f es continua.

En efecto: Sean z € C y € > 0. Definimos ng € w tal que 2%0 < e.

Note que f[BfL“rno] C B.(f(z)). Efectivamente, sea y € Bx[no, entonces yj, = T}

ng*
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Luego,
[f(2) = fW)] = [Zploa(n) ()™ — 2= y(n)(z)"*|
= [ Xan,(@(n) —y(n)(3)" ™
< Z?:nokli(n —y(n)l(z)"*!
S 1273:”0(5)”“71 1
= 3T 2l M
= 13205 ()"
_ 1=
= 31
du-hro)
- 1-— T
= 1-1+ (%2)”0
= G
< €
Por lo tanto, f[Bl“rnO] C Bc(f(x)). De esta manera, concluimos que f es continua. X

Por otro lado, definimos la funciéon F': C¥ — H = I dada por:
VxeC: F(r):w — I es la funcién dada por:

Vnew: F(z)(n) = f(z,) € L.
AFIRMACION(6): F es sobreyectiva.

En efecto: Sea y € H = [¥. Entonces para cada n € w, sea un unico x, € C tal que
f(xy) = y(n). Definimos x € C¥ tal que para cada n € w, x(n) = z,. De esta manera,
para cada n € w, tenemos que F(x)(n) = f(z,) = y(n). Luego, F(x) = y. Por lo tanto,
F es sobreyectiva. X

AFIRMACION(7): F es continua.

En efecto: Sean z € C¥ y A C H abierto tal que F(z) € A. Como F(z) € Ay
A C H es abierto, entonces existen a1, ...,y € w tales que F(z) € (7L, H;jl [Aa;] € A,
donde A,,, ..., Aq,, C I abiertos en I. Por otro lado, tenemos que f : C — I es continua,
entonces para cada j € {1,...,m}, f _1[Aaj] C C es abierto en C. Observe ahora que el
conjunto (7, H;jl [/~ Aq,]] es abierto en C¥.

Se probard que F'[(;L, H;jl [f71[Aq,]]] € A. Efectivamente, si z € N1 H;jl 1AL
entonces para cada j € {1,...,m}, z € H;jl[f_l[Aaj]]. Luego, para cada j € {1,...,m},
I, (2) € f'[Aq,]. De esta manera, para cada j € {1,...,m}, f(za;) = f(Ilo,;(2)) €
Ag;. Por otro lado, sabemos que F'(z) : w — I es tal que para cada n € w, F(z)(n) =
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f(zn). Note que F(z) € ;L H;jl [Aq;]. Pues sij € {1,...,m}, entonces Iy, (F(z)) =
F(z)(a) = f(za,) € Aa;- Luego, F(z) € (L, H;jl [Aa;] € A. Por lo tanto,

FIO 1M [Aa, ) € A,

De esta manera, se concluye que F' es una funcién continua. X

Por otro lado, si Y = {0,1}, tenemos que Y* = (Y*)¥, por lo que C = C¥ (ver
lema 3.1.22). Ademds como f y F son sobreyectivas y continuas, tenemos que existe
una funcién continua y sobreyectiva ¢ : C — H. Como observaciéon adicional a nuestros
propésitos, notemos que con todo lo anterior hemos probado que H es un espacio com-
pacto, sin necesidad de hacer referencia al teorema de Tychonoff, el cual se apoya en el
axioma de eleccién para conjuntos arbitrarios.

Ahora, con la funcién ¢ en mente, procederemos a probar el teorema. Sea X un
espacio métrico compacto no vacio, entonces X es homeomorfo a un cerrado K del cubo
de Hilbert H (ver teorema 1.3.6). Definimos K’ = ¢~ '[K] C C. Note que K’ es cerrado
en C, pues C\K' = C\ ¢ [K] = ¢ '[H]\ ¢ [K] = ¢ [H\ K]. De esta manera, tenemos
una aplicacién ¢’ : K/ — X continua y sobreyectiva.

Por otro lado, denotaremos por Tloaye @ la topologia de A restringida al conjunto
{0,1}*. Mientras que por 7 denotaremos a la topologia de Tychonoff de {0,1}* con
{0,1} dotada de la topologia discreta.

AFIRMACION(8): ({0, 1} T 0nye) = ({0,139, 7).

En efecto: Note que bastard probar que para cada nn € w y para cada = € {0,1}%, se
tiene que:

{z €Nz, =2, } N{0,1}* = {z € {0, 1}*|a;, = 2, } = B, _.

Por un lado, si y € By~ N{0,1}”, entonces y € {0,1}* y y}, = x},. Por lo tanto,
Yy € erﬁ.
Por otro lado, siy € ém[ﬁ, entonces y € {0, 1}* y 1, = yj,. Luego, y € By, N{0,1}*.
De esta manera, se concluye que ({0,1}*, 7y ,,..) = ({0, 1}, 77). X
Como {0,1} admite un buen orden, K’ y C son cerrados tales que () # K' C C,
entonces existe una retraccién r : C — K’ (ver teorema 2.2.21). Luego, ¢’ or: C — X es
una funcién continua y suprayectiva. Por lo tanto, X es imagen continua del espacio de
Cantor. O

A continuacién veremos algunos conceptos andlogos a los esquemas de Suslin y a
otros conceptos que se vieron en el Capitulo 3 sobre el espacio de Baire.
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4.1.4. Definicion. Sea X un conjunto arbitrario.
1. Un esquema de Hausdorff es una funcién A de la forma A : 2<% — P(X).

2. La operacion de Hausdorff es la funcién S que a cada esquema de Hausdorff A en
X le asigna el conjunto S(A) = U cc Nnew Alzr,) € X.

4.1.5. Definicién. Sea X un espacio métrico.

1. Diremos que un esquema de Hausdorff A es abierto (respectiavmente, cerrado) si
para cada s € 2<%, A(s) es abierto (respectivamente, cerrado).

2. Diremos que un esquema de Hausdorff A cumple la condicion de didmetros si para
todo « € C se cumple que lim,, diam(A(x},)) = 0, donde diam(A(z;,)) denota al
didmetro de A(x},) y convenimos en que diam() = 0.

4.1.6. Observacion. Si A es un esquema de Hausdorff sobre un espacio métrico (X, d)
que cumple la condicién de didmetros, entonces () A(z;,) contiene como méximo un
punto.

new

DEMOSTRACION. Suponga que existen yi, 2 € [, A(x},) tales que y1 # y2, entonces
para cada n € w, d(A(zx},)) = d(y1,y2) > 0. Pero, lim,, d(A(z},)) = 0, por lo que para
toda € > 0 existe N € w tal que si n > N entonces d(A(x,)) < €. En particular, si
e = d(y1,y2) > 0, tenemos que existe N € w tal que si n > N, d(y1,y2) < d(A(zx},)) <
e = d(y1,¥2), lo que es una contradiccion. O

4.1.7. Definicién. Sea X un espacio métrico, A un esquema de Hausdorff que cumple
la condicién de didmetros.

1. Definimos:

Z(A) ={z €C| ) Alx,) # 0}.

new

2. Definimos la funcién ¢ : Z(A) — X tal que:

Vo e Z(A): () Alxy,) = {¢(x)}.

new

4.1.8. Lema. En el contexto de la Definicion 4.1.7

2. ¢ es continua.
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DEMOSTRACION. (1) Sea y € ¢[Z(A)], entonces existe yo € Z(A) tal que y = ¢(yo).
Como yo € Z(A), tenemos que (,,c,, A((%0)1,) # 0. Pero, A cumple la condicién de los
didmetros, por lo que {y} = ,co, A((¥0)1,.), luego y € S(A).

Por otro lado, sea y € S(A), entonces existe z € C tal que y € (), A(z},,) #
luego {y} = Nyew A(2},)- De esta manera, tenemos que z € Cy (), A(z},,) # 0, por
lo que z € Z(A). Tenemos que {¢(z)} = (,c, A(z),) = {y}, entonces ¢(z) = y, luego
y € ¢[Z(A)]. Por lo tanto, ¢[Z(A)] = S(A).

(2) Sea ) # U C X abierto en X y sea z € ¢ [U]. Entonces existe ¢ > 0 tal
que Be(¢(x)) € U. Ademsds, existe n € w tal que d(A(z},)) < e. Como {¢(x)} =
MNimew A(z1,,), entonces ¢(x) € A(xy,,).

Se afirma que A(zx},) C Be(¢(x)) C U. Efectivamente, sea y € A(z},), como ¢(x) €
A(zy,), entonces d(y, ¢(x)) < d(A(xy,)) < € por lo que y € Be(é(x)). Por lo tanto,
Aw),) € Be(olw)) € U.

También tenemos que r € By, C ¢~ U]. Puessiy € By, , entonces y;, = z,,
luelgo d(y) € A(yy,) = A(zy,) CU. Por lo tanto, z € B,, C ¢ '[U]. Luego, x € B, C
o], =

4.2 El teorema de Brouwer

En esta secciéon demostramos la conocida caracterizaciéon del espacio de Cantor: Todo
espacio métrico compacto cero-dimensional y perfecto es esencialmente el espacio 2%.
Para esto, primero probaremos algunos lemas auxiliares. Para facilitar la discusién, a lo
largo de esta seccion, X denotara un espacio no vacio métrico con métrica d, compacto,
cero-dimensional y perfecto.

4.2.1. Observacion. X es completo, pues todo espacio métrico compacto es completo.

4.2.2. Lema. Para cada € y para cada U abierto-cerrado no vacio de X. Se tiene que U
puede descomponerse en una union ajena finita de al menos dos abierto-cerrados, donde
cada uno de éstos tiene didmetro menor que € y es distinto del vacio.

DEMOSTRACION. Primero, note que si U es un abierto-cerrado no vacio de X, entonces
no puede contener un unico punto, porque si lo tuviera, entonces tal punto seria aislado.

Sea U un abierto-cerrado no vacio. Entonces existen yi,y2 € U tales que y; # yo,
luego d(y1,y2) > 0. Como U es abierto, tenemos que existe € > 0 tal que B(y;) C U.
Sean r = min{¢,d(y1,y2)} y B una base de abierto-cerrados de X. De esta manera,
existe B € B tal que y1 € B C B, (y1) € Be(y1) € U. Por lo tanto, yy € BC Uy B
es un abierto-cerrado. Consideramos Uy = By Uy = (X \ B) N U. Note que Uy y Us
son dos abierto-cerrados. Ademds, U1 NUs =0, Uy UUy = U, y1 € Uy, yo € Us, es decir
U 1 7é @ y UQ 7& @
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De esta manera, hemos probado que si U es un abierto-cerrado no vacio, entonces U
se puede ver como una union disjunta de dos abierto-cerrados no vacios.
Por otro lado, sean € > 0 y i € {1,2}. Definimos:

B; = {Ul nv | V e B; dzam(V) < 6} \ {@}

Observe que U; es compacto, pues U; es cerrado y X es compacto. Ademads, tenemos que
B; cubre a U;, entonces existe C; C B; subcubierta finita de B;.

Luego, para cada i € {1,2}, tenemos que U; = U?;O B;-, donde B;- # () es un abierto-
cerrado con diam(B;-) <e.

Ademas, sea i € {1,2} fija. Para cada j € {0,...,n;}, sea G; = B; \ Uk<jikew B:.
Definimos V; = {G1,...,G},.} \ {#}. La familia V; tiene las siguientes propiedades.

Observacién(1): V; # 0. Pues G = Bf # 0.

Observacién(2): U; = |JV;. Efectivamente, sea z € U;, entonces existe kg € {0,...,n;}
tal que z € B,io. Definimos k' € {0,...,n;} como el minimo tal que z € B,i,, entonces
z € B}, \ U< kew B =Gi,, por lo que z € V.

Por otro lado, sea z € |JV;, entonces existe kg € {0,...,n;} tal que z € Gy, =
5}90 \LLJJ]k)<kO7kew By, luego z € By C UUjL, B; = U;, por lo que z € U;. Por lo tanto,

i = i

Observacién(3): Para cada ji,j2 € {0,...,n;} tales que ji # ja,

B\ U Bon@,\ J B)=0.

k<j1,k€w k<j2,k€w

Efectivamente, sean ji,j2 € {0,...,n;} tales que j; # jo. Suponga que j; < Jo.
También, supéngase que exist‘e z € (B;1 \ U,thkew Bp) N (B;-2 \ U,sz’ke‘u B}), en-
tonces z € (B}, \ Ux<j, kew Bi) ¥ 2 € Bj,, 1o que es una contradiccién. Por lo tanto,
(B, \ Uk<jy bew Br) N (Bj, \ Ug<jy pew Br) = 0.

De esta manera, como Uy UUy = U y Uy NUy = (), tenemos que el abierto-cerrado no
vacio U puede descomponerse en una unioén ajena finita de al menos dos abierto-cerrados,
donde cada uno de éstos tiene didmetro menor que € y es distinto del vacio. ]

En estos momentos, la idea central es aplicar el lema 4.2.2 y el principio de elec-
ciones dependientes para construir un esquema de Hausdorff que cumpla la condicién de
didmetros y cuya funcién continua asociada sea un homeomorfismo entre los conjuntos
Z(A) y X. Para esto, primero fijaremos una sucesiéon de sucesiones de conjuntos de X
con ciertas propiedades.
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4.2.3. Lema. Existe una funcién s° de la forma s°

siguientes propiedades:

:w — By tal que satisface las

1. $°(0) = {X}.

2. Si para j € {0,...,n — 1}, s°(j) estd definido de tal forma que s°(j) = {U;},
donde U; es un abierto-cerrado distinto del vacio para cada i € {1,...,m}. En-
tonces s°(j + 1) se obtiene con la siguiente construccion:

(a) Como para cada i € {1,...,m}, U; es un abierto-cerrado no vacio de X.
Entonces, exigte una familia {Uli}ke{l,...,ni} tal que: 4 Ui = Uy, Ui, donde
n; = 2; 0 # U} es un abierto-cerrado tal que diam(U}) < ]% para cada k €
{1,...,n:}; U,il ﬁUli2 = (), si k1 # ko (En este punto, para cadai € {1,...,m},
tomamos una tnica familia {U} }re(1, . n,})-

(b) Definimos ng = 0. Ademds, para cada l € [1,% " ni| Nw, definimos r'(l)
como el elemento en {0,...,m — 1} tal quel € (Z;:(lo) N, Z;:(lgH nil Nw =
Lr’(l)-

(c) Entonces, s°(j + 1) = {VZ}IE?O " es ta]/que para cada l € 1,31 (1 ni| Nw,
Vi= Ui dondei=r'(I)+1yk=1-Y""n;.

DEMOSTRACION. Definimos:
B={{U}iL; Imew\ {0V je{l,...,m},U; € P(X)}.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma
s:{0,...,n} = B (n € w\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. s(0) ={X}.
2. Sipara j € {0,...,n—1}, s(j) estd definido de tal forma que s(j) = {U; }1"4,
donde U; es un abierto-cerrado distinto del vacio para cada i € {1,...,m}.

Entonces s(j + 1) se obtiene con la siguiente construccion:

(a) Como para cada i € {1,...,m}, U; es un abierto-cerrado no vacio de X.
Entonces, existe una familia {U,f;}ke{l,m’ni} tal que: U; = (Jpi, U}, donde
n; = 2; 0 # U,i es un abierto-cerrado tal que diam(U,i) < ]% para cada
Ee{l,...,n;}; U,il N Ulig = (0, si k1 # ko (En este punto, para cada
i € {1,...,m}, tomamos una tnica familia {U}}ref1,... ni})-

(b) Definimos ng = 0. Ademés, para cada ! € [1,Y " n7|Nw, definimos (1)
como el elemento en {0,...,m—1} tal quel € (Z;/:(Q N, Z;/Z(QH nilNw =
Lr’(l)'
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(c) Entonces, s(j+1) = {VZ}IZ::::O "™ es tal que para cada l € [1,> 7 ni] Nw,
Vi=Uldondei=r'()+1yk=1-3""n;

Observe ahora que A # (). Pues, como X # () es abierto-cerrado. Por el lema 4.2.2,
tenemos que existe una familia {X;}7"; tal que:

1. n>2.
2. X =}, Xi.
3. Para cada i € {1,...,n}, X; es un abierto-cerrado no vacio tal que diam(X;) < 1.
4. XiﬂXjZQ, 8127&]
Definimos la funcién s : {0,1} — B dada por:
, (X}  sii=0
s(1) = .
{Xi}, sii=1

Note ahora que s € A. Por lo tanto, A # ()
Sobre A definimos la relacién R:

e Sean s:{0,...,ns} — B,t:{0,...,n;} — B elementos del conjunto .A. Escribire-
mos sRt si:
1. s Ot,
2. ng =ns + 1.

Sea t : {0,...,n} — B € A. Suponga que t(n) = {U;}!",, entonces para cada i €
{1,...,m}, U; es un abierto-cerrado no vacio de X. Luego, el lema 4.2.2 garantiza que
existe una familia {U}}7L, tal que:

1. n; > 2.

2. U; =L, UL

3. Para cada k € {1,...,n;}, Ul es un abierto-cerrado no vacfo tal que diam(U}) <
L

4. U,i1 N U,iQ =0, si ki # ka.

Con lo anterior en mente, definimos ng = 0 y para cada [ € [1,> "  ni| Nw, definimos
r’(1) como el elemento en {0,...,m — 1} tal que | € (Z;:(lo) ng, Z;ZQH ni] Nw = L.
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De esta manera, sea {Vl}lz:;ln:o "7 tal que para cada [ € [1,Y " n:] Nw, V; = Ui donde
i=r'()+1y k:l—Z;l:(lO)n;.
Ademas, definimos a la funcién s : {0,...,n+ 1} — B dada por:

i) sije{o,...n}
S(]) - Er”n:OnF o .
{Vitizh sij=n+1

Observe ahora que s € Ay sRt. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién f :w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

Por otro lado, note que s = Unew f(n) es una funcién de la forma sY:w — By tal que
satisface las siguientes propiedades:

1. s°(0) = {X}.

2. Si para j € {0,...,n — 1}, s°(j) estd definido de tal forma que s°(j) = {U;}12,
donde U; es un abierto-cerrado distinto del vacio para cada i € {1,...,m}. En-
tonces s’(j + 1) se obtiene con la siguiente construccién:

(a) Como para cada i € {1,...,m}, U; es un abierto-cerrado no vacio de X.
Entonces, exisﬁe una familia {Uli}ke{l,...,ni} tal que: ‘ U; = Uy, Ui, donde
ni = 2; O # U}, es un abierto-cerrado tal que diam(U}) < jﬁ para cada k €
{1,...,n;}; U,il ﬁUli2 = (), si k1 # ko (En este punto, para cadai € {1,...,m},
tomamos una unica familia {Ué}ke{l,...,m})-

(b) Definimos ng = 0. Ademés, para cada | € [1,> " ;ns] Nw, definimos /(1)
como el elemento en {0,...,m — 1} tal que I € (Z;:(lo) N, Z;Z(ZO)H ni Nw =
L”"/(l)'

(c) Entonces, s°(j +1) = {VZ}IZ:;;:O "" es tal que para cada [ € [1,5°7"  nf] Nw,
Vi=Uj donde i =r'() +1y k=1- 5" Y n,.

O]

Una vez que logramos fijar una sucesion de sucesiones de conjuntos de X por medio
de la funcién s° del lema 4.2.3, procedemos a construir un esquema de Hausdorff que
cumple la condicion de didmetro aplicando el principio de elecciones dependientes. Para
esto, definimos oy = {0}. Suponga que s°(1) = {X;},, entonces:

1. m > 2.
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2. X =UL, X,
3. Para cadai € {1,...,m}, X; es un abierto-cerrado no vacio tal que diam(X;) < 1.
4. Xp, N Xg, =0, si kg # ko.

Con esto en mente, definimos al conjunto:

a1 ={(0,...,0) | 1<i<m—1U{(0,...,0,1) | 0 <i<m~—2}
1={( ) | FU{( ) | }

1—veces 1—veces

Ademas, sea C1 : ap Uy — P(X) la funcién dada por:

X siA=10
Xit1U...UX,, siA=(0,...,0) para alguna 1 <i<m—1
C1(\) = et
1—veces
Xit1 si A= (0,...,0,1) para alguna 0 < i < m — 2.
——

1—veces
Note que C} estd bien definida, pues ag N a3 = (). También, tenemos que (1) € a;.

4.2.4. Lema. Para cada s € oy \ {(1)}, (1) € s.

DEMOSTRACION. Suponga que existe o € a1 \ {(1)} tal que (1) € 0. Como o € ay,
entonces:

0=(0,...,0) paraalguna 1 <i<m—1
v~
1—veces
60=1(0,...,0,1) para alguna 0 < i < m — 2.
——

i—veces

En ambos caso, queremos obtener una contradiccién.

Caso(1): 0 = (0,...,0) para alguna i € w tal que 1 < i < m — 1. Entonces tenemos
~———

1—veces
que 0 = 1, lo que obviamente es una contradiccion.

Caso(2): 0 = (0,...,0,1) para alguna 0 < ¢ < m — 2. Como o 2 (1), entonces i > 1,
——

i—veces
por lo que 0 = 1, lo que también es una contradiccién.

Por lo tanto, como en cada uno de los dos casos anteriores se tiene una contradiccion,
se concluye que para cada s € a; \ {(1)}, (1) € s. O

Para facilitar la discusién, consideremos la siguiente definicion.
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4.2.5. Definicién. Para cada A C {0,1}<%, definimos el siguiente conjunto:
NT(A)={seA|VoeA\{s}, sZ o}

De esta manera, el lema 4.2.4 implica que (1) € N7 (ay). Por otro lado, considera-
remos lo siguiente.

e Sea A; el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma Cy : ag U
. Uap = P(X) (k€ w\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. Oé():{@}.
2. 00 ={(0,...,0)[1<i<m—1YU{(0,...,0,1)[0 <i<m-—2}
1 {(‘ )| } {(' )| }
1—veces 1—veces
3. Cr D (.

4. Siparar € {0,...,k — 1}, o, estd definido de tal forma que:

(a) Para cada s € o, nodo terminal de ., Ck(s) =V}, donde s°(r) = {V;}7,
y para alguna j € {1,...,m}.

(b) El conjunto ag U ... U a, tiene por lo menos un elemento en N7 (ag U

o Ua).
() NT(apU...Ua,) C ay.
Entonces:
a1 = U [{s"(0,...,0)[1 <i <y — 1}U
SENT (apU...Uar)Car i—veces
U{s™(0,...,0,1)[0 <7 < 725 — 2},

1—veces

donde: Para cada s € NT(O@ U...Ua,) C a, el nimero 7, esta dada
por la funcién s® (Ci(s) = U2, UP).

5. Si para r € {0,...,k — 1}, estd definido Ck(o) para cada o € ag U ... U q,.
Entonces para cada t € a,.41, se tiene:
(a) Cr(t) = Crp(s™(0,...,0)) =U7U...UU; ,sit=5"(0,...,0) para algin
—— s N——

i—veces i—veces

s € NT(a,) y para algin 1 <i < 7 — 1.
b) Ci(t) = Cr(s"(0,...,0,1)) = U? ,, sit = s(0,...,0,1) para algtin s €
(b) Ci(t) = Ci(s"( ) =Uiy ( ) p g

1—veces 1—veces

NT(a,) y para algin 0 < i < iy — 2.

Note que para que tenga sentido el conjunto A, se deben probar los siguientes lemas.



134 CAPITULO 4. EL ESPACIO DE CANTOR.

4.2.6. Lema. (g U...Uap1) MTNT (o U...Uaypyr) # 0.

DEMOSTRACION. Como existe § € ap U ... U a;, un elemento en NT (o U ... U a;),
entonces §"'1 € (apU...Ua, Uap1) NN T (apU...Uapy1). O

4.2.7. Lema. NT (g U...Ua,y1) C apgg.

DEMOSTRACION. Sea s € NT (apU...Ua,41). Suponga que § € agU...Uq,, entonces
sean,yaque NT(agU...Ua,) C a,. Luego, § € NT(«,), por lo que §"1 € a;41. De
esta manera, tenemos que § ¢ NT (apU...Ua,41), lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, NT (g U ... Upy1) C . O

4.2.8. Lema. Sea My € w fija entonces para cada M' € w\ {0}, apgy 4+ tiene solamente
extensiones impropias de elementos del conjunto N'T (apy,)-

DEMOSTRACION. Probaremos esta afirmacién por induccién sobre M’. Para M’ = 1, por
la misma definicién de apz,+1, tenemos que apz,+1 tiene solamente extensiones impropias
de nodos terminales de ay,.

Por otro lado, suponga que M’ € w \ {0} es tal que apg+ar tiene solamente ex-
tensiones impropias de elementos del conjunto AT (ayy,). Por definicién, tenemos que
QMo+ M7+1 tiene solamente extensiones impropias de elementos del conjunto N7 (apzy+n7)-
De esta manera, si s € ap1nri1, entonces s = 7°(Ry,..., R;) para alguna k €
w \ {0}, donde 7 es un elemento de N'T (capgy+nr7). Pero apg,4+ar tiene solamente ex-
tensiones impropias de elementos del conjunto N7 (apy,). Luego, 7 = 7\(s1,. .., Sk)
para alguna k' € w \ {0} y para alguna 7; elemento de N'T(aps). Por lo tanto,
s =T1{(s1,...,8) (Rq,...,Rg). Es decir, s es una extensiéon impropia de un elemento
del conjunto ayy,. O

4.2.9. Lema. «j, Nay, =0, si j1 # jo.

DEMOSTRACION. Sean j; # jo, suponga que ji; < jo. Entonces jo = j; + b, para alguna
b € w\{0}. Luego, el lema 4.2.8 garantiza que «a;, tiene solamente extensiones impropias
de elementos del conjunto N7 (e, ). De esta manera, si suponemos que x € aj, N &y,
entonces  es una extensién impropia de algin elemento de N7 (a;,) v = € aj,, lo que
es una contradiccion. O

De esta manera, tenemos que Ay estd bien definido, puesto que los lemas 4.2.6 - 4.2.9
garantizan que los conjuntos «, y las funciones C}, (descritas en A;) estdn bien definidos.

Ademds, note que Ay # ), pues C; € Aj.

Sobre el conjunto A; definimos la relacién Rj:

e Sean s:apU...Uag, — P(X),t:apU...Uax, — P(X) elementos del conjunto
A;i. Escribiremos sRit si:
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1. s Dt
2. ks =k + 1.

Seat: apU...Uay — P(X) elemento del conjunto A;. Sabemos que apU...Uag_1 tiene
por lo menos un elemento en N7 (g U...Uag_1) y NT(agU...Uag_1 C ap_1. Pero,
los lemas 4.2.6 y 4.2.7 implican que en ag U ... U aj existe por lo menos un elemento de
NT(wU...Uag) y NT(apU...Uag) C ak. De esta manera, definimos:

Qpr1 = U [{s"(0,...,0) | 1 <i < s —1}U{s(0,...,0,1) | 0 <i < fg —2}]
SN—— N——
SENT (ou, i—veces i—veces
Por otro lado, por el lema 4.2.9, tenemos que agy1 Na; = 0, si i € {0,...,k}. Con lo

anterior en mente, consideramos lo siguiente.

e Paracada s € N'T(apU...Uag) € N'T (ay), sea la subfamilia {UF}7 | de la familia
sOk + 1) = {V;}, tal que:

1. ng = 2.
2. t(s) = Uiz, Ug.
3. Paracadak € {1,...,7,}, U es un abierto-cerrado no vacio tal que diam(U}}) <
1
k1

4. U, NU;, = (0, si ky # ko.
e Definimos la funcién o : ag U ... U ag U agr1 — P(X) dada por:

1. o(z) =t(z),siz € apU...Uqy.
2. 0(2) = o(s"0,...,0) = U3, U...UU; , si z = 5"0,...,0) para algin
i—veces i—veces
s € NT (o) y para algin 1 < i < ng — 1.
3. 0(z) = 0(s"(0,...,0,1)) =Up,;,si z=s"(0,...,0,1) para algin s € N'T (o)
1—veces i—veces

y para algin 0 < ¢ < ng — 2.

Note que ¢ € A; y oRit. Por lo tanto, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién f; : w — A; tal que:

Vn Ew: fl(n + 1)R1f1(n)

Sea A = |, f1(n). De hecho, A es un esquema de Hausdorff. Pero antes de ver
esto tltimo, probaremos que {0, 1} = J,,, a. Para ello, primero demostraremos los
siguientes lemas.
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Sea k € w fija. Para cada s € N'T (ay), denotaremos:

As ={"0,...,0) | 1 <i<is—1}U{s"(0,...,0,1) | 0 < i < ng — 2}
N e’

i—veces i—veces

4.2.10. Lema. Para cada s € NT (ay), se tiene que s™ (0,...,0) € NT(Ajy).
——

(ns—1)—veces

DEMOSTRACION. Suponga que existe o € Ay tal que s (0,...,0) Co.
—_———
(ns—1)—wveces
Caso(1): o = s"(0,...,0) para alguna 1 < i < ny — 1. Como s" (0,...,0) C o,
—— ——
i—veces (7s—1)—wveces

entonces ¢ > ns — 1, lo que es una contradiccion.

Caso(2): o = s(0,...,0,1) para alguna 0 < i < ng — 2. Como s"(0,...,0) C o,
~— —
1—veces 1—veces

entonces ¢ > ng — 1 > ng — 2, lo que es tambié una contradiccién .

Como en cada uno de los casos anteriores se obtiene una contradicciéon, se concluye
que:

s (0,...,0) € NT(As)
N——

(Rs—1)—wveces

O]

4.2.11. Lema. Para cada s € NT (ay), se tiene s"(0,...,0,1) (para alguna 0 < @ <
———

i—veces

ns — 2) es elemento de N'T (As).

DEMOSTRACION. Suponga que existe o € A tal que s(0,...,0,1) C 0.
~——
1—veces
Caso(1): o = s(0,...,0) para alguna 1 < j < ng — 1. Entonces s"(0,...,0,1) C
——— ~——
J—veces 1—veces

s™0,...,0). Suponga que I(s) = {0,1,..., M —1}, entonces (M —1+i+1) = o(M+i) =
——

j—uveces
1, pues o = s(0,...,0) 2 s(0,...,0,1). Pero o(M +1i) = 0, por lo que 1 = 0, lo que es
—— ——
J—veces 1—veces

una contradiccidn.
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Caso(2): o = s(0,...,0,1) para alguna 0 < j < ns — 2. Suponga que I(s) =

—~—
j—veces
{0,...,M — 1}, como s™(0,...,0,1) € s"(0,...,0,1) = o, entonces oc(M —1+i+1) =
—~— —~—
1—7Veces J—veces

o(M + i) = 1. Ademds, j > i, por lo que o(M + 1) = 0. Luego, 0 = 1, lo que es una
contradiccién.

Por lo tanto, como en cada uno de los dos casos anteriores se tienen una contradiccion,
se concluye que (0, ...,0,1) € NT(Ajy). O
N——

i—veces

4.2.12. Lema. Para cada k € w y para cada s,t € NT(ak) tales que s # t. Entonces

para cada Ry,...,R, € {0,1}, s L t"(Ry,...,Ry) yt € s"(Ru1,... Ry).
DEMOSTRACION. Sean k € w y s,t € NT(ay) tales que s # t. También, considere
Ry,...,R, € {0,1}. Probaremos el lema por induccién sobre el subindice n € w \ {0}.

Sea R € {0,1}. Suponga que s C t"(R). Por un lado, si s = t"(R), entonces
s =t"(R) 2 t, luego t ¢ N'T(ay). Por lo tanto, s C t"(R), por lo que I(t) > I(s). Sea
x € s, entonces z = (J, s(j)) para alguna j € I(s) = {0, ..., M; —1}. Pero s C t"(R), por
lo que = € t"(R). Luego, (j,s(j)) € t"(R) para alguna j € I(t) = {0,..., My — 1}, pues
I(s) < U(t). Como (4,t(j)) € t"(R) y t"(R) es una funcién, tenemos que s(j) = t(j), por
lo que z = (4,s(5)) = (4,t(j)). Luego, z € t. Por lo tanto, s C ¢, pues s # t. Es decir,
s ¢ N'T (ay), lo que es una contradiccién. De esta manera, se concluye que s € t"(R).

Como s y ¢ tienen las mismas hipétesis, tenemos que s € t"(R) y t € s"

Por otro lado, suponga que:

s¢t"(Ry,...,Rs) yt £ s"(Ry,...,Rr), donde Ry,...,R: € {0,1}.

Probaremos que si Rjy1 € {0,1}, entonces s € t"(Ry,... Riy1) y t € s™(R1,..., Riy1).
Efectivamente, suponga que s C t"(Ry,...,Rpt1). Como s € t"(Ry,...,R;), en-

tonces existe x € s tal que = ¢ t"(Ry,...,R7). Ademds, como s C t"(Ry,..., Ri11),
entonces x € t"(Ry,... R7y1). Suponga que [(t) = {0,...,M; — 1}, entonces tenemos
que existe jo € dom(t"(R1,...,Riy1)) = {0,..., My — 1} U{M,..., My + 7} (donde

dom(t"(R1,...,Rry1)) es el dominio de la func1on t"(Ry,...,Rit1)).
Observacién(1): jo = My + 7. Pues si jo < M + 7, entonces x = (jo,s(jo)) €
t"(Ry,...,R7). Luego, © € t"(Ry,..., R7), lo que es una contradiccién. Por lo tanto,

Jo =My +r.

Observacién(2): 7 > 1.
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Observacién(3): {0,..., My — 1} =1(s) < It (R, ..., Riy1)) ={0,..., My +7}.

Observacién(4): Para cada k € I(s) tal que k < jo, (k,s(k)) € t"(Ry,...,R7).
Efectivamente, sea k € [(s) tal que k < jo. Tenemos que:

(k,t/\<R1, RN )(k)) € t/\(Rl, e ,R;) - t/\(Rl, ..., Rz, Rit1),
pero (k,s(k)) € t"(Ry,...,Ri, Riy1). Ademéds, como t"(Ry,..., Ri+1) es una funcién,
se tiene que s(k) = (Rl,...,R )(k). De esta manera, k € I(s) tal que k < jo,

(k,s(k)) € t"(Ry,...,Rz). Pero l(s) C{0,...,M;+7}. Por lo tanto, para cada k € I(s),
(kv S(k)) S t/\(Rlv s 7R7~“)'

Pero la Observacién(4) garantiza que s C t"(Ry, ..., R7), lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, s € t"(Ry,... Rit1)

Como los elementos s y t satisfacen las mismas hipdtesis, entonces se concluye que

g Rl,...,Rf_H). ]

4.2.13. Lema. Para cadan € w y para cada s € {0,1}< tal que I(s) = n se cumple
que: sc o U...Uay.

DEMOSTRACION. Probaremos este lema aplicando induccién.

Paran = 0. Sea s € {0,1}<% tal que I(s) = 0, entonces s = (), pero oy = {0}, por lo
que s € .

Por otro lado, para n = 1. Sea s € {0,1}<% tal que I(s) = 1, entonces s = (1) 6
s = (0), pero (1), (0) € ai, por lo que s € ap U ay.

Ahora, suponga que el elemento n € w es tal que si s € {0,1}<% con I(s) = n
entonces s € ap U ... Uay,. Seat € {0,1}<% tal que I(t) = n + 1. Queremos probar que
t € agU...Uap41. Por la hipdtesis de induccidén, tenemos que existe R € {0,...,n} tal
que t;, € ag.

Si R = 0, entonces t}, € ag = {0}, por lo que ¢;, = 0. De esta manera, tanto
¢ (0) = (0) € a1 C agUay como ¢, = (1) € a1 C agUag. Ademds, como n+1 =1, se
tiene el resultado para R = 0.

Ahora, suponga que R > 1, entonces R — 1 > 0, por lo que existe el conjunto ap_1.
De esta manera, tenemos que:

t,ear= | {sN0,...,0)[1<i<n—13U{s"0,...,0,1) | 0 < i < i —2}],
N — —_——
SENT (ar-1) i—veces i—veces

entonces existe s € NT (ar—1) tal que:

ty

n

= s"(0,...,0) para alguna 1 <1i < 75 — 1
——

i—veces
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=s"(0,...,0,1) para alguna 0 < i < 715 — 2
i—veces
Note que para probar el lema, bastard ver que t"(0) € agU ... Uapt1 y que t°(1) €

agU...Uapy1. Para esto, consideraremos los siguientes casos con sus respectivos sub-
casos.

Caso(1): t;, = s™(0,...,0) para alguna 1 < ¢ < ns — 1. Entonces, por un lado,
N
1—veces
tenemos que ¢} (0) = s (0,...,0) para alguna 1 <i < ng — 1.
n \ ;

(i4+1)—veces
Subcaso(1): i < ngs — 1. Entonces i < ng — 2, luego s™(0,...,0,0), donde 1 < 2 <
————
(i4+1)—veces
i+1 < 7is — 1. Por lo tanto, ' (0) € As.
A

También note que en este subcaso se tiene tf (1) = s"0,...,0,1) para alguna
n N— —

i—veces

i < fs — 2. De esta manera, t7 (1) € N'T(As) (ver el lema 4.2.11). Por lo
tanto, tfn(l) €EAs CarCagU...UapUapi.

Subcaso(2): i = s — 1. Primero demostraremos que s (0,...,0) € N'T(ag). Para
—_——
(Rs—1)—wveces
ello, suponga que existe o € ag tal que s (0,...,0) € 0. Como o € ag, entonces
—_——

(Rs—1)—veces
o€ As 60 ¢ As.
Por un lado, si 0 € A, entonces s (0,...,0) C o, lo que es una contradiccién,
—
(fs—1)—wveces

pues ya probamos que el elemento s (0,...,0) € N'T(A;s) (ver el lema 4.2.10). Por lo
——

(Rs—1)—wveces

tanto, s (0,...,0) € N'T(ag).
——

(fs—1)—wveces

Mientras que si o ¢ As, entonces existe 7 € NT (ag_1), T # s tal que o € A,. Por

lo que o = 7"(k1, ..., k;) para alguna j > 1. Ademds, tenemos que:
s s (0,...,0) =71"(ki,...,k;) para alguna j > 1.
N——

(s—1)—wveces

Luego s C 7"(ki,...,k;) para alguna j > 1, lo que es una contradiccién (ver el lema

=

4.2.12). Por lo tanto, s (0,...,0) € NT(ar). De esta manera, tenemos que t;, €
———

(Rs—1)—veces
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NT(ag). Luego,

t/f\ (O), tf\n(l) €ap+1 CaoU...UarUar+1 U...Uaptr.

n

n

Caso(2): t}, = s"(0,...,0,1) para alguna 0 < i < 71, —2. Para ver que ¢}’ (0),¢] (1) €
\ / n n

1—veces
ag U ... U auy1, bastard observar que s7(0,...,0,1) para alguna 0 < i < 1y — 2 es un
~——

i—veces

elemento del conjunto N7 (ag). Efectivamente, suponga que existe ¢ € ap tal que
s"0,...,0,1) C o, entonces 0 € As; 6 0 ¢ As.

G

1—veces

Por un lado, observe que suponer o € Ay implica una contradiccién, pues se tiene
que s™(0,...,0,1) € NT (ar) (ver el lemma 4.2.11).

——

i—veces
Por otro lado, si 0 ¢ A, entonces existe 7 € NT (ag_1) con 7 # s tal que o =

77(k1,...,k;) para alguna j > 1, luego s C s"(0,...,0,1) € o = 7"(k1,...,k;) para
"
1—veces

alguna j > 1. De esta manera, tenemos que s C 7"(k1, ..., k;) para alguna j > 1, lo que

es una contradiccién (ver el lema 4.2.12).
Por lo tanto, s(0,...,0,1) para alguna 0 < 7 < iy — 2 es un elemento del conjunto
~——

1—veces

NT(ar). Luego, t7' (0),¢]

In

(1) eapy1 CapU...UagUarii U...Uaptr. O

Note que el lema 4.2.13 implica que [ J;c,, i = {0,1}%.

4.2.14. Lema. El elemento A =|J,¢,, f1(n) es una funcién de la forma A : | J;,, or —
P(X).

En efecto: Sea x € J,¢,, @k Probaremos que existe y € P(X) tal que A(z) = y.
Por un lado, tenemos que existe kg € w tal que = € ay,. Como para cada m € w,
fi(m 4+ 1)Ry fi(m). Entonces existe mg € w tal que A(x) = f1(mo)(z) € P(X).

Por otro lado, si (x,y), (z,y’) € Graf(A), entonces A(z) =y y A(z) = 3. Queremos
probar que y = y'. Tenemos que existe k € w tal que x € ap. Como para cada m € w,
film+1) D fi(m), se tiene que existe my € w minimo tal que fi(mg) : @ U...Uag —
P(X) donde k' > k. Observemos que para cada r € w\{0}, fi(mo+7) 2 fi(mo). Luego,
para cada r € w \ {0}, (f1(mo))(x) = (fi(mo +7))(x) = A(z), por lo que y =y

Por lo tanto, A es una funcién de la forma A : {0,1}<% — P(X). Es decir, A es un
esquema de Hausdorff. O

4.2.15. Lema. EIl esquema de Hausdorff A : {0,1}<¥ — P(X) cumple la condicién de
los didmetros.
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DEMOSTRACION. Sean = € C y n € w fijas. Entonces existe k € w tal que z;, € ay.
Procedemos a probar algunas observaciones.

Observacién(1): Existe r € w tal que . € apq1. Efectivamente, si k = 0, entonces
z}, € ag = {0}, por lo que x|, = 0. Luego, z{, (0) = (0) € a1 y 27 (1) = (1) € ay. Por
lo tanto, xy,,, € a1 si k=0.

Por otro lado, suponga que k£ > 1. Entonces existe el conjunto aj_1, por lo que:

z,€ar= | J [{s"N0,...,01 <i <Ay — 13U{s"0,...,0,1)]0 <i < 7ig — 2}].
SENT (ag—1) i—veces i—veces

Luego, existe s € N'T (ay—1) tal que:

zp, = s"(0,...,0) para alguna 1 <i < fig — 1
—
1—veces
6 x;, = s"(0,...,0,1) para alguna 0 < i < 7y — 2.

i—veces

Por lo que consideraremos los siguientes casos.

Caso(1): x;, = s"(0,...,0) para alguna 1 < i < 7, — 1. En este caso, consideraremos
——

1—veces
dos subcasos.

Subcaso(1): Paracada j € wtalquei < j<ns—1,x = s"(0,...,0) para alguna
——

(n«l»'rj

Jj—veces

=s" 0,...,0 )€ NT(ag), ver el lema
———

(fs—1)—wveces

rj € w. En particular, tenemos que x|

ntrhg—1
4.2.10. Por lo tanto, xy,,, ., € Qg1

Subcaso(2): Existe j € w tal que i < j < fs — 1. Entonces z; = s"0,...,0,1)
——

j—veces
para alguna r; € w. Definimos jo € w como el minimo tal que i < jo < s — 1y

= s"(0,...,0,1) para alguna rj, € w. Entonces 1 < i < jo < ns — 1, luego
——

n+rj

:E[nwLTjo
Jo—veces

0<i—1<jp—1<ns—2,porloque0<jy—1<ns—2. De esta manera, se concluye

€ NT(ag). Porlo tanto, 2 (0), 2 (1) € agy1. Luego, Tlpir i1 € Okt

que :LT n+7"]- [n+7‘j

n+'rj
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Por lo tanto, si z, = s"(0,...,0) para alguna 1 < i < 7 — 1, la observacién es
—
1—veces
verdadera.
Caso(2): z, = s"(0,...,0,1) para alguna 0 < i < 15 — 2. Entonces z;, € NT (ag).
—
1—veces
Luego 21 (0), 2] (1) € ag1, por lo que z,,, € gy

Por lo tanto, la Observacién(1l) es verdadera. También la siguiente observacién
nos serd de utilidad para probar que el esquema de Hausdorff cumple la condicién de
didmetros.

Observacion(2): Existe r € w tal que x}, ., € agq. Efectivamente, probaremos esta
observacién aplicando el principio de induccién. Por un lado, si £ = 0, como z, € ag y
xfn(O), x?\n(l) € aq, por lo que se tiene la observacién para k = 0.

Ahora, suponga que para k € w existe r € w tal que x|, € oy, por la Observacién (1),
tenemos que existe 7’ € w tal que xp € ag4+1. Por lo tanto, para cada k € w existe

r € w tal que ;. € ay.

'r+7‘/

Con la observacion anterior en mente, procedemos a demostrar que:
lim diam(A(xy,)) = 0.
n

Para esto, sea € > 0, entonces existe n; € w \ {0} tal que n% <eymny; =2 Sear e w tal

que }, € ap,. Como ny # 0, tenemos que r # 0, pues si r = 0, entonces x|, = 0 € oy,
por lo que a,, = ap, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, r > 1, entonces existe el
elemento z;

r—1°

Mg
Como A(zy, ;) = U, U,jrr*l, con diam(UZ”’l) < n1711+1 = n—ll < ¢. En partic-
ular, diam(A(z;,)) < 7711 < €. Para concluir la afirmacién, sélo debemos de probar la

siguiente observacién.

Observacién(3): Para cada k € w \ {0}, A(:c“%) C A(x;,). Efectivamente, probare-
mos esta observacién aplicando el principio de induccién. Por un lado, si k= 1, tenemos

que:

~$Tr
A(Q:Fr) = Uf[r 2 A(xFrJrl)'
e

~

Por lo tanto, A(z) ) C A(z),) para k=1.

+k
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Por otro lado, suponga que para k € w\{0}, tenemos que Az ) € A(xy,), entonces:

_k
g
[T+E X ~
i=1

Az),) 2 Az

= rdk r+fc+1)'

Por lo tanto, A(x},) 2 A(x; . Con lo que se tiene el resultado de la observacion.

r+E+1)
De esta manera, por la Observacién (3), si n > r, entonces existe k € w\ {0} tal que

r+k =mn, luego A(z;,) = A(z; ) C A(z},), por lo que diam(A(z},)) < diam(A(z;,)) <

r+k
n% < e. Por lo tanto, lim,, diam(A(x;,)) = 0. n

Por lo tanto, el esquema de Hausdorff A tiene su funcién continua asociada ¢ :
Z(A) — X. Ademds, A también cumple la siguiente propiedad.

4.2.16. Lema. Para cada s € 2<%,

A(s) = A(s"0) U A(s"1) y A(s™0) N A(s"1) = 0.

DEMOSTRACION. Sea s € {0,1}<“, entonces existe k € w tal que s € ag. Si k = 0,
entonces s € ag = {0}, luego s =0y 0 € N'T (ap), por lo que

AW0M0)) = A(0) =UJ U...UUL vy A" (1)) = A(1) = UY.

De esta manera, se tiene que A(0) N A(1) = (). Ademés, por definicién, tenemos que:
ng B
A0) = U = A(0) U A1),
k=1

Por otro lado, suponga que k£ > 1, entonces existe el conjunto aj_1. Luego,

seap=|J {0,010 <i<Ar —1}U{r"0,...,0,1)0 <i < fip — 2},
TENT (ap—1) i—veces i—veces

Entonces existe 7 € N'T (ay—1) tal que:

s=171"0,...,0) para alguna 1 <i < i, — 1
~——
1—veces
6s5=17"0,...,0,1) para alguna 0 < i < 71, — 2.
——
1—veces

Enseguida consideraremos los siguientes casos.
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Caso(1): s = 7(0,...,0) para alguna 1 < i < n, — 1. En este caso consideraremos
——

i—veces
los siguientes subcasos.

Subcaso(1): 1 < i < 7, — 2. Entonces 7" (0,...,0) = s(0), por lo que 1 < 2 <
——
(i+1)—veces

i+ 1< 7, — 1. Luego A(s"(0)) = A(7" (0,...,0)) = U/ ,U...UU] .
——

(i4+1)—veces

Por otro lado, s (1) = 7(0, ..., 0, 1), entonces A(s"(1)) = A(7"(0,...,0,1)) = U7, ,.
(1) =77 ) (s"(1)) = A(T"( ) =Uln

i—veces i—veces
Por lo tanto,

A(s"(1) =Uj vy A(s"(0)) = U] ,U...UUL_,
por lo que A(s"(1)) N A(s"(0)) = 0.

Ademds, como s = 77(0,...,0) para alguna 1 < i < n, — 2 < n, — 1, entonces
—
1—veces

A(s) = A(T™0,...,0)) = U7, U...UUZ = A(s"(1)) U A(s"(0)). Por lo tanto, se tiene

1—veces
el resultado de la para este subcaso.

Subcaso(2): i = n, — 1. Entonces s = 77(0,...,0) € NT(ax). Luego A(s) =
——

i—veces

P Ug. Ademis, A(s"(0)) =UsU...UUs. y A(s"(1)) = Uf. Por lo tanto,
A(s) = A(s™N0) UA(s" (1)) v A(s"(0)) N A(s™ (1)) = 0.

Por lo que se tiene el resultado del lema para este subcaso. Luego, el lema se cumple
para este primer caso.

Caso(2): s = 77(0,...,0,1) para alguna 0 < i < n, — 2. Entonces s € NT (ay).
——

1—veces

Luego A(s"(0)) =Us U...UU;_ vy A(s"(1)) = Uj. Por lo tanto,
A(s"(0)) NA(s"(1)) =D y A(s) = U Ui = A(s"(0)) U A(s"(1)).
k=1

Por lo tanto, se tiene el lema. ]

A continuacién probaremos que el dominio Z(A) del esquema de Hasudorff es todo

C.
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4.2.17. Lema. Z(A) =C.

DEMOSTRACION. Obviamente, Z(A) C C. Por otro lado, sea x € C. Haremos ver que
la sucesién de conjuntos {A(z},)}new cumple las hipétesis del teorema 1.2.20. Obvia-
mente, d es una métrica completa que induce a X. También, note que {A(z},)}new
es una sucesién de conjuntos cerrados no vacios, pues para cada n € w, A(z,) # 0.
Ademds, como para cada n € w, x,,, 2 },, tenemos que A(x;, ) € A(z},) (ver
la Observacién(3) del lema 4.2.15). También se tiene que lim, d(A(z;,)) = 0. Luego,
{A(z},)}new es una sucesién de conjuntos cuyos didmetros convergen a 0, cuando n
tiende a infinito. Por lo cual, existe w € X tal que {w} = [, ¢, A(x},) (ver teorema
1.2.20). Por lo tanto, (¢, A(z},) # 0. Es decir, € Z(A). De esta manera, se concluye

que Z(A) =C. O

Con todo lo que hemos demostrado a lo largo de esta seccién, hemos probado el
siguiente lema que utilizaremos en la demostracion del teorema de Brouwer.

4.2.18. Lema. Existe un esquema de Hausdorff A : {0,1}<% — P(X) tal que satisface
las siguientes propiedades:

1. lim, diam(A(x;,)) = 0.

In
2. Para cada s € 2<%, A(s) = A(s"0) U A(s"1) y A(s"0) N A(s"1) = 0.
3. Z(A)=C.
Ahora, procedemos a probar el teorema de Brouwer.

4.2.19. Teorema. Todo espacio métrico no vacio compacto cero-dimensional y perfecto
es homeomorfo al espacio de Cantor.

DEMOSTRACION. Sea () # X un espacio métrico con métrica d compacto cero-dimensional
y perfecto.

Tomamos un esquema de Hausdorff A que cumple las propiedades del lema 4.2.18. Se
tiene que la funcién asociada continua ¢ es de la forma ¢ : Z(A) = C — X. Probaremos
que ¢ es un homeomorfismo.

AFIRMACION(1): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean z,y € C tales que x # y. Definimos n € w como el minimo
tal que z(n) # y(n). Entonces z;, = y;,. Suponga que ¢(xr) = ¢(y), entonces
d(x) € Nyew Al1,) ¥ ¢(¥) € Npew Ayr,). De esta manera, tenemos que A(z},) =

Ayr,) = Az, ) VAY),4, ), entonces ¢(x) = ¢(y) € A(zy,.,) VA(Y,,), lo que es una
contradiccién (ver el lema anterior). Por lo tanto, ¢(x) # ¢(y). X
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AFIRMACION(2): ¢ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p € X. Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para
construir un elemento z € C tal que ¢(x) = p. Como:

X =A@ = [ A(s) = A0"0) U A(0"1),

seoa

entonces existe s; € a; tal que p € A(s1). Definimos:
Ay ={s€{0,1}** | p € A(s);5 D s1}.

Note que Ay # ), pues s1 € As.
Sobre el conjunto A, definimos la relacién R:

e Sean s,t € As. Escribiremos sRot si:

1. s Ot,
2. l(s) =1(t) + 1.

Sea t € Ajg, entonces existe k € wtal que t € o y p € A(t) = A(t"0)UA(t"1). Definimos
s =1"06s=1t"1tal que p € A(s). Note que s € Ay y sRt. De esta manera, el principio
de elecciones dependientes garantiza que existe una funcién fs : w — As tal que:

Vn €w: fo(n+ 1)Rafa(n).

Sea 0 = |J,,¢,, f2(n). Observe que o € C es tal que para cada m € w, p € A(0},,). Luego,
¢(o) = p. Por lo tanto, ¢ es sobreyectiva. X

De esta manera, tenemos una funcién biyectiva continua ¢ : C — X. Como C es
compacto y X es métrico, y por ende X es Hausdorff, entonces ¢ es un homeomorfismo
entre C y X. 0

4.3 Algunas otras propiedades del espacio 2%

Iniciamos esta seccion con algunas observaciones.

4.3.1. Observacion. Si X es un espacio topoldgico finito discreto con al menos dos puntos
distintos entonces X“ es un espacio métrico compacto cero-dimensional y perfecto.

DEMOSTRACION. Suponga que X = {x1,..., )} para alguna k > 2 y con X dotado con
la topologia discreta. Como todo espacio que tiene la topologia discreta es a su vez un
espacio métrico, se tiene que X% es un espacio métrico.
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AFIRMACION(1): X es perfecto.

En efecto: Suponga que existe x € X“ un punto aislado de X“, entonces {x} es un
abierto en X, luego existe m € w tal que B;, ~C {z}. Note que m —1 > 0. Pues
si m = 0, se tiene que X% = Bgﬁ0 C {z} , lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
m—12>0. Seay’ € X\ {z(m)} fija. Definimos y € X% la funcién dada por:

y sij=m.

JG) = {x(j) sij € w\ {m}

Note que y € By, , peroy # x, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, X* es perfecto.
X

Procedemos a aplicar el teorema 2.2.16 para probar que X“ es compacto. Para esto,
definimos:

A={se X |l(s)=new\{0},Vje{0,...,n—1}; s(j) € X} U{0}.
AFIRMACION(2): A es un &rbol.

En efecto: Sean s € Ay 0 < n <I(s). Por un lado, si n = 0, se tiene que s;, =0 € A.
Mientras que si n # 0. Sea j € {0,...,n — 1}, entonces s, (j) = s(j) € X. Por lo
tanto, s, € A. De esta manera, se concluye que A es un arbol. X

AFIRMACION(3): A es un érbol bien podado.

En efecto: Sea s € A. Por un lado, si s = (), entonces (z1) es un extensién impropia
de longitud mayor a la de s. Mientras que si s € A\ {0}, entonces s € X<“ tal que
l(s) = n para alguna n € w\ {0}. Luego, para cada j € {0,...,n — 1}, s(j) € X. Sea
p € X fijo. Definimos la funcién ¢ : {0,...,n} — X dada por:

t(j) = {3(«7) sijef0,...,n—1}

p sij=n.
Observe ahora que t € A y t es una extension de longitud mayor que la de s. X

AFIRMACION(4): A est4 finitamente ramificado.

En efecto: Sea s € A. Por un lado, si s = (), tenemos que (z1), ..., (xx) son todas las
extensiones inmediatamente posteriores a (). Mientras que si s € A\ {0} tal que I(s) =n
para alguna n € w\ {0}. Sea t un extensién inmediatamente posterior a s. Como X es
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finito y t(n) € X, entonces solamente existe una cantidad finita de opciones para t. Por
lo tanto, A esta finitamente ramificado. X
Las afirmaciones (2)-(4) implican que [A] es compacto (ver teorema 2.2.16).

AFIRMACION(5): [4] = X¥.

En efecto: Obviamente [A] C X“. Por otro lado, observe que () € [4]. Con esto en
mente, sea x € X% \ {0}, entonces para cada n € w, z(n) € X. En particular, para
m € w fija, tenemos que para cada j € {0,...,m—1}, z;,,(j) € X. Luego, z;,, € A. Por
lo tanto, x € [A]. X

De esta manera, se concluye que X“ es compacto. Ademads, como el conjunto:

B={B;, |z€X“ynecw}

es una base para X“ conformado por abierto-cerrados, se concluye que X“ es un espacio
cero-dimensional. I

4.3.2. Observacion. Si X esun espacio topoldgico finito discreto con al menos dos puntos
distintos entonces X“ es homeomorfo al espacio de Cantor. En particular, para cada
n € w\{0,1}, tenemos que n* = C.

El siguiente teorema es uno de los resultados mas importantes de esta seccién. En él
se demuestra esencialmente que el espacio de Cantor es un subespacio de todo espacio
polaco no vacio.

4.3.3. Teorema. Todo espacio polaco perfecto no vacio contiene un subespacio homeo-
morfo al espacio de Cantor.

DEMOSTRACION. Sean X un espacio polaco perfecto no vacio y d una métrica completa
sobre X que induce a la topologia de X. La idea central de la demostracién es contruir un
esquema de Hausdorff que cumpla la condicién de didametros de tal forma que su funcién
continua asociada garantice el resultado del teorema. Para esto, primero probaremos la
siguiente afirmacion.

AFIRMACI()N(l): Para cada e > 0 y para cada ) # A C X abierto, existen () # A,
y (0 # Ao abiertos tales que:

1. AiNAy; =0.
2. A, CAy Ay C A

3. diam(A;) < e y diam(Asz) < e.
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En efecto: Sean e > 0y () # A C X abierto. Note que la cardinalidad del conjunto A
es mayor o igual a 2. Pues si A = {x}, entonces z es un punto aislado de la topologia de
X, lo que es una contradiccion, por lo tanto la cardinalidad de A es mayor o igual que 2.

Con lo anterior en mente, sean x,y € A tales que z # y. Como A es abierto, tenemos
que existen 71,72 > 0 tales que B,,(z) C Ay B,,(y) € A. Definimos r = d(z,y) > 0
y 0 = min{ri,re, 5, 5}. Tenemos que ) # Bs(x) y 0 # B;s(y) y ambos son abiertos.

2
Probaremos que Bs(x) y B;(y) satisfacen las propiedades de la afirmacion.
2

2
Primero observe que Bg( )n B(s( ) = (0. Pues si suponemos que existe z € Bs(x) N
2
Bs (y), entonces z € Bg( ) C Bs(x ) C Br( )y z € Bs(y) € Bs(y) € B%(y) Luego,
2 2
d(z,xz) < 5 y d(z,y) < §, por lo que:
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < 5§+ §=r=d(z,y),

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, Bs(x) N B (y) = 0.
2 2

Por otro lado, note que Bs (z) C Ay By (y) € A. Pues Bs(x) C Bs(z) C By, (z) C A
y Bs(y) € Bs(y) C By,(y) 2§ A. Ademés, tenemos que diZm(Bé (7)) =0< §<ey
diam(Bs(y)) =6 < § < ’

Por l%) tanto, existen () # A; = Bg(m) y 0 # Ay = Bg(y) abiertos tales que A1 NAs =

0, Ay C Ay, Ay C A, diam(A1) < ey diam(As) < e. X
Enseguida procedemos a construir un esquema de Hausdorff que cumple la condicion
de didmetros aplicando el principio de elecciones dependientes. Primero definimos la
funcién Ag : {0} — P(X) dada por: Ap(0) = X.
Como ) # X es un abierto entonces la Afirmacién(1) implica que existen Xy y X
abiertos no vacios tales que:

1. X()ﬂXlzm.
2. XoCXyX; CX.
3. diam(Xp) < 1y diam(X;) < 1

Con esto en mente, definimos A; : 2° U 2! — P(X) dada por:

X sis=0
A1(S) = X(] 18 = (0)
X1 185 —= (1)
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e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma a : 2°U. ..U
2" — P(X) (m € w )\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:
. ad)=X.
Vse22tu...u2m: d(a(s)) < ﬁ
es un abierto no vacio en X.

Vse20Uu. . u2mhs a(sM0) Na(sh) = 0.

1
2 (
3. Vse20U...u2™: afs)
4
5)

Vs e20U.. U2l a(sM0) C al(s) v a(sM) C a(s)}.

Note que A # (), pues A; € A.
Sobre el conjunto A definimos la relacién R:

e Sean a:20U...U2™ — P(X),3:20U...U2™ — P(X) elementos del conjunto
A. Escribiremos aRf si:

L. a2p,
2. m =mo+ 1.

Sea 8:2°U...U2™ — P(X) elemento del conjunto A, construiremos un elemento o tal
que aRf. Para ello, primero note que la Afirmacién(1) garantiza que:

0 # {{Fi'}icto1y | F5, Fy son abiertos no vacfos tales que Fg N Fy = 0),

FT? C B(s), Fif’ C B(s), diam(Fy) < m#ﬂ, diam(F}) < #ﬂ}

También tenemos que el conjunto:
{{F}icqoy | 5, FY son abiertos no vacios tales que Fg N Fy = (),
5 s . 1 - 1
Fg C B(s), FY C B(s), diam(Fy) < 557, diam(FY) < 05} | s € 2™}
es a lo més infinito numerable. Luego, el axioma de eleccién para conjuntos numerables

garantiza que para cada s € 2™, podemos tomar un tnico elemento {F;’ }iE{O,l}' De esta
manera, definimos la funcién o : 20U ... U2m U 2™+ — P(X) dada por:

F’lm  si g e omtl,

{B(s) sise20U...u2m
a(s) =
s(m)

Observe ahora que o € Ay aRfB. Por lo tanto, por el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién f : w — A tal que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).
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Sea A = ,,c, f(n). Tenemos que A es un esquema de Hausdorff, es decir A es una
funcién de la forma A =, ., f(n) : 2<¥ — P(X).

new

AFIRMACION(2): A cumple la condicién de didmetros.

En efecto: Sean 2 € Cy e > 0. Entonces existe N € w\ {0} tal que 4 < e. Sean > N,
entonces x, = f(n);, €w", por lo que diam(A(xy,)) = diam(A(f(n)},)) < L < & <e
Por lo tanto lim,, diam(A(x},)) = 0. X

Como el esquema de Hausdorff cumple la condicién de didmetros, entonces existe su
funcién continua asociada ¢ : C — X.

AFIRMACION(3): Z(A) = C.

En efecto: Sea z € C. Probaremos que la sucesién de conjuntos {A(z}, ) }ne. satisface
las hipotesis del teorema 1.2.20. Tenemos que d es una métrica completa que induce a la
topologia de X. También note que la sucesién de conjuntos {A(x, ) }new esté conformado
de conjuntos cerrados no vacios, pues para cada n € w, A(z},) 7& (). Por otro lado, como

A(zy,) C A(zy,). Ademds,

tenemos que para cada n € w, diam(A(x;,)) = diam(A(az[ )) v lim, d(A(z;,)) = 0, se

para cada n € w, x},,, 2 x|,, tenemos que A(x;,,,) C

concluye que {A( ) }new €s una sucesion de conjuntos cuyos didmetros convergen a 0,
cuando n tiende a 1nﬁn1t0. Por lo tanto, existe w € X tal que {w} = (), o, A(z,) (ver
teorema 1.2.20).

Procedemos a probar que (1, ., A(z),) = (e, A(7},). Efectivamente, primero ob-

ncw
servemos que (¢, A(z,) 2 ﬂ:au A(z,). Por otro lado, sean z € [, A(z},) ¥
n € w\{0}, como x}, C xy,,,, entonces z € A(x}, ) C A(x},). Luego, z € [, Alx},)-
Por lo tanto, {w} = N,c, A(@},) = Npew A(z},,)- Es decn‘ Mhew A(z1,) # 0. De esta
manera, se concluye que z € Z(A). Mientras que obviamente Z(A) C C X

La Afirmacién (3) implica que la funcién continua asociada es de la forma ¢ : C — X.

AFIRMACION(4): ¢ es inyectiva.

En efecto: Sean x,y € C tales que = # y. Suponga que ¢(x) = ¢(y), entonces
&(x) € Npew AWr,) v ¢(¥) € NnewA(zy,). Por otro lado, sea n € w el minimo tal que
z(n) # y(n). Entonces tenemos que A(;l:r z(n)) N Ay y(n)) = 0. Pero ¢(z) = ¢(y) €

(yf\n (n)) y ¢(y) = ¢(z) € Alx ”x( n)), lo que es una contradiccién. Por lo tanto,

o(x) # o(y)- X
De esta manera, tenemos que ¢ : C — X es una funcién continua inyectiva, y como
C es compacto, concluimos que C = ¢(C) C X. O

Para terminar este capitulo, veremos una relacién importante que existe entre el
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espacio de Baire y un cierto subespacio del espacio de Cantor. Pero para esto ultimo,
procedemos a demostrar ciertas propiedades de la siguiente relacién.

4.3.4. Definicién. Definimos la relacién f : N'— C dada por:
VeeC: f(z):w— {0,1} es una funcién dada por:
e Sije[0,z0— 1] Nw entonces f(x)(5) =0.

e Sije (xo+...+xm+myzog+ ...+ Ty + Tiny1 + m] Nw para alguna m € w,
entonces f(z)(j) = 0.

e Sij=uz9+...+ x, + m para alguna m € w, entonces f(z)(j) = 1,
donde para cada j € w, x; = x(j).

Para facilitar la discusidn, a lo largo de esta seccién f denotara la relacion anterior.
4.3.5. Lema. La relacién f es una funcion.
DEMOSTRACION. Sea x € N. Para facilitar la notacién, para cada m € w, denotaremos:

Zn=(xo+...+Tm+mzo+ ...+ T+ Tmy1 + m| Nw,

Ym =A{xo+...+zp +m}.

Para probar que f es una funcidn, sélo bastard observar que para cada x € N, f(z) es
una funcién de la forma f(z) : w — {0,1}. Esto ultimo se hara ver con las siguientes
afirmaciones.

AFIRMACION(1): Para cada M € w\ {0},

0,20—1U[ |J Znlul U {mo+. . +zm+m}nw=[0,z0+...+zp+M—1]Nw
o<m<M o<m<M

En efecto: Probaremos esta afirmacién por induccién sobre M € w\{0}. Para M =1,
tenemos que:

[0,20 — 1] U (zg,x0 + 21 + 0] U {x0} Nw = [0, 20 — 1] U [z, 20 + z1] Nw = [0, 20 + 1] Nw,

por lo que se cumple para M = 1.
Por otro lado, suponga que para M € w \ {0} se cumple que:

0,z0-1JU[ | ZnJUl | {zo+...+zm+m}nw=1[0,20+...+2y+M-1]Nw.
o<m<M o<m<M
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Note ahora que:

0,z0-1U[ |J Znul | Ymlnws=

o<m<M+1 o<m<M+1
[Oxo—l U Zm U ym UZy UV Nw=
o<m<M o<m<M

[O,Cﬁo—l-...-i-x]\/[—i-M—1]UZMU.)/MQOJZ
[O,x0+...+xM+xM+1+M]ﬂw.

Por lo tanto, la afirmacion es verdadera. X
AFIRMACION(2): [0,20 — 1] U [Unew Zm) U [Upew Vil Nw = w.

En efecto: Obviamente, [0, 20 — 1] U [U,,c, Zm] U [Umew Ym] Nw € w. Por otro lado,
sea j € w, la Afirmacién (1) implica que:

€00+ . +zu+G+1)-Unw=0z-1u[ |J Z.ul J Ymlnw
0<m<j+1 0<m<j+1

C 0,29 — 1] U UZ [Uym]ﬁw

mew mew

X
De esta manera, la Afirmacién (2) garantiza que para cada x € Ny para cada j € w,
existe i € {0,1} tal que f(z)(j) = 1.
Ahora, para ver que para cada z € Ny para cada j € w, f(x)(j) es un tnico valor
bien definido, probaremos que los conjuntos sobre el cual se definié f(x) son disjuntos
dos a dos. Para ello, demostraremos las siguientes afirmaciones.

AFIRMACION(3): Para cada m € w, se cumple que:
0,20 —1]N(xg+ ...+ T+ myx0 + ... + Ty + Tpg1 + m| = 0.
En efecto: Suponga que existe un elemento
€0,zo—1N(zo+ ...+ Tm +m,x0+ ...+ Ty + Tms1 +m],
entonces xg < g+ ... + Ty +m < j < xg— 1 < 2, 1o que es una contradiccion. X
AFIRMACION(4): Para cada m € w, se cumple que:

[xo—l]ﬂ{xo—i—...—l—xm—i—m}:(b.
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En efecto: Suponga que [zo — 1] N {xo+ ... + xm +m} # 0, entonces
oL 29+ ... +Tm+m< 20— 1< 20,
lo que es una contradiccién. X
AFIRMACION(5): Para cada my,ms € w tales que m; < mg, se cumple que:
(xo+. . A Tm, +m1, 2o+ . .+ Ty 11 +ma] N (To+. . ATy +M2, To+ -« o+ Ty 1 +mo] = 0
En efecto: Sean mi, mo € w tales que m; < mg. Suponga que existe un elemento
Jj € (xo+...+Tmy+mi, xo+. ..+ Tmy+1+ma]0(xo+. ..+ Ty +Ma, o+ o o+ Tipy 1 +M2),
entonces g+ ...+ Ty + M2 < j < 2o+ ... + Ty + Ty +1 + ma. Luego,
Tmq+1 + M2 < Tyl + oo+ Ty + M2 < Ty 41 + My
De esta manera, tenemos que mg < mq, lo que contradice nuestra hipdtesis. X
AFIRMACION(G): Para cada mi, my € w, se cumple que:
(o4 ...+ Ty + M1, 20+ .o+ Ty + Tgr1 +ma] N{xo+ ...+ xpy = 0.

En efecto: Sean mi,mo € w. Para probar esta afirmacion, consideraremos los si-
guientes tres casos.

Caso(1): m1 = mgy. Suponga que:
(xo+ ...+ Ty +mi, 20+ oo+ Ty + Ty F ] N {zo+ .o T, b £ 0,
entonces:
o+ ...+ Ty Ty <x0+ ...+ Tmy, tMma=20+ ...+ Ty, +mq,
lo que es una contradiccién.
Caso(2): m; < mg. Suponga que:
(o4 ..+ Ty + M1, 20+ oo+ Ty + g1 +ma] N {xo+ ...+ Tyt £ 0,
entonces g+ ...+ Tm, + M2 < 2o+ ... + Ty + Tny+1 + m1. Luego,

T+l + M2 < Tyy41 + -+« + Ty + M2 < Ty 41 + M,
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por lo que ms < my, lo que es una contradiccién.

Caso(3): mg < mp. Suponga que:
(xo+ ...+ Ty +mi,x0+ ..o+ Ty + Ty F ] N {zo+ .o Ty} £ 0,
entonces g + ...+ Ty, + M1 < xo+ ...+ Ty, + ma. Luego,
Ml < Tmogt1 + -« + Ty + M1 < My,

por lo que mj < mg, lo que es una contradiccién a la hipétesis.

Por lo tanto, los tres casos anteriores garantizan que:

(xo+ ..+ Ty +m1, 20+ oo+ Ty + Ty F ] N {zo+ .o Ty} = 0. X

AFIRMACI()N(?): Para cada mi,ms € w tales que my < mg, se cumple que:
{zo+...+xm, +mi}N{xo+... +am,} =0.

En efecto: Suponga que zg + ... + Ty, + M1 = o + ... + Tm, + Mg, entonces
M1 = Tmy+1 + ... + Tmy, + M2 = Mo, entonces m; > ma, lo que es una contradiccién a
la hipoétesis. X

Las afirmaciones (3)-(7) implican que dado un elemento j € w, f(z)(j) es Gnico. Por
lo tanto, para cada x € N, f(x) € C. O

En algunos lemas posteriores, probaremos ciertas propiedades de la funcién f.

4.3.6. Lema. f es inyectiva.

DEMOSTRACION. Sean z,y € N tales que x # y. Definimos jy € w como el minimo tal
que x(jo) # y(jo). Sin pérdida de generalidad, suponga que z(jo) < y(jo). Probaremos

que f(z) # f(y).

Caso(1): jo = 0. Entonces z(0) < y(0), luego f(x)(x(0)) = 1. Mientras que
f(y)(x(0)) = 0, pues y(0) es el minimo natural tal que f(y)(y(0)) = 1 y puesto que
x(0) < y(0). Por lo tanto, f(x) # f(y) si jo = 0.

Caso(2): jo € w\{0}. Note que f(z)(x(0)+...+z(jo)+jo) = 1. Queremos probar que
f@)(x(0)+...4x(jo)+jo) = 0. Efectivamente, suponga que f(y)(x(0)+...+z(jo)+jo) =
1, entonces:

2(0) + ...+ z(jo) + jo = y(0)
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6x(0)+...4+x(jo) + jo = y(0) + ...+ y(m) + m para alguna m € w.

Demostraremos que en ambas opciones se tiene una contradiccion.

Si z(0) + ... + z(jo) + jo = v(0), entonces z(0) < x(0) + ... + z(jo) + Jjo, pues
Jjo € w\ {0}. Luego, z(0) < z(0) + ...+ z(jo) + jo = y(0). Es decir, 2(0) < y(0), lo que
es una contradiccién a la hipdtesis de que jg es el minimo natural tal que z(jo) # y(Jo),
pues jo > 0. Por lo tanto, z(0) + ... + z(jo) + jo # y(0).

Entonces, se tiene que z(0) + ...+ z(jo) + jo = y(0) + ... + y(m) + m para alguna
m € w. Consideraremos los siguientes subcasos, cada una de las cuales implican una
contradiccién.

Subcaso(1): m = jo. Como jy es el minimo natural tal que z(jo) # y(jo) y como
z(0) + ... +2(jo) + jo = y(0). Entonces z(jo) + jo = y(m) + m, luego z(jo) = y(jo), lo
que es una contradiccién.

Subcaso(2): 0 < jo < m. Entonces z(jo) + jo = y(jo) + ... + y(m) + m > y(jo) + Jo-
Luego, z(jo) > y(jo), lo que es una contradiccién, pues supusimos que z(jo) < y(Jo)-

Subcaso(3): m < jo. Entonces jo < x(m+ 1) + ...+ z(jo) + jo = m, luego jo < m,
lo que es una contradiccién, pues m < jp.

De esta manera, concluimos que:

fy)(@(0) + ... +2(jo) +4o) =0y f(2)(@(0) + ...+ z(jo) +Jjo) = 1.
Por lo tanto, f(x) # f(y). O

Definimos el conjunto Cy = (,,c,{y € C | Im > n tal que y(m) = 1}. En los siguien-
tes lemas veremos algunas propiedades del conjunto Cy que nos serdn de utilidad para
probar el teorema.

4.3.7. Lema. Se tiene que Cy es un conjunto G en C.

DEMOSTRACION. Sea n € w fija. Probaremos que el conjunto:
A, ={y €C | 3Im > n tal que y(m) =1} es un abierto.

Si A, = (), entonces se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que A, # (), sea
g € A,,. Definimos mgy € w como el minimo mayor que n tal que g(mgy) = 1.

Observe que Bg[m0+1 C A,. Efectivamente, sea z € Bg[moﬂ, entonces zy,, ., =

mo+10 POT 10 que z(mg) = g(mo) = 1. Ademds, mo > n, luego z € A,. Por lo tanto,

Y
By, o C A,,. De esta manera, se concluye que Cy es un conjunto Gs de C. O
mQ
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4.3.8. Lema. Se tiene que f|IN] = Cp.

DEMOSTRACION. Sea y € Cp, entonces para cada n € w existe m(n) > n tal que y(m) =
1. Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir un elemento en
x € N tal que f(z) =y. Definimos oy € w como el minimo tal que y(ap) = 1.

e Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma { B }n<m
(m € w )\ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. vVn<m: B, € w.
2. By = «yp.

3. Si paran < m, B, estd definida. Entonces B, +1 = m(By,), donde m(B,,) € w
minimo mayor que B, tal que y(m(B,)) = 1.

Sea m(ap) el minimo mayor que «y tal que y(m(ap)) = 1. De esta manera, definimos la
sucesion { B, }n<1 dada por:

Bn_{ao sin=0

m(ag) sin=1.

Note que {By}n<1 € A, por lo que A # ().
Sobre el conjunto A definimos la relacién R:

e Sean {vn}n<m s {Bn}n<m, elementos del conjunto A. Escribiremos

{an}ngmlR {,Bn}némz
si:
L. {antn<m, 2 {Bn}n<ms,
2. m1 = mg + 1.

Sea {Bn}n<m € A. Note que el elemento 5, € w es el minimo mayor que [,,—1 tal
que y(Bm) = 1. Sea 7 el minimo mayor que 3, tal que y(v) = 1. Con esto en mente,
definimos {7y, }n<m+1 dada por:

B Bn sin<m
n v sin=m+ 1.

Observe ahora que {7V, }n<m+1R{Bn tn<m. Luego el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una funcién g : w — A tal que:

VYn €w: g(n+ 1)Rg(n).
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Definimos {Xm }mew = Upen, 9(n). Note que x(0) = ao.
Por otro lado, para facilitar la demostracién, definimos la funcién m( ) : w — w dada

por:
Vk € w: m(k) es el minimo mayor que k tal que y(m(k)) = 1.

Observe que para cada n € w \ {0}, xn, = m"(ap). Efectivamente, probaremos esta
observacién por induccién. Tenemos que x; = m(ap). Por otro lado, suponga que
Xn = m™(ag) es verdadero. Por definicién, tenemos que xn1+1 = m(xn) = m(m™(ap)) =
m"™*1(ag). Por lo tanto, para cada n € w\ {0}, xn = m" ().

Con lo anterior en mente, definimos la relaciéon x dada por:

e 2(0) = x(0) = ag

e Siparam € w\ {0}, los elementos x(0),...,x(m — 1) estan definidos, entonces:
x(m)=x(m)—z(0)—...—x(m—1) —

Enseguida probaremos que x € w®. Sélo bastara probar que para cada n € w, z(n) € w.
Haremos ver esto iltimo por induccién. Obviamente, tenemos que z(0) = x(0) = ap € w.
Por otro lado, suponga que para m € w \ {0}, (0),...,z(m — 1) € w, probaremos que
xz(m) € w. Efectivamente, tenemos que x(m) = x(m) — z(0) — ... — x(m — 1) — m. Por
un lado, si m = 1, tenemos que x(1) > x(0) = z(0), entonces X(l) x(0)+ 1, por lo que
z(1) = x(1) = z(0) — 1 > 0. Por otro lado, si m € w\ {0}, entonces m — 1 > 0, luego
m — 2 > 0, por lo que:

z(m) = (

8

—z(0) —... —x(m 1) -
0)—...—- (m -2)
(m 1) — x(O) —x(m—2)—(m—1)]
)= x(m—=1)+m—1,
) >

i~3

= (

pero x(m) > x(m — 1). Luego x(m) > x(m — 1) + 1, por lo que:

a(m) = x(m) —x(m—1) = 1+m>m=0.

Por lo tanto, z(m) € w. De esta manera, se concluye que x es una funcién de la forma
Tiw—w.

A continuacién demostraremos que f(x) = y. Para ello, probaremos que para cada
JjE€w, f(x)(7) =y(j). Efectivamente, sea j € w, consideraremos los siguientes casos:

Caso(1): j € [0,z90 — 1] N w. Entonces f(x)(j) = 0. Por otro lado, tenemos
que 7 < 29 — 1 < x(0) = ap, entonces y(j) = 0. Por 10 tanto, si j € [0,z9 — 1],

f(@)(4) = 0=y().
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Caso(2): j € (xo+...+xm+m,zo+. ..+ Ty +Tmy1 +m]Nw para alguna m € w. En-
tonces f(x)(j) = 0. Queremos probar que y(j) = 0. Para ello, suponemos que y(j) = 1
y consideraremos los siguientes subcasos.

Subcaso(1): m = 0. Entonces:

ap

|/ AN

Al
<X EXR

luego x(0) = ap < j < x(1). Como y(j) =1y como j > x(0), entonces j > x(1), por lo
que x(1) > x(1), lo que es una contradiccién.

Subcaso(2): m € w\ {0}. Entonces:

x(m) = z(0)+...+z(m—1)+[x(m)—z(0)—...—x(m —1) —m|+m
= z(0)+...+x(m—=1)4+z(m)+m
< J
< z(0)+...+x(m)+z(m+1)+m
= 2(0)+...+z(m)+[x(m+1)—z2(0)—... —z(m) — (m+1)|+m
= x(m+1)—-1
< x(m+1),

por lo que x(m) < j < x(m+1). Como y(5) =1y x(m) < j, entonces x(m+1) < j <
x(m + 1), lo que es una contradiccién.

Por lo tanto, en este caso, concluimos que y(j) =0 = f(z)(j).
Caso(3): 7 = x(0) + ... + xz(m) + m para alguna m € w. Entonces f(x)(j) = 1.

Por un lado, si m = 0, entonces j = z(0) = ap, por lo que y(j) = 1. Mientras que si
m € w \ {0}, entonces:

j = z(0)+...+z(m—-1)+z(m)+m
= ac((O))—i—...—i—x(m—l)—l—[X(m)—x(O)—...—m(m—l)—m]—i—m
= x(m),

por lo que y(j) = 1.
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Los casos anteriores garantizan que f(z) = y. Por lo tanto, Co C f[N].
Enseguida, probaremos que f[N] C Cy. Efectivamente, sea a € f[N], entonces existe
z € N tal que f(:z:) = a. De esta manera, tenemos que:

e a(j)=0,sije0,z0—1]Nw.

e a(j)=0,sij€ (xo+...+Tm+m,x0+ ...+ Ty + Tint1 + m| Nw para alguna
m e w.

e a(j)=1,81j=x9+...+ xy +m para alguna m € w.

Queremos probar que a € Cy. Para ello, sea n € w. Si n € [0,z — 1], entonces
a(n) = 0. Definimos m = z(0), luego a(m) = 1 y m > n. Mientras que si n €
(xo+ ...+ Tm +m,x0+ ...+ Tpm + Tms1 + m| Nw para alguna m € w, definimos k =
2o+ . .+ Tm+Tmi1+(m+1), luego a(k) =1y k > n. Por tltimo, sin = zg+. ..+, +m
para alguna m € w, definimos k = xo + ... + Ty + Typyp1 + (M + 1), luego a(k) =1y
k > n. Por lo tanto, a € Cy. Es decir, f[N] C Cy

Por lo tanto, concluimos que f[N] = Cp. O

Definimos el conjunto B = {BsNCp | s € 2<¥; s termina en 1}.

4.3.9. Lema. EI conjunto B es una base para Cy, donde Cy tiene la topologia relativa
con respecto a la de C.

DEMOSTRACION. Sean A # () un abierto en Cp y z € A. Entonces existe D abierto en C
tal que A = D NCo, luego z € D, por lo que sabemos que existe n € w tal que B;, C D.
De esta manera, A = DNCy 2 B, NCy. Como z € Cp, entonces existe m > n — 1 tal
que z(m) = 1. Definimos mg € w como el minimo mayor que n — 1 tal que z(mg) = 1.
Note que z(mg) = 1, es decir z},, ., € 2°* y termina en 1.

Ademas, observe que B, C B, . Puessiy € Bzrm0+1’ entonces y;

mo+1 —

=z )
mo+1 Fm0+1
Luego, para cada j € {0,...,mo}, y(j) = 2(j). Como n — 1 < my, se tiene que n < my.
Entonces, tenemos que para cada j € {0,...,n}, y(j) = 2(j). Por lo tanto, B,

B

mo+1 T
Zn

De esta manera, tenemos que z € B, " NCy € B, NCy € A. Con lo que se
777.0 n

concluye que B es una base para Cp. O

4.3.10. Lema. La funcién f es continua.

DEMOSTRACION. Sea s € 2<% tal que s termina en 1. Por el lema anterior, bastara
probar que f~[BsNCp] es un abierto. Suponga que I(s) = {0,...,n—1} para alguna n €
w. Tenemos que s(n—1) =1, porloquen—1 > 0. Sea A = {k € {0,...,n—1} | s(k) = 1}.
Note que A # (), pues s(n — 1) = 1. Por otro lado, como A C {0,...,n — 1}, se tiene
que A es finito y distinto del vacio. De esta manera, es posible la siguiente definicién
A ={xo,---, Xk} para alguna k € w, donde:
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® o es el minimo de A.

e Sipara j € {0,...,k — 1}, x; esta definido, entonces x;j;+1 es el minimo elemento
de A mayor que ;.

Observe que x; = n — 1. Ahora, definimos la relacién ¢t dada por:
° t(O) = Xo0-

e Siparam € {0,...,k — 1} tenemos definidos ¢(0),...,t(m), entonces:

t(tm+1) = xm+1 — t(0) — ... —t(m) — (m + 1).
Probaremos que ¢ es una funcién de la forma ¢ : {0,...,k} — w. Seam € {0,...,k}. Bas-
tard demostrar que t(m) € w, esto ultimo lo haremos notar por induccién. Efectivamente,
note primero que ¢(0) = xo € w. Por otro lado, suponga que para m € {0,...,k — 1} se

cumple que ¢(0),...,t(m) € w. Observe ahora que:
ttm+1) = xmy1 —t(0) — ... —t(m) — (m+1) € w.

Pues si m = 0, entonces (1) = x1 —#(0) =1 = x1 — xo — 1 > 0. Mientras que si
m € {1,...,k — 1}, entonces:

ttm+1) = Xmt1 —t0)—...—t(m)—(m+1)
= Xmt1—t(0)—...—t(m—1)
—[xm —t(0) = ... —t(m—1)—m] — (m+1)
= Xm+1—Xm — 1
= 0.
Luego, t(m + 1) € w. De esta manera, se concluye que t : {0,...,k} — w es una

funcién. Luego, t € w<¥.
Note que para probar la continuidad de f, bastard ahora ver que f~[BsNCo] = B;.
Seaa € f~[BsNCo). Entonces f(a) € BsNCy. Primero notemos que f(a) : w — {0, 1}
esta dada por:

e f(a)(i)=0,sii€[0,a0—1]Nw.

o f(a)(i)=0,sii€ (ap+ ...+ am+m,a0+ ...+ am + ams1 +m] Nw para alguna
m e w.

o f(a)(i)=1,sii=ap+ ...+ am + m para alguna m € w.
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Por hipdétesis, tenemos que f(a);, = s, entonces si ¢ € {0,...,n — 1}, se tiene que
fla)(@) = s(2).

Queremos probar que para cada j € {0,...,k}, se cumple que a(j) = t(j), esto
dltimo lo haremos por induccién. Pero, antes de proceder a probarlo, demostraremos la
siguiente observacién.

Observacién(1l): Para cada m € {0,...,k}, xm = a(0) + ...+ a(m) +m.

Efectivamente, haremos ver esta observacion aplicando inducciéon. Primero veremos
que a(0) = t(0). Como xo < n — 1, entonces f(a)(xo0) = s(xo) = 1, luego f(a)(xo) = 1.
De esta manera, xo = a(0)+...+a(m)+m para alguna m € w. Sisuponemos que m > 0,
tenemos que n — 1 > xo = a(0) + ... + a(m) + m > a(0), por lo que 1 = f(a)(a(0)) =
s(a(0)), luego s(a(0)) = 1. Pero xo es el minimo natural tal que s(xg) = 1. Por lo que
a(0) = xo > a(0), lo que es una contradiccién. Por lo que se concluye que m = 0.

Por otro lado, suponga que para m € {0,...,k — 1}, xpm = a(0) + ... + a(m) + m.
Entonces Xm+1 > Xm = a(0)+...+a(m)+m es el minimo tal que s(xm+1) = 1. Ademads,
Xm+1 < n—1, por lo que f(a)(Xm—i-l) = S(Xm—i-l) = 1, entonces xm+1 = a(0)+' : '+a(ﬁ)+ﬁ
para alguna n € w. Pero:

Xm+1
Xm
a(0) + ... +a(m) +m,

v 1

por lo que a(0)+...+a(n)+n > a(0)+...+a(m)+m. Demostraremos que 7 = m+ 1.
Si suponemos que 1 < m + 1, entonces . < m, y como:

a(0)+...+a(n)+n>a(0)+...+a(m)+m,

tenemos que a(n) + . > a(n) + ...+ a(m) + m > a(n) + m, entonces n > m. De esta
manera, se tiene que 77 > m + 1, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, n > m + 1.
Por otro lado, si n > m + 1, tenemos que:

n—1 =2 Xm+ti
= a(0) +...+a(R)+ 7
> a(0)+...+alm+1)+(m+1)
> a(0)+...+a(m)+m

por lo que s(a(0) +...+a(m+1)+(m+1)) = f(a(0)+...+a(m+1)+(m+1)) =1,
pero ya hicimos notar que xm+1 > a(0) + ... +a(m+ 1)+ (m+1) > xom, por lo que se
tiene que s(a(0) + ... +a(m+ 1)+ (m+ 1)) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo
tanto, n < m + 1.
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Luego, n < m+1ym+1 < n, por lo que n = m + 1. De esta manera, hemos
probado que para cada m € {0,...,k}, x;n = a(0) + ... + a(m) + m. Por lo tanto, la
observacién es verdadera.

De esta manera, por la Observacién (1), tenemos que xo = a(0) + ...+ a(m) + m =
a(0), pero t(0) = xp. Por lo tanto, t(0) = a(0).
Por otro lado, suponga que para m € {0,...,k — 1} se cumple que:

Entonces a(m + 1) = t(m + 1). Luego,

ttm+1)4+t0)+...+t(m)+(m+1) = Xmt1
= a(0)+...+a(m+1)+ (m+1),

por lo que t(m + 1) = a(m + 1). Por lo tanto, a € B;. Con lo que se concluye que
f_l[Bs M Co] C B;.

Ahora, probaremos que By C f~![Bs N Cy]. Efectivamente, sea a € By C N. Obvia-
mente, se tiene que f(a) € Cp, pues f[N] = Cp. Por lo que bastara probar que f(a) € Bs.
Recordemos que I(s) = {0,...,n — 1}. Ademds, la funcién f(a) : w — {0,1} estd dada
por:

e f(a)(j)=0,sij€0,a0— 1] Nw.

e f(a)(j)=0,sij€(ap+...+am+m,a0+ ...+ am + amt1 + m] Nw para alguna
m e w.

o f(a)(j)=1,sij=ao+...+ apy +m para alguna m € w.

Se probara que f(a);, = s. Sea j € {0,...,n —1}. Por una lado, si j € A. Como
para cada m € {0,...,k}, xm = t(0) + ... +t(m) +m y como a € B;. Tenemos que
Ay = Al = t- Luego, xm = t(0)+...+t(m)+m = a(0)+...+a(m)+m, entonces
para cada m € {0,...,k}, f(a)(xm) = f(a)(a(0) +...+a(m)+m) =1y s(xm) = 1.
Luego, para cada m € {0,...,k — 1}, f(a)(xm) = s(xm)-

Por otro lado, si j € {0,...,n—1}\A =1(s)\ A, entonces s(j) = 0. Como j € I(s)\ A
y Xt = n — 1 > j, entonces existe xi, € Ael minimo tal que xj, > j. En este punto
consideramos los siguientes casos.

Caso(1): ko = 0. Entonces a(0) = xo > j, luego a(0) > j, por lo que 0 < j < a(0)—1.
Por lo tanto, f(a)(j) = 0= s(j).
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Caso(2): ko # 0. Entonces kg —1 > 0. Se tiene que xx,—1 < j, pues xx, € A es el
minimo tal que xx, > j. Por lo tanto,

a(0)+...+a(k0—1)+(ko—1) X(ko—l)
J
X (ko)

CL(O) + ...+ a(kio) + k‘o,

A Al

entonces a(0) + ... +a(ko — 1)+ (ko —1) < j
f(a)(j) = 0.

N

a(0) + ...+ a(ko) + (ko — 1). Luego,

De esta manera, se tiene que f(a);, = s. Luego, By C f~1[Bs N Co).

Como B = {BsNCy | s € 2<¥; s termina en 1} es base para Cy, f[N] = Cy y para
cada s € 2<¥ que termina en 1 existe t € w<¥ tal que B; = f~![Bs;NCy], se concluye que
f es una funcién continua. O

Como ya probamos que f es continua e inyectiva, entonces para probar que f es un
homemorfismo sobre su imagen Cy, bastard demostrar que f es una funcién abierta sobre
su imagen.

4.3.11. Lema. La funcién f es abierta.

DEMOSTRACION. Seat € w<“. Para demostrar que f es abierta, bastara ver que f[Bs] es
un conjunto abierto en Cp. Con esto en mente, observe primero que f[By] = fIN] = Co,
por lo que en este caso, f manda al abierto By a un abierto en la topologia de Cy.

Por otro lado, suponga que t € w<*\ {0} es tal que I(t) = {0,...,n — 1} para alguna
n € w\ {0}. Entonces n — 1 > 0. Definimos s € 2<% dada por:

o 5(j)=0,sij€0,to—1]Nw.

e 5(j)=0,s1j € (to+. . .+tm+m, to+. . .+tm+tme1+m]N[0, to+. . . +tpn—1+(n—1)]Nw
para alguna m € {0,...,n — 1}.

e s(j)=1,sij=to+...+tym +m para alguna m € {0,...,n — 1}.

Queremos probar que f[B;] = Bs; N Cy. Efectivamente, sea a € f[B;], entonces existe
b € By tal que f(b) = a, de esta forma b}, =t. Mientras que f(b) : w — {0,1} esta dada
por:

o f(b)(j)=0,sij€[0,by—1Nw.

e f(b)(j)=0,817€ (bg+...4+bm+m,by+ ...+ by + b1 + m] Nw para alguna
m € w.

e f(b)(j)=1,sij=0bo+...+ by +m para alguna m € w.
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Observacién(1): Observe que f(b);
tes tres casos.

sy = - Puessijel (s), entonces tenemos los siguien-

Caso(1): j € [0,tp — 1] Nw. Entonces s(j) = 0. Por otro lado, como b € By, entonces
b(0) = t(0). De esta manera, j € [0,b(0) — 1] Nw, por lo que f(b)(j) =0 = s(j).

Caso(2): j € (to+...+tm+m,to+...+tm+tme1+m|N[0, to+. .. +tn_1+(n—1)]Nw
para alguna m € {0,...,n—1}. Entonces s(j) =0. Como b € B; y l(t) = {0,...,n—1},
tenemos que para cada m € {0,...,n — 1}, b(m) = t(m). De esta manera, tenemos que:

3> t(0) + ...+ t(m) +m = b0) +...+b(m) +m.

Queremos probar que m + 1 < n — 1. Primero suponga que m + 1 > n — 1, entonces
m>n—1,y comom € {0,...,n — 1}, tenemos que m = n — 1, entonces:

t0)+...+tn—1)+n—-1)<ji<t0)+...+tn—1)+ (n—1),
lo que es una contradiccién. Por lo tanto, m +1 < n — 1. Luego,
t(0)+ ... +t(m) +m=>b(0)+ ...+ b(m)+m

yt(0) +...+t(m) +t(m+1)+m=">0(0)+ ...+ b(m+1)+m,
por lo que b(0) + ... +b(m) +m < j < b(0)+ ...+ b(m + 1) + m. De esta manera, en
este caso, se tiene que f(b)(j) =0 = s(j).

Caso(3): j =to+ ...+ tm + m para alguna m € {0,...,n — 1}. Entonces s(j) = 1.
Como b € B, y I(t) = {0,...,n — 1}, entonces t(0) = b(0),...,t(m) = b(m). Luego
j =0b(0)+...4+b(m)+ m. De esta manera, tenemos que f(b)(j) = 1.

Los tres casos anteriores garantizan que para cada j € I(s), f(b)},,,(j) = s(j). Por
lo tanto, f(b) e = - Es decir, f[Bt] € Bs N Co.

Por otro lado, procedemos a probar que Bs N Cy C f[B;]. Para ello, sea a € B; N Cp.
Como a € Cy = f[N], entonces existe b € N tal que f(b) = a € Bs.

Observacién(2): Se tiene que b € B;. Efectivamente, note primero que f(b) estd dada
de la siguiente manera;:

e a(j) = f(b)(j) =0,s1j€[0,b, — 1] Nw.

e a(j)=f(b)(j)=0,8i75€ (bg+...+bpm+m,byp+ ...+ by + bpt1 +m] Nw para
alguna m € w.
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e a(j)=f(b)(j)=1,sij=bo+ ...+ by +m para alguna m € w.

Probaremos esta observacién por induccién. Note primero que t(0) = b(0). Pues si
suponemos que t(0) > b(0), entonces b(0) € [0,¢(0)—1]Nw C I(s). Luego 1 = f(b)(b(0)) =
5(b(0)) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, ¢(0) < b(0).

Mientras que si ¢(0) < b(0), entonces t(0) € [0,b(0) — 1]. Luego 1 = s(t(0)) =
f(b)(t(0)) = 0, lo que es una contradiccién, por lo que t(0) > b(0). De esta manera,
como t(0) < b(0) y b(0) < ¢(0), entonces b(0) = ¢(0).

Como t(0) = b(0). Tenemos que si n — 1 = 0, entonces b}, = t.

Por otro lado, suponga que n — 1 > 1, entonces n — 2 > 0. Supdngase que para
j € {0,...,n — 2} se cumple que b(0) = ¢(0),...,b(5) = t(j ) Queremos probar que
b(j+1) =t(j +1). Para ello, definimos i = ¢(0) + ... +t(j + 1) + (j + 1), entonces
s(i) = 1. Como i € [(s), tenemos que f(b)(i) = 1. También, se tiene que:

i=t0)+.. .+t +1)+(G+1) >t0)+... + () +75=0(0)+...+b(j) + 3
De esta manera, si suponemos que b(j + 1) > t(j + 1), entonces:

b0)+...+b(G+1)+(+1) > 7§(0)+...+t(j+1)+(j+1)

> b(0)+...+b(j)+J

Luego f(b)(i) = 0, lo que es una contradiccién. Por lo tanto, b(j + 1) < t(j + 1).
Ahora, si suponemos que b(j + 1) < t(j + 1), entonces:

b(0)+...+b(+1) <t(0)+...+t(7+1)
Luego, b(0) 4+ ... +b(j +1)+1<#0)+...+t(j + 1). Por lo que
bO)+ ...+ + 1)+ (G+1)<t0)+...+t(j+1)+ 7.
De esta manera, se tiene que:

t(0)+...+t(j)+7 )+ ...+ 0() +

j )+ ...+ +D)+(G+1)
< t0)+ ...+t + 1)+

Luego,
L=f®)BO0)+...+b(+1)+ (G +1) =sb0)+...+b(+1)+ (G +1) =0,

lo que es una contradiccién. Por lo tanto, b(j+1) > t(j+1). De esta manera, se concluye
que t(j +1) =b(j +1). Por lo que b € B;. Es decir, b € B; N Cy.
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Por lo tanto, f es una funcién tal que para cada t € w<¥ existe s € 2<¥ tal que
f[Bt] = BsNCy. Es decir, f es una funcién abierta sobre su imagen. O

Por lo tanto, con toda la discusién anterior se ha demostrado el siguiente teorema
que esencialmente nos dice que el espacio de Baire es homeomorfo a un subespacio Gs
de 2%.

4.3.12. Teorema. Si f : N — C es una relacién dada por:
VeeC: f(z):w— {0,1} es una funcién dada por:
e Sije[0,x0— 1] Nw entonces f(x)(5) = 0.

e Sije(xo+...+xm+m,zo+ ...+ Ty + Tiny1 + m] Nw para alguna m € w,
entonces f(z)(j) = 0.

e Sij=ux9+...+ xy +m para alguna m € w, entonces f(z)(j) =1,

donde para cada j € w, v; = z(j). Entonces f es un homeomorfismo sobre su imagen
JINT =Nhewly € C | 3m > n tal que y(m) = 1} y fIN] es un conjunto G5 en C.



168 CAPITULO 4. EL ESPACIO DE CANTOR.



Apéndice A

El principio de elecciones
dependientes

En este apartado exponemos brevemente algunos hechos relacionados con el principio de
elecciones dependientes.

Axioma de Eleccién (AE). Si A es una familia no vacia de conjuntos no vacios,
entonces existe una funcién s: A — [J A tal que

Va € A: s(a) € a.

Axioma de Eleccién Numerable (AEN). Si A es una familia a lo més infinita
numerable y no vacia de conjuntos no vacios, entonces existe una funcién s : A — (J A
tal que

Va € A: s(a) € a.

Principio de elecciones dependientes (ED). Para todo conjunto A # () y toda
relacién R C A x A tal que

Va € A db € A tal que bRa,
existe una funcién f : w — A tal que
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Recordemos que a lo largo de todo el trabajo, para nosotros el conjunto w se refiere
a los naturales incluyendo al nimero 0. Al conjunto w \ {0} lo denotaremos por N.
A continuacién haremos notar que ED es una consecuencia de AE.

A.0.13. Teorema. EI axioma de eleccion implica el principio de elecciones dependien-
tes.

169
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DEMOSTRACION. Sean A # () y R C A x A tal que
Va € A db € A tal que bRa.

Para cada a € A, consideramos al conjunto 4, = {b € A | bRa}.

Ademds definimos a la familia A = {A, | a € A}. Como A # 0, existe a € A, por
ello tiene sentido tomar Ag; por lo tanto A # ().

Por otro lado, sea a € A, entonces existe b € A tal que bRa, por lo que b € A,.

Por AE, tenemos que existe una funcién s : A — [J A tal que

VB e A: s(B) € B.
Como A # (), existe a € A.

Consideramos la funcién f : w — A dada de la siguiente manera:

e f(0)=a

e Supdngase que f(n) estd definida, entonces f(n + 1) = s(Af()).

Sea n € w, tenemos que f(n +1) = s(Ayy)) € Af(), de aqui que f(n + 1)Rf(n).
Por lo tanto se tiene que AE implica ED. O

A.0.14. Definicién. Sea A una familia d conjuntos. Una funcién de eleccién para A
es una funcién f: A — [J A tal que

(Ve e Ajx # 0)(f(z) € x).

Si es que solamente queremos considerar ED en lugar de AE, el siguiente teorema
nos serd muy util a lo largo de la discusién. Cabe mencionar que a partir de este punto
las demostraciones de los teoremas se haran considerando tinicamente ED, a menos que
se diga lo contrario.

A.0.15. Teorema. Habiendo ED, toda familia numerable no vacia de conjuntos no
vacios tiene una funcion de eleccion.

DEMOSTRACION. Sea A una familia numerable no vacia de conjuntos no vacios.
Caso(1): A es finita.

Si |A| = 1, tendrfamos que A = {A}, donde A # (), entonces existe a € A. Definimos
s: A—|JA dada por s(A) = a.

Supdngase que para cada familia A # (), con cardinalidad n, de conjuntos no vacios
existe una funcién s4 : A — [J A tal que

VAe A: sqp(A) € A.
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Sea B # (), con cardinalidad n + 1, una familia de conjuntos no vacios. Sabemos que
para |B| = 1 se satisface, asi pues, supongamos que n > 2. Fijemos un elemento B € B.
Entonces B\ {B} # 0. Ademas |B\ {B}| = n y tiene conjuntos no vacios, de aqui que
exista una funcién s : B\ {B} — |J (B \ {B}) tal que

Vbe B\ {B}:s(b)€b
Como B # (), se tiene que existe 5 € B. Definimos la funcién o : B — | J B dada por:
i B
sy {30 sibeB\(B)
I3 sib= B.

Obteniendo de esta manera el resultado para familias finitas.
Caso(2): A es infinita.

Supéngase que A = {A; }ne,. Para cada m € w )\ {0}, B denotara a la familia de
todas las funciones de eleccién sobre {Ag, ..., Ap—1} C A.

Como Ay # (), tenemos que existe @ € Ag. Definimos la funcién § : {Ag} — JA
dada por §(Ag) = a, por lo tanto B # 0.

Consideramos sobre B la relaciéon R:

o Seanh: {Ao,...,Am—1} > UA g:{40,..., An_1} — |J A elementos del conjunto
B. Escribiremos hRg si y sélo si:

1. gCh,
2. m=n+1.
Sea g € B. Supdngase que g : {Ag,...,An—1} = JA. Como A, # 0, tenemos que

existe a € Ayy,.
Definimos h : {Ao, ..., An} — J A dada por:

A; ijed{0,... -1
O
a sij=m.
Observamos que g C hy h € B. Asi pues, por el Principio de Elecciones Dependientes,
existe una funcién f : w — B tal que
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Tomamos en cuenta a F' = J,,, f(n) : A — JA. Es decir, si a € A entonces existe
n € w tal que F(a) = (f(n))(a). Note que F' es una funcién, pues para cada n € w,
f(n+1)Rf(n). Por lo tanto, se satisface que:

VAe A: F(A) € A
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Por lo que F : A — |J.A. es una funcién de eleccién sobre A. O

El teorema anterior nos permite utilizar al axioma de eleccién numerable (AEN) en
nuestra discusiéon. Como no suponemos AE, es importante precisar lo que es un conjunto
infinito.

A.0.16. Definicion. X es un conjunto infinito si no existen funciones biyectivas de X
en un numero natural.

Con esto en mente demostraremos el siguiente teorema.

A.0.17. Teorema. Habiendo ED, todo conjunto infinito tiene un subconjunto infinito
numerable.

DEMOSTRACION. Sea X un conjunto infinito. Consideramos
A={f:{0,....,n—1} = X|n € w\ {0} y f es inyectiva}.

Como X es infinito, X # (), por lo que existe x € X. Notemos que la funcién h : {0} — X
dada por h(0) = z pertenece al conjunto .A.
Sobre A definimos la relacién R:

e Sean f:{0,...,n—1} - X, ¢g:{0,...,m — 1} — X elementos del conjunto A.
Escribiremos fRg si y s6lo si:

L f2y,
2. n=m+1.
Sea g:{0,...,n—1} - X € A, entonces g es inyectiva. Note que si para toda z € X
existe j € {0,...,n — 1} tal que ¢g(j) = =, entonces g seria biyectiva y, por lo tanto, X

serfa finito. Por lo cual existe z € X tal que Vj € {0,...,n — 1}, g(j) # =.
Definimos h : {0,...,n} — X dada por:

. g(j) sijed0,...,n—1},
hm:{ ) staed }
x sij =n.
Por ED, existe una funcién f : w — A tal que
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Tomemos F' = | J,,c,, f(n) : w — X. Note que F es inyectiva, pues si z,y € w son tales
que F(z) = F(y), entonces existen ng,n, € w tales que f(ns)(x) = f(ny)(y). Supéngase
que ng < ny, por lo que f(ny)(y) = f(ng)(x) = f(ny)(x), y con ello, z = y. Observe
ahora que Flw| C X y que Ny = |w| = |F[w]|. O
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A.0.18. Teorema. Habiendo ED, toda union numerable de conjuntos numerables es
numerable.

DEMOSTRACION. Primero haremos la siguiente observacién: Si X es un conjunto nu-
merable, entonces ¢ existe una funcién ¢ : w — X biyectiva 6 existe una funcién ¢ :
{0,...,n—1} — X biyectiva para alguna n € w (donde, para n =0, {0,...,n—1} = 0).
En ambos casos, la funcién ¢ es suprayectiva.

Sea {S;}icw tal que para cada i € w, S; es numerable. Sea S = |J;,, Si. Como para
cada 1 € w, S; es numerable, entonces para cada ¢ € w, tomamos una Unica funcién
suprayectiva ¥; : w — S;.

Consideramos la funcién ¢ : w x w — S, dada por ¥(i,n) = ¢;(n), la cual es
suprayectiva.

En la Seccién 2.3 se prueba que existe una funcién que hace semejante a w X w con
w utilizando solamente ED, por lo que tendriamos que existe una funcién suprayectiva
¢ :w — wxw. Consideramos ¥ o ¢ : w — 5, la cual seria suprayectiva. Por lo tanto,
5] < w] = No. O

La siguiente definicién tiene cierta relacién con ED, la cual se hard notar con el
teorema que le sigue.

A.0.19. Definicién. Una relacién bien fundada sobre un conjunto X es una relacién
binaria R sobre X tal que para todo subconjunto no vacio S de X, hay un elemento m
en S tal que ningin s en S cumple sRm.

A.0.20. Teorema. Si A es un conjunto no vacio y R C A x A es una relacién en A.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R esta bien fundada.
(2) No existe ninguna funcién f : w — A para la cual se cumpla que:

Vnew: f(n+1)Rf(n).

DEMOSTRACION. (1) = (2)] Supdngase que existe una funcién f : w — A tal que
Vnew: f(n+1)Rf(n).

Entonces, 0 # flw] C A. Si m € f[w], entonces existe n € w tal que f(n) = m, por otro
lado f(n + 1)Rf(n) = m, por lo tanto, R no estd bien fundada.

(2) = (1)] Supdngase que existe B # ) y B C A tal que

Vm € B ds € B tal que sRm.
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Entonces B y RN (B x B) satisfacen la hipétesis de ED, asi pues, existe una funcién
f:w — B tal que
Vnew: f(n+1)Rf(n).
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