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Introducción

La teoŕıa descriptiva de conjuntos estudia a los subconjuntos de espacios topológicos
que se obtienen a partir de conjuntos sencillos. Esta teoŕıa se remonta a finales del
siglo XIX cuando Cantor trataba de refutar lo que hoy d́ıa llamamos la hipótesis del
continuo. La afirmación de esta hipótesis se obtiene si se prueba que todo subconjunto
de R es numerable o tiene la cardinalidad del continuo. Una de las tantas maneras en
que Cantor abordó el problema fue estudiar en un inicio a los subconjuntos más sencillos
de R para después, progresivamente, analizar conjuntos más sofisticados.

Entre estos subconjuntos sencillos se encuentran los conjuntos abiertos (no vaćıos),
los cuales fácilmente se demuestra que tienen la misma cardinalidad que R. Pues todo
abierto tiene un intervalo abierto, y es posible biyectar a todo intervalo abierto con el
conjunto R.

Posteriormente Cantor estudió a los subconjuntos cerrados de R. En este caso, se
puede probar que todo subconjunto cerrado de R es numerable o tiene la cardinalidad
de R. Ivar Otto Bendixson fue capaz de demostrar esto último para un conjunto cerrado
arbitrario. La parte esencial de esta prueba radica en que todo cerrado puede verse como
una unión de un cerrado perfecto (o vaćıo) y de un conjunto numerable. De esta manera
se concluye que ningún cerrado sirve como contraejemplo de la hipótesis del continuo.

Por otro lado, durante la época siguiente al término de la Primera Guerra Mundial,
Lusin y Sierpiński, por separado, diriǵıan los avances en la teoŕıa descriptiva de con-
juntos, a los que se les unieron varios matemáticos rusos y, sobre todo, polacos, entre
ellos Banach, Kuratowski, Ulam y Tarski. Una de las contribuciones de esta escuela de
topólogos fue que ellos desarrollaron la teoŕıa descriptiva de conjuntos en una familia
de espacios más generales que los espacios Rn. Estos espacios topológicos cumpĺıan
dos propiedades, a saber eran completamente metrizables y separables. A este tipo de
espacios posteriormente se les conoció con el nombre de espacios polacos.

El tratamiento de los espacios polacos le dió una gran flexibilidad a la teoŕıa. Por
ejemplo, el espacio polaco no trivial más sencillo es el espacio de Baire N , el cual es el
conjunto de todas las sucesiones de números naturales dotado de la topoloǵıa producto
usual. El estudio de N es muy simple en comparación de otros espacios polacos arbitra-
rios. Y esta simplicidad reditúa en algunos resultados generales (por ejemplo, se puede
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vi INTRODUCCIÓN

demostrar que todo espacio polaco es imagen continua de N ). Haciendo posible que se
puedan generalizar los resultados obtenidos en N a espacios polacos arbitrarios.

Esta tesis está conformada por cuatro caṕıtulos y un apéndice. La idea central
de la tesis es abordar cada teorema considerando únicamente los axiomas de Zermelo
Fraenkel y el Principio de Elecciones Dependientes en lugar del Axioma de Elección. En
el apéndice se puede leer sobre dicho principio y algunos de sus resultados básicos que
usaremos en todo el trabajo. Por ejemplo, dicho principio implica el Axioma de Elección
para Conjuntos Numerables y también implica que la unión numerable de conjuntos
numerables es numerable, entre otros resultados.

En el primer caṕıtulo se da la definición de espacio polaco, aśı como también se
presentan algunos resultados acerca de ellos. Por ejemplo, se demuestra que el producto
a lo más numerable de espacios polacos es polaco y que todo subespacio polaco de un
espacio polaco es un conjunto Gδ.

En el segundo caṕıtulo se demuestran algunos resultados sobre los espacios de suce-
siones arbitrarios. Estos resultados se utilizarán a la hora de estudiar a los espacios de
Baire y de Cantor.

En el tercer caṕıtulo se estudia el espacio de BaireN y se ven algunas propiedades que
tiene este espacio. También se hace notar la flexibilidad que posee. Entre los resultados
que se exponen está aquel que muestra que todo espacio polaco no vaćıo es imagen
continua del espacio de Baire.

En el cuarto caṕıtulo se aborda el espacio de Cantor C. Se estudian algunas pro-
piedades que posee. Entre los resultados se encuentra el teorema que establece que
todo espacio métrico no vaćıo compacto cero-dimensional y perfecto es esencialmente el
espacio 2ω.

Es importante recalcar que cada una de las proposiciones de este trabajo se de-
muestran por medio del Principio de Elecciones Dependientes en lugar del Axioma de
Elección para conjuntos arbitrarios. El lector notará que las demostraciones son más
tecnicas y sofisticadas que estas mismas haciéndolas considerando el Axioma de Elección
para conjuntos arbitrarios.

Alejandro Román Sánchez
México, D.F.

Junio de 2014



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 El principio de elecciones dependientes

Al principio de elecciones dependientes se le puede considerar como una versión débil del
axioma de elección para conjuntos arbitrarios; a lo largo de este trabajo intentaremos
demostrar siempre que sea posible cada enunciado por medio del principio mencionado,
sin usar al axioma de elección para conjuntos arbitrarios. Comenzaremos con enunciar
a los axiomas que usaremos en este trabajo.

Axioma de Elección (AE). Si A es una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos,
entonces existe una función s : A→

⋃
A tal que:

∀a ∈ A : s(a) ∈ a.

Axioma de Elección Numerable (AEN). Si A es una familia a lo más infinita
numerable y no vaćıa de conjuntos no vaćıos, entonces existe una función s : A →

⋃
A

tal que:
∀a ∈ A : s(a) ∈ a.

Principio de elecciones dependientes (ED). Para todo conjunto A 6= ∅ y toda
relación R ⊆ A×A tal que:

∀a ∈ A ∃b ∈ A tal que bRa,

existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

A lo largo de toda la discusión, para nosotros el conjunto ω se refiere a los naturales
incluyendo al número 0.

En el Apéndice A, se prueban los siguientes resultados que usaremos a lo largo de la
discusión:

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

• ED es una consecuencia de AE.

• ED implica AEN.

• ED garantiza que todo conjunto infinito tiene un subconjunto infinito numerable.

• ED garantiza que toda unión numerable de conjuntos numerables es numerable.

1.2 Espacios polacos

En esta sección presentaremos a los espacios polacos, aśı como también sus propiedades
básicas. Antes de definir tales espacios, mencionaremos las definiciones de espacio
topológico separable y de espacio topológico completamente metrizable.

1.2.1. Definición. Un espacio topológico es separable si posee un subconjunto denso
numerable.

1.2.2. Definición. Un espacio topológico X es completamente metrizable si su topolo-
ǵıa está inducida por una distancia completa d : X ×X → R. Es decir, en la cual toda
sucesión de Cauchy en X es convergente.

A menos que se indique lo contrario, (X, τd) denotará al espacio topológico inducido
por la métrica d. Con estas dos definiciones en mente, introduciremos la noción de
espacio polaco.

1.2.3. Definición. Un espacio polaco es un espacio topológico completamente metriza-
ble y separable.

Un ejemplo de espacio polaco es el conjunto R con su topoloǵıa usual τR. Pues Q es un
subconjunto denso numerable y la métrica completa necesaria para generar la topoloǵıa
usual τR es la métrica euclidiana.

Otras definiciones básicas que nos servirán en la discusión son las siguientes.

1.2.4. Definición. Dado un espacio topológico (X, τ), una base para τ es una colección
B ⊆ τ tal que

∀A ∈ τ ∃BA ⊆ B tal que A =
⋃
BA.

Una caracterización de la noción de base para una topoloǵıa es la siguiente:

1.2.5. Teorema. Sean (X, τ) un espacio topológico y una colección B ⊆ τ . Las siguien-
tes proposiciones son equivalentes:

1. B es una base para el espacio (X, τ),
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2. ∀A ∈ τ \ {∅} y ∀x ∈ A ∃Bx ∈ B tal que x ∈ Bx ⊆ A.

1.2.6. Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. Y sea:

V(x) = {v ⊆ X | ∃G ∈ τ tal que x ∈ G ⊆ v}.

Una colección B(x) ⊆ V(x) es una base de vecindades alrededor de x si

∀v ∈ V(x) ∃B ∈ B(x) tal que x ∈ B ⊆ v.

1.2.7. Definición. Sea X un espacio topológico. Diremos que el espacio X cumple
el primer axioma de numerabilidad o que es primero numerable si existe una base de
vecindades numerable para cada punto de X.

1.2.8. Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que el espacio (X, τ)
cumple el segundo axioma de numerabilidad o que es segundo numerable si existe una
base numerable para τ .

Por simplicidad escribiremos 1AN para referirnos al primer axioma de numerabilidad
y 2AN para el segundo. Con estas dos definiciones en consideración, los siguientes teore-
mas básicos pueden ser demostrados por medio del axioma de elecciones para conjuntos
numerables.

1.2.9. Teorema. Todo espacio topológico que es 2AN es 1AN.

1.2.10. Teorema. Todo espacio topológico que es 2AN es separable.

En general, la separabilidad no implica 2AN. El siguiente teorema nos da una condición
con la cual un espacio separable puede cumplir 2AN.

1.2.11. Teorema. Todo espacio métrico separable cumple el 2AN.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico. Supongamos que D es un subconjunto
denso numerable del espacio (X, τd). Para cada z ∈ D consideramos la colección;

B(z) = {B 1
n

(z)|n ∈ ω \ {0}}.

Tomamos:

B =
⋃
z∈D
B(z).

Como D es numerable, y ED garantiza que toda unión numerable de conjuntos numera-
bles es numerable, resulta que B es numerable.



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

AFIRMACIÓN: B es una base para τd.

En efecto: Sean A ∈ τ \ {∅} y x ∈ A, se tiene que existe r > 0 tal que Br(x) ⊆ A.
Tomamos n ∈ ω fija tal que 1

n < r, note que B 1
n

(x) ⊆ A.

Como D es denso en X, existe z ∈ D∩B 1
2n

(x), observe que x ∈ B 1
2n

(z) y B 1
2n

(z) ∈ B.

Para terminar la afirmación, se probará que B 1
2n

(z) ⊆ A. Sea y ∈ B 1
2n

(z), entonces

d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) < 1
2n + 1

2n = 1
n .

Por lo tanto y ∈ B 1
n

(z) ⊆ A. �

Con lo que concluimos la demostración.

Aśı pues, se tiene el siguiente teorema.

1.2.12. Teorema. Todo espacio polaco tiene una base numerable.

1.2.13. Teorema. Todo conjunto no vaćıo con la topoloǵıa relativa de un espacio polaco
es separable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco. Sea ∅ 6= Y ⊆ X. Consideramos τY la
topoloǵıa relativa en Y . Como (X, τ) es polaco, entonces (X, τ) cumple 2AN. No es
dif́ıcil demostrar que todo subespacio con la topoloǵıa relativa de un espacio que cumple
2AN también tiene un base numerable. Por lo que (Y, τY ) cumple 2AN, y por lo tanto
es separable.

Por otro lado, recordando que todo subespacio cerrado de un espacio métrico completo
es también completo, se deduce lo siguiente.

1.2.14. Teorema. Todo subespacio cerrado no vaćıo de un espacio polaco es también
un subespacio polaco.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco. Consideremos (Y, τY ) un subespacio
cerrado de (X, τ). Por un lado, tenemos que τ = τd para alguna métrica completa d sobre
X, y además (X, τ) es separable. Entonces, (Y, τY ) es completo, pues todo subespacio
cerrado de un espacio métrico completo es completo. Y como todo subespacio de un
espacio polaco es separable, se concluye que (Y, τY ) es un espacio polaco.

Uno estaŕıa muy tentado a pensar que el teorema anterior se trata en realidad de
una equivalencia; sin embargo, en los próximos teoremas nos daremos cuenta de que esto
no es verdad, la razón es que no hemos definido a un espacio polaco como un espacio
métrico completo separable, sino como un espacio separable completamente metrizable.
Aśı pues, aunque la topoloǵıa de un espacio X sea inducida por una métrica no completa,
no necesariamente significa que no pueda haber alguna métrica completa que induzca la
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misma topoloǵıa del espacio X en cuestión. Aunque no sea un espacio métrico completo
con la métrica inicial, śı puede ser un espacio topológico completamente metrizable.
Notemos que, en principio, la posibilidad de cambiar de métricas hace que el estudiar
qué subespacios de un espacio polaco son espacios polacos no sea tan sencillo.

El siguiente teorema nos ofrece una herramienta muy útil a nuestra discusión acerca
de los espacios polacos.

1.2.15. Teorema. Si (X, d) es un espacio métrico y r > 0, entonces la función d′ :
X ×X → R dada por:

d′(x, y) = min{d(x, y), r}

es una métrica en X que induce la misma topoloǵıa que d. Además, (X, d) es completo
si y sólo si (X, d′) lo es.

Demostración. Dejamos al lector la comprobación de que d′ es una métrica.
Ahora probaremos que esta métrica induce la topoloǵıa de (X, τd). Sean x ∈ X y

ε > 0 tal que ε < r. Para nuestro propósito bastará mostrar que Bd
ε (x) = Bd′

ε (x). Si
y ∈ Bd

ε (x) entonces d(x, y) < ε < r. Por lo que d′(y, x) = mı́n{d(y, x), r} = d(y, x) < ε.
Por ende, y ∈ Bd′

ε (x).
Por otro lado, si y ∈ Bd′

ε (x) entonces mı́n{d(y, x), r} = d′(y, x) < ε; pero r > ε, por
lo que d(y, x) < ε. De aqúı se concluye que y ∈ Bd

ε (x). Por lo tanto ambas topoloǵıas
coinciden.

Para demostrar que:

(X, d) es completo ⇐⇒ (X, d′) es completo,

haremos notar que las sucesiones de Cauchy son las mismas en ambas métricas.
Sea {xk}k∈ω una sucesión de Cauchy en (X, d). Sea ε > 0 fija, entonces existe

N ∈ ω tal que si n,m > N entonces d(xn, xm) < ε. Para tales n,m > N notemos que
d′(xn, xm) = mı́n{d(xn, xm), r} 6 d(xn, xm) < ε. Por lo tanto, d′(xn, xm) < ε, para cada
n,m > N . Es decir, {xk}k∈ω es una sucesión de Cauchy en (X, d′).

Rećıprocamente, sea {xk}k∈ω una sucesión de Cauchy en (X, d′). Sea ε > 0 fija.
Consideremos también ε′ > 0 tal que ε′ < r y ε′ < ε. Como {xk}k∈ω es de Cauchy en
(X, d′), entonces existe N ∈ ω tal que si n,m > N entonces d′(xn, xm) < ε′. Como
r > ε′, se tiene que d(xn, xm) < ε′ < ε. Por lo que d(xn, xm) < ε, para cada n,m > N .

Por lo tanto, las sucesiones de Cauchy son las mismas en ambas topoloǵıas. Con este
último resultado ya es fácil ver que: (X, d) es completo ⇐⇒ (X, d′) es completo.

Pues si (X, d) es completo y si {xk}k∈ω es una sucesión de Cauchy para (X, d′),
entonces es una sucesión de Cauchy para (X, d). De aqúı que {xk}k∈ω sea convergente
en (X, d). Supóngase que tal sucesión converge en (X, d) al punto x. Se afirma que
{xk}k∈ω converge a x en (X, d′). Efectivamente, sea ε > 0 fija. Consideremos ε′ > 0 tal
que ε′ < r y ε′ < ε. Entonces existe N ∈ ω tal que si n > N entonces d(xn, x) < ε′ < r;
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es decir, d(xn, x) < r, si n > N . De aqúı que d′(xn, x) = d(xn, x), si n > N . Por lo tanto,
d′(xn, x) < ε′ < ε, si n > N . De esta forma podemos concluir que {xk}k∈ω converge al
punto x en (X, d′).

Para demostrar la otra implicación, supongamos que (X, d′) es completo y sea {xk}k∈ω
una sucesión de Cauchy para (X, d). Entonces {xk}k∈ω es una sucesión de Cauchy para
(X, d′). Supóngase que {xk}k∈ω converge al punto x en (X, d′). Se afirma que {xk}k∈ω
converge al punto x en (X, d). En efecto, sea ε > 0 fija. Consideremos un ε′ > 0 tal que
ε′ < r y ε′ < ε. Entonces existe N ∈ ω tal que si n > N entonces d′(xn, x) < ε′ < r. Por
lo que d(xn, x) = d′(xn, x) < ε′ < ε, si n > N . Por lo tanto, d(xn, x) < ε, si n > N . Lo
que concluye la demostración.

Nuestro propósito ahora es demostrar que todo subespacio del tipo Gδ (no vaćıo) de
un espacio polaco es un espacio polaco. Para ello, primero estableceremos el resultado
para subespacios abiertos (no vaćıos).

1.2.16. Teorema. Todo subespacio abierto no vaćıo de un espacio polaco es un espacio
polaco.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco. Sea ∅ 6= U ⊆ X abierto, y consideramos
a (U, τU ). Si U = X, entonces U es polaco. Supóngase que U 6= X. Como primera
observación tenemos que U es separable, pues todo subespacio de un espacio 2AN es 2AN
y por ello es separable. Por otro lado, como (X, τ) es completamente metrizable, existe
D : X ×X → R métrica tal que (X, τD) es completo y además τ = τD. Considerando la
métrica d : X ×X → R dada por:

d(x, y) = mı́n{D(x, y), 1},

por el teorema inmediato anterior tenemos que d es una métrica completa que induce
a τD. Por lo tanto podemos suponer de antemano que bajo la métrica dada por la
definición de espacio completamente metrizable las distancias son menores o iguales que
1.

Ahora definamos la siguiente relación d′ : U × U → R dada por:

d′(x, y) = d(x, y) + | 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) |,

la cual es una función bien definida, pues si x ∈ U es tal que d(x,X \ U) = 0, es decir,
inf{d(x, y)|y ∈ X \ U} = 0. De esta manera, para cada n ∈ ω tomamos un único
yn ∈ X \U tal que d(x, yn) < 1

n+1 , por ende la sucesión {yn}n∈ω converge al punto x. Y
como X \ U es cerrado, tendŕıamos que x ∈ X \ U lo que es una contradicción. Por lo
que:

∀x, y ∈ U : d(x,X \ U) > 0 y d(y,X \ U) > 0.

Ahora veremos que la función d′ es una métrica en U . Sean x, y, z ∈ U .
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1. Si d′(x, y) = 0, entonces d(x, y) + | 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) | = 0; suponiendo que x 6= y,

tendŕıamos que d′(x, y) = d(x, y) + | 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) | > d(x, y) > 0, lo que seŕıa

una contradicción. Por lo tanto x = y.

Ahora si x = y, entonces d(x, y) = 0 y d(x,X \ U) = d(y,X \ U), de aqúı que
d′(x, y) = d(x, y) + | 1

d(x,X\U) −
1

d(y,X\U) | = 0.

2. Por otro lado:

d(x, y) + | 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) | = d(y, x) + | 1

d(y,X\U) −
1

d(x,X\U) |,

por lo tanto d′(x, y) = d′(y, x).

3. Además,

d(x, z) + | 1
d(x,X\U) −

1
d(z,X\U) | 6 d(x, y) + | 1

d(x,X\U) −
1

d(y,X\U) |
+d(y, z) + | 1

d(y,X\U) −
1

d(z,X\U) |.

Por lo tanto, d′(x, z) 6 d′(x, y) + d′(y, z).

Con lo que concluimos que d′ es una métrica en U .

Ahora probaremos que ambas topoloǵıas coinciden.

Sea A 6= ∅ abierto de la topoloǵıa relativa en U . Entonces existe V ⊆ X abierto para
(X, τ) tal que A = V ∩ U . Como U es abierto en (X, τ), tenemos que A es abierto en
(X, τ). Sea x ∈ A = V ∩U , entonces existe r > 0 tal que Bd

r (x) ⊆ V ∩U = A. Probaremos
que Bd′

r (x) ⊆ Bd
r (x). Sea y ∈ Bd′

r (x), entonces d′(x, y) < r, pero d(x, y) 6 d′(x, y), por
lo que y ∈ Bd

r (x). Por lo tanto, todo abierto de la topoloǵıa relativa en U es abierto de
la topoloǵıa inducida por la métrica d′.

Ahora demostraremos que todo abierto de la topoloǵıa inducida por d′ es abierto de
la topoloǵıa relativa en U , pero antes veremos lo siguiente.

Sea x ∈ U fijo. Consideramos r = d(x,X \ U), la cual ya sabemos que es positiva.
Y sea y ∈ U tal que d(x, y) < r, entonces existe δ ∈ R tal que 0 6 d(x, y) < δ < r. Se
afirma que:

r − δ 6 d(y,X \ U) 6 r + δ.

En efecto: Sea z ∈ X \ U , se tiene que r = d(x,X \ U) 6 d(x, z) 6 d(x, y) + d(y, z) <
δ + d(y, z), entonces:

∀z ∈ X \ U : r − δ < d(y, z).

Por lo tanto, r − δ 6 d(y,X \ U).
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Por otro lado, de la definición de d(y,X \ U) tenemos que:

∀z ∈ X \ U : d(y,X \ U) 6 d(y, z).

Utilizando la desigualdad del triángulo, tenemos que:

∀z ∈ X \ U : d(y,X \ U) 6 d(y, z) 6 d(y, x) + d(x, z),

como d(x,X \ U) es la mayor cota superior del conjunto {d(x,w)| w ∈ X \ U} y los
elementos x y y son fijos, se tiene que d(y,X \ U)− d(x, y) 6 d(x,X \ U).

Entonces:
d(y,X \ U) 6 d(y, x) + d(x,X \ U) < δ + r.

Por lo tanto, r − δ 6 d(y,X \ U) 6 r + δ.
A continuación, con el resultado anterior, se probará que:

d′(x, y) 6 δ + δ
r(r−δ) .

Para ello consideraremos dos casos: El primero de ellos es cuando d(y,X \ U) > r. Con
esta suposición tenemos que:

| 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) | = |1r −

1
d(y,X\U) |

= 1
r −

1
d(y,X\U)

6 1
r −

1
r+δ

= δ
r(r+δ)

< δ
r(r−δ) .

Ahora para el caso en que d(y,X \ U) < r, tenemos que:

| 1
d(x,X\U) −

1
d(y,X\U) | =

1
d(y,X\U) −

1
r 6

1
r−δ −

1
r = δ

r(r−δ) .

Resumiendo lo anterior, en esta parte hemos probado que si x ∈ U , r = d(x,X \ U)
y y ∈ U es tal que d(x, y) < r, y si δ ∈ R+ es tal que d(x, y) < δ < r, entonces
d′(x, y) 6 δ + δ

r(r−δ) .
Procederemos a probar ahora que para cada ε > 0 y para cada x ∈ U , existe un δ > 0

tal que Bd
δ (x) ∩ U ⊆ Bd′

ε (x).
Sea ε > 0 fija. Sabiendo que z + z

r(r−z) tiende a 0, cuando z tiende a 0, tenemos que

existe δ′ > 0 tal que si z < δ′, entonces z + z
r(r−z) < ε. Aśı pues, sea 0 < δ < mı́n{r, δ′}

fija, donde r = d(x,X \U). Sea y ∈ Bd
δ (x) ∩U . Entonces d(y, x) < δ < r = d(x,X \U).

Además, δ < δ′. Luego d′(x, y) 6 δ+ δ
r(r−δ) < ε, y , por ende, y ∈ Bd′

ε (x). De esto último

concluimos que todo abierto en la topoloǵıa inducida por d′ es abierto en la topoloǵıa
relativa.
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Nos falta probar que la métrica d′ es completa sobre U .
Sea {xk}k∈ω una sucesión de Cauchy bajo d′ en U . Como primera observación

tenemos que para cada n ∈ ω, d(xn, X \ U) > 0. Sea ε > 0 fija. Entonces existe
N ∈ ω tal que n,m > N implica que d′(xn, xm) < ε, y como para cada n,m > N ,
d(xn, xm) 6 d′(xn, xm) < ε, podemos concluir que la sucesión {xk}k∈ω es de Cauchy
en (X, τd). Debido a que (X, τd) es completo, la sucesión {xk}k∈ω converge a un punto
x ∈ X con la métrica d.

Se afirma que x ∈ U . Efectivamente: Si x ∈ X\U , como la sucesión {xk}k∈ω converge
a un punto x con la métrica d, existe N1 ∈ ω tal que si n > N1 entonces d(xn, x) < ε;
pero d(xn, X \ U) 6 d(xn, x) < ε, pues x ∈ X \ U . Por lo tanto si n > N1, tenemos que
d(xn, X \U) < ε. Luego, con la métrica del valor absoluto en R, la sucesión {d(xk, x)}k∈ω
converge a 0. De la observación anterior, se tiene que:

(∀M ∈ R+)(∃Ñ2 ∈ ω)(∀n ∈ ω)(n > Ñ2 ⇒ 1
d(xn,X\U) > M).

Sea N ∈ ω tal que si n,m > N , d′(xn, xm) < ε. Consideremos m > N fija y
M > 1

d(xm,X\U) fija. Entonces ya sabemos que existe N2 ∈ ω tal que si k > N2,
1

d(xk,X\U) >
1

d(xm,X\U) . Sea n > máx{N,N2} arbitraria. Entonces:

d(xm, xn) + 1
d(xn,X\U) −

1
d(xm,X\U) = d(xn, xm) + | 1

d(xm,X\U) −
1

d(xn,X\U) |
< ε.

Sea M1 >
1

d(xm,X\U) + ε > 0 fija. Entonces existe N3 ∈ ω tal que si k > N3, 1
d(xk,X\U) >

1
d(xm,X\U) + ε. Sea ñ > máx{N,N2, N3} fija. Entonces tendŕıamos lo siguiente:

ε > d(xm, xñ)− 1
d(xm,X\U) + 1

d(xñ,X\U)

> d(xm, xñ)− 1
d(xm,X\U) + 1

d(xm,X\U) + ε

> ε.

De modo que se tiene una contradicción, por lo tanto x ∈ U .

Por último se afirma que si x ∈ U y {xk}k∈ω es una sucesión cuyos términos están
en U y tal que converge a un punto x en la métrica d, entonces esa misma sucesión
convergerá a x en la métrica d′.

En efecto: Sea ε > 0 fija. Sabemos que existe r > 0 tal que Bd
r (x) ⊆ U . Sea

R = mı́n{r, ε}. Por hipótesis, existe N1 ∈ ω tal que si n > N1 entonces d(xn, x) < R.
Sabiendo que Bd

R(x) es abierto en X y que Bd
R(x) ⊆ Bd

r (x) ⊆ U , tenemos que Bd
R(x)

es abierto en U . Entonces existe δ > 0 con δ < ε tal que Bd′
δ (x) ⊆ Bd

R(x). Como
Bd′
δ (x) ⊆ U , entonces Bd′

δ (x) es un abierto en X. Se tiene entonces que existe δ′ > 0 tal
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que Bd
δ′(x) ⊆ Bd′

δ (x) ⊆ Bd
ε (x), por lo tanto δ′ 6 ε. Esto implica que existe N2 ∈ ω tal

que si n > N2 entonces d(xn, x) < δ′. Aśı pues, si n > N2, xn ∈ Bd′
δ (x), y de aqúı que

d′(xn, x) < δ < ε. Por lo tanto, si n > N2, se tiene que: d′(xn, x) < ε.

Antes de seguir con el siguiente teorema, introduciremos la noción de conjunto Gδ.

1.2.17. Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. Un subconjunto de X es Gδ en
(X, τ) si puede ser expresado como una intersección numerable de abiertos.

1.2.18. Teorema. Todo subconjunto Gδ no vaćıo de un espacio polaco es un espacio
polaco (con la topoloǵıa relativa).

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco. Sea d0 una métrica completa que nos
da la definición de espacio completamente metrizable. Tal métrica la supondremos con
valores menores o iguales que uno. Sea G un subconjunto Gδ de X. Note que G es
separable, pues (X, τ) es 2AN. Supóngase que G =

⋂∞
i=1 Ui, donde Ui es un conjunto

abierto para cada i ∈ ω \ {0}. Podemos suponer que tenemos una cantidad infinita
numerable de conjuntos distintos Un, pues si sólo tuviéramos una cantidad finita de
conjuntos distintos, entonces G seŕıa abierto, por lo que también seŕıa polaco, ver el
Teorema 1.2.16.

Notemos también que podemos suponer sin pérdida de generalidad que Un+1 ⊆ Un.
Entonces por el teorema 1.2.16, para cada n ∈ ω \ {0}, existe una métrica completa dn
en Un que induce a la topoloǵıa relativa. Más aún, podemos suponer que dn no toma
valores mayores que 1.

Definimos la relación d′ : G×G→ R dada por:

d′(x, y) =
∞∑
n=0

1
2n+1dn(x, y).

Se tiene que d′ es una métrica en G.
Primero note que d′ es una función. Pues si x, y, z ∈ G y n ∈ ω, como dn(x, y) 6 1,

entonces para cada n ∈ ω, 1
2n+1dn(x, y) 6 1

2n+1 , de aqúı se sigue

∞∑
n=0

1
2n+1dn(x, y) 6

∞∑
n=0

1
2n+1 ∈ R,

es decir, las sumas parciales son crecientes y están acotadas superiormente por un número
real, por lo tanto

∑∞
n=0

1
2n+1dn(x, y) ∈ R. Con esto sabemos que d′ es una función bien

definida.

1. Si d′(x, y) = 0 entonces
∑∞

n=0
1

2n+1dn(x, y) = 0. Por ello tenemos que d0(x, y) = 0,
pues si d0(x, y) > 0 entonces

0 < 1
2d0(x, y) 6

∞∑
n=0

1
2n+1dn(x, y),



1.2. ESPACIOS POLACOS 11

lo que seŕıa una contradicción. Por lo tanto, d0(x, y) = 0, y de aqúı que x = y.

Ahora si x = y, entonces para cada n ∈ ω, dn(x, y) = 0. Por lo tanto, d′(x, y) = 0.

2. Por otro lado, para cada n ∈ ω tenemos que 1
2n+1dn(x, y) 6 1

2n+1dn(x, z)+ 1
2n+1dn(z, y).

Por lo que:∑∞
n=0

1
2n+1dn(x, y) 6

∑∞
n=0( 1

2n+1dn(x, z) + 1
2n+1dn(z, y))

=
∑∞

n=0
1

2n+1dn(x, z) +
∑∞

n=0
1

2n+1dn(z, y).

La última igualdad se debe a que si
∑

n∈ω an y
∑

n∈ω bn son dos series convergentes.
Entonces

∑
n∈ω an∈ω +

∑
n∈ω bn =

∑
n∈ω(an + bn).

3. Por último, d′(x, y) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(x, y) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(y, x) = d′(y, x).

Con lo que concluimos que d′ es una distancia en G.

Procederemos ahora a probar que todo abierto en la topoloǵıa relativa con G es
abierto para la topoloǵıa inducida por d′. Para ello es suficiente probar que para cada
x ∈ G y para cada ε > 0, Bd′

ε
2

(x) ⊆ Bd0
ε (x) ∩ G. Efectivamente, sea y ∈ Bd′

ε
2

(x) ⊆ G,

trivialmente y ∈ G. Además, 1
2d0(x, y) 6 d′(x, y) < ε

2 , por lo tanto y ∈ Bd0
ε (x).

Rećıprocamente, todo abierto de la topoloǵıa inducida por d′ es abierto de la topoloǵıa
relativa. Para probarlo tendremos que hacer notar las siguientes afirmaciones.

AFIRMACIÓN(1): Para cada ε > 0 existe n0 ∈ ω tal que
∑∞

n=n0

1
2n+1 <

ε
2 .

Efectivamente: Como
∑m

n=0
1

2n+1 converge a alguna R ∈ R en la topoloǵıa usual de
R, entonces existe N ∈ ω tal que si n0 > N entonces

ε
2 > |

∞∑
n=0

1
2n+1 −

n0−1∑
n=0

1
2n+1 | = |

∞∑
n=n0

1
2n+1 | =

∞∑
n=n0

1
2n+1 ,

con lo cual hemos probado la Afirmación (1). �

AFIRMACIÓN(2): Para cada n0 ∈ ω y para cada ε > 0, existe δ0 > 0 tal que si para
todo n < n0 tenemos que dn(x, y) < δ0, entonces

∑
n<n0

1
2n+1dn(x, y) < ε

2 .

En efecto: Sea δ0 < ( ε2) 1∑
n<n0

1
2n+1

. Considérese x, y ∈ G tales que:

∀n < n0 : dn(x, y) < δ0.
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Con estas consideraciones tenemos lo siguiente:∑
n<n0

1
2n+1dn(x, y) <

∑
n<n0

1
2n+1 δ0

= δ0
∑

n<n0

1
2n+1

< ( ε2)(
∑

n<n0

1
2n+1 )−1(

∑
n<n0

1
2n+1 )

= ε
2 .

�

AFIRMACIÓN(3): Para cada δ0 > 0 y para cada x ∈ G, existe una sucesión de
conjuntos de la forma {Bdi

δi
(x)}i∈ω donde para cada i ∈ ω \ {0}, se tiene que 0 < δi < δ0

y Bdi
δi

(x) ⊆ Bdi−1

δi−1
(x).

En efecto: Para construir esta sucesión aplicaremos el principio de elecciones depen-
dientes. Consideremos:

A = {{Bdi
δi

(x)}i6k : k ∈ ω \ {0}; ∀i ∈ {1, . . . , k}, 0 < δi < δ0;

∀i ∈ {0, . . . , k − 1}, Bdi+1

δi+1
(x) ⊆ Bdi

δi
(x)}.

Primero observaremos que A 6= ∅.
Como para cada n ∈ ω, dn induce a la topoloǵıa relativa en Un, considerando Bd0

δ0
(x),

tenemos que x ∈ Bd0
δ0

(x) ∩ U1, por lo que Bd0
δ0

(x) ∩ U1 es un abierto en U1 distinto del

vaćıo, por esta razón existe δ̃1 > 0 tal que:

Bd1
δ̃1

(x) ⊆ Bd0
δ0

(x) ∩ U1 ⊆ Bd0
δ0

(x)

Sea δ1 > 0 tal que δ1 < mı́n{δ̃1, δ0}, entonces Bd1
δ1

(x) ⊆ Bd1
δ̃1

(x) ⊆ Bd0
δ0

(x); es decir, A 6= ∅.
Sobre el conjunto A consideramos la relación R:

• Sean {Bdi
δi

(x)}i6k1 , {Bdi
γi (x)}i6k2 elementos del conjunto A. Escribiremos

{Bdi
δi

(x)}i6k1R {Bdi
γi (x)}i6k2 si y sólo si:

1. {Bdi
δi

(x)}i6k1 ⊇ {Bdi
γi (x)}i6k2 ,

2. k1 = k2 + 1.

Sea {Bdi
δi

(x)}i6k ∈ A. Se tiene que Bdk
δk

(x) ∩ Uk+1 es abierto en X, pues sabemos

que Bdk
δk

(x) es abierto en (Uk, dk) y dk induce la topoloǵıa relativa sobre Uk. Entonces
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Bdk
δk

(x) = Vk ∩ Uk para algún Vk abierto de X, por lo que Bdk
δk

(x) ∩ Uk+1 es abierto en
Uk+1. Entonces existe δk+1 > 0 con δk+1 < δ0 tal que:

B
dk+1

δk+1
(x) ⊆ Bdk

δk
(x) ∩ Uk+1 ⊆ Bdk

δk
(x)

Luego, el principio de elecciones dependientes nos da una sucesión de abiertos con las
caracteŕısticas buscadas. �

De todo lo anterior concluimos lo siguiente: Sean ε > 0 y x ∈ G. Sabemos que
existe n0 ∈ ω tal que

∑∞
n=n0

1
2n+1 <

ε
2 (ver Afirmación(1)). Además, existe un δ0 > 0

tal que para todo natural n < n0, si dn(x, y) < δ0 entonces
∑

n<n0

1
2n+1dn(x, y) < ε

2

(ver Afirmación(2)). Tenemos que existe una sucesión {Bdi
δi

(x)}i∈ω tal que para toda

i ∈ ω \ {0}, 0 < δi < δ0 y Bdi
δi

(x) ⊆ B
di−1

δi−1
(x) (ver Afirmación(3)). En particular

B
dn0−1

δn0−1
(x) ∩ G es un abierto en G, pues B

dn0−1

δn0−1
(x) es un abierto en Un0−1. Entonces

existe V abierto en X tal que B
dn0−1

δn0−1
(x) = V ∩Un0−1, y como Un0−1 es un abierto en X,

entonces B
dn0−1

δn0−1
(x) es un abierto en X y B

dn0−1

δn0−1
(x) ∩G lo es en G.

Se afirma que B
dn0−1

δn0−1
(x) ∩ G ⊆ Bd′

ε (x). Sea y ∈ Bdn0−1

δn0−1
(x) ∩ G, entonces para cada

n < n0, tenemos que y ∈ Bdn(x)
δn

. Como para cada n < n0, δn < δ0, tenemos que:

∀n < n0 : dn(x, y) < δ0.

Por lo tanto,

d′(x, y) =
∞∑
n=0

1
2n+1dn(x, y) =

∑
n<n0

1
2n+1dn(x, y) +

∞∑
n=n0

1
2n+1dn(x, y) < ε

2 + ε
2 = ε

Es decir, y ∈ Bd′
ε (x). Luego, todo abierto en la topoloǵıa inducida por d′ es abierto en

la topoloǵıa relativa sobre G.
Por último, probaremos que G es un espacio métrico completo. Para esto, sea

{xm}m∈ω una sucesión de Cauchy en G para d′. Sean ε > 0 y n ∈ ω, entonces exis-
te N1 ∈ ω tal que si k,m > N1, d′(xk, xm) < ε; y como xr ∈ Un para cada n ∈ ω,
tenemos que {xm}m∈ω es una sucesión de Cauchy en cada Un para la métrica d′. Con-
siderando otra vez n ∈ ω, y por la observación, tenemos que existe N2 ∈ ω tal que si
m1,m2 > N2, dn(xm1 , xm2) 6 d′(xm1 , xm2) < ε. Por lo que {xm}m∈ω es una sucesión
de Cauchy en Un con respecto a dn. Como (Un, dn) es completo, entonces la sucesión
{xm}m∈ω converge a un Cn ∈ Un respecto a la distancia dn.

Además, la topoloǵıa de cada Un+1 es la inducida desde Un, con respecto a las métricas
dn+1 y dn, respectivamente.
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Se afirma que si para cada n ∈ ω, {xm}m∈ω converge a Cn en Un y a Cn+1 en Un+1,
entonces Cn = Cn+1.

En efecto: Sabemos que Un+1 es abierto en Un. Entonces existe r > 0 con r < ε
tal que Bdn

r (Cn+1) ⊆ Un+1. Además Bdn
r (Cn+1) ∩ Un+1 = Bdn

r (Cn+1); y tenemos que
Bdn
r (Cn+1) = V ∩ Un para algún V ⊆ X abierto para (X, τ). Por lo que Bdn

r (Cn+1) es
abierto en X, y de aqúı que Bdn

r (Cn+1) sea abierto en Un+1. Entonces existe r′ > 0 tal

que B
dn+1

r′ (Cn+1) ⊆ Bdn
r (Cn+1).

Por otro lado, como {xm}m∈ω converge a Cn+1 en la métrica dn+1, existe N1 ∈ ω tal
que si m > N1 entonces dn+1(xm, Cn+1) < min{r′, ε}. Pero, por construcción, tenemos

que B
dn+1

r′ (Cn+1) ⊆ Bdn
r (Cn+1). Por lo tanto, si m > N1 entonces dn(xm, Cn+1) < r < ε.

Es decir, {xm}m∈ω converge a Cn+1 en la métrica dn. Por lo tanto, Cn+1 = Cn.

Luego, podemos concluir que todos los Cn son iguales a un mismo C ∈ G.
Para finalizar se afirma que {xm}m∈ω converge a C en (G, d′). Para esto, sea ε > 0

fija. Entonces existe n0 ∈ ω tal que
∑∞

n=n0

1
2n+1 <

ε
2 (ver Afirmación(1)). Además, existe

un δ0 > 0 tal que para toda n < n0, si dn(C, y) < δ0 entonces
∑

n<n0

1
2n+1dn(C, y) < ε

2

(ver Afirmación(2)). Tenemos que existe una sucesión {Bdi
δi

(C)}i∈ω tal que para toda

i ∈ ω \ {0}, 0 < δi < δ0 y Bdi
δi

(C) ⊆ B
di−1

δi−1
(C) (ver Afirmación(3)). Como para toda

n < n0, la sucesión {xm}m∈ω converge a C en la métrica dn, entonces existe Ñ ∈ ω tal
que si m > Ñ , entonces para toda n < n0, dn(C, xm) < δn < δ0. Entonces si m > Ñ y
si n < n0, xm ∈ Bdn

δn
(C) ⊆ Un. Aśı pues, si m > Ñ ,

∀n < n0 : dn(xm, C) < δ0.

Luego,

∀m > Ñ :
∑
n<n0

1
2n+1dn(xm, C) < ε

2 .

Por lo tanto,
∀m > Ñ : d′(xm, C) < ε.

El siguiente teorema, junto con el teorema 1.2.18, nos hará ver que los subespacios
cerrados de un espacio polaco siempre son polacos.

1.2.19. Teorema. En un espacio metrizable, todo subconjunto cerrado es un conjunto
Gδ.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio metrizable con la métrica d. Sea C ⊆ X cerrado.
Si C = ∅ ó C = X entonces C es un Gδ. Aśı que podemos suponer que C 6= ∅ y C 6= X.
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Para cada ε > 0, consideremos al conjunto Bε(C) = {x ∈ X|d(x,C) < ε}. Se afirma
que para cada ε > 0, Bε(C) es abierto en X.

En efecto: Si X \ Bε(C) = ∅ entonces Bε(C) = X, por lo que tal conjunto es
abierto. Ahora, supóngase que X \Bε(C) 6= ∅. Considérese {xm}m∈ω una sucesión sobre
X \ Bε(C) tal que converge a algún x ∈ X. Si x ∈ Bε(C) entonces d(x,C) < ε, por lo
que existiŕıa z ∈ C tal que d(x, z) < ε. Luego, existiŕıa N ∈ ω tal que si n > N entonces
d(xn, x) < ε− d(x, z). Aśı pues, si n > N entonces

d(xn, C) 6 d(xn, z) 6 d(xn, x) + d(x, z) < ε;

es decir, si n > N se tiene que xn ∈ Bε(C), lo cual es una contradicción. Por lo tanto,
x /∈ Bε(C). En consecuencia, X \Bε(C) es cerrado y, de aqúı que, Bε(C) es abierto.

Observe ahora que C =
⋂∞
n=1B 1

n
(C). Efectivamente, por un lado, si x ∈ C entonces

d(x,C) 6 d(x, x) = 0, por lo tanto para cada n ∈ ω \ {0} tenemos que d(x,C) < 1
n . Por

otro lado, si x ∈
⋂∞
n=1B 1

n
(C) entonces d(x,C) < 1

n para cada n ∈ ω \ {0}. Si x ∈ X \C,

como X \ C es abierto, existe r > 0 tal que Br(x) ⊆ X \ C. Aśı que si z ∈ C entonces
d(x, z) > r. Pero existe n ∈ ω \ {0} tal que 1

n < r. Por ello d(x,C) > 1
n ; por lo tanto

x ∈ X \B 1
n

(C), lo cual seŕıa una contradicción. Por lo tanto x ∈ C.

De todo lo anterior se concluye que C es un conjunto Gδ.

Veremos ahora un teorema de la Topoloǵıa General que utilizaremos en muchas oca-
siones.

1.2.20. Teorema. Supongamos que (X, τ) es un espacio metrizable por una métrica
completa d. Sea {An}n∈ω una sucesión de conjuntos cerrados no vaćıos tales que, para
cada n ∈ ω, An+1 ⊆ An, y tal que la sucesión {diamd(An)}n∈ω converge a 0. Entonces⋂
n∈ω An = {x}, para algún x ∈ X.

Demostración. Para cada n ∈ ω, fijemos un único xn ∈ An. Con estos elementos fijos,
consideremos a la sucesión {xn}n∈ω. Probaremos que dicha sucesión es de Cauchy en la
métrica d. Para esto, sea ε > 0 fija, entonces existe N ∈ ω tal que diamd(AN ) < ε. Como
la sucesión {An}n∈ω es decreciente, tenemos que para cada m,n > N , d(xm, xn) < ε.
Con lo cual {xn}n∈ω es de Cauchy y converge a algún x ∈ X.

Por otro lado, sea j ∈ ω fija. Consideramos a la sucesión {xj+i}i∈ω, la cual es una
sucesión sobre Aj y convergente al punto x en la métrica d. Por lo tanto x ∈ Aj , puesto
que Aj es cerrado.

Por último, si exist́ıera otro punto y ∈
⋂
n∈ω An distinto de x, entonces para cada

k ∈ ω tenemos que diamd(An) > d(x, y) > 0. Pero {diamd(An)}n∈ω converge a 0. Aśı
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que existe N ∈ ω tal que n > N implica que diamd(An) < d(x, y) 6 diamd(An), lo cual
es una contradicción.

A continuación veremos cómo son los subespacios polacos de un espacio polaco.

1.2.21. Teorema. Todo subespacio polaco no vaćıo de un espacio polaco es un subcon-
junto Gδ.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco. Sea ∅ 6= Y ⊆ X tal que (Y, τY ) es polaco.
Sea d una métrica completa que induce a τ y sea d0 una métrica completa que induce a
τY . Como X es un espacio polaco, tenemos que existe una base numerable {Un}n∈ω para
(X, τ). Para cada n ∈ ω \ {0}, sea Vn la unión de todos aquellos abiertos W ∈ {Um}m∈ω
tales que W ∩ Y 6= ∅ y diamd0(W ∩ Y ) < 1

n .

Se afirma que Y = Y
d ∩

⋂
n∈ω\{0} Vn, donde Y

d
es la cerradura de Y con respecto a

la métrica d.

Efectivamente: Sea y ∈ Y . Como Y ⊆ Y
d
, tenemos que y ∈ Y

d
. Además para

cualquier n ∈ ω \{0}, se tiene que y ∈ Bd0
1

4n

(y). Como Bd0
1

4n

(y) es abierto en Y , para cada

n ∈ ω \ {0} existe W̃n abierto en (X, τ) tal que Bd0
1

4n

(y) = W̃n ∩ Y . Como y ∈ W̃n, existe

Umn ∈ {Um}m∈ω tal que y ∈ Umn ⊆ W̃n. Luego y ∈ Umn ∩ Y ⊆ W̃n ∩ Y = Bd0
1

4n

(y); es

decir, Umn ∩ Y 6= ∅ y diamd0(Umm ∩ Y ) < 1
n . Por lo tanto y ∈

⋂
n∈ω\{0} Vn.

Por otro lado, sea x ∈ Y d ∩
⋂
n∈ω\{0} Vn, entonces x ∈

⋂
n∈ω\{0} Vn. Por el axioma de

elección para conjuntos numerables, tomamos una sucesión {U ′mn}n∈ω\{0} de elementos
de la base {Um}m∈ω tales que para cada n ∈ ω \ {0}: x ∈ U ′mn , Y ∩ U ′mn 6= ∅ y
diamd0(Y ∩ Umn) < 1

n . Para cada n ∈ ω \ {0}, definimos:

Wn = Bd
1

4n

(x) ∩ U ′m1
∩ . . . ∩ U ′mn .

Cada conjunto Wn es abierto en (X, τ) y además Wn 6= ∅, pues x ∈ Wn. Por lo que

existe 0 < εn <
1

4n tal que Bd
εn(x) ⊆ Wn. Como x ∈ Y d

, Bd
εn(x) ∩ Y 6= ∅; lo que implica

que Wn ∩Y 6= ∅. También observemos que para cada n ∈ ω \ {0}, diamd(Wn) < 1
n (pues

Wn ⊆ Bd
1

4n

(x)) y que Wn+1 ⊆Wn.

Consideremos ahora la siguiente sucesión de conjuntos: {Wn ∩ Y
d0}n∈ω. No es dif́ıcil

demostrar que para cada n ∈ ω \ {0}, diamd0(Wn ∩ Y ) = diamd0(Wn ∩ Y
d0).

Aśı pues, tenemos que
⋂
n∈ω\{0}Wn ∩ Y

d0 = {y} para alguna y ∈ Y .

Sea ahora n ∈ ω \ {0} arbitrario. Sabemos que x ∈ Wn, por lo que x ∈ Wn
d
.

Además y ∈Wn ∩ Y
d0 ⊆Wn

d0 ∩ Y d0 , entonces y ∈Wn
d

(pues y ∈Wn
d0 ⊆Wn

d
). Como
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diamd(Wn
d
) = diamd(Wn) < 1

n , se concluye que d(x, y) < 1
n para cada n ∈ ω \ {0}, de

aqúı se sigue que d(x, y) = 0. Entonces y = x. Pero y ∈ Y , por lo tanto x ∈ Y .

De esta manera, podemos concluir que Y = Y
d∩

⋂
n∈ω\{0} Vn. Por el teorema 1.2.19,

Y
d

es un Gδ. Se sigue que Y también es un conjunto Gδ.

1.2.22. Teorema. Todo producto finito de espacios polacos es un espacio polaco.

Demostración. Sean (X0, τ0), . . . , (Xm, τm) una familia finita de espacios polacos no
vaćıos. Sea X =

∏m
n=0Xn con la topoloǵıa producto de Tychonoff. Vamos a demostrar

que X es polaco. Para cada n ∈ {0, . . . ,m}, sea dn una métrica completa fija que induzca
la topoloǵıa de (Xn, τn) y que tome valores menores o iguales que uno.

Definimos la relación d : X ×X → R dada por:

d(x, y) =
m∑
n=0

1
2n+1dn(xn, yn),

donde xn = x(n) y yn = y(n). No es dif́ıcil demostrar que d es una métrica sobre X.
Procederemos ahora a mostrar que la distancia d induce la topoloǵıa producto de

Tychonoff.
Sea ∅ 6= A ⊆ X un abierto sobre el producto de Tychonoff y sea x ∈ A. Para cada ε >

0 y para cada n ∈ {0, . . . ,m}, definimos Bn
ε (x) =

⋂n
i=0 Π−1

i (Bdi
ε (xi)), donde para cada

i ∈ {0, . . . , n}, xi = x(i) y Πj :
∏m
i=1Xi → Xj es la j-ésima función proyección. Como A

es abierto en el producto de Tychonoff, tenemos que existen ε > 0 y n ∈ {0 . . . ,m} tales
que Bn

ε (x) ⊆ A. Se afirma que Bd
ε

2n+1
(x) ⊆ Bn

ε (x). Efectivamente, sea y ∈ Bd
ε

2n+1
(x),

entonces d(y, x) < ε
2n+1 , por lo que si i ∈ {0, . . . , n} tenemos que 1

2i+1di(xi, yi) <
1

2n+1 ε.

Por lo tanto di(xi, yi) <
2i+1

2n+1 ε 6 ε; es decir, y ∈ Bn
ε (x). Luego, los abiertos del producto

de Tychonoff son abiertos para la topoloǵıa inducida por la métrica d.
Por otro lado, sean ε > 0 y x ∈ X, consideramos Bd

ε (x). Se afirma que Bm
ε

m+1
(x) ⊆

Bd
ε (x). Sea y ∈ Bm

ε
m+1

(x), entonces di(xi, yi) <
ε

m+1 para cada i ∈ {0, . . . ,m}. Aśı

pues d(x, y) =
∑m

n=0
1

2n+1dn(xn, yn) 6
∑m

n=0 dn(xn, yn) <
∑m

n=0
ε

m+1 = ε. Luego, y ∈
Bm

ε
m+1

(x). Por lo tanto la topoloǵıa inducida por la métrica d coincide con la topoloǵıa

producto de Tychonoff.
Por otra parte, como para cada n ∈ {0, . . . ,m}, (Xnτn) es polaco. Entonces para

cada n ∈ {0, . . . ,m}, podemos considerar una base numerable Un para Xn.

Definamos U = {
⋂n
i=0 Π−1

i (ui)|n ∈ {0, . . . ,m};ui ∈ Ui}. Se afirma que la familia U
es una base numerable para la topoloǵıa producto para X.
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En efecto: Sean A ⊆ X un abierto no vaćıo y x ∈ A. Como A es abierto en
X, existe ε > 0 tal que Bd

ε (x) ⊆ A. Además, para cada n ∈ {0, . . . ,m}, Bdn
ε
2

(xn) es

abierto en Xn. De aqúı que existe Un ∈ Un tal que xn ∈ Un ∈ Bdn
ε
2

(xn). Conside-

ramos U =
⋂m
n=0 Π−1

n (Un). Sea y ∈ U , entonces para cada n ∈ {0, . . . ,m} se tiene
que 1

2n+1dn(xn, yn) < 1
2n+2 ε, con lo que d(x, y) =

∑m
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) < ε

∑m
n=0

1
2n+2 =

ε2m+1−1
2m+2 < ε. Por lo tanto, y ∈ Bd

ε (x) ⊆ A. Además x ∈ U . Por lo que U es una
base para X. Esta base es numerable, pues para cada n ∈ {0, . . . ,m}, Un es numerable,
y como para cada k ∈ ω, ωk tiene la misma cardinalidad que ω, entonces U es numerable.

Debido a que todo espacio topológico que cumple 2AN es separable, se concluye que
X lo es.

Por último, verificaremos que X es completo. Para esto, si {xi}i∈ω es una sucesión de
Cauchy en el producto, tenemos que si ε > 0 y n ∈ {0, . . . ,m}, entonces existe N ∈ ω tal
que i, j > N implica que d(xi, xj) < 1

2n+1 ε. Aśı pues para cada n ∈ {0, . . . ,m}, si i, j > N

entonces 1
2n+1dn(xin, x

j
n) 6 d(xi, xj) < 1

2n+1 ε. Por lo tanto, para cada n ∈ {0, . . . ,m},
{xin}i∈ω es una sucesión de Cauchy en Xn. Luego, cada sucesión {xin}i∈ω converge a un
elemento xn ∈ Xn.

Consideramos x : ω →
⋃m
i=0Xi dada por x(i) = xi. Se afirma que la sucesión {xi}i∈ω

converge a un punto x en la métrica d.

Efectivamente: Sean ε > 0 y n ∈ {0, . . . ,m}. Tenemos que existe Nn ∈ ω tal que si

i > Nn, entonces dn(xin, xn) < ε(2n+1)
2(m+1) . Sea N = max{N0, . . . , Nm}. Si i > N entonces

d(xi, x) =
m∑
n=0

1
2n+1dn(xin, xn) <

m∑
n=0

1
2n+1

ε(2n+1)
2(m+1) = ε

2 < ε.

Por lo que la sucesión {xi}i∈ω converge a x. Se concluye entonces que d es completa y
X es un espacio polaco.

El siguiente teorema generaliza al anterior y nos servirá al trabajar con los espacios
de sucesiones, en particular con el espacio de Baire y el de Cantor.

1.2.23. Teorema. Todo producto infinito numerable de espacios polacos no vaćıos es
un espacio polaco.

Demostración. Sea {Xn}n∈ω una familia infinita numerable de espacios polacos no
vaćıos. Sea X =

∏∞
n=0Xn. Para cada n ∈ ω, denotemos por τn a la topoloǵıa del

conjunto Xn, además consideremos una métrica completa dn para Xn cuyos valores sean
menores o iguales que uno.



1.2. ESPACIOS POLACOS 19

Definimos d : X ×X → R dada por:

d(x, y) =
∞∑
n=0

1
2n+1dn(xn, yn).

La relación d es una distancia en X. En efecto: Sean x, y, z ∈ X, por notación si
i ∈ ω, entonces xi = x(i), yi = y(i) y zi = z(i).

Primero notemos que

d(x, y) =
∞∑
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) 6

∞∑
n=0

1
2n+1 ∈ R.

Además para cada n ∈ ω, dn(xn, yn) tiene un único valor. Por lo tanto d es una función
bien definida.

1. Si d(x, y) = 0 entonces
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, yn) = 0. Si exist́ıera m ∈ ω tal que
dm(xm, ym) > 0, entonces 0 < 1

2m+1dm(xm, ym) 6
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, yn), lo que
seŕıa una contradicción. Por lo tanto para cada m ∈ ω, dm(xm, ym) = 0; es decir,
∀m ∈ ω, xm = ym, y de aqúı que x = y.

Rećıprocamente, si x = y, entonces xn = yn para cada n ∈ ω, lo que implica que:
∀n ∈ ω, dn(xn, yn) = 0. Por lo tanto d(x, y) = 0.

2. Por otro lado
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, yn) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(yn, xn). Por lo que d(x, y) =
d(y, x).

3. En cuanto a la desigualdad del triángulo tenemos que

d(x, y) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, yn)
6

∑∞
n=0

1
2n+1 (dn(xn, zn) + dn(zn, yn))

=
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, zn) +
∑∞

n=0
1

2n+1dn(zn, yn).

La última igualdad se debe a que
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, zn) y
∑∞

n=0
1

2n+1dn(zn, yn) son
series convergentes. Por lo tanto d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y).

Con lo que se concluye que d es una métrica.
Ahora, procederemos a demostrar que d induce la topoloǵıa producto de

∏
n∈ωXn.

Obviamente en ambas topoloǵıas se encuentra el conjunto vaćıo.
Sea ∅ 6= A ⊆ X un abierto sobre la topoloǵıa del producto de Tychonoff de X. Sea

x ∈ A y por notación consideraremos para cada i ∈ ω, xi = x(i). Para cada ε > 0 y cada
m ∈ ω definimos Bm

ε (x) =
⋂m
i=0 Π−1

i (Bdi
ε (xi)), donde para cada i ∈ ω, Πi : X → Xi es la

i-ésima proyección. Como A es un abierto distinto del vaćıo en el producto de Tychonoff,
se tiene que existen ε > 0 y m ∈ ω tales que Bm

ε (x) ⊆ A.
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Se afirma que Bd
ε

2m+1
(x) ⊆ Bm

ε (x). Efectivamente: Sea y ∈ Bd
ε

2m+1
(x), entonces

d(y, x) < ε
2m+1 . Sea i 6 m entonces

1
2i+1di(xi, yi) 6

∞∑
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) < ε

2m+1 .

Luego, di(xi, yi) <
2i+1

2m+1 ε 6 ε; es decir yi ∈ Bdi
ε (xi). Por lo tanto y ∈ Bm

ε (x). De aqúı
concluimos que los abiertos del producto de Tychonoff son abiertos para la topoloǵıa
inducida por la métrica d.

Rećıprocamente, ya sabemos que para cada ε > 0 existem ∈ ω tal que
∑∞

n=m+1
1

2n+1 <
ε
2 .

Además para cada m ∈ ω \ {0} existe δ > 0 tal que

∀n 6 m, dn(xn, yn) < δ implica que
m∑
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) < ε

2 .

Pues si δ < ( ε2) 1∑m
n=0

1
2n+1

entonces:

∑m
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) <

∑m
n=0

1
2n+1 δ

= δ
∑m

n=0
1

2n+1

< ( ε2) 1∑m
n=0

1
2n+1

∑m
n=0

1
2n+1

= ε
2 .

Por lo tanto, dada ε > 0, consideraremos m ∈ ω de la primera observación y δ > 0
de la segunda con respecto a la m recién escogida. De estas elecciones se afirma que
Bm
δ (x) ⊆ Bd

ε (x). En efecto: Sea y ∈ Bm
δ (x). Entonces para cada i 6 m, di(xi, yi) < δ.

Luego ∑∞
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) =

∑m
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) +

∑∞
n=m+1

1
2n+1dn(xn, yn)

< ε
2 + ε

2
= ε.

Por lo tanto y ∈ Bε(x).
Con todo lo anterior podemos ya concluir que la topoloǵıa inducida por la métrica d

en X coincide con la topoloǵıa producto de Tychonoff en X.
Ahora, como para cada n ∈ ω, Xn es un espacio polaco, entonces tomamos una única

base numerable Un para Xn. Consideramos al siguiente conjunto U = {
⋂m
i=0 Π−1

i (ui)|m ∈
ω;ui ∈ Ui}. Se afirma que U es una base numerable para X.

Sea ∅ 6= A ⊆
∏∞
n=0Xn un abierto y x ∈ A. Como A es abierto, entonces existe

ε > 0 tal que Bd
ε (x) ⊆ A. Además, tenemos que por la propiedad arquimediana, existe
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N ∈ ω tal que 1 < 2N ε. Sabemos que para cada n ∈ {0, . . . , N}, Bdn
ε
2

(xn) es un abierto

en Xn. Tomamos un único Un ∈ Un tal que xn ∈ Un ⊆ Bdn
ε
2

(xn). Con esto en mente,

consideramos al conjunto U =
⋂N
n=0 Π−1

n (Un). Probaremos que x ∈ U ⊆ A.
Por ello, sean y ∈ U y n ∈ {0, . . . , N}, tenemos que 1

2n+1dn(xn, yn) < 1
2n+2 ε. Recor-

dando que si r 6= 1 y s =
∑n−1

i=0 ar
i, entonces s = a1−rn

1−r . En particular:∑N
n=0

1
2n+1dn(xn, yn) <

∑N
n=0

1
2n+2 ε

= ε
∑N

n=0
1

2n+2

= ε( 1
22

)
∑N

n=0
1

2n

= ε( 1
22

)
1− 1

2N+1

1−1
2

= 1
22
ε

1− 1
2N+1

1
2

= 1
2ε(1−

1
2N+1 )

= ε(1
2 −

1
2N+2 )

= ε2N+1−1
2N+2 .

Por lo tanto
∑N

n=0
1

2n+1dn(xn, yn) < ε(2N+1−1
2N+2 ).

Mientras que para n > N , tenemos que dn(xn, yn) 6 1, aśı pues
∑∞

n=N+1
1

2n+1dn(xn, yn) 6∑∞
n=N+1

1
2n+1 =

∑∞
n=0

1
2n+N+2 = 1

2N+2

∑∞
n=0

1
2n = ( 1

2N+2 ) 1

1−1
2

= 1
2N+1 <

ε
2 ; luego

∞∑
n=N+1

1
2n+1dn(xn, yn) < ε

2 .

Utilizando estas dos últimas observaciones, se tiene que:

d(x, y) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xn, yn)

=
∑N

n=0
1

2n+1dn(xn, yn) +
∑∞

n=N+1
1

2n+1dn(xn, yn)

< ε(2N+1−1
2N+2 ) + ε

2

= ε(2N+1−1+2N+1

2N+2 )

= ε(2N+2−1
2N+2 )

< ε.

Por lo tanto y ∈ Bd
ε (x) ⊆ A.

Además observemos que x ∈ U . Con lo que se concluye que U es una base para X.
Note que esta base es numerable, pues para cada n ∈ ω, Un es numerable, y

⋃
k∈ω ω

k

tiene la misma cardinalidad que ω. Por lo tanto X cumple el 2AN. De aqúı se sigue que
X es separable.
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Por último, demostraremos que X =
∏
n∈ωXn es completo. Para esto, sea {xi}i∈ω

una sucesión de Cauchy en el producto. Sea n ∈ ω fija, se afirma que {xin}i∈ω es una
sucesión de Cauchy en Xn. Sea ε > 0 fija, entonces existe N ∈ ω tal que si i, j > N ,
d(xi, xj) < ε

2n+1 . Aśı pues, si i, j > N , 1
2n+1dn(xin, x

j
n) 6 d(xi, xj) < ε

2n+1 . Por lo tanto
{xin}i∈ω es de Cauchy en Xn. Por ende, para cada n ∈ ω, la sucesión {xin}i∈ω converge a
un punto xn ∈ Xn. Con esta notación, definimos al elemento x : ω →

⋃
i∈ωXi dada por

x(i) = xi.

Se afirma que {xi}i∈ω converge a x en la métrica d.

En efecto: Sea ε > 0 fija, entonces existe m ∈ ω tal que
∑∞

n=m+1
1

2n+1 <
ε
2 . Tenemos

que para cada n ∈ {0, . . . ,m} fija, existe Nn ∈ ω tal que si i > N entonces dn(xin, xn) <
ε(2n+1)
2(m+1) . Consideremos N = max{N0, . . . , Nm}. Tómese i > N , entonces:

d(xi, x) =
∑∞

n=0
1

2n+1dn(xin, xn)
=

∑m
n=0

1
2n+1dn(xin, xn) +

∑∞
n=m+1

1
2n+1dn(xin, xn)

<
∑m

n=0
1

2n+1
ε(2n+1)
2(m+1) + ε

2

= ε
2 + ε

2
= ε.

Luego, la sucesión {xi}i∈ω converge a x, y por lo tanto d es una métrica completa, con
lo que se concluye que X es un espacio polaco.

Ahora, con el teorema inmediato anterior, tenemos un resultado inmediato rela-
cionado con la siguiente definición.

1.2.24. Definición. El cubo de Hilbert es el espacio H = Iω con la topoloǵıa de Ty-
chonoff, donde I = [0, 1].

Como todo producto numerable de espacios polacos es polaco y el espacio I es polaco
como subespacio de R, tenemos que H es polaco. Además, H tiene la siguiente propiedad
universal.

1.2.25. Teorema. Todo espacio métrico separable no vaćıo es homeomorfo a un sub-
espacio del cubo de Hilbert.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio métrico separable con métrica d la cual toma
valores menores o iguales que uno. Sea D = {xi}i∈ω un subconjunto denso numerable
en X. Definimos la función f : X → H por medio de f(x) = {d(x, xi)}i∈ω.

Procederemos a probar que la función f es continua sobre X. Sean x ∈ X y A un
abierto en H tal que f(x) ∈ A. Entonces existen Bα0 , . . . , Bαm abiertos en [0, 1] tales
que f(x) ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi (Bαi) ⊆ A. Como Bα0 , . . . , Bαm son abiertos en [0, 1] y además
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Παj (f(x)) = d(x, xαj ) ∈ Bαj para cada j ∈ {0, . . . ,m}, entonces existe ε > 0 tal que
d(x, xαj ) ∈ Be

ε (d(x, xαj )) ∩ [0, 1] ⊆ Bαj para cada j ∈ {0, . . . ,m}, donde Be
ε (d(x, xαj ))

denota la bola abierta para la topoloǵıa euclidiana de radio ε y con centro en d(x, xαj ).
Aśı pues, como f(x) = {d(x, xi)}i∈ω ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi (Be
ε (d(x, xαi)) ∩ [0, 1]) ⊆ A. Ahora, sea

j ∈ {0, . . . ,m}, consideramos al conjunto Π−1
αj (Be

ε (d(x, xαj )) ∩ [0, 1]), como la función
d(i, xαj ) es continua sobre X, se tiene que existe δj > 0 tal que si d(x, y) < δj entonces
|d(y, xαj )− d(x, xαj )| < ε. Sea δ = min{δ0, . . . , δm}.

Se afirma que:

∀j ∈ {0, . . . ,m} : f [Bd
δ (x)] ⊆ Π−1

αj [Be
ε (d(x, xαj ))] ∩ [0, 1]).

En efecto: Sean y ∈ f [Bd
δ (x)] y j ∈ {0, . . . ,m}. Existe z ∈ Bd

δ (x) ⊆ Bd
δj

(x) tal que

f(z) = y; es decir z ∈ Bd
δj

(x). Se tiene que d(x, z) < δj , entonces |d(z, xαj )−d(x, xαj )| <
ε. De esta manera se tiene lo siguiente: Παj (y) = Παj (f(z)) = Παj ({d(z, xi)}i∈ω) =
d(z, xαj ) ∈ Be

ε (d(x, xαj )).

Además x ∈ Bd
δ (x). Por lo tanto f es una función continua.

También se tiene que f es inyectiva. Pues si exist́ıeran x, y ∈ X con x 6= y y
f(x) = f(y). Entonces existiŕıa ε > 0 tal que Bd

ε (x) ∩ Bd
ε (y) = ∅. Por un lado, como D

es denso sobre X, existe xi ∈ D ∩ Bd
ε (x), y como f(x) = f(y), d(y, xi) = d(x, xi) < ε,

por lo que xi ∈ Bd
ε (y), lo cual seŕıa una contradicción. Por lo tanto f es inyectiva.

Por último probaremos que f es un homeomorfismo en su imagen. Para esto tomare-
mos una sucesión en f [X] que converja a un punto en f [X]. Supóngase que la sucesión
en cuestión es de la forma {f(xi)}i∈ω y el ĺımite es f(x), donde x ∈ X y xi ∈ X para
cada i ∈ ω. Vamos a demostrar que {xi}i∈ω converge a x. Para ello, sea n ∈ ω fija.
Consideramos al elemento xn ∈ D.

Se afirma que limi d(xi, xn) = d(x, xn). En efecto: Sea ε > 0 fija. Sabemos que
limi f(xi) = f(x), entonces existe Nn ∈ ω tal que si m > Nn entonces δ(f(xm), f(x)) <
ε

2n+1 , donde δ es la métrica de H; expĺıcitamente, δ(x, y) =
∑∞

j=0
1

2j+1dj(xj , yj) =∑∞
j=0

1
2j+1 |xj − yj |. Aśı pues, para cada n ∈ ω, si m > Nn entonces 1

2n+1 |d(xm, xn) −
d(x, xn)| 6 δ(f(xm), f(x)) < ε

2n+1 . Luego, ∀m > Nn: |d(xm, xn) − d(x, xn)| < ε. Por lo
tanto limi d(xi, xn) = d(x, xn).

Con todo lo anterior en mente, sea ε > 0 fija, como D es denso, existe n ∈ ω tal que
d(x, xn) < ε

(2)(4) . Por otro lado, como limi d(xi, xn) = d(x, xn), entonces existe N ∈ ω
tal que para toda i > N , se tiene que d(xi, xn)−d(x, xn) 6 |d(xi, xn)−d(x, xn)| < ε

(4)(2) .

Entonces d(xi, xn) < ε
(4)(2) + d(x, xn) < ε

(4)(2) + ε
(4)(2) = ε

4 < ε
2 . Por lo que si i > N ,

d(xi, x) 6 d(xi, xn) + d(xn, x) < ε
2 + ε

8 = 5
8ε < ε. Por lo tanto {xi}i∈ω converge al punto

x con la métrica d.
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A continuación se demostrará un teorema que utilizaremos para poder metrizar a
algunos espacios topológicos.

1.2.26. Teorema. Sean Y y Z dos espacios topológicos, donde Z es metrizable. Si
existe un homeomorfismo G : Y → Z entonces Y es metrizable.

Demostración. Sea d : Z × Z → R una métrica que induce la topoloǵıa de Z. Consi-
deramos D : Y × Y → R dada por:

D(x, y) = d(G(x), G(y)),

esta función es una métrica sobre Y . En efecto: Sean x, y, z ∈ Y , tenemos que:

D(x, y) = 0 ⇐⇒ d(G(x), G(y)) = 0
⇐⇒ G(x) = G(y)
⇐⇒ x = y.

Por otro lado, D(x, y) = d(G(x), G(y)) = d(G(y), G(x)) = D(y, x).

Por último, D(x, y) = d(G(x), G(y)) 6 d(G(x), G(z)) + d(G(z), G(y)) = D(x, z) +
D(z, y). Por lo tanto D es una métrica sobre Y .

Resta probar que D induce la topoloǵıa de Y .
Sean ∅ 6= A ⊆ Y abierto para la topoloǵıa de Y y y ∈ A, entonces G(y) ∈ G(A),

y como G(A) es un abierto sobre Z, entonces existe ε > 0 tal que Bd
ε (G(y)) ⊆ G(A).

Se afirma que BD
ε (y) ⊆ A. Efectivamente: Sea z ∈ BD

ε (y), entonces d(G(y), G(z)) =
D(y, z) < ε, entonces G(z) ∈ BD

ε (G(y)) ⊆ G(A), por lo tanto z ∈ A.
Por otro lado, sean ∅ 6= A ⊆ Y abierto para la topoloǵıa inducida por D y y ∈

A, entonces existe ε > 0 tal que BD
ε (y) ⊆ A. Se afirma que G(BD

ε (y)) = Bd
ε (G(y)).

En efecto: Sea z ∈ G(BD
ε (y)), entonces existe z0 ∈ BD

ε (y) tal que G(z0) = z, aśı
pues, d(G(y), z) = d(G(y), G(z0)) = D(y, z0) < ε; es decir z ∈ Bd

ε (G(y)). Ahora, si
z ∈ Bd

ε (G(y)), por un lado existe z0 ∈ Y tal que G(z0) = z. Entonces D(z0, y) =
d(z,G(y)) < ε. Luego z0 ∈ BD

ε (y), por lo tanto z ∈ G(BD
ε (y)).

Con todo lo anterior se concluye que Y es metrizable.

El siguiente teorema nos será útil a la hora de tratar espacios homeomorfos en el que
al menos uno de ellos es polaco.

1.2.27. Teorema. Sean X,Y espacios topológicos y F : X → Y un homeomorfismo. Si
X es polaco entonces Y también lo es.

Demostración. Consideramos F−1 : Y → X la inversa de F , claramente también F−1

es un homeomorfismo. Sea d una métrica completa sobre X que induce la topoloǵıa de
X y sea ∆ un subconjunto denso numerable de X.
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Consideramos D : Y × Y → R dada por:

D(x, y) = d(F−1(x), F−1(y)).

Ya sabemos que D es una métrica y que induce la topoloǵıa de Y .
Se afirma que D es completa. En efecto: Sea {yi}i∈ω una sucesión de Cauchy sobre

Y . Consideramos la sucesión {F−1(yi)}i∈ω, la cual es una sucesión sobre X. Además
{F−1(yi)}i∈ω es una sucesión de Cauchy sobre X, pues si ε > 0, como {yi}i∈ω es de
Cauchy, existe N ∈ ω tal que si m,n > N entonces d(F−1(yn), F−1(ym)) = D(yn, ym) <
ε. Como d es completa, entonces {F−1(yi)}i∈ω converge a algún punto x ∈ X con la
métrica d. Se probará que {yi}i∈ω converge a F (x) en la métrica D. Para esto, sea ε > 0
como {F−1(yi)}i∈ω converge, existe N ∈ ω tal que si n > N entonces D(yn, F (x)) =
d(F−1(yn), x) < ε. Por lo tanto {yi}i∈ω converge a F (x).

Por último se afirma que F (∆) es un subconjunto denso numerable de Y . En efecto:
Como F es una biyección, entonces la cardinalidad de F (∆) es igual a la del conjunto
∆, el cual es numerable. Además, ya sabemos que F−1(BD

ε (y)) = Bd
ε (F−1(y)). Como

∅ 6= Bd
ε (F−1(y)) ∩ ∆, entonces ∅ 6= F [Bd

ε (F−1(y)) ∩ ∆] = F [Bd
ε (F−1(y))] ∩ F [∆] =

F [F−1(BD
ε (y))] ∩ F [∆] = BD

ε (y) ∩ F [∆].
Todo lo anterior nos permite concluir que Y es polaco.

El siguiente teorema nos ofrece una observación muy importante acerca de los espacios
polacos y el espacio de Hilbert.

1.2.28. Teorema. Todo espacio polaco no vaćıo X es homeomorfo a un subconjunto
Gδ de H. Además, todo Gδ en H es polaco.

Demostración. Ya sabemos que todo subconjunto Gδ de un polaco es polaco. Y como
H es polaco, se tiene que todo Gδ en H es polaco.

Por otro lado, sea X un espacio polaco no vaćıo. Entonces X es separable, por lo
que existe F : X → F [X] ⊆ H homeomorfismo. Luego, F [X] es polaco, y por lo tanto
F [X] es un conjunto Gδ en H.

1.3 Espacios compactos

Enseguida se presentará la noción de espacio compacto, y posteriormente se mostrarán
algunos teoremas básicos con respecto a este tipo de espacios. Es importante mencionar
que las demostraciones de los teoremas se harán sin utilizar el axioma de elección arbi-
trario, y en lugar de ello se utilizará el principio de elecciones dependientes o el axioma
de elecciones para conjuntos numerables.

1.3.1. Definición. Un espacio de Hausdorff K es compacto si de toda cubierta abierta
de K se le puede extraer una subcubierta finita.
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La siguiente definición nos será útil.

1.3.2. Definición. Sea X un conjunto. Si {xn}n∈ω es una sucesión de X, diremos que
una función χ : {0, . . . , r} → X para alguna r ∈ ω es una subsucesión truncada de
{xn}n∈ω si existe {xnk}k∈ω una subsucesión de {xn}n∈ω tal que xnj = χ(j), para cada
j ∈ {0, . . . , r}.

1.3.3. Teorema. Sea X métrico compacto no vaćıo con métrica d. Entonces toda
sucesión sobre X tiene una subsucesión convergente.

Demostración. Sea {xn}n∈ω una sucesión sobre X. Consideremos al conjunto A =
{xn|n ∈ ω}. Construiremos una subsucesión convergente considerando dos casos.

Caso(1): Existe x ∈ X tal que, para cada r > 0, Br(x) ∩ A es un conjunto infinito
numerable.

Definamos:

A = {{yn}n6k subsucesión truncada de {xn}n∈ω|k ∈ ω; para cada m ∈ ω,

ym ∈ B 1
m+1

(x) ∩A}.

Por hipótesis, para r = 1 el conjunto B1(x) ∩ A es infinito numerable. Sea xi, donde
i ∈ ω es el mı́nimo tal que xi ∈ B1(x)∩A. Consideremos a la sucesión truncada {yn}n60

dada por y0 = xi. Note que {yn}n60 ∈ A. Por lo tanto, A 6= ∅.

• Sobre A consideramos la siguiente relación R:
Si {yn}n6k1 y {zn}n6k2 pertenecen a A. Diremos que {yn}n6k1R {zn}n6k2 si:

1. {yn}n6k1 ⊇ {zn}n6k2 ,

2. k1 = k2 + 1.

Sea {yn}n6k ∈ A, consideramos yk ∈ B 1
k+1

(x)∩A, como {yn}n6k es una subsucesión

truncada de {xn}n∈ω, entonces existe i ∈ ω tal que yk = xi. Por otro lado, B 1
k+2

(x) ∩

(A \ {x0, . . . , xi}) 6= ∅, sea j ∈ ω mı́nimo tal que xj ∈ B 1
k+2

(x) ∩ (A \ {x0, . . . , xi}).

Definimos {zn}n6k+1 dada por:

zr =

{
yr si r ∈ {0, . . . , k}
xj si r = k + 1.

Por el principio de elecciones dependientes, existe F : ω → A tal que

∀n ∈ ω : F (n+ 1)RF (n).
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Tomamos {χn}n∈ω =
⋃
r∈ω F (r), tenemos que {χn}n∈ω =

⋃
r∈ω F (r) converge al punto

x y es una subsucesión de {xn}n∈ω.

Caso(2): Para cada x ∈ X existe r(x) > 0 tal que Br(x)(x) ∩A es finito.

Sea B = {Br(x)|x ∈ X; r > 0;Br(x) ∩ A es finito}. Se afirma que
⋃
B = X. En

efecto: Obviamente
⋃
B ⊆ X. Sea x ∈ X, por hipótesis, existe r(x) > 0 tal que el

conjunto Br(x)(x)
⋂
A es finito; por lo que x ∈

⋃
B. Como X es compacto, existen

β0, . . . , βk ∈ B tales que X =
⋃k
i=0 βi, entonces X seŕıa finito.

Se afirma que existe x ∈ X tal que para toda n ∈ ω, existe m(n) > n tal que
x = xm(n). En efecto: Supóngase que para toda x ∈ X existe n(x) ∈ ω tal que para cada
m > n(x), x 6= xm. Como X es finito, entonces X = {r0, . . . , rs} para alguna s ∈ ω. Sea
a ∈ {0, . . . , s} fijo, entonces existe n(ra) ∈ ω tal que para cada m > n(ra), ra 6= xm. Sea
N > max{n(r0), . . . , n(rs)}, entonces para cada b ∈ {0, . . . , s}, rb 6= xN , lo cual seŕıa
una contradicción. Por lo tanto, existe x ∈ X tal que ∀n ∈ ω, existe m(n) > n tal que
x = xm(n).

Consideramos:

A = {{yn}n6k subsucesión truncada de {xn}n∈ω|k ∈ ω; para cadam ∈ {0, . . . , k}, ym = x}

Por hipótesis, para n = 0, existe m(0) > 0 tal que x = xm(0); definimos {yn}n60 dada
por y0 = xm(0) = x. Note que {yn}n60 ∈ A, por lo que A 6= ∅.

• Sobre A consideramos la siguiente relación R:
Si {yn}n6k1 y {zn}n6k2 pertenecen a A. Diremos que {yn}n6k1R {zn}n6k2 si:

1. {yn}n6k1 ⊇ {zn}n6k2 ,
2. k1 = k2 + 1.

Sea {yn}n6k ∈ A, entonces existe r ∈ ω tal que yk = xr, pues {yn}n6k es una
subsucesión truncada de {xn}n∈ω. Aśı pues, existem(r) > r tal que x = xm(r). Definimos
{zn}n6k+1 dada por:

zj =

{
zj = yj = x si j ∈ {0, . . . , k}
zj = xm(r) = x si j = k + 1.

Por el principio de elecciones dependientes, existe F : ω → A función tal que

∀n ∈ ω : F (n+ 1)RF (n).

Consideramos {χn}n∈ω =
⋃
k∈ω F (k), el cual es una subsucesión de {xn}n∈ω tal que

∀n ∈ ω : χn = x
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Sea ε > 0, si n > 0, entonces d(χn, x) = d(x, x) = 0 < ε. Por lo tanto {χn}n∈ω es una
subsucesión de {xn}n∈ω que es convergente.

A los espacios métricos con la propiedad de que toda sucesión tiene una subsucesión
convergente se les conoce como secuencialmente compactos.

1.3.4. Definición. Sea (X, d) un espacio métrico. X es secuencialmente compacto si
toda sucesión sobre X tiene una subsucesión convergente.

1.3.5. Teorema. Sea X un espacio de Hausdorff no vaćıo y K subespacio compacto no
vaćıo de X, entonces K es cerrado en X.

Demostración. Sea X un espacio de Hausdorff y ∅ 6= K ⊆ X compacto. Si X \K = ∅,
entonces X = K, y se tendŕıa el resultado. Por otro lado, sea y ∈ X \K. Consideremos
al conjunto B = {B ⊆ X abierto|∃V ⊆ X abierto tal que y ∈ V ∧ V ∩B = ∅}.

Se afirma que K ⊆
⋃
B. En efecto: Sea x ∈ K, como y ∈ X \K, entonces x 6= y. Por

otro lado, como X es Hausdorff, existen Bx, By ⊆ X abiertos tales que x ∈ Bx, y ∈ By y
Bx ∩By = ∅. Vemos que Bx ∈ B, además x ∈ Bx, por lo tanto x ∈

⋃
B. Aśı pues, como

K es compacto, existen B0, . . . , Bn ∈ B tales que K ⊆
⋃n
i=0Bi. Como B0, . . . , Bn ∈ B,

entonces existen V0, . . . , Vn ⊆ X abiertos tales que para cada i ∈ {0, . . . , n}, y ∈ Vi y
Vi ∩ Bi = ∅. Tomamos

⋂n
i=0 Vi, tenemos que y ∈

⋂n
i=0 Vi y

⋂n
i=0 Vi, además se tiene

que
⋂n
i=0 Vi ⊆ X \K. Supóngase por el contrario que

⋂n
i=0 Vi * X \K, entonces existe

z ∈
n⋂
i=0

Vi tal que z ∈ K, luego existe j ∈ {0, . . . , n} tal que z ∈ Bj ; pero z ∈ Vj , por lo

que z ∈ Vj ∩Bj = ∅, lo cual es una contradicción. Por lo tanto K es cerrado.

1.3.6. Teorema. Todo espacio métrico compacto no vaćıo es un espacio polaco y es
homeomorfo a un subespacio cerrado de H.

Demostración. Sea K un espacio métrico compacto con d como métrica. Sea {xm}m∈ω
una sucesión de Cauchy en K, entonces {xm}m∈ω tiene una subsucesión {xmk}k∈ω con-
vergente a un punto x ∈ K.

Se afirma que {xm}m∈ω converge a x. En efecto: Sea ε > 0. Entonces existe N1 ∈ ω
tal que si mk > N1 se tiene que d(xmk , x) < ε

2 . Por otro lado, existe N2 ∈ ω tal que si
m,n > N2 entonces d(xn, xm) < ε

2 . Consideramos N = max{N1, N2}, sea n > N . Si
nk > N tenemos que d(xn, x) 6 d(xn, xnk) + d(xnk , x) < ε

2 + ε
2 = ε, por lo que {xm}m∈ω

converge a x. Con esto se concluye que (K, d) es un espacio métrico completo.
Enseguida se probará que K es separable. Para esto, para cada n ∈ ω \ {0}, con-

sideramos el conjunto An = {B 1
n

(x)|x ∈ K}, sabemos que K ⊆
⋃
An, entonces existen

xn0 , . . . , x
n
mn ∈ K tales que K ⊆

⋃mn
i=0B 1

n
(xni ), tomamos Dn = {xn0 , . . . , xnmn}. Y consi-

deramos D =
⋃
n∈ω\{0}Dn. D es numerable, pues es una unión numerable de conjuntos
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finitos. Se afirma que D es denso en K. En efecto: Sea ∅ 6= A ⊆ K abierto en K y
sea x ∈ A, entonces existe r > 0 tal que Br(x) ⊆ A, tomemos n ∈ ω \ {0} tal que
1
n < r. Como x ∈ K, entonces existe i ∈ {0, . . . ,mn} tal que x ∈ B 1

n
(xni ), entonces

d(x, xni ) < 1
n < r, luego xni ∈ B 1

n
(x) ⊆ A. Por lo tanto D es denso en K. Por lo que se

concluye que K es polaco.

Como K es métrico y separable, K es homeomorfo a un subespacio W de H. Como
K es compacto, entonces W también lo es, pues la imagen de cualquier compacto bajo
un homeomorfismo es un compacto.

Se afirma que H es un espacio Hausdorff. Efectivamente, sean x, y ∈ H tales que
x 6= y. Luego, existe j ∈ ω tal que x(j) 6= y(j), entonces existe ε > 0 tal que Bε(x(j)) ∩
Bε(y(j))∩ I = ∅, lo que implica que Π−1

j (Bε(x(j))∩ I)∩Π−1
j (Bε(y(j))∩ I) = ∅. Además

x ∈ Π−1
j (Bε(x(j)) ∩ I) y y ∈ Π−1

j (Bε(y(j)) ∩ I). Por lo tanto H es un espacio Hausdorff.

De esta manera, como W es compacto en H, se concluye que W es cerrado en H.

Con el teorema 1.3.6, hemos probado que todo espacio métrico compacto cumple
2AN. Pues, si (X, τ) es un espacio métrico compacto, entonces (X, τ) es polaco. Y por
ello (X, τ) es separable y métrico, por lo que (X, τ) cumple 2AN.

A continuación, se verá un teorema que nos será de mucha utilidada en lo que resta
del trabajo.

1.3.7. Teorema. Si (X, τ) es un espacio no vaćıo que cumple 2AN, entonces toda base
de X contiene una base numerable.

Demostración. Sean B′ una base arbitraria y B una base numerable de X. Para cada
B ∈ B \ {∅}, consideramos FB = {U ∈ B|∃V ∈ B′ tal que U ⊆ V ⊆ B}. Primero
observemos que para cada B ∈ B \ {∅}, FB 6= ∅, pues como B abierto no vaćıo y B′ es
una base, existe V ∈ B′ \ {∅} tal que V ⊆ B; y como V es abierto no vaćıo y B es una
base, entonces existe U ⊆ B tal que U ⊆ V , por lo que U ∈ FB.

Ahora, para cada U ∈ FB, tomemos un único V (U) ∈ B′ tal que U ⊆ V (U) ⊆ B, y
consideramos F ′B = {V (U)|U ∈ FB}, tenemos que para cada B ∈ B \ {∅}, F ′B 6= ∅, pues
FB 6= ∅. Considerando B′0 =

⋃
B∈B\{∅}F ′B.

Veamos que B′0 ⊆ B′ y B′0 es numerable, por ser una unión numerable de conjuntos
numerables. Se afirma que para cada B ∈ B \ {∅}, B =

⋃
V ∈F ′B

V . En efecto: Sea

z ∈ B, entonces existe U ∈ B tal que z ∈ U ⊆ B. Tomamos V (U) ∈ F ′B. Entonces
z ∈ U ⊆ V (U) ⊆ B, por lo tanto z ∈ V (U). Por otro lado, sea z ∈

⋃
V ∈F ′B

V , entonces

existe V ∈ F ′B tal que z ∈ V , lo que implica que existe U ∈ FB tal que V = V (U), por
lo tanto z ∈ V (U) ⊆ B.

Por útimo tenemos que B′0 es una base: Sea A ∈ τ \ {∅} y sea x ∈ A, entonces existe
B ∈ B \ {∅} tal que x ∈ B ⊆ A, pero B =

⋃
V ∈F ′B

V , entonces existe V ∈ F ′B tal que
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x ∈ V ⊆ B ⊆ A. Con lo que se concluye que B′0 es una base.

Ahora, introduciremos al axioma de separación T4.

1.3.8. Definición. Sea (X, τ) un espacio topológico. Diremos que:

1. (X, τ) es un espacio T1 si para cualesquiera puntos distintos x y y de X, existen
subconjuntos abiertos U y V de X tales que x ∈ U \ V y y ∈ V \ U .

2. (X, τ) es normal o T4 si X es un espacio T1 y para cualesquiera subconjuntos
cerrados ajenos F1 y F2 de X, existen abiertos ajenos A1 y A2 de X tales que
F1 ⊆ A1 y F2 ⊆ A2.

El siguiente teorema se le conoce como Lema de Urysohn. La demostración de éste
lo haremos utilizando el principio de elecciones dependientes.

1.3.9. Teorema. Sea X un espacio normal. Supongamos que F y G son subconjuntos
cerrados ajenos de X. Entonces existe una función continua f : X → [0, 1] tal que
f [F ] ⊆ {0} y f [G] ⊆ {1}.

Demostración. Sea D = Q∩ [0, 1], y considérese D = {qn|n ∈ ω} una enumeración de
D tal que q0 = 0 y q1 = 1. Consideremos V1 = X \ G, como X es un espacio normal,
existen abiertos U y V de X tales que F ⊆ U , G ⊆ V y U ∩ V = ∅. Definamos V0 = U
y consideramos al conjunto:

A = {{Uqn}n6m|m ∈ ω \ {0}; ∀n ∈ {0, . . . ,m}, Uqn es un abierto en X;

F ⊆ U0 y U1 = X \G; si r < s con r, s ∈ {q0, . . . , qm}, entonces Ur ⊆ Us}.

Considerando {Uqn}n61 donde U0 = V0 y U1 = V1. Tenemos que {Uqn}n61 ∈ A, pues
F ⊆ U = V0, V1 = X \ G y además si r < s, entonces r = 0 y s = 1; y observando que
U0 = V0 ⊆ X \ V , entonces V0 ⊆ X \ V = X \ V . Por lo tanto, Ur = V0 ⊆ X \ V ⊆
X \G = V1 = Us. Con lo que se tiene que A 6= ∅.

Sobre A definimos la siguiente relación R:

• Sean {Uqn}n6m1 y {Vqn}n6m2 elementos del conjunto A. Escribiremos

{Uqn}n6m1R {Vqn}n6m2

si:

1. {Uqn}n6m1 ⊇ {Vqn}n6m2 ,

2. m1 = m2 + 1.
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Sea {Uqn}n6m ∈ A. Tomemos r = max{qk |k 6 m; qk < qm+1} y s = min{ql |l 6
m; qm+1 < ql}. Como:

∀d ∈ D \ {1} : d < 1 y ∀d ∈ D \ {0} : d > 0,

tenemos que {qk |k 6 m; qk < qm+1} 6= ∅ y {ql |l 6 m; qm+1 < ql} 6= ∅, entonces existe
tanto el máximo r como el mı́nimo s. Además r, s ∈ {q0, . . . , qn} tales que r < s, pues
r < qm+1 < s, por lo que Ur ⊆ Us.

Como X es un espacio normal, para los subconjuntos cerrados Ur y X \ Us existen
abiertos ajenos A y B tales que Ur ⊆ A y X \ Us ⊆ B.

Definimos {Vqn}n6m+1 dada por:

Vqn =

{
Uqn si n 6 m

A si n = m+ 1.

Note que {Vqn}n6m+1 ⊇ {Uqn}n6m.

AFIRMACIÓN(1): {Vqn}n6m+1 ∈ A.

En efecto: Tenemos que para cada n ∈ {0, . . . ,m + 1}, Uqn es un abierto en X.
F ⊆ U0 = V0 y V1 = U1 = X \G.

Por otro lado, sean R, σ ∈ {q0, . . . , qm+1} tales que R < σ, se afirma que VR ⊆ Vσ.

Caso(1): R, σ ∈ {q0, . . . , qm}, entonces VR = UR ⊆ Uσ = Vσ.

Caso(2): R ∈ {q0, . . . , qm} y σ = qm+1, como R < σ = qm+1, entonces R 6 r. Si
R = r, tenemos que VR = UR = Ur ⊆ A = Vqm+1 = Vσ. Por otro lado, si R < r, entonces
VR = UR ⊆ Ur ⊆ Ur ⊆ A = Vqm+1 = Vσ.

Caso(3): R = qm+1 y σ ∈ {q0, . . . , qm}, como qm+1 = R < σ, entonces s 6 σ. Si
s = σ, tenemos que VR = Vqm+1 = A ⊆ X\B ⊆ Us = Vs = Vσ, entonces VR ⊆ X\B ⊆ Vσ.
Por otro lado si s < σ, Vs = Us ⊆ Uσ = Vσ, además VR = Vqm+1 = A ⊆ X \ B ⊆ Us =
Vs ⊆ Vs ⊆ Vσ, de aqúı que VR ⊆ Vs ⊆ Vσ.

Se concluye que {Vqn}n6m+1 ∈ A. �
Por el principio de elecciones dependientes existe una función g : ω → A tal que

∀n ∈ ω : g(n+ 1)Rg(n).

Consideremos al elemento F =
⋃
n∈ω g(n). Note que F es una sucesión de conjuntos

con las siguientes propiedades:
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• Si F = {Uqn}n∈ω entonces:

1. ∀n ∈ ω, Uqn es abierto de X.

2. F ⊆ U0 y U1 = X \G.

3. Si r < s, con r, s ∈ D entonces Ur ⊆ Us.

Consideramos f : X → [0, 1] dada por:

f(x) =

{
inf{r ∈ D|x ∈ Ur} si x ∈ X \G
1 si x ∈ G.

Note que f es una función bien definida puesto que si x ∈ X \G = U1 entonces 1 ∈
{r ∈ D : x ∈ Ur}. Además, {r ∈ D : x ∈ Ur} ⊆ [0, 1]. Luego, existe inf{r ∈ D : x ∈ Ur}
y además 0 6 inf{r ∈ D : x ∈ Ur} 6 1.

Por otra parte, tenemos que f(G) ⊆ {1}. Si x ∈ F entonces x ∈ U0 y x ∈ X \G. Por
lo que en este caso f(x) = 0.

Antes de probar que la función f es continua demostraremos las siguientes afirma-
ciones. Sean x ∈ X y a, b ∈ (0, 1).

AFIRMACIÓN(2): Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f(x) < a,

2. Existe r ∈ D con r < a tal que x ∈ Ur y x ∈ X \G.

(1) ⇒ (2)] Si f(x) < a < 1. Como primera observación tenemos que x ∈ X \ G.
Entonces f(x) = inf{r ∈ D : x ∈ Ur} < a. Por lo tanto existe r ∈ D con r < a tal que
x ∈ Ur y x ∈ X \G.

(2) ⇒ (2)] Si existe r̃ ∈ D con r̃ < a tal que x ∈ Ur̃ y x ∈ X \ G. Entonces
f(x) = inf{r ∈ D : x ∈ Ur} 6 r̃ < a. Por lo tanto f(x) < a �

AFIRMACIÓN(3): Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f(x) > b,

2. Existe r ∈ D con r > b tal que x ∈ X \ Ur.

(1)⇒ (2)] Si f(x) > b, entonces se tienen los siguientes casos.

Caso(1): Si x ∈ G. Como G = X \ U1, se tiene el resultado.
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Caso(2): Si x ∈ X \ G. Entonces f(x) = inf{r ∈ D : x ∈ Ur} > b. Por lo tanto
existe r̃ ∈ D con r̃ > b tal que x ∈ X \ Ur̃.

(2)⇒ (1)] Si existe r ∈ D con r > b tal que x ∈ X \Ur. Supóngase que f(x) 6 b < 1
entonces f(x) = inf{r̃ ∈ D : x ∈ Ur̃} 6 b < r. Por lo tanto existe ρ < r tal que
x ∈ Uρ ⊆ Uρ ⊆ Ur, lo que seŕıa una contradicción. Con todo lo anterior se concluye que
f(x) > b. �

AFIRMACIÓN(4): Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. f(x) > b,

2. Existe r ∈ D con r > b tal que x ∈ X \ Ur.

(1) ⇒ (2)] Si f(x) > b. Por la afirmación anterior tenemos que existe r ∈ D con
r > b tal que x ∈ X \ Ur.

Sea r̃ ∈ D con b < r̃ < r. Se afirma que x ∈ X \ Ur̃. En efecto: Si x ∈ Ur̃ entonces
x ∈ Ur̃ ⊆ Ur, lo que seŕıa una contradicción. Por lo tanto x ∈ X \ Ur̃.

(2)⇒ (1)] Si existe r ∈ D con r > b tal que x ∈ X \Ur. Entonces x ∈ X \Ur ⊆ X \Ur.
Y por la afirmación anterior concluimos que f(x) > b. �

De esta manera, la AFIRMACIÓN(2) implica que f−1[[0, a)] = (
⋃
r∈D∧r<a Ur)∩ (X \

G), mientras que la AFIRMACIÓN(4) garantiza que f−1[(b, 1]] =
⋃
r∈D∧r>b(X \ Ur).

Por lo tanto f es una función continua.

Enunciaremos algunos teoremas relacionados con los espacios normales, los cuales se
demostrarán sin recurrir al axioma de elección para conjuntos arbitrarios.

1.3.10. Teorema. Sean X un espacio Hausdorff y K1, K2 ⊆ X subespacios compactos
no vaćıos de X. Si K1 ∩K2 = ∅ entonces existen abiertos ajenos U y V en X tales que
K1 ⊆ U y K2 ⊆ V .

Demostración. Consideramos:

B = {B ⊆ X abierto|∃U cubierta abierta finita de K1 tal que B ∩
⋃
U = ∅}.

Se afirma que K2 ⊆
⋃
B. Efectivamente: Sea y ∈ K2. Definimos al conjunto B̃ =

{B ⊆ X abierto|∃V ⊆ X abierto tal que y ∈ V y V ∩ B = ∅}. Sea x ∈ K1, como
y ∈ X \K1, entonces x 6= y. Por otro lado, como X es Hausdorff, existen Bx, By ⊆ X

abiertos tales que x ∈ Bx, y ∈ By y Bx ∩ By = ∅. Vemos que Bx ∈ B̃, además x ∈ Bx,

por lo tanto x ∈
⋃
B̃. Aśı pues, como K1 es compacto, existen B0, . . . , Bn ∈ B̃ tales que

K1 ⊆
⋃n
i=0Bi. Como B0, . . . , Bn ∈ B̃, entonces existen V0, . . . , Vn ⊆ X abiertos tales
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que para cada i ∈ {0, . . . , n}: y ∈ Vi y Vi ∩ Bi = ∅. Tomamos
⋂n
i=0 Vi. Tenemos que

y ∈
⋂n
i=0 Vi, además se afirma que

⋂n
i=0 Vi ∩

⋃n
i=0Bi = ∅. En efecto: Supóngase que

z ∈
⋂n
i=0 Vi ∩

⋃n
i=0Bi, luego existe j ∈ {0, . . . , n} tal que z ∈ Bj ; pero z ∈ Vj , por lo que

z ∈ Vj ∩Bj = ∅, lo cual es una contradicción. Observe ahora que
⋂n
i=0 Vi es abierto. Por

lo tanto, para cada y ∈ K2, existe B abierto tal que existe U cubierta abierta finita de
K1 tal que B ∩

⋃
U = ∅; es decir K2 ⊆

⋃
B.

Como K2 es compacto, existen B0, . . . , Bm ∈ B tales que K2 ⊆
⋃m
i=0Bi. Para

cada j ∈ {0, . . . ,m}, existe Uj cubierta abierta finita de K1 tal que Bj ∩
⋃
Uj = ∅.

Consideramos V =
⋃m
j=0Bj y U =

⋂m
j=0

⋃
Uj . Tenemos que U∩V = ∅, pues si r ∈ U∩V ,

entonces existe k ∈ {0, . . . ,m} tal que r ∈ Bk, pero también r ∈
⋃
Uk, lo que seŕıa una

contradicción. Obviamente K2 ⊆ V . De esta forma, sólo bastaŕıa probar que K1 ⊆ U .
Para esto, sean r ∈ K1 y j ∈ {0, . . . ,m}, entonces r ∈

⋃
Uj , por lo tanto r ∈ U .

1.3.11. Teorema. Todo espacio Hausdorff compacto es normal.

Demostración. Sea X un espacio Hausdorff compacto y sean F1, F2 conjuntos cerrados
ajenos en X. Como X es compacto, tanto F1 como F2 son subespacios compactos.
Además F1 y F2 son ajenos, por lo tanto existen abiertos U y V abiertos ajenos tales
que F1 ⊆ U y F2 ⊆ V . Por último, X es T1, pues X es Hausdorff.

1.3.12. Teorema. Si (X, τ) es T4 entonces para todo subconjunto cerrado F ⊆ X y
para cada subconjunto abierto U tal que F ⊆ U , existe un abierto W tal que F ⊆W ⊆
W ⊆ U .

Demostración. Obviamente X es T1. Sea F ⊆ X cerrado y U ∈ τ tales que F ⊆ U .
Consideremos G = X \ U . Note que F y G son cerrados tales que F ∩G = ∅. Como X
es T4, existen A y B abiertos tales que A ∩ B = ∅, F ⊆ A y G = X \ U ⊆ B. Entonces
F ⊆ A ⊆ X \B ⊆ U , tomando W = A, tenemos que F ⊆W ⊆W ⊆ X \B ⊆ X \B ⊆ U .

Ahora veremos una definición básica que utilizaremos a la hora de probar que todo
espacio compacto que cumple 2AN es metrizable.

1.3.13. Definición. Un espacio X se llama localmente compacto si todo punto de X
tiene una vecindad compacta.

Todo espacio compacto es localmente compacto, pues todo espacio es vecindad de
cada uno de sus puntos. A continuación estableceremos una propiedad útil de los espacios
localmente compactos.

1.3.14. Teorema. Sea X un espacio Hausdorff. Si X es localmente compacto, entonces
para cada x ∈ X y para cada V abierto tal que x ∈ V , existe K̃ compacto tal que
x ∈ intX(K̃) ⊆ K̃ ⊆ V .
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Demostración. Sean x ∈ X y V ⊆ X abierto tal que x ∈ V . Tomemos K una vecindad
compacta de x en X. Entonces V ∩ intX(K) ⊆ K es un abierto no vaćıo en el compacto
K y x ∈ V ∩ intX(K). Como X es Hausdorff, entonces K es Hausdorff y compacto, por

lo que K es T4, entonces existe B abierto en K tal que x ∈ B ⊆ B
K ⊆ V ∩ intX(K).

Luego existe U ⊆ X abierto en X tal que K ∩U = B. Como K es una vecindad de x en

X, tenemos que x ∈ intX(K) ∩ U ⊆ K ∩ U = B ⊆ BK
. Note ahora que intX(K) ∩ U es

un abierto de X y que B
K

es compacto y que B
k ⊆ V .

A continuación demostramos un interesante teorema de metrización.

1.3.15. Teorema. Todo espacio compacto y Hausdorff que cumple 2AN es metrizable.

Demostración. Sea K un espacio Hausdorff que cumple 2AN. Sean x ∈ K y U ⊆ K
abierto tal que x ∈ U . Como K es compacto, K es localmente compacto y Hausdorff,
entonces existe K̃ compacto tal que x ∈ K̃ ⊆ U . Observe que K̃ y K \ U son cerrados
tales que K∩(X \U) = ∅, además K es T4, pues es Hausdorff y compacto. Por el lema de
Urysohn, existe una función continua f : K → [0, 1] tal que f [K̃] ⊆ {1} y f [K \U ] ⊆ {0}.
Tenemos que x ∈ f−1[R \ {0}] ⊆ U (pues x ∈ K̃, por lo que f(x) = 1). Por lo tanto el
conjunto B = {f−1[R \ {0}]|f : K → R es continua} es una base en K. Aśı pues existe
una sucesión de funciones continuas {fn}n∈ω tal que los conjuntos Cn = f−1

n [R \ {0}]
forman una base de K.

Ahora consideremos la función F : K → Rω dada por F (x) = {fn(x)}n∈ω, se afirma
que F es continua. En efecto: Sean x ∈ K y A ⊆ Rω abierto tal que F (x) ∈ A.
Como A es abierto, existen α0, . . . , αm ∈ ω y Aα0 , . . . , Aαm abiertos sobre R tales que
F (x) ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi (Aαi) ⊆ A, donde Παi : Rω → R es la αi − ésima proyección de Rω.
Como cada fαj : K → R es continua, para cada j ∈ {0, . . . ,m}, existe Bαj ⊆ K abierto
con x ∈ Bαj tal que fαj (x) ∈ fαj [Bαj ] ⊆ Aαj . Sea B =

⋂m
i=0Bαi . Por construcción,

para cada j ∈ {0, . . . ,m}, x ∈ Bαj . Ahora bastará probar que F [
⋂m
i=0Bαi ] ⊆ A. Para

ello, sea z ∈ F [
⋂m
i=0Bαi ]. Entonces existe z̃ ∈

⋂m
i=0Bαi tal que f(z̃) = z, por lo que

para cada j ∈ {0, . . . ,m}, Παj (z) = Παj (F (z̃)) = fαj (z̃) ∈ fαj [Bαj ] ⊆ Aαj ; por lo tanto
z ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi [Aαi ] ⊆ A; es decir, F es una función continua.
Además F es una función inyectiva, pues si x, y ∈ K son tales que x 6= y entonces

existe un abierto básico Cn tal que x ∈ Cn y y /∈ Cn, por lo que fn(x) 6= 0 y fn(y) = 0,
y de aqúı que F (x) 6= F (y).

Como Rω es un espacio de Hausdorff, F [K] es Hausdorff, aśı pues existe una función
continua e inyectiva entre el compacto K y un espacio métrico Hausdorff F [K], por lo
que tal función es un homeomorfismo. Por lo tanto K es metrizable, pues es homeomorfo
a un espacio metrizable.

Para terminar la discusión sobre espacios polacos generales y algunas de sus propie-
dades, veremos el siguiente teorema, el cual nos dará una condición muy importante de
cuándo un producto de polacos puede ser polaco.
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1.3.16. Teorema. Sea {Xi}i∈I una familia de espacios topológicos, y supongamos que
X =

∏
i∈I Xi 6= ∅. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. X cumple 2AN.

2. ∀i ∈ I : Xi cumple 2AN y cada uno de estos factores tienen la topoloǵıa indiscreta,
excepto quizás a lo sumo una cantidad infinita numerable de ellos.

Demostración. (1) ⇒ (2)] Supóngase que (X, τ) cumple 2AN y consideremos al si-
guiente conjunto

U = {U =
∏
i∈I

Gi|Gi es abierto en Xi y el conjunto IU = {i ∈ I|Gi 6= Xi} es finito}.

El conjunto U es una base para X. Como X cumple 2AN, U contiene a una base
numerable para X. Tomemos una de estas bases y llamémosle B = {Un =

∏
i∈I Gi,n}n∈ω,

y como notación, para cada n ∈ ω, consideremos al conjunto In = {i ∈ I|Gi,n 6= Xi}.
Se afirma que para cada i ∈ I, el conjunto {Gi,n}n∈ω es una base para Xi. En efecto:

Supongamos que ∅ 6= A ⊆ Xi es un abierto en Xi y que y ∈ A. Como X 6= ∅, podemos
encontrar un punto x ∈ X. Definamos ahora al punto ỹ ∈ X por medio de:

ỹ(j) =

{
y si j = i,

x(j) si j ∈ I \ {i}.

Por otro lado, tenemos que Π−1
i (A) es un abierto en X. Además, ỹ ∈ Π−1

i (A). Como
B es base de X, existe UN =

∏
j∈I Gj,N ∈ B tal que ỹ ∈ UN ⊆ Π−1

i (A). Entonces y ∈
Gi,N ⊆ A. Efectivamente, como ỹ ∈ UN tenemos que y = ỹ(i) = Πi(ỹ) ∈ Gi,N . Además,
UN ⊆ Π−1

i (A) implica que Πi(UN ) ⊆ Πi(π
−1
i (A)) ⊆ A. Pero Πi(UN ) = Πi(

∏
j∈I Gi,N ) =

Gi,N . Por lo tanto, la colección {Gi,n}n∈ω es una base para Xi; y con esto, Xi cumple el
2AN.

Por otro lado, consideremos J =
⋃
n∈ω In, el cual es un subconjunto numerable de I.

Si I \ J = ∅, entonces J = I, por lo que tendŕıamos un producto de una cantidad a lo
más numerable de conjuntos que cumplen 2AN. Por otro lado, si I \ J 6= ∅, para cada
i ∈ I \ J fija, tenemos que:

∀n ∈ ω : Gi,n = Xi,

luego, si i ∈ I \J entonces {Xi} es una base para Xi, con lo que se concluye que Xi tiene
la topoloǵıa indiscreta para cada i ∈ I \ J . Por lo tanto, en este caso, todos los factores
de X tienen la topoloǵıa indiscreta, excepto una cantidad a lo más numerable de ellos,
y estos últimos cumplen 2AN.

(2) ⇒ (1)] Si cada Xi tiene una base numerable y todos ellos tienen la topoloǵıa
indiscreta, excepto quizás una cantidad numerable de ellos, probaremos que X cumple
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2AN. Esto lo haremos en dos casos.

Caso(1): ∀i ∈ I, Bi = {Xi}. En este caso, tenemos que cada espacio (Xi, τi) es
indiscreto, y por lo tanto (X, τ) cumple 2AN.

Caso(2): Existe i ∈ I tal que existe una base para Xi con Bi 6= {Xi}. En este caso,
para cada j ∈ I tomaremos las siguientes bases: Si Xj tiene la topoloǵıa indiscreta,
entonces tomamos Bj = {Xj}. Como la cantidad de los espacios topológicos que no
tienen la topoloǵıa indiscreta es numerable, entonces hacemos uso del axioma de elección
para conjuntos numerables. Tomamos una única base numerable Bj para Xj . Con lo
anterior en mente, consideramos:

U = {U =
m⋂
i=0

Π−1
αi [Bαi ]|m ∈ ω; ∀i ∈ {0, . . . ,m}, Bαi ∈ Bαi},

probaremos que U es una base para X. Sean ∅ 6= A ⊆ X abierto en X y x ∈ A, entonces
existen α0, . . . , αm ∈ I tales que x ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi [Aαi ] ⊆ A, donde para cada i ∈ {0, . . . ,m},
Aαi ∈ ταi y x(αi) ∈ Aαi . Entonces para cada j ∈ {0, . . . ,m}, existe Bαj ∈ Bαj tal que
x(αj) ∈ Bαj ⊆ Aαj , por lo que para cada j ∈ {0, . . . ,m}, x ∈ Π−1

αj [Bαj ] ⊆ Π−1
αj [Aαj ]; es

decir, x ∈
⋂m
i=0 Π−1

αi [Bαi ] ⊆
⋂m
i=0 Π−1

αi [Aαi ] ⊆ A. Por lo tanto, U es una base para X.

Además, como para cada i ∈ I, Π−1
i [Xi] = X, se tiene que U es numerable.

De este último teorema vemos que el producto de una cantidad no numerable de espa-
cios polacos no es polaco, a menos que todos sus factores tengan la topoloǵıa indiscreta,
excepto quizás a lo mucho una cantidad numerable de éstos.
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Caṕıtulo 2

Espacios de sucesiones

En esta parte de la tesis veremos algunas observaciones acerca de los espacios de suce-
siones, para después discutir sobre dos casos particulares de éstos, a saber, el espacio de
Baire y el de Cantor.

2.1 Espacio de sucesiones

Si X es un conjunto arbitrario no vaćıo, lo podemos considerar como espacio topológico
al dotarlo con la topoloǵıa discreta. Ésta es completamente metrizable, pues es inducida
por la métrica discreta.

La siguiente proposición nos da algunas propiedades de los productos de espacios
discretos.

2.1.1. Proposición. Sea X un conjunto no vaćıo dotado con la topoloǵıa discreta.
Entonces:

1. X es separable si y sólo si X es finito o numerable.

2. El producto de Tychonoff Xn (n ∈ ω \ {0}) es un espacio topológico discreto.

3. El espacio de todas las sucesiones en X, Xω, no es un espacio discreto si |X| > 2.

4. El espacio discreto Xn (n ∈ ω \ {0}) es polaco si y sólo si |X| 6 ω.

5. Si |X| 6 ω entonces Xω es un espacio polaco.

Demostración. (1) Si X es separable, podemos considerar un conjunto denso numer-
able D de X. Si y ∈ X entonces {y} es un abierto para X, por lo que D ∩ {y} 6= ∅;
es decir y ∈ D. Por lo tanto X ⊆ D, y de aqúı que la cardinalidad de X sea a lo más
numerable.

39
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Por otro lado, si X es finito o numerable, entonces X es un conjunto denso numerable
para X, por lo que X es separable.

(2) Basta demostrar que si x ∈ Xn entonces {x} es abierto en Xn. Pero si x ∈
Xn, entonces para cada i ∈ {0, . . . , n}, {x(i)} es un abierto en X. Por lo tanto⋂n
i=0 Π−1

i [{x(i)}] ⊆ {x}. Por lo que la topoloǵıa producto de Tychonoff y la topoloǵıa
discreta coinciden.

(3) Si {x, y} ⊆ X, con x 6= y, podemos definir al siguiente elemento de Xω, z : ω → X
dada por:

z(k) =

{
x si k = 0,

y si k ∈ ω \ {0}.

Observe que si {z} fuera un abierto para el producto de Tychonoff de Xω, entonces
existiŕıan α0, . . . , αm ∈ ω y Aα0 , . . . , Aαm abiertos en X tales que z ∈

⋂m
i=0 Π−1

i [Aαi ] ⊆
{z}. Consideremos al elemento ẑ : ω → X dada por:

ẑ(k) =

{
x si k ∈ ω \ {α0, . . . , αm}
z(αi) si k = ααi para alguna i ∈ {0, . . .m}.

Vemos que ẑ ∈
⋂m
i=0 Π−1

i [Aαi ], pero ẑ 6= z.

(4) Si Xn es polaco. Entonces Xn tiene la topoloǵıa discreta y es separable. Por el
inciso (1), tenemos que |X| 6 |Xn| 6 ω. Por lo tanto, |X| 6 ω.

Por otro lado, si |X| 6 ω. Entonces X es polaco. Por lo tanto Xn es polaco.

(5) Como |X| 6 ω entonces X es polaco. Por lo tanto Xω es polaco.

A continuación introduciremos una definición que nos será muy útil.

2.1.2. Definición. Si X es un conjunto no vaćıo. Dada x ∈ Xω y n ∈ ω, x�n es el
elemento en Xn dada por:

∀i ∈ {0, . . . , n} : x�n(i) = x(i).

Con la definición anterior en mente, procedemos a probar el siguiente lema.

2.1.3. Lema. Si X es un conjunto no vaćıo dotado de la topoloǵıa discreta. Entonces:

1. La familia BX = {Bs = {x ∈ Xω|x�n = s}|n ∈ ω ∧ s ∈ Xn} es una base para Xω.

2. Para cada s ∈
⋃
i∈ωX

i, Bs es un abierto-cerrado.
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Demostración. (1) Sea ∅ 6= A ⊆ Xω un abierto para el producto de Tychonoff de Xω

y sea x ∈ A, entonces existen α0, . . . , αm ∈ ω tales que x ∈
⋂m
i=0 Π−1

αi [{x(αi)}] ⊆ A.
Tomando n = máx{α0, . . . , αm}, consideramos a Bx�n . Notemos que x ∈ Bx�n =⋂n
i=0 Π−1

i [{x(i)}] ⊆
⋂m
i=0 Π−1

αi [{x(αi)}] ⊆ A, por lo que BX es una base para Xω.

(2) Si n ∈ ω y s ∈ Xn, se afirma que Xω \ Bs =
⋃
t∈Xn\{s}Bt. En efecto: Sea

z ∈ Xω \Bs, entonces existe k ∈ {0, . . . , n} tal que z(k) 6= s(k), por lo que z�n ∈ Xn\{s}
y z ∈ Bz�n . Luego z ∈

⋃
t∈Xn\{s}Bt.

Por otro lado, si z ∈
⋃
t∈Xn\{s}Bt, entonces existe t ∈ Xn \ {s} tal que z�n = t, si

z ∈ Bs, entonces
∀i ∈ {0, . . . , n} : s(i) = z(i) = t(i);

es decir t = s, lo que seŕıa una contradicción.

Los espacios topológicos que tienen una base formada por subconjuntos que son
abiertos y cerrados a la vez tienen un nombre especial.

2.1.4. Definición. Todo espacio topológico con una base conformada por abiertos que
a la vez son cerrados se le conoce como espacio cero-dimensional.

De esta manera hemos demostrado que para cualquier espacio discreto X, el espacio
Xω (cuya topoloǵıa es la topoloǵıa producto) es un espacio cero-dimensional.

2.2 Árboles

Recordemos que para que Xω sea un espacio polaco se necesita que X sea finito o nu-
merable y que X tenga la topoloǵıa discreta. Sin embargo, en esta sección trabajaremos
con Xω, donde X no es necesariamente de cardinalidad finita o numerable. Con esto en
mente, daremos algunas definiciones que nos servirán en nuestra discusión.

2.2.1. Definición. Llamaremos al conjunto X<ω =
⋃
n∈ωX

n conjunto de sucesiones
finitas en X.

2.2.2. Definición. Para cada sucesión finita s ∈ X<ω llamaremos longitud de s a su
dominio, y lo denotaremos por l(s).

2.2.3. Definición. Un árbol A en un conjunto X es un conjunto A ⊆ X<ω tal que si
s ∈ A y n ∈ l(s), entonces x�n ∈ A. A cada elemento de un árbol le llamaremos nodo.

2.2.4. Observación. Si A es un árbol y s, t ∈ A entonces definimos:

s 6 t ⇐⇒ s ⊆ t
⇐⇒ Gráf(s) ⊆ Gráf(t),
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donde Gráf(s) es la gráfica de la función s. Resulta que (A,6) es un conjunto parcial-
mente ordenado. Si s 6 t, diremos que t extiende a s o que s es una restricción de
t.

2.2.5. Observación. Con la relación 6 definida en la observación 2.2.4. Tenemos que si
A es un árbol y s, t ∈ A, entonces: s 6 t si y sólo si t�l(s) = s.

Demostración. Note que como t�l(s) y s tienen los mismos dominios y codominios,
entonces bastará probar que ambos tienen la misma regla de correspondencia. Supóngase
que s 6 t y sea x ∈ l(s) = {0, . . . , n− 1}. Entonces (x, s(x)) ∈ Gráf(s), como Gráf(s) ⊆
Gráf(t), tenemos que (x, s(x)) ∈ Gráf(t) y (x, t(x)) ∈ Gráf(t). Por otro lado, como t es
función entonces t(x) = s(x). Además x ∈ l(s), por lo tanto t�l(s)(x) = t(x) = s(x).

Por otro lado, si t�l(s) = s. Sea x ∈ Gráf(s). Entonces x = (i, s(i)) para algún
i ∈ l(s) = {0, . . . , n− 1}. Por hipótesis tenemos que x = (i, t�l(s)(i)) para algún i ∈ l(s);
es decir x = (i, t(i)) ∈ Gráf(t). Por lo tanto s 6 t.

2.2.6. Definición. Sean X un conjunto no vaćıo y A un árbol sobre X.

1. Un camino en A es una sucesión x ∈ Xω tal que x�n ∈ A para cada n ∈ ω.
Denotaremos por [A] al conjunto de todos los caminos en A.

2. Una rama de A es un subconjunto totalmente ordenado de A maximal respecto a
la contención.

3. Un nodo terminal de A es un nodo que no puede extenderse propiamente a otro
nodo de longitud mayor.

Antes de seguir dando más definiciones, haremos algunas observaciones acerca de la
definición de rama.

2.2.7. Proposición. Una rama R de un árbol A no puede tener más de un elemento
de cada longitud n.

Demostración. Si suponemos que s, t ∈ R son tales que l(s) = l(t) y si t 6= s, entonces
existe k ∈ l(s) tal que s(k) 6= t(k). Pero (k, s(k)) ∈ Gráf(s) y (k, t(k)) ∈ Gráf(t). Aśı
que si s 6 t, entonces (k, s(k)) ∈ Gráf(t) y (k, t(k)) ∈ Gráf(t), y como t es función,
t(k) = s(k). Por otro lado, si t 6 s, entonces (k, t(k)) ∈ Gráf(s) y (k, s(k)) ∈ Gráf(s), y
como s es función, se concluye que s(k) = t(k), lo que seŕıa también una contradicción.
Por lo tanto s = t.

2.2.8. Proposición. Si una rama R contiene a un nodo s entonces contiene a cada una
de sus restricciones.
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Demostración. Suponga que s ∈ R. Supóngase además que existe k ∈ l(s) tal que
s�k /∈ R. Consideramos al conjunto ∆ = R ∪ {s�k}, vemos que R ( ∆.

Se afirma que ∆ es un conjunto totalmente ordenado. En efecto: Note que bastará
probar que cualquier elemento de R es comparable con s�k , pues los demás elementos
son comparables el uno con el otro, y las propiedades de reflexividad, antisimetŕıa y
transitividad ya se cumplen para todo elemento de ∆ ya que son resultado de algunas
propiedades de la contención de conjuntos. Sea ρ ∈ R.

Caso(1): l(ρ) 6 l(s�k). Tenemos que ρ, s ∈ R, por lo que son comparables. Pero
como l(s�k) 6 l(s) entonces ρ 6 s, por lo tanto s�l(ρ) = ρ.

Se afirma que s�l(ρ) = (s�k)�l(ρ) . Efectivamente, sea m ∈ l(ρ) 6 k entonces s�l(ρ)(m) =
s(m) = s�k(m) = (s�k)�l(ρ)(m).

De esta forma se concluye que ρ = s�l(ρ) = (s�k)�l(ρ) ; es decir que ρ 6 s�k .

Caso(2): k = l(s�k) 6 l(ρ). Para probar que ρ y s�k son comparables, bastará probar
que ρ�k = s�k , lo cual probaremos a partir de dos subcasos.

El primero de los subcasos es si l(ρ) 6 l(s). Como s y ρ son comparables entonces
s�l(ρ) = ρ, y como k 6 l(ρ), tenemos que ρ�k = (s�l(ρ))�k .

AFIRMACIÓN(1): (s�l(ρ))�k = s�k . En efecto: Sea m ∈ {0, . . . , k−1} ⊆ l(p) entonces
s�k(m) = s(m) = s�l(p)(m) = (s�l(ρ))�k(m). �

De esta forma, con la Afirmación (1), se concluye que ρ�k = (s�l(ρ))�k = s�k .

El otro subcaso es si l(s) 6 l(ρ). Primero observemos que k = l(s�k) 6 l(s) 6 l(ρ),
por lo tanto tiene sentido considerar al elemento (ρ�l(s))�k . Además, ρ y s son compara-
bles entonces ρ�l(s) = s, por lo tanto s�k = (ρ�l(s))�k .

AFIRMACIÓN(2): (ρ�l(s))�k = ρ�k . En efecto: Sea m ∈ {0, . . . , k − 1} ⊆ l(s) ⊆ l(ρ)
entonces ρ(m) = ρ�l(s)(m) = (ρ�l(s))�k(m). �

De esta forma, con la Afirmación (2), se concluye que s�k = (ρ�l(s))�k = ρ�k .

De esta forma tenemos que ∆ es un conjunto totalmente ordenado tal que R ( ∆,
lo que contradiŕıa la hipótesis de que R es un conjunto totalmente ordenado maximal
respecto a la contención. Por lo tanto, R contiene a cada una de las restricciones de s.

2.2.9. Proposición. Toda rama finita no vaćıa R de un árbol A son de la forma
{σ�n}n<m+1, donde σ es un nodo terminal de A tal que l(σ) = m.
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Demostración. Como R es totalmente ordenado, finito y distinto del vaćıo, existe
σ ∈ R tal que para cada s ∈ R, s 6 σ. Suponga que l(σ) = m. Como cada restricción
de σ está en R, se tiene que {σ�n}n<m+1 ⊆ R.

Por otro lado, sea s ∈ R tal que l(s) = n, note que n < m+ 1. Suponga que s 6= σ�n ,
entonces la rama R tiene dos elementos distintos con la misma longitud, lo que seŕıa una
contradicción. Por lo tanto s ∈ {σ�n}n<m+1.

2.2.10. Proposición. Sea X un conjunto no vaćıo (dotado con la topoloǵıa discreta) y
∅ 6= A ⊆

⋃
i∈ωX

i. Suponga que existe f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1) ⊇ f(n) ∧ l(f(n+ 1)) = l(f(n)) + 1

Entonces:

1. Para cada n ∈ ω, l(f(n)) > n.

2. Para cada n ∈ ω, [
⋃
k∈ω f(k)]�n = f(n)�n .

Demostración. (1) Note que l(f(0)) > 0. Si suponemos que l(f(n)) > n entonces
l(f(n+ 1)) = l(f(n)) + 1 > n+ 1.

(2) Sea n ∈ ω fijo. Por el inciso anterior, tiene sentido considerar f(n)�n . Como ambas
funciones tienen el mismo dominio y el mismo codominio, bastará probar que tienen la
misma regla de correspondencia. Sea j ∈ {0, . . . , n− 1}, tenemos que [

⋃
k∈ω f(k)]�n(j) =

[
⋃
k∈ω f(k)](j) entonces existe k0 ∈ ω tal que [

⋃
k∈ω f(k)](j) = f(k0)(j).

Caso(1): k0 6 n. Entonces f(k0) ⊆ f(n), por lo tanto f(n)�n(j) = f(n)(j) =
f(n)�l(f(k0))(j) = f(k0)(j) = [

⋃
k∈ω f(k)](j) = [

⋃
k∈ω f(k)]�n(j). Entonces f(n)�n =

[
⋃
k∈ω f(k)]�n

Caso(2): k0 > n. Entonces f(n) ⊆ f(k0), por lo tanto f(n)�n(j) = f(n)(j) =
f(k0)�l(f(n))(j) = f(k0)(j) = [

⋃
k∈ω f(k)](j) = [

⋃
k∈ω f(k)]�n(j). Entonces f(n)�n =

[
⋃
k∈ω f(k)]�n .

2.2.11. Proposición. Para cada rama infinita R de un árbol A existe x ∈ [A] tal que
R = {x�n}n∈ω.

Demostración. Primero notemos que por ser R infinito, tenemos que R 6= ∅.
Por otro lado, sobre la rama R definimos la relación R:

• Sean t1, t2 ∈ R. Escribiremos t1R t2 si:

1. t1 ⊇ t2,
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2. l(t1) = l(t2) + 1.

Sea t ∈ R. Suponga que l(t) = n entonces {t�0 , . . . , t�n} ⊆ R. Como R infinito,
existe r ∈ R tal que para cada i ∈ {0, . . . , n}, r 6= t�i . Sabiendo que en toda rama no
puede haber más de un elemento con la misma longitud, tenemos que l(r) > n = l(t).
Además R es totalmente ordenado, por lo tanto se tiene que r y t son comparables.
Luego r�l(t) = r�n = t entonces r ⊇ t y l(r) > n+ 1, por lo tanto tiene sentido considerar
al elemento r�n+1 . Por lo que se concluye que r�n+1Rt.

Por el principio de elecciones dependientes, existe una función f : ω → R tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Consideramos x =
⋃
k∈ω f(k), se afirma que R = {x�n}n∈ω. En efecto: Sea z ∈ R tal

que l(z) = m. Como R es una rama y x�m = [
⋃
k∈ω f(k)]�m = f(m)�m ∈ R entonces

z = f(m)�m = [
⋃
k∈ω f(k)]�m = x�m (ver 2.2.7).

Para la otra contención, sea n ∈ ω fija. Entonces x�n = [
⋃
k∈ω f(k)]�n = f(n)�n ∈ R.

Por lo tanto, R = {x�n}n∈ω.

Por último, se afirma que x ∈ [A]. En efecto: Sea n ∈ ω. Entonces x�n =
[
⋃
k∈ω f(k)]�n = f(n)�n ∈ R ⊆ A. Por lo tanto x ∈ [A].

Enseguida definiremos algunos tipos de árboles.

2.2.12. Definición. Sea A un árbol. Diremos que:

1. A está bien podado si no tiene nodos terminales. Es decir, si todos sus nodos se
pueden extender a otros elementos de A de longitud mayor.

2. A es perfecto si todo nodo s ∈ A admite dos extensiones incompatibles s1 y s2 que
son elementos de A. Es decir, estas dos extensiones son de tal forma que existe n
en el dominio común de s1 y de s2 tal que s1(n) 6= s2(n).

3. A está finitamente ramificado si cada uno de sus nodos tiene un número finito de
extensiones inmediatamente posteriores que están a su vez en A. Es decir, estas
extensiones tienen longitud una unidad mayor que el nodo inicial.

2.2.13. Definición. Un espacio topológico X es perfecto si no tiene puntos aislados.
Es decir, carece de puntos x ∈ X tales que x ∈ X \ der(X), donde der es el operador
derivado.

2.2.14. Teorema. Sea X un conjunto no vaćıo (dotado con la topoloǵıa discreta). Los
cerrados en Xω son los conjuntos de la forma [A], donde A es un árbol en X que podemos
tomar bien podado.
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Demostración. Sea A un árbol en X, tenemos que [A] es cerrado en Xω, pues si
x ∈ Xω \ [A], entonces existe n ∈ ω tal que x�n /∈ A. Por ello, x ∈ Bx�n ⊆ X

ω \ [A], luego
Xω \ [A] es abierto.

Por otra parte [∅] = ∅, por lo que bastará verificar que para cada cerrado C ⊆ Xω no
vaćıo existe un árbol A tal que [A] = C. Para hacer esto último, si C ⊆ Xω es cerrado
consideramos al siguiente conjunto A = {x�n |x ∈ C, n ∈ ω} ⊆ X<ω. Tenemos que A es
un árbol. Además, A está bien podado, ya que si x ∈ C y n ∈ ω, tenemos que x�n+1 ∈ A,
y x�n+1 es una extensión cuya longitud es mayor a la de x�n , por lo que A está bien
podado.

Observemos que C ⊆ [A], pues si z ∈ C y n ∈ ω entonces z�n ∈ A, por lo tanto z ∈ [A].
Ahora, si x ∈ [A] entonces para cada n ∈ ω, x�n ∈ A, por lo que existe y ∈ C tal que
x�n = y�n , luego para cada n ∈ ω, Bx�n ∩C 6= ∅. Observemos que los abiertos {Bx�n}n∈ω
forman una base de vecindades de x en Xω, pues si M ⊆ Xω es un abierto tal que
x ∈ M entonces existen α0, . . . , αm ∈ ω tales que

⋂m
i=0 Π−1

αi [{xαi}] ⊆ M ; consideramos

k = máx{α0, . . . , αm}, se concluye que x ∈
⋂k
i=0 Π−1

i [{xi}] ⊆
⋂m
i=0 Π−1

αi [{xαi}]. De esta
manera x ∈ C, pero C = C, pues C es cerrado. Por lo tanto [A] = C.

Observemos que en el teorema inmediato anterior hemos probado que si A es un árbol
(no necesariamente bien podado) entonces [A] es un cerrado en Xω.

2.2.15. Teorema. Sea X un conjunto (dotado con la topoloǵıa discreta) y A 6= ∅ un
árbol bien podado en X. Entonces, son equivalentes:

1. A es un árbol perfecto.

2. El cerrado [A] es perfecto.

Demostración. (1)⇒ (2)] Supóngase que existe x ∈ [A] tal que x es un punto de ais-
lado de [A], entonces existe una vecindad abierta de la forma Bx�n tal que Bx�n ∩ [A] =
{x}.

AFIRMACIÓN: x�n no puede tener dos extensiones distintas de longitud mayor que
n en A.

En efecto: Sea s1 ∈ A una extensión de x�n con longitud mayor que n, tal que
s1 6= x�l(s1) . Construiremos y ∈ Xω tal que y�l(s1) = s1.

Consideramos A = {s ∈ X<ω|s ⊇ s1, s ∈ A}, observemos que A 6= ∅ pues s1 ∈ A.

Sobre A definimos la relación R:

• Sean s, t ∈ A. Escribiremos sR t si:

1. s ⊇ t,
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2. l(s) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A. Como A está bien podado, existe σ extensión de t con longitud mayor a l(t)
que está también en A, por lo que l(σ) > l(t) + 1, tomamos s = σ�l(t)+1

. Tenemos que
s ∈ A, pues A es un árbol. Además s ⊇ t ⊇ s1.

Por el principio de elecciones dependientes, existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Consideramos y =
⋃
n∈ω f(n). Vemos que y ∈ Xω, además observemos que l(f(0)) >

l(s1), y de aqúı que f(0)�l(s1) tenga sentido. Y como f(0) ⊇ s1 entonces f(0)�l(s1) = s1.
Además, observemos que y�l(s1) = f(0)�l(s1) . Pues sim ∈ l(s1), tenemos que y�l(s1)(m) =

y(m); por otro lado existe k ∈ ω tal que y(m) = [
⋃
n∈ω f(n)](m) = f(k)(m). Observe-

mos que k > 0, por lo que f(k) ⊇ f(0). Con todo lo anterior en mente, tenemos que
f(0)�l(s1)(m) = f(0)(m) = f(k)(m) = y(m) = y�l(s1)(m), con lo que se concluye que
y�l(s1) = f(0)�l(s1) .

Por lo tanto s1 = f(0)�l(s1) = y�l(s1) .
Aśı pues x�n = (s1)�n = (y�l(s1))�n = y�n . Tenemos que existen x, y ∈ Xω tales

que x�n = y�n , pero x 6= y, pues x�l(s1) 6= s1 = y�l(s1) . Por construcción, se tiene
que y ∈ [A], pues si r ∈ ω, entonces y�r = [

⋃
k∈ω f(k)]�r = f(r)�r ∈ A. Por lo que

{x, y} ⊆ Bx�n ∩ [A] = {x}, esto último seŕıa una contradicción. �
De esta manera, por la Afirmación anterior tenemos que A no es un árbol perfecto.

(2) ⇒ (1)] Si [A] es perfecto. Como A 6= ∅, consideramos s ∈ A de longitud n,
queremos probar queA tiene extensiones para s de longitud mayor que sean incompatibles
entre ellas. Construiremos x ∈ [A] tal que x�n = s. Consideramos al conjunto B = {σ ∈
A|σ ⊇ s}, tenemos que s ∈ B, por lo que B 6= ∅.

Sobre B consideramos la relación R:

• Sean σ1, σ2 ∈ B. Escribiremos σ1R σ2 si:

1. σ1 ⊇ σ2,

2. l(σ1) = l(σ2) + 1.

Sea σ ∈ B, como B está bien podado, existe τ ∈ B una extensión para σ de longitud
mayor, entonces l(τ) > l(σ) + 1. Tomamos τ�l(σ)+1

, el cual τ�l(σ)+1
R σ. Por el principio

de elecciones dependientes, se tiene que existe una función F : ω → B tal que:

∀m ∈ ω : F (m+ 1)Rf(m),

consideramos x =
⋃
m∈ω f(m). Tenemos que x ∈ [A], pues si r ∈ ω, sabemos que

x�r = [
⋃
k∈ω f(k)]�r = f(r)�r ∈ A. Además x�n = f(n)�n = s. Aśı pues, tenemos que
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existe x ∈ [A] tal que x�n = s. Como [A] es perfecto, x no es un punto aislado de [A], por
lo que no puede ocurrir que Bx�n ∩ [A] = {x}, luego tenemos que existe y ∈ Bx�n ∩ [A]
tal que x 6= y. Entonces x�n = y�n , y como x 6= y, existe m > n tal que x�m 6= y�m son
elementos de A.

2.2.16. Teorema. Sea X un conjunto (dotado con la topoloǵıa discreta) y A 6= ∅ un
árbol bien podado en X. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A está finitamente ramificado.

2. [A] es compacto.

Demostración. (1)⇒ (2)] Supongamos que A está finitamente ramificado. Como Xω

es un espacio métrico entonces Xω es Hausdorff, luego [A] también lo será. Supondremos
que [A] tiene una cubierta abierta C que no admite subcubiertas finitas. Consideremos
s0, . . . , sn1 ∈ X1 todos los sucesores de la función ∅ que están en A. Esto es posible, pues
A está finitamente ramificado y bien podado.

Se afirma que [A] =
⋃n1
i=0{x ∈ [A] | x�1 = si}. En efecto: Por un lado,

⋃n1
i=0{x ∈

[A] | x�1 = si} ⊆ [A]. Además, si z ∈ [A] entonces para cada m ∈ ω, z�m ∈ A. En
particular z�1 ∈ A, y como s0, . . . , sn1 son los únicos sucesores de ∅ en A, se tiene que
existe i ∈ {0, . . . ,m} tal que z�1 = s1.

Si cada uno de los conjuntos {x ∈ [A] | x�1 = si} pudiera cubrirse por un número
finito de abiertos de la cubierta C, entonces A también seŕıa cubierto por esos abiertos,
lo que seŕıa una contradicción. Por lo tanto existe σ1 ∈ A de longitud 1 tal que Aσ1 =
{x ∈ A | x�1 = σ1} no puede cubrirse por un número finito de abiertos de la cubierta C.

Consideremos al siguiente conjunto:

A = {s ∈ Xn∩A | n ∈ ω, As = {x ∈ [A] | x�n = s} no puede cubrirse por un subconjunto

finito de la cubierta abierta C}.

Vemos que σ1 ∈ A, por lo que A 6= ∅.
Consideramos sobre A la siguiente relación R:

• Sean s, t ∈ A. Escribiremos sR t si:

1. l(s) = l(t) + 1,

2. s ⊇ t.

Sea t ∈ A. Entonces existe n ∈ ω tal que t ∈ Xn ∩A, y además At = {x ∈ [A] | x�n = t}
no puede ser cubierto por un subconjunto finito de la cubierta abierta C. Por otro lado
existen s0, . . . , sm ∈ Xn+1 quienes son todos los sucesores de t, estos elementos existen
pues A está bien podado y la cantidad es finita ya que A está finitamente ramificado.
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Se afirma que At =
⋃m
i=0{x ∈ [A] | x�n+1 = si}. En efecto: Si z ∈ At, como s0, . . . , sm

son los únicos sucesores de t entonces existe j ∈ {0, . . . ,m} tal que z�n+1 = sj , por lo que
z ∈

⋃m
i=0{x ∈ [A] | x�n+1 = si}. Por otro lado, si z ∈

⋃m
i=0{x ∈ [A] | x�n+1 = si} entonces

existe j ∈ {0, . . . ,m} tal que z ∈ {x ∈ [A] | x�n+1 = sj}, por lo que z�n+1 = sj , pero sj es
un sucesor de t; luego z�n = t.

También tenemos que existe j ∈ {0, . . . ,m} tal que {x ∈ [A] | x�n+1 = sj} no es
cubierto por una cantidad finita de la cubierta C. Aśı pues, consideramos s = sj ,
tenemos que sj ⊇ t, l(sj) = l(t) + 1 y sj ∈ A. Con lo anterior en mente, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

De esta forma tenemos definida la sucesión {f(n)}n∈ω. Consideramos al elemento
f(0). Si l(f(0)) = 0, entonces {f(n)}n∈ω = {sn}n∈ω es una sucesión en A tal que para
cada i ∈ ω, si ∈ A y Asi = {x ∈ [A] | x�i = si} no puede cubrirse por un número finito
de abiertos de la cubierta C. Ahora, si l(f(0)) = k > 1, se afirma que si k0 < k entonces
Af(0) ⊆ Af(0)�k0

. Efectivamente: Sea z ∈ Af(0). Entonces z ∈ [A] es tal que z�k = f(0).

Como k0 < k, se tiene que z�k0 = f(0)�k0 , por lo que z ∈ Af(0)�k0
. Aśı pues, como Af(0)

no puede cubrirse por un número finito de abiertos de la cubierta C, se tiene que si
k0 < k, entonces Af(0)�k0

tampoco será cubierto por un número finito de abiertos de la

cubierta C.
Con lo anterior, tenemos que {f(0)�k0}k0<k ∪ {f(n)}n∈ω es una sucesión de la forma

{sn}n∈ω en la cual para cada i ∈ ω, si ∈ A y Asi = {x ∈ [A] | x�i} no puede cubrirse por
un número finito de abiertos de la cubierta C.

Ahora, para ambos casos, es decir para l(f(0)) = 0 ó l(f(0)) > 1, tomamos la sucesión
{sn}n∈ω, y consideramos x =

⋃
i∈ω f(i), el cual tiene la propiedad de que x ∈ [A], puesto

que para cada n ∈ ω, x�n = f(n)�n ∈ A.
Tomamos ahora un abierto V ∈ C tal que x ∈ V , entonces existe n ∈ ω tal que

x ∈ Bx�n ⊆ V , pero Ax�n = {y ∈ [A] | y�n = x�n} ⊆ Bx�n ⊆ V , es decir Ax�n ⊆ V ; lo que
seŕıa una contradicción, pues por construcción Ax�n no pod́ıa cubrirse por un número
finito de abiertos de la cubierta C.

(2) ⇒ (1)] Supóngase que [A] es compacto. Suponga además que existe s ∈ A un
nodo de longitud m que tiene infinitos sucesores inmediatos. Como todo conjunto infinito
tiene un subconjunto infinito numerable, podemos considerar un subconjunto infinito
numerable {sn}n∈ω de todos esos sucesores, donde si n1 6= n2, entonces sn1 6= sn2 .

Sea n ∈ ω fijo, construiremos x(n) ∈ [A] tal que sn ⊆ x(n). Para esto, consideraremos
al conjuntos A = {t ∈ A|t ⊇ sn}.

Sobre A consideramos la siguiente relación R:
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• Sean t1, t2 ∈ A. Escribiremos t1R t2 si:

1. t1 ⊇ t2,

2. l(t1) = l(t2) + 1.

Sea t ∈ A tal que l(t) = k. Como A está bien podado, existe τ ∈ A tal que τ ⊇ t y
l(τ) > k+ 1. Entonces τ�k+1

está bien definido y es tal que τ�k+1
⊇ t. Por el principio de

elecciones dependientes, existe una función f : ω → A tal que:

∀r ∈ ω : f(r + 1)Rf(r).

Definimos x(n) =
⋃
r∈ω f(r). Se afirma que x(n) ∈ [A] y x(n) ⊇ sn. Efectivamente:

Por un lado, si p ∈ ω, entonces x
(n)
�p

= [
⋃
r∈ω f(r)]�p = f(p)�p ∈ A. Por otro lado x ⊇

f(0) ⊇ sn. Aśı pues, para cada n ∈ ω, x(n) ∈ Bsn y para cualquier t ∈ Xm+1\{sn|n ∈ ω},
tenemos que x(n) /∈ Bt.

Por otro lado, resulta que B = {Bsn |n ∈ ω}∪ {Bt|t ∈ Xm+1 y ∀n ∈ ω, t 6= sn} es una
cubierta abierta de [A]. Pues, si z ∈ [A] y z�m+1 = sn para alguna n ∈ ω, entonces z ∈ B.
Por otra parte, si para cada n ∈ ω, z�m+1 6= sn, como z ∈ [A], tenemos que z�m+1 ∈ A,
pero para cada n ∈ ω, z�m+1 6= sn. Entonces z�m+1 ∈ Xm+1 \ {sn|n ∈ ω}, por lo que
z ∈ {Bt|t ∈ Xm+1; ∀n ∈ ω, t 6= sn} ⊆ B. De esta manera hemos probado que B cubre a
[A].

AFIRMACIÓN: Ninguna subcolección finita de B cubre a [A].

En efecto: Suponga que existe un conjunto B0 ⊆ B finito que cubre a [A].

Caso(1): B0 = {Bsn0 , . . . , Bsnk} ⊆ B es finito y B0 cubre a [A]. Sea σ ∈ {sn|n ∈
ω} \ {sn0 , . . . , snk}. Consideramos A0 = {s̃ ∈ X ñ ∩ A|ñ > m + 1; s̃ ⊇ σ}. Vemos que
σ ∈ A0, por lo que A0 6= ∅.

Consideremos la siguiente relación R sobre A0:

• Sean r, t ∈ A0. Escribiremos rR t si:

1. l(r) = l(t) + 1,

2. s ⊇ t.

Sea t ∈ A0. Entonces t ∈ A ∩X ñ para algún ñ > m + 1 y t ⊇ σ, como A está bien
podado, t se puede extender a un r ∈ A tal que r ∈ X ñ+1 y r�ñ = t, por lo que rR t.
Por el principio de elecciones dependientes, existe una función g : ω → A0 tal que:

∀n ∈ ω : g(n+ 1)Rg(n).
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Con todo lo anterior en mente, consideramos σ0 =
⋃
n∈ω g(n) ∈ Xω. Note que σ0 ∈ [A]

y (σo)�m+1 = σ. Pues si r ∈ ω, entonces (σ0)�r = g(r)�r ∈ A y además (σ0)�m+1 =
g(m + 1)�m+1 = σ. Ahora, si exist́ıera i ∈ {0, . . . , k} tal que σ0 ∈ Bsni , entonces σ =
(σ0)�m+1 = sni , lo que seŕıa una contradicción, por lo tanto B0 no cubre a [A].

Antes de proceder con el caso(2), observe que en el caso(1) probamos que dada
una cantidad finita de elementos sn0 , . . . , snk entonces para cada σ ∈ {sn|n ∈ ω} \
{sn0 , . . . , snk} existe σ0 ∈ [A] tal que (σ0)�m+1 = σ. Además se observo que σ0 ∈
[A] \

⋂n
i=0Bsi .

Caso(2): B0 = {Bt0 , . . . , Btk} , donde para cada i ∈ {0, . . . , k}, tni ∈ Xm+1 y tni 6= sn
para cada n ∈ ω. Sea n ∈ ω fija. Ya sabemos que existe σ0 ∈ [A] tal que (σ0)�m+1 = sn.
Si exist́ıera i ∈ {0, . . . , k} tal que σ0 ∈ Bt, entonces sn = (σ0)�m+1 = ti, lo que seŕıa una
contradicción.

Caso(3): B0 = {Bsn0 , . . . , Bsnk}∪{Bt0 , . . . , Btk̃}. Sea σ ∈ {sn|n ∈ ω}\{sn0 , . . . , snk}.
Ya sabemos que existe σ0 ∈ [A] tal que (σ0)�m+1 = σ. Además, tenemos que para cada
i ∈ {0, . . . , k}, σ0 /∈ Bsni . Mientras que considerando a este elemento σ0 y siguiendo los

mismo pasos del caso(2) se tiene que para cada i ∈ {0, . . . , k̃}, σ0 /∈ Bti , lo que seŕıa una
contradicción. �

La afirmación anterior garantiza que [A] no es compacto, lo que seŕıa una con-
tradicción. Por lo tanto, A está finitamente ramificado.

A continuación estableceremos algunas definiciones en las cuales se verán ciertas
relaciones entre árboles y sus cerrados.

2.2.17. Definición. Sean A y B dos árboles en un conjunto X.

1. Una aplicación φ : A→ B es monótona si siempre que s ⊆ t entonces φ(s) ⊆ φ(t).

2. Si φ es monótona definimos Z(φ) = {x ∈ [A] | ∀n ∈ ω ∃m ∈ ω tal que l(φ(x�m)) >
n}.

3. Para cada x ∈ Z(φ) definimos φ̃(x) =
⋃
n∈ω φ(x�n).

4. Decimos que φ es propia si Z(φ) = [A].

2.2.18. Observación. Sean A y B árboles no vaćıos en un conjunto X. Si φ : A→ B es
monótona entonces para cada x ∈ Z(φ), φ̃(x) ∈ [B].

Demostración. Primero probaremos que φ̃(x) es una función con dominio ω y con
codominio X. Sea i ∈ ω fija, y consideremos r ∈ ω tal que r > i > 0 fija. Entonces existe
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mr ∈ ω tal que l(φ(x�mr )) > r, se afirma que φ̃(x)�r = [
⋃
n∈ω φ(x�n)]�r = φ(x�mr )�r . En

efecto: Sea k ∈ {0, . . . , r − 1}, entonces:

φ̃(x)�r(k) = [
⋃
n∈ω

φ(x�n)]�r(k) = [
⋃
n∈ω

φ(x�n)](k) = φ(x�ñ)(k),

para algún ñ ∈ ω. Primero consideraremos el caso para el cual mr 6 ñ. Entonces x�mr ⊆
x�ñ , y como φ es monótona, tenemos que φ(x�mr ) ⊆ φ(x�ñ), por lo que φ(x�mr )�r(k) =
φ(x�mr )(k) = φ(x�ñ)(k); por lo tanto [

⋃
n∈ω φ(x�n)]�r(k) = φ(x�mr )�r(k). Por otro lado,

si ñ 6 mr. Entonces x�ñ ⊆ x�mr , y como φ es monótona, se tiene que φ(x�ñ) ⊆ φ(x�mr ),
por lo que φ(x�ñ)(k) = φ(x�mr )(k) = φ(x�mr )�r(k); por lo tanto [

⋃
n∈ω φ(x�n)]�r(k) =

φ(x�mr )�r(k). Notemos que hemos probado que:

∀r > 0 : φ̃(x)�r ∈ B,

y como φ̃(x)�0 = ∅ ∈ B, pues B es un árbol, se concluye que φ̃(x) ∈ [B], siempre y
cuando probemos que φ̃(x) mandará a cada elemento de ω a un único elemento de X.
Para demostrar esto último, sean i1, i2 ∈ ω tales que i1 = i2, y si consideramos dos
valores φ̃(x)(i1) y φ̃(x)(i2), entonces existen n1, n2 ∈ ω tales que φ̃(x)(i1) = φ(x�n1 )(i1)

y φ̃(x)(i2) = φ(x�n2 )(i2). Si n1 6 n2, entonces x�n1 ⊆ x�n2 , por lo que φ(x�n1 ) ⊆ φ(x�n2 );
luego φ(x�n1 )(i1) = φ(x�n2 )(i2). Por otro lado, si n1 > n2, entonces x�n1 ⊇ x�n2 , por lo
que φ(x�n1 ) ⊇ φ(x�n2 ); luego φ(x�n2 )(i2) = φ(x�n1 )(i1).

2.2.19. Teorema. Sean A y B dos árboles en un conjunto X. Sea φ : A → B una
función monótona entre árboles. Entonces Z(φ) es un conjunto Gδ en [A] y la función
φ̃ : Z(φ)→ [B] es continua.

Demostración. Primero probaremos que Z(φ) es un conjunto Gδ. Notemos que si
Z(φ) = ∅ entonces Z(φ) seŕıa un conjunto Gδ. Ahora supóngase que Z(φ) 6= ∅, se afirma
que Z(φ) =

⋂
n∈ω Un, donde para cada n ∈ ω, Un = {x ∈ [A] | ∃m ∈ ω, l(φ(x�m)) > n}.

En efecto: Si x ∈ Z(φ) entonces para cada n ∈ ω tomamos un único mn ∈ ω tal que
l(φ(x�m)) > n, por lo que x ∈

⋂
n∈ω Un. Por otro lado, si x ∈

⋂
n∈ω Un, entonces para

cada n ∈ ω, x ∈ Un, por lo que para cada n ∈ ω tomamos un único mn ∈ ω tal que
l(φ(x�mn )) > n; por lo tanto x ∈ Z(φ).

De esta manera, para demostrar que Z(φ) es un conjunto Gδ, bastará probar que para
cada n ∈ ω, Un es un abierto. Sea x ∈ Un, entonces existe mn ∈ ω tal que l(φ(x�mn )) > n,
note que x ∈ Bx�mn ∩ [A] ⊆ Un. Pues si z ∈ Bx�mn ∩ [A], entonces z�mn = x�mn , por lo
que φ(z�mn ) ⊇ φ(x�mn ), luego l(φ(z�mn )) > l(φ(x�mn )) > n y z ∈ [A]; de aqúı que z ∈ Un.
Por lo tanto Z(φ) es un conjunto Gδ en [A].

Por otro lado, para probar que φ̃ es continua, tomamos un abierto básico en [B] que
será de la forma Vt = [B] ∩Bt, para algún ñ ∈ ω y t ∈ X ñ.
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Se probará que φ̃−1[Vt] =
⋃
{Bs ∩ Z(φ)|s ∈ A; t ⊆ φ(s)}.

Por un lado, sea z ∈ φ̃−1[Vt]. Entonces φ̃(z) =
⋃
n∈ω φ(z�n) ∈ [B] ∩ Bt. Como

φ̃(z) ∈ Bt, tenemos que φ̃�ñ = t; además existe mñ ∈ ω tal que l(φ(z�mñ )) > ñ, pues
z ∈ Z(φ).

AFIRMACIÓN: φ̃(z)�ñ ⊆ φ(z�mñ ).

En efecto: Sea y ∈ Gráf(φ̃(z)�ñ), por lo que y = (i, φ̃(z)�ñ(i)) = (i, φ̃(z)(i)) para
alguna i ∈ {0, . . . , ñ − 1}, es decir y ∈ Gráf(φ̃(z)); de esto último existe n ∈ ω y
j ∈ {0, . . . , km − 1} tal que y = (j, φ(z�n(j)), donde km es la longitud de φ(z�n).

Caso(1): Si n > mñ. Entonces z�n ⊇ z�mñ , y como φ es monótona, se tiene que
φ(z�n) ⊇ φ(z�mñ ), por lo tanto φ(z�mñ )(j) = φ(z�n)(j); de aqúı que y = (j, φ(z�mñ )(j)) ∈
Gráf(φ(z�mñ )), con lo que se tiene el resultado para este caso.

Caso(2): Si n 6 mñ. Entonces z�n ⊆ z�mñ , como φ es monótona, tenemos que
φ(z�n) ⊆ φ(z�mñ ),y como y ∈ Gráf(φ(z�n)), por lo tanto y ∈ φ(z�mñ ). �

Por la Afirmación anterior, tenemos que t = φ̃(z)�ñ ⊆ φ(z�mñ ) y como z ∈ Z(φ) ⊆ [A],
luego z�mñ ∈ A. Por lo tanto z ∈

⋃
{Bs ∩ Z(φ)|s ∈ A; t ⊆ φ(s)}.

Por otro lado, sea z ∈
⋃
{Bs ∩ Z(φ)|s ∈ A; t ⊆ φ(s)}, entonces existe s ∈ A con

t ⊆ φ(s) tal que z ∈ Bs ∩ Z(φ); supóngase que s ∈ Xk. Tenemos que φ̃(z) ∈ [B].
Como z ∈ Bs, z�k = s, por lo que t ⊆ φ(z�k), entonces t = φ(z�k)�ñ . De aqúı que
φ̃(z) =

⋃
n∈ω φ(z�n) ⊇ φ(z�k) ⊇ φ(z�k)�ñ = t, por lo que φ̃(z)�ñ = t. Por lo tanto

φ̃(z) ∈ Bt ∩ [B] = Vt.

Consideraremos ahora la siguiente definición que nos servirá en nuestra discusión, en
particular nos será de utilidad en el siguiente teorema.

2.2.20. Definición. Sea X un conjunto no vaćıo y sean x ∈ X y s ∈ Xk para alguna
k ∈ ω. Definimos a las siguientes funciones:

• sfx : {0, . . . , k} → X dada por:

(sfx)(j) =

{
s(j) si j ∈ {0, . . . , k − 1},
x si j = k.

• Si para x0, . . . , xm+1 ∈ X (para algún m ∈ ω \ {0}) la función sfxf0 . . .
f xm está

definida. Entonces definimos sfxf0 . . .
f xm+1 = (sfxf0 . . .

f xm)fxm+1.

2.2.21. Teorema. SeaX un conjunto que admite un buen orden (dotado de la topoloǵıa
discreta). Sean S ⊆ T ⊆ Xω dos cerrados no vaćıos en Xω. Entonces, existe una
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retracción r : T → S, es decir, una función continua que restringida a S resulta ser la
función identidad sobre S.

Demostración. Primero demostraremos la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(1): Si C ⊆ X<ω es un árbol bien podado entonces C = {x�n |x ∈
[C];n ∈ ω}.

En efecto: Sea z ∈ C. Supóngase que z ∈ XN , y consideramos al conjuntos A =
{y ∈ C|y ⊇ z}. Vemos que z ∈ A, por lo que A 6= ∅.

Definimos sobre A la siguiente relación R:

• Sean t, r ∈ A. Escribiremos tR r si:

1. t ⊇ r,
2. l(t) = l(r) + 1.

Sea r ∈ A, supóngase que r ∈ Xk para algún k ∈ ω. Como C está bien podado, tenemos
que existe t ∈ C tal que t�k = r con l(t) > k + 1. Tomamos t�k+1

∈ C y t�k+1
⊇ r ⊇ z;

es decir t�k+1
∈ A y además t�k+1

R r. Por el principio de elecciones dependientes, existe
una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Supóngase que l(f(0)) = k0, consideramos {f(0)�j}j<k0 ∪ {f(n)}n∈ω = {si}i∈ω, donde
{si}i∈ω es una enumeración del conjunto {f(0)�j}j<k0 ∪ {f(n)}n∈ω, consideramos al ele-
mento χ =

⋃
i∈ω si ∈ Xω. Note que χ ∈ [C], pues si p ∈ ω, entonces χ�p = f(p)�p ∈ C.

Y por otro lado, χ�N = f(N)�N = z, por lo tanto z ∈ {x�n |x ∈ [C];n ∈ ω}.
Para probar la otra contención, sea z ∈ {x�n |x ∈ [C];n ∈ ω}, entonces z = x�n para

algún x ∈ [C], por lo que z ∈ C. �
Por el teorema 2.2.14, T = [A] y S = [B], donde A y B son árboles bien podados.

Aplicando la Afirmación (1), tenemos que A = {x�n |x ∈ T ;n ∈ ω} y B = {x�n |x ∈ S;n ∈
ω}. Por lo que B ⊆ A.

Vamos a construir una función φ : A → B monótona y propia tal que, para cada
t ∈ B, φ(t) = t de la siguiente manera:

• Sea s ∈ A, supóngase que l(φ(s)) = k, definiremos a φ(s) por recursión sobre la
longitud de s.

1. φ(∅) = ∅.
2. Si está definido φ(s) ∈ B, para cada x ∈ X tal que sfx ∈ A, definimos φ(s∧x)

de la siguiente manera:
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(a) Si sfx ∈ B, φ(sfx) = sfx.

(b) Si sfx /∈ B, φ(sfx) = φ(s)fy, donde y es el mı́nimo del conjunto {z ∈
X|φ(s)fz ∈ B} (este último conjunto es distinto del vaćıo ya que φ(s) ∈ B
y B está bien podado).

AFIRMACIÓN(2): φ es una función monótona entre árboles.

En efecto: Sean s, t ∈ A. Si s = t, entonces φ(s) = φ(t), y se tendŕıa el resul-
tado en este caso. Supóngase, sin pérdida de generalidad, que s ( t, entonces existen
x0, . . . , xnt ∈ X tales que t = sfxf0 . . .

f xnt .

Sea ti ∈ X y definamos t̃ = s̃∧ti. Note que φ(t̃) ⊇ φ(s̃). Pues si t̃ = s̃fti /∈ B,
entonces φ(t̃) = φ(s̃fti) = φ(s̃)fy ⊇ φ(s̃). Por otro lado, si t̃ = s̃fti ∈ B, entonces
s̃ ∈ B, pues B es un árbol, por lo que φ(t̃) = φ(s̃fti) = s̃fti ⊇ s̃ = φ(s̃). Con esto en
mente, tenemos que φ(t) = φ(sfxf0 . . .

f xnt) ⊇ φ(sfxf0 . . .
f xnt−1) ⊇ . . . ⊇ φ(s), por lo

tanto φ(t) ⊇ φ(s) y con ello φ es un función monótona entre árboles. �

AFIRMACIÓN(3): Z(φ) = [A].

En efecto: Primero probaremos que para toda k ∈ ω, l(φ(z�k)) = k. Para k = 0,
se tiene que z�0 = ∅, entonces l(φ(z�0)) = l(φ(∅)) = l(∅) = 0. Ahora supóngase que
para k ∈ ω, tenemos que l(φ(z�k)) = k, observamos que z�k+1

= (z�k)fz(k). Aśı pues, si
(z�k)fz(k) ∈ B, entonces l(φ(z�k+1

)) = l((z�k)fz(k)) = l(z�k) + 1 = k + 1. Por otro lado,
si zf�kz(k) /∈ B, tenemos que l(φ(z�k+1

)) = l(φ(z�k)fy)) = l(φ(z�k)) + 1 = k + 1.

Por lo tanto, si z ∈ [A] y n ∈ ω, bastará considerar m > n, entonces l(φ(z�m)) = m >
n. Mientras que, por definición, Z(φ) ⊆ [A]. Con lo que se concluye que [A] = Z(φ). �

Consideramos la función continua asociada a φ, es decir φ̃ : [A]→ [B]. Vemos que si
z ∈ [B] entonces para cada n ∈ ω, z�n ∈ B, por lo que φ̃(z) =

⋃
n∈ω φ(z�n) =

⋃
n∈ω z�n =

z.

2.3 Biyecciones canónicas

Ahora, haremos una introducción acerca de algunas biyecciones canónicas que servirán
a la discusión.

2.3.1. Definición. Sobre ω × ω definimos la siguiente relación:

Si (m,n), (m̃, ñ) ∈ ω × ω, entonces diremos que (m,n) 6 (m̃, ñ) si :
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máx{m,n} < máx{m̃, ñ} ∨ (máx{m,n} = máx{m̃, ñ} ∧ (n < ñ ∨ (n = ñ ∧m 6 m̃))).

A este orden se le conoce como orden canónico en ω × ω.

2.3.2. Lema. (ω × ω,6) es un conjunto totalmente ordenado.

Demostración. Como máx{m,n} = máx{m,n} y (n = n y m 6 m), se tiene que
(m,n) 6 (m,n).

AFIRMACIÓN(1): (ω × ω,6) satisface la antisimetŕıa.

En efecto: Supóngase que (m,n) 6 (m̃, ñ) y (m̃, ñ) 6 (m,n). Probaremos que
(m,n) = (m̃, ñ). Primero suponga que máx{m,n} < máx{m̃, ñ}. Como (m̃, ñ) 6 (m,n),
entonces máx{m̃, ñ} 6 máx{m,n}, por lo que máx{m,n} < máx{m,n}, lo que seŕıa una
contradicción. Por lo tanto, como (m,n) 6 (m̃, ñ), se tiene que:

máx{m,n} = máx{m̃, ñ} y (n < ñ o (n = ñ y m 6 m̃)).

Probaremos que n < ñ nos conduce a una contradicción. Suponga que n < ñ. Como
(m̃, ñ) 6 (m,n), entonces ñ < n o (n = ñ y m̃ 6 m).

Caso(1): ñ < n. Esto implicaŕıa que ñ < ñ, lo que es una contradicción.

Caso(2): n = ñ y m̃ 6 m. La sola hipótesis de n = ñ nos garantiza que n < n, lo
que evidentemente también es una contradicción.

Es decir, en los dos casos anteriores se obtiene una contradicción, por lo que n < ñ
es falso, dejando la única opción de que n = ñ y m 6 m̃. Como (m̃, ñ) 6 (m,n) y
máx{m,n} = máx{m̃, ñ) y n = ñ, se tiene que m̃ 6 m, por lo tanto m = m̃. Aśı pues
(m,n) = (m̃, ñ). �

AFIRMACIÓN(2): Dados dos elementos sobre ω× ω, estos siempre pueden ser rela-
cionados.

En efecto: Sean (m,n), (m̃, ñ) ∈ ω × ω. Si (m,n) 6 (m̃, ñ), se tiene de inmediato el
resultado. Supóngase que (m,n) � (m̃, ñ). Entonces:

máx{m,n} > máx{m̃, ñ} y (máx{m,n} 6= máx{m̃, ñ} o (n > ñ y (n 6= ñ o m > m̃)))

Para probar que ambos elementos son comparables, consideraremos dos casos.



2.3. BIYECCIONES CANÓNICAS 57

Caso(1): máx{m,n} 6= máx{m̃, ñ}. Entonces máx{m,n} > máx{m̃, ñ}, por lo que
en este caso, (m,n) > (m̃, ñ).

Caso(2): máx{m,n} = máx{m̃, ñ}. Entonces n > ñ y (n 6= ñ o m > m̃). Por un
lado, si n 6= ñ, se tiene que n > ñ, por lo que (m,n) > (m̃, ñ). Por otro lado, si n = ñ,
entonces m > m̃, por lo que en este caso (m,n) > (m̃, ñ).

En ambos casos se tiene que ambos elementos son comparables. �

AFIRMACIÓN(3): (ω × ω,6) es transitiva.

Supóngase que (m1, n1) 6 (m2, n2) y (m2, n2) 6 (m3, n3), probaremos que (m1, n1) 6
(m3, n3). Suponga que (m1, n1) � (m3, n3), haremos ver que esta suposición conduce a
una contradicción. Como dados dos elementos siempre se pueden relacionar, tenemos que
(m1, n1) > (m3, n3). Note que si (m1, n1) = (m3, n3) entonces (m1, n1) 6 (m3, n3), lo que
seŕıa una contradicción. Por lo tanto (m1, n1) 6= (m3, n3). Aśı pues, (m1, n1) > (m3, n3)
y (m1, n1) 6= (m3, n3). Entonces:

máx{m1, n1} > máx{m3, n3} o (máx{m1, n1} = máx{m3, n3}

y (n3 < n1 o (n3 = n1 y m3 6 m1))).

Si suponemos que máx{m1, n1} > máx{m3, n3} entonces máx{m1, n1} > máx{m3, n3} >
máx{m2, n2} > máx{m1, n1}; es decir, máx{m1, n1} > máx{m1, n1}, lo que seŕıa una
contradicción. Por lo tanto:

(máx{m1, n1} = máx{m3, n3} y (n3 < n1 o (n3 = n1 y m3 6 m1))).

Como máx{m1, n1} = máx{m3, n3} entonces máx{m1, n1} = máx{m3, n3} >
máx{m2, n2} > máx{m1, n1}, por lo tanto máx{m1, n1} = max{m2, n2} = max{m3, n3},
luego tenemos que: (n1 < n2 ∨ (n1 = n2 ∧m1 6 m2)) y (n2 < n3 ∨ (n2 = n3 ∧m2 6 m3))
y (n1 > n3 ∨ (n1 = n3 ∧m3 6 m1)).

A continuación, veremos que todo los casos nos conducen a una contradicción.

Caso(1): Si n1 < n2 y n2 < n3 y n1 > n3. Entonces n1 < n1.

Caso(2): Si n1 < n2 y n2 < n3 y n1 = n3. Entonces n1 < n1.

Caso(3): Si n1 < n2 y n2 = n3 y n1 > n3. Entonces n1 < n1.

Caso(4): Si n1 < n2 y n2 = n3 y n1 = n3. Entonces n1 < n1.
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Caso(5): Si n1 = n2 y n2 < n3 y n1 > n3. Entonces n1 < n1.

Caso(6): Si n1 = n2 y n2 < n3 y n1 = n3. Entonces n1 < n1.

Caso(7): Si n1 = n2 y n2 = n3 y n1 > n3. Entonces n1 < n1.

Caso(8): Si n1 = n2 y n2 = n3 y n1 = n3. Entonces m1 6 m2 6 m3 6 m1. Por lo
tanto m1 = m2 = m3, luego (m1, n1) = (m3, n3), lo que seŕıa una contradicción.

Como todos los casos anteriores nos conducen a una contradicción, se concluye que
(m1, n1) 6 (m3, n3). Por lo tanto (ω × ω,6) satisface la transitividad. �

Aśı pues, la relación anterior sobre ω × ω es un orden total.

Probaremos ahora que el orden canónico sobre ω×ω hace a este conjunto semejante
a ω; es decir, existe una biyección entre estos conjuntos de tal forma que ésta y su inversa
preservan el orden. Pero antes demostraremos tres lemas auxiliares.

2.3.3. Lema. Sea (m,n) ∈ ω × ω entonces existe (m̃, ñ) ∈ ω × ω \ {(m,n)} tal que
(m,n) 6 (m̃, ñ).

Demostración. Sea M = máx{m,n}, consideramos (M + 1,M + 1) ∈ ω × ω, vemos
que (M + 1,M + 1) 6= (m,n). Además máx{m,n} = M < M + 1 = máx{M + 1,M + 1},
por lo que (m,n) 6 (M + 1,M + 1).

2.3.4. Lema. Sean (m1, n1), (m2, n2) ∈ ω×ω tales que (m1, n1) 6= (m2, n2) y (m1, n1) 6
(m2, n2). Entonces existe a lo mucho un número finito de elementos (m,n) ∈ ω×ω tales
que (m1, n1) 6 (m,n) 6 (m2, n2).

Demostración. Consideramos al conjunto: A = {(m,n) ∈ ω × ω|(m,n) 6 (m2, n2)},
tenemos que (m2, n2) ∈ A, por lo que A 6= ∅. Note que A = {(m,n) ∈ ω×ω|máx{m,n} <
máx{m2, n2}∨(máx{m,n} = máx{m2, n2}∧(n < n2∨(n = n2∧m 6 m2)))} = {(m,n) ∈
ω × ω|máx{m,n} < máx{m2, n2}} ∪ {(m,n) ∈ ω × ω|máx{m,n} = máx{m2, n2} ∧ (n <
n2∨(n = n2∧m 6 m2))}, pero los conjuntos {(m,n) ∈ ω×ω|máx{m,n} < máx{m2, n2}}
y {(m,n) ∈ ω × ω|máx{m,n} = máx{m2, n2} ∧ (n < n2 ∨ (n = n2 ∧ m 6 m2))} ⊆
{(m,n) ∈ ω × ω|máx{m,n} = máx{m2, n2}} son finitos. Por lo tanto A es finito. Por
otro lado tenemos que A ⊇ {(m,n)|(m,n) 6 (m2, n2)} ∩ {(m,n)|(m1, n1) 6 (m,n)},
por lo tanto existe una cantidad a lo más finita de elementos (m,n) ∈ ω × ω tales que
(m1, n1) 6 (m,n) 6 (m2, n2).

2.3.5. Observación. Si (m1, n1), (m2, n2) ∈ ω × ω son tales que (m1, n1) 6= (m2, n2) y
(m1, n1) 6 (m2, n2), y si definimos al conjunto A = {(m,n) ∈ ω × ω|(m,n) 6 (m2, n2)}.
Tenemos que A = A\{(m1, n1)} es un conjunto tal que A 6= ∅ y A es finito. Por lo tanto
A tiene un mı́nimo (m̄, n̄).
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2.3.6. Lema. Sean (m1, n1), (m2, n2) ∈ ω×ω tales que (m1, n1) 6= (m2, n2) y (m1, n1) 6
(m2, n2). Entonces para cada (m̃1, ñ1), (m̃2, ñ2) ∈ ω × ω tales que (m̃1, ñ1) > (m1, n1)
y (m̃2, ñ2) > (m1, n1) y (m̃1, ñ1) 6= (m1, n1) y (m̃2, ñ2) 6= (m1, n1), los conjuntos A1 =
{(m,n) ∈ ω × ω|(m,n) 6 (m̃1, ñ1)} \ {(m1, n1)} y A2 = {(m,n) ∈ ω × ω|(m,n) 6
(m̃2, ñ2)} \ {(m1, n1)} coinciden en su elemento mı́nimo.

Demostración. Como6 es un orden total, tenemos que (m̃1, ñ1) 6 (m̃2, ñ2) o (m̃2, ñ2) 6
(m̃1, ñ1). Para facilitar la demostración, considere (m̃i, ñi) 6 (m̃j , ñj), donde i ∈ {1, 2}
y j ∈ {1, 2} \ {i}. Sean (m̄i, n̄i) mı́nimo de Ai y (m̄j , n̄j) mı́nimo de Aj . Se afirma que
(m̄i, n̄i) = (m̄j , n̄j). En efecto: Para probar esto último, consideraremos los siguientes
dos casos.

Caso(1): (m̄i, n̄i) 6 (m̄j , ñj). Entonces (m̄i, n̄i) 6 (m̄j , n̄j) 6 (m̃j , ñj). Por lo tanto
(m̄i, n̄i) ∈ Aj , luego (m̄j , n̄j) 6 (m̄i, n̄i). Por lo que se concluye que ambos mı́nimos
coinciden.

Caso(2): (m̄j , n̄j) 6 (m̄i, n̄i). Como (m1, n1) 6 (m̄j , n̄j) 6 (m̄i, n̄i) 6 (m̃i, ñi) y
(m1, n1) 6= (m̄j , n̄j) entonces (m̄j , n̄j) ∈ Ai. Por lo tanto (m̄i, n̄i) 6 (m̄j , n̄j). Luego
ambos mı́nimos coinciden.

Los lemas 2.3.3, 2.3.4, 2.3.6 y la observación 2.3.5 garantizan que la siguiente relación
es de hecho una función.

2.3.7. Definición. Definimos F : ω → ω × ω dada por:

• F (0) = (0, 0).

• Si k ∈ ω tal que F (k) está bien definida entonces F (k + 1) = (m̄, n̄), donde (m̄, n̄)
es el mı́nimo elemento en ω × ω mayor que F (k) distinto de F (k).

La función anterior nos será de utilidad en el siguiente teorema.

2.3.8. Teorema. Existe una biyección entre ω×ω y ω de tal forma que ésta y su inversa
preservan el orden. Es decir, ω × ω y ω son semejantes.

Demostración. La función que usaremos para probar este resultado es la función F
recién definida.

AFIRMACIÓN(1): F preserva el orden.

En efecto: Sea k ∈ ω fijo. Se afirma que para toda k̄ ∈ ω, F (k) 6 F (k + k̄). Si
k̄ = 0, tenemos que F (k) 6 F (k). Suponga que para alguna k̄ ∈ ω se cumple que
F (k) 6 F (k + k̄). Sea (m̄, n̄) > F (k + k̄) tal que (m̄, n̄) 6= F (k + k̄), tendŕıamos que
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F (k + k̄ + 1) ∈ {(m,n) ∈ ω × ω|F (k + k̄) 6 (m,n) 6 (m̄, n̄)} \ {F (k + k̄)}. Por lo tanto
F (k + k̄ + 1) > F (k + k̄) > F (k).

Por otro lado, sean k1, k2 ∈ ω tales que F (k1) 6 F (k2). Debemos probar que k1 6 k2.
Supóngase que k1 > k2, entonces existe k0 ∈ ω \ {0} tal que k2 + k0 = k1, luego
F (k2) 6 F (k2 + k0) = F (k1), entonces F (k1) = F (k2). Pero k2 6 k2 + 1 6 k1, entonces
F (k2) 6 F (k2 + 1) 6 F (k1) = F (k2). Por lo tanto F (k2) = F (k2 + 1), esto último seŕıa
una contradicción, pues F (k2) no es el mı́nimo elemento mayor que F (k2) distinto de
F (k2). Por lo tanto, k1 6 k2.

De esta manera se concluye que la función F preserva el orden. �

AFIRMACIÓN(2): F es inyectiva.

En efecto: Sean k1, k2 ∈ ω tales que F (k1) = (k2), entonces F (k1) 6 F (k2) y
F (k2) 6 F (k1), luego k1 6 k2 y k2 6 k1. Por lo tanto k1 = k2. De aqúı que F sea
inyectiva. �

AFIRMACIÓN(3): F es sobreyectiva.

En efecto: Sea (m,n) ∈ ω × ω. Entonces existe (m̃, ñ) ∈ ω × ω \ {(m,n)} tal que
(m̃, ñ) > (m,n). Suponga que:

∀k ∈ ω : F (k) 6= (m,n).

Entonces se tiene que para toda k ∈ ω, (m,n) no es el mı́nimo del conjunto {(m̄, n̄ ∈
ω × ω|F (k) 6 (m̄, n̄) 6 (m̃, ñ)} \ {F (k)}.

Note que con esta suposición se obtiene una cantidad infinita de elementos (m̄, n̄)
tales que (0, 0) 6 (m̄, n̄) 6 (m,n). Pues sabemos que F (0) = (0, 0) < (m,n). Además
(m,n) ∈ {(m̄, n̄) ∈ ω × ω|F (0) 6 (m̄, n̄) 6 (m̃, ñ)} \ {F (0)} entonces F (1) 6 (m,n)
y (m,n) 6= F (1) y F (0) 6= F (1). Supóngase que para k ∈ ω, F (k) 6 (m,n), entonces
(m,n) ∈ {(m̄, n̄) ∈ ω × ω|F (k) 6 (m̄, n̄) 6 (m̃, ñ)} \ {F (k)}, por lo tanto F (k + 1) 6
(m,n), pero (m,n) 6= F (k + 1). Además, ya sabemos que F es inyectiva, luego existe
una cantidad infinita de elementos (m̄, n̄) tales que (0, 0) 6 (m̄, n̄) 6 (m,n). Pero esto
último seŕıa una contradicción. �

De esta manera, con las afirmaciones anteriores, se concluye que ω y ω × ω son
semejantes.

Con la función F del Teorema 2.3.8, podemos definir las siguientes funciones que
serán de gran utilidad.

2.3.9. Definición. Definimos a la función 〈 , 〉2 : ω × ω → ω dada por:

∀(n0, n1) ∈ ω × ω : 〈 , 〉2(n0, n1) = 〈n0, n1〉2 = F−1(n0, n1).
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Es decir, 〈 , 〉2 es la inversa de la función F .

2.3.10. Definición. Definimos a la función 〈 〉3 : ω3 → ω dada por:

∀(n0, n1, n2) ∈ ω3 : 〈n0, n1, n2〉3 = 〈〈n0, n1〉2, n2〉2

2.3.11. Observación. La función 〈 〉3 : ω3 → ω es biyectiva.

Demostración. Primero probaremos la inyectividad. Sean (n0, n1, n2), (m0,m1,m2) ∈
ω3 tales que 〈n0, n1, n2〉3 = 〈m0,m1,m2〉3. Entonces 〈〈n0, n1〉2, n2〉2 = 〈〈m0,m1〉2,m2〉2,
luego 〈n0, n1〉2 = 〈m0,m1〉2 y n2 = m2, por lo que n0 = m0 y n1 = m1 y n2 = m2. Por
lo tanto, 〈 〉3 es inyectiva.

Ahora, procederemos a probar la suprayectividad. Sea a ∈ ω, entonces existen i, k ∈
ω tales que 〈i, k〉2 = a, además existen i1, i2 ∈ ω tales que 〈i1, i2〉2 = i. Aśı pues
〈i1, i2, i〉3 = 〈〈i1, i2〉2, k〉2 = 〈i, k〉2 = a. Por lo tanto 〈 〉3 es sobreyectiva.

2.3.12. Definición. Para cada ρ ∈ ω \ {0} definiremos a las funciones 〈 〉ρ : ωρ → ω de
la siguiente manera:

• 〈 〉1 : ω → ω es la función identidad.

• 〈 〉2 : ω2 → ω es la función de la Definición 2.3.9

• Suponga que para k ∈ ω \{0, 1} tenemos definida a la función biyectiva 〈 〉k : ωk →
ω. Entonces definiremos a la función 〈 〉k+1 : ωk+1 → ω dada por:

∀(n0, . . . , nk) : 〈n0, . . . , nk〉k+1 = 〈〈n0, . . . , nk−1〉k, nk〉2.

2.3.13. Observación. Para cada k ∈ ω \ {0}, la función 〈 〉k : ωk → ω es biyectiva.

Demostración. Obviamente 〈 〉1 : ω → ω es biyectiva, pues es la función identidad.
Además, ya probamos que la función 〈 〉2 : ω2 → ω es una biyección (ver teorema 2.3.8).

Por otro lado, sea k ∈ ω \ {0, 1} y suponga que la función 〈 〉k : ωk → ω es biyectiva.
Primero probaremos que la función 〈 〉k+1 : ωk+1 → ω es inyectiva. Sean

(n0, . . . , nk), (m0, . . . ,mk) ∈ ωk+1 tales que 〈n0, . . . , nk〉k+1 = 〈m0, . . . ,mk〉k+1

Entonces 〈〈n0, . . . , nk−1〉k, nk〉2 = 〈〈m0, . . . ,mk−1〉k,mk〉2, de este modo 〈n0, . . . , nk−1〉k =
〈m0, . . .mk−1〉k y nk = mk. Como 〈 〉k es inyectiva, entonces n0 = m0, . . . , nk−1 =
mk−1, nk = mk. Por lo tanto, 〈 〉k+1 es inyectiva.

Por último, probaremos que la función 〈 〉k+1 : ωk+1 → ω es sobreyectiva. Sea a ∈ ω.
Entonces existe (i, k) ∈ ω×ω tales que 〈i, k〉2 = a. Además, existe (i0, . . . , ik−1) ∈ ωk tal
que 〈i0, . . . , ik−1〉k = i. Con todo lo anterior en mente, se tiene que 〈i0, . . . , ik−1, k〉k+1 =
〈〈i0, . . . , ik−1〉k, k〉2 = 〈i, k〉2 = a. Por lo tanto, 〈 〉k+1 es sobreyectiva.
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Con la observación 2.3.13, tenemos que existe al menos una biyección de la forma
〈 〉k : ωk → ω, para cada k ∈ ω \ {0}. De este modo un mismo número natural puede
codificar a una n-ada de naturales.

2.3.14. Definición. Definimos a la función 〈 〉∞ : ω<ω → ω dada por:

〈s〉∞ =

{
0 si s = ∅
〈k − 1, 〈s〉k〉2 + 1 si s ∈ ωk \ {∅}.

2.3.15. Observación. La función 〈 〉∞ : ω<ω → ω es una biyección.

Demostración. Primero probaremos que la función 〈 〉∞ : ω<ω → ω es inyectiva. Sean
s, t ∈ ω<ω tales que 〈s〉∞ = 〈t〉∞. Si s /∈ ω0 entonces, como primera observación,
tenemos que t 6= ∅, pues si t = ∅ entonces 1 6 〈s〉∞ = 〈t〉∞ = 0, es decir 1 6 0, lo
cual seŕıa una contradicción. Aśı pues, 〈ks− 1, 〈s〉ks〉2 + 1 = 〈kt− 1, 〈t〉kt〉2 + 1, entonces
〈ks− 1, 〈s〉ks〉2 = 〈kt− 1, 〈t〉kt〉2, luego ks− 1 = kt− 1 y 〈s〉ks = 〈t〉kt , por lo que ks = kt,
y como 〈 〉ks es inyectiva, se concluye que s = t. Por otro lado, si s = ∅, supóngase que
t 6= ∅, entonces 0 = 〈t〉∞ = 〈s〉∞ > 1, lo que seŕıa una contradicción, luego t = ∅ = s.
Por lo tanto, la función es inyectiva.

Por último, probaremos que la función 〈 〉∞ : ω<ω → ω es sobreyectiva. Sea a ∈ ω,
si a = 0, entonces 0 = 〈∅〉∞. Por otro lado, si a 6= 0, entonces a > 1, por lo que
a− 1 > 0, luego existe (i, j) ∈ ω2 tal que 〈i, j〉2 = a− 1. De esta manera 〈i, j〉2 + 1 = a.
Además existe k ∈ ω \ {0} tal que k − 1 = i y existe s ∈ ωk tal que j = 〈s〉k. Aśı pues,
〈s〉∞ = 〈k − 1, 〈s〉k〉2 + 1 = 〈i, j〉2 + 1 = a. Por lo tanto, 〈 〉∞ es sobreyectiva.

2.3.16. Definición. Para cada k > 0, definimos a la función Gk : {0, . . . , k−1}×ω → ω
dada por:

Gk(i, c) = kc+ i.

2.3.17. Observación. Para cada k > 0, la función Gk : {0, . . . , k − 1} × ω → ω es una
biyección.

Demostración. Sea k > 0 fija. Primero probaremos la inyectividad. Sean (i1, c1),
(i2, c2) ∈ {0, . . . , k − 1} × ω tales que Gk(i1, c1) = Gk(i2, c2). Queremos demostrar que
(i1, c1) = (i2, c2). Tenemos que kc1 + i1 = kc2 + i2. Definimos al conjunto A = {kc | c ∈
ω; kc 6 kc1 + i1 = kc2 + i2}. Note que kc1 ∈ A, por lo que A 6= ∅. Además, por la
misma definición de A vemos que está acotado por kc1 + i1, por lo tanto A tiene máximo.
Entonces existe kc̃ ∈ A tal que:

∀kc ∈ A : kc̃ > kc.

AFIRMACIÓN: Para cada j ∈ {1, 2}, kc̃ = kcj .
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En efecto: Sea j ∈ {1, 2} fija. Suponga que kc̃ 6= kcj . Entonces kc̃ > kcj o kc̃ < kcj .

Caso(1): kc̃ < kcj . Como kcj ∈ A, entonces kcj 6 kc̃, por lo que en este caso tenemos
que kc̃ < kc̃, lo que seŕıa una contradicción.

Caso(2): kc̃ > kcj . Como kc̃ 6 kcj + ij , entonces kcj < kc̃ 6 kcj + ij , de aqúı
que 0 < kc̃ − kcj 6 ij , factorizando tenemos que 0 < k(c̃ − cj) 6 ij < k, entonces
0 < c̃− cj < 1, lo que seŕıa una contradicción, pues c̃− cj es un entero.

Como los dos casos conducen a una contradicción, se concluye que kc̃ = kcj . �
Por la Afirmación, tenemos que kc1 = kc2, por lo que c1 = c2. Como kc1 + i1 =

kc2 + i2, se tiene que i1 = i2. Por lo tanto, (i1, c1) = (i2, c2).
Por último, probaremos que Gk es sobreyectiva. Sea x ∈ ω. Definimos al conjunto

B = {kc | c ∈ ω; kc 6 x}. Note que B 6= ∅, pues si c = 0 entonces kc = 0 6 x, por lo
tanto B 6= ∅. Además B está acotado superiormente por x. Luego existe kc̃ ∈ B tal que:

kc̃ 6 x y ∀kc ∈ B : kc̃ > kc.

Se afirma que 0 6 x − kc̃ < k. En efecto: Como x > kc̃, entonces x − kc̃ > 0. Por
otro lado, si x − kc̃ > k entonces x > k + kc̃ = k(c̃ + 1) > kc̃, luego k(c̃ + 1) ∈ B y
k(c̃+ 1) > kc̃, lo que seŕıa una contradicción. Por lo tanto 0 6 x− kc̃ < k.

Definimos i = x− kc̃, de esta manera tenemos que:

Gk(i, c̃) = kc̃+ i = kc̃+ x− kc̃ = x.

Por lo tanto F es sobreyectiva.

2.3.18. Definición. Sean k > 0 y X un conjunto. Definimos a la función φk : (Xω)k →
Xω dada por:

∀x0, . . . , kk−1 ∈ Xω : φk(x0, . . . , xk−1) : ω → X es la función dada por:

φk(x0, . . . , kk−1)(kc+ i) = xi(c), donde 0 6 i < k.

Note que para cada k > 0 y para cada x0, . . . , kk−1 ∈ Xω, la función φk(x0, . . . , kk−1)
está bien definida, pues la función Gk es biyectiva (ver definición 2.3.16 y observación
2.3.17). Por lo tanto, para cada k > 0 y para cada conjunto X, la función φk está bien
definida.

Para facilitar la notación, cada vez que no exista confusión, denotaremos a la función
φk como 〈 〉k.
2.3.19. Observación. La función φk = 〈 〉k : (Xω)k → Xω es una biyección.
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Demostración. Primero probaremos la inyectividad. Sean y0, . . . , yk−1, x0, . . . , xk−1 ∈
Xω tales que φk(y0, . . . , yk−1) = φk(x0, . . . , xk−1). Sea i ∈ {0, . . . , k − 1} fija.

Se afirma que xi = yi. En efecto: Sea l ∈ ω, tenemos que:

yi(l) = 〈y0, . . . , yk−1〉(kl + i) = 〈x0, . . . , xk−1〉(kl + i) = xi(l).

Por lo tanto φk es inyectiva.
Por último, probaremos la sobreyectividad. Sea x̄ ∈ Xω. Entonces x̄ : ω → X es una

función. Para cada j ∈ {0, . . . , k − 1} definimos xj ∈ Xω dada por:

∀c ∈ ω : xj(c) = x̄(kc+ j) = x̄(n), donde n = kc+ j y (j, c) ∈ {0, . . . , k − 1} × ω.

Aśı pues, si n ∈ ω, entonces:

x̄(n) = x̄(kc+ i) = xi(c) = 〈x0, . . . , xk−1〉k(kc+ i) = 〈x0, . . . , xk−1〉k(n),

donde kc+ i = n y (i, c) ∈ {0, . . . , k − 1} × ω.

Por lo tanto φk es sobreyectiva.

También existe una biyección entre los conjuntos Xω y (Xω)ω.

2.3.20. Definición. Definimos la función Φ : Xω → (Xω)ω por medio de la regla:

Si x ∈ Xω entonces Φ(x) : ω → Xω es la función dada por:

∀n ∈ ω : Φ(x)(n) : ω → X es la función cuya regla es:

∀m ∈ ω : (Φ(x)(n))(m) = x(〈n,m〉2).

A veces, para facilitar la notación, escribiremos 〈 , 〉 en lugar de 〈 , 〉2.

2.3.21. Observación. La función Φ : Xω → (Xω)ω es biyectiva.

Demostración. Primero probaremos que Φ es inyectiva. Sean x, y ∈ Xω tales que
Φ(x) = Φ(y). Sea j ∈ ω. Entonces existe (n,m) ∈ ω × ω tal que 〈n,m〉 = j. Aśı pues,
x(j) = x(〈n,m〉) = (Φ(x)(n))(m) = (Φ(y)(n))(m) = y(〈n,m〉) = y(j). Es decir, x = y.
Por lo tanto Φ es inyectiva.

Por último, probaremos que Φ es sobreyectiva. Sea x̄ ∈ (Xω)ω. Consideramos al
elemento x ∈ Xω dado por:

∀c ∈ ω : x(c) = x(〈n,m〉) = (x̄(n))(m), donde (n,m) ∈ ω × ω es tal que 〈n,m〉 = c.

Se afirma que Φ(x) = x̄. En efecto: Sean j ∈ ω y i ∈ ω. Entonces (Φ(x)(j))(i) =
x(〈j, i〉) = (x̄(j))(i). Es decir, ∀i ∈ ω, Φ(x)(j) = x̄(j). Luego Φ(x) = x̄. Por lo tanto Φ
es sobreyectiva.



Caṕıtulo 3

El espacio de Baire.

En este caṕıtulo veremos las propiedades más importantes del espacio de Baire. Para
hacer esto, utilizaremos varios resultados que hemos visto en los caṕıtulos anteriores.

3.1 El espacio de Baire.

Iniciamos esta sección con la definición del espacio de Baire.

3.1.1. Definición. Llamaremos espacio de Baire al espacio N = ωω, donde N tiene la
topoloǵıa producto de Tychonoff y donde ω tiene la topoloǵıa discreta.

3.1.2. Observación. 1. El espacio N es polaco, pues es el producto numerable de
espacios polacos.

2. El espacio N es perfecto. Efectivamente: Si exist́ıera x ∈ N punto aislado de
N , entonces existe U abierto en N tal que {x} = U ∩ N = U . De aqúı que
existan α0, . . . , αm ∈ ω tales que x ∈

⋂m
i=0 Π−1

αi [{xαi}] ⊆ U , de esta forma {x} ⊇⋂m
i=0 Π−1

αi [{xαi}]. Por el axioma de elección para conjuntos numerables, existe una
función z : ω \ {α0, . . . , αm} →

⋃
j∈ω\{α0,...,αm}(ω \ {x(j)}). Definamos a la función

y : ω → ω por medio de la regla:

y(j) =

{
x(j) si j ∈ {α0, . . . , αm},
z(j) si j ∈ ω \ {α0, . . . , αm}.

Entonces y ∈
⋂m
i=0 Π−1

αi [{xαi}], pero y 6= x, lo que es una contradicción. Por lo
tanto N es un espacio perfecto.

Ahora, daremos algunas definiciones que usaremos a lo largo de nuestra discusión
acerca del espacio de Baire.

65
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Debemos de aclarar que dado un conjunto X, P(X) denotará el conjunto potencia
de X.

3.1.3. Definición. Sea X un conjunto.

1. Un esquema de Suslin A en X es una función de la forma A : ω<ω → P(X).

2. La operación de Suslin sobre X es la función S que a cada esquema de Suslin A en

X le asigna el conjunto S(A) =
⋃
x∈N

⋂
n∈ω

A(x�n) ⊆ X.

3.1.4. Definición. Sea X un espacio métrico.

1. Diremos que un esquema de Suslin A es abierto (respectivamente, cerrado) si para
cada s ∈ ω<ω, A(s) es abierto (respectivamente, cerrado) en X.

2. Diremos que un esquema de Suslin A cumple la condición de diámetros si para
cada x ∈ N , se cumple que limn diam(A(x�n)) = 0, donde diam es el diámetro de
un conjunto. Por convención diremos que diam(∅) = 0.

3.1.5. Observación. Si un esquema de Suslin A sobre un espacio métrico (X, d) cumple
la condición de diámetros, entonces

⋂
n∈ω A(x�n) contiene como máximo un punto.

Demostración. Si y1, y2 ∈
⋂
n∈ω A(x�n) son tales que y1 6= y2, entonces para cada

n ∈ ω, diam(A(x�n)) > d(y1, y2) > 0. Pero limn diam(A(x�n)) = 0, por lo que existe
N ∈ ω tal que si n > N entonces diam(A(x�n)) < d(y1, y2). Pero si n > N , d(y1, y2) 6
diam(A(x�n)). De aqúı que d(y1, y2) < d(y1, y2). Por lo tanto

⋂
n∈ω A(x�n) tiene como

máximo un elemento.

3.1.6. Definición. Sea A un esquema de Suslin sobre un espacio métrico X que cumple
la condición de diámetros.

1. Definimos al siguiente conjunto:

Z(A) = {x ∈ N|
⋂
n∈ω

A(x�n) 6= ∅}.

2. Definimos a la función φ : Z(A)→ X dada por:

∀x ∈ Z(A) :
⋂
n∈ω

A(x�n) = {φ(x)}.

Decimos que φ es la función asociada al esquema de Suslin A.

3.1.7. Lema. Sea A un esquema de Suslin sobre un espacio métrico X que cumple la
condición de diámetros, entonces:
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1. φ(Z(A)) = S(A).

2. La función φ : Z(A)→ X es continua.

Demostración.
(1) Sea y ∈ φ(Z(A)). Entonces existe y0 ∈ Z(A) tal que y = φ(y0). Como y0 ∈ Z(A),
entonces

⋂
n∈ω A((y0)�n) 6= ∅, pero A cumple la condición de diámetros, por lo que

{y} =
⋂
n∈ω A((y0)�n). De esta manera, se concluye que y ∈ S(A).

Por otro lado, sea y ∈ S(A). Entonces existe z ∈ N tal que y ∈
⋂
n∈ω A(z�n) 6= ∅,

luego {y} =
⋂
n∈ω A(z�n). Aśı pues, si z ∈ N entonces

⋂
n∈ω A(z�n) 6= ∅. De aqúı que

z ∈ Z(A), entonces {φ(z)} =
⋂
n∈ω A(z�n) = {y}. Por lo tanto y = φ(z).

(2) Sea U ⊆ X un abierto de X tal que x ∈ φ−1[U ]. Entonces existe ε > 0 tal que
Bε(x) ⊆ U . Además, como A cumple la condición de diámetros, existe n ∈ ω tal que
d(A(x�n)) < ε. Como {φ(x)} =

⋂
m∈ω A(x�m), entonces φ(x) ∈ A(x�n).

Por otro lado, se afirma que A(x�n) ⊆ Bε(φ(x)) ⊆ U . En efecto: Sea y ∈ A(x�n).
Como φ(x) ∈ A(x�n), entonces d(y, φ(x)) 6 d(A(x�n)) < ε. Por lo tanto y ∈ Bε(φ(x)).

Por último, se afirma que x ∈ Bx�n ∩ Z(A) ⊆ φ−1[U ]. Efectivamente: Sea y ∈
Bx�n ∩ Z(A). Entonces φ(y) ∈ A(y�n) = A(x�n) ⊆ U . Por lo tanto, φ es una función
continua.

A continuación, veremos la primera relación que existe entre el espacio de Baire y un
espacio polaco arbitrario.

3.1.8. Teorema. Todo espacio polaco no vaćıo es imagen continua del espacio de Baire.

Demostración. Sean (X, τ) un espacio polaco no vaćıo y d una métrica completa sobre
X que induce a τ . La idea central de esta demostración es construir un esquema de Suslin
sobre el conjunto X que cumpla la condición de diámetros, y probaremos que su función
continua asociada es la que nos da el resultado.

La siguiente afirmación nos servirá para construir el esquema de Suslin.

AFIRMACIÓN(1): Para cada ∅ 6= U ⊆ X abierto en X y para cada ε > 0, existen
abiertos no vaćıos {Un}n∈ω de diámetro menor que ε tales que U =

⋃
n∈ω Un =

⋃
n∈ω Un.

En efecto: Sean U un abierto no vaćıo y ε > 0. Definimos D un subconjunto denso
numerable de X y sea {Un}n∈ω una enumeración de las bolas abiertas B 1

n
(δ) tales que:

δ ∈ D, 1
n <

ε
2 y B 1

n
(δ) ⊆ U.

Note que tales bolas abiertas existen. Pues si U es un abierto, entonces existen x ∈ D y
n ∈ ω \ {0} tales que 1

2n <
ε
2 y B 1

n
(x) ⊆ U , pero sabemos que B 1

2n
(x) ⊆ B 1

n
(x). Por lo

tanto tales bolas abiertas existen.
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Note que por la definición de la enumeración {Un}n∈ω, se tiene que para cada n ∈ ω,
el conjunto Un es un abierto distinto del vaćıo que tiene diámetro menor que ε. Por lo
tanto, para demostrar la afirmación, bastará probar que la enumeración {Un}n∈ω es tal
que: ⋃

n∈ω
Un = U =

⋃
n∈ω

Un.

Primero probaremos que U ⊆
⋃
n∈ω Un. Para demostrar esto último, sea x ∈ U .

Entonces existe n ∈ ω\{0} tal que 1
n <

ε
2 y B 1

n
(x) ⊆ U . Además, existe δ ∈ D∩B 1

3n
(x).

Se quiere demostrar que x ∈ B 1
3n

(δ) y B 1
3n

(δ) ⊆ U . Lo primero se debe a que

δ ∈ B 1
3n

(x). Por otro lado, si y ∈ B 1
3n

(δ), entonces y ∈ B 1
3n

(δ) ó y ∈ der(B 1
3n

(δ)),

donde der es el operador derivado.

Caso(1): y ∈ B 1
3n

(δ). Entonces d(y, x) 6 d(y, δ) + d(δ, x) < 1
3n + 1

3n < 1
n . Por lo

tanto, en este caso se concluye que y ∈ B 1
n

(x) ⊆ U .

Caso(2): y ∈ der(B 1
3n

(δ)). Entonces para cada m ∈ ω \ {0}, tomamos un único

ym ∈ (B 1
m

(y) \ {y}) ∩B 1
3n

(δ). Luego:

∀m ∈ ω : d(y, x) 6 d(y, ym) + d(ym, δ) + d(δ, x) < 1
m + 1

3n + 1
3n = 1

m + 2
3n .

De aqúı que:
∀m ∈ ω \ {0} : d(y, x) < 1

m + 2
3n .

Es decir, d(y, x) 6 2
3n < 1

n , luego y ∈ B 1
n

(x) ⊆ U . Por lo tanto, en este segundo caso

también se tiene el resultado.

En ambos caso, se tiene que la bola abierta B 1
3n

(δ) es un elemento de la enumeración

{Un}n∈ω y que x ∈ B 1
3n

(δ). Por lo tanto, se concluye que U ⊆
⋃
n∈ω Un.

Por otro lado, obviamente
⋃
n∈ω Un ⊆

⋃
n∈ω Un.

Por último, note que si y ∈
⋃
n∈ω Un entonces existe m ∈ ω tal que y ∈ Um ⊆ U . Por

lo tanto,
⋃
n∈ω Un ⊆ U . �

A continuación, construiremos un esquema de Suslin con ciertas propiedades. Para
esto, haremos uso del principio de elecciones dependientes y de la afirmación anterior.

Primero, definimos la función s0 : ω0 = {∅} → P(X) dada por: s0(∅) = X.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma σ :
⋃
n<m ω

n →
P(X) (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 69

1. σ ⊇ s0.

2. ∀s ∈
⋃
n<m−1 ω

n : σ(s) =
⋃
n∈ω σ(s∧n) =

⋃
n∈ω σ(s∧n).

3. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n : σ(s) es un abierto no vaćıo.

4. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n \ {∅} : d(σ(s)) < 1
l(s) .

Note que A 6= ∅, pues s0 ∈ A.
Por otro lado, sobre el conjunto A definimos la relación R de la siguiente manera:

• Sean σ0 :
⋃
n<m0

ωn → P(X), σ1 :
⋃
n<m1

ωn → P(X) elementos del conjunto A.
Escribiremos σ0Rσ1 si:

1. σ0 ⊇ σ1,

2. m0 = m1 + 1.

Sea σ :
⋃
n<m ω

n → P(X) ∈ A. Queremos probar que existe un elemento π ∈ A tal que
πRσ, para que en la construcción del esquema de Suslin podamos utilizar la función que
el principio de elecciones dependientes nos garantiza. Definimos a la familia de conjuntos:

B = {{{U ri }i∈ω | σ(r) =
⋃
n∈ω

U rn =
⋃
n∈ω

U rn, donde cada U rn es un abierto no vaćıo

de diámetro menor que 1
m} | r ∈ ω

m−1}.

Observe que la cardinalidad de B es la misma que la del conjunto ωm−1, y ya sabemos
que este último conjunto tiene cardinalidad a lo más numerable. Además, note que por
la Afirmación (1), tenemos que para cada r ∈ ωm−1,

∅ 6= {{U ri }i∈ω | σ(r) =
⋃
n∈ω

U rn =
⋃
n∈ω

U rn, donde cada U rn es un abierto no vaćıo

de diámetro menor que 1
m}.

Entonces, el axioma de elección para conjuntos numerables garantiza que existe una
función de elección G : B →

⋃
B. Para facilitar la notación, suponga que para cada

r ∈ ωm−1, {U rn}n∈ω es el elemento de elección. Con todo lo anterior en mente, definimos
a la función π :

⋃
n<m+1 ω

n → P(X) dada por:

π(r) =

{
σ(r) si r ∈

⋃
n<m ω

n,

U
r�m−1

r(m−1) si r ∈ ωm.

Observe que π ∈ A, además πRσ. De esta manera, por el principio de elecciones depen-
dientes, existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).
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Definimos a la función A =
⋃
n∈ω f(n). Notemos que A es una función de la forma

A : ω<ω → P(X).
Enseguida procederemos a probar que el esquema de Suslin A satisface ciertas pro-

piedades que utilizaremos.
Algunas de estas propiedades que son fáciles de notar son las siguientes:

1. A(∅) = s0(∅) = X.

2. ∀s ∈ ω<ω \ {∅} : d(A(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ ω<ω : A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n) y A(s) es un abierto no vaćıo.

La propiedad restante que utilizaremos se prueba en la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(2): Si s ( t, entonces A(t) ⊆ A(s).

Sean s, t ∈ ω<ω tales que s ( t. Probaremos la afirmación por inducción sobre la
diferencia l(t) − l(s). Primero, si l(t) = l(s) + 1, entonces t = s∧k para alguna k ∈ ω.
De esta manera, A(s) =

⋃
n∈ω A(s∧n) =

⋃
n∈ω A(s∧n) ⊇ A(s∧k), con lo que en este caso

inductivo se tiene el resultado.
Ahora, supóngase que para t ∈ ω<ω tal que l(t) = l(s) + k0, para alguna k0 ∈

ω \ {0}, se cumple que A(s) ⊇ A(t). Sea m ∈ ω fija. Entonces A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n) =⋃

n∈ω A(t∧n) ⊇ A(t∧m), luego A(s) ⊇ A(t) ⊇ A(t∧m). Por lo tanto, se ha probado la
afirmación. �

Observe que, por la propiedad (2), A cumple la condición de diámetros. Enseguida
probaremos que el conjunto Z(A) es distinto del vaćıo, para que de esta manera la función
asociada al esquema de Suslin tenga un dominio no vaćıo.

AFIRMACIÓN(3): Z(A) 6= ∅.

En efecto: Probaremos esta afirmación haciendo notar que se cumplen las hipótesis del
teorema 1.2.20. Sea x ∈ N . Sabemos que d es una métrica completa que induce a (X, τ).
Por otro lado, definimos la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω, el cual obviamente es una
sucesión de conjuntos cerrados no vaćıos, pues para cada n ∈ ω, A(x�n) 6= ∅. También,

como para cada n ∈ ω, x�n+1 ) x�n , tenemos que A(x�n+1) ⊆ A(x�n) ⊆ A(x�n). Además,

tenemos que para cada n ∈ ω, d(A(x�n)) = d(A(x�n)), y como limn d(A(x�n)) = 0, se

concluye que {A(x�n)}n∈ω es una sucesión de conjuntos cuyos diámetros convergen a 0,
cuando n tiende a infinito. De esta manera, el teorema 1.2.20 garantiza que existe w ∈ X
tal que {w} =

⋂
n∈ω A(x�n).

Para concluir la afirmación, bastará probar que
⋂
n∈ω A(x�n) =

⋂
n∈ω A(x�n). Obvia-

mente se tiene que
⋂
n∈ω A(x�n) ⊇

⋂
n∈ω A(x�n). Por otro lado, sean z ∈

⋂
n∈ω A(x�n)
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y m ∈ ω \ {0} fijas. Como x�m ( x�m+1 , entonces z ∈ A(x�m+1) ⊆ A(x�m), luego
z ∈

⋂
n∈ω A(x�n). Por lo tanto,

⋂
n∈ω A(x�n) 6= ∅, luego x ∈ Z(A). �

Note que en la Afirmación (3), hemos probado que Z(A) = N . Por lo tanto, tiene
sentido considerar a la función continua φ : Z(A) = N → X asociada al esquema de
Suslin A. Esta función es la que nos probará el teorema.

AFIRMACIÓN(4): φ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p ∈ X. Probaremos la afirmación utilizando el principio de elecciones
dependientes. Definimos A0 = {s ∈ ω<ω|p ∈ A(s)}. Note que A0 6= ∅, pues p ∈ X =
A(∅).

Sobre el conjunto A0, definimos la relación R0 de la siguiente manera:

• Sean s1, s2 ∈ A0. Escribiremos s1R0s2 si:

1. s1 ⊇ s2,

2. l(s1) = l(s2) + 1.

Sea s ∈ A0. Entonces p ∈ A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n), luego existe m ∈ ω tal que p ∈

A(s∧m). Observe que s∧m ∈ A0 y s∧mR0s. De esta manera, por el principio de
elecciones dependientes, tenemos que existe una función f0 : ω → A0 tal que:

∀n ∈ ω : f0(n+ 1)R0f0(n).

Definimos σ =
⋃
n∈ω f0(n) : ω → ω. Como la función φ está definida sobre todo el

conjunto N , tenemos que {φ(σ)} =
⋂
n∈ω A(σ�n). Pero, por construcción, se tiene que

para cada n ∈ ω, p ∈ A(σ�n). Como el esquema de Suslin A satisface la condición de
diámetros, se concluye que φ(σ) = p. �

La última afirmación garantiza que X es imagen continua del espacio de Baire.

En el siguiente teorema, obtenemos una interesante relación entre un espacio polaco
arbitrario y un subespacio de N .

3.1.9. Teorema. Si X es un espacio polaco distinto del vaćıo entonces existe un cerrado
C ⊆ N y una biyección continua Φ : C → X.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco no vaćıo y d una métrica completa que
induce a τ . La idea central de esta demostración es construir un esquema de Suslin que
cumpla la condición de diámetros de tal forma que su función asociada nos garantice el
teorema.

La siguiente afirmación será de utilidad para construir el esquema de Suslin.
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AFIRMACIÓN(1): Para cada, conjunto Fσ, F ⊆ X y para cada ε > 0. Es posible
expresar al conjunto F como una unión ajena F =

⋃
n∈ω Fn, donde para cada n ∈ ω, Fn

es un conjunto Fσ, Fn ⊆ F y diam(Fn) < ε.

En efecto: Sea F un conjunto Fσ y ε > 0 fijos. Note que si F = ∅, se tiene el resultado.
Por otro lado, suponga que F 6= ∅. Entonces F =

⋃
n∈ω Cn, donde para cada n ∈ ω, Cn

es un cerrado. Como X es un espacio polaco, tenemos que X cumple el segundo axioma
de numerabilidad. Además, la familia B = {Bδ(x) | x ∈ X; δ < ε} es una base para
X. Por lo tanto, existe B0 ⊆ B que es una base numerable para X (ver teorema 1.3.7).
Note también que si B ∈ B0, entonces B tiene el mismo diámetro que B. Definimos a la
familia B0 = {B|B ∈ B0}, el cual es a lo más infinito numerable, por lo que definimos
una enumeración para esta familia, B0 = {Bm}m∈ω.

Observe ahora que F =
⋃
m,n(Cn ∩ Bm). Pues si z ∈ F , entonces z ∈

⋃
n∈ω Cn, por

lo que existe n0 ∈ ω tal que z ∈ Cn0 , pero la base B0 cubre a X, luego existe m0 ∈ ω tal
que z ∈ Bm0 . Por otro lado, si z ∈

⋃
n,m(Cn ∩ Bm), entonces existen n0,m0 ∈ ω tales

que z ∈ Cn0 ∩Bm0 , luego z ∈
⋃
n∈ω Cn = F . Por lo tanto, F =

⋃
m,n(Cn ∩Bm).

Note que para cada (n,m) ∈ ω × ω, el conjunto Cn ∩Bm es un cerrado de diámetro
menor que ε. Consideramos una enumeración sobre los conjuntos Cn ∩ Bm, es decir
{Cn ∩Bm}m,n∈ω = {Hk}k∈ω.

Definimos para cada n ∈ ω, al conjunto Gn = Hn \
⋃
k<nHk. Enseguida, haremos

algunas observaciones acerca de la enumeración {Gn}n∈ω.
Observación(1): F =

⋃
n∈ω Gn. Efectivamente, sea z ∈

⋃
n∈ω Gn, entonces existe

m ∈ ω tal que z ∈ Hm \
⋃
k<mHk ⊆ F . Por otro lado, sea z ∈ F , entonces existe m ∈ ω

tal que z ∈ Hm. Definimos m0 ∈ ω como el mı́nimo tal que z ∈ Hm0 , entonces z ∈ Gm0 .
Por lo tanto, F =

⋃
n∈ω Gn

Observación(2): Si n 6= m, entonces Gn ∩ Gm = ∅. Efectivamente, sean n,m ∈ ω
tales que n < m. Suponga que existe z ∈ (Hn \

⋃
k<nHk) ∩ (Hm \

⋃
k<mHk). Entonces

z ∈ Hm \
⋃
k<mHk y z ∈ Hn, lo que es una contradicción. Por lo tanto Gn ∩Gm = ∅.

Observación(3): Para cada n ∈ ω, Gn es la intersección de un cerrado y un abierto.
Por lo tanto, tenemos que Gn es un conjunto Fσ (ver teorema 1.2.19).

Por lo tanto, las tres observaciones anteriores garantizan que F es una unión nume-
rable ajena de conjuntos Fσ, cada uno con diámetro menor que ε.

Por otro lado, como para cada n ∈ ω, Gn es un conjunto Fσ, entoncesGn =
⋃
m∈ωD

n
m,

donde para cada m ∈ ω, Dn
m es un cerrado. Sin pérdida de generalidad, se puede suponer

que Dn
m ⊆ Dn

m+1. También, definimos al conjunto Dn
−1 = ∅. Enseguida haremos algunas

observaciones con respecto a los conjuntos Dn
m \ Dn

m−1 para cada n ∈ ω y para cada
m ∈ ω.

Observación(4): Para cada n ∈ ω, Gn =
⋃
m∈ω(Dn

m \Dn
m−1). Efectivamente, sea z ∈⋃

m∈ω(Dn
m \Dn

m−1), entonces existe m ∈ ω tal que z ∈ Dn
m \Dn

m−1 ⊆ Gn. Por otro lado,
sea z ∈ Gn, entonces existe m ∈ ω tal que z ∈ Dn

m. Definimos m0 ∈ ω como el mı́nimo
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tal que z ∈ Dn
m0

, entonces z ∈ Dn
m0
\Dn

m0−1. Por lo tanto, Gn =
⋃
m∈ω(Dn

m \Dn
m−1).

Observación(5): Para cada m ∈ ω, Dn
m \Dn

m−1 es la intersección de un cerrado y un
abierto. Por lo tanto Dm \Dn

m−1 es un Fσ (ver teorema 1.2.19).

Observación(6): Para cada (n1,m1) 6= (n2,m2), (Dn
m1
\Dn

m1−1)∩ (Dn
m2
\Dn

m2−1) = ∅.
Efectivamente, como para cada n1, n2 ∈ ω tales que n1 6= n2, Gn1 ∩ Gn2 = ∅, para
nuestros propósitos bastará fijar n ∈ ω, considerar m1,m2 ∈ ω tales que m1 6= m2 y
probar que (Dn

m1
\ Dn

m1−1) ∩ (Dn
m2
\ Dn

m2−1) = ∅. Suponga que m1 < m2 y que existe
z ∈ (Dn

m1
\Dn

m1−1)∩ (Dn
m2
\Dn

m2−1). Por hipótesis, tenemos que m1 6 m2− 1, entonces
z ∈ Dn

m1
⊆ Dn

m2−1, pero esto es una contradicción. Por lo tanto, (Dn
m1
\Dn

m1−1)∩ (Dn
m2
\

Dn
m2−1) = ∅.

Observación(7): diam(Dn
m \ Dn

m−1) < ε. Efectivamente, como para cada m,n ∈ ω,
Dn
m \Dn

m−1 ⊆ Gn y diam(Gn) < ε, tenemos que diam(Dn
m \Dn

m−1) < ε.

Observación(8): Para cada n,m ∈ ω, Dn
m \Dn

m−1 ⊆ F . Efectivamente, para cada
n,m ∈ ω se tiene que:

Dn
m \Dn

m−1 = Dn
m ∩ (X \Dn

m−1) ⊆ Dn
m ∩X \Dn

m−1 ⊆ Dn
m = Dn

m ⊆ F.

Por lo tanto, Dn
m \Dn

m−1 ⊆ F .

Definimos a {Fn}n∈ω como una enumeración de {Dn
m\Dn

m−1}m,n∈ω. Note que, por las
observaciones (5)-(8), tenemos que la colección ajena {Fn}n∈ω es tal que F =

⋃
n∈ω Fn

y donde para cada n ∈ ω, Fn es un conjunto Fσ, Fn ⊆ F y diam(Fn) < ε. �
Enseguida utilizaremos la afirmación anterior y el principio de elecciones dependientes

para construir un esquema de Suslin de tal forma que cumpla algunas propiedades.

Primero, definimos a la función s0 : {∅} → P(X) dada por: s0(∅) = X.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma σ :
⋃
n<m ω

n →
P(X) (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. σ ⊇ s0.

2. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n \ {∅} : diam(σ(s)) < 1
l(s) .

3. Si s ( t ∈
⋃
n<m ω

n entonces σ(t) ⊆ σ(s).

4. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n : σ(s) es un conjunto Fσ.

5. ∀s ∈
⋃
n<m−1 ω

n : σ(s) =
⋃
n∈ω σ(s∧n), donde la unión es disjunta.

Note que A 6= ∅, pues s0 ∈ A.

Sobre el conjunto A definimos la siguiente relación R:

• Sean σ0 :
⋃
n<m0

ωn → P(X), σ1 :
⋃
n<m1

ωn → P(X) elementos del conjunto A.
Escribiremos σ0Rσ1 si:
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1. σ0 ⊇ σ1,

2. m0 = m1 + 1.

Sea σ :
⋃
n<m ω

n → P(X) elemento del conjunto A. Construiremos un elemento π tal
que πRσ. Como para cada s ∈ ωm−1, σ(s) es un conjunto Fσ. Por la Afirmación (1),
tenemos que:

{{F si }i∈ω | σ(s) =
⋃
i∈ω

F si , la cual es una unión ajena, donde para cada i ∈ ω, F si

es un conjuto Fσ; F si ⊆ σ(s); diam(F si ) < 1
m} 6= ∅.

Además, definimos a la familia de conjuntos:

G = {{{F si }i∈ω | σ(s) =
⋃
i∈ω

F si , la cual es una unión ajena, donde para cada i ∈ ω,

F si es un conjuto Fσ; F si ⊆ σ(s); diam(F si ) < 1
m} | s ∈ ω

m−1}.

Note que la familia G tiene la misma cardinalidad que el conjunto ωm−1, el cual es a
lo más infinito numerable. De esta manera, por el axioma de elección para conjuntos
numerables, existe G : G →

⋃
G función de elección. Para simplificar la notación, para

cada s ∈ ωm−1, {F si }i∈ω denotará su elemento de elección. Con todo lo anterior en
mente, definimos π :

⋃
n<m+1 ω

n → P(X) dada por:

π(r) =

{
σ(r) si r ∈

⋃
n<m ω

n,

U
r�m−1

r(m−1) si r ∈ ωm.

Note ahora que π ∈ A y además πRσ. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Definimos a la función A =
⋃
n∈ω f(n). Observe que A es una función de la forma

A : ω<ω → P(X). Por lo tanto, A es un esquema de Suslin.
Observe que el esquema de Suslin A satsiface las siguientes propiedades:

1. A(∅) = X.

2. ∀s ∈ ω<ω \ {∅}: d(A(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ ω<ω: A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n), donde la unión es ajena y A(s) es un conjunto

Fσ.
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4. Si s, t ∈ ω<ω son tales que s ( t entonces A(t) ⊆ A(s).

Note que la propiedad (2) garantiza que el esquema de Suslin A cumple la condición de
los diámetros. Por lo tanto, tiene sentido considerar a su función continua asociada φ.
Antes de probar que φ es una biyección, demostraremos que su dominio Z(A) 6= ∅.

AFIRMACIÓN(2): Z(A) 6= ∅.

En efecto: Como X 6= ∅. Sean p ∈ X fija y el conjunto A0 = {s ∈ Xk|k ∈ ω; p ∈
A(s)}. Para construir un elemento en el conjunto Z(A), utilizaremos el principio de
elecciones dependientes. Primero, observe que A0 6= ∅, pues A(∅) = X 6= ∅.

Definimos sobre el conjunto A0 la siguiente relación R0:

• Sean s, t ∈ A0. Escribiremos sR0t si:

1. s ⊇ t,
2. l(s) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A0. Entonces p ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que p ∈ A(t∧n0).

Definimos s = t∧n0. Tenemos que s ∈ A0 y sR0t. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes garantiza que existe una función f0 : ω → A0 tal que:

∀n ∈ ω : f0(n+ 1)R0f0(n).

Ahora, definimos al elemento x =
⋃
n∈ω f0(n).

Enseguida probaremos que existe w ∈ X tal que
⋂
n∈ω A(x�n) = {w}. Para esto,

haremos notar que la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω = {A(f(n)�n))}n∈ω = {An}n∈ω
satisface las hipótesis del teorema 1.2.20. Obviamente esta sucesión de conjuntos está
conformada por cerrados no vaćıos tales que para cada n ∈ ω, A(x�n+1) ⊆ A(x�n) ⊆
A(x�n). Además, los diámetros de los conjuntos de esta sucesión convergen a 0, cuando
n tiende a infinito. Como la métrica completa d induce a τ , se conluye que existe w ∈ X
tal que

⋂
n∈ω An = {w}.

Procederemos a probar que x ∈ Z(A). Para ello bastará notar que
⋂
n∈ω A(x�n) =⋂

n∈ω A(x�n). Obviamente se tiene que
⋂
n∈ω A(x�n) ⊇

⋂
n∈ω A(x�n). Por otro lado, sean

z ∈
⋂
n∈ω A(x�n) y n ∈ ω \ {0}, como x�n ( x�n+1 , entonces z ∈ A(x�n+1) ⊆ A(x�n).

Por lo tanto z ∈
⋂
n∈ω A(x�n). Se concluye de esta manera que x ∈ Z(A). Es decir,

Z(A) 6= ∅. �
Por lo tanto, la función continua φ : Z(A) → X asociada al esquema de Suslin A

tiene dominio distinto del vaćıo. Notemos que para probar que φ es sobreyectiva, bastará
probar que el elemento x definido en la Afirmación (2) es tal que φ(x) = p. Para esto,
observe que para cada n ∈ ω, p ∈ A(f(n)�n) = A(x�n). De esta manera p ∈

⋂
n∈ω A(x�n).
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Por lo tanto, p ∈ f [Z(A)].

AFIRMACIÓN(3): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ Z(A) tales que x 6= y. Sea n ∈ ω el mı́nimo tal que x�n 6= y�n .
Como x�0 = ∅ = y�0 , se tiene que n ∈ ω\{0}. Luego, tiene sentido considerar al elemento
x�n−1 = y�n−1 = s. Si suponemos que φ(x) = φ(y), entonces φ(x) ∈ A(s∧x(n − 1)) y
φ(y) ∈ A(s∧y(n− 1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos ajenos, lo
que es una contradicción. Por lo tanto φ(x) 6= φ(y). �

De esta manera, tenemos que φ es una biyección continua.

AFIRMACIÓN(4): Z(A) es un conjunto cerrado de N .

En efecto: Si Z(A) = N , tenemos el resultado. Por otro lado, suponga que Z(A) 6= N .
Probaremos que el conjunto N \Z(A) es un abierto en N . Sea x ∈ N \Z(A). Entonces⋂
n∈ω A(x�n) = ∅.

Primero observemos que obtenemos una contradicción si suponemos que la siguiente
propiedad es verdadera:

∀n ∈ ω : A(x�n) 6= ∅.

De esta manera, al suponer verdadera la propiedad mencionada, tenemos que para cada
n ∈ ω, A(x�n) son cerrados no vaćıos tales que A(x�n+1) ⊆ A(x�n) ⊆ A(x�n) y tales
que sus diámetros convergen a 0. Además d es una métrica completa que induce a τ .
Entonces existe w ∈ X tal que {w} =

⋂
n∈ω A(x�n) (ver teorema 1.2.20). Note que en la

Afirmación (2) se probó que: ⋂
n∈ω

A(x�n) =
⋂
n∈ω

A(x�n).

Por lo tanto, x ∈ Z(A), lo que es una contradicción.
De esta manera, existe n0 ∈ ω tal que A(x�n0 ) = ∅. Observe que x ∈ Bx�n0

⊆
X \ Z(A). Pues si z ∈ Bx�n0 y z ∈ Z(A). Entonces

⋂
m∈ω A(z�m) 6= ∅, pero A(x�n0 ) =

A(z�n0 ) = ∅, luego
⋂
m∈ω A(z�m) = ∅, lo que es una contradicción.

Por lo tanto X \ Z(A) es un abierto en N . �
Con todo lo anterior en mente, se concluye que φ es una biyección continua y que

Z(A) es un cerrado en N . Por lo tanto, se tiene el teorema.

3.1.10. Observación. Con el teorema anterior podemos probar de una manera más fácil
que todo espacio polaco no vaćıo es imagen continua del espacio de Baire.

Demostración. Sea ∅ 6= X un espacio polaco. Entonces existe un cerrado ∅ 6= C ⊆ N
y f : C → X una biyección continua. Como ω admite un buen orden y C ⊆ ωω son dos
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cerrados distintos del vaćıo, entonces existe r : ωω → C retracción (ver teorema 2.2.21).
Consideramos F = f ◦ r : ωω → X, el cual es una función continua y sobreyectiva. Por
lo tanto X es imagen continua del espacio de Baire.

Ahora, si al espacio polaco arbitrario distinto del vaćıo lo asumimos cero-dimesional,
obtenemos un homeomorfismo. Esto lo veremos en el siguiente teorema.

3.1.11. Teorema. Todo espacio polaco cero-dimensional distinto del vaćıo es homeo-
morfo a un subespacio cerrado del espacio de Baire N .

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco cero-dimensional distinto del vaćıo y d
una métrica completa que induce a τ . La idea de la demostración es construir un esquema
de Suslin que cumple la condición de diámetros de tal forma que su función asociada es
la que nos garantizará el teorema. Para ello, primero probaremos la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(1): Para cada U abierto en X y para cada ε > 0. El conjunto U se
puede expresar como una unión disjunta U =

⋃
n∈ω Vn, donde para cada n ∈ ω, Vn es un

abierto-cerrado y de diámetro menor que ε.

En efecto: Sean U abierto en X y ε > 0. Como X es un espacio cero-dimensional,
existe una base B conformada por abiertos-cerrados. Definimos:

B0 = {B ∈ B | diam(B) < ε}.

Observe que B0 es una base para X. Efectivamente, sean A ⊆ X abierto en X y x ∈ A.
Entonces existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ A, luego existe r > 0 tal que x ∈ Br(x) ⊆ B ⊆ A.
Definimos k = mı́n{r, ε4}, entonces x ∈ Bk(x) ⊆ Br(x) ⊆ A. De esta manera, existe
B1 ∈ B tal que x ∈ B1 ⊆ Bk(x) ⊆ A. Además, diam(B1(x)) 6 diam(Bk(x)) = 2k 6
2 ε4 = ε

2 < ε. Por lo tanto, B0 es una base para X.
Por otro lado, como X es un espacio polaco, tenemos que X cumple 2AN. Luego

existe B1 ⊆ B0 numerable tal que es una base para X (ver teorema 1.3.7).
Note que si U = ∅, se tiene la afirmación. Por otro lado, suponga que U 6= ∅. Defi-

nimos el conjunto C = {B ∈ B1|B ⊆ U}. Note que C es a lo más numerable. También
observe que U =

⋃
C. Efectivamente, sea z ∈

⋃
C, entonces existe B ∈ B1 tal que

z ∈ B ⊆ U . Por otro lado, si z ∈ U , existe B ∈ B1 tal que z ∈ B ⊆ U . Por lo tanto,
U =

⋃
C.

De esta manera, es posible expresar al conjunto U como: U =
⋃
n∈ω Un, donde para

cada n ∈ ω, Un ∈ B1 tal que Un ⊆ U .
Ahora, definimos para cada n ∈ ω, Vn = Un \

⋃
i<n Ui. Probaremos que la familia

{Vn}n∈ω satisface las propiedades buscadas en la afirmación.
Observación(1): Si n1, n2 ∈ ω tales que n1 < n2, entonces Vn1 ∩ Vn2 = ∅. Efectiva-

mente, suponga que existe z ∈ Vn1 ∩ Vn2 . Entonces z ∈ Un2 \
⋃
i<n2

Un2 y z ∈ Un1 , lo
que es una contradicción. Por lo tanto, Vn1 ∩ Vn2 = ∅.
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Observación(2): U =
⋃
n∈ω Vn. Efectivamente, sea z ∈ U , entonces existe m ∈ ω

tal que z ∈ Um. Definimos m0 ∈ ω como el mı́nimo tal que z ∈ Um0 . Por lo tanto
z ∈ Um0 \

⋃
i<m0

Ui = Vm0 . Por otro lado, si z ∈
⋃
n∈ω Vn, entonces existe m ∈ ω tal que

z ∈ Um \
⋃
i<m Ui ⊆ U . Por lo tanto U =

⋃
n∈ω Vn.

Observación(3): Note que para cada n ∈ ω, Un es abierto-cerrado y diam(Un) < ε.
Por lo tanto, U =

⋃
n∈ω Un es una unión disjunta, donde para cada n ∈ ω, Un es un

abierto-cerrado y de diámetro menor que ε. �
Enseguida, usaremos el principio de elecciones dependientes y la Afirmación (1) para

construir un esquema de Suslin que satisfaga algunas propiedades.
Primero, definimos a la función s0 : {∅} → P(X) dada por: s0(∅) = X.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas la funciones de la forma σ :
⋃
n<m ω

n →
P(X) (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. σ ⊇ s0.

2. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n : σ(s) es un abierto-cerrado y σ(s) =
⋃
n∈ω σ(s∧n) es una

unión ajena.

3. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n \ ω0 : diam(σ(s)) < 1
l(s) .

Note que A 6= ∅, pues s0 ∈ A.
Sobre el conjunto A definimos la relación R:

• Sean σ0 :
⋃
n<m0

ωn → P(X), σ1 :
⋃
n<m1

ωn → P(X) elementos del conjunto A.
Escribiremos σ0Rσ1 si:

1. σ0 ⊇ σ1,

2. m0 = m1 + 1.

Sea σ :
⋃
n<m ω

n → P(X) elemento del conjunto A. Construiremos un elemento π
tal que πRσ. Como para cada r ∈ ωm−1, σ(r) es un abierto, la Afirmación(1) garantiza
que:

∅ 6= {{U si }i∈ω | σ(r) =
⋃
i∈ω

U ri es una unión ajena donde cada elemento es un

abierto-cerrado de diámetro menor que 1
m}.

Por otro lado, definimos:

D = {{{U si }i∈ω | σ(r) =
⋃
i∈ω

U ri es una unión ajena donde cada elemento es un

abierto-cerrado de diámetro menor que 1
m} | s ∈ ω

m−1}.
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Note que la familia D es a lo más numerable y satisface las hipótesis del axioma
de elección para conjuntos numerables. Por lo tanto, existe G : D →

⋃
D función de

elección. Para facilitar la notación, para cada s ∈ ωm−1, {U sn}n∈ω será su elemento de
elección. Ahora definimos la función π :

⋃
n<m+1 ω

n → P(X) dada por:

π(r) =

{
σ(r) si r ∈

⋃
n<m ω

n

U
r�m−1

r(m−1) si r ∈ ωm.

Note que π ∈ A, además πRσ. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Definimos A =
⋃
n∈ω f(n). Observe que A es una función de la forma A : ω<ω → P(X).

Además, note que el esquema de Suslin A satisface las siguientes propiedades:

1. A(∅) = s0(∅) = X.

2. ∀s ∈ ω<ω \ {∅}: d(A(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ ω<ω: A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n) es una unión ajena y A(s) es un abierto-cerrado.

Otra propiedad que satisface el esquema de Suslin A se prueba en la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(2): Si s ( t entonces A(t) ⊆ A(s).

En efecto: Sean s, t ∈ ω<ω tales que s ( t. Probaremos la afirmación por inducción
sobre la diferencia l(t) − l(s). Primero, si l(t) = l(s) + 1, entonces t = s∧k para alguna
k ∈ ω. De esta manera A(s) =

⋃
n∈ω A(s∧n) ⊇ A(s∧k). Por lo tanto, en este caso se tiene

el resultado. Por otro lado, suponga que para l(t) = l(s) + k0, para alguna k0 ∈ ω \ {0},
se tiene que A(s) ⊇ A(t). Sea m ∈ ω fija. Entonces A(t) =

⋃
n∈ω A(t∧n) ⊇ A(t∧m).

Luego, A(t) ⊇ A(t∧m).
Por lo tanto, si s ( t entonces A(t) ⊆ A(s). �
Note que la propiedad(2) garantiza que el esquema de Suslin A cumple la condición

de diámetros. Luego existe su función continua asociada φ. Enseguida probaremos que
el dominio de φ es distinto del vaćıo.

AFIRMACIÓN(3): Z(A) 6= ∅.

En efecto: Utilizaremos el principio de elecciones dependientes para construir un
elemento en Z(A). Como X 6= ∅, existe p ∈ X. Definimos el conjunto:

A0 = {s ∈ Xk | k ∈ ω; p ∈ A(s)}.



80 CAPÍTULO 3. EL ESPACIO DE BAIRE.

Note que A0 6= ∅, pues A(∅) = X 6= ∅.
Sobre el conjunto A0, definimos la relación R0:

• Sean s, t ∈ A0. Escribiremos sR0t si:

1. s ⊇ t,
2. l(s) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A0. Entonces p ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que p ∈ A(t∧n0).

Definimos s = t∧n0, tenemos que s ∈ A0 y sR0t. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una función f0 : ω → A0 tal que:

∀n ∈ ω : f0(n+ 1)R0f0(n).

Definimos x =
⋃
n∈ω f0(n). Probaremos que la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω =

{A(f(n)�n)}n∈ω = {An}n∈ω cumple las hipótesis del teorema 1.2.20. Obviamente, la
sucesión {An}n∈ω está conformada por conjuntos cerrados no vaćıos tales que para cada
n ∈ ω, A(x�n+1) ⊆ A(x�n). Además, los diámetros de los conjuntos de esta sucesión
convergen a 0, cuando n tiende a infinito. Como la métrica completa d induce a τ , te-
nemos que existe w ∈ X tal que

⋂
n∈ω A(x�n) = {w} (ver teorema 1.2.20). Por lo tanto,

x ∈ Z(A). �
Por la afirmación anterior, la función continua asociada al esquema de Suslin A tiene

dominio distinto del vaćıo. En las siguientes afirmaciones, probaremos que φ es un ho-
meomorfismo y que su dominio Z(A) es cerrado en N . Para que, de esta manera, concluir
la demostración del teorema.

AFIRMACIÓN(4): φ es sobreyectiva.

En efecto: Notemos que para probar que φ es sobreyectiva, bastará probar que el
elemento x definido en la Afirmación(3) es tal que φ(x) = p. Para ello, observemos que
para cada n ∈ ω, p ∈ A(f(n)�n) = A(x�n). De esta manera, p ∈

⋂
n∈ω A(x�n). Por lo

tanto p ∈ f [Z(A)]. �

AFIRMACIÓN(5): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ Z(A) tales que x 6= y. Definimos n ∈ ω como el mı́nimo tal
que x�n 6= y�n . Como x�0 = ∅ = y�0 , se tiene que n ∈ ω \ {0}. Luego existe el elemento
x�n−1 = y�n−1 = s. Si suponemos que φ(x) = φ(y), entonces φ(x) ∈ A(s∧x(n − 1)) y
φ(y) ∈ A(s∧y(n− 1)). Es decir, un mismo elemento está en dos conjuntos ajenos, lo que
es una contradicción. Por lo tanto φ(x) 6= φ(y). �

Por las dos afirmaciones anteriores, se concluye que φ es biyectiva.
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AFIRMACIÓN(6): Z(A) es un conjunto cerrado de N .

En efecto: Por un lado, si Z(A) = N , tenemos el resultado. Por otro lado, suponga
que Z(A) 6= N . Queremos probar que el conjunto N \Z(A) es abierto. Sea x ∈ N \Z(A),
entonces

⋂
n∈ω A(x�n) = ∅.

Note que existe n0 ∈ ω tal que A(x�n0 ) = ∅. Efectivamente, si suponemos que para
cada n ∈ ω, A(x�n) 6= ∅. Entonces para cada n ∈ ω, A(x�n) son cerrados no vaćıos
tales que A(x�n+1) ⊆ A(x�n) y tales que sus diámetros convergen a 0. Además, d es una
métrica completa que induce a τ . Entonces existe w ∈ X tal que {w} =

⋂
n∈ω A(x�n)

(ver teorema 1.2.20). De esta manera, x ∈ Z(A), lo que es una contradicción. Por lo
tanto, existe n0 ∈ ω tal que A(x�n0 ) = ∅.

Observe ahora que x ∈ Bx�n0
⊆ X \ Z(A). Efectivamente, suponga que existe

z ∈ Bx�n0 tal que z ∈ Z(A). Entonces
⋂
m∈ω A(z�m) 6= ∅, pero A(x�n0 ) = A(z�n0 ) = ∅,

luego
⋂
m∈ω A(z�m) = ∅, lo que es una contradicción. Por lo tanto, x ∈ Bx�n0 ⊆ X \Z(A).

Es decir, X \ Z(A) es un abierto en N . �

AFIRMACIÓN(7): φ es una función abierta.

En efecto: Sea s ∈ Xk. Bastará probar que φ[Z(A) ∩ Bs] es un conjunto abierto en
X. Por un lado, si φ[Z(A) ∩ Bs] = ∅, se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que
φ[Z(A) ∩Bs] 6= ∅.

Probaremos que φ[Z(A)∩Bs] = A(s). Efectivamente, sea z ∈ φ[Z(A)∩Bs]. Entonces
existe z0 ∈ Z(A) ∩ Bs tal que φ(z0) = z, luego

⋂
n∈ω A((z0)�n) = {z} y (z0)�k = s. Por

lo tanto, z ∈ A((z0)�k) = A(s).

Por otro lado, sea z ∈ A(s). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes
para construir un elemento χ en Z(A) ∩ Bs tal que φ(χ) = z. Definimos el conjunto
A1 = {σ ∈ Xp | p ∈ ω; z ∈ A(σ); σ ⊇ s}. Note que A1 6= ∅, pues s ∈ A1.

Sobre el conjunto A1, definimos la relación R1:

• Sean r, t ∈ A1. Escribiremos rR1t si:

1. r ⊇ t,

2. l(r) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A1. Entonces z ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que z ∈ A(t∧n0).

Definimos r = t∧n0. Note que r ∈ A1 y rR1t. De esta manera, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una función f1 : ω → A1 tal que:

∀n ∈ ω : f1(n+ 1)R1f1(n).
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Definimos χ =
⋃
n∈ω f1(n). Observe ahora que χ ∈ N y además para cada n ∈ ω,

z ∈ A(f(n)�n) = A(χ�n). Luego χ ∈ Z(A), χ�k = f(k)�k = s y φ(χ) = z. Por lo tanto,
z ∈ φ[Z(A) ∩Bs].

De esta manera, se concluye que φ es una función abierta. �
Por lo tanto, X es homeomorfo a un subespacio cerrado de N .

Ahora, si al espacio polaco distinto del vaćıo además de cero-dimensional lo consi-
deramos con una cierta propiedad con respecto a sus compactos, entonces se obtiene
un homeomorfismo entre este espacio y el espacio de Baire. Pero para probar esta
observación, antes deberemos de demostrar algunos otros teoremas.

3.1.12. Teorema. Si (Y, d) es un espacio métrico tal que para cada ε > 0 y para cada
0 < δ < ε existe Fδ = {xδ0, . . . , xδnδ} ⊆ Y tal que Y =

⋃nδ
i=0Bδ(x

δ
i ), entonces toda sucesión

de Y posee una subsucesión de Cauchy.

Demostración. Sean {yn}n∈ω una sucesión y ε > 0 fijas. Primero construiremos para
cada n ∈ ω tal que 1

2n < ε, una sucesión {B 1
2n

(xni )}i6mn para alguna mn ∈ ω tal que

Y =
⋃mn
i=0B 1

2n
(xni ). Para ello, definimos:

∆ = {{{B 1
2n

(xni )}i6m | m ∈ ω; Y =

m⋃
i=0

B 1
2n

(xni )} | n ∈ ω tal que 1
2n < ε}.

Note que ∆ es a lo más numerable. Además, por hipótesis, tenemos que para cada n ∈ ω
tal que 1

2n < ε, ∅ 6= {{B 1
2n

(xni )}i6m | m ∈ ω; Y =
⋃m
i=0B 1

2n
(xni )}. De esta manera, al

aplicar el axioma de elección para conjuntos numerables sobre ∆, obtenemos una función
de elección sobre ∆. Para facilitar la notación, para cada n ∈ ω tal que 1

2n < ε, deno-
taremos a su elemento de elección sobre ∆ como {B 1

2n
(xni )}i6mn para alguna mn ∈ ω tal

que Y =
⋃mn
i=0B 1

2n
(xni ). Enseguida probaremos una propiedad que cumplen cada una de

estas sucesiones de bolas abiertas.

AFIRMACIÓN(1): Para cada n ∈ ω tal que 1
2n < ε fija y para cada {zk}k∈ω sucesión,

existe i(n) ∈ {0, . . . ,mn} tal que:

∀ñ ∈ ω : ∃ m̃(ñ) > ñ tal que zm̃(ñ) ∈ B 1
2n

(xni(n)).

En efecto: Sean n ∈ ω tal que 1
2n < ε y {zk}k∈ω una sucesión fijas. Suponga que:

∀i ∈ {0, . . . ,mn} : ∃ñ(i) ∈ ω tal que ∀m̃ > ñ(i) : zm̃ /∈ B 1
2n

(xni ).
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Entonces para cada i ∈ {0, . . . ,mn}, sea ñ(i) ∈ ω fijo tal que:

∀m̃ > ñ(i) : zm̃ /∈ B 1
2n

(xni ).

Definimos N = máx{ñ(0), . . . , ñ(mn)}. De esta manera, si m̃ > N , entonces para cada
i ∈ {0, . . . ,mn}, m̃ > N > ñ(i), luego para cada i ∈ {0, . . . ,mn}, zm̃ /∈ B 1

2n
(xni ).

Es decir zm̃ ∈
⋂mn
i=0(Y \ B 1

2n
(xni )) = Y \

⋃mn
i=0B 1

2n
(xni ) = Y \ Y = ∅, lo que es una

contradicción. �
La idea central de la demostración es aplicar varias veces la Afirmación (1) y el

principio de elecciones dependientes para construir una subsucesión de Cauchy para
{yn}n∈ω.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma {{χkn}n∈ω}k6m
(m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. {χ0
n}n∈ω = {yn}n∈ω.

2. Si para j ∈ {0, . . . ,m − 1}, {χjn}n∈ω está definida, entonces {χj+1
n }n∈ω es

una subsucesión de {χjn}n∈ω tal que {χj+1
n }n∈ω ⊆ B 1

2j+n0
(xj+n0
i ) para alguna

i ∈ {0, . . . ,mj+n0}, donde n0 ∈ ω es el mı́nimo tal que 1
2n0 < ε.

Procedemos a construir un elemento en el conjunto A. Note que, por la Afirmación
(1), para n0 ∈ ω el mı́nimo tal que 1

2n0 < ε, existe i(n0) ∈ {0, . . . ,mñ} tal que:

∀ñ : ∃ m̃(ñ) > ñ tal que ym̃(ñ) ∈ B 1
2n0

(xn0

i(n0)).

Definamos ahora al conjunto:

A(n0) = {{zk}k6h subsucesión truncada de {yn}n∈ω | h ∈ ω \ {0}; ∀k 6 h :

zk ∈ B 1
2n0

(xn0

i(n0))}.

Se afirma que A(n0) 6= ∅. En efecto: Para 1 ∈ ω, la Afirmación (1) garantiza que
existe m̃(1) > 1 tal que ym̃(1) ∈ B 1

2n0
(xn0

i(n0)). De manera análoga, para m̃(1) ∈ ω,

existe m̃(m̃(1)) > m̃(1) tal que ym̃(m̃(1)) ∈ B 1
2n0

(xn0

i(n0)). De esta manera, definimos a la

sucesión truncada{zk}k61 dada por:

zk =

{
ym̃(1) si k = 0

ym̃(m̃(1)) si k = 1.

Note que {zk}k∈ω ∈ A(n0). Por lo tanto, A(n0) 6= ∅.
Sobre el conjunto A(n0) definimos la siguiente relación Rn0 :
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• Sean {αk}k6h1 , {βk}k6h2 ∈ A(n0). Escribiremos {αk}k6h1Rn0{βk}k6h2 si:

1. {αk}k6h1 ⊇ {βk}k6h2 ,

2. h1 = h2 + 1.

Sea {βk}k6h ∈ A(n0). Como {βk}k6h es una subsucesón truncada de {yn}n∈ω, entonces
βh = yt para alguna t ∈ ω. La Afirmación (1) garantiza que existe m̃(t) > t tal que
ym̃(t) ∈ B 1

2n0
(xn0

i(n0
). De esta manera, definimos {αk}k6h2+1 dada por:

αk =

{
βk si k 6 h

ym̃(t) si k = h+ 1.

Observe ahora que {αk}k6h+1 ∈ A(n0) y {αk}k6h+1Rn0{βk}k6h. De esta manera, el
principio de elecciones dependientes garantiza que existe una función fn0 : ω → A(n0)
tal que:

∀a ∈ ω : fn0(a+ 1)Rn0fn0(a).

Definimos {zk}k∈ω =
⋃
a∈ω fn0(a). Con todo lo anterior en mente, sea {{χkn}n∈ω}k61

dada por:

{χkn}n∈ω =

{
{yn}n∈ω si k = 0

{zn}n∈ω si k = 1.

Note que {{χkn}n∈ω}k61 ∈ A. Por lo tanto, A 6= ∅.
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relación R:

• Sean {{αkn}n∈ω}k6h1 , {{βkn}n∈ω}k6h2 ∈ A. Escribiremos

{{αkn}n∈ω}k6h1R {{βkn}n∈ω}k6h2

si:

1. {{αkn}n∈ω}k6h1 ⊇ {{βkn}n∈ω}k6h2 ,

2. h1 = h2 + 1.

Procedemos a probar que el conjunto A cumple la segunda hipótesis del principio de
elecciones dependientes. Sea {{βkn}n∈ω}k6h ∈ A. Consideramos a la sucesión {βhn}n∈ω
y al natural h + n0. Note que ε > 1

2n0 >
1

2h+n0
, luego la Afirmación (1) garantiza que

existe i(h+ n0) ∈ {0, . . . ,mh+n0} tal que:

∀ñ ∈ ω ∃m̃(ñ) > ñ tal que βhm̃(ñ) ∈ B 1
2h+n0

(xh+n0

i(h+n0))
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Con lo anterior en mente, definimos el conjunto:

Ã = {{zk}k6m subsucesión truncada de {βhn}n∈ω | m ∈ ω \ {0}; ∀k 6 m,

zk ∈ B 1
2h+n0

(xh+n0

i(h+n0))}.

Probaremos que Ã 6= ∅. Efectivamente, tenemos que para 1 ∈ ω, existe m̃(1) > 1 tal que
βhm̃(1) ∈ B 1

2h+n0
(xh+n0

i(h+n0)). De la misma manera, para m̃(1) ∈ ω existe m̃(m̃(1)) > m̃(1)

tal que βhm̃(m̃(1)) ∈ B 1
2h+n0

(xh+n0

i(h+n0)). Definimos {zk}k∈ω dada por:

zk =

{
βhm̃(1) si k = 0

βhm̃(m̃(1)) si k = 1.

Observe que {zk}k∈ω ∈ Ã. Por lo tanto, Ã 6= ∅.
Sobre el conjunto Ã definimos la siguiente relación R̃:

• Sean {αk}k6h1 , {γk}k6h2 ∈ Ã. Escribiremos {αk}k6h1R̃ {γk}k6h2 si:

1. {αk}k6h1 ⊇ {γk}k6h2 ,

2. h1 = h2 + 1.

Sea {γk}k6m ∈ Ã. Como {γk}k6m es una subsucesión truncada de {βhn}n∈ω, existe t ∈ ω
tal que γm = βht . Por otro lado, la Afirmación (1) implica que existe m̃(t) > t tal que
βhm̃(t) ∈ B 1

2h+n0
(xh+n0

i(h+n0)). Definimos {αk}k6m+1 dada por:

αk =

{
γk si k 6 m

βm̃(t) si k = m+ 1.

Note que {αk}k6m+1 ∈ Ã y {αk}k6m+1R̃{γk}k6m. De esta manera, el principio de
elecciones dependientes implica que existe una función f̃ : ω → Ã tal que:

∀a ∈ ω : f̃(a+ 1)R̃f̃(a).

Sea {Zk}k∈ω =
⋃
a∈ω f̃(a). Definimos {{χkn}n∈ω}k6h+1 dada por:

{χkn}n∈ω =

{
{βkn}n∈ω si k 6 h

{Zn}n∈ω si k = h+ 1.

Observe ahora que {{χkn}n∈ω}k6h+1 ∈ A y {{χkn}n∈ω}k6h+1R{{βkn}n∈ω}k6h. Por lo
tanto, el principio de elecciones dependientes garantiza que existe una función f : ω → A
tal que:

∀a ∈ ω : f(a+ 1)Rf(a).
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Con todo lo anterior en mente, para facilitar la notación, definimos {{χkn}n∈ω}k∈ω =⋃
a∈ω f(a).

AFIRMACIÓN(2): La sucesión {χnn}n∈ω es de Cauchy.

En efecto: Sea ε̃ > 0. Además, sea j ∈ ω\{0} tal que 2
2j+n0

< ε̃. Primero probaremos
por inducción que:

∀k ∈ ω : {χj+kn }n∈ω ⊆ B 1
2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

io
), donde i0 ∈ {0, . . . ,m(j−1)+n0

} es fija

y tal que {χjn}n∈ω ⊆ B 1
2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
).

Note que para k = 0, se tiene la propiedad anterior. Pues {χjn}n∈ω ⊆ B 1
2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
).

Por otro lado, suponga que para k ∈ ω se cumple que:

{χj+kn }n∈ω ⊆ B 1
2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
).

Como {χj+k+1
n }n∈ω es una subsucesión de {χj+kn }n∈ω, se obtiene que {χj+k+1

n }n∈ω ⊆
B 1

2(j−1)+k0

(x
(j−1)+n0

i0
). Por lo tanto, se tiene la propiedad anterior.

De esta manera, si ñ, m̃ > j. Tenemos que {χm̃n }n∈ω, {χñn}n∈ω ⊆ B 1
2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
).

Entonces χm̃m̃, χ
ñ
ñ ∈ B 1

2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
). Luego:

d(χm̃m̃, χ
ñ
ñ) 6 diam(B 1

2(j−1)+n0

(x
(j−1)+n0

i0
)) = 2

2(j−1)+n0
< ε̃.

Por lo tanto, {χnn}n∈ω es una sucesión de Cauchy. �

AFIRMACIÓN(3): {χnn}n∈ω es una subsucesión de {yn}n∈ω.

En efecto: Sean n,m ∈ ω tales que n < m. Como {χmk }k∈ω es una subsucesión de
{χnk}k∈ω, tenemos que χmm = χnm̃, para alguna m̃ ∈ ω. Note que n < m̃, pues n < m.
Además, como {χnk}k∈ω es una subsucesión de {yk}k∈ω, tenemos que χmm̃ = yk1 y χnn = yk2
para algunas k1, k2 ∈ ω. Luego, k1 < k2, puesto que n < m̃. De esta manera, hemos
probado que {χnn}n∈ω es una subsucesión de {yn}n∈ω. �

Por lo tanto, se tiene una subsucesión de {yk}k∈ω que es de Cauchy.

3.1.13. Teorema. Sea (Y, d) un espacio métrico tal que toda sucesión en Y tiene una
subsucesión convergente, y sea {Uα}α∈Ω una cubierta abierta de Y . Entonces existe
δ > 0 tal que para cada x ∈ Y , existe α(x) tal que Bδ(x) ⊆ Uα(x).
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Demostración. Supóngase que para cada δ > 0, existe x(δ) ∈ Y tal que:

∀α ∈ Ω : Bδ(x(δ)) * Uα.

De esta manera, para cada n ∈ ω \ {0}, existe xn ∈ Y tal que:

∀α ∈ Ω : B 1
n

(xn) * Uα.

Luego, aplicando el axioma de elección para conjuntos numerables, para cada n ∈ ω\{0},
tomamos un único punto xn ∈ Y tal que:

∀α ∈ Ω : B 1
n

(xn) * Uα.

Con estos elementos, definimos a la sucesión {xn}n∈ω, luego esta subsucesión tiene una
subsucesión convergente {xnk}k∈ω, digamos que converge a x ∈ Y . Como {Uα}α∈Ω es
una cubierta, existe α0 ∈ Ω tal que x ∈ Uα0 , pero Uα0 es abierto. Por lo tanto, existe
ε > 0 tal que Bε(x) ⊆ Uα0 . Además, como la subsucesión {xnk}k∈ω converge a x, existe
N ∈ ω tal que d(xN , x) < ε

2 , donde 1
N < ε

2 . Pero, si z ∈ B 1
N

(xN ), entonces d(z, xN ) < 1
N ,

luego d(z, x) 6 d(z, xN ) + d(xN , x) < 1
N + ε

2 <
ε
2 + ε

2 = ε. Por lo tanto, z ∈ Bε(x) ⊆ Uα0 .
Con todo lo anterior, obtenemos una contradicción, pues hemos llegado a queB 1

N
(xN )

⊆ Uα0 .

3.1.14. Teorema. Sea (Y, d) un espacio métrico tal que toda sucesión en Y tiene una
subsucesión convergente, y si para cada ε > 0 y para cada 0 < α < ε, existe Fα =
{xα0 , . . . , xαnα} ⊆ Y tal que Y =

⋃nα
i=0Bα(xαi ). Entonces Y es compacto.

Demostración. Sea {Uβ}β∈Ω una cubierta abierta para Y . Por el teorema 3.1.13,
tenemos que existe δ > 0 tal que para cada x ∈ Y existe β(x) ∈ Ω tal que Bδ(x) ⊆ Uβ(x).

Por otro lado, sea 0 < α < δ fija. Entonces existe Fα = {xα0 , . . . , xαnα} ⊆ Y tal que
Y =

⋃nα
i=0Bα(xαi ). Por lo tanto, Y =

⋃nα
i=0Bα(xαi ) ⊆

⋃nα
i=0Bδ(x

δ
i ). Ahora, para cada

i ∈ {0, . . . , nα}, tomamos un único βi ∈ Ω tal que Bδ(x
α
i ) ⊆ Uβi . Luego, Y ⊆

⋃nα
i=0 Uβi .

Por lo tanto, Y es compacto.

3.1.15. Teorema. Todo espacio polaco no vaćıo cero-dimensional tal que todos sus
compactos tienen interior vaćıo es homeomorfo al espacio de Baire N .

Demostración. Notemos en primer lugar que N es un espacio polaco cero-dimensional
no vaćıo cuyos compactos tienen todos interior vaćıo. En efecto: Ya sabemos que N es
un espacio polaco cero-dimensional.

Además, recordemos que para cada s ∈ ω<ω, los abiertos Bs también son cerrados.
Por otro lado, si suponemos que existe K ⊆ N un compacto con interior no vaćıo,
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entonces existe s ∈ ω<ω tal que Bs ⊆ K, y como Bs es cerrado, tenemos que Bs es un
compacto. Pero Bs no puede ser compacto, pues la familia {Bs∧n}n∈ω cubre a Bs, es
ajena y es tal que no se le puede extraer una subcubierta finita. Por lo tanto, N es un
espacio polaco cero-dimensional no vaćıo cuyos compactos tienen todos interior vaćıo.

Procedemos a probar la otra parte del teorema. Para ello, sea (X, τ) un espacio
polaco cero-dimensional no vaćıo cuyos compactos tienen todos interior vaćıo y sea d una
métrica completa que induce a la topoloǵıa τ . La idea de la demostración es construir
un esquema de Suslin que cumpla la condición de diámetros de tal forma que su función
continua asociada nos garantice el teorema.

AFIRMACIÓN(1): Para cada ∅ 6= U ⊆ X abierto-cerrado y para cada ε > 0, existe
una familia numerable {Vi}i∈ω de abiertos-cerrados ajenos de diámetro menor que ε tal
que U =

⋃
i∈ω Vi.

En efecto: Sea B una base de abiertos-cerrados. Definimos a la familia:

B0 = {B ∈ B | diam(B) < ε}.

Note que B0 es una base para X. Pues si ∅ 6= A ⊆ X es un abierto y x ∈ A, entonces exis-
te r > 0 tal que x ∈ Br(x) ⊆ A. Sea k = mı́n{r, ε4}, entonces x ∈ Bk(x) ⊆ Br(x) ⊆ A.
Como B es una base para X, existe B ∈ B tal que x ∈ B ⊆ Bk(x) ⊆ A. Luego, B ∈ B0.
Por lo tanto, B0 es una base para X.

Por otro lado, como X es un espacio polaco, entonces X cumple 2AN. Por lo tanto,
B0 contiene una base numerable B1 (ver teorema 1.3.7). Definimos el conjunto A = {B ∈
B1|B ⊆ U}. Note que A es numerable.

Observe ahora que U =
⋃
A. Pues si z ∈

⋃
A, entonces existe B ∈ B1 tal que

z ∈ B ⊆ U . Por otro lado, si z ∈ U , como B1 es una base para X, existe B ∈ B1 tal que
z ∈ B ⊆ U , luego z ∈

⋃
A. Por lo tanto, U =

⋃
A.

De esta manera, existe una enumeración para el conjunto A = {Un}n∈ω. Luego,
tenemos que U =

⋃
n∈ω Un.

Definimos para cada n ∈ ω, Vn = Un \
⋃
i<n Ui. Con esta definición en mente , sea

{Vn}n∈ω. Enseguida, haremos algunas observaciones con respecto a esta última sucesión
de conjuntos.

Observación (1): Si n1, n2 ∈ ω son tales que n1 < n2, entonces Vn1 ∩ Vn2 = ∅.
Efectivamente, suponga que existe z ∈ Vn1 ∩ Vn2 , entonces z ∈ Un2 \

⋃
i<n2

Ui y z ∈ Un1 ,
lo que es una contradicción. Por lo tanto, Vn1 ∩ Vn2 = ∅.

Observación (2): U =
⋃
n∈ω Vn. Efectivamente, sea z ∈

⋃
n∈ω Vn, entonces existe

m ∈ ω tal que z ∈ Vn = Un \
⋃
i<n Ui ⊆ Un ⊆ U . Por otro lado, sea z ∈ U , entonces

existe n ∈ ω tal que z ∈ Un. Definimos m ∈ ω como el mı́nimo tal que z ∈ Um, luego
z ∈ Um \

⋃
i<m Ui = Vm. Por lo tanto, U =

⋃
n∈ω Vn.
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Observación (3): Para cada n ∈ ω, el conjunto Vn es un abierto-cerrado con diámetro
menor que ε > 0.

De esta manera, las observaciones anteriores garantizan la afirmación. �

AFIRMACIÓN(2): Para cada conjunto U abierto-cerrado no vaćıo y para cada ε > 0.
El conjunto U se puede descomponer como una unión ajena de una cantidad infinita nu-
merable de abierto-cerrados no vaćıos con diámetros menores que ε.

En efecto: Sean ∅ 6= U ⊆ X un abierto-cerrado y ε > 0. Note que existe 0 < ε0 < ε
tal que para todo conjunto finito F = {x0, . . . , xm} ⊆ U , U *

⋃m
i=0Bε0(xi). Para

esto, aplicaremos el teorema 3.1.14. Suponga que para cada 0 < δ < ε existe Fδ =
{xδ0, . . . , xδnδ} ⊆ U = U tal que U = U ⊆

⋃nδ
i=0Bδ(x

δ
i ). Entonces toda sucesión sobre

U = U tiene una subsucesión de Cauchy, y dicha subsucesión de Cauchy es convergente
en U = U . Por lo tanto, U es compacto. Luego, U tiene interior vaćıo. Pero como U es
abierto, se tiene que U = int(U) = ∅, lo que es una contradicción. Por lo tanto, existe
0 < ε0 < ε tal que para todo conjunto finito F = {x0, . . . , xm} ⊆ U , U *

⋃m
i=0Bε0(xi).

Observe ahora que si {Uα}α∈Ω es una cubierta abierta de U tal que para cada α ∈
Ω, diam(Uα) < ε0, entonces {Uα}α∈Ω no tiene una subcubierta finita. Efectivamente,
suponga que existe {Uα0 , . . . , Uαk} ⊆ {Uα}α∈Ω tal que

⋃k
i=0 Uαi ⊇ U . Entones, para

cada i ∈ {0, . . . , k} tal que Uαi 6= ∅, tomamos un único elemento xαi ∈ Uαi . Definimos:

∆ = {Bε0(xαi)|i ∈ {0, . . . , k} tal que Uαi 6= ∅}.

Note que
⋃k
i=0 Uαi ⊆

⋃
∆. Pues, si z ∈

⋃k
i=0 Uαi , entonces existe i ∈ {0, . . . , k} tal que

z ∈ Uαi . Por otro lado, d(z, xαi) 6 diam(Uαi) < ε0. Luego, U ⊆
⋃

∆, lo que es una
contradicción, pues ε0 es tal que U *

⋃
∆.

De esta manera, tenemos que existe 0 < ε0 < ε tal que si {Uα}α∈Ω es una cubierta
abierta de U tal que:

∀α ∈ Ω : diam(Uα) < ε0.

Entonces para cada V ⊆ {Uα}α∈Ω, V finito,
⋃
V + U .

Por otro lado, como ∅ 6= U ⊆ X es un abierto-cerrado y ε0 > 0, la Afirmación (1)
garantiza que existe una familia de abierto-cerrados ajenos {Vi}i∈ω cuyos diámetros son
menores que ε0 tal que U =

⋃
i∈ω Vi. Sea V = {Vi|Vi 6= ∅}. Si V fuera finito, suponga que

V = {Vi0 , . . . , Vik}, entonces U =
⋃
i∈ω Vi = Vi0 ∪ · · · ∪ Vik , lo que es una contradicción.

Por lo tanto, V es numerable infinito numerable.
Por lo tanto, el conjunto U se puede descomponer como una unión ajena de una

cantidad infinita numerable de abierto-cerrados no vaćıos cuyos diámetros son menores
que ε. �

Enseguida, aplicaremos la Afirmación (2) y el principio de elecciones dependientes
para construir un esquema de Suslin que cumpla la condición de diámetros y algunas
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otras propiedades. Primero, definimos s0 : {∅} → P(X) dada por: s0(∅) = X.

• Sea C el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma σ :
⋃
n<m ω

n →
P(X) (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. σ ⊇ s0.

2. ∀s ∈
⋃
n<m−1 ω

n: σ(s) =
⋃
k∈ω σ(s∧k) es una unión ajena.

3. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n: σ(s) es un abierto-cerrado no vaćıo.

4. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n \ {∅}: diam(σ(s)) < 1
l(s) .

Note que C 6= ∅, pues s0 ∈ C.
Sobre el conjunto C definimos la relación R:

• Sean σ0 :
⋃
n<m0

ωn → P(X), σ1 :
⋃
n<m1

ωn → P(X) elementos del conjunto C.
Escribiremos σ0Rσ1 si:

1. σ0 ⊇ σ1,

2. m0 = m1 + 1.

Sea σ :
⋃
n<m ω

n → P(X) elemento del conjunto C. Construiremos un elemento γ tal
que γRσ. Para ello, definimos:

D = {{{U si }i∈ω | σ(s) =
⋃
n∈ω

U sn es una unión ajena de abierto-cerrados no vaćıos cuyos

diámetros son menores que 1
m} | s ∈ ω

m−1}.

Observe que la cardinalidad del conjunto C es a lo máximo numerable. Además, note
que, por la Afirmación (2), para cada s ∈ ωm−1,

{{U si }i∈ω | σ(s) =
⋃
n∈ω

U sn es una unión ajena de abierto-cerrados no vaćıos cuyos

diámetros son menores que 1
m} 6= ∅.

Por lo tanto, el axioma de elección para conjuntos numerables implica que existe una
función de elección G : D →

⋃
D. Para facilitar la notación, denotaremos a {U si }i∈ω el

elemento de elección correspondiente al elemento s ∈ ωm−1. De esta manera, definimos
γ :

⋃
n<m+1 ω

n → P(X) dada por:

γ(s) =

{
σ(s) si s ∈

⋃
n<m ω

n

U
s�m−1

s(m−1) si s ∈ ωm.
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Note ahora que γ ∈ C y γRσ. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f : ω → C tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Definimos A =
⋃
n∈ω f(n). Observe que A es un esquema de Suslin con las siguientes

propiedades:

1. A(∅) = X.

2. ∀s ∈ ω<ω \ {∅}: diam(A(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ ω<ω: A(s) 6= ∅ es un abierto-cerrado y A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n) es una unión

disjunta.

Otra propiedad que cumple el esquema de Suslin A se prueba en la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(3): Si s, t ∈ ω<ω son tales que s ) t, entonces A(t) ⊆ A(s).

En efecto: Probaremos la afirmación por inducción sobre la diferencia l(t) − l(s).
Primero, suponga que l(t) = l(s) + 1, entonces A(t) ⊆

⋃
n∈ω A(s∧n) = A(s). Por lo

tanto, A(t) ⊆ A(s).

Por otro lado, suponga que para l(t) = l(s) +m, para alguna m ∈ ω, se cumple que
A(t) ⊆ A(s). Sea m0 ∈ ω fija. Entonces A(t∧m0) ⊆

⋃
n∈ω A(t∧n) = A(t) ⊆ A(s). Por lo

tanto, A(t∧m0) ⊆ A(s). De esta manera, se ha probado la afirmación. �
Observe que la propiedad (2) implica que el esquema de Suslin A cumple la condición

de diámetros. Por lo tanto, existe su función continua asociada φ. Procedemos a probar
que el dominio de esta última función es todo el conjunto N .

AFIRMACIÓN(4): Z(A) = N .

En efecto: Sea x ∈ N . Para probar la afirmación, aplicaremos el teorema 1.2.20 al
conjunto

⋂
n∈ω A(x�n). Para ello, haremos ver que la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω

satisface las hipótesis de dicho teorema. Obviamente d es una métrica completa que
induce a (X, τ). Además, note que {A(x�n)}n∈ω es una sucesión de conjuntos cerrados
no vaćıos. Como para cada n ∈ ω, x�n+1 ) x�n , tenemos que A(x�n+1) ⊆ A(x�n). Por
otro lado, tenemos que limn d(A(x�n)) = 0. Por lo tanto, {A(x�n)}n∈ω es una sucesión
de conjuntos cerrados no vaćıos cuyos diámetros convergen a 0, cuando n tiende a in-
finito. Luego, existe w ∈ X tal que {w} =

⋂
n∈ω A(x�n) (ver teorema 1.2.20). Entonces,⋂

n∈ω A(x�n) 6= ∅. Es decir, x ∈ Z(A). Por lo tanto, Z(A) = N . �
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La afirmación anterior implica que la función continua asociada al esquema de Suslin
A es de la forma φ : N → X. Con esto en mente, procedemos a probar que φ es un
homeomorfismo.

AFIRMACIÓN(5): φ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p ∈ X = A(∅) =
⋃
n∈ω A(∅∧n). Entonces existe m ∈ ω tal que

p ∈ A(∅∧m). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir un ele-
mento x en N tal que φ(x) = p. Para ello, definimos el conjunto C0 = {s ∈ ωk|k ∈
ω \ {∅}; p ∈ A(s)}. Note que C0 6= ∅, pues ∅∧m ∈ C0.

Sobre el conjunto C0 definimos la relación R0:

• Sean s, t ∈ C0. Escribiremos sR0t si:

1. s ⊇ t,
2. l(s) = l(t) + 1.

Sea t ∈ C0. Entonces p ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe r ∈ ω tal que p ∈ A(t∧r).

También, note que t∧r ∈ C0 y t∧rR0t. Luego, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f0 : ω → C0 tal que:

∀n ∈ ω : f0(n+ 1)R0f0(n).

Sea x =
⋃
n∈ω f0(n). Como para cada k ∈ ω, p ∈ A(f0(k)�k) = A(x�k). Se concluye que

φ(x) = p. Por lo tanto, φ es sobreyectiva. �

AFIRMACIÓN(6): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ Z(A) tales que x 6= y. Definimos n ∈ ω como el mı́nimo
tal que x�n 6= y�n . Como x�0 = ∅ = y�0 , se tiene que n ∈ ω \ {0}. Luego, existe el
elemento x�n−1 = y�n−1 = s. Suponga que φ(x) = φ(y), entonces φ(x) ∈ A(s∧x(n− 1)) y
φ(y) ∈ A(s∧y(n− 1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos ajenos, lo
que es una contradicción. Por lo tanto φ(x) 6= φ(y). �

AFIRMACIÓN(7): φ es una función abierta.

En efecto: Sea s ∈ ωk. Bastará probar que el conjunto φ[Z(A) ∩ Bs] es abierto.
Obviamente, si φ[Z(A) ∩ Bs] = ∅, se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que
φ[Z(A)∩Bs] 6= ∅. Para concluir la afirmación, demostraremos que φ[Z(A)∩Bs] = A(s).
Sea z ∈ φ[Z(A) ∩ Bs], entonces existe z0 ∈ Z(A) ∩ Bs tal que φ(z0) = z, entonces⋂
n∈ω A((z0)�n) = {z} y (z0)�k = s. Luego, z ∈ A((z0)�k) = A(s).
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Por otro lado, sea z ∈ A(s). Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para
construir un elemento χ ∈ Z(A) tal que φ(χ) = z. Definimos A1 = {σ ∈ Xp|p ∈ ω; z ∈
A(σ);σ ⊇ s}. Note que A1 6= ∅, pues s ∈ A1.

Sobre el conjunto A1 definimos la relación R1:

• Sean r, t ∈ A1. Escribiremos rR1t si:

1. r ⊇ t,

2. l(r) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A1. Entonces z ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que z ∈ A(t∧n0).

Sea r = t∧n0. Note que r ∈ A1 y rR1t. De esta manera, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una función f1 : ω → A1 tal que:

∀n ∈ ω : f1(n+ 1)R1f1(n).

Definimos χ =
⋃
n∈ω f1(n). Observe ahora que χ ∈ N y además para cada n ∈ ω,

z ∈ A(f(n)�n) = A(χ�n). Luego, χ ∈ Z(A), χ�k = f(k)�k = s y φ(χ) = z. Por lo tanto,
z ∈ φ[Z(A) ∩Bs] �

Por lo tanto, las Afirmaciones(5)-(7) concluyen la demostración del teorema.

El siguiente resultado es un caso particular del teorema anterior.

3.1.16. Corolario. El espacio de Baire N es homeomorfo al conjunto R \ Q con la
topoloǵıa relativa con respecto a la topoloǵıa euclidiana de R.

Demostración. Aplicaremos el teorema 3.1.15 al conjunto R \Q. Para esto, probare-
mos que R \Q satisface las hipótesis de dicho teorema.

AFIRMACIÓN(1): R \Q es un espacio polaco.

En efecto: Note que Q se puede ver como una unión numerable de cerrados de R, a
saber Q =

⋃
q∈Q{q}. Luego, R \Q es una intersección numerable de abiertos, y como R

es un espacio polaco, tenemos que R \Q es un espacio polaco (ver teorema 1.2.18). �
No es dif́ıcil demostrar la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(2): La familia B = {(x, y) ⊆ R|x < y;x, y ∈ Q} es una base para R.

Definimos a la familia de conjuntos:

B0 = {(x, y) ∩ (R \Q) ⊆ R|x < y; x, y ∈ Q}.
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Observe que, por la Afirmación (2), la familia B0 es una base para el conjunto R \ Q
dotado de la topoloǵıa relativa.

AFRIMACIÓN(3): B0 está compuesto por abiertos-cerrados para la topoloǵıa rela-
tiva de R \Q.

En efecto: Note que si x, y ∈ Q tales que x < y, tenemos que (R\Q)\(x, y)∩(R\Q) =
[(−∞, x) ∪ (y,+∞)] ∩ (R \Q). �

De esta manera, la Afirmación (3) garantiza que R \Q es cero-dimensional.

AFIRMACIÓN(4): Todos los compactos de R \Q tienen interior vaćıo.

En efecto: Si exist́ıera un compacto K ⊆ R\Q tal que int(K) 6= ∅. Entonces existiŕıan
z ∈ K y r > 0 tales que Br(z) ⊆ K. Como B0 es una base para R \ Q, tendŕıamos la
existencia de B ∈ B0 tal que x ∈ B ⊆ Br(z) ⊆ K, pero B es cerrado y K compacto.
Por lo tanto, B seŕıa compacto en R \ Q. Además, como B ∈ B0, existiŕıan x, y ∈ Q
con x < y tales que B = (x, y) ∩ (R \ Q), luego (x, y) ∩ (R \ Q) seŕıa compacto en R.
Entonces (x, y)∩ (R\Q) seŕıa cerrado en R, lo que seŕıa una contradicción. Por lo tanto,
la afirmación es verdadera. �

De esta manera, se concluye que R\Q es un espacio polaco cero-dimensional no vaćıo
cuyos compactos tienen interior vaćıo. Por lo tanto, el teorema 3.1.15 garantiza que R\Q
es homeomorfo al espacio de Baire N .

Observemos que con un argumento análogo al del resultado anterior, podemos probar
que Q es un espacio métrico separable cero-dimensional cuyos compactos tienen interior
vaćıo. Pero, la cardinalidad de N no es la misma que la de Q, por lo que Q no es
homeomorfo con N . Luego Q no es completamente metrizable, por lo tanto Q no es un
espacio polaco. En particular, Q no seŕıa un conjunto Gδ en R.

El siguiente teorema es una observación referente a la relación que tiene Q como
conjunto totalmente ordenado con respecto a ciertos conjuntos totalmente ordenados,
pero antes daremos la definición de conjuntos totalmente ordenados semejantes.

3.1.17. Definición. Sean A,B dos conjuntos totalmente ordenados. Se dice que A y
B son semejantes si existe una biyección f : A→ B tal que:

∀a, b ∈ A : a < b ⇐⇒ f(a) < f(b).

A la función f se le dice que es una biyección que conserva el orden de A y B.

3.1.18. Teorema. Sea (D,6D) un conjunto totalmente ordenado. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:
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1. D satisface las siguientes propiedades:

• D es numerable.

• D no tiene máximo ni mı́nimo.

• Para cada d1, d2 ∈ D tales que d1 6= d2 y d1 6D d2 existe d ∈ D \ {d1, d2} tal
que d1 6D d 6D d2.

2. D es semejante al conjunto Q con el orden usual.

Demostración.
(1)⇒ (2)] Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir una función
que conserva el orden de D y Q. Para ello, tomemos dos enumeraciones fijas Q = {qn|n ∈
ω} y D = {dn|n ∈ ω}. Por otro lado, sea f0 : {q0} → D la función dada por: f0(q0) = d0.

Definimos la siguiente relación R:

• Sean a, b ∈ D y p, q ∈ Q. Escribiremos (p, q)R(a, b) si:

(a 6D b ∧ p 6 q) ó (a >D b ∧ p > q).

• Sea A el conjunto que tiene a la función f0 y a todas las funciones de la forma
f : δ → D (δ = {q0, . . . , qm}, para alguna m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las
siguientes propiedades:

1. f ⊇ f0,

2. Si para k ∈ {0, . . . ,m − 1}, los elementos f(q0), . . . , f(qk) están definidos de
tal forma que si j1 6= j2, f(qj1) 6= f(qj2). Entonces el elemento f(qk+1) = dñ
es tal que ñ es el mı́nimo en ω \ {0, . . . , k} tal que:

∀j ∈ {0, . . . , k} : f(qj) 6= dñ y (qk+1, qj)R(dñ, f(qj)).

Note que A 6= ∅.
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relación R:

• Sean f1 : {q0, . . . , qk1} → D, f2 : {q0, . . . , qk2} → D elementos del conjunto A.
Escribiremos f1Rf2 si:

1. f1 ⊇ f2,

2. k1 = k2 + 1.

Sea t ∈ A. Queremos construir un elemento s tal que sRt. Para ello, consideramos los
siguientes dos casos.
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Caso(1): t = f0. Efectivamente, como f0(q0) = d0, entonces q1 6 q0 ó q0 6 q1.
Definimos el conjunto D0 = {d ∈ D|(q0, q1)R(d0, d)}\{d0}. Note que D0 6= ∅, pues D no
tiene máximo ni mı́nimo y D es un conjunto totalmente ordenado. Sea ñ ∈ ω el mı́nimo
tal que dñ ∈ D0. Con lo anterior en mente, definimos la función s : {q0, q1} → D dada
por:

s(qi) =

{
d0 si i = 0

dñ si i = 1.

Observe ahora que s ∈ A y sRt. Por lo tanto, en este caso se ha construido un elemento
s tal que sRt.

Caso(2): t ∈ A \ {f0}. Efectivamente, suponga que t : {q0, . . . , qm} → D. Definimos
el conjunto:

D = {d ∈ D | ∀j ∈ {0, . . . ,m} : (qm+1, qj)R(d, f(qj))} \ {f(q0), . . . , f(qm)}.

Note que D 6= ∅. Pues si consideramos r1 el máximo del conjunto {q0, . . . , qm} tal que
r1 < qm+1 y r2 el mı́nimo del conjunto {q0, . . . , qm} tal que qm+1 < r2. Observe que
al menos r1 ó r2 existe, puesto que m ∈ ω \ {0} y Q no tiene máximo ni mı́nimo. Por
otro lado, tenemos que existe δ ∈ D tal que f(r1) <D δ ó δ <D f(r2), ya que D es
un conjunto totalmente ordenado que no tiene máximo ni mı́nimo y tal que dados dos
elementos distintos de D existe un tercer elemento distinto a los dos que está entre éstos
mismo. Por lo tanto, D 6= ∅, a saber δ ∈ D. Con lo anterior en mente, sea ñ ∈ ω el
mı́nimo tal que dñ ∈ D0. De esta manera, definimos la función s : {q0, . . . , qm+1} → D
dada por:

s(q) =

{
t(q) si q ∈ {q0, . . . , qm}
dñ si q = qm+1.

Observe que s ∈ A y sRt. Por lo tanto, se tiene que en este caso también existe s ∈ A
tal que sRt.

De esta manera, los dos casos anteriores y el principio de elecciones dependientes
garantizan que existe una función g : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : g(n+ 1)Rg(n).

Sea G =
⋃
n∈ω g(n) : Q → D. Note ahora que la función G tiene las siguientes

propiedades:

1. G(q0) = d0.
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2. Si tenemos G(q0), . . . G(qn) definidos de tal forma que si n1 6= n2, G(qn1) 6= G(qn2).
Entonces G(qn+1) = dm está definido de tal forma que m ∈ ω es el mı́nimo tal que:

∀j ∈ {0, . . . , n} : G(qj) 6= dm y (qj , qm+1)R(G(qj), dm).

Procedemos a probar que la función G es una biyección que conserva el orden.

AFIRMACIÓN(1): G es inyectiva.

En efecto: Sean qn, qm ∈ Q tales que qn 6= qm, sin pérdida de generalidad, suponga
que n < m. Sean los elementos G(q0), . . . , G(qm−1), entonces G(qm) = dñ, donde ñ ∈ ω
es tal que:

∀j ∈ {0, . . . ,m− 1} : G(qj) 6= dñ

Por lo tanto, G(qm) 6= G(qn). �

AFIRMACIÓN(2): G conserva el orden.

En efecto: Sean qn, qm ∈ Q tales que qn 6 qm.

Caso(1): n = m. Entonces qn = qm, por lo que G(qn) = G(qm), luego G(qn) 6D
G(qm).

Caso(2): n 6= m. Sean M = max{n,m} y G(q0), . . . , G(qM−1), entonces G(qM ) = dñ,
donde ñ ∈ ω \ {0, . . . ,M − 1} es el mı́nimo tal que:

∀j ∈ {0, . . . ,M − 1} : dñ 6= G(qj) y (qj , qM )R(G(qj), dñ).

Como qn 6 qm, por la propiedad (2) de la función G, tenemos que G(qn) 6D G(qm).

Por lo tanto, los dos casos anteriores implican que si qn 6 qm entonces G(qn) 6D
G(qm).

Por otro lado, sean qn, qm ∈ Q tales que G(qn) 6D G(qm).

Caso(1): n = m. Entonces qn = qm, luego qn 6 qm.

Caso(2): n 6= m. Sean M = max{m,n}, y G(q0), . . . , G(qM−1), entonces G(qM ) =
dñ, donde ñ ∈ ω \ {0, . . . ,M − 1} es el mı́nimo tal que:

∀j ∈ {0, . . . ,M − 1} : dñ 6= G(qj) si (qj , qM )R(G(qj), dñ).
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Como G(qn) 6D G(qm), tenemos que qn 6 qm.

Por lo tanto, los dos casos anteriores garantizan que si G(qn) 6D G(qm) entonces
qn 6 qm. �

AFIRMACIÓN(3): G es sobreyectiva.

Por lo tanto, las Afirmaciones(1)-(3) garantizan que D y Q son semejantes.

(2)⇒ (1)] Suponga que D es un conjunto totalmente ordenado semejante al conjunto
Q. Entonces existe una biyección f : Q→ D tal que conserva el orden de Q y D. Luego
D es infinito numerable.

Note que D no tiene máximo ni mı́nimo. Pues si D tuviera un máximo (respectiva-
mente, mı́nimo), entonces Q tendŕıa un máximo (respectivamente, un mı́nimo), lo que
seŕıa una contradicción.

Observe ahora que para cada d1, d2 ∈ D tales que d1 6= d2 y d1 6D d2 existe
d ∈ D \ {d1, d2} tal que d1 6D d 6D d2. Efectivamente, como d1, d2 son dos ele-
mentos distintos de D. Entonces f−1(d1) y f−1(d2) son distintos entre ellos y además
(f−1(d1), f−1(d2))R(d1, d2), entonces existe q ∈ Q \ {f−1(d1), f−1(d2)} tal que q está
entre f−1(d1) y f−1(d2), y como f conserva el orden, tendŕıamos que f(q) está entre d1

y d2. Además, f(q) seŕıa distinto a f(d1) y a f(d2). Por lo tanto, D satisface esta última
propiedad.

El resultado del teorema 3.1.18 nos será útil para demostrar el siguiente teorema.

3.1.19. Teorema. Todo espacio métrico no vaćıo perfecto numerable y cero-dimensional
es homeomorfo a Q.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico no vaćıo perfecto numerable y cero-
dimensional. El primer objetivo de la demostración es construir un esquema de Suslin
sobre el conjunto X tal que cumple la condición de diámetros. Para esto, primero pro-
cedemos a probar la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(1): Para cada abierto-cerrado U distinto del vaćıo y para cada ε > 0.
El conjunto U se puede expresar como una unión ajena de una familia infinita numerable
de abierto-cerrados no vaćıos cuyos diámetros son menores que ε.

En efecto: Sea U un abierto cerrado no vaćıo y ε > 0 fijos. Primero observemos
que el conjunto U tiene infinitos puntos de X. Efectivamente, si suponemos que U =
{x0, . . . , xn} para alguna n ∈ ω. Sea δ = mı́n{d(xi, xj) | i, j ∈ {0, . . . , n}; i 6= j}.
Entonces existen i0, j0 ∈ {0, . . . , n}, i0 6= j0 tales que δ = d(xi0 , xj0). Además, xi0 ∈ U y
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U es abierto, luego existe r > 0 tal que Br(xi0) ⊆ U . Note que Br(xi0) ∩Bδ(xi0) ∩X =
{xi0}. Pues {xi0} ⊆ Br(xi0) ∩ Bδ(xi0) ∩X. Mientras que si z ∈ Br(xi0) ∩ Bδ(xi0) ∩X,
entonces z ∈ Br(xi0) ⊆ U , por lo que z ∈ U , luego existe j ∈ {0, . . . , n} tal que z = xj ,
pero z ∈ Bδ(xi0). Si suponemos que xj 6= xi0 , entonces d(xj , xi0) = d(z, xi0) < δ 6
d(xj , xi0), lo que es una contradicción. Luego, z = xi0 . Por lo tanto, U tiene infinitos
puntos de X.

Sea {qi}i∈ω una enumeración del conjunto U . Aplicaremos el principio de elec-
ciones dependientes para construir la familia infinita numerable con las propiedades
de la afirmación. Para ello, procedemos a contruir una sucesión de conjuntos. Como
X es cero-dimensional, existe B base para X formada por abierto-cerrados. Además,
existe r0 > 0 y r0 < ε

2 tal que q0 ∈ Br0(q0) ⊆ U \ {q1}. Sea U0 ∈ B tal que
q0 ∈ U0 ⊆ Br0(q0) ⊆ U \ {q1} ( U . Con lo anterior hemos logrado tomar un abierto-
cerrado U0 ( U de diámetro menor que ε tal que q0 ∈ U0.

Por otro lado, el conjunto U \ U0 = U ∩ (X \ U0) es un abierto-cerrado. Además,
X 6= U ∩ (X \ U0), pues q0 ∈ U0. También, ∅ 6= U ∩ (X \ U0), pues q1 ∈ U \ U0. Como
todos los abierto-cerrados distintos del vaćıo tienen una infinidad de elementos, entonces
existe ñ ∈ ω \ {1} tal que qñ ∈ U ∩ (X \ U0) = U \ U0. Además, note que q1 ∈ U \ U0,
pues si q1 ∈ U0 ⊆ U \ {q1}, lo que es una contradicción, por lo que q1 ∈ U \ U0. De
esta manera, existe r1 > 0 y r1 <

ε
2 tal que q1 ∈ Br1(q1) ⊆ U \ (U0 ∪ {qñ}) ( U \ U0,

entonces existe U1 ∈ B tal que q1 ∈ U1 ⊆ Br1(q1) ⊆ U \ (U0 ∪ {qñ}) ( U \ U0. Por lo
tanto, U1 ( U \U0 y q1 ∈ U0 ∪U1 y q0 ∈ U0 ∪U1. De esta manera, hemos logrado tomar
un abierto-cerrado U1 de diámetro menor que ε tal que ∅ 6= U1 ( U \ U0 y de modo que
q1 ∈ U0 ∪ U1.

Con lo anterior en mente, definimos la sucesión {Ui}i61.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma {Vn}n∈{0,...,m}
(m ∈ ω) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. ∀n ∈ {0, . . . ,m} : Vn es un abierto-cerrado no vaćıo de diámetro menor que
ε.

2. Los elementos de la sucesión son ajenos dos a dos.

3. {q0, . . . , qm} ⊆
⋃m
i=0 Vi.

4. V0 = U0.

5. ∀n ∈ {1, . . . ,m} : Vn ( U \
⋃n−1
i=0 Vi}.

Note que A 6= ∅, pues {Ui}i61 ∈ A.

Sobre el conjunto A definimos la relación R:

• Sean {Vn}n6m1 , {Wn}n6m2 ∈ A. Escribiremos {Vn}n6m1R {Wn}n6m2 si:
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1. {Vn}n6m1 ⊇ {Wn}n6m2 ,

2. m1 = m2 + 1.

Sea {Vn}n6m ∈ A. Construiremos V ∈ A tal que VR{Vn}n6m. Para ello, consideraremos
dos casos. Pero, antes note que U \

⋃m
i=0 Vi 6= ∅.

Caso(1): qm+1 ∈ U \
⋃m
i=0 Vi. Efectivamente, como U \

⋃m
i=0 Vi es un abierto-cerrado

no vaćıo, entonces U \
⋃m
i=0 Vi tiene una infinidad de elementos. Por lo que existe q̂ ∈

U \
⋃m
i=0 Vi tal que q̂ 6= qm+1, luego existe r > 0 y r < ε

2 tal que qm+1 ∈ Br(qm+1) ⊆ U \
(
⋃m
i=0 Vi∪{q̂}) ( U \

⋃m
i=0 Vi. Como B es una base para X, entonces existe W ∈ B tal que

qm+1 ∈W ⊆ Br(qm+1) ⊆ U \ (
⋃m
i=0 Vi ∪ {q̂}) ( U \

⋃m
i=0 Vi. Definimos V = {Wn}n6m+1

dado por:

Wn =

{
Vn si n ∈ {0, . . . ,m}
W si n = m+ 1.

Note ahora que V ∈ A y VR{Vn}n6m. Por lo tanto, en este primer caso, se ha construido
V ∈ A tal que VR{Vn}n6m.

Caso(2): qm+1 ∈
⋃m
i=0 Vi. Efectivamente, como ∅ 6= U \

⋃m
i=0 Vi, existe x0 ∈ U \⋃m

i=0 Vi. Además, el conjunto U \
⋃m
i=0 Vi es un abierto-cerrado, por lo que U \

⋃m
i=0 Vi

tiene una infinidad de elementos, entonces existe q̂ ∈ U \
⋃m
i=0 Vi tal que q̂ 6= x0. Luego

existe ε > 0 y r < ε
2 tal que x0 ∈ Br(x0) ⊆ U \ (

⋃m
i=0 Vi ∪ {q̂}) ( U \

⋃m
i=0 Vi. Por otro

lado, como B es una base para X, tenemos que existe W ∈ B tal que x0 ∈W ⊆ Br(x0) ⊆
U \ (

⋃m
i=0 Vi ∪ {q̂}) ( U \

⋃m
i=0 Vi. Definimos V = {Wn}n6m+1 dada por:

Wn =

{
Vn si n ∈ {0, . . . ,m}
W si n = m+ 1.

Note ahora que V ∈ A y VR{Vn}n6m. Por lo tanto, en este caso, se ha construido
V ∈ A tal que VR{Vn}n6m.

De esta manera, el principio de elecciones dependientes garantiza que existe una
función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Definimos {Un}n∈ω =
⋃
m∈ω f(m). Note que la sucesión {Un}n∈ω tiene las siguientes

propiedades:

1. ∀n ∈ ω : Un es un abierto-cerrado no vaćıo de diámetro menor que ε.

2. Si n1 6= n2 entonces Un1 ∩ Un2 = ∅.
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3.
⋃
i∈ω Ui = U.

La última propiedad es verdadera. Pues si n ∈ ω entonces qn ∈
⋃n
i=0 Ui ⊆

⋃
i∈ω Ui,

por lo que U ⊆
⋃
i∈ω Ui. Por otro lado, si z ∈

⋃
i∈ω Ui, entonces existe j ∈ ω tal que

z ∈ Uj ⊆ U \
⋃j−1
i=0 Vi ( U . Luego, z ∈ U . Por lo tanto,

⋃
i∈ω Ui = U . �

Procedemos a construir un esquema de Suslin sobre el conjunto X aplicando el prin-
cipio de elecciones dependientes y la Afirmación (1). Primero, sea s0 : {∅} → P(X) la
función dada por: s0(∅) = X.

• Sea A0 el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma

σ :
⋃
n<m

ωn → P(X) (m ∈ ω \ {0})

tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. σ ⊇ s0.

2. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n : σ(s) =
⋃
n∈ω σ(s∧n) es una unión ajena.

3. ∀s ∈
⋃
n<m ω

n\{∅} : σ(s) es un abierto-cerrado no vaćıo tal que diam(σ(s)) <
1
l(s) .

Note que A 6= ∅, pues s0 ∈ A.

Sobre el conjunto A0 definimos la relación R0:

• Sean σ1 :
⋃
n<m1

ωn → A, σ2 :
⋃
n<m2

ωn → P(X) elementos del conjunto A0.
Escribiremos σ1R0σ2 si:

1. σ1 ⊇ σ2,

2. m1 = m2 + 1.

Sea τ :
⋃
n<m ω

n → P(X) ∈ A0. Construiremos un elemento σ tal que σR0τ . Definimos
la familia:

F = {{{U si } | τ(s) =
⋃
n∈ω

U sn una unión ajena donde cada conjunto U sn es un

abierto-cerrado distinto del vaćıo de diámetro menor que 1
m}s | s ∈ ω

m−1}.

Note que la cardinalidad de B es la de ωm−1, el cual es de cardinalidad a lo más infinito
numerable. Además, por la Afirmación (1), tenemos que para cada s ∈ ωm,

∅ 6= {{U si } | τ(s) =
⋃
n∈ω

U sn una unión ajena donde cada conjunto U sn es un
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abierto-cerrado distinto del vaćıo de diámetro menor que 1
m}.

Por el axioma de elección para conjuntos numerables, existe una función de elección sobre
F . Para facilitar la notación, para cada s ∈ ωm, denotaremos por {U sn}n∈ω al elemento
de elección del elemento s. De esta manera, definimos σ :

⋃
n<m+1 ω

n → P(X) dada por:

σ(s) =

{
τ(s) si s ∈

⋃
n<m ω

n

U
s�m−1

s(m−1) si s ∈ ωm.

Observe ahora que σ ∈ A y σRτ . De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función g : ω → A0 tal que:

∀n ∈ ω : g(n+ 1)R0g(n).

Sea A =
⋃
n∈ω g(n). Note que A es un esquema de Suslin que cumple las siguientes

propiedades:

1. A(∅) = X.

2. ∀s ∈ ω<ω \ {∅} : diam(A(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ ω<ω: A(s) es un abierto-cerrado no vaćıo y A(s) =
⋃
n∈ω A(s∧n) es una unión

disjunta.

En la siguiente afirmación, se prueba otra propiedad que satisface el esquema de Suslin A.

AFIRMACIÓN(2): Si s, t ∈ ω<ω son tales que s ( t entonces A(t) ⊆ A(s).

En efecto: Probaremos la afirmación por inducción sobre la diferencia l(t) − l(s).
Primero, suponga que l(t) = l(s) + 1, entonces A(t) ⊆

⋃
n∈ω A(s∧n) = A(s). Por lo

tanto, A(t) ⊆ A(s).

Por otro lado, suponga que para l(t) = l(s) +m, para alguna m ∈ ω, se cumple que
A(t) ⊆ A(s). Sea m0 ∈ ω fija. Entonces A(t∧m0) ⊆

⋃
n∈ω A(t∧n) = A(t) ⊆ A(s). Por lo

tanto, A(t∧m0) ⊆ A(s). De esta manera, se ha probado la afirmación. �
Note que la propiedad (2) implica que el esquema de Suslin A cumple la condición

de diámetros, entonces existe su función continua asociada φ. Procedemos a probar que
esta función tiene dominio distinto del vaćıo.

AFIRMACIÓN(3): Z(A) 6= ∅.
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En efecto: Utilizaremos el principio de elecciones dependientes para construir un
elemento sobre Z(A). Como X 6= ∅, tenemos que existe p ∈ X = A(∅) =

⋃
n∈ω A(∅∧n),

luego existe n1 ∈ ω tal que p ∈ A(∅∧n1). Definimos s1 = ∅∧n1. Por otro lado, sea:

A1 = {s ∈ ωk | k ∈ ω \ {0}; s ⊇ s1; p ∈ A(s)}.

Note que A1 6= ∅, pues s1 ∈ A1.
Sobre el conjunto A1 definimos la siguiente relación R1:

• Sean s, t ∈ A1. Escribiremos sR1t si:

1. l(s) = l(t) + 1,

2. s ⊇ t.

Sea t ∈ A1. Entonces p ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que p ∈ A(t∧n0).

Observe ahora que t∧n0 ∈ A1 y (t∧n0)R1t. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una función f1 : ω → A1 tal que:

∀n ∈ ω : f1(n+ 1)R1f1(n).

Definimos x =
⋃
n∈ω f1(n). Note que p ∈

⋂
n∈ω A(x�n). Pues si suponemos que l(f(0)) =

k0. Por construcción del elemento x, tenemos que para k > k0, p ∈ A(f(k)�k) = A(x�k).
Por otro lado, si k 6 k0, entonces x�k ⊆ f(0), luego A(f(0)) ⊆ A(x�k), pero p ∈ A(f(0)),
por lo que p ∈ A(x�k). Por lo tanto, para cada n ∈ ω, p ∈ A(x�n). Es decir, p ∈⋂
n∈ω A(x�n). Por lo tanto, se concluye que x ∈ Z(A). �

De esta manera la función continua asociada φ : Z(A) → X tiene dominio no vaćıo.
Procedemos a probar que φ es un homeomorfismo.

AFIRMACIÓN(4): φ es una función sobreyectiva.

En efecto: Note que en la Afirmación (3) ya probamos que φ es sobreyectiva. Pues
se tomo un elemento arbitrario p ∈ X, y fue posible construir un elemento x ∈ Z(A) tal
que φ(x) = p, ya que p ∈

⋂
n∈ω A(x�n). �

AFIRMACIÓN(5): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ Z(A) tales que x 6= y. Definimos n ∈ ω como el mı́nimo
tal que x�n 6= y�n . Como x�0 = ∅ = y�0 , se tiene que n ∈ ω \ {0}. Entonces exis-
te x�n−1 = y�n−1 = s. Suponga que φ(x) = φ(y), entonces φ(x) ∈ A(s∧x(n − 1)) y
φ(y) ∈ A(s∧y(n− 1)). Es decir, tenemos un mismo elemento en dos conjuntos disjuntos,
lo que es una contradicción. Por lo tanto φ(x) 6= φ(y). �
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AFIRMACIÓN(6): φ es una función abierta.

En efecto: Sea s ∈ ωk. Bastará probar que el conjunto φ[Z(A) ∩ Bs] es un abierto.
Si φ[Z(A)∩Bs] = ∅, entonces se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que φ[Z(A)∩
Bs] 6= ∅. Procedemos a probar que φ[Z(A) ∩Bs] = A(s).

Efectivamente, sea z ∈ φ[Z(A)∩Bs]. Entonces existe z0 ∈ Z(A)∩Bs tal que φ(z0) = z,
luego

⋂
n∈ω A((z0)�n) = {z} y (z0)�k = s. Por lo tanto, z ∈ A((z0)�k) = A(s).

Por otro lado, si z ∈ A(s). Para probar la otra contención, aplicaremos el principio
de elecciones dependientes. Definimos el conjunto:

A2 = {σ ∈ ωp | p ∈ ω; z ∈ A(σ); σ ⊇ s}.

Note que A2 6= ∅, pues s ∈ A2.
Sobre el conjunto A2 definimos la siguiente relación R2:

• Sean r, t ∈ A2. Escribiremos rR2t si:

1. r ⊇ t,
2. l(r) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A2. Entonces z ∈ A(t) =
⋃
n∈ω A(t∧n), luego existe n0 ∈ ω tal que z ∈ A(t∧n0).

Definimos r = t∧n0. Note que r ∈ A2 y rR2t. Por lo tanto, el principio de elecciones
dependientes garantiza que existe una función f2 : ω → A2 tal que:

∀n ∈ ω : f2(n+ 1)R2f2(n)

Sea χ =
⋃
n∈ω f2(n). Observe ahora que χ ∈ N y para cada n ∈ ω, z ∈ A(f2(n)�n) =

A(χ�n). Luego, χ ∈ Z(A), χ�k = f2(k)�k = s y φ(χ) = z. Por lo tanto, z ∈ φ[Z(A)∩Bs].
De esta manera concluimos que φ es una función abierta. �
Las Afirmaciones(4)-(6) garantizan que Z(A) es homeomorfo a X. Enseguida, se

probarán dos afirmaciones que utilizaremos a la hora de obtener otras dos funciones de
tal forma que al componerlas con la función φ se obtenga el resultado del teorema.

AFIRMACIÓN(7): Z(A) es denso en N .

En efecto: Sean x ∈ N y n ∈ ω fijos. Como A(x�n) 6= ∅, sea q ∈ A(x�n) ⊆ X fijo.
Además, φ es sobreyectiva, entonces existe y ∈ Z(A) tal que φ(y) = q. De esta manera,
tenemos que φ(y) ∈ A(x�n)∩A(y�n). Entonces x�n = y�n , luego y ∈ Bx�n ∩Z(A). Por lo
tanto, Z(A) es denso en N . �

AFIRMACIÓN(8): Si F : Z → Y es un homeomorfismo y D0 ⊆ Z es denso en Z
entonces F (D0) ⊆ Y es denso en Y .



3.1. EL ESPACIO DE BAIRE. 105

En efecto: Sean y ∈ Y y A ⊆ Y abierto en Y tal que y ∈ A. Entonces F−1(y) ∈ Z y
F−1[A] es abierto en Z tal que F−1(y) ∈ F−1[A]. Como D0 es denso en Z, tenemos que
existe x ∈ D0 tal que x ∈ F−1[A] ∩D0, luego F (x) ∈ A ∩ F [D0]. Por lo tanto, F [D0] es
denso en Y . �

Como Z(A) es homeomorfo a X y N es homeomorfo a R \ Q (ver corolario 3.1.16).
Por las Afirmaciones (7) y (8), se tiene que X es homeomorfo a un subconjunto denso
D ⊆ R \ Q en R \ Q. Aplicaremos el teorema 3.1.18 al conjunto totalmente ordenado
D, para de esta manera obtener una biyección que conserva el orden de D y Q, la cual
resultará ser un homeomorfismo entre estos últimos conjuntos. Para esto, primero pro-
baremos que D satisface las hipótesis del teorema 3.1.18.

AFIRMACIÓN(9): D respecto al orden usual en R no puede tener máximo ni mı́nimo.

En efecto: Suponga que existe m tal que es mı́nimo de D, entonces existiŕıa i ∈ R\Q
tal que i < m y i /∈ D. Con esto en mente, suponga que existe d ∈ D tal que d ∈ B|m−i|(i),
entonces d − i 6 |d − i| < |m − i| = m − i. Luego d < m, lo que es una contradicción.
Entonces:

∀d ∈ D : d /∈ B|m−i|(i).

Pero esto último también es una contradicción, pues D es un conjunto denso de R \ Q.
Por lo tanto, D no tiene mı́nimo.

Por otro lado, suponga que existe M tal que es máximo de D, entonces existiŕıa
i ∈ R \Q y i /∈ D tal que M < i. Con esto en mente, suponga que existe d ∈ D tal que
d ∈ B|M−i|(i). Luego i− d 6 |d− i| < |M − i| = i−M . Por lo tanto, d > M , lo que es
una contradicción. Entonces:

∀d ∈ D : d /∈ B|M−i|(i).

Pero esto último también es una contradicción, pues D es un conjunto denso de R \ Q.
Por lo tanto, D no tiene máximo. �

AFIRMACIÓN(10): Si d1, d2 ∈ D tales que d1 6= d2 y d1 < d2 entonces existe d ∈ D
tal que d1 < d < d2.

En efecto: Sean d1, d2 ∈ D tales que d1 6= d2 y d1 < d2. Sea k ∈ R \ Q tal que
d1 < k < d2. Definimos δ = mı́n{|d1− k|, |d2− k|}. Como D es denso en R \Q, entonces
existe d ∈ D tal que d ∈ Bδ(k), luego k − d 6 |d − k| < δ 6 |d1 − k| = k − d1, luego
d > d1. Por otro lado, d− k 6 |d− k| < δ 6 |d2 − k| = d2 − k, entonces d < d2. Por lo
tanto, existe d ∈ D tal que d1 < d < d2. �

Note ahora que D es numerable, pues X lo es. De esta manera, D satisface las
hipótesis del teorema 3.1.18. Por lo tanto, existe f : Q → D ⊆ R \ Q función biyectiva
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que conserva el orden. Probaremos que la función f es un homeomorfismo, para ello
demostraremos las siguientes afirmaciones.

AFIRMACIÓN(11): Para cada a ∈ R existe d ∈ D tal que f [(−∞, f−1(d)) ∩ Q] ⊆
(−∞, a) ∩D.

En efecto: Sea a ∈ R. Note que (−∞, a) ∩ D = [(−∞, a) ∩ (R \ Q)] ∩ D es un
abierto en D. Sea x ∈ (−∞, a) ∩ D, como D es denso en (R \ Q) y (x, a) ∩ (R \ Q)
es abierto en R \ Q, entonces existe d ∈ D tal que d ∈ (x, a) ∩ (R \ Q). Probare-
mos que f [(−∞, f−1(d)) ∩ Q] ⊆ (−∞, a) ∩ D. Sea z ∈ f [(−∞, f−1(d)) ∩ Q], en-
tonces existe z0 ∈ (−∞, f−1(d)) ∩ Q tal que f(z0) = z, por lo que z0 < f−1(d), luego
z = f(z0) < d < a. Además, f [(−∞, f−1(d)) ∩Q] ⊆ D. Por lo tanto, z ∈ (−∞, a) ∩D.
Es decir, f [(−∞, f−1(d)) ∩Q] ⊆ (−∞, a) ∩D �

AFIRMACIÓN(12): Para cada a ∈ R existe d ∈ D tal que f [(f−1(d),+∞) ∩ Q] ⊆
(a,+∞) ∩D.

En efecto: Sea a ∈ R. Note que (a,+∞) ∩ D = [(a,+∞) ∩ (R \ Q)] ∩ D es un
abierto en D. Sea x ∈ (a,+∞) ∩ D, como D es denso en R \ Q y (a, x) ∩ (R \ Q)
es abierto en R \ Q, entonces existe d ∈ D tal que d ∈ (a, x) ∩ (R \ Q). Probare-
mos que f [(f−1(d),+∞) ∩ Q] ⊆ (a,+∞) ∩ D. Sea z ∈ f [(f−1(d),+∞) ∩ Q], en-
tonces existe z0 ∈ (f−1(d),+∞) ∩ Q tal que f(z0) = z, luego f−1(d) < z0, por lo
que a < d < f(z0) = z. Por lo tanto, z ∈ (a,+∞), y obviamente z ∈ D. Es decir,
f [(f−1(d),+∞) ∩Q] ⊆ (a,+∞) ∩D. �

AFIRMACIÓN(13): f es una función continua.

En efecto: Sea x ∈ Q y A ⊆ D abierto en D tal que f(x) ∈ A. Por un lado, existe
r > 0 tal que BD

r (f(x)) = (f(x)− r, f(x) + r)∩D ⊆ A, entonces f(x) ∈ (f(x)− r, f(x) +
r) ∩ D = [(−∞, f(x) + r) ∩ D] ∩ [(f(x) − r,+∞) ∩ D]. Las Afirmaciones (11) y (12)
garantizan que existen d1, d2 ∈ D tales que:

f [(−∞, f−1(d1))∩Q] ⊆ (−∞, f(x)+r)∩D y f [(f−1(d2),+∞)∩Q] ⊆ (f(x)−r,+∞)∩D.

De esta manera, tenemos que:

f [(f−1(d2), f−1(d1)) ∩Q] = f [(−∞, f−1(d1)) ∩Q] ∩ f [(f−1(d2),+∞) ∩Q]
⊆ [(−∞, f(x) + r) ∩ (f(x)− r,+∞)] ∩D
= (f(x)− r, f(x) + r) ∩D
⊆ A.
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Por lo tanto, f es una función continua. �

AFIRMACIÓN(14): Para cada a ∈ R existe q ∈ Q tal que (f(q),+∞) ∩ D ⊆
f [(a,+∞) ∩Q].

En efecto: Sea a ∈ R. Como (a,+∞) ∩ Q es un abierto en Q y Q es denso en R,
tenemos que existe q ∈ Q tal que q ∈ (a,+∞).

Note que (f(q),+∞)∩D ⊆ f [(a,+∞)∩Q]. Efectivamente, sea z ∈ (f(q),+∞)∩D,
como z ∈ D y f es sobreyectiva, entonces existe z0 ∈ Q tal que f(z0) = z, por
lo que f(q) < f(z0). Como f conserva el orden, tenemos que a < q < z0. Luego
z0 ∈ (a,+∞) ∩Q. Por lo tanto, z ∈ f [(a,+∞) ∩Q]. �

AFIRMACIÓN(15): Para cada a ∈ R existe q ∈ Q tal que (−∞, f(q)) ∩ D ⊆
f [(−∞, a) ∩Q].

En efecto: Sea a ∈ R. Como (−∞, a)∩Q es abierto en Q y Q es denso en R, tenemos
que existe q ∈ Q tal que q ∈ (−∞, a).

Note que (−∞, f(q))∩D ⊆ f [(−∞, a)∩Q]. Efectivamente, sea z ∈ (−∞, f(q))∩D,
como z ∈ D y f es sobreyectiva, entonces existe z0 ∈ Q tal que f(z0) = z, por lo
que f(z0) < f(q). Como f conserva el orden, tenemos que z0 < q < a. Luego,
z0 ∈ (−∞, a) ∩Q. Por lo tanto z = f(z0) ∈ f [(−∞, a) ∩Q]. �

AFIRMACIÓN(16): f es una función abierta.

En efecto: Sea A ⊆ Q abierto en Q. Si A = ∅, entonces f [A] = ∅. Por otro lado,
suponga que A 6= ∅, entonces f [A] 6= ∅. Sea z ∈ f [A], entonces existe z0 ∈ A tal que
f(z0) = z. Como A es abierto en Q, entonces existe r > 0 tal que [(−r+ z0,+∞)∩Q]∩
[(−∞, z0 +r)∩Q] = (−r+z0, z0 +r)∩Q ⊆ A. Por las Afirmaciones (14) y (15), tenemos
que existen q1, q2 ∈ Q tales que:

[f(q1),+∞) ∩D] ∩ [(−∞, f(q2)) ∩D] ⊆ f [(−r + z0,+∞) ∩Q] ∩ f [(−∞, z0 + r) ∩Q]
= f [[(−r + z0,+∞) ∩ (−∞, z0 + r)] ∩Q]
= f [(−r + z0, z0 + r) ∩Q]
⊆ f [A].

Por lo tanto, f es una función abierta. �
De esta manera, f es un homeomorfismo entre Q y D. Pero, D es homeomorfo a X.

Por lo tanto, Q es homeomorfo a X.

De ahora en adelante escribiremos A ∼= B para denotar que los espacios A y B son
homeomorfos.
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A continuación exibiremos algunos homeomorfismos que nos permitirán ver la flexi-
bilidad de trabajar con el espacio de Baire.

3.1.20. Lema. Si X es un conjunto no vaćıo y k ∈ ω \ {0}, entonces (Xω)k ∼= Xω.

Demostración. Primero probaremos la siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(1): Sea f : X = Xω
1 × . . .×Xω

u → Y = Y ω
1 × . . .×Y ω

v una función tal
que para todo x ∈ X y para todo n ∈ ω existe m ∈ ω tal que todo elemento x′ ∈ X cuyas
sucesiones coincidan hasta m con las de x cumple que las sucesiones de f(x′) coinciden
hasta n con las de f(x), entonces f es continua.

En efecto: Para facilitar la demostración de esta afirmación, usaremos la siguiente
notación, si x ∈ X , entonces denotaremos x = (x1, . . . , xu) y f(x) = (f1(x), . . . , fv(x)).
Sean x ∈ X y A ⊆ Y abierto tal que f(x) ∈ A. Como A es un abierto en Y y
f(x) ∈ A, entonces existen A1, . . . , Av abiertos en A1 ⊆ Y ω

1 , . . . , Av ⊆ Y ω
v tales que

f(x) ∈
⋂v
i=1 Π−1

i [Ai] ⊆ A. Sea i ∈ {1, . . . , v}, entonces fi(x) = Πi(f(x)) ∈ Ai ⊆ Y ω
i .

Luego, existe ni ∈ ω tal que fi(x) = πi(f(x)) ∈ BΠi(f(x))�ni
⊆ Ai ⊆ Y ω

i . Sea n =

máx{n1, . . . , nv}, entonces para cada i ∈ {1, . . . , v}, fi(x) = Πi(f(x)) ∈ BΠi(f(x))�n
⊆

BΠi(f(x))�ni
⊆ Ai ⊆ Y ω

i . Por lo tanto, para cada i ∈ {1, . . . , v}, f(x) ∈ Π−1
i [Bπi(f(x))�n

] ⊆
Π−1
i [Ai] ⊆ A. Luego, f(x) ∈

⋂v
i=1 Π−1

i [BΠi(f(x))�n
] =

⋂v
i=1 Π−1

i [Bfi(x)�n
] ⊆ A.

Sea D =
⋂v
i=1 Π−1

i [Bπi(f(x))�n
]. Por otro lado, para x ∈ X y para n ∈ ω, por hipótesis,

existe un m ∈ ω tal que todo elemento x′ ∈ X cuyas sucesiones coincidan hasta m con
las de x cumple que las sucesiones de f(x′) coinciden hasta n con las de f(x). Con esto
en mente, definimos C =

⋂u
i=1 P

−1
i [BPi(x)�m

] =
⋂u
i=1 P

−1
i [B(xi)�m

].
Note que f [C] ⊆ D ⊆ A. Efectivamente, sea z ∈ f [C], entonces existe z̃ ∈ C tal

que f(z̃) = z. Como z̃ ∈ C, entonces para cada i ∈ {1, . . . , u}, z̃i = Pi(z̃) ∈ BPi(x)�m
=

B(xi)�m
, por lo que (z̃i)�m = (xi)�m . Por hipótesis, tenemos que para cada j ∈ {1, . . . , v},

fj(z̃)�n = fj(x)�n . Luego Πj(f(z̃))�n = fj(z̃)�n = fj(x)�n , entonces Πj(f(z̃)) ∈ Bfj(x)�n
.

Por lo que f(z̃) ∈ Π−1
j [Bfj(x)�n

]. De esta manera, f(z̃) ∈
⋂v
i=1 Π−1

i [Bπi(f(x))�n
] = D ⊆ A.

Por lo tanto f es una función continua. �
Se afirma que la función φk : (Xω)k → Xω definida por la regla:

∀x0, . . . , xk−1 ∈ Xω : φk(x0, . . . , xk−1) : ω → X es la función dada por:

φk(x0, . . . , xk−1)(kc+ i) = xi(c), donde 0 6 i < k,

es un homeomorfismo (ver definición 2.3.18). Como la función φk es una biyección (ver
observación 2.3.19), para demostrar el teorema, bastará aplicar la Afirmación (1) a φk y
a su inversa.
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AFIRMACIÓN(2): φk es continua.

En efecto: Probaremos que φk satisface las hipótesis de la Afirmación (1). Sean x ∈
(Xω)k y n ∈ ω. Para facilitar la notación, denotaremos x = (x0, . . . , xk−1). Definimos
m > n fija y al conjunto A′ = {x′ = (x′0, . . . , x

′
k−1) | ∀i ∈ {0, . . . , k−1}, (x′i)�m = (xi)�m}.

Por otro lado, sea x′ ∈ A′. Probaremos que φk(x
′)�n = φk(x)�n . Efectivamente, sea

j ∈ {0, . . . , n − 1}, entonces existe (c, i) ∈ ω × {0, . . . , k − 1} tal que j = kc + i (ver
observación 2.3.17). De esta manera, tenemos que:

φk(x
′)�n(j) = (〈x′0, . . . , x′k−1〉k)�n(j)

= 〈x′0, . . . , x′k−1〉k(j)
= 〈x′0, . . . , x′k−1〉(kc+ i)
= x′i(c)
= xi(c).

Note que la última igualdad se debe a que c ∈ {0, . . . ,m−1}, pues c 6 kc+i = j < n < m.
Luego:

φk(x
′)�n(j) = xi(c)

= 〈x0, . . . , xk−1〉k(kc+ i)
= 〈x0, . . . , xk−1〉k(j)
= (〈x0, . . . , xk−1〉k)�n(j)
= φk(x)�n(j).

De esta manera se tiene que φk(x
′)�n = φk(x)�n . Es decir, la función φk satisface las

hipótesis de la Afirmación (1). Por lo tanto, φk = 〈 〉k es una función continua. �

AFIRMACIÓN(3): φ−1
k es una función continua.

En efecto: En la observación 2.3.19, cuando se demostró la sobreyectividad de φk, se
construyó la función inversa de φk. A saber, dicha función es de la forma 〈 〉−1

k : Xω →
(Xω)k y está dada por:

∀x′ ∈ Xω : 〈 〉−1
k (x′) es el elemento de (Xω)k tal que:

∀j ∈ {0, . . . , k − 1} : xj ∈ Xωestá dada por:

∀c ∈ ω : xj(c) = x′(kc+ j) = x′(n), donde n = kc+ j y (j, c) ∈ {0, . . . , k − 1} × ω.

Queremos probar que esta función satisface las hipótesis de la Afirmación (1). Para ello,
sean x′ ∈ Xω y n ∈ ω, definamos m > kn+ (k − 1). Por otro lado, sean y ∈ Xω tal que
y�m = x′�m y i ∈ {0, . . . , k − 1}.
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Queremos probar que ((〈 〉−1
k (y))i)�n = ((〈 〉−1

k (x′))i)�n . Efectivamente, sea ñ ∈
{0, . . . , n− 1}, entonces:

((〈 〉−1
k (x′))i)�n(ñ) = (〈 〉−1

k (x′))i(ñ)
= xi(ñ)
= x′(kñ+ i)
= y(kñ+ i).

La última igualdad se debe a que kñ+ i 6 kn+ (k − 1) < m. De esta manera, tenemos
que:

((〈 〉−1
k (x′))i)�n(ñ) = y(kñ+ i)

= (〈 〉−1
k (y))i(ñ)

= ((〈 〉−1
k (y))i)�n(ñ).

Por lo tanto, para cada i ∈ {0, . . . , k − 1}, ((〈 〉−1
k (x′))i)�n = ((〈 〉−1

k (y))i)�n . Luego, φ−1
k

es continua. �
De esta manera, las Afirmaciones (2) y (3) garantizan que para cada k ∈ ω \ {0},

(Xω)k ∼= Xω.

3.1.21. Observación. Con el lema 3.1.20, en particular, tenemos que para cada k ∈
ω \ {0}, N k ∼= N .

3.1.22. Lema. Sea X un conjunto no vaćıo entonces Xω ∼= (Xω)ω.

Demostración. Probaremos que la función Φ : Xω → (Xω)ω dada por:

∀x ∈ Xω : Φ(x) : ω → Xω es la función dada por:

∀n ∈ ω : Φ(x)(n) : ω → X es la función dada por:

∀m ∈ ω : (Φ(x)(n))(m) = x(〈n,m〉2),

es un homeomorfismo. Como ya probamos que Φ es una biyección (ver observación
2.3.21), bastará probar que Φ y su inversa son continuas.

AFIRMACIÓN(1): Φ es continua.

En efecto: Sean x ∈ Xω y A ⊆ (Xω)ω abierto en (Xω)ω tal que φ(x) ∈ A.
Entonces existen Aα1 , . . . , Aαr ⊆ Xω abiertos tales que φ(x) ∈

⋂r
i=1 Π−1

αi [Aαi ] ⊆ A.
Luego, para cada j ∈ {1, . . . , r}, existe nj ∈ ω tal que BΠαj (φ(x))�nj

⊆ Aαj . Defini-

mos n = máx{n1, . . . , nr}. De esta manera, para cada j ∈ {1, . . . , r}, BΠαj (φ(x))�n
⊆

BΠαj (φ(x))�nj
⊆ Aαj . Sea α = máx{α1, . . . , αr}. Por lo tanto,

φ(x) ∈
α⋂
i=1

Π−1
i [BΠi(φ(x))�n

] ⊆ A.
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Sean C =
⋂α
i=1 Π−1

i [BΠi(φ(x))�n
] y α×n ⊆ ω×ω. Para facilitar la notación, denotamos

F = 〈 , 〉2. Como F es una biyección y α× n es finito, entonces F (α× n) ⊆ ω es finito.
Luego, existe m ∈ ω tal que para cada x ∈ F (α × n), x < m. De esta manera, tenemos
que F (α× n) ⊆ {0, . . . ,m− 1}.

Procedemos a probar que Bx�m ⊆ φ−1[A]. Efectivamente, sea z ∈ Bx�m , entonces
z�m = x�m . Por otro lado, sean i ∈ {1, . . . , α} y j ∈ {0, . . . , n− 1}, entonces Πi(φ(z)) =
φi(z) y (φi(z))(j) = z(〈i, j〉) = x(〈i, j〉). La última igualdad se debe a que 〈i, j〉 =
F (i, j) < m. Luego, (φi(z))(j) = x(〈i, j〉) = (φi(x))(j). De esta manera, φi(z) =
Πi(φ(z)) ∈ BΠi(φ(x))�n

= Bφi(x)�n
. Por lo que φ(z) ∈ Π−1

i [BΠi(φ(x))�n
] ⊆ C, luego

z ∈ φ−1[C] ⊆ φ−1[A]. Por lo tanto Bx�n ⊆ φ−1[A]. Con lo que se concluye que φ
es continua. �

AFIRMACIÓN(2): Φ−1 es continua.

En efecto: Note que cuando demostramos la sobreyectividad en la observación 2.3.21,
construimos la función inversa de Φ. A saber, la función Φ−1 es de la forma φ−1 :
(Xω)ω → Xω y dada por:

∀x′ ∈ (Xω)ω : φ−1(x′) = x ∈ Xω está dada por:

∀c ∈ ω : x(c) = x(〈n,m〉) = (x′(n))(m), donde (n,m) ∈ ω × ω es tal que 〈n,m〉 = c.

Procedemos a probar que esta función es continua. Para ello, sean x′ ∈ (Xω)ω y A ⊆ Xω

abierto tal que φ−1(x′) ∈ A. Entonces existe n ∈ ω tal que Bφ−1(x′)�n
⊆ A.

Primero observe que existe M ∈ ω tal que 〈 , 〉−1
2 ({0, . . . , n − 1}) ⊆ M ×M . Efec-

tivamente, sea 〈 , 〉−1
2 ({0, . . . , n − 1}) ⊆ ω × ω. Para facilitar la notación, para cada

j ∈ {0, . . . , n− 1}, denotaremos 〈 , 〉−1
2 (j) = (αj , βj). Sea Mj = máx{αj , βj}. Con esto

en mente, definimos M = máx{M0, . . . ,Mn−1}. Se tiene que 〈 , 〉−1
2 ({0, . . . , n − 1}) ⊆

M × M . Pues si z ∈ 〈 , 〉−1
2 ({0, . . . , n − 1}), entonces z = (αj , βj) para alguna

j ∈ {0, . . . , n− 1}, por lo que M > Mj > αj y M > Mj > βj . Luego, z ∈ M ×M . Por
lo tanto, existe M ∈ ω tal que 〈 , 〉−1

2 ({0, . . . , n− 1}) ⊆M ×M .

Por otro lado, definimos el conjunto C =
⋂M
i=0 P

−1
i [B(x′i)�M

]. Procedemos a probar

que C ⊆ φ[Bφ−1(x′)�n
]. Efectivamente, sea z′ ∈ C. Suponga que φ−1(z′) = z. Entonces

se cumple que:

∀c ∈ ω : z(c) = z(〈n̄, m̄〉) = (z′(n̄))(m̄), donde (n̄, m̄) ∈ ω × ω tal que 〈n̄, m̄〉 = c.

Como z′ ∈ C, entonces para cada j ∈ {0, . . . ,M}, (x′j)�M = (z′j)�M .

Observación (1): Para cada c ∈ {0, . . . , n− 1}, φ−1(x′)�n(c) = z�n(c) = φ−1(z′)�n(c).
Efectivamente, sea c ∈ {0, . . . , n − 1}, entonces φ−1(x′)�n(c) = φ−1(x′)(c) = x(c) =
x(〈ñ, m̃〉), donde (ñ, m̃) ∈ ω × ω tal que c = 〈ñ, m̃〉. Luego, φ−1(x′)�n(c) = (x′(ñ))(m̃).
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Como 〈 , 〉−1
2 ({0, . . . , n− 1}) ⊆M ×M y 〈ñ, m̃〉 = c ∈ {0, . . . , n− 1}, entonces (ñ, m̃) =

〈 , 〉−1
2 (〈ñ, m̃〉) ∈ 〈 , 〉−1

2 ({0, . . . , n− 1}) ⊆M ×M , por lo que ñ, m̃ ∈ {0, . . . ,M − 1}. De
esta manera, tenemos que φ−1(x′)�n(c) = (x′(ñ))(m̃) = (x′(ñ))�M (m̃) = (z′(ñ))�M (m̃) =
(z′(ñ))(m̃) = z(〈ñ, m̃〉) = z(c) = z�n(c) = φ−1(z′)�n . Por lo tanto,

∀c ∈ {0, . . . , n− 1} : φ−1(x′)�n(c) = z�n(c) = φ−1(z′)�n(c).

La observación (1) garantiza que φ−1(x′)�n = z�n = φ−1(z′)�n . Entonces φ−1(z′) ∈
Bφ−1(x′)�n

, luego z′ = φ(φ−1(z′)) ∈ φ[Bφ−1(x′)�n
], por lo que z′ ∈ φ[Bφ−1(x′)�n

].

De esta manera, se concluye que Φ−1 es continua. �
Por lo tanto, se tiene que (Xω)ω ∼= Xω.

3.1.23. Observación. Como caso particular del lema 3.1.22, tenemos que N ω ∼= N .

3.1.24. Lema. Si X es un conjunto no vaćıo entonces X ×Xω ∼= Xω.

Demostración. Primero definimos la función φ : Xω → X ×Xω dada por:

∀x ∈ Xω : φ(x) = (x(0), x′), donde:

∀n ∈ ω : x′(n) = x(n+ 1).

Probaremos que esta función es un homeomorfismo.

AFIRMACIÓN(1): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ Xω tales que φ(x) = φ(y). Como φ(x) = φ(y), entonces
(x(0), x′) = (y(0), y′), por un lado x(0) = y(0). Además, para cada n ∈ ω, x(n + 1) =
x′(n) = y′(n) = y(n+ 1). Luego, x = y. Por lo tanto, φ es inyectiva. �

AFIRMACIÓN(2): φ es sobreyectiva.

En efecto: Sea z ∈ X ×Xω. Suponga que z = (z1, z2). Definimos x ∈ Xω dada por:

x(n) =

{
z1 si n = 0

z2(n− 1) si n ∈ ω \ {0}.

Procedemos a probar que φ(x) = z. Por un lado, tenemos que φ(x) = (x(0), x′), donde
para cada n ∈ ω, x′(n) = x(n + 1). Pero x(0) = z1. Además, sea n ∈ ω, entonces
x′(n) = x(n+ 1) = z2(n+ 1− 1) = z2(n). Por lo tanto, φ(x) = z. �

AFIRMACIÓN(3): φ es continua.
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En efecto: Sean x ∈ Xω y A ⊆ X × Xω abierto tal que φ(x) ∈ A. Entonces
φ(x) = (x(0), x′) ∈ Π−1

1 [{x(0)}] ∩Π−1
2 [Bx′�n

] ⊆ A para alguna n ∈ ω.

Procedemos a probar que φ[Bx�n+1
] ⊆ A. Efectivamente, sea z ∈ Bx�n+1

, entonces

z�n+1 = x�n+1 . Luego φ(z) = (z(0), z′), donde para cada n ∈ ω, z′(n) = z(n + 1).
Por un lado, tenemos que Π1(φ(z)) = z(0) = x(0), entonces φ(z) ∈ Π−1

1 [{x(0)}].
Por otro lado, sea Π2(φ(z)) = z′, queremos probar que z′�n = x′�n . Para ello, sea
j ∈ {0, . . . , n − 1}, entonces z′�n(j) = z′(j) = z(j + 1) = z�n+1(j + 1) = x�n+1(j + 1) =
x(j + 1) = x′(j) = x′�n(j). Por lo tanto, z′�n = x′�n . Con lo que se concluye que

φ[Bx�n+1
] ⊆ Π−1

1 [{x(0)}] ∩Π−1
2 [Bx′�n

] ⊆ A. Luego φ es continua. �

AFIRMACIÓN(4): La función inversa de φ es continua.

En efecto: Note que en la Afirmación (3), construimos la función inversa de φ. A
saber, la inversa es la función de la forma φ−1 : X ×Xω → Xω dada por:

Si z = (z1, z2) ∈ X ×Xω, entonces φ−1(z) = x, donde:

x(n) =

{
z1 si n = 0

z2(n− 1) si n ∈ ω \ {0}.

De esta manera, probaremos que φ−1 es una función continua. Para ello, sean z ∈ X×Xω

y A ⊆ Xω abierto tal que φ−1(z) ∈ A. Entonces existe n ∈ ω tal que Bφ−1(z)�n
⊆ A.

Definimos el conjunto C = Π−1
1 [{z1}] ∩Π−1

2 [B(z2)�n
].

Note que φ−1[C] ⊆ A. Efectivamente, sea y = (y1, y2) ∈ C. Entonces φ−1(y) = y′,
donde y′(0) = y1 y para cada n ∈ ω \ {0}, y′(n) = y2(n − 1). Queremos probar que
φ−1(z)�n = φ−1(y)�n . Para ello, sea j ∈ {0, . . . , n − 1}. Por un lado, si j = 0, entonces
x(0) = z1 = y1 = y′(0). Por otro lado, si j ∈ ω \ {0}, entonces x(j) = z2(j − 1) =
(z2)�n(j − 1) = (y2)�n(j − 1) = y2(j − 1) = y′(j). Por lo tanto, φ−1[C] ⊆ Bφ−1(z)�n

⊆ A.

Luego, φ−1 es una función continua. �
Por lo tanto, las afirmaciones anteriores garantizan que φ es un homeomorfismo.

3.1.25. Observación. Con el lema 3.1.24, tenemos que ω ×N ∼= N .

3.1.26. Teorema. N ∼= 2×N .

Demostración. Definimos la función φ : N → 2×N dada por:

∀x ∈ N : φ(x) = (i, x′),

donde x′ e i vienen dados por:
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x′(n) =

{
x(n) si n 6= 0

c si n = 0, donde: x(0) = 2c+ i, i ∈ 2.

Probaremos que esta función es un homeomorfismo.

AFIRMACIÓN(1): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ N tales que φ(x) = φ(y). Note que x = y. Pues si j ∈ ω \ {0},
x(j) = x′(j) = y′(j) = y(j). Mientras que si j = 0, entonces x(0) = 2c1 + i = 2x′(j)+ i =
2y′(j) + i, y además y(0) = 2c2 + i = 2y′(j) + i. Por lo tanto, x = y. �

AFIRMACIÓN(2): φ es sobreyectiva.

En efecto: Sea y = (i, y′) ∈ 2×N . Definimos x ∈ N dada por:

x(n) =

{
y′(n) si n ∈ ω \ {0}
2y′(0) + i si n = 0.

Note que φ(x) = y. Efectivamente, si suponemos que φ(x) = (j, x′). Por un lado,
tenemos que si n ∈ ω \ {0}, x′(n) = x(n) = y′(n). Además, si n = 0, tenemos que
2y′(0) + i = x(0) = 2c + j. Por lo que y′(0) = c = x′(0) y j = i (ver definición 2.3.16 y
observación 2.3.17). Por lo tanto, φ(x) = (i, y′) = y. �

AFIRMACIÓN(3): φ es una función continua.

En efecto: Sean x ∈ N y A ⊆ 2 × N abierto tal que φ(x) ∈ A. Suponga que
φ(x) = (i, x′), entonces Π−1

1 [{i}] ∩Π−1
2 [Bx′�n

] ⊆ A para alguna n ∈ ω.

Observe ahora que φ[Bx�n ] ⊆ Π−1
1 [{i}] ∩ Π−1

2 [Bx′�n
]. Efectivamente, sea z ∈ Bx�n ,

entonces φ(z) = (j, z′), donde:

z′(k) =

{
z(k) si k 6= 0

c si k = 0, donde z(0) = 2c+ j y j ∈ 2.

Probaremos que z′�n = x′�n . Para ello, sea r ∈ {0, . . . , n − 1}. Por un lado, si r 6= 0,
entonces z′�n(r) = z′(r) = z(r) = x(r) = x′(r) = x′�n(r). Por otro lado, si r = 0,
tenemos que 2x′(0) + i = x(0) = z(0) = 2c + j, entonces x′(0) = c = z′(0) y j = i
(ver definición 2.3.16 y observación 2.3.17). Por lo que z′�n = x′�n y j = i. Luego,

φ(z) ∈ Π−1
1 [{i}] ∩Π−1

2 [Bx′�n
] ⊆ A. Por lo tanto, φ[Bx�n ] ⊆ A. Es decir, φ es una función

continua. �
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AFIRMACIÓN(4): La función inversa de φ es continua.

En efecto: Note que en la Afirmación (2) se contruyó la función inversa de φ. A
saber, la función inversa es de la forma φ−1 : 2×N → N dada por:

∀y = (i, y′) ∈ 2×N : φ−1(y) = x está dada por:

x(n) =

{
y′(n) si n ∈ ω \ {0}
2y′(0) + i si n = 0.

Procedemos a probar que φ−1 es continua. Para ello, sean y = (y1, y2) ∈ 2×N y A ⊆ N
abierto tal que φ−1(y) ∈ A. Entonces existe n ∈ ω tal que Bφ−1(y)�n

⊆ A. Definimos

C = Π−1
1 [{y1}] ∩Π−1

2 [B(y2)�n
].

Observe que φ−1[C] ⊆ Bφ−1(y)�n
. Efectivamente, sea z = (z1, z2) ∈ C, entonces

φ−1(z) = z′ ∈ N , donde:

z′(n) =

{
z2(n) si n ∈ ω \ {0}
2z2(0) + z1 si n = 0.

Demostraremos que φ−1(z)�n = φ−1(y)�n . Sea r ∈ {0, . . . , n − 1}. Por un lado, si
r 6= 0, entonces φ−1(z)�n(r) = φ−1(z)(r) = z′(r) = z2(r) = y2(r) = φ−1(y)(r) = φ−1

�n
(r).

Por otro lado, si r = 0, entonces φ−1(z)�n(0) = φ−1(z)(0) = z′(0) = 2z2(0) + z1 =
2y2(0) + y1 = y′(0) = φ−1(y)(0) = φ−1(y)�n(0). Luego, φ−1[C] ⊆ Bφ−1(y)�n

⊆ A. Por lo

tanto, φ−1 es continua. �
De esta manera, las afirmaciones garantizan que N ∼= 2×N .

Note que los homeomorfismos construidos en cada uno de los resultados anteriores
pueden verse como codificaciones entre los conjuntos involucrados.

3.1.27. Observación. Hemos probado que (R \ Q)2 ∼= R \ Q. Pues R \ Q ∼= N ∼= N 2 ∼=
(R \Q)2.

3.1.28. Observación. Q2 ∼= Q.

Demostración. Probaremos que el conjunto Q2 con su topoloǵıa usual satisface las
hipótesis del teorema 3.1.19. Es decir, demostraremos que Q2 es un espacio métrico
perfecto numerable y cero-dimensional. Para esto, observe primero que Q2 es un espacio
métrico. También que Q es biyectable con ω, ω lo es con ω2, y ω2 con Q2. Por lo tanto,
Q2 es un espacio métrico infinito numerable.

AFIRMACIÓN(1): Q2 es un espacio perfecto.
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En efecto: Suponga que existe x ∈ Q2 tal que es un punto aislado. Entonces existe
B ⊆ Q2 abierto tal que B∩Q2 = {x}, por lo que {x} es un abierto en Q2. Luego existen
A1, A2 ⊆ Q abiertos tales que x ∈ Π−1

1 [A1] ∩ Π−1
2 [A2] ⊆ {x}. Suponga que x = (x1, x2).

Como A1, A2 ⊆ Q son abiertos en Q, entonces existen y1 ∈ A1 \ {x1} y y2 ∈ A2 \ {x2}.
Note que y = (y1, y2) ∈ Π−1

1 [A1] ∩ Π−1
2 [A2], pero y /∈ {x}, lo que es una contradicción.

Por lo tanto, Q2 no tiene puntos aislados. De esta manera, concluimos que Q2 no es
perfecto. �

AFIRMACIÓN(2): Q2 es cero-dimensional.

En efecto: Sea B = {[(i1, i1) × (j1, j2)] ∩ Q2 | i1, i2, j1, j2 ∈ R \ Q; i1 < i2, j1 < j2}.
Note que todo elemento de B es un abierto en Q2.

Además, observe que B es una base para Q2. Efectivamente, sean (q1, q2) ∈ Q2 y
A ⊆ Q2 abierto tal que (q1, q2) ∈ A, entonces existe A0 ⊆ R2 abierto en R2 tal que
A0 ∩Q2 = A, luego existen k1, k2, k3, k4 ∈ R tales que (q1, q2) ∈ (k1, k2)× (k3, k4) ⊆ A0.
Además, existen i1, i2 ∈ (k1, k2)∩(R\Q) tales que i1 < i2 y existen j1, j2 ∈ (k3, k4)∩(R\Q)
tales que j1 < j2 y tales que (q1, q2) ∈ (i1, i2) × (j1, j2) ⊆ A0. Entonces (q1, q2) ∈
[(i1, i2)× (j1, j2)] ∩Q2 ⊆ A0 ∩Q2 = A. Por lo tanto, B es una base para Q2.

Por otro lado, como para cada i1, i2, j1, j2 ∈ R \Q con i1 < i2 y j1 < j2, se tiene que
Q2 \ [(i1, i2) × (j1, j2)] ∩ Q2 = Q2 ∩ [(−∞, i1) ∪ (i2,+∞)] × [(−∞, j1) ∪ (j2,+∞)] es un
abierto en Q2. Se tiene que Q2 es un espacio cero-dimensional. �

De esta manera, tenemos que Q2 es un espacio métrico perfecto numerable y cero-
dimensional. Por lo tanto, Q ∼= Q2.



Caṕıtulo 4

El espacio de Cantor.

4.1 El espacio 2ω

Para comenzar este caṕıtulo, definiremos al espacio de Cantor.

4.1.1. Definición. Llamaremos espacio de Cantor al subespacio C = 2ω del espacio de
Baire N .

Notemos que el espacio de Cantor C está formado por todas las sucesiones de ceros
y unos.

4.1.2. Observación. El espacio de Cantor C es polaco, perfecto, cerrado y compacto.

Demostración. Primero observe que C es polaco, pues 2 = {0, 1} es finito y polaco.

AFIRMACIÓN(1): C es perfecto.

En efecto: Suponga que existe x ∈ C tal que es un punto aislado en C. Entonces {x}
es abierto en C, por lo que existe B ⊆ N abierto en N tal que B ∩ C = {x}. Como
x ∈ B, entonces existe m ∈ ω tal que Bx�m ⊆ B, luego Bx�m ∩ C ⊆ B ∩ C = {x}, por lo
que Bx�m ∩ C ⊆ {x}. Definimos y ∈ N dada por:

y(j) =

{
x(j) si j ∈ ω \ {m}
y(j) ∈ {0, 1} \ {x(m)} si j = m.

Note que y ∈ C y y ∈ Bx�m , pero y 6= x, lo que es una contradicción. Por lo tanto, C es
perfecto. �

AFIRMACIÓN(2): C es cerrado en N .

117
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En efecto: Probaremos que el conjunto N \ C es un abierto en N . Para ello, observe
primero que N \C 6= ∅. Con esto en mente, sea x ∈ N \C, entonces el elemento x : ω → ω
es tal que existe j ∈ ω tal que x(j) 6= 0 y x(j) 6= 1. Sea j0 ∈ ω el mı́nimo tal que x(j0) 6= 0
y x(j0) 6= 1.

Note que x ∈ Bx�j0+1
⊆ N \ C. Efectivamente, sea z ∈ Bx�j0+1

, entonces z(j0) =

x(j0) 6= 0 y z(j0) 6= 1, por lo que z ∈ N \ C. Por lo tanto, N \ C es abierto en N . �
Por otro lado, definimos el conjunto:

A = {s ∈ ω<ω | si l(s) = n 6= 0, ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}, s(j) ∈ {0, 1}} ∪ {∅}.

AFIRMACIÓN(3): A es un árbol.

En efecto: Sea s ∈ A y n < l(s). Por un lado, si n > 0, entonces para cada
j ∈ {0, . . . , n − 1}, s�n(j) = s(j) ∈ {0, 1}, por lo que s�n ∈ A. Mientras que si n = 0,
entonces s�n = s�0 = ∅ ∈ A. De esta manera se concluye que A es un árbol. �

AFIRMACIÓN(4): A está bien podado.

En efecto: Sea s ∈ A. Construiremos una extensión en A de longitud mayor que la
de s. Para ello, consideraremos los siguientes dos casos.

Caso(1): l(s) = n > 0. Entonces para cada j ∈ {0, . . . , n − 1}, s(j) ∈ {0, 1}.
Definimos t : {0, . . . , n} → ω dada por:

t(j) =

{
s(j) si j ∈ {0, . . . , n− 1}
0 si j = n.

De esta manera, tenemos que t ∈ A y t es una extensión de longitud mayor que la de s.

Caso(2): l(s) = 0. Entonces t = (0) es una extensión de longitud mayor que la de ∅.

De esta manera, concluimos que A está bien podado. �

AFIRMACIÓN(5): A está finitamente ramificado.

En efecto: Sea s ∈ A. Probaremos que existe una cantidad finita de extensiones
inmediatamente posteriores de s. Para ello, consideramos los siguientes dos casos.

Caso(1): l(s) = n > 0. Sea t ∈ A una extensión inmediatamente posterior a s,
entonces para cada j ∈ {0, . . . , n − 1}, t(j) = s(j) ∈ {0, 1}. De esta manera, tenemos
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que t(n) ∈ {0, 1}, pues t ∈ A. Por lo tanto sólo tenemos dos opciones para t.

Caso(2): l(s) = 0. Entonces (0) y (1) son las únicas extensiones posteriores de ∅.

De esta manera, se concluye que A está finitamente ramificado. �
Por lo tanto, la Afirmaciones (3)-(5) garantizan que [A] es compacto (ver teorema

2.2.16).

AFIRMACIÓN(6): [A] = C.

En efecto: Sean x ∈ [A] y n ∈ ω. Entonces x�n+1 ∈ A, luego x(n) ∈ {0, 1}. Por lo
tanto, x ∈ C.

Por otro lado, sea x ∈ {0, 1}ω. Entonces para cada n ∈ ω, x(n) ∈ {0, 1}. Sea m ∈ ω.
Queremos probar que x�m ∈ A.

Caso(1): m ∈ ω \ {∅}. tenemos que para cada j ∈ {0, . . . ,m − 1}, x�m(j) ∈ {0, 1}.
Luego, x�m ∈ A.

Caso(2): m = 0. Entonces x�0 = ∅ ∈ A.

De esta manera, por ambos casos, tenemos que x ∈ [A]. �
Por lo tanto, C es compacto.

A continuación veremos algunos resultados que nos permiten ver algunas relaciones
que existen entre C y algunos espacios topológicos.

4.1.3. Teorema. Todo espacio métrico compacto no vaćıo es imagen continua del es-
pacio de Cantor.

Demostración. Antes de comenzar la demostración del enunciado del teorema, pro-
baremos algunas afirmaciones que nos serán de utilidad. Primero, definimos la función
f : C → I dada por:

∀x ∈ C : f(x) =
∞∑
n=0

x(n)(1
2)n+1.

Observe primero que f está bien definida. Pues si x ∈ C, entonces para cada m ∈ ω, defi-
nimos am = x(m)(1

2)m+1 y bm = (1
2)m+1. Tenemos que 0 6 am 6 bm y como

∑∞
n=0 bm =∑∞

n=0(1
2)n+1 converge, entonces se concluye que

∑∞
n=0 an =

∑∞
n=0 x(n)(1

2)n+1 converge.
Además, tenemos que:

0 6
∞∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 6

∞∑
n=0

(1
2)n+1 =

∞∑
n=0

(1
2)(1

2)n =
1
2

1−1
2

=
1
2
1
2

= 1.
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Luego, para cada x ∈ C, f(x) ∈ [0, 1]. Por otro lado, tenemos que para cada x ∈ C, f(x)
tiene un único valor. Por lo tanto, f es una función bien definida.

Se probará que la función f es continua y sobreyectiva. Pero primero procederemos
a aplicar el principio de elecciones dependientes para construir una sucesión de números
que satisfarán algunas propiedades.

Sea α ∈ I. Para facilitar la notación, denotaremos α0 = α. Definimos al elemento α1

de la siguiente manera:

α1 =

{
2α0 − 1 si 2α0 > 1

2α0 si 2α0 < 1.

Ahora, sea s1 : {0, 1} → R la función dada por:

s1(i) =

{
α0 si i = 0

α1 si i = 1.

• SeaA el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma s = {αn}n<m :
{0, . . . ,m} → R (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. α0 = α.

2. Si para n ∈ ω, el elemento αn está definido, entonces αn+1 está dada por:

αn+1 =

{
2αn − 1 si 2αn > 1

2αn si 2αn < 1.

Note que s1 ∈ A, por lo que A 6= ∅.
Sobre el conjunto A definimos la siguiente relación R:

• Sean s : {0, . . . ,m1} → R, t : {0, . . . ,m2} → R elementos del conjunto A. Es-
cribiremos sRt si:

1. s ⊇ t,
2. m1 = m2 + 1.

Sea t ∈ A. Suponga que t = {αn}n<m para alguna m ∈ ω \ {0}. Con esto en mente,
definimos al elemento αm de la siguiente manera:

αm =

{
2αm−1 − 1 si 2αm−1 > 1

2αm−1 si 2αm−1 < 1.

Note que s ∈ A y sRt. Por lo tanto, el principio de elecciones dependientes garantiza
que existe una función g : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : g(n+ 1)Rg(n).

Definimos {αn}n∈ω =
⋃
m∈ω g(m). Notemos que {αn}n∈ω tiene las siguientes propiedades:
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1. α0 = α.

2. Si para n ∈ ω, αn está definida, entonces:

αn+1 =

{
2αn − 1 si 2αn > 1

2αn si 2αn < 1.

Por otro lado, definimos x ∈ C dada por:

x(n) =

{
0 si 2αn < 1

1 si 2αn > 1.

Probaremos que f(x) =
∑∞

n=0 x(n)(1
2)n+1 = α0. Pero antes demostraremos algunas afir-

maciones.

AFIRMACIÓN(1): Para cada n ∈ ω, αn ∈ [0, 1].

En efecto: Probaremos esta afirmación por inducción sobre el sub́ındice de αn. Note
que por definición, α0 = α ∈ [0, 1]. Por otro lado, suponga que se cumple αn ∈ [0, 1].

Caso(1): 2αn > 1. Entonces αn+1 = 2αn−1 > 0. Además, como αn ∈ [0, 1], tenemos
que αn+1 = 2αn − 1 6 2− 1 = 1. Por lo tanto, en este caso, αn ∈ [0, 1].

Caso(2): 2αn < 1. Por un lado, tenemos que 0 6 2αn = αn+1. Además, αn+1 =
2αn < 1. Por lo tanto, en este caso, αn+1 ∈ [0, 1]. �

AFIRMACIÓN(2): Para cada M ∈ ω \ {0},
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0 = x(M)

2M+1 − αM
2M

.

En efecto: Esta afirmación se probará por inducción. Para M = 1, tenemos que:

1∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0 = x(0)

2 + x(1)
22
− α0.

Por un lado, si x(0) = 1, entonces α1 = 2α0 − 1, luego α0 = 1
2 + α1

2 . De esta manera, se
tiene que:

1∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0 = 1

2 + x(1)
22
− 1

2 −
α1
2 = x(1)

22
− α1

2 .

Por otro lado, si x(0) = 0, entonces α0 = α1
2 . Luego,

∑1
n=0 x(n)(1

2)n+1−α0 = x(1)
22
− α1

2 .
Por lo tanto, para M = 1 se cumple la propiedad.



122 CAPÍTULO 4. EL ESPACIO DE CANTOR.

Suponga que para M ∈ ω \ {0}, se cumple:

M∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0 = x(M)

2M+1 − αM
2M
.

Entonces:

M+1∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0 = (

M∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0) + x(M+1)

2M+2 = x(M)
2M+1 − αM

2M
+ x(M+1)

2M+2 .

Por un lado, si x(M) = 1, entonces tenemos que αM =
αM+1

2 + 1
2 . Luego,∑M+1

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0 = 1

2M+1 − 1
2M

(
αM+1

2 + 1
2) + x(M+1)

2M+2

= 1
2M+1 −

αM+1

2M+1 − 1
2M+1 + x(M+1)

2M+2

= x(M+1)
2M+2 −

αM+1

2M+1 .

Por otro lado, si x(M) = 0, entonces αM =
αM+1

2 . Luego,∑M+1
n=0 x(n)(1

2)n+1 − α0 = (
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0) + x(M+1)

2M+2

= −αM
2M

+ x(M+1)
2M+2

= −αM+1

2M+1 + x(M+1)
2M+2

= x(M+1)
2M+2 −

αM+1

2M+1 .

Por lo tanto, para cada M ∈ ω \ {0},
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0 = x(M)

2M+1 − αM
2M

. �

AFIRMACIÓN(3): Para cada M ∈ ω \ {0}, |
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| 6 1

2M
.

En efecto: Por la afirmación anterior, tenemos que para cada M ∈ ω \ {0},

|
M∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0| = | x(M)

2M+1 − αM
2M
| = 1

2M
|x(M)

2 − αM |.

Caso(1): x(M) = 0. Entonces:

|
M∑
n=0

x(n)(1
2)n+1 − α0| = 1

2M
|x(M)

2 − αM | = 1
2M
|−αM | = αM

2M
6 1

2M
.

Por lo tanto, en este caso, se tiene que |
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| 6 1

2M
.
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Caso(2): x(M) = 1 y 1
2 > αM . Entonces:

|
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| = 1

2M
|x(M)

2 − αM |
= 1

2M
|12 − αM |

= 1
2M

(1
2 − αM )

6 1
2M

(1
2)

6 1
2M+1

6 1
2M
.

Por lo tanto, en este caso, se tiene que |
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| 6 1

2M
.

Caso(3): x(M) = 1 y αM > 1
2 . Entonces:

|
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| = 1

2M
|x(M)

2 − αM |
= 1

2M
(αM − 1

2)

6 1
2M

(1− 1
2)

= 1
2M

(1
2)

= 1
2M+1

6 1
2M
.

Por lo tanto, en este caso, se tiene que |
∑M

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| 6 1

2M
. �

AFIRMACIÓN(4): f(x) = α0.

En efecto: Sea ε > 0. Definimos M ∈ ω \ {0} tal que 1
2M

< ε. Sea ñ > M , entonces

existe r ∈ ω \ {0} tal que ñ = M + r. Luego, |
∑ñ

n=0 x(n)(1
2)n+1 − α0| 6 1

2ñ
= 1

2M+r < ε.

De esta manera, f(x) =
∑∞

n=0 x(n)(1
2)n+1 = α0. �

Como se tomo un elemento α0 = α ∈ [0, 1] arbitrario y, a partir de él, construimos
un elemento x ∈ C tal que f(x) = α0, se concluye que f es sobreyectiva.

AFIRMACIÓN(5): f es continua.

En efecto: Sean x ∈ C y ε > 0. Definimos n0 ∈ ω tal que 1
2n0 < ε.

Note que f [Bx�n0
] ⊆ Bε(f(x)). Efectivamente, sea y ∈ Bx�n0 , entonces y�n0 = x�n0 .
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Luego,
|f(x)− f(y)| = |

∑∞
n=0 x(n)(1

2)n+1 −
∑∞

n=0 y(n)(1
2)n+1|

= |
∑∞

n=n0
(x(n)− y(n))(1

2)n+1|
6

∑∞
n=n0
|x(n)− y(n)|(1

2)n+1

6
∑∞

n=n0
(1

2)n+1

= 1
2

1

1−1
2

−
∑n0−1

n=0 (1
2)n+1

= 1− 1
2

∑n0−1
n=0 (1

2)n

= 1− 1
2

1−(
1
2 )n0

1−1
2

= 1− (
1
2 )(1−(

1
2 )n0 )

1
2

= 1− 1 + (1
2)n0

= (1
2)n0

< ε.

Por lo tanto, f [Bx�n0
] ⊆ Bε(f(x)). De esta manera, concluimos que f es continua. �

Por otro lado, definimos la función F : Cω → H = Iω dada por:

∀x ∈ C : F (x) : ω → I es la función dada por:

∀n ∈ ω : F (x)(n) = f(xn) ∈ I.

AFIRMACIÓN(6): F es sobreyectiva.

En efecto: Sea y ∈ H = Iω. Entonces para cada n ∈ ω, sea un único xn ∈ C tal que
f(xn) = y(n). Definimos x ∈ Cω tal que para cada n ∈ ω, x(n) = xn. De esta manera,
para cada n ∈ ω, tenemos que F (x)(n) = f(xn) = y(n). Luego, F (x) = y. Por lo tanto,
F es sobreyectiva. �

AFIRMACIÓN(7): F es continua.

En efecto: Sean x ∈ Cω y A ⊆ H abierto tal que F (x) ∈ A. Como F (x) ∈ A y
A ⊆ H es abierto, entonces existen α1, . . . , αm ∈ ω tales que F (x) ∈

⋂m
j=1 Π−1

αj [Aαj ] ⊆ A,
donde Aα1 , . . . , Aαm ⊆ I abiertos en I. Por otro lado, tenemos que f : C → I es continua,
entonces para cada j ∈ {1, . . . ,m}, f−1[Aαj ] ⊆ C es abierto en C. Observe ahora que el
conjunto

⋂m
j=1 Π−1

αj [f−1[Aαj ]] es abierto en Cω.

Se probará que F [
⋂m
j=1 Π−1

αj [f−1[Aαj ]]] ⊆ A. Efectivamente, si z ∈
⋂m
j=1 Π−1

αj [f−1[Aαj ]],

entonces para cada j ∈ {1, . . . ,m}, z ∈ Π−1
αj [f−1[Aαj ]]. Luego, para cada j ∈ {1, . . . ,m},

Παj (z) ∈ f−1[Aαj ]. De esta manera, para cada j ∈ {1, . . . ,m}, f(zαj ) = f(Παj (z)) ∈
Aαj . Por otro lado, sabemos que F (z) : ω → I es tal que para cada n ∈ ω, F (z)(n) =
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f(zn). Note que F (z) ∈
⋂m
j=1 Π−1

αj [Aαj ]. Pues si j ∈ {1, . . . ,m}, entonces Παj (F (z)) =

F (z)(αj) = f(zαj ) ∈ Aαj . Luego, F (z) ∈
⋂m
j=1 Π−1

αj [Aαj ] ⊆ A. Por lo tanto,

F [

m⋂
j=1

Π−1
αj [f−1[Aαj ]]] ⊆ A.

De esta manera, se concluye que F es una función continua. �
Por otro lado, si Y = {0, 1}, tenemos que Y ω ∼= (Y ω)ω, por lo que C ∼= Cω (ver

lema 3.1.22). Además como f y F son sobreyectivas y continuas, tenemos que existe
una función continua y sobreyectiva φ : C → H. Como observación adicional a nuestros
propósitos, notemos que con todo lo anterior hemos probado que H es un espacio com-
pacto, sin necesidad de hacer referencia al teorema de Tychonoff, el cual se apoya en el
axioma de elección para conjuntos arbitrarios.

Ahora, con la función φ en mente, procederemos a probar el teorema. Sea X un
espacio métrico compacto no vaćıo, entonces X es homeomorfo a un cerrado K del cubo
de Hilbert H (ver teorema 1.3.6). Definimos K ′ = φ−1[K] ⊆ C. Note que K ′ es cerrado
en C, pues C \K ′ = C \φ−1[K] = φ−1[H]\φ−1[K] = φ−1[H\K]. De esta manera, tenemos
una aplicación φ′ : K ′ → X continua y sobreyectiva.

Por otro lado, denotaremos por τ�{0,1}ω a la topoloǵıa de N restringida al conjunto
{0, 1}ω. Mientras que por τT denotaremos a la topoloǵıa de Tychonoff de {0, 1}ω con
{0, 1} dotada de la topoloǵıa discreta.

AFIRMACIÓN(8): ({0, 1}ω, τ�{0,1}ω ) = ({0, 1}ω, τT ).

En efecto: Note que bastará probar que para cada ñ ∈ ω y para cada x ∈ {0, 1}ω, se
tiene que:

{z ∈ N|x�ñ = z�ñ} ∩ {0, 1}
ω = {z ∈ {0, 1}ω|x�ñ = z�ñ} = B̃x�ñ .

Por un lado, si y ∈ Bx�ñ ∩ {0, 1}
ω, entonces y ∈ {0, 1}ω y y�ñ = x�ñ . Por lo tanto,

y ∈ B̃x�ñ .

Por otro lado, si y ∈ B̃x�ñ , entonces y ∈ {0, 1}ω y x�ñ = y�ñ . Luego, y ∈ Bx�ñ∩{0, 1}
ω.

De esta manera, se concluye que ({0, 1}ω, τ�{0,1}ω ) = ({0, 1}ω, τT ). �
Como {0, 1} admite un buen orden, K ′ y C son cerrados tales que ∅ 6= K ′ ⊆ C,

entonces existe una retracción r : C → K ′ (ver teorema 2.2.21). Luego, φ′ ◦ r : C → X es
una función continua y suprayectiva. Por lo tanto, X es imagen continua del espacio de
Cantor.

A continuación veremos algunos conceptos análogos a los esquemas de Suslin y a
otros conceptos que se vieron en el Caṕıtulo 3 sobre el espacio de Baire.
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4.1.4. Definición. Sea X un conjunto arbitrario.

1. Un esquema de Hausdorff es una función A de la forma A : 2<ω → P(X).

2. La operación de Hausdorff es la función S que a cada esquema de Hausdorff A en
X le asigna el conjunto S(A) =

⋃
x∈C

⋂
n∈ω A(x�n) ⊆ X.

4.1.5. Definición. Sea X un espacio métrico.

1. Diremos que un esquema de Hausdorff A es abierto (respectiavmente, cerrado) si
para cada s ∈ 2<ω, A(s) es abierto (respectivamente, cerrado).

2. Diremos que un esquema de Hausdorff A cumple la condición de diámetros si para
todo x ∈ C se cumple que limn diam(A(x�n)) = 0, donde diam(A(x�n)) denota al
diámetro de A(x�n) y convenimos en que diam(∅) = 0.

4.1.6. Observación. Si A es un esquema de Hausdorff sobre un espacio métrico (X, d)
que cumple la condición de diámetros, entonces

⋂
n∈ω A(x�n) contiene como máximo un

punto.

Demostración. Suponga que existen y1, y2 ∈
⋂
n∈ω A(x�n) tales que y1 6= y2, entonces

para cada n ∈ ω, d(A(x�n)) > d(y1, y2) > 0. Pero, limn d(A(x�n)) = 0, por lo que para
toda ε > 0 existe N ∈ ω tal que si n > N entonces d(A(x�n)) < ε. En particular, si
ε = d(y1, y2) > 0, tenemos que existe N ∈ ω tal que si n > N , d(y1, y2) 6 d(A(x�n)) <
ε = d(y1, y2), lo que es una contradicción.

4.1.7. Definición. Sea X un espacio métrico, A un esquema de Hausdorff que cumple
la condición de diámetros.

1. Definimos:

Z(A) = {x ∈ C|
⋂
n∈ω

A(x�n) 6= ∅}.

2. Definimos la función φ : Z(A)→ X tal que:

∀x ∈ Z(A) :
⋂
n∈ω

A(x�n) = {φ(x)}.

4.1.8. Lema. En el contexto de la Definición 4.1.7

1. φ[Z(A)] = S(A).

2. φ es continua.
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Demostración. (1) Sea y ∈ φ[Z(A)], entonces existe y0 ∈ Z(A) tal que y = φ(y0).
Como y0 ∈ Z(A), tenemos que

⋂
n∈ω A((y0)�n) 6= ∅. Pero, A cumple la condición de los

diámetros, por lo que {y} =
⋂
n∈ω A((y0)�n), luego y ∈ S(A).

Por otro lado, sea y ∈ S(A), entonces existe z ∈ C tal que y ∈
⋂
n∈ω A(z�n) 6= ∅,

luego {y} =
⋂
n∈ω A(z�n). De esta manera, tenemos que z ∈ C y

⋂
n∈ω A(z�n) 6= ∅, por

lo que z ∈ Z(A). Tenemos que {φ(z)} =
⋂
n∈ω A(x�n) = {y}, entonces φ(z) = y, luego

y ∈ φ[Z(A)]. Por lo tanto, φ[Z(A)] = S(A).

(2) Sea ∅ 6= U ⊆ X abierto en X y sea x ∈ φ−1[U ]. Entonces existe ε > 0 tal
que Bε(φ(x)) ⊆ U . Además, existe n ∈ ω tal que d(A(x�n)) < ε. Como {φ(x)} =⋂
m∈ω A(x�m), entonces φ(x) ∈ A(x�n).

Se afirma que A(x�n) ⊆ Bε(φ(x)) ⊆ U . Efectivamente, sea y ∈ A(x�n), como φ(x) ∈
A(x�n), entonces d(y, φ(x)) 6 d(A(x�n)) < ε, por lo que y ∈ Bε(φ(x)). Por lo tanto,
A(x�n) ⊆ Bε(φ(x)) ⊆ U .

También tenemos que x ∈ Bx�n ⊆ φ−1[U ]. Pues si y ∈ Bx�n , entonces y�n = x�n ,
luego φ(y) ∈ A(y�n) = A(x�n) ⊆ U . Por lo tanto, x ∈ Bx�n ⊆ φ

−1[U ]. Luego, x ∈ Bx�n ⊆
φ−1[U ].

4.2 El teorema de Brouwer

En esta sección demostramos la conocida caracterización del espacio de Cantor: Todo
espacio métrico compacto cero-dimensional y perfecto es esencialmente el espacio 2ω.
Para esto, primero probaremos algunos lemas auxiliares. Para facilitar la discusión, a lo
largo de esta sección, X denotará un espacio no vaćıo métrico con métrica d, compacto,
cero-dimensional y perfecto.

4.2.1. Observación. X es completo, pues todo espacio métrico compacto es completo.

4.2.2. Lema. Para cada ε y para cada U abierto-cerrado no vaćıo de X. Se tiene que U
puede descomponerse en una unión ajena finita de al menos dos abierto-cerrados, donde
cada uno de éstos tiene diámetro menor que ε y es distinto del vaćıo.

Demostración. Primero, note que si U es un abierto-cerrado no vaćıo de X, entonces
no puede contener un único punto, porque si lo tuviera, entonces tal punto seŕıa aislado.

Sea U un abierto-cerrado no vaćıo. Entonces existen y1, y2 ∈ U tales que y1 6= y2,
luego d(y1, y2) > 0. Como U es abierto, tenemos que existe ε > 0 tal que Bε(y1) ⊆ U .
Sean r = mı́n{ε, d(y1, y2)} y B una base de abierto-cerrados de X. De esta manera,
existe B ∈ B tal que y1 ∈ B ⊆ Br(y1) ⊆ Bε(y1) ⊆ U . Por lo tanto, y1 ∈ B ⊆ U y B
es un abierto-cerrado. Consideramos U1 = B y U2 = (X \ B) ∩ U . Note que U1 y U2

son dos abierto-cerrados. Además, U1 ∩ U2 = ∅, U1 ∪ U2 = U , y1 ∈ U1, y2 ∈ U2, es decir
U1 6= ∅ y U2 6= ∅.
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De esta manera, hemos probado que si U es un abierto-cerrado no vaćıo, entonces U
se puede ver como una unión disjunta de dos abierto-cerrados no vaćıos.

Por otro lado, sean ε > 0 y i ∈ {1, 2}. Definimos:

Bi = {Ui ∩ V | V ∈ B; diam(V ) < ε} \ {∅}.

Observe que Ui es compacto, pues Ui es cerrado y X es compacto. Además, tenemos que
Bi cubre a Ui, entonces existe Ci ⊆ Bi subcubierta finita de Bi.

Luego, para cada i ∈ {1, 2}, tenemos que Ui =
⋃ni
j=0B

i
j , donde Bi

j 6= ∅ es un abierto-

cerrado con diam(Bi
j) < ε.

Además, sea i ∈ {1, 2} fija. Para cada j ∈ {0, . . . , ni}, sea Gij = Bi
j \

⋃
k<j,k∈ω B

i
k.

Definimos Vi = {Gi1, . . . , Gini} \ {∅}. La familia Vi tiene las siguientes propiedades.

Observación(1): Vi 6= ∅. Pues Gi0 = Bi
0 6= ∅.

Observación(2): Ui =
⋃
Vi. Efectivamente, sea z ∈ Ui, entonces existe k0 ∈ {0, . . . , ni}

tal que z ∈ Bi
k0

. Definimos k′ ∈ {0, . . . , ni} como el mı́nimo tal que z ∈ Bi
k′ , entonces

z ∈ Bi
k′ \

⋃
k<k′,k∈ω B

i
k = Gik′ , por lo que z ∈

⋃
Vi.

Por otro lado, sea z ∈
⋃
Vi, entonces existe k0 ∈ {0, . . . , ni} tal que z ∈ Gik0 =

Bi
k0
\
⋃
k<k0,k∈ω B

i
k, luego z ∈ Bi

k0
⊆

⋃ni
j=0B

i
j = Ui, por lo que z ∈ Ui. Por lo tanto,

Ui =
⋃
Vi

Observación(3): Para cada j1, j2 ∈ {0, . . . , ni} tales que j1 6= j2,

(Bi
j1 \

⋃
k<j1,k∈ω

Bi
k) ∩ (Bi

j2 \
⋃

k<j2,k∈ω
Bi
k) = ∅.

Efectivamente, sean j1, j2 ∈ {0, . . . , ni} tales que j1 6= j2. Suponga que j1 < j2.
También, supóngase que existe z ∈ (Bi

j1
\
⋃
k<j1,k∈ω B

i
k) ∩ (Bi

j2
\
⋃
k<j2,k∈ω B

i
k), en-

tonces z ∈ (Bi
j2
\
⋃
k<j2,k∈ω B

i
k) y z ∈ Bi

j1
, lo que es una contradicción. Por lo tanto,

(Bi
j1
\
⋃
k<j1,k∈ω B

i
k) ∩ (Bi

j2
\
⋃
k<j2,k∈ω B

i
k) = ∅.

De esta manera, como U1 ∪U2 = U y U1 ∩U2 = ∅, tenemos que el abierto-cerrado no
vaćıo U puede descomponerse en una unión ajena finita de al menos dos abierto-cerrados,
donde cada uno de éstos tiene diámetro menor que ε y es distinto del vaćıo.

En estos momentos, la idea central es aplicar el lema 4.2.2 y el principio de elec-
ciones dependientes para construir un esquema de Hausdorff que cumpla la condición de
diámetros y cuya función continua asociada sea un homeomorfismo entre los conjuntos
Z(A) y X. Para esto, primero fijaremos una sucesión de sucesiones de conjuntos de X
con ciertas propiedades.
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4.2.3. Lema. Existe una función s0 de la forma s0 : ω → B y tal que satisface las
siguientes propiedades:

1. s0(0) = {X}.

2. Si para j ∈ {0, . . . , n − 1}, s0(j) está definido de tal forma que s0(j) = {Ui}mi=1,
donde Ui es un abierto-cerrado distinto del vaćıo para cada i ∈ {1, . . . ,m}. En-
tonces s0(j + 1) se obtiene con la siguiente construcción:

(a) Como para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui es un abierto-cerrado no vaćıo de X.
Entonces, existe una familia {U ik}k∈{1,...,ni} tal que: Ui =

⋃ni
k=1 U

i
k, donde

ni > 2; ∅ 6= U ik es un abierto-cerrado tal que diam(U ik) <
1
j+1 para cada k ∈

{1, . . . , ni}; U ik1∩U
i
k2

= ∅, si k1 6= k2 (En este punto, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
tomamos una única familia {U ik}k∈{1,...,ni}).

(b) Definimos n0 = 0. Además, para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω, definimos r′(l)

como el elemento en {0, . . . ,m − 1} tal que l ∈ (
∑r′(l)

r̃=0 nr̃,
∑r′(l)+1

r̃=0 nr̃] ∩ ω =
Lr′(l).

(c) Entonces, s0(j + 1) = {Vl}
∑m
r̃=0 nr̃

l=1 es tal que para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω,

Vl = U ik donde i = r′(l) + 1 y k = l −
∑r′(l)

r̃=0 nr̃.

Demostración. Definimos:

B = {{Ui}mi=1 |m ∈ ω \ {0}; ∀ j ∈ {1, . . . ,m}, Ui ∈ P(X)}.

• Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma
s : {0, . . . , n} → B (n ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. s(0) = {X}.
2. Si para j ∈ {0, . . . , n− 1}, s(j) está definido de tal forma que s(j) = {Ui}mi=1,

donde Ui es un abierto-cerrado distinto del vaćıo para cada i ∈ {1, . . . ,m}.
Entonces s(j + 1) se obtiene con la siguiente construcción:

(a) Como para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui es un abierto-cerrado no vaćıo de X.
Entonces, existe una familia {U ik}k∈{1,...,ni} tal que: Ui =

⋃ni
k=1 U

i
k, donde

ni > 2; ∅ 6= U ik es un abierto-cerrado tal que diam(U ik) <
1
j+1 para cada

k ∈ {1, . . . , ni}; U ik1 ∩ U
i
k2

= ∅, si k1 6= k2 (En este punto, para cada

i ∈ {1, . . . ,m}, tomamos una única familia {U ik}k∈{1,...,ni}).
(b) Definimos n0 = 0. Además, para cada l ∈ [1,

∑m
r̃=0 nr̃]∩ω, definimos r′(l)

como el elemento en {0, . . . ,m−1} tal que l ∈ (
∑r′(l)

r̃=0 nr̃,
∑r′(l)+1

r̃=0 nr̃]∩ω =
Lr′(l).
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(c) Entonces, s(j+1) = {Vl}
∑m
r̃=0 nr̃

l=1 es tal que para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃]∩ω,

Vl = U ik donde i = r′(l) + 1 y k = l −
∑r′(l)

r̃=0 nr̃.

Observe ahora que A 6= ∅. Pues, como X 6= ∅ es abierto-cerrado. Por el lema 4.2.2,
tenemos que existe una familia {Xi}ni=1 tal que:

1. n > 2.

2. X =
⋃n
i=1Xi.

3. Para cada i ∈ {1, . . . , n}, Xi es un abierto-cerrado no vaćıo tal que diam(Xi) < 1.

4. Xi ∩Xj = ∅, si i 6= j.

Definimos la función s : {0, 1} → B dada por:

s(i) =

{
{X} si i = 0

{Xi}ni=0 si i = 1.

Note ahora que s ∈ A. Por lo tanto, A 6= ∅
Sobre A definimos la relación R:

• Sean s : {0, . . . , ns} → B, t : {0, . . . , nt} → B elementos del conjunto A. Escribire-
mos sRt si:

1. s ⊇ t,
2. ns = nt + 1.

Sea t : {0, . . . , n} → B ∈ A. Suponga que t(n) = {Ui}mi=1, entonces para cada i ∈
{1, . . . ,m}, Ui es un abierto-cerrado no vaćıo de X. Luego, el lema 4.2.2 garantiza que
existe una familia {U ik}

ni
k=1 tal que:

1. ni > 2.

2. Ui =
⋃ni
k=1 U

i
k.

3. Para cada k ∈ {1, . . . , ni}, U ik es un abierto-cerrado no vaćıo tal que diam(U ik) <
1
j+1 .

4. U ik1 ∩ U
i
k2

= ∅, si k1 6= k2.

Con lo anterior en mente, definimos n0 = 0 y para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω, definimos

r′(l) como el elemento en {0, . . . ,m− 1} tal que l ∈ (
∑r′(l)

r̃=0 nr̃,
∑r′(l)+1

r̃=0 nr̃] ∩ ω = Lr′(l).
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De esta manera, sea {Vl}
∑m
r̃=0 nr̃

l=1 tal que para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω, Vl = U ik donde

i = r′(l) + 1 y k = l −
∑r′(l)

r̃=0 nr̃.
Además, definimos a la función s : {0, . . . , n+ 1} → B dada por:

s(j) =

{
t(j) si j ∈ {0, . . . , n}
{Vi}

∑m
r̃=0 nr̃

i=0 si j = n+ 1.

Observe ahora que s ∈ A y sRt. De esta manera, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Por otro lado, note que s0 =
⋃
n∈ω f(n) es una función de la forma s0 : ω → B y tal que

satisface las siguientes propiedades:

1. s0(0) = {X}.

2. Si para j ∈ {0, . . . , n − 1}, s0(j) está definido de tal forma que s0(j) = {Ui}mi=1,
donde Ui es un abierto-cerrado distinto del vaćıo para cada i ∈ {1, . . . ,m}. En-
tonces s0(j + 1) se obtiene con la siguiente construcción:

(a) Como para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Ui es un abierto-cerrado no vaćıo de X.
Entonces, existe una familia {U ik}k∈{1,...,ni} tal que: Ui =

⋃ni
k=1 U

i
k, donde

ni > 2; ∅ 6= U ik es un abierto-cerrado tal que diam(U ik) <
1
j+1 para cada k ∈

{1, . . . , ni}; U ik1∩U
i
k2

= ∅, si k1 6= k2 (En este punto, para cada i ∈ {1, . . . ,m},
tomamos una única familia {U ik}k∈{1,...,ni}).

(b) Definimos n0 = 0. Además, para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω, definimos r′(l)

como el elemento en {0, . . . ,m − 1} tal que l ∈ (
∑r′(l)

r̃=0 nr̃,
∑r′(l)+1

r̃=0 nr̃] ∩ ω =
Lr′(l).

(c) Entonces, s0(j + 1) = {Vl}
∑m
r̃=0 nr̃

l=1 es tal que para cada l ∈ [1,
∑m

r̃=0 nr̃] ∩ ω,

Vl = U ik donde i = r′(l) + 1 y k = l −
∑r′(l)

r̃=0 nr̃.

Una vez que logramos fijar una sucesión de sucesiones de conjuntos de X por medio
de la función s0 del lema 4.2.3, procedemos a construir un esquema de Hausdorff que
cumple la condición de diámetro aplicando el principio de elecciones dependientes. Para
esto, definimos α0 = {∅}. Suponga que s0(1) = {Xi}mi=1, entonces:

1. m > 2.
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2. X =
⋃m
i=1Xi.

3. Para cada i ∈ {1, . . . ,m}, Xi es un abierto-cerrado no vaćıo tal que diam(Xi) < 1.

4. Xk1 ∩Xk2 = ∅, si k1 6= k2.

Con esto en mente, definimos al conjunto:

α1 = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) | 1 6 i 6 m− 1} ∪ {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) | 0 6 i 6 m− 2}.

Además, sea C1 : α0 ∪ α1 → P(X) la función dada por:

C1(λ) =



X si λ = ∅
Xi+1 ∪ . . . ∪Xm si λ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

) para alguna 1 6 i 6 m− 1

Xi+1 si λ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 m− 2.

Note que C1 está bien definida, pues α0 ∩ α1 = ∅. También, tenemos que (1) ∈ α1.

4.2.4. Lema. Para cada s ∈ α1 \ {(1)}, (1) * s.

Demostración. Suponga que existe σ ∈ α1 \ {(1)} tal que (1) ( σ. Como σ ∈ α1,
entonces:

σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 m− 1

ó σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 m− 2.

En ambos caso, queremos obtener una contradicción.

Caso(1): σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna i ∈ ω tal que 1 6 i 6 m− 1. Entonces tenemos

que 0 = 1, lo que obviamente es una contradicción.

Caso(2): σ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 m− 2. Como σ ) (1), entonces i > 1,

por lo que 0 = 1, lo que también es una contradicción.

Por lo tanto, como en cada uno de los dos casos anteriores se tiene una contradicción,
se concluye que para cada s ∈ α1 \ {(1)}, (1) * s.

Para facilitar la discusión, consideremos la siguiente definición.
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4.2.5. Definición. Para cada A ⊆ {0, 1}<ω, definimos el siguiente conjunto:

NT (A) = {s ∈ A | ∀σ ∈ A \ {s}, s * σ}.

De esta manera, el lema 4.2.4 implica que (1) ∈ NT (α1). Por otro lado, considera-
remos lo siguiente.

• Sea A1 el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma Ck : α0 ∪
. . . ∪ αk → P(X) (k ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. α0 = {∅}.
2. α1 = {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

)|1 6 i 6 m− 1} ∪ {(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)|0 6 i 6 m− 2}.

3. Ck ⊇ C1.

4. Si para r ∈ {0, . . . , k − 1}, αr está definido de tal forma que:

(a) Para cada s ∈ αr nodo terminal de αr, Ck(s) = Vj , donde s0(r) = {Vi}m̃i=1

y para alguna j ∈ {1, . . . , m̃}.
(b) El conjunto α0 ∪ . . . ∪ αr tiene por lo menos un elemento en NT (α0 ∪

. . . ∪ αr).
(c) NT (α0 ∪ . . . ∪ αr) ⊆ αr.

Entonces:

αr+1 =
⋃

s∈NT (α0∪...∪αr)⊆αr

[{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

)|1 6 i 6 ñs − 1}∪

∪{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)|0 6 i 6 ñs − 2}],

donde: Para cada s ∈ NT (α0 ∪ . . . ∪ αr) ⊆ αr, el número ñs está dada
por la función s0 (Ck(s) =

⋃ñs
i=0 U

s
i ).

5. Si para r ∈ {0, . . . , k − 1}, está definido Ck(σ) para cada σ ∈ α0 ∪ . . . ∪ αr.
Entonces para cada t ∈ αr+1, se tiene:

(a) Ck(t) = Ck(s
∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

)) = U si+1∪ . . .∪U sñs , si t = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para algún

s ∈ NT (αr) y para algún 1 6 i 6 ñs − 1.

(b) Ck(t) = Ck(s
∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1)) = U si+1, si t = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para algún s ∈

NT (αr) y para algún 0 6 i 6 ñs − 2.

Note que para que tenga sentido el conjunto A1, se deben probar los siguientes lemas.



134 CAPÍTULO 4. EL ESPACIO DE CANTOR.

4.2.6. Lema. (α0 ∪ . . . ∪ αr+1) ∩NT (α0 ∪ . . . ∪ αr+1) 6= ∅.

Demostración. Como existe s̃ ∈ α0 ∪ . . . ∪ αr un elemento en NT (α0 ∪ . . . ∪ αr),
entonces s̃∧1 ∈ (α0 ∪ . . . ∪ αr ∪ αr+1) ∩NT (α0 ∪ . . . ∪ αr+1).

4.2.7. Lema. NT (α0 ∪ . . . ∪ αr+1) ⊆ αr+1.

Demostración. Sea s ∈ NT (α0 ∪ . . .∪αr+1). Suponga que s̃ ∈ α0 ∪ . . .∪αr, entonces
s̃ ∈ αr, ya que NT (α0 ∪ . . . ∪ αr) ⊆ αr. Luego, s̃ ∈ NT (αr), por lo que s̃∧1 ∈ αr+1. De
esta manera, tenemos que s̃ /∈ NT (α0 ∪ . . . ∪ αr+1), lo que es una contradicción. Por lo
tanto, NT (α0 ∪ . . . ∪ αr+1) ⊆ αr+1.

4.2.8. Lema. Sea M0 ∈ ω fija entonces para cada M ′ ∈ ω\{0}, αM0+M ′ tiene solamente
extensiones impropias de elementos del conjunto NT (αM0).

Demostración. Probaremos esta afirmación por inducción sobre M ′. Para M ′ = 1, por
la misma definición de αM0+1, tenemos que αM0+1 tiene solamente extensiones impropias
de nodos terminales de αM0 .

Por otro lado, suponga que M ′ ∈ ω \ {0} es tal que αM0+M ′ tiene solamente ex-
tensiones impropias de elementos del conjunto NT (αM0). Por definición, tenemos que
αM0+M ′+1 tiene solamente extensiones impropias de elementos del conjuntoNT (αM0+M ′).
De esta manera, si s ∈ αM0+M ′+1, entonces s = τ∧(R1, . . . , Rk) para alguna k ∈
ω \ {0}, donde τ es un elemento de NT (αM0+M ′). Pero αM0+M ′ tiene solamente ex-
tensiones impropias de elementos del conjunto NT (αM0). Luego, τ = τ∧1 (s1, . . . , sk′)
para alguna k′ ∈ ω \ {0} y para alguna τ1 elemento de NT (αM0). Por lo tanto,
s = τ∧1 (s1, . . . , sk′)

∧(R1, . . . , Rk). Es decir, s es una extensión impropia de un elemento
del conjunto αM0 .

4.2.9. Lema. αj1 ∩ αj2 = ∅, si j1 6= j2.

Demostración. Sean j1 6= j2, suponga que j1 < j2. Entonces j2 = j1 + b, para alguna
b ∈ ω\{0}. Luego, el lema 4.2.8 garantiza que αj2 tiene solamente extensiones impropias
de elementos del conjunto NT (αj1). De esta manera, si suponemos que x ∈ αj1 ∩ αj2 ,
entonces x es una extensión impropia de algún elemento de NT (αj1) y x ∈ αj2 , lo que
es una contradicción.

De esta manera, tenemos que A1 está bien definido, puesto que los lemas 4.2.6 - 4.2.9
garantizan que los conjuntos αr y las funciones Ck (descritas en A1) están bien definidos.

Además, note que A1 6= ∅, pues C1 ∈ A1.
Sobre el conjunto A1 definimos la relación R1:

• Sean s : α0 ∪ . . . ∪ αks → P(X), t : α0 ∪ . . . ∪ αkt → P(X) elementos del conjunto
A1. Escribiremos sR1t si:
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1. s ⊇ t,
2. ks = kt + 1.

Sea t : α0∪ . . .∪αk → P(X) elemento del conjunto A1. Sabemos que α0∪ . . .∪αk−1 tiene
por lo menos un elemento en NT (α0 ∪ . . . ∪ αk−1) y NT (α0 ∪ . . . ∪ αk−1 ⊆ αk−1. Pero,
los lemas 4.2.6 y 4.2.7 implican que en α0 ∪ . . . ∪ αk existe por lo menos un elemento de
NT (α0 ∪ . . . ∪ αk) y NT (α0 ∪ . . . ∪ αk) ⊆ αk. De esta manera, definimos:

αk+1 =
⋃

s∈NT (αk

[{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) | 1 6 i 6 ñs − 1} ∪ {s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) | 0 6 i 6 ñs − 2}]

Por otro lado, por el lema 4.2.9, tenemos que αk+1 ∩ αi = ∅, si i ∈ {0, . . . , k}. Con lo
anterior en mente, consideramos lo siguiente.

• Para cada s ∈ NT (α0∪. . .∪αk) ⊆ NT (αk), sea la subfamilia {U sk}
ñs
k=1 de la familia

s0(k + 1) = {Vl}Λl=1 tal que:

1. ñs > 2.

2. t(s) =
⋃ñs
k=1 U

s
k .

3. Para cada k ∈ {1, . . . , ñs}, U sk es un abierto-cerrado no vaćıo tal que diam(U sk) <
1

k+1 .

4. U sk1 ∩ U
s
k2

= ∅, si k1 6= k2.

• Definimos la función σ : α0 ∪ . . . ∪ αk ∪ αk+1 → P(X) dada por:

1. σ(z) = t(z), si z ∈ α0 ∪ . . . ∪ αk.
2. σ(z) = σ(s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

) = U si+1 ∪ . . . ∪ U sñs , si z = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para algún

s ∈ NT (αk) y para algún 1 6 i 6 ñs − 1.

3. σ(z) = σ(s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)) = U si+1, si z = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para algún s ∈ NT (αk)

y para algún 0 6 i 6 ñs − 2.

Note que σ ∈ A1 y σR1t. Por lo tanto, el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f1 : ω → A1 tal que:

∀n ∈ ω : f1(n+ 1)R1f1(n).

Sea A =
⋃
n∈ω f1(n). De hecho, A es un esquema de Hausdorff. Pero antes de ver

esto último, probaremos que {0, 1}<ω =
⋃
k∈ω αk. Para ello, primero demostraremos los

siguientes lemas.
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Sea k ∈ ω fija. Para cada s ∈ NT (αk), denotaremos:

As = {s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) | 1 6 i 6 ñs − 1} ∪ {s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) | 0 6 i 6 ñs − 2}

4.2.10. Lema. Para cada s ∈ NT (αk), se tiene que s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

∈ NT (As).

Demostración. Suponga que existe σ ∈ As tal que s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

( σ.

Caso(1): σ = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs − 1. Como s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

( σ,

entonces i > ñs − 1, lo que es una contradicción.

Caso(2): σ = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2. Como s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) ( σ,

entonces i > ñs − 1 > ñs − 2, lo que es tambié una contradicción .

Como en cada uno de los casos anteriores se obtiene una contradicción, se concluye
que:

s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

∈ NT (As)

4.2.11. Lema. Para cada s ∈ NT (αk), se tiene s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) (para alguna 0 6 i 6

ñs − 2) es elemento de NT (As).

Demostración. Suponga que existe σ ∈ As tal que s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) ( σ.

Caso(1): σ = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

) para alguna 1 6 j 6 ñs − 1. Entonces s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) (

s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

). Suponga que l(s) = {0, 1, . . . ,M−1}, entonces σ(M−1+i+1) = σ(M+i) =

1, pues σ = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

) ) s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1). Pero σ(M + i) = 0, por lo que 1 = 0, lo que es

una contradicción.
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Caso(2): σ = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

, 1) para alguna 0 6 j 6 ñs − 2. Suponga que l(s) =

{0, . . . ,M − 1}, como s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) ( s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

, 1) = σ, entonces σ(M − 1 + i+ 1) =

σ(M + i) = 1. Además, j > i, por lo que σ(M + 1) = 0. Luego, 0 = 1, lo que es una
contradicción.

Por lo tanto, como en cada uno de los dos casos anteriores se tienen una contradicción,
se concluye que σ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1) ∈ NT (As).

4.2.12. Lema. Para cada k ∈ ω y para cada s, t ∈ NT (αk) tales que s 6= t. Entonces
para cada R1, . . . , Rn ∈ {0, 1}, s * t∧(R1, . . . , Rn) y t * s∧(R1, . . . Rn).

Demostración. Sean k ∈ ω y s, t ∈ NT (αk) tales que s 6= t. También, considere
R1, . . . , Rn ∈ {0, 1}. Probaremos el lema por inducción sobre el sub́ındice n ∈ ω \ {0}.

Sea R ∈ {0, 1}. Suponga que s ⊆ t∧(R). Por un lado, si s = t∧(R), entonces
s = t∧(R) ) t, luego t /∈ NT (αk). Por lo tanto, s ( t∧(R), por lo que l(t) > l(s). Sea
x ∈ s, entonces x = (j, s(j)) para alguna j ∈ l(s) = {0, . . . ,M1−1}. Pero s ( t∧(R), por
lo que x ∈ t∧(R). Luego, (j, s(j)) ∈ t∧(R) para alguna j ∈ l(t) = {0, . . . ,M2 − 1}, pues
l(s) 6 l(t). Como (j, t(j)) ∈ t∧(R) y t∧(R) es una función, tenemos que s(j) = t(j), por
lo que x = (j, s(j)) = (j, t(j)). Luego, x ∈ t. Por lo tanto, s ( t, pues s 6= t. Es decir,
s /∈ NT (αk), lo que es una contradicción. De esta manera, se concluye que s * t∧(R).

Como s y t tienen las mismas hipótesis, tenemos que s * t∧(R) y t * s∧(R).
Por otro lado, suponga que:

s * t∧(R1, . . . , Rr̃) y t * s∧(R1, . . . , Rr̃), donde R1, . . . , Rr̃ ∈ {0, 1}.

Probaremos que si Rr̃+1 ∈ {0, 1}, entonces s * t∧(R1, . . . Rr̃+1) y t * s∧(R1, . . . , Rr̃+1).
Efectivamente, suponga que s ⊆ t∧(R1, . . . , Rr̃+1). Como s * t∧(R1, . . . , Rr̃), en-

tonces existe x ∈ s tal que x /∈ t∧(R1, . . . , Rr̃). Además, como s ⊆ t∧(R1, . . . , Rr̃+1),
entonces x ∈ t∧(R1, . . . Rr̃+1). Suponga que l(t) = {0, . . . ,M1 − 1}, entonces tenemos
que existe j0 ∈ dom(t∧(R1, . . . , Rr̃+1)) = {0, . . . ,M1 − 1} ∪ {M1, . . . ,M1 + r̃} (donde
dom(t∧(R1, . . . , Rr̃+1)) es el dominio de la función t∧(R1, . . . , Rr̃+1)).

Observación(1): j0 = M1 + r̃. Pues si j0 < M1 + r̃, entonces x = (j0, s(j0)) ∈
t∧(R1, . . . , Rr̃). Luego, x ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃), lo que es una contradicción. Por lo tanto,
j0 = M1 + r̃.

Observación(2): r̃ > 1.
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Observación(3): {0, . . . ,M2 − 1} = l(s) 6 l(t∧(R1, . . . , Rr̃+1)) = {0, . . . ,M1 + r̃}.

Observación(4): Para cada k ∈ l(s) tal que k < j0, (k, s(k)) ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃).
Efectivamente, sea k ∈ l(s) tal que k < j0. Tenemos que:

(k, t∧(R1, . . . , Rr̃)(k)) ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃) ( t∧(R1, . . . , Rr̃, Rr̃+1),

pero (k, s(k)) ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃, Rr̃+1). Además, como t∧(R1, . . . , Rr̃+1) es una función,
se tiene que s(k) = t∧(R1, . . . , Rr̃)(k). De esta manera, k ∈ l(s) tal que k < j0,
(k, s(k)) ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃). Pero l(s) ⊆ {0, . . . ,M1 + r̃}. Por lo tanto, para cada k ∈ l(s),
(k, s(k)) ∈ t∧(R1, . . . , Rr̃).

Pero la Observación(4) garantiza que s ⊆ t∧(R1, . . . , Rr̃), lo que es una contradicción.
Por lo tanto, s * t∧(R1, . . . Rr̃+1)

Como los elementos s y t satisfacen las mismas hipótesis, entonces se concluye que
t * s∧(R1, . . . , Rr̃+1).

4.2.13. Lema. Para cada n ∈ ω y para cada s ∈ {0, 1}<ω tal que l(s) = n se cumple
que: s ∈ α0 ∪ . . . ∪ αn.

Demostración. Probaremos este lema aplicando inducción.
Para n = 0. Sea s ∈ {0, 1}<ω tal que l(s) = 0, entonces s = ∅, pero α0 = {∅}, por lo

que s ∈ α0.
Por otro lado, para n = 1. Sea s ∈ {0, 1}<ω tal que l(s) = 1, entonces s = (1) ó

s = (0), pero (1), (0) ∈ α1, por lo que s ∈ α0 ∪ α1.
Ahora, suponga que el elemento n ∈ ω es tal que si s ∈ {0, 1}<ω con l(s) = n

entonces s ∈ α0 ∪ . . . ∪ αn. Sea t ∈ {0, 1}<ω tal que l(t) = n+ 1. Queremos probar que
t ∈ α0 ∪ . . . ∪ αn+1. Por la hipótesis de inducción, tenemos que existe R ∈ {0, . . . , n} tal
que t�n ∈ αR.

Si R = 0, entonces t�n ∈ α0 = {∅}, por lo que t�n = ∅. De esta manera, tanto
t∧�n(0) = (0) ∈ α1 ⊆ α0 ∪ α1 como t�n = (1) ∈ α1 ⊆ α0 ∪ α1. Además, como n+ 1 = 1, se
tiene el resultado para R = 0.

Ahora, suponga que R > 1, entonces R − 1 > 0, por lo que existe el conjunto αR−1.
De esta manera, tenemos que:

t�n ∈ αR =
⋃

s∈NT (αR−1)

[{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) | 1 6 i 6 ñs−1}∪{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) | 0 6 i 6 ñs−2}],

entonces existe s ∈ NT (αR−1) tal que:

t�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs − 1
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ó t�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2

Note que para probar el lema, bastará ver que t∧(0) ∈ α0 ∪ . . . ∪ αn+1 y que t∧(1) ∈
α0 ∪ . . . ∪ αn+1. Para esto, consideraremos los siguientes casos con sus respectivos sub-
casos.

Caso(1): t�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs − 1. Entonces, por un lado,

tenemos que t∧�n(0) = s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(i+1)−veces

para alguna 1 6 i 6 ñs − 1.

Subcaso(1): i < ñs − 1. Entonces i 6 ñs − 2, luego s∧(0, . . . , 0, 0︸ ︷︷ ︸
(i+1)−veces

), donde 1 < 2 6

i+ 1 6 ñs − 1. Por lo tanto, t∧�n(0) ∈ As.
También note que en este subcaso se tiene t∧�n(1) = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1) para alguna

0 < 1 6 i 6 ñs − 2. De esta manera, t∧�n(1) ∈ NT (As) (ver el lema 4.2.11). Por lo
tanto, t∧�n(1) ∈ As ⊆ αR ⊆ α0 ∪ . . . ∪ αn ∪ αn+1.

Subcaso(2): i = ñs−1. Primero demostraremos que s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

∈ NT (αR). Para

ello, suponga que existe σ ∈ αR tal que s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

( σ. Como σ ∈ αR, entonces

σ ∈ As ó σ /∈ As.
Por un lado, si σ ∈ As, entonces s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(ñs−1)−veces

( σ, lo que es una contradicción,

pues ya probamos que el elemento s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

∈ NT (As) (ver el lema 4.2.10). Por lo

tanto, s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

∈ NT (αR).

Mientras que si σ /∈ As, entonces existe τ ∈ NT (αR−1), τ 6= s tal que σ ∈ Aτ . Por
lo que σ = τ∧(k1, . . . , kj) para alguna j > 1. Además, tenemos que:

s ( s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(ñs−1)−veces

= τ∧(k1, . . . , kj) para alguna j > 1.

Luego s ( τ∧(k1, . . . , kj) para alguna j > 1, lo que es una contradicción (ver el lema
4.2.12). Por lo tanto, s∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸

(ñs−1)−veces

∈ NT (αR). De esta manera, tenemos que t�n ∈
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NT (αR). Luego,

t∧�n(0), t∧�n(1) ∈ αR+1 ⊆ α0 ∪ . . . ∪ αR ∪ αR+1 ∪ . . . ∪ αn+1.

Caso(2): t�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs−2. Para ver que t∧�n(0), t∧�n(1) ∈

α0 ∪ . . . ∪ αn+1, bastará observar que s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2 es un

elemento del conjunto NT (αR). Efectivamente, suponga que existe σ ∈ αR tal que
s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1) ( σ, entonces σ ∈ As ó σ /∈ As.

Por un lado, observe que suponer σ ∈ As implica una contradicción, pues se tiene
que s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1) ∈ NT (αR) (ver el lemma 4.2.11).

Por otro lado, si σ /∈ As, entonces existe τ ∈ NT (αR−1) con τ 6= s tal que σ =
τ∧(k1, . . . , kj) para alguna j > 1, luego s ( s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

, 1) ( σ = τ∧(k1, . . . , kj) para

alguna j > 1. De esta manera, tenemos que s ( τ∧(k1, . . . , kj) para alguna j > 1, lo que
es una contradicción (ver el lema 4.2.12).

Por lo tanto, s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2 es un elemento del conjunto

NT (αR). Luego, t∧�n(0), t∧�n(1) ∈ αR+1 ⊆ α0 ∪ . . . ∪ αR ∪ αR+1 ∪ . . . ∪ αn+1.

Note que el lema 4.2.13 implica que
⋃
k∈ω αk = {0, 1}<ω.

4.2.14. Lema. El elemento A =
⋃
n∈ω f1(n) es una función de la forma A :

⋃
k∈ω αk →

P(X).

En efecto: Sea x ∈
⋃
k∈ω αk. Probaremos que existe y ∈ P(X) tal que A(x) = y.

Por un lado, tenemos que existe k0 ∈ ω tal que x ∈ αk0 . Como para cada m ∈ ω,
f1(m+ 1)R1f1(m). Entonces existe m0 ∈ ω tal que A(x) = f1(m0)(x) ∈ P(X).

Por otro lado, si (x, y), (x, y′) ∈ Gráf(A), entonces A(x) = y y A(x) = y′. Queremos
probar que y = y′. Tenemos que existe k ∈ ω tal que x ∈ αk. Como para cada m ∈ ω,
f1(m+ 1) ⊇ f1(m), se tiene que existe m0 ∈ ω mı́nimo tal que f1(m0) : α0 ∪ . . . ∪ αk′ →
P(X) donde k′ > k. Observemos que para cada r ∈ ω\{0}, f1(m0 +r) ⊇ f1(m0). Luego,
para cada r ∈ ω \ {0}, (f1(m0))(x) = (f1(m0 + r))(x) = A(x), por lo que y = y′.

Por lo tanto, A es una función de la forma A : {0, 1}<ω → P(X). Es decir, A es un
esquema de Hausdorff.

4.2.15. Lema. El esquema de Hausdorff A : {0, 1}<ω → P(X) cumple la condición de
los diámetros.
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Demostración. Sean x ∈ C y n ∈ ω fijas. Entonces existe k ∈ ω tal que x�n ∈ αk.
Procedemos a probar algunas observaciones.

Observación(1): Existe r ∈ ω tal que x�n+r ∈ αk+1. Efectivamente, si k = 0, entonces
x�n ∈ α0 = {∅}, por lo que x�n = ∅. Luego, x∧�n(0) = (0) ∈ α1 y x∧�n(1) = (1) ∈ α1. Por
lo tanto, x�n+1 ∈ α1 si k = 0.

Por otro lado, suponga que k > 1. Entonces existe el conjunto αk−1, por lo que:

x�n ∈ αk =
⋃

s∈NT (αk−1)

[{s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

)|1 6 i 6 ñs − 1} ∪ {s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)|0 6 i 6 ñs − 2}].

Luego, existe s ∈ NT (αk−1) tal que:

x�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs − 1

ó x�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2.

Por lo que consideraremos los siguientes casos.

Caso(1): x�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs−1. En este caso, consideraremos

dos subcasos.

Subcaso(1): Para cada j ∈ ω tal que i 6 j 6 ñs−1, x�n+rj = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−veces

) para alguna

rj ∈ ω. En particular, tenemos que x�n+rñs−1
= s∧( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(ñs−1)−veces

) ∈ NT (αk), ver el lema

4.2.10. Por lo tanto, x�n+rñs−1+1 ∈ αk+1.

Subcaso(2): Existe j ∈ ω tal que i 6 j 6 ñs − 1. Entonces x�n+rj = s∧(0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
j−veces

)

para alguna rj ∈ ω. Definimos j0 ∈ ω como el mı́nimo tal que i 6 j0 6 ñs − 1 y
x�n+rj0

= s∧(0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
j0−veces

) para alguna rj0 ∈ ω. Entonces 1 6 i 6 j0 6 ñs − 1, luego

0 6 i− 1 6 j0 − 1 6 ñs − 2, por lo que 0 6 j0 − 1 6 ñs − 2. De esta manera, se concluye
que x�n+rj ∈ NT (αk). Por lo tanto, x∧�n+rj

(0), x∧�n+rj
(1) ∈ αk+1. Luego, x�n+rj+1 ∈ αk+1.
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Por lo tanto, si x�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñs − 1, la observación es

verdadera.

Caso(2): x�n = s∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñs − 2. Entonces x�n ∈ NT (αk).

Luego x∧�n(0), x∧�n(1) ∈ αk+1, por lo que x�n+1 ∈ αk+1.

Por lo tanto, la Observación(1) es verdadera. También la siguiente observación
nos será de utilidad para probar que el esquema de Hausdorff cumple la condición de
diámetros.

Observación(2): Existe r ∈ ω tal que x�n+r ∈ αk+1. Efectivamente, probaremos esta
observación aplicando el principio de inducción. Por un lado, si k = 0, como x�0 ∈ α0 y
x∧�n(0), x∧�n(1) ∈ α1, por lo que se tiene la observación para k = 0.

Ahora, suponga que para k ∈ ω existe r ∈ ω tal que x�r ∈ αk, por la Observación (1),
tenemos que existe r′ ∈ ω tal que x�r+r′ ∈ αk+1. Por lo tanto, para cada k ∈ ω existe
r ∈ ω tal que x�r ∈ αk.

Con la observación anterior en mente, procedemos a demostrar que:

lim
n
diam(A(x�n)) = 0.

Para esto, sea ε > 0, entonces existe n1 ∈ ω \ {0} tal que 1
n1
< ε y n1 > 2. Sea r ∈ ω tal

que x�r ∈ αn1 . Como n1 6= 0, tenemos que r 6= 0, pues si r = 0, entonces x�0 = ∅ ∈ αn1 ,
por lo que αn1 = α0, lo que es una contradicción. Por lo tanto, r > 1, entonces existe el
elemento x�r−1 .

Como A(x�r−1) =
⋃ñx�r−1

k=1 U
x�r−1

k , con diam(U
x�r−1

k ) < 1
n1−1+1 = 1

n1
< ε. En partic-

ular, diam(A(x�r)) <
1
n1

< ε. Para concluir la afirmación, sólo debemos de probar la
siguiente observación.

Observación(3): Para cada k̃ ∈ ω \ {0}, A(x�r+k̃) ⊆ A(x�r). Efectivamente, probare-

mos esta observación aplicando el principio de inducción. Por un lado, si k̃ = 1, tenemos
que:

A(x�r) =

ñx�r⋃
i=1

U
x�r
i ⊇ A(x�r+1).

Por lo tanto, A(x�r+k̃) ⊆ A(x�r) para k̃ = 1.
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Por otro lado, suponga que para k̃ ∈ ω\{0}, tenemos que A(x�r−k̃) ⊆ A(x�r), entonces:

A(x�r) ⊇ A(x�r+k̃) =

ñx�
r+k̃⋃

i=1

U
x�
r+k̃

i ⊇ A(x�r+k̃+1
).

Por lo tanto, A(x�r) ⊇ A(x�r+k̃+1
). Con lo que se tiene el resultado de la observación.

De esta manera, por la Observación (3), si n > r, entonces existe k̃ ∈ ω \ {0} tal que
r+k̃ = n, luego A(x�n) = A(x�r+k̃) ⊆ A(x�r), por lo que diam(A(x�n)) 6 diam(A(x�r)) <
1
n1
< ε. Por lo tanto, limn diam(A(x�n)) = 0.

Por lo tanto, el esquema de Hausdorff A tiene su función continua asociada φ :
Z(A)→ X. Además, A también cumple la siguiente propiedad.

4.2.16. Lema. Para cada s ∈ 2<ω,

A(s) = A(s∧0) ∪A(s∧1) y A(s∧0) ∩A(s∧1) = ∅.

Demostración. Sea s ∈ {0, 1}<ω, entonces existe k ∈ ω tal que s ∈ αk. Si k = 0,
entonces s ∈ α0 = {∅}, luego s = ∅ y ∅ ∈ NT (α0), por lo que

A(∅∧(0)) = A(0) = U∅2 ∪ . . . ∪ U∅ñ∅ y A(∅∧(1)) = A(1) = U∅1 .

De esta manera, se tiene que A(0) ∩A(1) = ∅. Además, por definición, tenemos que:

A(∅) =

ñ∅⋃
k=1

U
ñ∅
k = A(0) ∪A(1).

Por otro lado, suponga que k > 1, entonces existe el conjunto αk−1. Luego,

s ∈ αk =
⋃

τ∈NT (αk−1)

[{τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

)|1 6 i 6 ñτ − 1} ∪ {τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)|0 6 i 6 ñτ − 2}].

Entonces existe τ ∈ NT (αk−1) tal que:

s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñτ − 1

ó s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñτ − 2.

Enseguida consideraremos los siguientes casos.
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Caso(1): s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñτ − 1. En este caso consideraremos

los siguientes subcasos.

Subcaso(1): 1 6 i 6 ñτ − 2. Entonces τ∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(i+1)−veces

= s∧(0), por lo que 1 < 2 6

i+ 1 6 ñτ − 1. Luego A(s∧(0)) = A(τ∧ (0, . . . , 0)︸ ︷︷ ︸
(i+1)−veces

) = U τi+2 ∪ . . . ∪ U τñτ .

Por otro lado, s∧(1) = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1), entonces A(s∧(1)) = A(τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1)) = U τi+1.

Por lo tanto,

A(s∧(1)) = U τi+1 y A(s∧(0)) = U τi+2 ∪ . . . ∪ U τñτ ,

por lo que A(s∧(1)) ∩A(s∧(0)) = ∅.
Además, como s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

i−veces

) para alguna 1 6 i 6 ñτ − 2 < ñτ − 1, entonces

A(s) = A(τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

)) = U τi+1 ∪ . . . ∪ U τñτ = A(s∧(1)) ∪A(s∧(0)). Por lo tanto, se tiene

el resultado de la para este subcaso.

Subcaso(2): i = ñτ − 1. Entonces s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

) ∈ NT (αk). Luego A(s) =

⋃ñs
k=1 U

s
k . Además, A(s∧(0)) = U s2 ∪ . . . ∪ U sñs y A(s∧(1)) = U s1 . Por lo tanto,

A(s) = A(s∧(0)) ∪A(s∧(1)) y A(s∧(0)) ∩A(s∧(1)) = ∅.

Por lo que se tiene el resultado del lema para este subcaso. Luego, el lema se cumple
para este primer caso.

Caso(2): s = τ∧(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
i−veces

, 1) para alguna 0 6 i 6 ñτ − 2. Entonces s ∈ NT (αk).

Luego A(s∧(0)) = U s2 ∪ . . . ∪ U sñs y A(s∧(1)) = U s1 . Por lo tanto,

A(s∧(0)) ∩A(s∧(1)) = ∅ y A(s) =

ñs⋃
k=1

U sk = A(s∧(0)) ∪A(s∧(1)).

Por lo tanto, se tiene el lema.

A continuación probaremos que el dominio Z(A) del esquema de Hasudorff es todo
C.
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4.2.17. Lema. Z(A) = C.

Demostración. Obviamente, Z(A) ⊆ C. Por otro lado, sea x ∈ C. Haremos ver que
la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω cumple las hipótesis del teorema 1.2.20. Obvia-
mente, d es una métrica completa que induce a X. También, note que {A(x�n)}n∈ω
es una sucesión de conjuntos cerrados no vaćıos, pues para cada n ∈ ω, A(x�n) 6= ∅.
Además, como para cada n ∈ ω, x�n+1 ) x�n , tenemos que A(x�n+1) ⊆ A(x�n) (ver
la Observación(3) del lema 4.2.15). También se tiene que limn d(A(x�n)) = 0. Luego,
{A(x�n)}n∈ω es una sucesión de conjuntos cuyos diámetros convergen a 0, cuando n
tiende a infinito. Por lo cual, existe w ∈ X tal que {w} =

⋂
n∈ω A(x�n) (ver teorema

1.2.20). Por lo tanto,
⋂
n∈ω A(x�n) 6= ∅. Es decir, x ∈ Z(A). De esta manera, se concluye

que Z(A) = C.

Con todo lo que hemos demostrado a lo largo de esta sección, hemos probado el
siguiente lema que utilizaremos en la demostración del teorema de Brouwer.

4.2.18. Lema. Existe un esquema de Hausdorff A : {0, 1}<ω → P(X) tal que satisface
las siguientes propiedades:

1. limn diam(A(x�n)) = 0.

2. Para cada s ∈ 2<ω, A(s) = A(s∧0) ∪A(s∧1) y A(s∧0) ∩A(s∧1) = ∅.

3. Z(A) = C.

Ahora, procedemos a probar el teorema de Brouwer.

4.2.19. Teorema. Todo espacio métrico no vaćıo compacto cero-dimensional y perfecto
es homeomorfo al espacio de Cantor.

Demostración. Sea ∅ 6= X un espacio métrico con métrica d compacto cero-dimensional
y perfecto.

Tomamos un esquema de Hausdorff A que cumple las propiedades del lema 4.2.18. Se
tiene que la función asociada continua φ es de la forma φ : Z(A) = C → X. Probaremos
que φ es un homeomorfismo.

AFIRMACIÓN(1): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ C tales que x 6= y. Definimos n ∈ ω como el mı́nimo
tal que x(n) 6= y(n). Entonces x�n = y�n . Suponga que φ(x) = φ(y), entonces
φ(x) ∈

⋂
n∈ω A(x�n) y φ(y) ∈

⋂
n∈ω A(y�n). De esta manera, tenemos que A(x�n) =

A(y�n) = A(x�n+1)∩A(y�n+1), entonces φ(x) = φ(y) ∈ A(x�n+1)∩A(y�n+1), lo que es una
contradicción (ver el lema anterior). Por lo tanto, φ(x) 6= φ(y). �
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AFIRMACIÓN(2): φ es sobreyectiva.

En efecto: Sea p ∈ X. Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para
construir un elemento x ∈ C tal que φ(x) = p. Como:

X = A(∅) =
⋃
s∈α1

A(s) = A(∅∧0) ∪A(∅∧1),

entonces existe s1 ∈ α1 tal que p ∈ A(s1). Definimos:

A2 = {s ∈ {0, 1}<ω | p ∈ A(s); s ⊇ s1}.

Note que A2 6= ∅, pues s1 ∈ A2.
Sobre el conjunto A2 definimos la relación R:

• Sean s, t ∈ A2. Escribiremos sR2t si:

1. s ⊇ t,
2. l(s) = l(t) + 1.

Sea t ∈ A2, entonces existe k ∈ ω tal que t ∈ αk y p ∈ A(t) = A(t∧0)∪A(t∧1). Definimos
s = t∧0 ó s = t∧1 tal que p ∈ A(s). Note que s ∈ A2 y sRt. De esta manera, el principio
de elecciones dependientes garantiza que existe una función f2 : ω → A2 tal que:

∀n ∈ ω : f2(n+ 1)R2f2(n).

Sea σ =
⋃
n∈ω f2(n). Observe que σ ∈ C es tal que para cada m ∈ ω, p ∈ A(σ�m). Luego,

φ(σ) = p. Por lo tanto, φ es sobreyectiva. �
De esta manera, tenemos una función biyectiva continua φ : C → X. Como C es

compacto y X es métrico, y por ende X es Hausdorff, entonces φ es un homeomorfismo
entre C y X.

4.3 Algunas otras propiedades del espacio 2ω

Iniciamos esta sección con algunas observaciones.

4.3.1. Observación. SiX es un espacio topológico finito discreto con al menos dos puntos
distintos entonces Xω es un espacio métrico compacto cero-dimensional y perfecto.

Demostración. Suponga que X = {x1, . . . , xk} para alguna k > 2 y con X dotado con
la topoloǵıa discreta. Como todo espacio que tiene la topoloǵıa discreta es a su vez un
espacio métrico, se tiene que Xω es un espacio métrico.
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AFIRMACIÓN(1): Xω es perfecto.

En efecto: Suponga que existe x ∈ Xω un punto aislado de Xω, entonces {x} es un
abierto en Xω, luego existe m ∈ ω tal que Bx�m ⊆ {x}. Note que m − 1 > 0. Pues
si m = 0, se tiene que Xω = Bx�0 ⊆ {x} , lo que es una contradicción. Por lo tanto,
m− 1 > 0. Sea y′ ∈ X \ {x(m)} fija. Definimos y ∈ Xω la función dada por:

y(j) =

{
x(j) si j ∈ ω \ {m}
y′ si j = m.

Note que y ∈ Bx�m , pero y 6= x, lo que es una contradicción. Por lo tanto, Xω es perfecto.
�

Procedemos a aplicar el teorema 2.2.16 para probar que Xω es compacto. Para esto,
definimos:

A = {s ∈ X<ω | l(s) = n ∈ ω \ {0}, ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}; s(j) ∈ X} ∪ {∅}.

AFIRMACIÓN(2): A es un árbol.

En efecto: Sean s ∈ A y 0 6 n < l(s). Por un lado, si n = 0, se tiene que s�0 = ∅ ∈ A.

Mientras que si n 6= 0. Sea j ∈ {0, . . . , n − 1}, entonces s�n(j) = s(j) ∈ X. Por lo
tanto, s�n ∈ A. De esta manera, se concluye que A es un árbol. �

AFIRMACIÓN(3): A es un árbol bien podado.

En efecto: Sea s ∈ A. Por un lado, si s = ∅, entonces (x1) es un extensión impropia
de longitud mayor a la de s. Mientras que si s ∈ A \ {∅}, entonces s ∈ X<ω tal que
l(s) = n para alguna n ∈ ω \ {0}. Luego, para cada j ∈ {0, . . . , n − 1}, s(j) ∈ X. Sea
ρ ∈ X fijo. Definimos la función t : {0, . . . , n} → X dada por:

t(j) =

{
s(j) si j ∈ {0, . . . , n− 1}
ρ si j = n.

Observe ahora que t ∈ A y t es una extensión de longitud mayor que la de s. �

AFIRMACIÓN(4): A está finitamente ramificado.

En efecto: Sea s ∈ A. Por un lado, si s = ∅, tenemos que (x1), . . . , (xk) son todas las
extensiones inmediatamente posteriores a ∅. Mientras que si s ∈ A \ {∅} tal que l(s) = n
para alguna n ∈ ω \ {0}. Sea t un extensión inmediatamente posterior a s. Como X es
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finito y t(n) ∈ X, entonces solamente existe una cantidad finita de opciones para t. Por
lo tanto, A está finitamente ramificado. �

Las afirmaciones (2)-(4) implican que [A] es compacto (ver teorema 2.2.16).

AFIRMACIÓN(5): [A] = Xω.

En efecto: Obviamente [A] ⊆ Xω. Por otro lado, observe que ∅ ∈ [A]. Con esto en
mente, sea x ∈ Xω \ {∅}, entonces para cada n ∈ ω, x(n) ∈ X. En particular, para
m ∈ ω fija, tenemos que para cada j ∈ {0, . . . ,m− 1}, x�m(j) ∈ X. Luego, x�m ∈ A. Por
lo tanto, x ∈ [A]. �

De esta manera, se concluye que Xω es compacto. Además, como el conjunto:

B = {Bx�n | x ∈ X
ω y n ∈ ω}

es una base para Xω conformado por abierto-cerrados, se concluye que Xω es un espacio
cero-dimensional.

4.3.2. Observación. SiX es un espacio topológico finito discreto con al menos dos puntos
distintos entonces Xω es homeomorfo al espacio de Cantor. En particular, para cada
n ∈ ω \ {0, 1}, tenemos que nω ∼= C.

El siguiente teorema es uno de los resultados más importantes de esta sección. En él
se demuestra esencialmente que el espacio de Cantor es un subespacio de todo espacio
polaco no vaćıo.

4.3.3. Teorema. Todo espacio polaco perfecto no vaćıo contiene un subespacio homeo-
morfo al espacio de Cantor.

Demostración. Sean X un espacio polaco perfecto no vaćıo y d una métrica completa
sobre X que induce a la topoloǵıa de X. La idea central de la demostración es contruir un
esquema de Hausdorff que cumpla la condición de diámetros de tal forma que su función
continua asociada garantice el resultado del teorema. Para esto, primero probaremos la
siguiente afirmación.

AFIRMACIÓN(1): Para cada ε > 0 y para cada ∅ 6= A ⊆ X abierto, existen ∅ 6= A1

y ∅ 6= A2 abiertos tales que:

1. A1 ∩A2 = ∅.

2. A1 ⊆ A y A2 ⊆ A.

3. diam(A1) < ε y diam(A2) < ε.
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En efecto: Sean ε > 0 y ∅ 6= A ⊆ X abierto. Note que la cardinalidad del conjunto A
es mayor o igual a 2. Pues si A = {x}, entonces x es un punto aislado de la topoloǵıa de
X, lo que es una contradicción, por lo tanto la cardinalidad de A es mayor o igual que 2.

Con lo anterior en mente, sean x, y ∈ A tales que x 6= y. Como A es abierto, tenemos
que existen r1, r2 > 0 tales que Br1(x) ⊆ A y Br2(y) ⊆ A. Definimos r = d(x, y) > 0
y δ = mı́n{r1, r2,

r
2 ,

ε
2}. Tenemos que ∅ 6= B δ

2
(x) y ∅ 6= B δ

2
(y) y ambos son abiertos.

Probaremos que B δ
2
(x) y B δ

2
(y) satisfacen las propiedades de la afirmación.

Primero observe que B δ
2
(x)∩B δ

2
(y) = ∅. Pues si suponemos que existe z ∈ B δ

2
(x)∩

B δ
2
(y), entonces z ∈ B δ

2
(x) ⊆ Bδ(x) ⊆ B r

2
(x) y z ∈ B δ

2
(y) ⊆ Bδ(y) ⊆ B r

2
(y). Luego,

d(z, x) < r
2 y d(z, y) < r

2 , por lo que:

d(x, y) 6 d(x, z) + d(z, y) < r
2 + r

2 = r = d(x, y),

lo que es una contradicción. Por lo tanto, B δ
2
(x) ∩B δ

2
(y) = ∅.

Por otro lado, note que B δ
2
(x) ⊆ A y B δ

2
(y) ⊆ A. Pues B δ

2
(x) ⊆ Bδ(x) ⊆ Br1(x) ⊆ A

y B δ
2
(y) ⊆ Bδ(y) ⊆ Br2(y) ⊆ A. Además, tenemos que diam(B δ

2
(x)) = δ 6 ε

2 < ε y

diam(B δ
2
(y)) = δ 6 ε

2 < ε.

Por lo tanto, existen ∅ 6= A1 = B δ
2
(x) y ∅ 6= A2 = B δ

2
(y) abiertos tales que A1∩A2 =

∅, A1 ⊆ A1, A2 ⊆ A, diam(A1) < ε y diam(A2) < ε. �
Enseguida procedemos a construir un esquema de Hausdorff que cumple la condición

de diámetros aplicando el principio de elecciones dependientes. Primero definimos la
función A0 : {∅} → P(X) dada por: A0(∅) = X.

Como ∅ 6= X es un abierto entonces la Afirmación(1) implica que existen X0 y X1

abiertos no vaćıos tales que:

1. X0 ∩X1 = ∅.

2. X0 ⊆ X y X1 ⊆ X.

3. diam(X0) < 1 y diam(X1) < 1.

Con esto en mente, definimos A1 : 20 ∪ 21 → P(X) dada por:

A1(s) =


X si s = ∅
X0 si s = (0)

X1 si s = (1).
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• Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las funciones de la forma α : 20∪ . . .∪
2m → P(X) (m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. α(∅) = X.

2. ∀s ∈ 21 ∪ . . . ∪ 2m : d(α(s)) < 1
l(s) .

3. ∀s ∈ 20 ∪ . . . ∪ 2m : α(s) es un abierto no vaćıo en X.

4. ∀s ∈ 20 ∪ . . . ∪ 2m−1 : α(s∧0) ∩ α(s∧1) = ∅.
5. ∀s ∈ 20 ∪ . . . ∪ 2m−1 : α(s∧0) ⊆ α(s) y α(s∧1) ⊆ α(s)}.

Note que A 6= ∅, pues A1 ∈ A.
Sobre el conjunto A definimos la relación R:

• Sean α : 20 ∪ . . . ∪ 2m1 → P(X), β : 20 ∪ . . . ∪ 2m2 → P(X) elementos del conjunto
A. Escribiremos αRβ si:

1. α ⊇ β,

2. m1 = m2 + 1.

Sea β : 20 ∪ . . .∪ 2m → P(X) elemento del conjunto A, construiremos un elemento α tal
que αRβ. Para ello, primero note que la Afirmación(1) garantiza que:

∅ 6= {{F s1 }i∈{0,1} | F so , F s1 son abiertos no vaćıos tales que F s0 ∩ F s1 = ∅,

F s0 ⊆ β(s), F s1 ⊆ β(s), diam(F s0 ) < 1
m+1 , diam(F s1 ) < 1

m+1}.

También tenemos que el conjunto:

{{{F s1 }i∈{0,1} | F so , F s1 son abiertos no vaćıos tales que F s0 ∩ F s1 = ∅,

F s0 ⊆ β(s), F s1 ⊆ β(s), diam(F s0 ) < 1
m+1 , diam(F s1 ) < 1

m+1} | s ∈ 2m}

es a lo más infinito numerable. Luego, el axioma de elección para conjuntos numerables
garantiza que para cada s ∈ 2m, podemos tomar un único elemento {F si }i∈{0,1}. De esta
manera, definimos la función α : 20 ∪ . . . ∪ 2m ∪ 2m+1 → P(X) dada por:

α(s) =

{
β(s) si s ∈ 20 ∪ . . . ∪ 2m

F
s�m
s(m) si s ∈ 2m+1.

Observe ahora que α ∈ A y αRβ. Por lo tanto, por el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función f : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).
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Sea A =
⋃
n∈ω f(n). Tenemos que A es un esquema de Hausdorff, es decir A es una

función de la forma A =
⋃
n∈ω f(n) : 2<ω → P(X).

AFIRMACIÓN(2): A cumple la condición de diámetros.

En efecto: Sean x ∈ C y ε > 0. Entonces existe N ∈ ω\{0} tal que 1
N < ε. Sea n > N ,

entonces x�n = f(n)�n ∈ ωn, por lo que diam(A(x�n)) = diam(A(f(n)�n)) < 1
n <

1
N < ε.

Por lo tanto, limn diam(A(x�n)) = 0. �
Como el esquema de Hausdorff cumple la condición de diámetros, entonces existe su

función continua asociada φ : C → X.

AFIRMACIÓN(3): Z(A) = C.

En efecto: Sea x ∈ C. Probaremos que la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω satisface
las hipótesis del teorema 1.2.20. Tenemos que d es una métrica completa que induce a la
topoloǵıa de X. También note que la sucesión de conjuntos {A(x�n)}n∈ω está conformado
de conjuntos cerrados no vaćıos, pues para cada n ∈ ω, A(x�n) 6= ∅. Por otro lado, como

para cada n ∈ ω, x�n+1 ) x�n , tenemos que A(x�n+1) ⊆ A(x�n) ⊆ A(x�n). Además,

tenemos que para cada n ∈ ω, diam(A(x�n)) = diam(A(x�n)) y limn d(A(x�n)) = 0, se

concluye que {A(x�n)}n∈ω es una sucesión de conjuntos cuyos diámetros convergen a 0,

cuando n tiende a infinito. Por lo tanto, existe w ∈ X tal que {w} =
⋂
n∈ω A(x�n) (ver

teorema 1.2.20).
Procedemos a probar que

⋂
n∈ω A(x�n) =

⋂
n∈ω A(x�n). Efectivamente, primero ob-

servemos que
⋂
n∈ω A(x�n) ⊇

⋂
n∈ω A(x�n). Por otro lado, sean z ∈

⋂
n∈ω A(x�n) y

n ∈ ω\{0}, como x�n ( x�n+1 , entonces z ∈ A(x�n+1) ⊆ A(x�n). Luego, z ∈
⋂
n∈ω A(x�n).

Por lo tanto, {w} =
⋂
n∈ω A(x�n) =

⋂
n∈ω A(x�n). Es decir,

⋂
n∈ω A(x�n) 6= ∅. De esta

manera, se concluye que x ∈ Z(A). Mientras que obviamente Z(A) ⊆ C �
La Afirmación (3) implica que la función continua asociada es de la forma φ : C → X.

AFIRMACIÓN(4): φ es inyectiva.

En efecto: Sean x, y ∈ C tales que x 6= y. Suponga que φ(x) = φ(y), entonces
φ(x) ∈

⋂
n∈ω A(y�n) y φ(y) ∈

⋂
n∈ωA(x�n). Por otro lado, sea n ∈ ω el mı́nimo tal que

x(n) 6= y(n). Entonces tenemos que A(x∧�nx(n)) ∩ A(y∧�ny(n)) = ∅. Pero φ(x) = φ(y) ∈
A(y∧�ny(n)) y φ(y) = φ(x) ∈ A(x∧�nx(n)), lo que es una contradicción. Por lo tanto,
φ(x) 6= φ(y). �

De esta manera, tenemos que φ : C → X es una función continua inyectiva, y como
C es compacto, concluimos que C ∼= φ(C) ⊆ X.

Para terminar este caṕıtulo, veremos una relación importante que existe entre el
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espacio de Baire y un cierto subespacio del espacio de Cantor. Pero para esto último,
procedemos a demostrar ciertas propiedades de la siguiente relación.

4.3.4. Definición. Definimos la relación f : N → C dada por:

∀x ∈ C : f(x) : ω → {0, 1} es una función dada por:

• Si j ∈ [0, x0 − 1] ∩ ω entonces f(x)(j) = 0.

• Si j ∈ (x0 + . . . + xm + m,x0 + . . . + xm + xm+1 + m] ∩ ω para alguna m ∈ ω,
entonces f(x)(j) = 0.

• Si j = x0 + . . .+ xm +m para alguna m ∈ ω, entonces f(x)(j) = 1,

donde para cada j ∈ ω, xj = x(j).

Para facilitar la discusión, a lo largo de esta sección f denotará la relación anterior.

4.3.5. Lema. La relación f es una función.

Demostración. Sea x ∈ N . Para facilitar la notación, para cada m ∈ ω, denotaremos:

Zm = (x0 + . . .+ xm +m,x0 + . . .+ xm + xm+1 +m] ∩ ω,

Ym = {x0 + . . .+ xm +m}.

Para probar que f es una función, sólo bastará observar que para cada x ∈ N , f(x) es
una función de la forma f(x) : ω → {0, 1}. Esto último se hará ver con las siguientes
afirmaciones.

AFIRMACIÓN(1): Para cada M ∈ ω \ {0},

[0, x0−1]∪ [
⋃

06m<M

Zm]∪ [
⋃

06m<M

{x0 + . . .+xm+m}]∩ω = [0, x0 + . . .+xM +M−1]∩ω

En efecto: Probaremos esta afirmación por inducción sobre M ∈ ω\{0}. Para M = 1,
tenemos que:

[0, x0 − 1]∪ (x0, x0 + x1 + 0]∪ {x0} ∩ ω = [0, x0 − 1]∪ [x0, x0 + x1]∩ ω = [0, x0 + x1]∩ ω,

por lo que se cumple para M = 1.
Por otro lado, suponga que para M ∈ ω \ {0} se cumple que:

[0, x0−1]∪ [
⋃

06m<M

Zm]∪ [
⋃

06m<M

{x0 + . . .+xm+m}]∩ω = [0, x0 + . . .+xM +M−1]∩ω.
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Note ahora que:

[0, x0 − 1] ∪ [
⋃

06m<M+1

Zm] ∪ [
⋃

06m<M+1

Ym] ∩ ω =

[0, x0 − 1] ∪ [
⋃

06m<M

Zm] ∪ [
⋃

06m<M

Ym] ∪ ZM ∪ YM ∩ ω =

[0, x0 + . . .+ xM +M − 1] ∪ ZM ∪ YM ∩ ω =

[0, x0 + . . .+ xM + xM+1 +M ] ∩ ω.

Por lo tanto, la afirmación es verdadera. �

AFIRMACIÓN(2): [0, x0 − 1] ∪ [
⋃
m∈ω Zm] ∪ [

⋃
m∈ω Ym] ∩ ω = ω.

En efecto: Obviamente, [0, x0− 1]∪ [
⋃
m∈ω Zm]∪ [

⋃
m∈ω Ym]∩ω ⊆ ω. Por otro lado,

sea j ∈ ω, la Afirmación (1) implica que:

j ∈ [0, x0 + . . .+ xj+1 + (j + 1)− 1] ∩ ω = [0, x0 − 1] ∪ [
⋃

06m<j+1

Zm] ∪ [
⋃

06m<j+1

Ym] ∩ ω

⊆ [0, x0 − 1] ∪ [
⋃
m∈ω
Zm] ∪ [

⋃
m∈ω
Ym] ∩ ω.

�
De esta manera, la Afirmación (2) garantiza que para cada x ∈ N y para cada j ∈ ω,

existe i ∈ {0, 1} tal que f(x)(j) = i.
Ahora, para ver que para cada x ∈ N y para cada j ∈ ω, f(x)(j) es un único valor

bien definido, probaremos que los conjuntos sobre el cual se definió f(x) son disjuntos
dos a dos. Para ello, demostraremos las siguientes afirmaciones.

AFIRMACIÓN(3): Para cada m ∈ ω, se cumple que:

[0, x0 − 1] ∩ (x0 + . . .+ xm +m,x0 + . . .+ xm + xm+1 +m] = ∅.

En efecto: Suponga que existe un elemento

j ∈ [0, x0 − 1] ∩ (x0 + . . .+ xm +m,x0 + . . .+ xm + xm+1 +m],

entonces x0 6 x0 + . . .+ xm +m < j 6 x0 − 1 < x0, lo que es una contradicción. �

AFIRMACIÓN(4): Para cada m ∈ ω, se cumple que:

[x0 − 1] ∩ {x0 + . . .+ xm +m} = ∅.
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En efecto: Suponga que [x0 − 1] ∩ {x0 + . . .+ xm +m} 6= ∅, entonces

x0 6 x0 + . . .+ xm +m 6 x0 − 1 < x0,

lo que es una contradicción. �

AFIRMACIÓN(5): Para cada m1,m2 ∈ ω tales que m1 < m2, se cumple que:

(x0+. . .+xm1 +m1, x0+. . .+xm1+1+m1]∩(x0+. . .+xm2 +m2, x0+. . .+xm2+1+m2] = ∅

En efecto: Sean m1,m2 ∈ ω tales que m1 < m2. Suponga que existe un elemento

j ∈ (x0+. . .+xm1 +m1, x0+. . .+xm1+1+m1]∩(x0+. . .+xm2 +m2, x0+. . .+xm2+1+m2],

entonces x0 + . . .+ xm2 +m2 < j 6 x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1. Luego,

xm1+1 +m2 6 xm1+1 + . . .+ xm2 +m2 < xm1+1 +m1.

De esta manera, tenemos que m2 < m1, lo que contradice nuestra hipótesis. �

AFIRMACIÓN(6): Para cada m1,m2 ∈ ω, se cumple que:

(x0 + . . .+ xm1 +m1, x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1] ∩ {x0 + . . .+ xm2} = ∅.

En efecto: Sean m1,m2 ∈ ω. Para probar esta afirmación, consideraremos los si-
guientes tres casos.

Caso(1): m1 = m2. Suponga que:

(x0 + . . .+ xm1 +m1, x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1] ∩ {x0 + . . .+ xm2} 6= ∅,

entonces:

x0 + . . .+ xm1 +m1 < x0 + . . .+ xm2 +m2 = x0 + . . .+ xm1 +m1,

lo que es una contradicción.

Caso(2): m1 < m2. Suponga que:

(x0 + . . .+ xm1 +m1, x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1] ∩ {x0 + . . .+ xm2} 6= ∅,

entonces x0 + . . .+ xm2 +m2 6 x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1. Luego,

xm1+1 +m2 6 xm1+1 + . . .+ xm2 +m2 6 xm1+1 +m1,
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por lo que m2 6 m1, lo que es una contradicción.

Caso(3): m2 < m1. Suponga que:

(x0 + . . .+ xm1 +m1, x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1] ∩ {x0 + . . .+ xm2} 6= ∅,

entonces x0 + . . .+ xm1 +m1 < x0 + . . .+ xm2 +m2. Luego,

m1 6 xm2+1 + . . .+ xm1 +m1 < m2,

por lo que m1 < m2, lo que es una contradicción a la hipótesis.

Por lo tanto, los tres casos anteriores garantizan que:

(x0 + . . .+ xm1 +m1, x0 + . . .+ xm1 + xm1+1 +m1] ∩ {x0 + . . .+ xm2} = ∅. �

AFIRMACIÓN(7): Para cada m1,m2 ∈ ω tales que m1 < m2, se cumple que:

{x0 + . . .+ xm1 +m1} ∩ {x0 + . . .+ xm2} = ∅.

En efecto: Suponga que x0 + . . . + xm1 + m1 = x0 + . . . + xm2 + m2, entonces
m1 = xm1+1 + . . . + xm2 + m2 > m2, entonces m1 > m2, lo que es una contradicción a
la hipótesis. �

Las afirmaciones (3)-(7) implican que dado un elemento j ∈ ω, f(x)(j) es único. Por
lo tanto, para cada x ∈ N , f(x) ∈ C.

En algunos lemas posteriores, probaremos ciertas propiedades de la función f .

4.3.6. Lema. f es inyectiva.

Demostración. Sean x, y ∈ N tales que x 6= y. Definimos j0 ∈ ω como el mı́nimo tal
que x(j0) 6= y(j0). Sin pérdida de generalidad, suponga que x(j0) < y(j0). Probaremos
que f(x) 6= f(y).

Caso(1): j0 = 0. Entonces x(0) < y(0), luego f(x)(x(0)) = 1. Mientras que
f(y)(x(0)) = 0, pues y(0) es el mı́nimo natural tal que f(y)(y(0)) = 1 y puesto que
x(0) < y(0). Por lo tanto, f(x) 6= f(y) si j0 = 0.

Caso(2): j0 ∈ ω\{0}. Note que f(x)(x(0)+. . .+x(j0)+j0) = 1. Queremos probar que
f(y)(x(0)+. . .+x(j0)+j0) = 0. Efectivamente, suponga que f(y)(x(0)+. . .+x(j0)+j0) =
1, entonces:

x(0) + . . .+ x(j0) + j0 = y(0)
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ó x(0) + . . .+ x(j0) + j0 = y(0) + . . .+ y(m) +m para alguna m ∈ ω.

Demostraremos que en ambas opciones se tiene una contradicción.
Si x(0) + . . . + x(j0) + j0 = y(0), entonces x(0) < x(0) + . . . + x(j0) + j0, pues

j0 ∈ ω \ {0}. Luego, x(0) < x(0) + . . .+ x(j0) + j0 = y(0). Es decir, x(0) < y(0), lo que
es una contradicción a la hipótesis de que j0 es el mı́nimo natural tal que x(j0) 6= y(j0),
pues j0 > 0. Por lo tanto, x(0) + . . .+ x(j0) + j0 6= y(0).

Entonces, se tiene que x(0) + . . . + x(j0) + j0 = y(0) + . . . + y(m) + m para alguna
m ∈ ω. Consideraremos los siguientes subcasos, cada una de las cuales implican una
contradicción.

Subcaso(1): m = j0. Como j0 es el mı́nimo natural tal que x(j0) 6= y(j0) y como
x(0) + . . .+ x(j0) + j0 = y(0). Entonces x(j0) + j0 = y(m) +m, luego x(j0) = y(j0), lo
que es una contradicción.

Subcaso(2): 0 < j0 < m. Entonces x(j0) + j0 = y(j0) + . . .+ y(m) +m > y(j0) + j0.
Luego, x(j0) > y(j0), lo que es una contradicción, pues supusimos que x(j0) < y(j0).

Subcaso(3): m < j0. Entonces j0 6 x(m + 1) + . . . + x(j0) + j0 = m, luego j0 6 m,
lo que es una contradicción, pues m < j0.

De esta manera, concluimos que:

f(y)(x(0) + . . .+ x(j0) + j0) = 0 y f(x)(x(0) + . . .+ x(j0) + j0) = 1.

Por lo tanto, f(x) 6= f(y).

Definimos el conjunto C0 =
⋂
n∈ω{y ∈ C | ∃m > n tal que y(m) = 1}. En los siguien-

tes lemas veremos algunas propiedades del conjunto C0 que nos serán de utilidad para
probar el teorema.

4.3.7. Lema. Se tiene que C0 es un conjunto Gδ en C.

Demostración. Sea n ∈ ω fija. Probaremos que el conjunto:

∆n = {y ∈ C | ∃m > n tal que y(m) = 1} es un abierto.

Si ∆n = ∅, entonces se tiene el resultado. Por otro lado, suponga que ∆n 6= ∅, sea
ỹ ∈ ∆n. Definimos m0 ∈ ω como el mı́nimo mayor que n tal que ỹ(m0) = 1.

Observe que Bỹ�m0+1
⊆ ∆n. Efectivamente, sea z ∈ Bỹ�m0+1

, entonces z�m0+1 =

ỹ�m0+1 , por lo que z(m0) = ỹ(m0) = 1. Además, m0 > n, luego z ∈ ∆n. Por lo tanto,
Bỹ�m0+1

⊆ ∆n. De esta manera, se concluye que C0 es un conjunto Gδ de C.
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4.3.8. Lema. Se tiene que f [N ] = C0.

Demostración. Sea y ∈ C0, entonces para cada n ∈ ω existe m(n) > n tal que y(m) =
1. Aplicaremos el principio de elecciones dependientes para construir un elemento en
x ∈ N tal que f(x) = y. Definimos α0 ∈ ω como el mı́nimo tal que y(α0) = 1.

• Sea A el conjunto cuyos elementos son todas las sucesiones de la forma {Bn}n6m
(m ∈ ω \ {0}) tales que satisfacen las siguientes propiedades:

1. ∀n 6 m : Bn ∈ ω.

2. B0 = α0.

3. Si para n < m, Bn está definida. Entonces Bn+1 = m(Bn), donde m(Bn) ∈ ω
mı́nimo mayor que Bn tal que y(m(Bn)) = 1.

Sea m(α0) el mı́nimo mayor que α0 tal que y(m(α0)) = 1. De esta manera, definimos la
sucesión {Bn}n61 dada por:

Bn =

{
α0 si n = 0

m(α0) si n = 1.

Note que {Bn}n61 ∈ A, por lo que A 6= ∅.
Sobre el conjunto A definimos la relación R:

• Sean {γn}n6m1 , {βn}n6m2 elementos del conjunto A. Escribiremos

{αn}n6m1R {βn}n6m2

si:

1. {αn}n6m1 ⊇ {βn}n6m2 ,

2. m1 = m2 + 1.

Sea {βn}n6m ∈ A. Note que el elemento βm ∈ ω es el mı́nimo mayor que βm−1 tal
que y(βm) = 1. Sea γ el mı́nimo mayor que βm tal que y(γ) = 1. Con esto en mente,
definimos {γn}n6m+1 dada por:

γn =

{
βn si n 6 m

γ si n = m+ 1.

Observe ahora que {γn}n6m+1R{βn}n6m. Luego el principio de elecciones dependientes
garantiza que existe una función g : ω → A tal que:

∀n ∈ ω : g(n+ 1)Rg(n).
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Definimos {χm}m∈ω =
⋃
n∈ω g(n). Note que χ(0) = α0.

Por otro lado, para facilitar la demostración, definimos la función m( ) : ω → ω dada
por:

∀k ∈ ω : m(k) es el mı́nimo mayor que k tal que y(m(k)) = 1.

Observe que para cada n ∈ ω \ {0}, χn = mn(α0). Efectivamente, probaremos esta
observación por inducción. Tenemos que χ1 = m(α0). Por otro lado, suponga que
χn = mn(α0) es verdadero. Por definición, tenemos que χn+1 = m(χn) = m(mn(α0)) =
mn+1(α0). Por lo tanto, para cada n ∈ ω \ {0}, χn = mn(α0).

Con lo anterior en mente, definimos la relación x dada por:

• x(0) = χ(0) = α0

• Si para m ∈ ω \ {0}, los elementos x(0), . . . , x(m− 1) están definidos, entonces:

x(m) = χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 1)−m.

Enseguida probaremos que x ∈ ωω. Sólo bastará probar que para cada n ∈ ω, x(n) ∈ ω.
Haremos ver esto último por inducción. Obviamente, tenemos que x(0) = χ(0) = α0 ∈ ω.
Por otro lado, suponga que para m ∈ ω \ {0}, x(0), . . . , x(m − 1) ∈ ω, probaremos que
x(m) ∈ ω. Efectivamente, tenemos que x(m) = χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 1)−m. Por
un lado, si m = 1, tenemos que χ(1) > χ(0) = x(0), entonces χ(1) > x(0) + 1, por lo que
x(1) = χ(1) − x(0) − 1 > 0. Por otro lado, si m ∈ ω \ {0}, entonces m − 1 > 0, luego
m− 2 > 0, por lo que:

x(m) = χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 1)−m
= χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 2)
−[χ(m− 1)− x(0)− . . .− x(m− 2)− (m− 1)]

= χ(m)− χ(m− 1) +m− 1,

pero χ(m) > χ(m− 1). Luego χ(m) > χ(m− 1) + 1, por lo que:

x(m) = χ(m)− χ(m− 1)− 1 +m > m > 0.

Por lo tanto, x(m) ∈ ω. De esta manera, se concluye que x es una función de la forma
x : ω → ω.

A continuación demostraremos que f(x) = y. Para ello, probaremos que para cada
j ∈ ω, f(x)(j) = y(j). Efectivamente, sea j ∈ ω, consideraremos los siguientes casos:

Caso(1): j ∈ [0, x0 − 1] ∩ ω. Entonces f(x)(j) = 0. Por otro lado, tenemos
que j 6 x0 − 1 < x(0) = α0, entonces y(j) = 0. Por lo tanto, si j ∈ [0, x0 − 1],
f(x)(j) = 0 = y(j).
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Caso(2): j ∈ (x0 + . . .+xm+m,x0 + . . .+xm+xm+1 +m]∩ω para alguna m ∈ ω. En-
tonces f(x)(j) = 0. Queremos probar que y(j) = 0. Para ello, suponemos que y(j) = 1
y consideraremos los siguientes subcasos.

Subcaso(1): m = 0. Entonces:

α0 = x(0)
< j
6 x(0) + x(1)
= x(0) + χ(1)− x(0)− 1
= χ(1)− 1
< χ(1),

luego χ(0) = α0 < j < χ(1). Como y(j) = 1 y como j > χ(0), entonces j > χ(1), por lo
que χ(1) > χ(1), lo que es una contradicción.

Subcaso(2): m ∈ ω \ {0}. Entonces:

χ(m) = x(0) + . . .+ x(m− 1) + [χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 1)−m] +m
= x(0) + . . .+ x(m− 1) + x(m) +m
< j
6 x(0) + . . .+ x(m) + x(m+ 1) +m
= x(0) + . . .+ x(m) + [χ(m+ 1)− x(0)− . . .− x(m)− (m+ 1)] +m
= χ(m+ 1)− 1
< χ(m+ 1),

por lo que χ(m) < j < χ(m+ 1). Como y(j) = 1 y χ(m) < j, entonces χ(m+ 1) 6 j <
χ(m+ 1), lo que es una contradicción.

Por lo tanto, en este caso, concluimos que y(j) = 0 = f(x)(j).

Caso(3): j = x(0) + . . . + x(m) + m para alguna m ∈ ω. Entonces f(x)(j) = 1.
Por un lado, si m = 0, entonces j = x(0) = α0, por lo que y(j) = 1. Mientras que si
m ∈ ω \ {0}, entonces:

j = x(0) + . . .+ x(m− 1) + x(m) +m
= x(0) + . . .+ x(m− 1) + [χ(m)− x(0)− . . .− x(m− 1)−m] +m
= χ(m),

por lo que y(j) = 1.
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Los casos anteriores garantizan que f(x) = y. Por lo tanto, C0 ⊆ f [N ].
Enseguida, probaremos que f [N ] ⊆ C0. Efectivamente, sea a ∈ f [N ], entonces existe

x ∈ N tal que f(x) = a. De esta manera, tenemos que:

• a(j) = 0, si j ∈ [0, x0 − 1] ∩ ω.

• a(j) = 0, si j ∈ (x0 + . . . + xm + m,x0 + . . . + xm + xm+1 + m] ∩ ω para alguna
m ∈ ω.

• a(j) = 1, si j = x0 + . . .+ xm +m para alguna m ∈ ω.

Queremos probar que a ∈ C0. Para ello, sea n ∈ ω. Si n ∈ [0, x0 − 1], entonces
a(n) = 0. Definimos m = x(0), luego a(m) = 1 y m > n. Mientras que si n ∈
(x0 + . . . + xm + m,x0 + . . . + xm + xm+1 + m] ∩ ω para alguna m ∈ ω, definimos k =
x0+. . .+xm+xm+1+(m+1), luego a(k) = 1 y k > n. Por último, si n = x0+. . .+xm+m
para alguna m ∈ ω, definimos k = x0 + . . . + xm + xm+1 + (m + 1), luego a(k) = 1 y
k > n. Por lo tanto, a ∈ C0. Es decir, f [N ] ⊆ C0

Por lo tanto, concluimos que f [N ] = C0.

Definimos el conjunto B = {Bs ∩ C0 | s ∈ 2<ω; s termina en 1}.

4.3.9. Lema. El conjunto B es una base para C0, donde C0 tiene la topoloǵıa relativa
con respecto a la de C.
Demostración. Sean A 6= ∅ un abierto en C0 y z ∈ A. Entonces existe D abierto en C
tal que A = D∩C0, luego z ∈ D, por lo que sabemos que existe n ∈ ω tal que Bz�n ⊆ D.
De esta manera, A = D ∩ C0 ⊇ Bz�n ∩ C0. Como z ∈ C0, entonces existe m > n − 1 tal
que z(m) = 1. Definimos m0 ∈ ω como el mı́nimo mayor que n − 1 tal que z(m0) = 1.
Note que z(m0) = 1, es decir z�m0+1 ∈ 2<ω y termina en 1.

Además, observe que Bz�m0+1
⊆ Bz�n . Pues si y ∈ Bz�m0+1

, entonces y�m0+1 = z�m0+1 .

Luego, para cada j ∈ {0, . . . ,m0}, y(j) = z(j). Como n− 1 < m0, se tiene que n 6 m0.
Entonces, tenemos que para cada j ∈ {0, . . . , n}, y(j) = z(j). Por lo tanto, Bz�m0+1

⊆
Bz�n .

De esta manera, tenemos que z ∈ Bz�m0+1
∩ C0 ⊆ Bz�n ∩ C0 ⊆ A. Con lo que se

concluye que B es una base para C0.

4.3.10. Lema. La función f es continua.

Demostración. Sea s ∈ 2<ω tal que s termina en 1. Por el lema anterior, bastará
probar que f−1[Bs∩C0] es un abierto. Suponga que l(s) = {0, . . . , n−1} para alguna n ∈
ω. Tenemos que s(n−1) = 1, por lo que n−1 > 0. Sea ∆ = {k ∈ {0, . . . , n−1} | s(k) = 1}.
Note que ∆ 6= ∅, pues s(n − 1) = 1. Por otro lado, como ∆ ⊆ {0, . . . , n − 1}, se tiene
que ∆ es finito y distinto del vaćıo. De esta manera, es posible la siguiente definición
∆ = {χ0, . . . , χk} para alguna k ∈ ω, donde:



4.3. ALGUNAS OTRAS PROPIEDADES DEL ESPACIO 2ω 161

• χ0 es el mı́nimo de ∆.

• Si para j ∈ {0, . . . , k − 1}, χj está definido, entonces χj+1 es el mı́nimo elemento
de ∆ mayor que χj .

Observe que χk = n− 1. Ahora, definimos la relación t dada por:

• t(0) = χ0.

• Si para m ∈ {0, . . . , k − 1} tenemos definidos t(0), . . . , t(m), entonces:

t(m+ 1) = χm+1 − t(0)− . . .− t(m)− (m+ 1).

Probaremos que t es una función de la forma t : {0, . . . , k} → ω. Sea m ∈ {0, . . . , k}. Bas-
tará demostrar que t(m) ∈ ω, esto último lo haremos notar por inducción. Efectivamente,
note primero que t(0) = χ0 ∈ ω. Por otro lado, suponga que para m ∈ {0, . . . , k − 1} se
cumple que t(0), . . . , t(m) ∈ ω. Observe ahora que:

t(m+ 1) = χm+1 − t(0)− . . .− t(m)− (m+ 1) ∈ ω.

Pues si m = 0, entonces t(1) = χ1 − t(0) − 1 = χ1 − χ0 − 1 > 0. Mientras que si
m ∈ {1, . . . , k − 1}, entonces:

t(m+ 1) = χm+1 − t(0)− . . .− t(m)− (m+ 1)
= χm+1 − t(0)− . . .− t(m− 1)
−[χm − t(0)− . . .− t(m− 1)−m]− (m+ 1)

= χm+1 − χm − 1
> 0.

Luego, t(m + 1) ∈ ω. De esta manera, se concluye que t : {0, . . . , k} → ω es una
función. Luego, t ∈ ω<ω.

Note que para probar la continuidad de f , bastará ahora ver que f−1[Bs ∩ C0] = Bt.

Sea a ∈ f−1[Bs∩C0]. Entonces f(a) ∈ Bs∩C0. Primero notemos que f(a) : ω → {0, 1}
está dada por:

• f(a)(i) = 0, si i ∈ [0, a0 − 1] ∩ ω.

• f(a)(i) = 0, si i ∈ (a0 + . . .+ am +m, a0 + . . .+ am + am+1 +m] ∩ ω para alguna
m ∈ ω.

• f(a)(i) = 1, si i = a0 + . . .+ am +m para alguna m ∈ ω.
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Por hipótesis, tenemos que f(a)�n = s, entonces si i ∈ {0, . . . , n − 1}, se tiene que
f(a)(i) = s(i).

Queremos probar que para cada j ∈ {0, . . . , k}, se cumple que a(j) = t(j), esto
último lo haremos por inducción. Pero, antes de proceder a probarlo, demostraremos la
siguiente observación.

Observación(1): Para cada m ∈ {0, . . . , k}, χm = a(0) + . . .+ a(m) +m.

Efectivamente, haremos ver esta observación aplicando inducción. Primero veremos
que a(0) = t(0). Como χ0 6 n− 1, entonces f(a)(χ0) = s(χ0) = 1, luego f(a)(χ0) = 1.
De esta manera, χ0 = a(0)+. . .+a(m)+m para alguna m ∈ ω. Si suponemos que m > 0,
tenemos que n − 1 > χ0 = a(0) + . . . + a(m) + m > a(0), por lo que 1 = f(a)(a(0)) =
s(a(0)), luego s(a(0)) = 1. Pero χ0 es el mı́nimo natural tal que s(χ0) = 1. Por lo que
a(0) > χ0 > a(0), lo que es una contradicción. Por lo que se concluye que m = 0.

Por otro lado, suponga que para m ∈ {0, . . . , k − 1}, χm = a(0) + . . . + a(m) + m.
Entonces χm+1 > χm = a(0)+. . .+a(m)+m es el mı́nimo tal que s(χm+1) = 1. Además,
χm+1 6 n−1, por lo que f(a)(χm+1) = s(χm+1) = 1, entonces χm+1 = a(0)+. . .+a(ñ)+ñ
para alguna ñ ∈ ω. Pero:

a(0) + . . .+ a(ñ) + ñ = χm+1

> χm
= a(0) + . . .+ a(m) +m,

por lo que a(0) + . . .+a(ñ) + ñ > a(0) + . . .+a(m) +m. Demostraremos que ñ = m+ 1.
Si suponemos que ñ < m+ 1, entonces ñ 6 m, y como:

a(0) + . . .+ a(ñ) + ñ > a(0) + . . .+ a(m) +m,

tenemos que a(ñ) + ñ > a(ñ) + . . . + a(m) + m > a(ñ) + m, entonces ñ > m. De esta
manera, se tiene que ñ > m+ 1, lo que es una contradicción. Por lo tanto, ñ > m+ 1.

Por otro lado, si ñ > m+ 1, tenemos que:

n− 1 > χm+1

= a(0) + . . .+ a(ñ) + ñ
> a(0) + . . .+ a(m+ 1) + (m+ 1)
> a(0) + . . .+ a(m) +m
= χm,

por lo que s(a(0) + . . .+ a(m+ 1) + (m+ 1)) = f(a(0) + . . .+ a(m+ 1) + (m+ 1)) = 1,
pero ya hicimos notar que χm+1 > a(0) + . . .+ a(m+ 1) + (m+ 1) > χm, por lo que se
tiene que s(a(0) + . . . + a(m + 1) + (m + 1)) = 0, lo que es una contradicción. Por lo
tanto, ñ 6 m+ 1.
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Luego, ñ 6 m + 1 y m + 1 6 ñ, por lo que ñ = m + 1. De esta manera, hemos
probado que para cada m ∈ {0, . . . , k}, χm = a(0) + . . . + a(m) + m. Por lo tanto, la
observación es verdadera.

De esta manera, por la Observación (1), tenemos que χ0 = a(0) + . . .+ a(m) +m =
a(0), pero t(0) = χ0. Por lo tanto, t(0) = a(0).

Por otro lado, suponga que para m ∈ {0, . . . , k − 1} se cumple que:

a(0) = t(0), . . . , a(m) = t(m).

Entonces a(m+ 1) = t(m+ 1). Luego,

t(m+ 1) + t(0) + . . .+ t(m) + (m+ 1) = χm+1

= a(0) + . . .+ a(m+ 1) + (m+ 1),

por lo que t(m + 1) = a(m + 1). Por lo tanto, a ∈ Bt. Con lo que se concluye que
f−1[Bs ∩ C0] ⊆ Bt.

Ahora, probaremos que Bt ⊆ f−1[Bs ∩ C0]. Efectivamente, sea a ∈ Bt ⊆ N . Obvia-
mente, se tiene que f(a) ∈ C0, pues f [N ] = C0. Por lo que bastará probar que f(a) ∈ Bs.
Recordemos que l(s) = {0, . . . , n − 1}. Además, la función f(a) : ω → {0, 1} está dada
por:

• f(a)(j) = 0, si j ∈ [0, a0 − 1] ∩ ω.

• f(a)(j) = 0, si j ∈ (a0 + . . .+ am +m, a0 + . . .+ am + am+1 +m] ∩ ω para alguna
m ∈ ω.

• f(a)(j) = 1, si j = a0 + . . .+ am +m para alguna m ∈ ω.

Se probará que f(a)�n = s. Sea j ∈ {0, . . . , n − 1}. Por una lado, si j ∈ ∆. Como
para cada m ∈ {0, . . . , k}, χm = t(0) + . . . + t(m) + m y como a ∈ Bt. Tenemos que
a�l(t) = a�{0,...,k} = t. Luego, χm = t(0)+ . . .+ t(m)+m = a(0)+ . . .+a(m)+m, entonces
para cada m ∈ {0, . . . , k}, f(a)(χm) = f(a)(a(0) + . . . + a(m) + m) = 1 y s(χm) = 1.
Luego, para cada m ∈ {0, . . . , k − 1}, f(a)(χm) = s(χm).

Por otro lado, si j ∈ {0, . . . , n−1}\∆ = l(s)\∆, entonces s(j) = 0. Como j ∈ l(s)\∆
y χk = n − 1 > j, entonces existe χk0 ∈ ∆el mı́nimo tal que χk0 > j. En este punto
consideramos los siguientes casos.

Caso(1): k0 = 0. Entonces a(0) = χ0 > j, luego a(0) > j, por lo que 0 6 j 6 a(0)−1.
Por lo tanto, f(a)(j) = 0 = s(j).
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Caso(2): k0 6= 0. Entonces k0 − 1 > 0. Se tiene que χk0−1 < j, pues χk0 ∈ ∆ es el
mı́nimo tal que χk0 > j. Por lo tanto,

a(0) + . . .+ a(k0 − 1) + (k0 − 1) = χ(k0 − 1)
< j
< χ(k0)
= a(0) + . . .+ a(k0) + k0,

entonces a(0) + . . . + a(k0 − 1) + (k0 − 1) < j 6 a(0) + . . . + a(k0) + (k0 − 1). Luego,
f(a)(j) = 0.

De esta manera, se tiene que f(a)�n = s. Luego, Bt ⊆ f−1[Bs ∩ C0].
Como B = {Bs ∩ C0 | s ∈ 2<ω; s termina en 1} es base para C0, f [N ] = C0 y para

cada s ∈ 2<ω que termina en 1 existe t ∈ ω<ω tal que Bt = f−1[Bs ∩C0], se concluye que
f es una función continua.

Como ya probamos que f es continua e inyectiva, entonces para probar que f es un
homemorfismo sobre su imagen C0, bastará demostrar que f es una función abierta sobre
su imagen.

4.3.11. Lema. La función f es abierta.

Demostración. Sea t ∈ ω<ω. Para demostrar que f es abierta, bastará ver que f [Bs] es
un conjunto abierto en C0. Con esto en mente, observe primero que f [B∅] = f [N ] = C0,
por lo que en este caso, f manda al abierto B∅ a un abierto en la topoloǵıa de C0.

Por otro lado, suponga que t ∈ ω<ω \ {∅} es tal que l(t) = {0, . . . , n− 1} para alguna
n ∈ ω \ {0}. Entonces n− 1 > 0. Definimos s ∈ 2<ω dada por:

• s(j) = 0, si j ∈ [0, t0 − 1] ∩ ω.

• s(j) = 0, si j ∈ (t0+. . .+tm+m, t0+. . .+tm+tm+1+m]∩[0, t0+. . .+tn−1+(n−1)]∩ω
para alguna m ∈ {0, . . . , n− 1}.

• s(j) = 1, si j = t0 + . . .+ tm +m para alguna m ∈ {0, . . . , n− 1}.

Queremos probar que f [Bt] = Bs ∩ C0. Efectivamente, sea a ∈ f [Bt], entonces existe
b ∈ Bt tal que f(b) = a, de esta forma b�n = t. Mientras que f(b) : ω → {0, 1} está dada
por:

• f(b)(j) = 0, si j ∈ [0, b0 − 1] ∩ ω.

• f(b)(j) = 0, si j ∈ (b0 + . . . + bm + m, b0 + . . . + bm + bm+1 + m] ∩ ω para alguna
m ∈ ω.

• f(b)(j) = 1, si j = b0 + . . .+ bm +m para alguna m ∈ ω.
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Observación(1): Observe que f(b)�l(s) = s. Pues si j ∈ l(s), entonces tenemos los siguien-
tes tres casos.

Caso(1): j ∈ [0, t0 − 1] ∩ ω. Entonces s(j) = 0. Por otro lado, como b ∈ Bt, entonces
b(0) = t(0). De esta manera, j ∈ [0, b(0)− 1] ∩ ω, por lo que f(b)(j) = 0 = s(j).

Caso(2): j ∈ (t0 + . . .+tm+m, t0 + . . .+tm+tm+1 +m]∩ [0, t0 + . . .+tn−1 +(n−1)]∩ω
para alguna m ∈ {0, . . . , n− 1}. Entonces s(j) = 0. Como b ∈ Bt y l(t) = {0, . . . , n− 1},
tenemos que para cada m̃ ∈ {0, . . . , n− 1}, b(m̃) = t(m̃). De esta manera, tenemos que:

j > t(0) + . . .+ t(m) +m = b(0) + . . .+ b(m) +m.

Queremos probar que m + 1 6 n − 1. Primero suponga que m + 1 > n − 1, entonces
m > n− 1, y como m ∈ {0, . . . , n− 1}, tenemos que m = n− 1, entonces:

t(0) + . . .+ t(n− 1) + (n− 1) < j 6 t(0) + . . .+ t(n− 1) + (n− 1),

lo que es una contradicción. Por lo tanto, m+ 1 6 n− 1. Luego,

t(0) + . . .+ t(m) +m = b(0) + . . .+ b(m) +m

y t(0) + . . .+ t(m) + t(m+ 1) +m = b(0) + . . .+ b(m+ 1) +m,

por lo que b(0) + . . . + b(m) + m < j 6 b(0) + . . . + b(m + 1) + m. De esta manera, en
este caso, se tiene que f(b)(j) = 0 = s(j).

Caso(3): j = t0 + . . . + tm + m para alguna m ∈ {0, . . . , n − 1}. Entonces s(j) = 1.
Como b ∈ Bt y l(t) = {0, . . . , n − 1}, entonces t(0) = b(0), . . . , t(m) = b(m). Luego
j = b(0) + . . .+ b(m) +m. De esta manera, tenemos que f(b)(j) = 1.

Los tres casos anteriores garantizan que para cada j ∈ l(s), f(b)�l(s)(j) = s(j). Por
lo tanto, f(b)�l(s) = s. Es decir, f [Bt] ⊆ Bs ∩ C0.

Por otro lado, procedemos a probar que Bs ∩ C0 ⊆ f [Bt]. Para ello, sea a ∈ Bs ∩ C0.
Como a ∈ C0 = f [N ], entonces existe b ∈ N tal que f(b) = a ∈ Bs.

Observación(2): Se tiene que b ∈ Bt. Efectivamente, note primero que f(b) está dada
de la siguiente manera:

• a(j) = f(b)(j) = 0, si j ∈ [0, bo − 1] ∩ ω.

• a(j) = f(b)(j) = 0, si j ∈ (b0 + . . . + bm + m, b0 + . . . + bm + bm+1 + m] ∩ ω para
alguna m ∈ ω.
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• a(j) = f(b)(j) = 1, si j = b0 + . . .+ bm +m para alguna m ∈ ω.

Probaremos esta observación por inducción. Note primero que t(0) = b(0). Pues si
suponemos que t(0) > b(0), entonces b(0) ∈ [0, t(0)−1]∩ω ⊆ l(s). Luego 1 = f(b)(b(0)) =
s(b(0)) = 0, lo que es una contradicción. Por lo tanto, t(0) 6 b(0).

Mientras que si t(0) < b(0), entonces t(0) ∈ [0, b(0) − 1]. Luego 1 = s(t(0)) =
f(b)(t(0)) = 0, lo que es una contradicción, por lo que t(0) > b(0). De esta manera,
como t(0) 6 b(0) y b(0) 6 t(0), entonces b(0) = t(0).

Como t(0) = b(0). Tenemos que si n− 1 = 0, entonces b�1 = t.
Por otro lado, suponga que n − 1 > 1, entonces n − 2 > 0. Supóngase que para

j ∈ {0, . . . , n − 2} se cumple que b(0) = t(0), . . . , b(j) = t(j). Queremos probar que
b(j + 1) = t(j + 1). Para ello, definimos i = t(0) + . . . + t(j + 1) + (j + 1), entonces
s(i) = 1. Como i ∈ l(s), tenemos que f(b)(i) = 1. También, se tiene que:

i = t(0) + . . .+ t(j + 1) + (j + 1) > t(0) + . . .+ t(j) + j = b(0) + . . .+ b(j) + j

De esta manera, si suponemos que b(j + 1) > t(j + 1), entonces:

b(0) + . . .+ b(j + 1) + (j + 1) > t(0) + . . .+ t(j + 1) + (j + 1)
= i
> b(0) + . . .+ b(j) + j.

Luego f(b)(i) = 0, lo que es una contradicción. Por lo tanto, b(j + 1) 6 t(j + 1).
Ahora, si suponemos que b(j + 1) < t(j + 1), entonces:

b(0) + . . .+ b(j + 1) < t(0) + . . .+ t(j + 1)

Luego, b(0) + . . .+ b(j + 1) + 1 6 t(0) + . . .+ t(j + 1). Por lo que

b(0) + . . .+ b(j + 1) + (j + 1) 6 t(0) + . . .+ t(j + 1) + j.

De esta manera, se tiene que:

t(0) + . . .+ t(j) + j = b(0) + . . .+ b(j) + j
< b(0) + . . .+ b(j + 1) + (j + 1)
6 t(0) + . . .+ t(j + 1) + j.

Luego,

1 = f(b)(b(0) + . . .+ b(j + 1) + (j + 1)) = s(b(0) + . . .+ b(j + 1) + (j + 1)) = 0,

lo que es una contradicción. Por lo tanto, b(j+1) > t(j+1). De esta manera, se concluye
que t(j + 1) = b(j + 1). Por lo que b ∈ Bt. Es decir, b ∈ Bt ∩ C0.
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Por lo tanto, f es una función tal que para cada t ∈ ω<ω existe s ∈ 2<ω tal que
f [Bt] = Bs ∩ C0. Es decir, f es una función abierta sobre su imagen.

Por lo tanto, con toda la discusión anterior se ha demostrado el siguiente teorema
que esencialmente nos dice que el espacio de Baire es homeomorfo a un subespacio Gδ
de 2ω.

4.3.12. Teorema. Si f : N → C es una relación dada por:

∀x ∈ C : f(x) : ω → {0, 1} es una función dada por:

• Si j ∈ [0, x0 − 1] ∩ ω entonces f(x)(j) = 0.

• Si j ∈ (x0 + . . . + xm + m,x0 + . . . + xm + xm+1 + m] ∩ ω para alguna m ∈ ω,
entonces f(x)(j) = 0.

• Si j = x0 + . . .+ xm +m para alguna m ∈ ω, entonces f(x)(j) = 1,

donde para cada j ∈ ω, xj = x(j). Entonces f es un homeomorfismo sobre su imagen
f [N ] =

⋂
n∈ω{y ∈ C | ∃m > n tal que y(m) = 1} y f [N ] es un conjunto Gδ en C.
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Apéndice A

El principio de elecciones
dependientes

En este apartado exponemos brevemente algunos hechos relacionados con el principio de
elecciones dependientes.

Axioma de Elección (AE). Si A es una familia no vaćıa de conjuntos no vaćıos,
entonces existe una función s : A→

⋃
A tal que

∀a ∈ A : s(a) ∈ a.

Axioma de Elección Numerable (AEN). Si A es una familia a lo más infinita
numerable y no vaćıa de conjuntos no vaćıos, entonces existe una función s : A →

⋃
A

tal que
∀a ∈ A : s(a) ∈ a.

Principio de elecciones dependientes (ED). Para todo conjunto A 6= ∅ y toda
relación R ⊆ A×A tal que

∀a ∈ A ∃b ∈ A tal que bRa,

existe una función f : ω → A tal que

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Recordemos que a lo largo de todo el trabajo, para nosotros el conjunto ω se refiere
a los naturales incluyendo al número 0. Al conjunto ω \ {0} lo denotaremos por N.

A continuación haremos notar que ED es una consecuencia de AE.

A.0.13. Teorema. El axioma de elección implica el principio de elecciones dependien-
tes.
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Demostración. Sean A 6= ∅ y R ⊆ A×A tal que

∀a ∈ A ∃b ∈ A tal que bRa.

Para cada a ∈ A, consideramos al conjunto Aa = {b ∈ A | bRa}.
Además definimos a la familia ∆ = {Aa | a ∈ A}. Como A 6= ∅, existe â ∈ A, por

ello tiene sentido tomar Aâ; por lo tanto ∆ 6= ∅.
Por otro lado, sea a ∈ A, entonces existe b ∈ A tal que bRa, por lo que b ∈ Aa.
Por AE, tenemos que existe una función s : ∆→

⋃
∆ tal que

∀B ∈ ∆ : s(B) ∈ B.

Como A 6= ∅, existe â ∈ A.
Consideramos la función f : ω → A dada de la siguiente manera:

• f(0) = â

• Supóngase que f(n) está definida, entonces f(n+ 1) = s(Af(n)).

Sea n ∈ ω, tenemos que f(n+ 1) = s(Af(n)) ∈ Af(n), de aqúı que f(n+ 1)Rf(n).
Por lo tanto se tiene que AE implica ED.

A.0.14. Definición. Sea A una familia d conjuntos. Una función de elección para A
es una función f : A→

⋃
A tal que

(∀x ∈ A, x 6= ∅)(f(x) ∈ x).

Si es que solamente queremos considerar ED en lugar de AE, el siguiente teorema
nos será muy útil a lo largo de la discusión. Cabe mencionar que a partir de este punto
las demostraciones de los teoremas se harán considerando únicamente ED, a menos que
se diga lo contrario.

A.0.15. Teorema. Habiendo ED, toda familia numerable no vaćıa de conjuntos no
vaćıos tiene una función de elección.

Demostración. Sea A una familia numerable no vaćıa de conjuntos no vaćıos.

Caso(1): A es finita.

Si |A| = 1, tendŕıamos que A = {A}, donde A 6= ∅, entonces existe a ∈ A. Definimos
s : A →

⋃
A dada por s(A) = a.

Supóngase que para cada familia A 6= ∅, con cardinalidad n, de conjuntos no vaćıos
existe una función sA : A →

⋃
A tal que

∀A ∈ A : sA(A) ∈ A.
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Sea B 6= ∅, con cardinalidad n+ 1, una familia de conjuntos no vaćıos. Sabemos que
para |B| = 1 se satisface, aśı pues, supongamos que n > 2. Fijemos un elemento B ∈ B.
Entonces B \ {B} 6= ∅. Además |B \ {B}| = n y tiene conjuntos no vaćıos, de aqúı que
exista una función s : B \ {B} →

⋃
(B \ {B}) tal que

∀b ∈ B \ {B} : s(b) ∈ b

Como B 6= ∅, se tiene que existe β ∈ B. Definimos la función σ : B →
⋃
B dada por:

σ(b) =

{
s(b) si b ∈ B \ {B},
β si b = B.

Obteniendo de esta manera el resultado para familias finitas.

Caso(2): A es infinita.

Supóngase que A = {An}n∈ω. Para cada m ∈ ω \ {0}, B denotará a la familia de
todas las funciones de elección sobre {A0, . . . , Am−1} ⊆ A.

Como A0 6= ∅, tenemos que existe â ∈ A0. Definimos la función ŝ : {A0} →
⋃
A

dada por ŝ(A0) = â, por lo tanto B 6= ∅.
Consideramos sobre B la relación R:

• Sean h : {A0, . . . , Am−1} →
⋃
A, g : {A0, . . . , An−1} →

⋃
A elementos del conjunto

B. Escribiremos hRg si y sólo si:

1. g ⊆ h,

2. m = n+ 1.

Sea g ∈ B. Supóngase que g : {A0, . . . , Am−1} →
⋃
A. Como Am 6= ∅, tenemos que

existe â ∈ Am.
Definimos h : {A0, . . . , Am} →

⋃
A dada por:

h(Aj) =

{
g(Aj) si j ∈ {0, . . . ,m− 1},
â si j = m.

Observamos que g ⊆ h y h ∈ B. Aśı pues, por el Principio de Elecciones Dependientes,
existe una función f : ω → B tal que

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Tomamos en cuenta a F =
⋃
n∈ω f(n) : A →

⋃
A. Es decir, si a ∈ A entonces existe

n ∈ ω tal que F (a) = (f(n))(a). Note que F es una función, pues para cada n ∈ ω,
f(n+ 1)Rf(n). Por lo tanto, se satisface que:

∀A ∈ A : F (A) ∈ A.
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Por lo que F : A →
⋃
A. es una función de elección sobre A.

El teorema anterior nos permite utilizar al axioma de elección numerable (AEN) en
nuestra discusión. Como no suponemos AE, es importante precisar lo que es un conjunto
infinito.

A.0.16. Definición. X es un conjunto infinito si no existen funciones biyectivas de X
en un número natural.

Con esto en mente demostraremos el siguiente teorema.

A.0.17. Teorema. Habiendo ED, todo conjunto infinito tiene un subconjunto infinito
numerable.

Demostración. Sea X un conjunto infinito. Consideramos

A = {f : {0, . . . , n− 1} → X|n ∈ ω \ {0} y f es inyectiva}.

Como X es infinito, X 6= ∅, por lo que existe x ∈ X. Notemos que la función h : {0} → X
dada por h(0) = x pertenece al conjunto A.

Sobre A definimos la relación R:

• Sean f : {0, . . . , n − 1} → X, g : {0, . . . ,m − 1} → X elementos del conjunto A.
Escribiremos fRg si y sólo si:

1. f ⊇ g,

2. n = m+ 1.

Sea g : {0, . . . , n−1} → X ∈ A, entonces g es inyectiva. Note que si para toda x ∈ X
existe j ∈ {0, . . . , n − 1} tal que g(j) = x, entonces g seŕıa biyectiva y, por lo tanto, X
seŕıa finito. Por lo cual existe x ∈ X tal que ∀j ∈ {0, . . . , n− 1}, g(j) 6= x.

Definimos h : {0, . . . , n} → X dada por:

h(j) =

{
g(j) si j ∈ {0, . . . , n− 1},
x si j = n.

Por ED, existe una función f : ω → A tal que

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Tomemos F =
⋃
n∈ω f(n) : ω → X. Note que F es inyectiva, pues si x, y ∈ ω son tales

que F (x) = F (y), entonces existen nx, ny ∈ ω tales que f(nx)(x) = f(ny)(y). Supóngase
que nx 6 ny, por lo que f(ny)(y) = f(nx)(x) = f(ny)(x), y con ello, x = y. Observe
ahora que F [ω] ⊆ X y que ℵ0 = |ω| = |F [ω]|.
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A.0.18. Teorema. Habiendo ED, toda unión numerable de conjuntos numerables es
numerable.

Demostración. Primero haremos la siguiente observación: Si X es un conjunto nu-
merable, entonces ó existe una función φ : ω → X biyectiva ó existe una función φ :
{0, . . . , n− 1} → X biyectiva para alguna n ∈ ω (donde, para n = 0, {0, . . . , n− 1} = ∅).
En ambos casos, la función φ es suprayectiva.

Sea {Si}i∈ω tal que para cada i ∈ ω, Si es numerable. Sea S =
⋃
i∈ω Si. Como para

cada i ∈ ω, Si es numerable, entonces para cada i ∈ ω, tomamos una única función
suprayectiva ψi : ω → Si.

Consideramos la función ψ : ω × ω → S, dada por ψ(i, n) = ψi(n), la cual es
suprayectiva.

En la Sección 2.3 se prueba que existe una función que hace semejante a ω × ω con
ω utilizando solamente ED, por lo que tendŕıamos que existe una función suprayectiva
φ : ω → ω × ω. Consideramos ψ ◦ φ : ω → S, la cual seŕıa suprayectiva. Por lo tanto,
|S| 6 |ω| = ℵ0.

La siguiente definición tiene cierta relación con ED, la cual se hará notar con el
teorema que le sigue.

A.0.19. Definición. Una relación bien fundada sobre un conjunto X es una relación
binaria R sobre X tal que para todo subconjunto no vaćıo S de X, hay un elemento m
en S tal que ningún s en S cumple sRm.

A.0.20. Teorema. Si A es un conjunto no vaćıo y R ⊆ A × A es una relación en A.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) R está bien fundada.

(2) No existe ninguna función f : ω → A para la cual se cumpla que:

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Demostración. (1)⇒ (2)] Supóngase que existe una función f : ω → A tal que

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).

Entonces, ∅ 6= f [ω] ⊆ A. Si m ∈ f [ω], entonces existe n ∈ ω tal que f(n) = m, por otro
lado f(n+ 1)Rf(n) = m, por lo tanto, R no está bien fundada.

(2)⇒ (1)] Supóngase que existe B 6= ∅ y B ⊆ A tal que

∀m ∈ B ∃s ∈ B tal que sRm.
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Entonces B y R ∩ (B × B) satisfacen la hipótesis de ED, aśı pues, existe una función
f : ω → B tal que

∀n ∈ ω : f(n+ 1)Rf(n).
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[3] F. Hernández, Teoŕıa de Conjuntos (una introducción), Sociedad Matemática
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