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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es desarrollar herramientas numéricas para caracterizar masas térreas
heterogéneas en relacion con sus conductividades hidraulicas desde una perspectiva de analisis
probabilista. Las herramientas propuestas se pueden utilizar para simular campos aleatorios
condicionales a mediciones de la conductividad hidraulica y a historias de cargas hidraulicas. El
documento se dedica primero a discutir el concepto de dependencia que se define en el contexto
de los campos aleatorios y luego presenta los fundamentos tedricos del modelo utilizado para
representar la incertidumbre asociada a la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica en
las masas de suelo. Para caracterizar masas de suelo tomando en cuenta observaciones
disponibles de la carga hidraulica, se propone una técnica de modelacion inversa basada en el
método conocido como filtro de Kalman ensamblado. Tanto la téenica original como la que se
propone se utilizan para simular campos aleatorios condicionales a historias de cargas
hidraulicas. Las herramientas desarrolladas se validan con experimentos numéricos. En uno de
los experimentos, los campos aleatorios condicionales se utilizan para pronosticar velocidades
de filtracion en la seccion transversal del nucleo interno de una presa de tierra idealizada con el
proposito de identificar trayectorias preferenciales de filtracion. Se considera ademas la
caracterizacion de acuiferos hipotéticos heterogéneos en una y dos dimensiones. La
presentacion de esta investigacion finaliza con conclusiones generales y recomendaciones que
intentan motivar futuras investigaciones.



ABSTRACT

The object of this thesis is to develop numerical tools to characterize heterogeneous soil masses
with respect to their hydraulic conductivitics from a probabilistic perspective of analysis. The
proposed tools can be used to simulate site-specific realizations of random fields conditional to
measurements of hydraulic conductivity and histories of hydraulic heads. The document is first
devoted to discus the concept of dependence that is defined in the context of random fields then
theoretical concepts of the model adopted to represent uncertainty due to spatial variability of
the hydraulic conductivity of soil masses is presented. To characterize soil masses taken into
account available hydraulic head observations, an inversion technique based on the so-called
Ensemble Kalman Filter method is proposed. Both the original and the propose techniques are
used to simulate conductivity random fields conditional to histories of hydraulic heads. The
developed tools are validated through numerical experiments. In one experiment, the
conditional conductivity fields are used to predict seepage velocities in a transversal cross-
section of the internal core of an idealized carth dam for the purpose of identifying preferential
seepage paths. The characterization of non-homogeneous 1D and 2D hypothetic aquifers is also
considered. The presentation of this research finalizes with general conclusions and
recommendations that attempt to motivate future investigations.
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INTRODUCCION

Motivacion

La conductividad hidraulica de las masas térreas es muy sensible a variaciones de estructura
interna. En un mismo tipo de suelo, la conductividad hidraulica puede diferir en varios 6rdenes
de magnitud. Las mediciones de campo muestran claramente que estas variaciones son la regla
y no la excepcion. Este hecho se cumple tanto en las formaciones naturales como en los
materiales mecanicamente estabilizados en donde las heterogeneidades son favorecidas,
principalmente, por las propiedades intrinsecas de los materiales en los bancos de préstamo y
por las imperfecciones cometidas durante la colocacion de los mismos. Ademas, el nimero de
mediciones disponibles para determinar la conductividad hidraulica de una masa de suelo en un
sitio especifico suele ser limitado. En consecuencia, las propiedades hidraulicas de las masas de
suelo son tan inciertas que se pueden caracterizar mejor desde una perspectiva probabilista.

Los modelos numéricos se utilizan con frecuencia para analizar el flujo de agua en suelos en los
casos de interés practico. Estos modelos permiten incorporar en los anélisis la heterogeneidad
del medio. En los casos de la prictica, la presencia de heterogencidades es critica para el
correcto funcionamiento o incluso la seguridad de las masas térreas sujetas a filtracion de agua.
K. V. Terzaghi por ejemplo advirtid que detalles geoldgicos aparentemente insignificantes
frecuentemente condicionan el comportamiento de la masa térrea. Ante estas condiciones, es
inconveniente continuar simplificando los analisis de flujo de agua utilizando valores medios en
dominios homogéncos idealizados.

Definicion del problema

Un caso particular de alta relevancia practica en ingenieria geotécnica es la identificacion de
trayectorias preferenciales de filtracion en el nacleo interno de las presas de tierra. En medios
heterogéneos, €l movimiento del fluido se concentra a lo largo de trayectorias preferenciales con
menor resistencia al paso del mismo. La existencia de zonas mas permeables en presas de tierra
tiene diversos origenes. Pueden ser el resultado de la colocacion de un material mas grueso que
el especificado o el de una compactacion inadecuada, por mencionar sélo algunos.

Si bien la existencia de trayectorias preferenciales de filtracion en presas de tierra no
necesariamente implica una condicidn de inestabilidad, ésta puede sefialar el riesgo de erosion
interna o la presencia de agrietamiento interno. En ¢l caso de un comportamiento inadecuado de
los filtros, la filtracidon preferencial puede facilitar el desarrollo de un proceso de tubificacion.
La tubificacion ha sido la principal causa de falla en presas de tierra. Por lo tanto, la deteccion



de trayectorias preferenciales de filtracion en su estado incipiente es de alta relevancia en la
ingenieria de presas de tierra.

Contribucion

El objetivo de esta tesis es desarrollar herramientas numéricas para caracterizar masas térreas
heterogéneas en relacion con sus conductividades hidraulicas desde una perspectiva de analisis
probabilista. Las herramientas propuestas sc utilizarin para simular campos aleatorios
condicionales a mediciones de la conductividad hidraulica y/o a historias de cargas hidraulicas.
Las herramientas desarrolladas durante la presente investigacion se validarin con experimentos
numéricos. En uno de los experimentos, se generaran campos aleatorios de la conductividad
hidraulica condicionados por historias de cargas hidraulicas para pronosticar velocidades de
filtracién en la seccidn transversal del nucleo interno de una presa de tierra idealizada con el
proposito de identificar trayectorias preferenciales de filtracion.

Se espera que las herramientas propuestas complementen al experimentado criterio ingenieril
durante la tarea de identificacion de trayectorias preferenciales de filtracion en presas de tierra y
ayuden al ingeniero en la toma de decisiones en relacion con la seguridad de dicho tipo de
presas.

Organizacion del escrito

La presentacion de esta investigacion se ha organizado en cinco capitulos. En el capitulo 1 se
discute el concepto de dependencia multi-gaussiana en el contexto de los campos alecatorios
espaciales. El capitulo 2 presenta el modelo de campo aleatorio adoptado para modelar la
heterogeneidad en la conductividad hidraulica y propone un algoritmo de simulacidon de campos
aleatorios. En el capitulo 3 se propone una extension al filtro de Kalman ensamblado v se
discute su desempefio en relacion con la técnica original. La caracterizacion de la conductividad
hidraulica de un acuifero heterogéneo se efectiia en el capitulo 4. En el capitulo 5 se exploran
los beneficios de utilizar historias piezométricas en la caracterizacion de un campo no multi-
gaussiano de conductividades que simula zonas continuas de conductividades hidraulicas en el
nicleo interno de una presa de tierra idealizada. El escrito finaliza con las conclusiones
generales y algunas recomendaciones que pretenden orientar futuras investigaciones.

XX



CAPITULO 1

FLUJO DE AGUA EN MEDIOS
ALEATORIOS CONTINUOS: UNA
REVISION DEL CONCEPTO DE
DEPENDENCIA MULTI-GAUSSIANA

La conductividad hidraulica de los suelos se puede determinar por lo menos en tres direcciones
principales de anisotropia por medio de cualquier experimento estandarizado bien establecido.
Sin embargo, en la practica ésta se mide con frecuencia en un nimero limitado de ubicaciones
dentro de la region de interés tratandola como una cantidad escalar, es decir, no como un tensor.
Como una regla mas que una excepeidn, las mediciones de la conductividad hidraulica de los
suelos exiben variaciones espaciales o heterogeneidades considerables aun en formaciones
razonablemente “homogéneas™. Se observa que es muy dificil describir esta variablidad espacial
en forma determinista a partir de un nimero reducido de mediciones. Analisis estadisticos de
mediciones realizadas en diferentes sitios han mostrado sin embargo que tales variaciones
espaciales presentan cierta estructura u organizacion.

Hoy en dia se acepta ampliamente que la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica de
los suclos se puede interpretar, para fines practicos, como una realizacién de un campo aleatorio
(Dagan, 1989, Ghelar, 1993; Zhang, 2002; Rubin, 2003). Los parametros del campo alcatorio se
pueden estimar a partir de las muestras locales tomadas de la realizacion misma bajo la hipétesis
de ergodicidad. 1.a estructura de variabilidad espacial del campo aleatorio puede ser descrita por
medio de funciones de covarianza. El concepto de variograma tambien puede ser Gtil en ciertas
circunstancias. Iiste fue introducido por Matheron (1967) quién sugirié ademas utilizar la
técnica del Kriging con el propdsito de interpolar espacialmente entre mediciones. Todos estos
conceptos relevantes forman parte de lo que se denomina geoestadistica.

Con el propdsito de modelar la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica de los
suelos, un enfoque estocastico involucra entonces a un modelo probabilista llamado campo
aleatorio. Una o mas propiedades hidraulicas se pueden modelar mediante campos aleatorios.
Las ecuaciones de flujo de agua en suelos dentro de este enfoque se convierten en ecuaciones
diferenciales estocdsticas. Variables dependientes del flujo tales como la carga hidraulica y
velocidad de filtracion seran también campos aleatorios. Tales campos pueden depender ademas
del tiempo y se denominan campos aleatorios espacio-temporales. la solucion de las



ecuaciones estocasticas permitira cuantificar la incertidumbre en la respuesta de las variables
dependientes del flujo. La incertidumbre surge por el hecho de que la distribucion espacial de
las conductividades hidraulicas dentro de la region de flujo no puede ser determinada por
completo. El tema central en este enfoque no es la solucidn exacta de las ecuaciones estocasteas
del flujo de agua sino la asignacién de los valores de la conductividad hidraulica al modelo
ademas de la cuantificacion de la incertidumbre en las variables dependientes del flujo.

Se han desarrollado diferentes métodos para resolver ecuaciones estocasticas del flujo de agua
en suelos. Entre ellos: 1) Métodos basados en las técnicas de perturbaciones; 2) Métodos
basados en las técnicas espectrales y 3) Métodos basados en las técnicas de Monte Carlo. Un
repaso de estas técnicas se puede consultar en Zhang (2002); Lu y Zhang (2004). Se han
desarrollado variantes de los métodos basados en las técnicas de perturbaciones con la intencion
de mejorar la eficiencia computacional del método (Gainis et al., 2008). Los métodos basados
en las técnicas de perturbaciones consisten basicamente en evaluar los cambios en la respuesta
debidos a variaciones alrededor del valor medio de la conductividad hidraulica. En un enfoque
espectral el campo aleatorio de la conductividad hidriulica se representa en un espacio de
funciones por medio de un desarrollo en serie de Karhunen-Loeve y €l campo de la respuesta
por medio de un desarrollo de lo que se denomina caos polinomial.

En las técnicas de simulacion o de Monte Carlo se simula primero una realizacion particular del
campo aleatorio de la conductividad hidraulica y se resuelven numéricamente las ecuaciones
deterministas del problema, ya sea por medio de diferencias finitas o elementos finitos. Este
proceso se repite un cierto nimero de veces hasta que se definan tendencias estadisiticas
suficientemente aproximadas de la variabilidad de las variables dependientes del flujo. Esta es,
por tanto, una técnica que consume bastante tiempo de calculo a pesar de que la capacidad de
los equipos modernos de computo continfla en aumento v a pesar de que s¢ han propuesto
métodos de reduccidn de varianza (Curtis, 1949; Yamasaki er al, 1988; Aravujo y Awruch,
1994). Con frecuencia se prefiere un esquema basado en simulaciones en lugar de otro basado
en perturbaciones o en el enfoque espectral, debido a que estas Gltimas técnicas sélo son
aproximaciones basdas en el conocimiento de los primeros momentos del campo aleatorio, lo
que supone implicitamente que el campo aleatorio es multi-gaussiano y ademas porque tales
técnicas proveén soluciones suavisadas.

La técnica de simulaciones o de Monte Carlo aplicada a la solucion de problemas de flujo de
agua en suclos consiste en tres ectapas principales (Fig. 1): 1) Generar un nimero
suficientemente grande de realizaciones del campo aleatorio adoptado para representar
heterogeneidad; 2) Resolver las ecuaciones deterministas del fluyjo de agua en suelos con los
valores de cada una de las realizaciones en el ensamble y 3) Cuantificar la incertidumbre en las
variables dependientes del flujo a través de un analisis estadistico.

g ™ 7 AN h
ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 3
A, A M A A A
GENERAR REALIZACIONES DEL RESOLVER LAS ECUACIONES DEL CUANTIFICAR LA INCERTIDUMBRE
CAMPOQ ALEATORIO MODELO DE FILTRACION EN LA RESPUESTA DEL MODELO
. /N RN /

Fig. 1.1 Principales etapas involucradas en un enfoque probabilista basado en simulaciones.

En un enfoque estocastico, ¢l campo aleatorio multi-gaussiano es el modelo mas cominmente
adoptado para representar la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica. El objetivo



principal de este capitulo es discutir la conveniencia del modelo. La discusion se basa en el
estudio de sus caracteristicas de dependencia. Primero se introduce formalmente el concepto de
campo aleatorio, después se presenta el caso particular del campo aleatorio multi-gaussiano.
Posteriormente se establece la necesidad de considerar dependencia no multi-gaussiana para
representar la heterogeneidad de la conductividad hidraulica de los suelos. El capitulo finaliza
con las conclusiones principales del tema.

1.1 El concepto de campo aleatorio

En esta seccion se presenta una revision de las definiciones principales involucradas en el
concepto de campo aleatorio.

1.1.1 Definiciones

Una funcion aleatoria es una coleccion indexada de variables aleatorias. Cuando el indice es
espacial multi-dimensional, una funcién aleatoria se denomina también campo aleatorio. Este es
de hecho un modelo probabilista que representa fendmenos que varian en el espacio tal como la
distribucion de valores de la conductividad hidriulica en una regién de interés. En un campo
aleatorio, a cada punto sobre el espacio se le asocia una variable aleatoria simple, por ello,
globalmente es un conjunto de variables aleatorias. A cada punto en el espacio, no le
corresponde solo un valor de la propiedad sino todo un conjunto de valores. Desde una
perspectiva probabilista, el valor observado en una ubicacion particular es considerado una
muestra de su funcién de probabilidad. Una configuracién espacial especifica de valores se
denomina realizacion del campo aleatorio. Un campo aleatorio puede ser considerado entonces
como un conjunto de realizaciones (ensamble).

1.1.2 Bstructura espacial

La estructura espacial de un campo aleatorio se puede describir por medio de functiones de
autocovarianza. Una funcion de autocovarianza expresa la dependencia lineal entre variables
aleatorias separadas por un vector dado. Una funcidn de autocovarianza estandarizada llamada
correlograma también se puede utilizar para los mismos propositos. El correlograma describe la
dependencia por medio de un coeficiente de correlacidn lineal, formalmente el coeficiente de
correlacion lineal de Pearson. En geoestadistica, especialmente en las aplicaciones mineras, se
utiliza con frecuencia el concepto de variograma (varianza del campo incremental). En campos
aleatorios, la funcion de autocovarianza y el variograma podrian variar segin diferentes
direcciones. En tal caso se dice que el campo aleatorio es anisoiropo.

En la practica, la funcién de autocovarianza se estima a partir de las observaciones como parte
de un proceso conocido como andlisis estructural del campo. En este contexto la funcion recibe
el nombre de autocovarianza muestral o experimental. En modelaciones con campos aleatorios
se tiene que ajustar un modelo de autocovarianza tedrico a la version experimental. Se dice que
una funcién de covarianza tedrica es valida cuando la matriz de varianzas-covarianzas del
campo aleatorio resulta ser positiva definida. Esto se debe cumplir ademas para cualquier
combinacidn lineal de tales modelos validos. Los modelos de covarianza validos mas utilizados
en la practica son (Deutsch y Journel, 1998): el exponencial’, el esférico’, el gaussiano® y el de
“efecto pepita™ (nugget effect). Estos modelos se pueden especificar a través de pardmetros
tales como varianza y escala de correlacion, excepto €l modelo de effecto pepita cuya escala de

' C,(h=c"exp(-3ha)

? ConM)=0(1.5Wa-0.5(ha)’) si h=ay Cyu(h)=c® si hza

? Cgs(h)=ozexy(—3h2/az) .

! Cre(h)=0" st h=0y C,,(h)=0 si h>0

donde: & es la varianza del campo aleatorio y @ es un pardmetro que representa el rango de correlacién.



correlacion es nula. Este utlimo se utiliza para representar la incertidumbre que afecta a lasg
mediciones.

La escala de correlacion es la distancia en la que ¢l valor de la correlacion en el correlograma
alcanza el cero. Sin embargo, los modelos asintoticos exponenciales y gaussianos alcanzan el
valor de correlacion nula en el infinito. En estos casos se ha propuesto una definicién practica
de la escala de correlacion llamada algunas veces escala efectiva (Deutsch y Journel, 1992).
Esta se define como la distancia en la que se ha perdido el 95% de la correlacion.

1.1.3 Estacionariedad y ergodicidad

Se dice que un campo aleatorio es estacionario en el sentido estricto dentro de la region A4, si
sus funciones de distribucion n-variadas son invariantes ante cualquier traslacién en tal espacio
para cualquier valor de #n. Se dice que el campo aleatorio es estacionario de orden N cuando
todas las distribuciones de probabilidad n-variadas son invariantes ante cualquier traslacion en
el espacio A donde n=N. Si el valor esperado es constante en todo el dominio y la funcion de
autocovarianza solo depende de la separacion entre los puntos en lugar de sus ubicaciones
reales, se dice que el campo aleatorio es estacionario en el sentido amplio. Un campo
estacionario de segundo orden es ademis estacionario en el sentido amplio, pere lo opuesto no
necesariamente se cumple porque los primeros momentos no pueden revelar informacion acerca
de la distribucion de probabilidad bivariada, excepto en el caso gaussiano.

En el caso especial de que las estadisticas del campo aleatorio se puedan obtener a partir de una
realizacion nica, se dice que el campo es ergddico. En otras palabras, la hipdtesis de
ergodicidad permite que los descriptores del campo aleatorio sean estimados a partir de
promedios espaciales en lugar de promedios de realizaciones.

1.2 El campo aleatorio multi-gaussiano

El campo aleatorio multi-gaussiano es por mucho el modelo de funcion aleatoria continua mas
utilizado para representar heterogeneidad en la conductividad hidraulica. En esta seccidon se
introduce su definicion formal asi como las razones por las que se justifica en situaciones
practicas.

1.2.1 Definicion

Un campo aleatorio se denomina mudti-gaussiano si y solo si las variables aleatorias son
conjuntamente gaussianas para cualquier conjunto de # puntos. Por lo tanto, una distribucion
marginal gaussiana s una condicidn necesaria pero no suficiente para que un campo aleatorio
sea multi-gaussiano. Condiciones necesarias adicionales son que las distribuciones de
probabilidad multivariadas, es decir, la bivariada, trivariada,..., n-variada sean tambien
gaussianas.

1.2.2 Justificacion prdctica

En situaciones practicas, un modelo de campo aleatorio multi-gaussiano frecuentemente se
considera adecuado para modelar incertidumbre por variabilidad espacial. Comunmente el
modelo se justifica con algun tipo de comportamiento estacionario en el sentido amplio de las
observaciones del campo. Pero, si nos referimos a los hechos, con frecuencia las mediciones
disponibles impiden inferir momentos estadisticos superiores a los de orden dos. Por lo tanto, en
muchas ocaciones un campo aleatorio multi-gaussiano no puede ser justificado en la practica.

En el caso de las conductividades hidraulicas saturadas, se ha observado que el histograma se
puede representar con suficiente aproximacion por medio de una distribucion de probabilidad
lognormal. Esto se ha verificado en el estudio de diferentes formaciones geoldgicas (p. ¢j. Law



(1944), Davis (1969); Hoeksema y Kitanidis, (1985); Fogg (1986); Woodbury y Sudicky
(1991), Lopez-Acosta v Auvinet, 2011). Por lo tanto, se aplica cominmente la siguiente
transformacion a la conductividad hidraulica saturada &,

y=nn(k,) (L.1)

La distribucion univariada empirica de los valores de y se podra describir entonces con una
distribucion gaussiana (normal).

No obstante, una distribucion marginal gaussiana no implica una distribucion multi-gaussiana.
Con frecuencia, este hecho se pasa por alto en estudios numéricos del flujo de agua en suelos
con permeabilidad aleatoria (p. ej. Griffiths y Fenton, 1993, 1997; Fenton y Griffiths, 1997; Gui
et al., 2000; Lopez-Acosta y Auvinet, 2003, 2004; Ahmed, 2009). En estos casos, ¢l interés se
limita a dos temas: 1) El método de simulacion del campo aleatorio y 2) El método utilizado
para resolver las ecuaciones estocasticas del flujo de agua. La conveniencia del modelo de
campo aleatorio utilizado para representar la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica
con frecuencia es desatendida. Las caracteristicas de la estructura espacial de un campo
aleatorio multi-gaussiano se discuten a continuacion.

1.3 Caracteristicas de la dependencia multi-gaussiana

En esta seccion se discuten las caracteristicas de la estructura espacial o dependencia de los
campos aleatorios multi-gaussianos. Por razones practicas, la discusion se limita al caso
bivariado. Las caracteristicas que se analizan son: la estructura de correlacion, la propiedad de
simetria, la propiedad de entropia y la propiedad de conectividad.
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Fig. 1.2 Coeficiente de correlacion lineal entre vanables aleatorias log-normales como una funcion del
coeficiente de correlacion lineal entre variables aleatorias normales con distintas varianzas. Se muestra
una linea nterrumpida con pendiente 1:1 para referencia.

1.3.1 Correlacion

El coeficiente de correlacion lineal no es invariante ante transformaciones no lineales del tipo de

la ec. 1.1. El coeficiente de correlacion p,(-) de un par de variables aleatorias lognormales
(Z1,Z,) esta dado por (Mood and Graybill, 1963):



pul2.2,)=—1 e-L+1) (12)

donde &%, vy p, son la varianza v el coeficiente de correlacién lineal de las variables aleatorias
normales asociadas, respectivamente. Un grafico de la ec. 1.2 se muestra en la Fig. 1.2. Sélo se
muestra la rama positiva de la correlacion. Para referencia se indica ademas una linea
interrumpida con pendiente 1:1. Se observa que el coeficiente de correlacion lineal no es el
mismo entre las variables de tales distribuciones excepto en cero vy uno. Por lo tanto, los
correlogramas de &, vy de y en la ec. 1.1 son diferentes. Las diferencias entre las correlaciones
llegan a ser importantes conforme la varianza aumenta, es decir, cuando la heterogencidad es
mayor.

1.3.2 Simetria

En un campo aleatorio multi-gaussiano la funcién de autocovarianza define univocamente la
estructura espacial de todas las clases’. Para ilustrar este hecho, considérense las siguientes
definiciones. A cualquier campo aleatorio Z(x) le corresponde una serie de campos alecatorios
indicadores /(x,z) definidos para cada valor del umbral z como: /(x,2)=1 s1 Z(x)<z 0 /(x,2)=0 en
cualquier otro caso.

La descomposicion del campo aleatorio Z(x) en una serie de campos aleatorios indicadores
I(x;z) permite asignar una estructura espacial especifica a cada clase de valores z(x). Tales
campos aleatorios indicadores se pueden visualizar como campos aleatorios binarios
coexistentes.

El conjunte de covarianzas indicadoras de un campo aleatorio bivariado gaussiano ha sido
dertvado analiticamente. La covarianza C(h;z) del indicador /(x;z), denominada covarianza
indicadora, de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) se relaciona con el correlograma
A(h) de Z(x) por medio de (Abramovitz y Stegun, 1964; Chilgs y Delfiner, 1999):

»(h) 2
C(h;z)—% j exp(— = Jd_u (1.3)
0

14+u ‘\’1—1/{2

Se pueden obtener soluciones de la ec. 1.3 para diferentes correlogramas p(h), por ejemplo, para
los correlogramas exponencial, esférico y gaussiano, y también en funcién de los cuantiles g
definidos como: g=G(z), donde G(z) es la funcion de distribucion acumulativa gaussiana y z es
el cuantil g de Z. Estas soluciones se grafican en la Fig. 1.3 y en la Fig. 1.4, respectivamente. La
escala de correlacion en todos los correlogramas es unitaria. En la Fig. 1.3 los resultados se
expresan en funcion de la covarianza indicadora estandarizada lamada correlograma indicador.
El correlograma indicador se define como: p(h;z)=Cth;z)/C(0,z); donde: C(0;2)=g(1-g), es la
varianza del campo aleatorio indicador.

La Fig. 1.4 muestra correlogramas indicadores en function de los cuantiles g asociados al
umbral z para diferentes distancias. Se puede observar que la correlacion es maxima en el
cuantil 0.5 y que decrece simétricamente conforme el umbral se aproxima a los valores
extremos de 0 y 1 para todos los correlogramas de Z(x). Esto significa que la estructura espacial
en los valores extremos tiende al “efecto pepita” (“ruido blanco’) mientras que los valores
medios presentan una estructura fuertemente correlacionada. Note que la estructura espacial de
las diferentes clases no se puede modificar introduciendo un correlograma diferente para Z(x),
porque esta estructura queda definida por la ley de probabilidad bivariada gaussiana.

3 Una clase se define como un intervalo de valores en la distribucién marginal del campo.
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Fig. 1.3 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en funcion de la
distancia. Para un correlograma exponencial (izquierda), un correlograma esférico (centro) y un
correlograma gaussiano (derecha).
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Fig. 1.4 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en funcion del cuantil
¢ asociado al umbral z. Para: h=0.05 (izquierda), h=0.5 (centro) y h=0.9 (derecha).
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Fig. 1.5 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en funcion del
correlograma de Z(x). Para los correlogramas: exponencial (izquierda), esférico (centro) v gaussiano
(izquierda).

La figura 1.5 presenta valores del correlograma indicador pfh;z) en los cuantiles 0.5, 0.8 y
0.9999, ahora en funcidn del correlograma de Z(x). Note que cada valor de plh) se puede
asociar con una distancia. Por gjemplo, en h=0 la correlacion es la mas fuerte, por ello p(h)=1
mientras que esta disminuye conforme la distancia aumenta. Recordemos que los cuantiles: (0.2



y 0.0001, son los cuantiles complementarios de: 0.8 y 0.9999, respectivamente; por lo tanto, las
curvas en 0.0001 y 0.9999 coinciden. Lo mismo ocurre con las curvas en los cuantiles: 0.2 y
0.8. En todas las curvas es evidente que la correlacion, tanto en los cuantiles inferiores como en
los superiores (0.0001 and 0.9999) es significativamente mas débil que en la mediana para todas
las distancias. Tal comportamiento es independiente de la funcién de correlacion. Por lo tanto,
los valores extremos (grandes y pequefios) en campos aleatorios gaussianos occurren
aleatoriamente dentro de una estructura mas continua de valores medios.

1.3.3 Entropia

El término entropia fue introducido originalmente en fisica para estudiar las implicaciones de la
cantidad de “desorden” en un sistema. Desde entonces se han derivado diferentes acepciones
dependiendo de la disciplina. El concepto denominado entropia de Shannon propuesto por
Shannon (1948) como parte de la teoria de la informacion ha sido adoptado en el contexto de
los campos aleatorios (Christakos, 1990; Ababou et al, 1992; Journel v Deutsch, 1993). En
teoria de la informacion, la entropia fue introducida como una medida para cuantificar la
“cantidad de incertidumbre” contenida en una distribucion discreta de probabilidad, por lo
tanto los términos entropia e incertidumbre son sindnimos (Jaynes, 1957). También se extendid
el concepto al caso de funciones continuas pero en estos casos algunas veces se utiliza el
término de entropia diferencial en lugar del término entropia de Shannon.

En un campo aleatorio continuo Z(x) con funcién de densidad de probabilidad bivariada (PDF)
fz1,22), 1a entropia Hyse define como (Shannon, 1948):

Hf = —IIf(ZI,ZZ)IOg f(z,z,)dz, dz, (1.4)

En inferencias estadisticas basadas en informaciéon parcial, la teoria de la informacién
argumenta que uno debe utilizar a priori la distribucion de probabilidad que tenga la entropia
maxima con respecto a la informacidén que se conoce. Para obtener tal PDF se considera la
solucion de un problema de maximizacion. Segin Journel y Deutsch (1993), la maximizacion
de la ec. 1.4 equivale a elegir a priori la PDF “menos comprometida™ con respecto a la
informacion conocida. En otras palabras, esto equivale a seleccionar a priori la PDF mas
conservadora en vista de lo que se conoce.

Este enfoque ha sido utilizado para desarrollar un esquema bayesiano de maxima entropia para
enfrentar ¢l problema de estimacién espacial (Christakos, 1990). Un enfoque de maxima
entropia ha sido utilizado en el pasado para obtener algunos resultados analiticos. Por ejemplo,
se ha demostrado que entre todas las PDFs bivariadas que comparten la misma esperanza y
covarianza, la PDF que maximiza la entropia en la ec. 1.4 es la densidad de probabilidad
bivariada gaussiana (Shannon, 1948; Johnson y Kotz, 1972; Kapur, 1989, Cover y Thomas,
1991). En el caso multivariado se cumple el resultado analogo correspondiente (Christakos,
1990). Las consecuencias practicas de la propiedad de entropia de un campo aleatorio multi-
gaussiano estan estrechamente relacionadas con la nocion de conectividad. Tales consecuencias
se discuten en seguida.

1.3.4 Conectividad

En hidrologia el término conectividad se utiliza para describir la presencia fisica de zonas
espacialmente conectadas con valores similares de la conductividad hidraulica (Kundby y
Carrera, 2005). En particular, la concctividad de los valores pequefios y grandes es importante
porque controla las trayectorias y barreras del flujo. Para describir las consecuencias de la
conectividad de los valores grandes en la respuesta de las variables dependientes del flujo, se
utilizan conceptos relacionados tales como “acanalamiento™ y “trayectorias preferenciales™. La
conectividad y la continuidad que se describen por medio de funciones de autocovarianza no se



refieren al mismo concepto. La conectividad intenta caracterizar trayectorias de conductividaes
interconectadas, pequefias o grandes, “tipo canales”, mientras que la contimuidad describe
trayectorias promediadas “tipo lentes discontinuos”.

Se han propuesto diferentes medidas para cuantificar 1a conectividad espacial (punto por punto)
en campos aleatorios, a saber: 1) Descriptores topologicos de conjuntos geométricos aleatorios
tales como el nimero de Euler (Mecke y Wagner, 1991; Végel, 2002);, 2) Medidas de la
probabilidad de percolacién tales como el umbral de percolacidén (Hilfer, 1992, 1997); 3) La
dimension de correlacion multi-fractal (Bruderer-Weng et al., 2004) v 4) Algunos indicadores
intuitivos de la conectividad de flujo y transporte tales como la permeabilidad efectiva y ciertos
parametros tipicos de flujo y transporte (Kundby y Carrera, 2005; Trinchero et «l., 2008;
Vassena et al., 2009).

Para ilustrar graficamente el concepto de conectividad, en esta seccion se utiliza el niimero de
Euler (p). Se trata de una medida topologica de estructuras binarias que se obtienen después de
segmentar un mapa heterogéneo utilizando diferentes umbrales p. En dos dimensiones, su
definicién matematica es (Vogel, 2002):

#lp)=N-C (15)

Se trata de un escalar con un valor dado por el numero total de objetos aislados ¥ en el umbral p
de una imagen binaria, menos el numero total de agujeros C en dichos objetos. De esta manera,
¥(p) tiene valores positivos en p para estructuras desconectadas (¥V>C) vy se vuelve negativo
(V=.(') para objetos que estan mas intensamente conectados.

La Fig. 1.6(a) muestra una realizacion tipica de un campo aleatorio multi-gaussiano con funcién
de autocovarianza exponencial isotropa y escala de correlacion aproximadamente igual a 1/13
del tamafio del lado de la imagen.
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Fig. 1.6 Conectividad expresada por medio del mimero de Euler de una realizacién representativa de un
campo aleatorio multi-gaussiano con funcién de autocovarianza gaussiana. a) Realizacién. b)-f) Imagenes
binarias en diferentes umbrales. g) Funcién de Euler de la realizacidn.



Se define una funcion indicadora tal que: i(x;z)=1 si z(x)<z (fase en color negro) y 0 en
cualquier otro caso (fase en color blanco) donde z es un umbral arbitrario definido sobre la

funcidén de distribucion empirica }%H (2) del campo tal que: }%H (2) =g, g<[0,1] es un cuantil que

se obtiene de la distribucion empirica. Separando los valores (fases) debajo vy arriba del umbral
g se puede construir una imagen binaria. Luego, el mimero de Euler se calcula en cada umbral.

Por ejemplo, para un percentil tal que ¢g=0.002, los valores mas bajos representados en negro en
la Fig. 1.6(b) aparecen como ciimulos aislados, es decir no estan conectados y el nimero de
Euler toma valores negativos (punto (i) en la Fig. 1.6(g)). Conforme el umbral aumenta, los
camulos se acercan pero permanecen desconectados y el nimero de Euler alcanza su valor
minimo (punto (j) en la Fig. 1.6(g)). Aumentos adicionales del umbral crean zonas aisladas
conectadas y el numero de Euler aumenta en consecuencia. Cuando éste alcanza el cero (punto
(k) en la Fig. 1.6(g)) los valores grandes (fase negra) llegan a estar bien conectados (Fig.
1.6(d)), pero una zona continua de conectividades grandes que cubra dos lados opuestos de la
imagen se pucde detectar hasta el umbral ¢=0.5. Conforme el umbral continfla aumentando, los
valores grandes llegan a estar intensamente conectados y el namero de Euler alcanza su valor
maximo (punto (1) en la Fig. 1.6(g)). Cuando el umbral aumenta ain mas, los valores mas altos
(fase blanca) parecen ahora cumulos aislados, por ejemplo en g=0.802 (Fig. 1.6(e)) y el nimero
de Euler comienza a disminuir. Para g=1 el nimero total de objetos es igual a uno y el ndmero
de conecciones es cero por tanto el nimero de Euler tiende a la unidad. Se puede realizar un
estudio analogo analizando primero la conectividad de la fase blanca (linca discontinua en la

Fig. 1.6(g)).

El analisis previo de conectividad muestra que trayectorias conectadas de valores extremos
pequefios o grandes no ticnen lugar en campos aleatorios gaussianos. Los valores alrededor de
la mediana de la distribucién marginal presentan una considerable conectividad espacial.
Comportamientos similares fueron detectados por otros autores que analizaron trayectorias de
percolacion en campos multi-gaussianos con diferentes valores de la relacion lado del
dominio/escala de correlacion (Allard, 1994). Por lo tanto, se podria anticipar que en medios
heterogéneos multi-gaussianos isotropos el promedio de alguna de las variables dependientes
del flujo sera muy préximo al valor de la misma variable determinado en un medio homogéneo
con conductividad dada por el promedio de las conductividades heterogéneas.

1.4 Necesidad de una dependencia no multi-gaussiana

La evidencia de campo sugiere que las formaciones naturales de suelos rara vez son multi-
gaussianas v que con frecuencia presentan estructuras conectadas de conductividades pequefias
o grandes que impactan considerablemente la respuesta del flujo. Esta seccidn presenta tal
evidencia por separado, primero la que se basa en casos de estudio reales y después la que se
obtiene por modelacion numérica. Al lector le podria resultar atil referirse a los apéndices Ay
B.

1.4.1 Evidencia basada en casos de estudio reales

Mediciones directas v muestras recolectadas en diferentes formaciones de suelos han mostrado
que la dependencia en los percentiles inferiores de la funcidon de distribucién con frecuencia
difiére de la que se observa en los percentiles superiores. A grandes escalas, por ejemplo, a la
escala de las facies hidrogeoldgicas, los andlisis comparativos entre el comportamiento real
observado y el del modelo numérico sugieren la necesidad de una mejor descripcion de la
estructura de variabilidad espacial del campo de la conductividad hidraulica.

Por ejemplo, Journel y Alabert (1989) observaron diferentes estructuras de correlacion espacial

en diferentes percentiles de la distribucion de permeabilidades al aire efectuadas sobre un corte
vertical de arenisca de Berea. Tal comportamiento corresponde con una estructura de
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correlacién asimétrica entre valores pequefios y grandes. Un comportamiento similar ha sido
observado con las conductividades hidraulicas. Por gjemplo, Haslaver ef al., (2009) reporta
estructuras de dependencia no gaussianas en las conductividades hidraulicas que obtienen de
muestras recolectadas en dos sitios diferentes. En uno de sus analisis ellos utilizaron las bases
de datos de Sudicky (1986) y de Woodbury y Sudicky (1991) que contienen mediciones de
conductividades hidraulicas del acuifero de Borden.

Ademas, Fogg (1986) realizdé un estudio numérico tridimensional de la conductividad hidraulica
de un acuifero real que esta conformado por secuencias complejas gruesas de arena, limo y
arcilla. Su modelo conceptual se basd en la interpretacion de informacion geoldgica e
hidrolégica. Conluyd que el flujo en el aquifero estaba controlado principalmente por la
continuidad e interconeccion de la arena, mas que por los valores locales de la conductividad
hidraulica. Otros estudios realizados con diferentes modelos para representar heterogeneidades
en distintas formaciones naturales de suelos coinciden con las conclusiones de Fogg (1986). Un
consenso general es que el comportamiento a gran escala de las formaciones naturales de suelo
estd controlado por la manera en la que las zonas mas y menos conductivas estin
interconectadas espacialmente en la region de flujo (Bradbury v Muldoon, 1990; Poeter y
Townsend, 1994; LaBolle y Fogg, 2001; Frind et al., 2002; Teles et ai., 2004; Zappa et al.,
2006; Lopez-Acosta, 2010).

1.4.2 Evidencia basada en modelos mumericos

La necesidad de describir la variabilidad espacial de la conductividad hidraulica por medio de
campos aleatorios no multi-gaussianos también ha sido establecida a través de modelos
numéricos. Varios estudios han mostrado que suponer aplcable el modelo multi-gaussiano no
necesariamente es una hipotesis conservadora. La presencia de zonas con valores extremos
cspacialmente conectados (ya scan grandes o pequefios) es la caracteristica con mayores
implicaciones en los campos de la conductividad hidraulica. Muchos de los estudios han
analizado la respuesta de las variables dependientes del flujo en campos aleatorios no multi-
gaussianos para compararla con la respuesta multi-gaussiana. El propdsito es comparar la
respuesta del flujo de agua solo en términos de las diferencias en las caracteristicas de la
dependencia espacial.

Por ejemplo, Sanchez-Vila er al, (1996) analizaron flujo de agua en suelos saturados en
régimen establecido utilizando campos aleatorios simulados del logaritmo natural de la
trangsmisividad con diferentes dependencias no multi-gaussianas pero compartiendo
distribuciones marginales normales. El estudio se realizé en secciones bidimensionales bajo
condiciones de frontera confinadas por medio de simulaciones con el método de Monte Carlo.
Ellos mostraron que aquellas estructuras que favorecen la conectividad de los valores grandes
producen sistematicamente valores de la conductividad efectiva mayores que la media
geométrica. Las diferencias fueron cada vez mayores conforme aumenta la varianza. Para las
mismas condiciones de flujo v metodologia de investigacion, Végel (2002) observé valores de
la conductividad hidraulica efectiva 71.5 veces mayores que la media geométrica en campos no
multi-gaussianos que exhiben conectividades mas significativas de los valores grandes de la
conductividad.

En otro experimento numérico, Zinn y Harvey (2003) estudiaron flujo de agua y transporte en
campos bidimensionales. Compararon la respuesta de las variables dependientes del flujo de
agua en campos aleatorios multi-gaussianos v no multi-gaussianos de la conductividad
hidraulica con funciones de autocovarianza isotropicas casi idénticas, a través de simulaciones
con el método de Monte Carlo. Las realizaciones de los campos no multi-gaussianos exhibieron
dos caracteristicas particulares: a) Inclusiones de valores pequefios dentro de una estructura de
valores grandes conectados v b) Inclusiones de valores grandes dentro de una estructura de
valores pequefios conectados. En lo que se refiere al flujo de agua, los campos con estructuras
de valores grandes conectados mostraron una conductividad efectiva mayor que la media
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geométrica asi como grandes variaciones en la velocidad de descarga. En los campos con
valores pequefios conectados, la conductividad efectiva fue inferior a la media geométrica y la
varianza de las velocidades fue pequefia. En ambos tipos de campos de conductividades, las
diferencias en las respuestas del flujo de agua en relacién con el caso gaussiano resultaron ser
mayores conforme la varianza del campo aumenta.

Nowak er al, (2008) determinaron funciones de densidad de probabilidad de wvariables
dependientes del flujo de agua tales como carga hidraulica y descarga especifica. Resolvieron el
flujo de agua establecido con condiciones de frontera confinadas en dominios tridimensionales.
Tomaron en cuenta la heterogeneidad en la conductividad hidraulica por medio de un modelo de
campo aleatorio. El estudié se realizé con base en el esquema comparativo de Zinn y Harvey
(2003) utilizando un gran numero de simulaciones en el método de Monte Carlo pero en su
estudio los campos aleatorios multi-gaussianos v no multi-gaussianos de la conductividad
hidraulica compartieron ahora distribuciones marginales idénticas y funciones de
autocovarianza anisotropas. Ellos concluyen que, en términos generales, las zonas conectadas
altamente permeables parccen afectar desfavorablemente el ajuste de las curvas que se obtiene
en ¢l caso multi-gaussiano. Encontraron que en el caso de conductividades pequefias conectadas
¢l promedio del gasto de descarga total no es significativamente diferente del que se obtiene en
campos multi-gaussianos; ademas en este caso las curvas ajustadas son mas parecidas a las del
caso multi-gaussiano.

Adicionalmente, Journel y Deutsch (1993) analizaron distribuciones de frecuencias de
conductividades hidraulicas efectivas y de tiempos para conseguir el 90% de saturacion de agua
en un experimento numérico. El estudio se realizé en secciones bidimensionles con condiciones
de frontera confinadas que incluyeron fuentes y sumideros. De un campo de referencia sintético
se obtuvieron el histograma, la funcién de autocovarianza y sicte funciones de covarianzas
indicadoras. Posteriormente, la informacion fue utilizada para caracterizar tres campos
aleatorios con diferentes dependencias espaciales. La respuesta que se obtuvo del campo
sintético fue comparada con la respuesta media de los diferentes campos aleatorios. Los valores
medios de las distribuciones de la respuesta de los tres campos aleatorios se desviaron
considerablemente del valor de referencia. Mas importante ain, ¢l modelo multi-gaussiano
proporcioné un intervalo de incertidumbre sumamente optimista de la prediccion sugiriendo asi
un mal entendido sentido de seguridad.

Comentario:

e También se puede debatir la representatividad del modelo multi-gaussiano para
representar la heterogeneidad de la conductividad hidraulica en suclos estabilizados. Por
gjemplo, la presencia de “bandas™ mas himedas que el valor medio descado dentro de
estratos mas secos favorece la creaciéon de zonas continuas con conductividades
hidraulicas elevadas. Tales zonas continuas, altamente conductivas, no sélo pueden
alterar el comportamiento de la estructura ante el flujo de agua, ademas si se combinan
con ciertos factores, también la seguridad de la estructura ante una eventual erosién
interna. Por afios, este fendmeno ha sido la principal causa de falla en este tipo de
estructuras (ICOLD, 1995; 1997). El modelo multi-gaussiano parece por tanto no ser
adecuado para evaluar la filtracion atin en este tipo de estructuras aparentemente
“homogéneas™.

1.6 Conclusiones
En el estudio del flujo de agua en medios aleatorios, ¢l campo aleatorio multi-gaussiano es un

modelo muy comunmente utilizado para representar heterogeneidad en la conductividad
hidraulica. La adopciéon del modelo se justifica en la practica con frecuencia unicamente con
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base en un histograma normal de valores logaritmicamente transformados. La distribucion
gaussiana multivariada después se supone “a siegas”, desatendiendo frecuentemente las
caracteristicas de la dependencia multi-gaussiana. En este capitulo se discutieron tales
caracteristicas analizando el caso bivariado.

Los campos aleatorios multi-gaussianos exhiben una estructura de dependencia simétrica. Tanto
los valores grandes como los pequefios presentan exactamente la misma estructura espacial. La
mayor continuidad se presenta en los valores medios (eje de simetria). Esta propiedad supone
que en la naturaleza o en las estructuras de tierra hechas por el hombre las zonas con
conductividades altas y bajas son creadas por igual. Por otra parte, ¢l coeficiente de correlacion
de Pearson que se expresa por medio del correlograma, no es invariante a transformaciones no
lineales en general (incluyendo funciones que involucran logaritmos).

La propiedad de maxima entropia del campo aleatorio multi-gaussiano no implica maxima
incertidumbre en la respuesta de las variables dependientes del flujo. Esta conclusion se basa en
el hecho de que no hay manera de mejorar la organizacion de los valores pequefios ni de los
grandes con una funcién de autocovarianza individual. La naturaleza, sin embargo, presenta
cierta estructura espacial u organizacion para ciertas clases (en el sentido estadistico) de valores.
Por lo tanto, un campo aleatorio multi-gaussiano podria ignorar caracteristicas ecspaciales
realistas de los campos de conductividades tales como una mejor continuidad de los valores
grandes que podrian dar lugar a una incertidumbre mayor en las variables dependientes del
flujo.

En campos aleatorios multi-gaussianos no pueden occurrir trayectorias conectadas de valores
extremos pequefios o grandes. Los valores alrededor de la mediana de las distribuciones
univaridas presentan la conectividad espacial mas significativa. Un consenso general es, sin
embargo, que el comportamiento a gran escala del flujo de agua en las formaciones naturales de
suelos estd controlado por la manera en que las zonas mas y menos conductivas estan
interconectadas espacialmente en la region de flujo. En otras palabras, la presencia de
trayectorias preferenciales y barreras de flujo controlan la respuesta de las wvariables
dependientes del flyjo. Por lo tanto, los campos aleatorios multi-gaussianos de la conductividad
hidraulica de los suelos parecen proporcionar una representacion pobre de la realidad.
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CAPITULO 2

SIMULACION DE CAMPOS
ALEATORIOS NO MULTI-GAUSSIANOS
POR MEDIO DE COPULAS

El capitulo anterior establecié que para representar convenientemente las estructuras de
variabilidad espacial de los campos de conductividades hidraulicas se deberian considerar
campos aleatorios con caracteristicas de dependencia no multi-gaussiana. Estos tipos de campos
aleatorios permitiran incorporar un mayor grado de realismo en las descripciones de la
heterogeneidad de los medios porosos. En este capitulo se propone un algoritmo para
simularlos.

La simulacion estocdstica de campos aleatorios es el proceso por medio del que se generan
configuraciones o imagenes alternativas e independientes de la distribucion espacial de un
atributo con significado fisico tal como la conductividad hidraulica de los suclos. Cada
configuracion o imagen (frecuentemente llamada realizacion) se puede utilizar en modelos
numéricos de la filtracion de agua para cuantificar incertidumbre con el método de Monte Carlo.
Un campo aleatorio que sdlo es compatible con sus parimetros descriptivos se denomina campo
aleatorio no condicional, pero si el campo aleatorio se hace ademas especifico a un conjunto de
mediciones que dependen de la posicion, éste se denomina campo aleatorio condicional. Los
campos aleatorios condicionales por tanto permiten simular configuraciones espaciales
plausibles que pretenden imitar la realidad (Deutsch y Journel, 1992).

Para simular campos aleatorios no multi-gaussianos se pueden utilizar diferentes métodos:
enfoques espectrales (p. ¢j. Yamazaki y Shinozuka, 1988; Popescu ef al., 1998; Grigoriu, 1998),
técnicas de optimacion (p.j. Srivastaba, 1995), esquemas de anamorfosis (Journel v Huijbregts,
1978; Sanchez-Vila ef ai., 1996), enfoques bayesianos de maxima entropia (Christakos, 1990) y
métodos geoestadisticos que hacen uso de estadisticas multivariadas a través de imagenes de
entrenamiento (Guardiano y Srivastaba, 1993; Strebelle, 2002; Journel y Zhang, 2006). Las
caracteristicas de las estructuras de dependencia que se logran con todos estos métodos no se
pueden discutir aqui. Alternativamente, se presenta una discusion breve de las caracteristicas
principales de algunos modelos de campos aleatorios no multi-gaussianos v de los métodos
utilizados para simularlos. Entre los métodos mas populares podemos encontrar: 1) Métodos de
expansion en serics (p. €). Sakamoto y Ghanem, 2002a; Sakamoto v Ghanem, 2002b); 2)
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Meétodos de descomposicion en indicadores multiples (Journel, 1983; Journel v Alabert, 1989) y
3) Métodos de representaciones iso-factoriales (p. gj. Chiles vy Delfiner, 1999; Emery, 2002).

Los métodos de expansion en series para campos aleatorios no multi-gaussianos s¢ han vuelto
muy populares recientemente debido a su eficiencia de computo. En estos métodos el campo
aleatorio se representa en la forma de una expansion llamada caos polinomial' que puede
incorporarse facilmente a un enfoque espectral de elementos finitos (Ghanem y Spanos, 1991;
Pineda-Contreras y Auvinet, 2013). En el caso no condicional la funcidn aleatoria se construye
haciendo uso de un caos polinomial para ajustar cualquier tipo de distribuciones marginales
mientras que una expansion en serie de Karhunen-Loéve se utiliza para aproximar la funcion de
autocovarianza del campo. En el caso condicional la funciéon de autocovarianza se obtiene
primero por medio de una estimacion por Kriging simple, después los Figen-valores v Eigen-
Junciones se obtienen resolviendo una integral de Fredholm en forma numérica.

Se pueden encontrar por lo menos tres desventajas en este enfoque. 1) La expansion en serie de
Karhunen-Lo¢ve solo aproxima la funciéon de autocovarianza del campo. 2) Mas importante
ain, no se tiene control de las caracteristicas de la dependencia no gaussiana. En efecto, un
campo aleatorio no multi-gaussiano no se puede describir por completo a través de sus primeros
momentos. 3) Debido a que la funcidn de autocovarianza del campo se utiliza como descriptor
unico de la variabilidad espacial, no se puede incorporar informacién especifica respecto a la
continuidad de los valores en las colas de las distribuciones marginales. Por lo tanto, este
método parece no ser conveniente para simular campos aleatorios de la conductividad hidraulica
en los que caracteristicas estructurales bien definidas tales como trayectorias preferenciales y
barreras de flujo, controlan la incertidumbre en las variables dependientes del flujo de agua en
suelos.

Los métodos de descomposicion en indicadores multiples, por su parte, hacen uso de la
propiedad de descomposicion de la funcién de autocovarianza en sus indicadores”. De esta
manera, se puede incorporar informacién especifica respecto a la continuidad en diferentes
percentiles. En la practica tal informacién sdlo se especifica por medio de un conjunto de
covarianzas indicadoras. El campo aleatorio condicional se genera de la siguiente manera: en
cualquier punto no observado del campo, se obtiene una estimacion del valor de la funcion de
distribucion acumulativa condicional en un percentil especificado por medio de una técnica de
interpolacion lineal que se aplica a variables aleatorias binarias (cero o uno), las cuales se
obtienen por transformacion de las variables aleatorias originales. La téenica de interpolacion se
conoce como Kriging indicador (Deutsch y Journel, 1992). Repitiendo el proceso para varios
percentiles se obtiene una versidn discreta de la funcion de distribucién acumulativa condicional
en cada ubicacion de interés. Por lo tanto, el método proporciona una solucién completa al
problema de estimacion. Después de transformar las variables aleatorias originales en variables
aleatorias binarias, €l método se vuelve no paraméirico por lo que es capaz de tratar con
cualquier tipo de distribuciones marginales.

Este tipo de campo aleatorio es ¢l modelo no multi-gaussiano mas utilizado en geoestadistica
sin embargo adolece varias deficiencias. 1) Las covarianzas indicadoras no se pueden modelar
en forma independiente una de la otra (Journel y Posa, 1990). Por lo tanto, la amplia flexibilidad
inicial aparente del modelo se ve severamente reducida debido a que la estructura espacial en
ciertos percentiles sélo se aproxima en forma burda. 2) La monoticidad de la funcién de
distribucion acumulativa local no esta asegurada por lo que ésta se corrige artificialmente para
satisfacer ciertas relaciones de orden (Deutsch y Journel, 1992). Consecuentemente, la funcion
de distribucion acumulativa condicional local en cada ubicacion de interés sdlo es aproximada.

Un polinomio en el que sus variables son variables aleatorias gaussianas no correlacionadas.
% Covarianzas y covarianzas cruzadas.
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El formalismo indicador se implementa con frecuencia a través de un esquema de simulacion
secuencial en donde recibe el nombre de simulacion secuencial indicadora (Deutsch y Journel,
1992). Bajo este esquema el formalismo sufre deficiencias adicionales: 1) La reproduccion de la
funcion de autocovarianza del campo no estd garantiza en el caso general, sélo la de las
covarianzas indicadoras, si y solo si, no ocurren violaciones a las relaciones de orden. 2) Las
distribuciones multivariadas de las realizaciones tienen que considerarse indefinidas va que
dependen de factores tales como el nimero total de nodos simulados asi como del nimero y
ubicacion de las muestras (Emery, 2004, 2005), es decir, las realizaciones no provienen de un
modelo de campo aleatorio especificado por lo que sus estadisticas multivariadas dependen de
factores de implementacion. Por lo tanto, representaciones mcompletas de la variabilidad
espacial bivariada asi como estadisticas multivariadas no definidas proporcionarian
configuraciones burdas de las estructuras de variabilidad espacial en modelos que tienen el
proposito de modelar la filtracion de agua en suclos.

En lugar de soélo aproximar la dependencia bivariada del campo por medio de indicadores
multiples, los métodos de representaciones iso-factoriales modelan la ley de probabilidad
bivariada completa a través de su distribucion iso-factorial bivariada®. Existen varias familias de
distribuciones iso-factoriales, cada una de ellas incluye una seric de modelos capaces de
representar diferentes caracteristicas de la dependencia. El modelo /laguerriano por ejemplo
permite representar estructuras con dependencia asimétrica. Tal modelo es una representacion
iso-factorial de la funcidén de distribucidn bivariada tipo gamma (Chiles y Delfiner, 1999) cuyos
factores estin dados por los polinomios normalizados de laguerre de orden o (Chileés y
Delfiner, 1999), donde ¢l escalar e es ¢l denominado “factor de forma™ de la distribucién
estandarizada univariada gamma. En este modelo los factores de las covarianzas se vuelven
aleatorios y se escriben en funcidn del correlograma vy de un escalar positivo . Aungue se
utiliza una funcion de autocovarianza individual para especificar las covarianzas de todos los
factores de la ley bivariada, la asimetria en la estructura de dependencia esta controlada por los
parametros escalares oy £

En una representacion iso-factorial el modelo de campo aleatorio condicional se construye de la
siguiente manera: primeramente se requiere de la anamorfosis para transformar las variables
observadas en variables que describan la distribucién univariada del modelo iso-factorial (por
giemplo, la distribucion gamma estandarizada en ¢l caso del modelo laguerriano).
Posteriormente, la probabilidad condicional en un cierto umbral y en cualquier ubicacion de
interés se obtiene por medio de la funcion de anamorfosis modelada a través de una expansion
en una serie de factores (polinomios de Laguerre), en donde cada factor se puede calcular por
medio de una estimaciéon con Kriging simple dados los valores del mismo factor en las
ubicaciones observadas. La técnica de interpolacién que permite determinar la funcion de
distribucion acumulativa se conoce como Kriging disyuntivo (Kriging de un cédigo disyuntivo
de la funcién de anamorfosis). A través de un Kriging disyuntivo en diferentes umbrales se
obtiene la funcién de distribucion condicional local en 1a ubicacion de interés.

Los modelos iso-factoriales parecen ser una alternativa inmediata a los modelos de multiples
indicadores yva que en los primeros se puede tomar en cuenta de manera consistente la
distribucion bivariada completa. Ademas, los modelos iso-factoriales ofrecen una amplia
flexibilidad para incorporar diversas estructuras de variabilidad espacial. Los modelos iso-
factoriales sin embargo comparten algunas deficiencias con los modelos de indicadores
multiples: 1) El Kriging disyuntivo no siempre proporciona estimaciones matematicamente
consistentes (Emery, 2002, 2006). Por e¢jemplo, la monoticidad de la funcion de distribucion
acumulativa condicional no estd asegurada, ésta se tiene que corregir artificialmente. 2) Solo se
modelan las distribuciones bivariadas del campo aleatorio, las distribuciones multivariadas

* Una funcién de densidad de probabilidad conjunta factorizada expresada en términos de un conjunto de
funciones ortogonales L*(R.f) (espacio de IHilbert de funciones que son cuadrético-integrables con
respecto a la medida dada por f{-)).

17



permanecen indefinidas. Por lo tanto las estadisticas multivariadas de las realizaciones también
dependeran de factores de implementacion cuando el campo aleatorio se simula con un enfoque
secuencial (simulacion secuencial iso-factorial) (Emery, 2002, 2004).

Para resolver el segundo inconveniente antes mencionado, Emery (2005, 2008) formuld una
“distribucion multivariada chi-cuadrada”, a partir de campos aleatorios con distribuciones
bivariadas tipo gamma con factor de forma o=0.5 que se obtienen como la suma de campos
aleatorios gaussianos independientes elevados al cuadrado. La dependencia multivariada resulta
ahora determinada, ademas de que se dispone de una representacion iso-factorial para la
distribucion bivariada. La representacion iso-factorial permite que el modelo sea parametrizado.
La dependencia espacial en este modelo esti controlada por el correlograma y el escalar a. Se
sugiere que el campo aleatorio condicional sea simulado por medio de técnicas iterativas tales
como simulacién “annealing” (Deutsch y Cockerham, 1994; Deutsch y Journel, 1994) y por
técnicas de muestreo de Gibbs (Geman v Geman, 1984; Casella y George, 1992) evitando asi el
uso de Kriging disyuntive debido a sus frecuentes inconsistencias.

Se puede mostrar que la distribucion multivariada chi-cuadrada de Emery (2005, 2008) es de
hecho un caso particular de una distribucién multivariada mas flexible que se obtiene por medio
de copulas. Ademas, los modelos basados en copulas estin exentos de las deficiencias antes
mencionadas respecto a las técnicas de interpolacion del tipo Kriging. En este capitulo se
presentan algunos modelos de cdpulas. La exposicion del tema se divide en cuatro secciones
principales. La seccién 1 presenta una introduccion formal de las copulas. La seccion 2
introduce ¢l concepto de copula espacial asi como ¢l proceso de modelado espacial mediante
copulas. La seccion 3 discute el tema de la simulacion no condicional de campos aleatorios
mientras que la seccion 4 trata el tema de la simulacion condicional. Se presentan ¢jemplos en
todas las diferentes secciones para ilustrar los temas que se discuten.

2.1 Definiciones

Formalmente, una coépula ¢s una funcidon C(:) en ¢l cubo #-dimensional, es decir:
C:[0,1]" = [0,1] que acopla una funcién de distribucién multivariada £ P (X,....x,) con

sus funciones de distribucién marginales F, (x),....F, (x,). La expresion matematica de una
copula es (Sklar, 1959):

Fyoy (3%, ) = C(Fy ()0 Fy () 21

. . .. . . -1 -1
Sitodas las F,,...,F, son continuas, entonces C(-) es unica. Ademas, si: F_",...,F_ son
1 n 1

n

los inversos de las funciones de distribucion de F° o ...F, , entonces:
n

€= (3)oty = (5,)) = P, (B (1) 2 (1)) *2

Debido a que todas las: U, = F, (x),....,U, = F, (x,) son variables aleatorias uniformes en el

intervalo [0,1] (Rosenblatt, 1952), una copula se puede interpretar entonces como una funcion
de distribucion multivariada con funciones de distribucion marginales uniformes.

Se pueden derivar varias propiedades de las copulas (Nelsen, 2006). Por ejemplo, si C(*) es
absolutamente continua, de la definicion: [, (x)=d / dx(F,(x)) ; se muestra que la densidad

¢(*) dela copula es:
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Lo (i ()5 2 (1))
H; I (F; (1 ))

donde: f, . () se refiere a la funcién de densidad de probabilidad multivariada

(2.3)

correspondiente a 7 ¥, %, )y in (*) es la funcion de densidad de probabilidad marginal

correspondiente a F, (*) con: i=1,...,n.

Ademis, de la definicion: [, . (x|y)=f, ,(x,¥)/ f.(¥); se muestra que la densidad de la

copula condicional es:

fXU,Xl,,,,,XM (xosxp---’xn) 1

[T 7 () clmom)

c(tty |ty = Fyp (3 oot = Fp(x,)) = (2.4)

Las copulas son de interés como funciones aleatorias en modelos de variabilidad espacial
porque expresan la dependencia sin la influencia de sus distribuciones marginales y por el hecho
de que las copulas son invariantes a transformaciones mondtonas estrictamente crecientes. Por
gjemplo, si Y(x)=/n(K{x)), entonces K.(x) y F(x) comparten la misma copula. Como resultado,
medidas de correlacion v asimetria expresadas solo en términos de sus copulas son también
invariantes.

La inspeccion de la ec. 2.2 muestra que las copulas tiencn por lo menos las siguientes
propiedades:

e Las copulas contienen informacion valiosa del tipo de dependencia que existe entre
variables aleatorias.

e Las copulas expresan dependencia entre variables aleatorias en la manera mas pura o
elemental, sin la influencia del tipo de distribuciones marginales.

e Las copulas pueden ser construidas a partir de cualquier tipo de distribuciones
marginales continuas.

e Las copulas sélo dependen de la jerarquia de las variables que no cambia en
transformaciones mondtonas estrictamente crecientes, tales como las que involucran
logaritmos.

Para ilustrar estas propiedades, considérese el siguiente ejemplo. La Fig. 2.1(a) muestra el
diagrama de dispersion de un par de vectores aleatorios gaussianos correlacionados (X,,X,) con
coeficiente de correlacion de Pearson p=0.65. Las funciones de distribucion de cada vector se
muestran a la izquierda (Fig. 2.1b) vy debajo (Fig. 2.1(c)) de la Fig. 2.1(a), respectivamente.
Después de extraer los valores de las probabilidades de cada funcion de distribucion, se
obtienen las funciones de distribucion uniformes de cada vector aleatorio que se muestran en las
Figs. 2.1(d),(e). Cada par (u,u,)<[0.1] en tales funciones uniformes de los vectores (U;,Us), se
grafica sobre el cuadrado unitario [0,1]" segin se ilustra en la Fig. 2.1(f). Esta grafica muestra el
conjunto de puntos de una copula bivariada. Las distribuciones uniformes de cada vector
aleatorio se pueden utilizar entonces para generar un par de vectores aleatorios (Z,,7,) cada uno
de ellos teniendo cualquier tipo de distribucidon marginal. Por gjemplo, los vectores (U,,U,) se
utilizan en las Figs. 2.1(f),(g) para generar los vectores (Z,,7,) a partir de la funcion de
distribucion ¢ de Student y de la distribucion gamma, respectivamente.

La copula bivariada expresa la dependencia entre variables aleatorias independientemente del
tipo de distribuciones marginales. En efecto, para construir la cépula bivariada se utilizé un par
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de vectores aleatorios gaussianos pero podrian haberse utilizado en forma analoga cualquier otro
tipo de distribuciones continuas para los vectores (X.X,) en la Fig. 2.1(a). Ademas, bajo
cualquier transformacién mondtona estrictamente creciente de las variables en los vectores
(X1.X;) la copula habria permanecido invariante debido a que la transformacion
(X1.X,)—(Uy,Us) es en efecto mondtona.
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Fig. 2.1 Construccion de una copula bivariada usando un par de vectores aleatorios gaussianos
correlacionados. a) Diagrama de dispersion de los vectores gaussianos correlacionados. b) y ¢) Funciones
de distribucion de los vectores aleatorios. d) v e) Valores de la probabilidad de las funciones de
distribucion en b) y ¢), respectivamente. ) La cOpula bivariada de los vectores aleatorios (X1.X3). g) y h)
Las funciones de distribucidn ¢ de Siudent y Gamma que se obtienen con los valores de probabilidad en d)
y €), Tespectivamente.

Comentario:
e El coeficiente de correlacion de los vectores aleatorios con funciones de distribucion ¢

de Student y gamma del ejemplo anterior va no es p=0.65. En efecto, el coeficiente de
Pearson depende del tipo de distribuciones marginales de los vectores (Zy,Z»)
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(Hoeffding, 1940; Lehmann, 1966). Por lo tanto, al modelar variabilidad espacial
mediante copulas las medidas invariantes de dependencia son mas adecuadas, como se
explicara mas adelante en la seccion 2.3.1.

2.2 Modelado espacial

En esta seccidn se presenta el concepto de copula espacial bivariada. También se describe un
método para construir copulas espaciales bivariadas a partir de una muestra. Una vez que se
determinan las copulas espaciales de una muestra, se tiene que adoptar una cdpula multivariada
para modelar la variabilidad espacial. En esta seccion se discute este tema. Para fines
ilustrativos, se explica primero la manera en que se construye la copula gaussiana multivariada.
Después se deseribe en detalle el modelo de copula multivariada adoptado en esta investigacion
para representar la heterogeneidad de los campos de conductividades hidraulicas.

2.2.1 Copuias espaciales bivariadas

Considérese un campo aleatorio estrictamente estacionario {Z(x)|x=S}, donde S eR", es <l
dominio de interés y n=1,2 0 3 es el espacio dimensional. Los experimentos disponibles sobre S
se interpretan como una realizacion del campo aleatorio bajo la hipodtesis de ergodicidad. Scan
F las funciones de distribucion marginales del campo aleatorio. La estacionariedad del campo
asegura que las /7, sean las mismas en cada ubicacion xS, por tanto /=/"=F,=...=F,. En
forma analoga a una descripcion con funciones de autocovarianza, las copulas espaciales
bivariadas se pueden utilizar para describir variabilidad espacial; esto es, la copula bivariada C,
en dos ubicaciones cualesquiera separadas por un vector h, se puede escribir a través del
teorema de Sklar como (Bardossy, 2006):

Cs(hsuy,ur)=P[Z(x) £ z1, Z(x + h) < z9]
=C(P[Z(x) < z1], P[Z(x + h) £ z])
=C(FAZ(X)), FAZ(x + h))) (2.5)

Por lo tanto, la cépula resulta una funcién del vector de separacion h o de la distancia |h|. Note
que 1, ¥ 1, son percentiles de Z(x) y Z(x+h), respectivamente. Para una h o |h| dada, la cépula
espacial C;, describe entonces la dependencia espacial entre los percentiles uy,u, de pares de
variables aleatorias.

2.2.2 Densidades de copulas empiricas bivariadas

Para determinar las copulas empiricas bivariadas de una muestra {z(x),z(X,),...,2(X,)}, se
obtiene primero la funcién de distribucion empirica £ (Z) Luego, para cualquier vector dado

h, el conjunto de pares de valores S(h), de la funcién de distribucion empirica del pardmetro de
interés, se obtiene por medio de (Bardossy, 2006):

S)={ F,z(x)), E, (z(x)) YijeS|Ixxl or [x-xl~h} (2.6)

S(h) es entonces un conjunto de puntos en el cuadrado unitario [0,1]%. Note que S(h) es por
definicion simétrica con respecto al eje principal u;=u> del cuadrado unitario; esto es: si
(2y,u;) =S5(h), entonces (u4,.11)<S(h).

La densidad de la copula empirica bivariada ¢ de S(h) se puede estimar por medio de (p. j.
Nelsen, 2000; Bardossy, 2006):
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donde 7z, es la frecuencia empirica correspondiente a los valores en una malla regular (nrum)
con coordenadas (i,f), donde 77=1,... m. Para un par dado (i), la frecuencia empirica rj; es igual
a la cardinalidad (numero de elementos) del siguiente conjunto:

i—j i j—1
< = y <y <
m m m

= [ (u1,u2)e S(h), (2.8)

con | | indicando la cardinalidad del conjunto. De esta manera se puede estimar la densidad de
la copula empirica bivariada &(h,zy,1,) para un vector dado h.

Para ilustrar estos conceptos, considérese el siguiente ejemplo. La Fig. 2.2 muestra tres
realizaciones de tres campos aleatorios diferentes que comparten distribuciones univariadas
gaussianas. El histograma y las funciones de correlacion (correlogramas) de los pares en todas
direcciones de cada realizacidon se muestran en la parte alta de la Fig. 2.2. Las imagenes (a) y (b)
son realizaciones de un campo aleatorio multi-gaussiano con funciones de autocovarianza
isotropas exponencial y gaussiana, respectivamente. La escala de correlacion en ambas
funciones es a=060 unidades. La imagen (c) es una realizacién de un campo aleatorio generado a
base de transformaciones introducido por Vogel, 2002 (véase también Zinn y Harvey, 2003,
Knudby y Carrera, 2005; Nowak ef al, 2008). Tales transformaciones imponen una
dependencia no multi-gaussiana en las realizaciones tal que la continuidad en los valores
grandes o pequefios es mayor. La funcion de autocovarianza del campo aleatorio en este caso es
también exponencial e isotropa con escala de correlacion a=60 unidades.

La estructura de variabilidad espacial de cada realizacion se examina a través de la evaluacion
de los grificos de las densidades empiricas de sus copulas bivariadas a diferentes distancias.
Sélo se consideran vectores horizontales. Los graficos se muestran por columnas debajo de cada
realizacion en la Fig. 2.2.

Las densidades de las copulas empiricas de la realizacion no multi-gaussiana no son simétricas
(Fig. 2.2(c)). Estas muestran por el contrario una asociacion mas fuerte en los percentiles
inferiores que en los superiores. Seglin se puede observar al inspeccionar la realizacion, tal
asimetria impone una continuidad mayor en los valores grandes. Es importante mencionar que
aunque la mspeccion visual de la realizacion (c) sugiere cierta conectividad de los valores
grandes, no se puede decir nada de la conectividad al examinar las densidades de la copula.
Intuitivamente, la conectividad se puede asociar a la amplia dispersion de los valores de
densidades en los percentiles superiores. Sin embargo, en su estado actual, las cépulas no
proporcionan informacién alguna con respecto a la conectividad. Alternativamente, se pueden
utilizar funciones de conectividad para este propédsito (seccion 2.4.2).

El ejemplo anterior permite verificar las siguientes ventajas de las densidades de las copulas
bivariadas sobre los variogramas mdicadores para examinar dependencia entre variables
aleatorias (Bardossy, 2006; Bardossy y Li, 2008):

1) Las densidades de las copulas favorecen ¢l mangjo conjunto de la estructura de
dependencia en todos los percentiles de las variables en un mismo grafico, para una
distancia dada.

2) Las diferencias en los tipos de asociacion entre variables se identifican facil vy
rapidamente mediante la forma de la densidad de la copula.
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3) Los variogramas y covarianzas indicadoras no son necesarios para examinar la
dependencia en diferentes percentiles. Con las densidades de las copulas se logra esta
tarea a un menor costo de inferencia.
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Fig. 2.2 Realizaciones representativas de diferentes campos aleatorios ¥ sus correspondientes graficos de
densidades de cépulas empiricas. a) Realizacién de un campo aleatorio gaussiano con fincién de auto-
covarianza exponencial. b) Realizacién de un campo aleatorio gaussiano con funcién de auto-covarianza
gaussiana. ¢) Realizacion de un campo aleatorio no gaussiano con funcién de auto-covarianza

exponencial. Los histogramas y correlogramas experimentales de cada realizacién se muestran en la parte
alta de la figura.
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Comentario:

e Para modelar variabilidad espacial las copulas empiricas tienen que ser reemplazadas
por copulas tedricas, de la misma maneara en que los variogramas tedricos se ajustan a
los experimentales para asegurar que la matriz de varianzas-covarianzas del campo sea
positivo definida (Chiles y Delfiner, 1999). Ademais, para describir la estructura de
dependencia multivariada del campo aleatorio se requiere de una copula multivariada
tedrica. La construccion de tal copula es el tema de la siguiente seccidn.

2.2.3 La copula gaussiana multivariada

La copula gaussiana multivariada se puede formular facilmente. En efecto, si 7/(")=®r(") en la
ec. 2.2 es la funcidon de distribucién multivariada gaussiana con media cero v matriz de
correlacion I' y si Fi=.. =F,=® cs la distribucidén gaussiana estindar, entonces la copula
gaussiana multivariada C”p(-) esta dada por:

Cor (1, ... 1) =Or(D ' (1), ..., (1)) (2.9)

Obsérvese que en este caso la copula gaussiana multivariada se parametriza por completo a
través de la matriz de correlacion I'. Vale la pena mencionar que en el caso bivariado la matriz
de correlacion solo contiene el coeficiente de correlacion entre dos variables aleatorias.

Se dispone de una expresion analitica para la densidad de la copula gaussiana (p. €j. Bardossy,
2006). Con esta expresion se pueden construir facilmente graficos de densidades de copulas
gaussianas. Como un gjemplo de lo anterior, la Fig. 2.3 despliega graficos de densidades de
copulas bivariadas gaussianas para diferentes coeficientes de correlacion (p=0.95, 0.85 y 0.45).
Obsérvese su forma tipica v su propiedad de simetria.

i} nz 04 ne na 1 0 0.2 04 06 08 1
m 1

Fig. 2.3 Graflicos de densidades de copulas tedricas gaussianas bivariadas para diferentes coeficientes de
correlacion.

2.2.4 La copula multivariada V-transformada

La cépula multivariada -transformada se obtiene por medio de una transformacién no
monotona de un campo aleatorio multi-gaussiano G(x) con media cero, varianza unitaria y
matriz de correlacion I' tal que (Bardossy y Li, 2008; Li y Bardossy, 2009):

k(G(x) - m)” st (H(x)=m
Y(x)=
m - G(x) si G(x)<m
(2.10)
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donde & es una constante positiva; m y a son nimeros reales arbitrarios. Note que si m=0, =1y
a=1, entonces Y(x)=|G(x)|. En este caso, la transformacién en la ec. 2.10 es cquivalente a la
funcion aleatoria basada en transformaciones utilizada para generar la realizacion (c) de la Fig.
2.3. Cuando /=1y o=1 la transformacion en la ec. 2.10 conduce a la distribucién multivariada
chi-cuadrada no centrada. Ademas, el efecto de la transformacion no lineal desaparece cuando
m—» too y la copula resultante converge hacia la copula gaussiana.

El efecto de la transformacion en la ec. 2.10 conduce a un campo aleatorio ¥(x) tal que sus
funciones de distribucién marginales son idénticas y estan dadas por:

Fy=®[ (/B +m]-®[m—y] (2.11)
La copula V-transformada multivariada con parametros A={k.m,a} se puede escribir como:
Clar Gy, ... tty)= Har F u), . F (i) (2.12)
donde Hyr (") es la funcion de distribucion multivariada de Y(x) (Apéndice C).

Para n=2, la copula V-transformada bivariada es:
Car ()= O G/ B+ m, 0/ + m ] - ®r[m—3, &/ )" +m ]
- @r[ 5i/ D)+ o -y |+ @rl g m - gy ] (2.13)

donde ®r(-) se utiliza para representar la distribucién normal bivariada con marginales normales
estandarizadas y matriz de correlacion I

Se pueden representar diferentes estructuras de dependencia asimétricas con la copula F-
transformada modificando simplemente el conjunto de parametros A de la copula y la matriz de
correlacion I'. La Fig. 2.4 presenta graficos de densidades de copulas para diferentes parametros
calculados con la ec. 2.4. Obsérvese la amplia flexibilidad de la copula V-transformada para
representar asimetria en la dependencia.

e

Fig. 2.4 Graficos de densidades de copulas teoricas J-transformadas bivariadas para diferentes
parametros m, k'y
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La dependencia bivariada de campos aleatorios empleando copulas esta controlada por las
copulas bivariadas y la dependencia multivariada de tales campos estard controlada de manera
explicita por la cépula multivariada.

Comentario:

¢ Las estructuras de dependencia de la Fig. 2.4 exhiben una asociacion mas fuerte en los
percentiles superiores. La estructura de dependencia opuesta se obtiene tomando el
complemento a la unidad de cada valor de u, es decir, calculando la densidad de la
copula e(1-24,1-1,).

e A pesar de su amplia flexibilidad, la copula J-transformada multivariada podria no
ajustarse bien a un conjunto de observaciones. En tal caso se deberan considerar otros
modelos de copulas. Li v Bardossy (2009) proponen la denominada copula maxima que
fue construida en forma semejante a la copula F-transformada pero en este caso la
transformacion involucra los maximos de dos campos aleatorios gaussianos.

2.3 Simulacion no condicional

Una realizacion no condicional empleando la copula J-transformada se pucde generar
facilmente aplicando simplemente la J-transformacion en la ec. 2.10 a una realizacién multi-
gaussiana. Sin embargo, por el efecto de la transformacion, la matriz de correlacion de G(x) no
se mantiene en Y(x). Por lo tanto, se tiene que encontrar un modelo de correlacion apropiado
para GG(x) de tal manera que se logre la funcion de correlacion preescrita para ¥(x) después de la
transformacion. El conjunto de parametros k, m y o de la cépula controlaran la asimetria de la
dependencia imponiendo asociaciones fuertes y/o débiles en las colas. La asimetria en la
dependencia espacial se puede cuantificar utilizando funciones de asimetria. Los valores de la
probabilidad de la distribucion marginal de F(x) se pueden utilizar para imponer una
distribucién marginal de cualquier tipo al campo. Los detalles de estos temas se explican a
continuacion.

2.3.1 La funcion de correlacion

Medidas de dependencia alternativas al coeficiente de correlacion de Pearson son el coeficiente
de correlacion rho de Spearman (Hoeftding, 1940; Quesada-Molina, 1992):

p—12 fC(u,v) dudv -3 (2.14)
[0.17°

y ¢l coeficiente de correlacion tao de Kendadl (Hoeffding, 1948):

t=4 fCuv) dCu,v) — 1 (2.15)

[0.17°

ambos coeficientes dependen de los valores (u,v) asociados a las variables aleatorias de la
copula bivariada C(u,v) v ambos son invariantes ante transformaciones mondtonas tales como
F(x)=Im(K(x)). En este caso, tanto K(x) como FY(x) compartirin funciones de correlacion
idénticas expresadas en términos de la rho de Spearman o de la fao de Kendall. l.os
correlogramas de K(x) v ¥(x), por otra parte, en efecto no son los mismos.

De las ecs. 2.14 y 2.15 resulta evidente que tanto el coeficiente de correlacion rho de Spearman
como el tao de Kendall se pueden obtener sdlo en términos de la copula bivariada C(a,v). Cada
coeficiente p de Pearson de la copula bivariada C(u,v) se puede relacionar con alguna distancia
en el correlograma de G(x). Por lo tanto, calculando p, para diferentes p, la curva p-p se puede
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utilizar para determinar la funciéon de correlacion preescrita para ¥(x), dado un modelo de
correlacion apropiadoe para G(x). En otras palabras, una funcion de correlacion preescrita para
Y(x) se puede obtener en términos del coeficiente rio de Spearman siguiendo las instrucciones:

1) Ajustar una curva a la relacion p-p.

2) Sustituir los valores de p, en la curva ajustada para obtener los valores de Pearson en las
mismas distancias de p,. Esta es la curva p-/.

3) Ajustar una curva a la curva p-/ previa utilizando una combinacién lineal de funciones de
correlacion derivadas de modelos validos de funciones de autocovarianza.

Vale la pena mencionar que la funcion de correlacion preescrita para Y(x) en términos del
coeficiente rho de Spearman se obtiene como la media de un conjunto de realizaciones y que tal
curva es s6lo el mejor ajuste, usualmente, por minimos cuadrados.

2.3.2 La asimetria de la dependencia

En un campo aleatorio no multi-gaussiano, la dependencia en los percentiles superiores e
inferiores de las distribuciones marginales del campo puede ser diferente, es decir, puede ser
asimétrica. En la literatura cientifica se pueden encontrar algunas medidas de asimetria
(Haslaver et al., 2008; Li y Bardossy, 2009; Manner, 2010). Estas son utiles para cuantificar la
asimetria en funcion de la distancia, en forma analoga a las funciones de correlacion,
recolectando pares de valores (u,v) de la distribucién marginal del campo separadas a una
misma distancia. En esta seccion se utiliza el concepto de correlacion de excedencia para estos
fines.

La correlacion de excedencia se define como la correlacion condicional en un nivel de
excedencia ¢. Manner (2010) sugiere una definicion de este concepto basada en el coeficiente
tao de Kendall y obtiene las siguientes expresiones analiticas para evaluar la asimetria en un
nivel de excedencia dado por la mediana ¢=0.5:

1
T= +1  (2.16)
C(0.5,0.5) E[4C(1,v) — 2C(1,0.5) — 2C(0.5,v)|u < 0.5, v < 0.5]
1
= +1 (217

C(0.5,0.5) E[4C(u,v) — 2C(1,0.5) — 2C(0.5,v) - 1|u > 0.5, v > 0.5]

donde 7y 7 se utilizan para representar la correlacién de los valores por debajo y por encima
de la mediana, respectivamente. La asimetria de la dependencia queda dada entonces por la
diferencia |7 - 7.

Por ejemplo, 1a Fig. 2.5 muestra la asimetria de una copula J-transformada tedrica C(x,v) con
parametros m=0, k=25 v ¢=0.25 en funcién de una secuencia de valores de 7. Tal copula se
implemento en el programa proporcionado por Manner (2010) para evaluar las ecs. 2.16 y 2.17.
Se puede observar que la dependencia espacial del campo transformado Y(x) serda en efecto
asimétrica, con una correlacion mas fuerte en los valores por encima de la mediana que para los
valores debajo de la mediana. Note que la asimetria opuesta se obtiene simplemente haciendo
F(x)=-¥(x), ¥y que se mantendra la distribucién marginal y la funcién de correlacion debido a
que tal transformacion es monotona.
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Fig. 2.5 Funciones de correlacion condicional de Kendall para valores debajo de la mediana £(0.5) y
arriba de la mediana £7(0.5) para una cépula V-transformada con pardametros m=0.0, k=25 y &=0.25.

2.3.3 La distribucion marginal

Los valores (1,v) de la distribucidon marginal de ¥(x) se pueden utilizar para imponer una
distribucion marginal de cualquier tipo al campo por medio de una transformacion “sin
memoria” tal como: Y(x)=0"(u=F»{(}(x))) donde @) es la distribucién gaussiana univariada.
Por lo tanto, un campo aleatorio Y(x) puede tener distribuciones marginales gaussianas, la
funcion de correlacion preescrita del campo de conductividades K(x) v una dependencia no
multi-gaussiana controlada por los parametros m, v y a de la V-transformacion. Ademas,
haciendo: Y’'(x)=-F(x) ambos campos aleatorios pueden compartir primeros momentos pero

exhibir la asimetria opuesta.
2.3.4 Ejemplos ilustrativos

La distribucién del logaritmo natural de la conductividad hidraulica Y(x)=/n(K«{(x)) en un
dominio triangular se interpreta como una realizacion de un campo aleatorio no multi-gaussiano
con funciones de distribucion marginales gaussianas. La media de este campo es cero y la
varianza es unitaria. Por tanto, la distribucion de las conductividades hidraulicas saturadas tiene
una media geométrica K-=1.0 m/dia y un coeficiente de variacion CV=131%. Se supone que el
campo de conductividades hidraulicas es estacionario en el sentido estricto con funcién de
correlacion de Spearman dada por:

ps(h)=6/ 1 sin” (p(h) / 2) (2.18)

donde p(h) es un correlograma esférico con escala de correlacion a=20 m (Deutsch y Journel,
1992). h es el vector de separacion. La ecuacion anterior simplemente expresa la funcion de
correlacion de Spearman en términos de la funcion de correlacion de Pearson (Krusal, 1954)
porque, estrictamente hablando, no hay funciones de correlacion en términos del coeficiente de
correlacion de Spearman. Note que las diferencias en ambos miembros de la ecuacion son muy
pequefias para fines practicos.

Se supone que la asimetria de la estructura de dependencia del campo esta descrita por medio de
la copula F-transformada con parametros m=0.0, k&=2.5 v &=0.25. La funcion de correlacion de
Spearman preescrita en la cc. 2.18 para el campo F(x) se obtiene con un modelo de correlacion
anidado que incluye las covarianzas gaussiana y esférica. Las funciones (pesos) de contribucion
de varianza son: w;=0.90, w,=0.10 y las escalas de correlacion isétropas son: ¢;=21.5 m y
a»=20.0 m, respectivamente. Se gencran 10 realizaciones multi-gaussianas no condicionales
sobre un dominio cuadrado de 102.5m por lado, discretizado uniformemente con 41x41
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elementos utilizando el programa SGSIM (Deutsch v Journel, 1992). Las realizaciones se
transforman posteriormente con la copula F-transformada.

La Fig. 2.6 muestra las funciones de correlacion de Spearman en la direccion horizontal de las
10 realizaciones. Con fines comparativos, también se muestra la funcion de correlacion teorica.
Posteriormente sc¢ selecciona una realizacion representativa v sélo los valores de la seccidn
triangular superior de la imagen se consideran en lo subsecuente. Una segunda realizacion se
genera a partir de la primera haciendo: Y(x)=-¥(x). Por lo tanto, ambas realizaciones comparten
primeros momentos pero exhiben la asimetria no multi-gaussiana opuesta.

Empirica

084 Tedrica
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04 4

0.2+

Correlacién

-0.2 4

-0.4

Distancia [m]

Fig. 2.6 Funciones de correlacion de Spearman de diez realizaciones no condicionales, no multi-
gaussianas (lineas interrumpidas) y la funcion de correlacion tedrica de un modelo esférico (linea solida)
(Deutsch y Journel, 1998).

Las realizaciones del campo aleatorio sobre el dominio triangular antes mencionado se muestran
en la Fig. 2.7 v sus descriptores estadisticos en la Fig. 2.8. La Fig. 2.7(a) muestra valores
pequedios aislados dentro de una estructura espacial continua de valores grandes. La Fig. 2.7(b)
muestra la asimetria opuesta. La Fig. 2.8(b) indica una ligera anisotropia con una continuidad
mayor en la direccion horizontal que en la vertical. Sin embargo, la estructura de dependencia
de las realizaciones no sc¢ puede explicar por medio de tal anisotropia. Se debe enfatizar que la
asimetria en la dependencia (Fig. 2.8(c)) es la que genera tal estructura, porque las zonas mas
continuas en las realizaciones estan claramente asociadas a los valores grandes (Fig. 2.7(a)) o
pequedios (Fig. 2.7(b)).
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Fig. 2.7 Realizaciones representativas del campo aleatorio del logaritmo natural de la conductividad
Y(x)=In(K(x)). a) Valores grandes mejor estructurados. b) Valores pequefios mejor estructurados.
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Fig. 2.8 Descriptores estadisticos de las realizaciones en la Fig. 2.7. a) Histogramas. b) Funciones de
correlacion experimentales en las direcciones horizontal y vertical. ¢) Funciones de correlacion
condicional de Kendall en la direccion horizontal (Manner, 2010).

2.4 Simulacion condicional

En esta seccidon se propone un algoritmo para simular campos aleatorios condicionales por
medio de copulas. Para validar el simulador, se analizan las copulas empiricas espaciales y
funciones de conectividad de un conjunto de realizaciones simuladas.

2.4.1 Exposicion del problema

Considérese el condicionamiento del campo aleatorio Z(x) en N localidades i dado un conjunto
a con 7 observaciones. La funcidén de distribucion N-variada acumulativa condicional (CCDF)
de Z(x) se puede escribir:

IMZ(x1), ..., Z(Xy) | (M= P(Z(x;) <z(x;), i=1, ... N AXg)=2(Xg), a=1,...,m) (2.19)
La ecuacion anterior es la expresion general de una CCDF. Ella muestra que el valor simulado
en la ubicacion 7 donde =/,...,N se puede generar por muestreo a partir de la CCDF en ctapas

sucesivas que involucran una CCDF en cada ubicacion i con un nivel de condicionamiento
incremental (Devroye, 1986); es decir:

Fi(x,21)=P(Z(x1)=<z(x1) | Z(Xg)=z(Xy), a=1,..,n)
Fo(X,22)=P(Z(x2)< z(X2) | A(Xg)=z(Xg), a=1,.. .nt1)

Fi(x,z3)=P(Z(x3)<z(X3) | L(Xz)=z(Xp), a=1,.. ,nt2)

FN(X,ZN):-P(Z(XN)SZ(XN) | Z(xa):z(z-(a), a=1,..,ntN-1) (2.20)

Las ecuaciones 2.20 describen de hecho un procese de simulacidon muy versatil conocido como
método de simulacion secuencial (Devroye, 1983). Este enfoque presenta las siguientes
caracteristicas principales:

1) Es independiente del tipo de funcidn aleatoria utilizada para establecer la secuencia en
la ec. Eq. 2.20.

2) Solo requiere la determinacion de la i-ésima CCDF univariada con i=1,...,N en cada
ubicacion por simular.

3) Las CCDF univariadas pueden ser de cualquier tipo.
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Estas propiedades permiten formular facilmente un esquema de simulacion basado en copulas
sin hipdtesis adicionales respecto a la forma de la CCDF univariada o su monoticidad (como en
el caso de los formalismos de indicadores multiples y de representaciones iso-factoriales).
Ademas, en un modelo de copulas tanto las distribuciones bivariadas como las multivariadas
estan definidas. Este no es el caso de las representaciones iso-factoriales que solo se
fundamentan en la distribucion bivariada. Todos estos argumentos parecen proporcionar bases
suficientes para generar campos aleatorios por medio de copulas adoptando un enfoque de
simulacion secuencial.

Comentario:

¢ En el contexto de los métodos de simulacion de campos aleatorios, algunos autores
buscan que los descriptores estadisticos de las realizaciones (histograma y funcion de
autocovarianza experimental) sean reproducidos de manera exacta. Argumentan que si
se especifican ciertos descriptores estadisticos, entonces se tienen que reproducir
exactamente. Sin embargo, se debe reconocer que en la practica tales descriptores se
infieren a partir de un nmimero reducido de muestras por tanto no se pueden considerar
estimadores exactos de las estadisticas de la poblacion. Las diferencias entre los
parametros estadisticos de las realizaciones y las especificadas, llamadas fluctuaciones
ergodicas (Deutsch y Joumnel, 1992), son mas pequefias conforme aumentan las
dimensiones relativas del campo con respecto a la escala de correlacion. Tales
fluctuaciones ergddicas proporcionan de hecho una evaluacion mas conservadora de la
incertidumbre en analisis con €l método de Monte Carlo.

2.4.2 Proceso de simulacion

En términos de cdpulas, el enfoque de simulacion secuencial se puede formular como sigue
(Vazquez v Auvinet, 2014):

F1(x,21)=Cxl (1 =F(Z(x1)= Z(Xl))| Ug=F(z(Xx). a=1,...,n)
Fo(X,22)=Cy n(tt2=F(Z(x2)< Z(Xg))| Ua=F(z(xy)), =1, ... ,n+1)

Fg(X,Z?,):CXJ W(U3=F(Z(x1)< Z(X3))| ua:F(z_(xa)), a=1,...,n+2)

Fn(X,z0)=Cx n(un=F(Z(xy)< Z(XN))| U= (z(x))o=1,. . ,n+tN-1) (2.21)

donde F(') es la funcién de distribucion marginal v Cy,(7) es la copula condicional (Apéndice
C). El proceso de simulacion se restringe a observaciones locales x;, para i=1,...,n cercanas al
nodo por simular debido al efecto “de pantalla™ o “de sombra™. Los valores u, incluyen tanto
observaciones como valores simulados en etapas anteriores. El proceso de simulacion se realiza
visitando las localidades no observadas de la malla siguiendo una trayectoria aleatoria. El
proceso de simulacion se completa después de visitar todos los nodos de la malla.

2.4.3 Algoritmo
La simulacién condicional de campos aleatorios empleando coépulas se puede efectuar

implementando el siguiente algoritmo. Por razones ilustrativas se considera el modelo de copula
V-transformada multivariada.
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1) Obtener los valores de la funcién de distribucion acumulativa (CDF) w,<[0,1], con
i=1,...,n empleando la funcion de distribuciéon acumulativa marginal empirica del

campo aleatorio Z(x), tales que ;= F" (z,).

2) Obtener los valores tedricos 2, utilizando los valores u; de la etapa anterior v la funcion
de distribucion univariada del modelo de copula, por ejemplo, el de la copula V-
transformada haciendo Z,=F (1)) con i=1,... ..

3) Preparar cada nodo por similar j para j=1,... N sobre una trayectoria aleatoria /.

4) Hacerj=1.

5) Elegir » observaciones cercanas al nodo por similar j v obtener la copula condicional
para un intervalo de valores de u;<[0,1] utilizando (Apéndice C):

Culoltd 11=FAZ 1), .. 2n=FHZ ) (2.22)
6) Muestrear con el método de Monte Carlo el valor u'; utilizando la copula condicional:
W =Cyalp L =F A2 D), .. at=F(Z,) (2.23)

donde p es una variable aleatoria uniforme p<[0,1].

7) Asignar el valor muestreado u”, al correspondiente nodo j. Ahora, éste puede ser
considerado en la vecindad de los nodos subsecuentes por similar.

8) Hacerj=7+1.

9) Sij< N, obtener Z,=F"{(u") y seguir los pasos 5 a 7. De lo contrario ir al paso 10.

10) Obtener el valor simulado 2, para cada ubicacién j de la realizacién / empleando la
funcidén de distribucidén marginal empirica:

Z=F ) (2.24)

Multiples realizaciones independientes se obtienen visitando los nodos con distintas trayectorias
aleatorias /. Obsérvese que ¢l primer nodo por simular en cada realizacion se condiciona a »
observaciones cercanas. Ademds, se puede observar en el paso 6 que el valor simulado
1’ [0,1]. Por lo tanto, la distribucién marginal del campo aleatorio simulado es la distribucién
uniforme. Luego, utilizando la funcién de distribucion empirica en el paso 10 se obtiene la
distribucién marginal original del campo observado.

Las cstrategias de bisqueda para seleccionar los valores cercanos en la vecindad del nodo por
simular son 1dénticas a las que utiliza el programa SGSIM de la libreria GSLIB (Deutsch y
Journel, 1992). Para mostrar algunos resultados que proporciona el simulador, considérense los
siguientes ejemplos.

2.4.3 Efemplos ilustrativos

El objetivo es generar realizaciones de un campo aleatorio Z(x) con funciones de distribucion
marginales gaussianas y estructura de correlacion dada por una funcién de correlacion de
Spearman tal que: p(h)=6/m-sin" (p(h)/2) siendo p(h) un correlograma exponencial con escala
de correlacion isotropa =10 unidades. Interesa generar un conjunto de realizaciones para
diferentes parametros A={m,k, o} de la copula V-transformada (tabla 2.1), pero cumpliendo con
la distribuciéon marginal y funcidon de correlacion de Spearman preescritas.

Debido a que las realizaciones del campo deben satisfacer la funcidn de correlacion de

Spearman preescrita, la estructura de correlacion I' de la copula J-transformada multivariada
v - - . -, -, -, -
C, ; se tiene que parametrizar como se discutid en la seccidn 2.3. La funcidn preescrita se

obtuvo en cada caso con los modelos de correlacion anidados que se indican en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1 Modelo de correlacion anidado para cada caso analizado. Las contribuciones de la
varianza vy escalas de correlacidon corresponden a las funciones de auto-covarianza gaussiana,
esférica y exponencial, respectivamente.

Caso Parametros Contribucion Escalas de correlacién’
de la cépula de varianzas
m k o Wy Wy W & & a3

1 0 1 1 0.4 0.2 0.4 20 13 20

2 0 01 1 0.7 0.05 0.25 15 11 15

3 5 2 1 0.1 0.1 08 9 9 11

Las escalas de correlacion son isétropas y estan dadas en cualquier unidad de longitud consistente.

Se generaron 15 realizaciones de cada campo aleatorio indicado en la Tabla 2.1. La simulacién
se realizd sobre una malla cuadrada de 75 unidades por lado con nodos regularmente espaciados
a cada 1 unidad. Se selecciond la segunda realizacion de cada conjunto. Estas se muestran en la
Fig. 2.9(b). Los histogramas y funciones de correlacion de cada realizacion se muestran en la
parte alta de dicha figura (Fig. 2.9(a)). Se examinaron las densidades de las copulas espaciales
de las realizaciones seleccionadas en diferentes distancias pero sdlo aquellas que corresponden a
la distancia |h|=1 unidad, es decir, donde pf(1)=0.74, se muestran en la Fig. 2.9 con fines
ilustrativos. Para obtener una referencia visual, a la izquierda de las densidades de las copulas
experimentales se presentan sus correspondientes densidades tedricas.

Como se puede observar en la Fig. 2.9(a), los histogramas de las realizaciones son muy
cercanos a la densidad gaussiana. Esto significa que la distribucion de valores en las
realizaciones es muy cercana a la distribucion uniforme, como se esperaba. Ademas, la funciéon
de correlacion experimental de Spearman de cada realizacion sigue aproximadamente la
correspondiente funcidn tedrica preescrita (Fig. 2.9(a)). Como se observa por inspeccion visual
de las realizaciones, la continnidad de los percentiles superiores parece mayor que la
continuidad de los percentiles inferiores excepto en el caso 3, es decir, cuando: m=35, k=2 y
c=1. En este caso, los percentiles superiores ¢ inferiores aparecen como cimulos aislados. En
efecto, este caso es aproximadamente equivalente a un campo aleatorio gaussiano.

Las densidades de las copulas empiricas bivariadas muestran claramente las caracteristicas de la
dependencia. En todos los casos las densidades empiricas se asemejan muy bien a sus
correspondientes densidades tedricas. La asimetria que se observa en las densidades empiricas
confirma lo que inicialmente sugeria la inspeccion visual de las realizaciones; esto es, una
continuidad mayor en los percentiles superiores. El método propuesto parece por tanto
proporcionar resultados satisfactorios en el sentido de que las densidades de las copulas
bivariadas de las realizaciones estan bastante bien aproximadas.
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Fig. 2.9 Realizaciones representativas de campos aleatorios generadas por medio de cdpulas utilizando la
técnica de simulacién secuencial. Todos los campos aleatorios comparten funciones de distribucién
gaussianas v funciones de correlacion de Spearman idénticas sin embargo difieren en la asimetria que
imponen los parametros m, ky o de la cépula. a) Histogramas y funciones de correlacién empiricas en la
direccién horizontal. b) Realizaciones de los campos aleatorios con los parametros de la cépula que se
indican debajo de ellas. ¢) Densidades de las cépulas empiricas (derecha) y las correspondientes versiones
tedricas (izquierda).
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Fig. 2.10 Numero de Euler como una funcién del percentil p y las correspondientes imagenes binarias en
7(p)=0. a) Funciones de Euler de las realizaciones simuladas con la cépula F-transformada cuyos
parametros se indican debajo de cada figura. b) Imagenes binarias en 3(p)=0.

Para explorar las caracteristicas de conectividad de las realizaciones, se construyeron funciones
de conectividad calculando el numero de Euler en diferentes umbrales (Mecke v Wagner, 1991;
Voégel, 2002). Los umbrales corresponden con una serie de percentiles. En cada umbral se
obtiene una imagen binaria separando los valores menores (fase blanca) y mayores (fase negra)
que el umbral. Después se obtiene el nimero de Euler en cada umbral (Fig. 2.10(a)). El conjunto
de valores asi obtenidos se conoce como funcion de conectividad. Un valor de 1a funcion igual a
cero significa que el campo comienza a estar bien conectado con quizas una fase continua que
recorre dos lados opuestos del campo (véanse las imagenes binarias de la Fig. 2.10(b)). El valor
minimo de la funcion corresponde con el umbral en el que la imagen se encuentra intensamente
conectada.

Las realizaciones con dependencia asimétrica claramente estdn mas intensamente conectadas
que la realizacion con dependencia simétrica (Fig. 2.10(a)). Las estructuras més intensamente
conectadas aparecen en los percentiles cercanos a uno. El umbral de la conectividad ( y(p)=0) en
estos casos ocurre en los percentiles superiores a la mediana y la fase conectada es mas amplia
(Fig. 2.10(b)). Por lo tanto, se puede argumentar que el algoritmo propuesto ciertamente genera
realizaciones cuyas funciones de conectividad se desvian de las funciones de conectividad de las
realizaciones multi-gaussianas (capitulo 1).

La mayor conectividad de las realizaciones asimétricas se puede asociar con una dispersion
mayor de las densidades en los percentiles superiores de las copulas empiricas bivariadas de la

Fig. 2.9(c). Seria muy interesante formular una medida de conectividad en términos de la
densidad de la copula bivariada.

2.5 Conclusiones

A lo largo de este capitulo se introdujeron algunos conceptos basicos de las copulas. Se hizo
énfasis en conceptos tales como dependencia y asimetria. El proceso de modelacion espacial
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mediante copulas se tratd con cierto detalle. Se propuso un algoritmo para la simulacion de
campos aleatorios por medio de copulas. Se simularon campos aleatorios con dicho algoritmo y
se examinaron las densidades de las copulas empiricas espaciales de las realizaciones. Se
encontraron resultados satisfactorios en términos de la reproduccion de las correspondientes
densidades tedricas.

Caracteristicas de la estructura de variabilidad espacial tales como dependencia y asimetria
fueron descritas cuantitativamente por medio de escalares individuales que sélo dependen de las
copulas bivariadas. Expresando dichos escalares en funcion de la distancia se construyeron
funciones de dependencia y asimetria. Estas funciones y los graficos de densidades de copulas
bivariadas se utilizaron para examinar y visualizar la estructura de variabilidad espacial de
realizaciones de campos aleatorios simulados. También se determinaron las funciones de
conectividad de las realizaciones en términos del nimero de Euler.

El modelado de la variabilidad espacial por medio de cépulas difiere de ciertos enfoques
geoestadisticos mas tradicionales como por gjemplo ¢l formalismo de indicadores multiples en
que el primero utiliza la ley de probabilidad bivariada completa y no sélo una aproximacion
basada en covarianzas indicadoras.

Debe reconocerse sin embargo que la simulacion de campos aleatorios empleando copulas
puede resultar muy demandante computacionalmente en mallas con un gran nimere de nodos.
En general el tiempo de calculo necesario para simular un campo aleatorio no multi-gaussiano
es considerablemente mayor al que se necesita para simular uno multi-gaussiano. El algoritmo
aqui presentado se podria optimizar para reducir el tiempo de calculo.
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CAPITULO 3

SOLUCION AL PROBLEMA INVERSO
CON UN FILTRO DE KALMAN
ENSAMBLADO MODIFICADO

El Filtro de Kalman Ensamblado (EnKF) es una técnica utilizada en ciencia y en ingenieria para
actualizar (en un sentido bayesiano) estimaciones de variables fisicas consistentemente con el
fendmeno fisico en estudio y también con las mediciones disponibles en ubicaciones y tiempos
especificos. El método fue desarrollado originalmente por Evensen (1994) para aplicaciones de
la Geofisica, pero en la Gltima década ha sido transferido y adaptado para enfrentar problemas
de estimacion en diversas disciplinas donde EnKFs se acoplan a modelos fisicos para actualizar
estimaciones de variables de estado, de parimetros del modelo fisico o ambos (Evensen, 2003;
Ghanem y Ferro, 2006; Butala er al., 2009). La estimacion de parametros de un modelo fisico
también se conoce en ingenieria como identificacion de parametros y modelacién inversa.

La relacion funcional entre las variables de estado y los parametros en ¢l enfoque EnKF se
representa mediante las ecuaciones de la dinamica del sistema, que frecuentemente se escriben
en la forma de alguna clase de ecuaciones diferenciales parciales estocasticas. El método EnKF
se puede resumir en dos etapas principales que incluyen una etapa de prondstico y una etapa de
actualizacion. La etapa de prondstico utiliza ¢l método de Monte Carlo para aproximar la
funcion de densidad de probabilidad (PDF) de la respuesta del sistema mediante un conjunto
(ensamble) de realizaciones. En la etapa de actualizacion se hace una aproximacion de la PDF a
posteriori del parametro que se va a estimar mediante el condicionamiento de cada realizacion
priori a las historias de observaciones disponibles, empleando una téenica de estimacion lineal.
Debido a que el EnKF es de hecho un método de Monte Carlo, es apropiado incluso para
complejos sistemas no lineales, pero debido a la etapa de actualizacién lineal, el método solo es
exacto cuando las variables aleatorias involucradas son conjuntamente gaussianas

Para aplicaciones del método EnKF en el contexto de los campos aleatorios, Bertino et al.
(2003) han propuesto la aplicacion de técnicas de transformacion univariadas antes de la etapa
de actualizacion para generar un espacio geométrico en el que, al menos, las distribuciones
marginales sean gaussianas. La transformacion gaussiana es de hecho un procedimiento
estandar en aplicaciones geoestadisticas conocido como fransformada normal estandarizada
(Deutsch y Joumnel, 1996). Aun cuando investigaciones recientes en el campo del flujo de agua
en medios porosos aleatorios han encontrado que esta variante del EnKF tiene un mejor
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desempefio que el original y que también es mas conveniente para el manejo de distribuciones
no gaussianas de los parametros (Zhu et al., 2011; Shoniger ef al., 2012; Xu et al., 2013), el
método sigue siendo subdptimo y en esta alternativa se transfieren algunas deficiencias
asociadas a las técnicas de estimacion lincal como por gjemplo el uso de la funcién de
covarianza como el unico descriptor de una dependencia espacial evolvente (Vazquez y
Auvinet, 2015).

En la etapa de actualizacion del enfoque EnKF aplicado a los campos aleatorios, en lugar de
modelar la funcion de distribucién acumulativa condicional de N variables (CCDF), se establece
una CCDF univariada en cada una de las N ubicaciones que se van a estimar, tomando en cuenta
unicamente las historias de observaciones disponibles. Esta estrategia se presta para que el
esquema sea mas eficiente a nivel computacional y adecuado para problemas de grandes
dimensiones. Ademas, dicho esquema permite la incorporacién de una técnica de simulacion
conocida como “p-field” (Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993) sin alterar la eficiencia
computacional del método. En la simulacion “p-field”, se toman muestras de las CCDFs locales
utilizando nimeros aleatorios (valores p) autocorrelacionados y distribuidos uniformemente, de
tal manera que los valores simulados resultantes se aproximen a las CCDF locales a lo largo del
conjunto de realizaciones.

En este capitulo se muestra como se puede implementar facilmente en el contexto del método
EnKF una etapa de actualizacion basada en la técnica de simulacion “p-field”. Para desarrollar
este enfoque, primero se determinan con el método EnKF las CCDFs locales del campo
aleatorio que se va a estimar y luego se generan realizaciones de estas distribuciones mediante
la técnica de simulacion “p-field”. Se espera que el esquema propuesto, que aqui se designa
mediante las siglas pf-EnKF, sea mas flexible que el EnKF en el sentido de que en cada etapa de
actualizacion el primero permite, al menos, dos opciones diferentes para generar los campos a
posteriori. Una primera alternativa consiste en utilizar como campos p las realizaciones del
campo aleatorio a priori. En este caso, ambos enfoques son equivalentes y se espera que las
diferencias entre ellos solo se observen en las estadisticas de las realizaciones simuladas sin
ninguna mejora anticipada. Sin embargo, una alternativa mas interesante consiste en actualizar
primero los campos a priori con el EnKF y luego utilizarlos como campos p en el pf-EnKF. En
este caso, la estructura de correlacion de los campos p estara dada por la funcion de
autocovarianza condicional por lo que la etapa de actualizacion con la técnica “p-field” podria
refinar la aproximacion del EnKF introduciendo fluctuaciones en tormo de las estimaciones
medias. El desempefio del esquema propuesto bajo esta ultima opcidn de los campos p se
evaluara con respecto a diferentes criterios cuantitativos.

Una formulacién alternativa del procedimiento EnKF basada en soluciones disponibles de la
teoria de estimacion lineal aplicada a funciones aleatorias se utiliza para incorporar la
metodologia propuesta. Para ilustrar los efectos de la etapa de actualizacion del pf-EnKFE y para
comparar los resultados con los del EnKF, en la estimacion de conductividades v cargas
hidraulicas, se considera un problema de flujo monofasico, unidimensional, en un medio poroso
continuo y aleatorio.

3.1 Ecuaciones de flujo de aguas subterraneas
En el siguiente analisis se considera €l modelo dindmico que describe el flujo de un fluido en un

medio poroso, unidimensional, completamente saturado, con conductividad hidraulica
espacialmente variable:

9 KS(X)aﬁ _g & 3.1)
Ox Ox ot
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sujeto a las condiciones iniciales y de frontera:

H_,=h, H._=h (3.2)

=0 0°

donde, /7 es la carga hidraulica [L] en ¢l dominio Q, x es la coordenada espacial, (x=x; [L],
donde x; representa la coordenada vertical que es positiva hacia arriba), K(x) es la
conductividad hidraulica saturada [L/T], S; es el almacenamiento especifico [L™'], % representa
la carga inicial y A la carga prescrita en la frontera I'p de Dirichlet.

Aun cuando las condiciones iniciales y de frontera se consideran constantes deterministas, la
conductividad hidraulica K (x) se considera un campo aleatorio; por lo tanto, la ecuacion 3.1 se
convierte en una ecuacion diferencial estocastica y la respuesta del fluyjo /7 también serd un
campo aleatorio. Para obtener la respuesta dinamica del modelo que satisface las ecuaciones 3.1
y 3.2 se utiliza ¢l método de Monte Carlo. Primeramente se generan realizaciones
independientes de un campo aleatorio « priori de conductividades y se resuclven
numéricamente las ecvaciones de flujo con los valores deterministas de cada realizacion
utilizando una version modificada de un codigo de elementos finitos (Smith y Griffiths, 2004).
Las estadisticas de las variables dependientes del fluyjo tales como las funciones de
autocovarianza y covarianza cruzada entre conductividades y cargas hidraulicas se determinan
con ¢l ensamble de realizaciones utilizando formulas bien establecidas de estadistica
descriptiva, en cada tiempo en el que ¢l campo aleatorio a priori es actualizado por medio del
siguiente proceso de condicionamiento.

3.2 Simulacion de campos aleatorios espacio-temporales

En esta seccion se presenta una formulacién alternativa del método EnKF. Adicionalmente, se
muestra como se puede implementar facilmente dentro del contexto del EnKF una etapa de
actualizacion basada en la téenica de simulacion “p-field”.

3.2.1 Definiciones

Sea Fidx), la coleccion de n variables aleatorias continuas del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica saturada K es decir, F=In(K;) referidas a las ubicaciones espaciales x

en la regién Q. con Q.C R* donde d=1.2 0 3 y en los tiempos discretos 1= {0,1,2,...}. Este
campo aleatorio espacio-temporal del logaritmo natural de la conductividad hidraulica con
dimensién # se escribe como:

{¥,(x):xeQ, =012, } (3.3)

Defina H{y). la coleccion de N variables aleatorias continuas de la carga hidriulica referidas a
las ubicaciones espaciales y en la region Q, con Q,=R? donde ¢=1,2 0 3 y en los tiempos

discretos r<{0,1,2,...}. Este campo aleatorio espacio-temporal de la carga hidraulica con
dimension N se escribe por medio de:

{Hf(x):erz,rzo,l,Z,___} (3.4)

La funcion de distribucion acumulativa (CDF) multivariada de H(y) en el tiempo particular ¢
dependera de las distribuciones multivariadas en todos los tiempos previos. Sin embargo, la
evolucion de dicha funcion se puede determinar suponiendo que el modelo dinamico de la ecs.
3.1-3.2 se comporta como un proceso markoviano de primer orden, es decir, P[H,(y)|H, (¥x).H,
200, H 50, . [FPIH(IH ()]- En consecuencia, solo el pasado mas reciente determina la
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CDF condicional multivariada de H{y) dado todo el pasado. Esta evolucion simplificada de
Hi(y) esta dada por:

H(1)= S(Ht—l(x)=z—1(x)) (3.3)

donde 3(-) representa las ecuaciones de la dinamica del modelo. Observe en la ec. 3.5 que para
avanzar H(y) hacia el primer tiempo, es decir /;(y), se tienen que especificar las condiciones
iniciales (%), el campo aleatorio de parametros Yo(x) y las condiciones de frontera.

Supoéngase ahora que se toman sin error N, observaciones de H() en las ubicaciones y,, donde

cefl,....N,;} v en los tiempos discretos 7€ {0,1,2,...}. El conjunto de historias de observaciones
disponibles se puede representar entonces por medio de:

{Hf(xa)= yo=12,..,N,, = 1,2,3,...} (3.6)

Un campo aleatorio que se hace especifico a un conjunto de observaciones directas y/o
indirectas en sus ubicaciones exactas se denomina condicional. Los campos aleatorios ¥(x) y
Hi(y) dado el conjunto de observaciones H,(y,) se escriben como:

{z (X)|H. (2,): x€Q,.72,€Q,. a=1.2.....N,, r=1,2,3,...} (3.7)

S (O (1) 7. €9, @=12,N,, 1=123, .} (3.8)

El analisis de los campos aleatorios de las ecuaciones 3.7 y 3.8 requiere la determinacion de
todas las funciones de distribuciones acumulativas (CCDFs) marginales y todas las CCDFs de
n-variables (y de N-variables) en cada ubicacion x (o ) en el tiempo particular 7. Esta tarea se
simplifica sustituyendo cada CCDF #m-variada (y cada CCDF N-variada) con una CCDF
univariada en cada una de las » (o N) ubicaciones espaciales en el tiempo particular ¢. Los
campos condicionales de las ecs. 3.7 y 3.8 se pueden escribir entonces:

{Yf(xi)|Hf (f.)ixeQ 7, €Q,. i=12...m a=12,. N, r=1,2,3,...} (3.9)

{Hf(x1)|Hi (1) i7a€Q,, i=12,...N,a=12,...N,, r=1,2,3,...} (3.10)

Suponiendo que la relacion conjunta de Y'(X) y 77 () es multi-gaussiana (esto es, si s¢ supone
un modelo multi-gaussiano), entonces el campo aleatorio condicional Yt(xl)lH . (%,) sepuede

escribir como la suma de dos campos aleatorios independientes (Journel y Huijbregts, 1978):
Y (x)=2"(x)+[ 7 (x)-¥ (x)] (3.11)

y ambos campos aleatorios en la ec. 3.11 se pueden calcular con la téenica del Kriging:

Z*(Xx')zzlzzl (Xzz)hcz,i
Y (x)=Y,(x) (3.12)

40



Substituyendo las ecs. 3.12 en la ec. 3.11 se obtiene:

Ig Nh

Y (x )=V (x )+ 2 302 () s = Ho ()] (3.13)

=1 e=1

donde A(x,) son funciones de ponderacién que representan la importancia relativa de las
observaciones H,(y,) en la estimacion del valor de ¥.(x;). Las funciones ponderadoras son las
soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lincales:

n My

RIDITAV ) o (xa,xj;t,t):CYH(XI,XOE;I—I,I), i=12,...,N, (3.14)

i=l a=1

donde Culyey,:t.f) representa las funciones de autocovarianza espacio-temporal entre valores
del logaritmo natural de la conductividad hidraulica y Cyz{x,,%1-1,f) representa las funciones
de covarianza cruzada espacio-temporales entre valores del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica y la carga hidraulica. Para que la cc. 3.14 tenga solucion tnica, las
funciones de covarianza espacio-temporales involucradas tienen que ser positivo-definidas. Se
pueden escribir ecuaciones semejantes a la 3.13 v a la 3.14 para el campo condicional

H.(y )|H . (1,,) (Vazquez y Auvinet, 2015).

La determinacion de las funciones de covarianza espacio-temporales en la ec. 3.14 sin embargo
esta lejos de ser un problema trivial debido a que efectos no lineales asociados al problema de
flujo de agua impactan las relaciones estadisticas entre Y(x) y f7,(y). A pesar de que algunos
modelos tedricos generales de funciones de covarianza espacio-temporales podrian adoptarse
para cuantificar las dependencias, no es del todo clara la conveniencia de tales modelos para
enfrentar problemas de flujo de agua en medios porosos con propiedades no multi-gaussianas.
Por ello, para resolver la ec. 3.5 se utiliza el método de Monte Carlo y las funciones de
covarianza necesarias s¢ determinan con ¢l ensamble de realizaciones. Esta es la esencia de los
métodos ensamblados. Las funciones de covarianza que se obtienen de esta manera son en
efecto empiricas, sin embargo, como un promedio de varias realizaciones estas funciones
conducen a matrices positivas definidas y pueden utilizarse directamente sin ser modeladas.

Vale la pena mencionar que la ec. 3.13 se puede mterpretar como un mecanismo bayessiano en
el sentido de que el campo aleatorio condicional ¥,(x) depende del conocimiento a priori que

se compone del campo aleatorio ¥, (x), las funciones de covarianza y las observaciones.

3.2.2 El método EnKF

El Filtro de Kalman Ensamblado (EnKF) utiliza ¢l método de Monte Carlo para aproximar las
distribuciones marginales de Hy(y) suponiendo que el modelo de flujo de agua es un proceso
markoviano de primer orden. Posteriormente simula las distribuciones de Y(x,) condicionando
cada realizacion de Y. (x,) a las observaciones de [7{%,) suponiendo un modelo multi-
gaussiano. Esta etapa de actualizacion se puede escribir:

Ui=U,+K,[Z -H/] (3.15)
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donde U} =[§4x1),PdX2).....74x,)] es un vector de dimensién »n que conticne realizaciones

actualizadas del logaritmo natural de la conductividad hidraulica, Ug=[yi1(X1),p1(X2),- . -, pra(X,) |
es un vector de dimensidon » con realizaciones simuladas del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica (realizaciones a priori), Z=[hshs,....luns es el vector de las
observaciones de dimension Ny, v F=[7(%0).5(%2).. . ..h{%w)] s un vector reducido de estados
pronosticados (realizaciones de la carga hidraulica en las ubicaciones de las observaciones) de
dimension N,

La matriz K, (nx¥,) es la denominada “ganancia de Kalman”, que se ensambla después de
obtener las funciones de ponderacion asociadas a cada ubicacion x, en el tiempo 7, como:

K =| ° 5 : (3.16)

La ctapa de actualizacion del método EnKF se repite en el siguiente tiempo para el que haya
observaciones disponibles, pero el nuevo campo aleatorio a priori del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica es el campo a posteriori. De esta manera, la etapa de actualizacion se
cfectiia secuencialmente incorporando observaciones del pasado y las observaciones en el
tiempo presente en el proceso de inferencia.

3.2.3 El método EnKF modificado

En esta variante del método EnKF la ctapa de actualizacion se realiza dentro de un espacio
transformado en el que las distribuciones marginales de los campos aleatorios involucrados son
gaussianas con media cero y varianza uno. Al finalizar la ctapa de actualizacion las
distribuciones de las variables son retransformadas a sus distribuciones originales. Las etapas
adicionales del método EnKF modificado se explican en seguida.

3.2.3.1 Transformaciones gaussianas

Para realizar las transformaciones gaussianas, se establecen estadisticamente, con el conjunto de
realizaciones, CDFs del logaritmo natural de la conductividad hidraulica en las ubicaciones x, es
decir, F(v;x,) para =1,2,....n y CDFs de cargas hidraulicas en las ubicaciones 7, es decir,
Fefhsyy) para j=1,2,....N. Luego sc aplica la transformacién gaussiana G (con media cero y
varianza unitaria) a cada caso, es decir, y' =G [Fy(v:x))] y /'=G'[F, W), donde v’ v 47 son los
valores gaussianos fransformados. Adicionalmente se aplica una estandarizacion de las
observaciones en cada ubicacion . para a=1,..., N;. La funcion que relaciona y con ¥’ o 4 con
A’ en el plano cartesiano x-y se denomina funcion de anamorfosis gaussiana (Fig. 3.1(a)).
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Anamorfosis gaussiana
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Fig. 3.1 Tlustracion de la etapa de transformacion del EnKF y el pf-EnKF. &) Proceso de transformacion
gaussiana. b) Proceso de retransformacion.

3.2.3.2 Etapa de actualizacion

Después de realizar todas las transformaciones descritas en la seccién anterior, la etapa de
actualizacion del método EnKF modificado se puede escribir ahora como:

U =0,+K,[Z -1/ | (3.17)

donde ﬁ;‘ =[P'(x1),7 '(X3),...,0°4(x,)] es un vector de dimensidn » que contiene realizaciones

actualizadas del logaritmo natural de la conductividad hidraulica, fJO =1 (X1, i (X2),. .y
1(x,)] es un vector de dimensién » con realizaciones simuladas del logaritmo natural de la

conductividad hidraulica (realizaciones a priori), Zi =[h'1 R 00 ] es el vector de las

observaciones de dimension N, y ITIff =A%) A2, . A m)] es un vector reducido de

estados pronosticados (realizaciones de la carga hidriulica en las ubicaciones de las
observaciones) de dimension N,

La matriz K, (nxN,) se ensambla después de obtener las funciones de ponderacion asociadas a

cada ubicacion x; en el tiempo de actualizacion ¢ utilizando los valores transformados. La etapa
de actualizacion del método EnKF modificado también se realiza secuencialmente.

3.2.3.3 Retransformacion
Los valores condicionales que corresponden a las variables originales se pueden obtener por

medio de un proceso de retransformacion en el que la CCDF del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica retransformada en cada ubicacién x, es decir, Fy(v;x), se obtiene
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haciendo F#{(y;x)=13(9";x). Esto significa que el valor de la CCDF de la variable original y (ver
la seccion 3.2.3.1) se identifica con el valor de la CCDF en su valor correspondiente de
transformacion gaussiana . Dicho proceso se ilustra en la Fig. 3.1(b).

3.2.4 Método propuesto basado en la técnica de simulacion “p-field”

Ademas de la etapa de actualizacion del método EnKF modificado presentado anteriormente, se
puede llevar a cabo una etapa de actualizacion basada en la técnica de simulacion “p-field”
como se propone en este capitulo. Esta extension del método EnKF se denomina aqui método
pf-EnKF y se presenta en los siguientes parrafos.

Una CCDF de valores del logaritmo natural de la conductividad en cada ubicacion x, es decir,
Fe(P'x,) para =12,...n sc cstablecen estadisticamente utilizando los conjuntos de
realizaciones actualizadas con el método EnKF modificado. Muestras de valores del logaritmo
natural de la conductividad hidraulica en cada ubicacion x, es decir, 77'(x,) se pueden obtener a
partir de las distribuciones condicionales mediante la técnica de simulacion “p-field”
(Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993):

S(x)=Fp.(x)) i=L2..n (3.18)

donde p..4(x;) son los denominados campos de probabilidades (campos p), del campo de valores
del logaritmo natural de la conductividad hidraulica. Los campos p se pueden establecer con los
valores de las funciones de distribucion acumulativas empiricas de cada realizacion antes de la
ctapa de actualizacion. Por gjemplo, si la etapa de actualizacion esta en el tiempo =1, entonces
los campos p se forman con las realizaciones en el tiempo 0. El proceso de realizacion
descrito por la ecuacion 3.16 se ilustra en la Fig. 3.2.

/ Construccién de los campos p
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S e Tt
e VR
| Realizaciin ¢,
Realizacidn #
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2 z E k] of-EnkF
= = 2 55 = st
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= 2 z TN, Sl 2 S
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0 Py(fxl‘l‘_‘n)‘ » i | ‘ Realizacian v,
1 o i ! 10 AT,
Y " pEnkF
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Fig. 3.2 Tlustracion del proceso de simulacion descrito por la ecuacion 3.16. a) Generacion de los campos
p. b) Muestreo de las funciones de distribucion condicionales utilizando los campos p.
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La estructura de correlacion de los campos simulados actualizados $'(x) es tomada en cuenta
por la estructura de correlacion de los campos pri(x) (Goovaerst, 1997). El proceso de
retransformacion de los valores simulados ¥74(x,) se realiza segin lo explicado en la seccion
3233

3.3 Descripcion del experimento numérico

Para explorar ¢l desempefio del método propuesto (pf-EnKF), se considera un acuifero
hipotético, completamente saturado, unidimensional, vertical y heterogéneo. El acuifero tiene 40
m de profundidad y esti subdividide con 80 elementos finitos, cada uno de los cuales tiene una
longitud de 0.5 m. A cada elemento finito e, para i=1,...,80 se le asigna un valor del logaritmo
natural de la conductividad hidriulica y¥(x,) de acuerdo al siguiente procedimiento.
Primeramente, se simula un campo multi-gaussiano g(x) con funcién de autocovarianza
exponencial y escala de correlacion ¢,=2.5 m utilizando una version modificada del generador
de campos aleatorios SGSIM (Deutsch y Journel, 1996) (Fig. 3.3(a)). En segundo lugar, se
aplica la V-transformacidén al campo g(x) (Bardossy y Li, 2008):

W(x) = k(g(x)fm)asig(x)zm

(m-g(x))  sig(x)<m (3.19)

con parimetros clegidos arbitrariamente m=0, /=1 y o=2 para obtener ¢l campo transformado
v(x) mostrado en la Fig. 3.3(b). En tercer lugar, se impone una distribucion gaussiana al campo
v(x) haciendo y'=G [F{(v)], donde F(v) es la CDF empirica del campo w(x) vy G la CDF
gaussiana tedrica. Finalmente, dicho campo y'(x) se modula para obtener un campo ¥¥(x)
normalmente distribuido con valor medio g—=-1.654 v varianza o/=1 haciendo:
ymf (x)=u v’ (x)ay. Se supone que cada uno de estos valores es constante dentro de su elemento
finito e,. Este campo del logaritmo natural de la conductividad hidriulica, que se muestra en la
Fig. 3.3(c), se considera un “verdadero estado de la naturaleza™ y se denomina el acuifero de
referencia.

Carmpo gaussiano Carrpo transformado Carrpo de |a log-conductividad
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Fig. 3.3 Campos unidimensionales. a) Campo gaussiano inicial. b) Campo después de aplicar la 7~
transformacion con parametros m=0, k=1 v o=2 al campo gaussiano inicial. ¢) Campo final del logaritmo
natural de la conductividad después de imponerle una distribucion normal con valor esperado p=-1.654
y varianza =1 al campo F-transformado. También se reportan las estadisticas de los valores
muestreados (cuadrados vacios).
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Deben mencionarse varias propiedades interesantes de la F-transformacion. En primer lugar, la
densidad simétrica del campo gaussiano g(x) es transformada en una densidad asimétrica a
través de los parametros m, £ v a. En segundo lugar, la funciéon de autocovarianza empirica de
2(x) no se preserva en wW(x) debido a que la J-transformacion no es mondtona (Fig. 3.4). En
tercer lugar, la correlacion espacial de v(x) es mas fuerte para los valores mayores que la
mediana que para los valores menores que la mediana; es decir, la correlacion espacial de v(x)
es asimétrica. Esta Gltima caracteristica del campo se mantiene después de imponerle la funcion
de distribucion gaussiana (normal) porque la transformacion gaussiana es mondtona (Deustch y
Journel, 1996). Debido a que los valores en ymf(x) tienen la distribucién normal, los valores
k(x)=exp(y’¥(x)) ticnen la distribucién lognormal con valor esperado 1,=0.315 m/dia y
coeficiente de variacion CVg~= 1.31. Los campos de conductividades con distribuciones
marginales lognormales y estructuras de correlacion  asimétricas se consideran mas
representativos de los acuiferos naturales (Gomez-Hernandez v Wen, 1998; Journel y Zhang,
20006), como se discutid en el capitulo 1.

Utilizando el acuifero de conductividades de referencia, se generan respuestas de cargas de agua
subterranea mediante la solucion de una condicion de flujo transitorio con elementos finitos. En
=0 dias, la distribucién inicial de las cargas es hidrostatica. En £=0 dias, la carga hidraulica
decrece con el tiempo a razon de 0.15 m por dia durante 150 dias en la frontera inferior. Para los
fines de este ejemplo numérico, se supone que la distribucion de las cargas en =90 dias es la
condicion inicial (designada como =0 dias en la Fig. 3.5 y en lo sucesivo). Adicionalmente, se
supone que las respuestas de cargas de agua subterranea estan disponibles en los tiempos =3,
=18 y =60 dias en las dos ubicaciones indicadas en la Fig. 3.5. De esta forma se generan dos
historias con tres valores de la carga hidraulica cada una de ellas. Estas variables indirectas e
informativas de la conductividad hidraulica del acuifero se consideran observaciones
piezométricas transitorias disponibles. En cada uno de estos tres tiempos, se lleva a cabo el
proceso de actualizacion de los dos esquemas, EnKF y pf-EnKF. El coeficiente de
almacenamiento se supone igual a 0.001 en todo el acuifero.

K Campo gaussiano
i
v 0.8 — Campo de |a log-conductividad ]
O
E 06 \ Funcién tedrica
N | \ Exponencial con
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Fig. 3.4 Funciones de autocovarianza estandarizada del campo gaussiano inicial y del logaritmo natural
de la conductividad del campo de referencia. También se muestra una funcion exponencial tedrica con
fines comparativos.
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Fig. 3.5 Perfil de cargas hidraulicas en el acuifero de referencia al tiempo =0 dias. También se indican
con cuadrados solidos las profundidades de las puntas de dos piezémetros (Pz-1 y Pz-2).

En las cuatro ubicaciones que se indican en la Fig. 3.3(c) se hace un muestreo del acuifero de
referencia y7(x) y los valores se consideran mediciones directas del logaritmo natural de la
conductividad hidrdulica. 1.a media y la varianza del conjunto de valores muestreados se
reportan en la misma figura. Observe que estas estadisticas sobreestiman el valor medio v la
varianza del logaritmo natural de la conductividad hidraulica del acuifero de referencia. Note
ademas en la Fig. 3.4 que una funcién de autocovarianza exponencial con escala de correlacion
a,=2.5 m también sobreestima la escala de correlacion del acuifero de referencia. Para modelar
una situacion en la que las estadisticas del acuifero sdélo se conocen a priori de manera
aproximada, la media y varianza de la muestra asi como la funcién de autocovarianza antes
mencionada se utilizan para simular dos mil realizaciones condicionales del logaritmo natural de
la conductividad hidraulica. Este ensamble de realizaciones representa una aproximacion inicial
al acuifero de referencia. El nimero de realizaciones simuladas asegura la estabilidad de las
siguientes dos medidas de error, de acuerdo con algunas calculos preliminares.

Para evaluar el desempefio tanto del filtro EnKF como del filtro pf-EnKF en la estimacion del
logaritmo natural de la conductividad y la carga hidriulica, se consideran la raiz cuadrada del
error cuadratico medio (RMSE) v la medida de dispersion SPREAD. La RMSE se evaliia por
medio de:

RMSEJl IR (x,-))2 (3.20)

G|

donde » es el nimero de conductividades en la region de flujo; y*(x,) es el valor medio del
logaritmo natural de la conductividad hidraulica estimada en la ubicacién x; y ¥¥(x,) es el
logaritmo natural de la conductividad hidraulica de referencia también en la ubicacion x,.

La dispersion (SPREAD) se calcula como:

SPREAD = X § 2.(x) (3.21)
i
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& . . 5y . - .
donde, s (x;) es la varianza de la estimacion del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica en la ubicacion x, calculada estadisticamente con el conjunto de realizaciones.

La RMSE es una medida de la diferencia de las medias de los campos estimados y de referencia
y SPREAD es una medida de la dispersion del campo estimado en torno al campo de referencia.
Por lo tanto, pueden considerarse como medidas de exactitud y precision de las estimaciones,
respectivamente.

3.4 Resultados y discusion

En esta seccion se discuten las caracteristicas de las realizaciones de la media condicional de los
campos del logaritmo natural de la conductividad hidraulica y de la carga hidraulica. Los
resultados del EnKF se comparan con los resultados del pf-EnKF. Antes de analizar los efectos
del condicionamiento se analizan los efectos de la transformacidn gaussiana.

3.4.1 Efectos de la transformacion gaussiana

La Fig. 3.6 ilustra el efecto de la transformacién gaussiana de las cargas hidraulicas en un nodo
seleccionado arbitrariamente antes de la primera etapa de actualizacion. En general, la forma de
las distribuciones locales dependera de la ubicacion del nodo dentro de la region de flujo vy de
las condiciones de frontera del problema en cuestion. En cualquier caso, las funciones de
distribucion locales se podran transformar en distribuciones gaussianas construyendo funciones
locales de anamorfosis gaussianas en forma numeérica, como se ha explicado. Por ejemplo,
observe en la Fig. 3.6(a) que aunque los valores originales exhiben una distribucion sesgada, la
variable transformada se vuelve simétrica en torno a la media, mostrando la bien conocida
forma de campana despucs de la anamorfosis gaussiana (Figs. 3.6(b).(c)).
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Fig. 3.6 Transformacion gaussiana de las cargas hidraulicas en el nodo 61. a) Histograma de las cargas
hidraulicas no transformadas. b) Funcion de la anamorfosis gaussiana (con media cero v varianza
unitaria). ¢} Histograma de cargas hidraulicas después de la anamorfosis gaussiana.

La Fig. 3.7 representa la relacion entre valores del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica y valores de la carga hidraulica en ubicaciones seleccionadas arbitrariamente, antes
(Fig. 3.7(a)) y después (Fig. 3.7(b)) de aplicar las respectivas transformaciones gaussianas.
Debido a que la transformacion gaussiana es mondtona, no modifica las caracteristicas
bivariadas de la dependencia como por gjemplo la estructura de correlacion en diferentes
percentiles (Deutsch y Journel, 1996; Chiles y Delfiner, 1999). Sin embargo, ¢l coeficiente de
correlacion lineal de Pearson, que depende del tipo de distribuciones marginales de las variables
aleatorias, podria ser diferente antes y después de las transformaciones. En el caso particular de
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las variables en las ubicaciones indicadas en la Fig. 3.7, se observa en la esquina superior
1zquierda de cada figura que el coeficiente de correlacion de Pearson presenta practicamente el
mismo valor antes v después de las transformaciones. Por lo tanto, el efecto implicito de
pseudo-lincalizacion asociado con la anamorfosis gaussiana reportado por Shéniger ef al.
(2012) debe ser considerado como dependiente de la aplicacion.

o 27 T v
s E 230103 © s L lh=-0]107]
o + o [
; 25 + T b < 3 #+
Y Mo = [ ER AT
B 2ot 3 EPR S Y 7). 4,
g o T [ o
£ 21— S = " 1‘!‘* *’t-r -
ARLR: E 2 a
5 L | E 4
e b of W 2 of—1 N
S 17+ + A g
2 FE + i = te *
215 E +1 "+ + © -1+ T & —
= E o L = +4
PR &/ 2 i $id
ﬁ o = T = + Thevrgy ] :
o1+ R * (a) 7 - ’
o E + [ * a © - + (b)
O o + [
O Pl PP PTTTY PYTTE PRVTY FITTI MU © [/ VY FVRTU PRI FUTY IVPTL PETUL PUTE POP
6543210123 4 -3 -2 14 01 2 3 4
Log-conductividad no transformada Log-conductividad transformada en
en el elemento 53 el elemento 53

Fig. 3.7 Relacidn entre el logaritmo natural de la conductividad y la carga hidraulica en dos ubicaciones
seleccionadas arbitrariamente (o es el coeficiente de correlacion de Pearsom). a) Antes de la
transformacion de ambas variables. b) Después de la transformacion gaussiana de ambas variables.

3.4.2 Efectos del condicionamiento basado solo en las log-conductividades

Primero se analiza el impacto de condicionar las realizaciones del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica sélo a las mediciones directas. Las Figs. 3.8(a),(b) muestran
comparaciones entre el campo de referencia y la media del conjunto de realizaciones
condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidraulica que se obtienen con los
filtros EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Al contrastar ambos campos condicionales, se
observa que ¢l filtro pf-EnKF produce, hasta cierto grado, mas variabilidad entre mediciones
que el filtro EnKF. Al observar los valores RMSE y SPREAD que se muestran en la esquina
inferior derecha de las figuras se puede establecer que ¢l filtro EnKF es mas exacto y que el pf-
EnKF es mas preciso.

Las Figs. 3.9(a),(b) reproducen los perfiles de desviacion estandar (incertidumbre) calculados
con las realizaciones condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidraulica de los
filtros EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Observe que el efecto del condicionamiento es
reducir, en promedio, la incertidumbre a priori y colapsarla a cero en las ubicaciones de las
mediciones. Los perfiles de ambos filtros son muy similares.
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Fig. 3.8 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a mediciones de esta misma
variable. a) Con el método EnKF. b) Con el método pf-EnKF. También se muestra el campo de

referencia.
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Fig. 3.9 Perfiles de la desviacion estandar condicional del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica con respecto a la profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados vacios indican las
ubicaciones de los valores conocidos). a) De los campos del EnKE. b) De los campos del pf-EnKF.

3.4.3 Efectos del condicionamiento basado en las log-conductividades v en las cargas
transitorias

Ahora se examina el impacto adicional de condicionar las realizaciones del logaritmo natural de
la conductividad hidraulica a las cargas hidraulicas transitorias. En las Figs. 3.10(a),(b).(c) se
muestran las comparaciones entre el campo de referencia y la media del conjunto de
realizaciones condicionales que se obtienen con el método EnKF en los tiempos =3 dias, =18
dias y =60 dias, respectivamente. Las Figs. 3.11(a),(b),(c) muestran las mismas comparaciones
pero ahora la media del campo condicional del logaritmo natural de la conductividad hidraulica
se obtiene con las realizaciones el método pf-EnKF.
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Fig. 3.10 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a historias de cargas
hidraulicas con el meétodo EnKF. Tambien se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo =3 dias. b) Al
tiempo =18 dias. ¢) Al tiempo =60 dias.
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Fig. 3.11 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a historias de cargas
hidraulicas con el método pf-EnKF. También se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo =3 dias. b)
Al tiempo =18 dias. ¢) Al tiempo =60 dias.

Al examinar las medidas RMSE y SPREAD indicadas en cada figura (esquina inferior derecha),
se puede establecer que el EnKF produce resultados mas exactos que el pf-EnKF en todos los
tiempos, aunque las estimaciones del pf-EnKF son mais precisas. Por cjemplo, los valores
RMSE y SPREAD para la media del campo condicional del EnKF en el tiempo =60 son 0.964
vy 1.080, respectivamente, en tanto que los valores de tales medidas para la media del campo
condicional del pf~EnKF son 1.086 y 0.988, respectivamente. La mayor exactitud del método
EnKF puede atribuirse a que el pt-EnKF produce mayores fluctuaciones entre mediciones que
no siguen cercanamente la variabilidad del acuifero de referencia. No obstante, debera
recordarse que los valores RMSE y SPREAD s6lo miden la calidad de la estimacion local, es
decir, no indican nada acerca de la calidad de la estimacion multivariada. Para explorar la
calidad de la estimacion multivariada, en ¢l capitulo 4 se examinarin las copulas empiricas
bivariadas.
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Los perfiles de desviacion estandar calculados con las realizaciones condicionales del logaritmo
natural de la conductividad hidraulica del EnKF y del pf-EnKF se reportan en las figuras
3.12(a),(b), respectivamente. En términos generales, la incertidumbre decrece en ambos casos a
medida que se utilizan las observaciones de cargas de agua subterranea en mas tiempos, excepto
en las ubicaciones de las mediciones directas en donde la incertidumbre es cero en todos los
tiempos. En esas figuras se ilustra que la incertidumbre se vuelve mas pequefia en torno a las
profundidades de 17 m y 26 m (en donde se localizan las puntas de los dos piezémetros) que en
otras profundidades v que esta reduccion es mas significativa en el perfil del pf-EnKF que en el
perfil del EnKF.
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Fig. 3.12 Perfiles de la desviacidn estandar condicional del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica con respecto a la profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados vacios indican las
ubicaciones de los valores conocidos). a) De los campos del EnKF. b) De los campos del pf-EnKF.

La Fig. 3.13 muestra las distribuciones de frecuencias de valores del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica tanto del campo de referencia como del ensamble de realizaciones a
priori y de los ensambles a posteriori al final del proceso de condicionamiento. Recordemos
que el valor medio de la conductividad del acuifero de referencia estaba sobreestimada por el
campo aleatorio a priori, por ello la funcién de distribucién de dicho campo se ubica a la
derecha de la funcidn de distribucion del acuifero. Al examinar las distribuciones de los campos
a posteriori se observa que muestran algunos rasgos de la distribucién de referencia (como
algunos de los “picos™ de ambas ramas) y que estan desplazados ligeramente hacia la 1zquierda
de la distribucién del campo aleatoric a priori. Esto indica el intento del proceso de
condicionamiento de ambos filtros para llevar sus distribuciones a priori hacia la distribucién de
referencia. Observe que las distribuciones a posteriori de ambos filtros son muy similares.
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Fig. 3.13 Distribucion de frecuencias del logaritmo natural de la conductividad del campo de referencia,
del conjunto de realizaciones a priori y de los conjuntos de realizaciones a posteriori del EnKF y pl-
EnKF al tiempo =60 dias.
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Fig. 3.14 Campos condicionales de la carga de presion que se obtienen con el método EnKF. Tambien se
muestra el campo de referencia. a) Al tiempo =3 dias. b) Al tiempo =18 dias. ¢) Al tiempo =60 dias.

Ahora se revisan los campos condicionales de cargas de presion. Las Figs. 3.14(a),(b) v (c)
muestran comparaciones entre los perfiles de cargas de referencia v los perfiles de valores
medios que se calculan con las realizaciones condicionales de la carga hidraulica del filtro
EnKF en los tiempos =3, =18 y =60 dias, respectivamente. S¢ ve que dichos perfiles se
acercan mas a los de referencia a medida que se toman en cuenta un mayor nimero de
observaciones de los registros de cargas piezométricas en la etapa de actualizacion. E1 mismo
comportamiento s¢ observa en las Figs. 3.15(a).(b),(c) donde sc¢ muestran comparaciones de los
pertiles de cargas de referencia con los perfiles medios que se obtienen con las realizaciones
condicionales de la carga hidraulica del filtro pf-EnKF en los tiempos mencionados
anteriormente, excepto que en este caso el filtro pf-EnKF introduce mayores fluctuaciones entre
las observaciones que se desvian mas de los valores de referencia. En consecuencia, las
estimaciones del pf-EnKF son menos exactas que las del EnKF. Esto se puede verificar al
observar los valores de 1a medida RMSE que se indican en las figuras. Los perfiles de cargas de
presion estimados con el pf-EnKF atn asi corresponden bien con los perfiles de referencia.
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También se puede destacar, a partir de los valores de la medida SPREAD en los tiempos
especificados, que las estimaciones del pf-EnKF son mas precisas.
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Fig. 3.15 Campos condicionales de la carga de presion que se obtienen con el método pf-EnKF. También
se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo =3 dias. b) Al tiempo =18 dias. ¢) Al tiempo =60 dias.
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Fig. 3.16 Perfiles de la desviacidn estandar condicional de la carga de presion con respecto a la
profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados solidos indican las ubicaciones de dos observaciones).
a) De los campos del EnKF. b) De los campos del pf-EnKF.

Las Figs. 3.16(a).(b) muestran los perfiles de desviacion estandar condicional de cargas de
presion en los tiempos =3, =18 y =60 dias cuantificados con las realizaciones del EnKF y del
pt-EnKF, respectivamente. Como se esperaba, la incertidumbre es nula en las profundidades
donde se registra la carga de presion y en las fronteras superior e inferior donde se prescriben
las cargas hidraulicas. Como se ilustra en ambas figuras, la desviacién estandar disminuye en
términos generales con el tiempo, pero localmente aumenta en algunas profundidades. Este
comportamiento es evidente en el perfil calculado con los campos del pf-EnKF. Dicho
comportamiento puede ser explicado por la naturaleza numérica de las funciones de covarianza
calculadas en los esquemas EnKF. Como lo explican Xu et al. (2013), las funciones de
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covarianza calculadas numéricamente producen estimaciones de esta que fluctian en torno a
cero en distancias para las que deberian ser cero. Una forma de superar este problema es
mediante el uso de técnicas de localizacion de covarianza.

3.5 Conclusiones

En este capitulo se describieron los detalles de la implementacion de una etapa de actualizacion
dentro del procedimiento EnKF basada en la técnica de simulacion “p-field”. Esta extension del
método EnKF se designd con el nombre de método pf-EnKF. Para ilustrar los efectos y para
comparar los resultados del método propucsto frente a los del EnKF, se consideré un problema
de flujo monofasico, unidimensional en un medio poroso aleatorio continuo.

Los métodos EnKF vy pf~EnKF involucran transformaciones de las funciones de distribucion
locales en funciones de distribucion gaussianas estandarizadas antes de las etapas de
actualizacion. De esta forma, cada etapa de actualizacion se realiza dentro de un espacio
geométrico de distribuciones gaussianas univariadas. Esto le proporciona a los filtros mayor
estabilidad durante las etapas de actualizacién y la posibilidad de utilizar distribuciones no
gaussianas para los parametros del modelo dindmico. También ambos filtros requicren la
retransformacion de las distribuciones condicionales locales a sus distribuciones originales
después de las etapas de actualizacion.

El resultado mas notable de la metodologia propuesta es que induce mayores fluctuaciones entre
las observaciones en las realizaciones condicionales. Se encontré, sin embargo, que la incitacion
de mayores fluctuaciones en torno a las estimaciones del valor medio no proporciond mejores
resultados (en términos de exactitud local) en la estimacion del logaritmo natural de la
conductividad hidriulica y tampoco en la estimacion de las cargas hidraulicas. Estas
conclusiones pueden explicarse por el hecho de que las fluctuaciones no necesariamente
siguieron mas de cerca la variabilidad de los correspondientes campos de referencia. Se requiere
investigacion adicional para evaluar por completo el desempeiio del filtro propuesto. El capitulo
4 explorara el desempefio de la metodologia propuesta sobre la reproduccion de las copulas
espaciales de un campo de referencia de conductividades en 2D.
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CAPITULO 4

CARACTEREACION DE CAMPOS
HETEROGENEOS DE LA
CONDUCTIVIDAD HIDRAULICA

Desde el inicio de este estudio se establecid que la conductividad hidraulica de las formaciones
porosas es muy sensible a variaciones de estructura interna. Se menciond que incluso en un
mismo tipo de suelo, la conductividad hidraulica puede variar en varios érdenes de magnitud.
Ademas, se sefialé que el numero de mediciones disponibles para determinar la conductividad
hidraulica de un sitio especifico generalmente es limitado. Se ha mencionado también que las
mediciones disponibles muestran que, para fines practicos, la heterogeneidad de la
conductividad hidraulica en las formaciones porosas se puede caracterizar mejor de manera
probabilista.

Diversos autores han aceptado que la conductividad hidraulica de las formaciones porosas
naturales se puede interpretar como una realizacién de un campo aleatorio (Dagan, 1989,
Gelhar, 1993; Zhang, 2002; Rubin, 2003). Los parametros descriptivos del campo aleatorio se
pueden obtener a partir de una realizaciéon misma suponiendo que el campo es ergédico (Chiles
vy Delfiner, 1999). Estimaciones de la conductividad hidraulica de la formacion porosa en
ubicaciones no observadas y una medida de la incertidumbre de la estimacion se pueden obtener
por medio de téenicas geoestadisticas de estimacion o de simulacion (Chiles y Delfiner, 1999).

Un campo aleatorio que se hace especifico a un conjunto de mediciones directas de la
conductividad hidraulica y/o a un conjunto de observaciones mdirectas, como es el caso de las
cargas hidraulicas, tomando en cuenta sus ubicaciones particulares, se denomina campo
aleatorio condicional. En la practica, los campos aleatorios condicionales con frecuencia son
deseables debido a que proporcionan estimaciones especificas al sitio de la conductividad
hidraulica de la formacion porosa y debido a que ¢l condicionamiento reduce, en promedio, las
incertidumbres a priori.

Como ya se ha mencionado, los campos aleatorios condicionales se pueden generar por medio
de técnicas de estimacion o de simulacion (Deutsch y Journel, 1996). En el segundo caso, el reto
consiste en integrar la informacion disponible en un modelo de incertidumbre o priori a fin de
obtener estimaciones a posteriori de la conductividad hidraulica de los medios porosos. En la
literatura cientifica se pueden encontrar diferentes esquemas para afrontar este problema bajo
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condiciones de flujo establecido (RamaRao et al., 1995; Gomez-Hernandez ef ai., 1997, Janssen
et al., 2006; Hendricks v Gémez-Hemandez, 2002) y bajo condiciones de flujo transitorio
(Hendricks-Franssen et al., 1999, Zhu y Yeh, 2005; Capilla y Llopis-Albert, 2009). En la altima
década, los Filtros de Kalman Ensamblados han captado una mayor atencion para realizar la
simulacion estocastica de campos aleatorios condicionados a observaciones dinamicas debido a
la facilidad de su implementacién y un tiempo de computacion aceptable en el mancgjo de
problemas de grandes dimensiones. El método se basa en un esquema de trabajo del tipo Monte
Carlo y permite que el modelo fisico se incorpore al proceso de caracterizacion. De esta manera,
también se pueden efectuar predicciones con el modelo de flujo de agua subterranea.

En este capitulo se emplean el filtro EnKF modificado y el filtro propuesto pf-EnKF, que se
presentaron en el capitulo 3, para realizar la caracterizacion de un acuifero hipotético no
homogéneo con respecto a su conductividad hidraulica. La distribucion de las conductividades
en el acuifero se genera por medio de la simulacidn de un campo aleatorio. Un campo simulado,
en contraposicion a uno real, se conoce completamente v es posible por tanto evaluar el
desempefio de ambas técnicas en la recuperacion de algunos de sus descriptores estadisticos
relevantes, tales como: histograma, funciones de correlacion y copulas bivariadas. Para la
generacion del campo simulado se utiliza la coépula normal F-transformada. El acuifero
hipotético se utiliza para generar historias de la carga hidriulica simulando una prueba de
bombeo. Para efectuar el proceso de condicionamiento de ambos filtros, se utiliza un
subconjunto de tales historias las cuales estin asociadas a ciertas ubicaciones. Para evaluar la
calidad de la caracterizacion, se utilizan diferentes criterios cuantitativos.

4.1 Exposicion del problema
En el siguiente analisis se trata el flyjo de agua subterranea en un medio poroso continuo,

bidimensional y completamente saturado con conductividad hidraulica espacialmente variable
descrito por medio de la ecuacion:

oH
VIK (x)-VH [+0(x)=85 — 4.1

[K.(x)- Vi ]+0(x)= 5, — (1)
sujeto a:
condicion inicial: H\i—o=hy (4.2)
y condiciones de frontera:
Carga de presion constante: H. =h, (4.3)
Sin flujo normal (descarga especifica): q(x,#) n{x)=0 xely (4.4)

donde: V es el operador de gradiente; /7 es la carga hidraulica [L], 4, es la carga inicial en la
region Q [L], /1y es la carga prescrita en los segmentos de frontera de Dirichlet 75 [L]; Q(x) es
la tasa de bombeo por unidad de volumen del acuifero [1/T]; K(x) es la conductividad
hidraulica [L/T], q(x,?) es el flujo (flux) prescrito a través de segmentos de frontera de Neumann
I, n(x) es un vector saliente normal a la frontera 75,y S; es el almacenamiento especifico [L].

Debido a que la conductividad hidraulica K(x) es un campo aleatorio, la ecuacion 4.1 se
convierte en una ecuacion diferencial estocastica y la respuesta del fluyjo /7 también serd un
campo aleatorio en un tiempo especifico. Para obtener la respuesta de la dinamica del modelo
que satisface las ecuaciones 4.1 a 4.4 en <l contexto de los métodos EnKF, en este estudio se
utiliza €l método de Monte Carlo. Primeramente, se generan realizaciones independientes de un
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campo aleatorio a priori de conductividades hidraulicas y las ecuaciones de flujo se resuctven
numéricamente con los valores deterministas de cada realizaciéon utilizando una versidn
modificada de un codigo de elementos finitos (Smith y Griffiths, 2004). La esperanza y varianza
de la respuesta del flujo asi como las funciones de autocovarianza y varianza cruzada entre
conductividades y cargas hidraulicas se determinan con los ensambles de realizaciones por
medio de formulas bien establecidas de cstadistica descriptiva, en cada tiempo en que los
campos aleatorios ¢ priori son actualizados con los métodos EnKF vy pf-EnKF.

4.2 Descripcion del experimento numérico
4.2.1 Distribucion espacial de las conductividades

El acuifero es un dominio cuadrado con lado de 1289 m, subdividido en 64x64 clementos
finitos, cada uno de los cuales tiene una longitud de 20 m (Fig. 4.1). A cada elemento finito e
para i=1,....4096 se le asigna un valor del logaritmo natural de la conductividad hidraulica
¥7(x;) de acuerdo al siguiente procedimiento. En primer lugar se¢ simula un campo alcatorio
multi-gaussiano no condicional con funcion de autocovarianza exponencial y escala de
correlacion isotropa a.=a,=160 m utilizando una version modificada del generador de campos
aleatorios SGSIM (Deutsch y Journel, 1996). En segundo lugar, la J-transformacion (Bardossy,
2006):

V(x) = ke g(x)-m)*if g(x)zm

(m-g(x)) ifg(x)<m (4-5)

con parametros arbitrariamente elegidos m=5, k=2 v o~1 se aplica a una realizacion g(x) del
campo aleatorio multi-gaussiano para obtener el campo transformado v(x) de la ecuacion 4.5.
En tercer lugar, la distribucién gaussiana se impone al campo w(x) como =G [Fi{v)], donde
Fi{v) es la CDF empirica del campo v(x) y G[-] la CDF gaussiana tedrica. Finalmente, se
modula dicho campo y'(x) para obtener un campo y distribuido normalmente con valor medio
#=1.223 y desviacion estaindar o=1 como: ymf(x):ﬂﬁy’(x)ay. Se supone que cada uno de
estos valores es constante dentro de su elemento finito e, Vale la pena mencionar que debido a
que ¥'7(x) tiene una distribucién normal, k,(x)=exp(3’¥(x)) tiene una distribucién log-normal.

FRONTERA IMPERMEABL E

i
@
=]

¥ [m]

FRONTERA CON CARGA PRESCRITA
Y1HISTHd ¥OHYD NOD vHILNOH A

1 t

& Conductividades
Fezdmetros

& Fozo de borrbeo

. FRONTERA IMPERMEABLE 0

A [

Fig. 4.1 Dimensiones de la regién de flujo. Se indican las ubicaciones de las mediciones de la
conductividad (circulos vacios) v de las observaciones de la carga hidraulica (circulos llenos). El
triangulo sefiala la ubicacion del pozo de bombeo. Las condiciones de frontera del problema al iempo £20
se indican en los lados de la region de {lujo.
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Debido a que los parametros estadisticos de un campo aleatorio simulado se reproducen con un
ensamble de realizaciones, las realizaciones individuales pueden mostrar estadisticas
ligeramente diferentes, aunque todas conservaran las mismas caracteristicas de la dependencia
espacial. Estas caracteristicas estin dadas por el modelo de copula con los parametros ya
mencionados. La grafica de densidad bivariada de este modelo tedrico de copula se exhibe en la
Fig. 4.2. Observe que este modelo de copula se aproxima mucho al modelo de copula gaussiana.
Por lo tanto, los resultados de este estudio estan limitados a aquellos casos de acuiferos no
homogéneos con estructura espacial de conductividades con dependencia simétrica. El campo
del logaritmo natural de la conductividad hidraulica resultante y¥(x) antes mencionado se
considera un “verdadero estado de la naturaleza™ y en este estudio se designa como el campo de
referencia. Este representa la distribucion de las conductividades en un acuifero hipotético. Sus
descriptores estadisticos se mostraran posteriormente (tabla 4.1).

Fig. 4.2 Modelo tedrico de densidad de copula bivariada J-transformada con parametros m=5.0, k&=2.0y
cr=1.0 utilizado para generar el campo de referencia (acuifero hipotético).

4.2.2 Historias de la carga hidraulica

El campo de referencia del acuifero sintético se utiliza para generar respuestas de cargas de agua
subterranea resolviendo una condicion de flujo transitorio con elementos finitos. Los lados norte
y sur del acuifero se consideran fronteras impermeables, en tanto que los lados este v oeste son
fronteras de Dirichlet con cargas hidraulicas prescritas de 200 m y 198 m, respectivamente. Al
tiempo =0 dias, la carga hidraulica inicial es de 200 m en cada nodo y para £=0 dias se bombea
desde el acuifero un gasto de 150 m’*/dia con un pozo ubicado en X=640 m y ¥=640 m hasta que
el flujo alcanza un estado uniforme en aproximadamente =5 dias. Este periodo de tiempo se
subdivide en 20 etapas de tiempo de igual tamafio a intervalos de Ai=0.25 dias. Para los fines de
este egjemplo numérico se supone que las respuestas de cargas de agua subterranea estan
disponibles en los tiempos =0.25, =0.75, =1.5, t=2.5, =3.75 v =5 dias en las 36 ubicaciones
indicadas con circulos llenos en la Fig. 4.1. De esta forma se generan 36 historias con seis
respuestas de carga hidraulica. Estas variables indirectas ¢ informativas de la conductividad
hidraulica del acuifero se consideran observaciones piezométricas transitorias disponibles. El
proceso de actualizacion tanto del esquema EnKF como del esquema pf-EnKF sc efectia en
cada uno de los seis tiempos mencionados anteriormente; en los demas tiempos, solo se efectlia
la etapa de prondstico. El coeficiente de almacenamiento se supone que es igual a 0.0001 en
todo el acuifero.

60



4.2.3 Definicion del ensamble de realizaciones a priori

El campo de referencia se muestrea en las ubicaciones marcadas con circulos vacios en la Fig.
4.1. Tales valores se consideran mediciones directas de conductividad. La media y la varianza
de estas muestras, asi como la distribucion de frecuencias, se reportan en la Fig. 4.3(a). En la
Fig. 4.3(b) se muestran las funciones de correlacion empiricas de Spearman de las muestras en
las direcciones X, I' v de las muestras en todas direcciones. En esta figura se puede observar que
es posible acomodar un modelo tedrico comin de correlacion a todas las funciones, ya que el
campo de referencia proviene de un campo aleatorio isétropo. Los parametros estadisticos de
media, varianza y funcion de correlacion que se muestran en las Figs. 4.3(a),(b) se utilizan para
parametrizar un campo aleatorio multi-gaussiano y generar dos mil realizaciones no
condicionales con un simulador modificado de campos aleatorios SGSIM (Deutsch v Journel,
1996). Tal conjunto de realizaciones representa una aproximacion inicial de la conductividad
hidraulica del acuifero de referencia. De esta forma, se modela una situacion practica en la que
los parametros descriptivos del acuifero se estiman en forma aproximada a priori, en el sentido
de que difieren de las estadisticas reales del campo de referencia (tabla 4.1). El nimero de
realizaciones simuladas del campo a priori asegura la estabilidad de las medidas de error que se
presentan a continuacion, de acuerdo a algunas simulaciones preliminares.

0.6 14
Campo muestreado = ==g- =+ Campo muestreado (3
0.5 — Densidad normal C = 08 Carrpo muestreado (¥
o
[~ g == =u= = Carrpo muestreado (O}
0.4 g 06
.g m=0.875 % — i pONENCTE CON eSCElE de
5 52=0.568 P~ correlacion e= 230m
2 03] min=1.157 = B
(0] méax=2.45 o
.2 § 0.2
5
0.1 e 01 e T
" .
L@ 0 ,
3 -2 A 0 1 2 3 0 100 200 300 400 500 600
Y=In(Ks) Distancia, h [m]

Fig. 4.3 Parametros estadisticos de las muestras tomadas del campo de referencia. a) Histograma del
logaritmo natural de la conductividad del campo muestreado. La linea solida gruesa representa la
distribucion normal ajustada con la media y la varianza que se indican en la figura. b) Funciones de
correlacion empiricas del campo muestreado en las direcciones X y V. También se indica la funcion
empirica omni-direccional {O). La linea solida gruesa representa el modelo tedrico ajustado de auto-
correlacion correspondiente a la funcion exponencial con la escala de correlacion a que se indica.

4.3 Criterios para evaluar el error

El promedio en cada ubicacion en todo el conjunto de realizaciones condicionales de cualquiera
de los filtros en un tiempo especifico proporciona una estimacion del valor esperado condicional
del campo aleatorio en la ubicacion espacio-temporal. Al mapa de tales valores se denomina
campo medio del logaritmo natural de la conductividad hidriulica y puede ser visto como un
mapa estimado de “minima varianza™ del campo aleatorio correspondiente.

Para evaluar cuantitativamente la exactitud de la estimacion se consideran tres medidas de error;
la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), el error absoluto medio (MAE) y el error

lineal en el espacio de probabilidades (LEPS).

E1 RMSE (L1) se evalaa con:
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7=

LlJl E (v ()" ()] (4.6)

donde ¥*(x,) es el logaritmo natural de la conductividad hidraulica de referencia en la ubicacién
x;; v*(x;) es el promedio estimado del logaritmo natural de la conductividad hidraulica en la
ubicacion x; y 7 es el niimero de valores del logaritmo natural de la conductividad hidraulica en
la regidon del flujo. E1 RMSE es, por lo tanto, una medida de la dispersion del campo estimado
en torno al campo de referencia.

El MAE (7.2) se calcula por medio de:

i

L2=lz

50

¥ (x)=y"(x) .7

El MAE es una medida de la diferencia de las medias del campo estimado y el de referencia.

E1LEPS (L3) se calcula mediante la formula (Bardossy y Li, 2008):

L3==>" F(ymf (1{1I ))—F(y*()fiI ))| (4.8)

donde F(y™(x,)) es ¢l valor de la funcién de distribucién empirica del campo de referencia
asociada al logaritmo natural de la conductividad hidraulica en la ubicacién x;; /i (y*(xl)) es el
valor de la funcion de distribucion empirica del campo estimado de valores medios asociada al
logaritmo natural de la conductividad hidraulica en la misma ubicacién x, A diferencia del
RMSE vy el MAE, el LEPS no se ve afectado por las unidades de las variables. Varia desde cero
hasta uno, representando una estimacidn perfecta y una imperfecta, respectivamente.

Para evaluar la varianza de la estimacion (precision) se determinan tres medidas de error
adicionales: la SPREAD, la deviacién absoluta promedio (AAD) y la varianza total de la
estimacion (Var) (promediada espacialmente).

La SPREAD (£4) se calcula como:

b43
ra= 1 5 2ix) (4.9)

LS|

donde Szen(Xl) es la varianza de la estimacion en la ubicacion x; obtenida estadisticamente en
todo el ensamble de realizaciones. SPREAD es por tanto una medida de la dispersion del campo
estimado en torno al campo de referencia.

La AAD (L5) esta definida como (Zhou et al., 2011):

_1lsy ' | (4.10)

donde m'(x)) es el promedio de valores estimados en la ubicacién X; que se obtiene
estadisticamente en todo ¢l ensamble de realizaciones y y*(x,) es ¢l valor estimado del
logaritmo natural de la conductividad hidraulica en la ubicacion x; de la realizacion ;.
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La Varyy (16) se define como (Shdniger ef al., 2012):

L6=liii(y*(xzj)—m*(xl ) (4.11)

El valor de Var, con frecuencia se interpreta como una medida de la informacion absorbida en
la estimacidén espacial.

Como se menciond anteriormente, los criterios £1 a L3 y L4 a 1.6 son medidas de la exactitud y
la precision locales de las estimaciones, respectivamente. En términos generales, entre menores
sean los valores de tales normas, las estimaciones seran mas exactas y precisas localmente. Sin
embargo, estas medidas no proporcionan ninguna informacién acerca de la bondad de la
estimacion en términos de la reproduccion de los patrones de variabilidad espacial en el campo
de referencia. Se pueden analizar varias caracteristicas de la variabilidad espacial (asimetria,
entropia, conectividad, ete.), pero en este estudio el andlisis se limita a evaluar la reproduccion
de las funciones de correlacion empiricas de Spearman y de las copulas empiricas bivariadas del
campo de referencia.

Para evaluar la reproduccion de las funciones de correlacion de Spearman se determinan cscalas
de correlacidn:
7= "p,(h)n (4.12)

donde p(h) es la funcion de correlacion empirica de Spearman asociada a un vector h. Las
escalas de correlacion del promedio de las funciones de correlacion de Spearman de todas las
funciones de los campos condicionales se comparan con las escalas de correlacion del campo de
referencia. Entre menores sean las diferencias entre ambas escalas, mas aproximada sera la
reproduccion de la funcidn de correlacion de Spearman.

La funcién de correlacion de Spearman es comparable al semivariograma o correlograma.
Expresa el coeficiente de correlacion de Spearman entre pares de valores (copulas bivariadas)
para varios vectores h. La distancia donde la funcion llega a cero es, de hecho, la escala de
correlacion (rango) definida en geoestadistica. Las funciones de correlacion empiricas de
Spearman se pueden calcular por medio de:

n(lh) . ;ﬁh(R(Xi )- mR(xz))(R(XJ )_ mR(xj))
p,(h)= —

(4.13)
Trx)Crix))

donde R(x;) vy R(x;) son valores de las funciones de distribucién empiricas asociadas al
logaritmo natural de la conductividad hidraulica en las ubicaciones x; v X,, respectivamente;
ox(X;) ¥ ox(x;) son desviaciones estandar de dichos valores y n(h) es el nimero de pares de
valores separados aproximadamente por el vector h.

Para verificar la reproduccion de las distribuciones bivariadas se calculan las distancias de
Kolmogorov:

. (1.1, ) e[, 1]2} (4.13)

12772

D1=sup{|CA(ul,u )—C(u u )
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donde C(uy,11;) es la copula empirica media de todas las copulas de los campos condicionales y
C(uy,15) es la copula del campo de referencia. Estas copulas se determinan para diferentes
vectores h.

4.4 Resultados y discusiones

Esta seccion muestra que vale 1a pena tomar en cuenta las observaciones de 1a carga hidraulica
del agua subterranea en modelos de incertidumbre a priori para revelar informacion acerca de la
conductividad hidraulica de su campo fuente. Este hecho se ilustra con los resultados de la
evolucion de las estimaciones de 1a media condicional v de su incertidumbre, asi como con los
resultados de 1a reproduccidn de la variabilidad espacial del denominado campo de referencia,
una vez que se completa el proceso de condicionamiento (#=5 dias).

4.4.1 Estimaciones de lamedia condicional y de su incertidumbre

En el experimento que se establecié en la seccién anterior, al final de cada etapa de
actualizacion, se obtiene con cada filtro, un ensamble que consta de dos mil realizaciones del
logaritmo natural de la conductividad hidraulica condicionadas a las cargas hidraulicas. Cada
conjunto de realizaciones ge utiliza por separado para calcular la media y la desviacién estandar
(incertidumbre) condicionales en cada ubicacion.

La Fig. 4.4 muestra la grafica de los campos medios del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica estimados con las realizaciones condicionales del EnKF y del pf~EnKF después de
integrar las observaciones de las cargas de agua subterranea hasta los tiempos £ 0.75 dias y =
2.5 dias. Con fines comparativos, también se ilustra el campo medio del logaritmo natural de la
conductividad hidraulica que se obtiene con el ensamble de realizaciones « priors.
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=5 =5 i =.5
.. ). N..
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Fig. 4.4 La media del campo del logaritmo natural de la conductividad estimado con el método EnKF (al
centro) ¥ con el método pf-EnKF (derecha) en los tiempos =5 dias y =2.5 dias. Se muestra ademas la
media del campo a priori del logaritmo natural de la conductividad con fines comparativos (izquierda).
Los valores numéricos de las medidas de exactitud local de la estimacién se indican a la derecha de los
campos estimados. L1=RMSE (raiz cuadrada del error cuadratico medio), I2=MAE (valor absoluto del
error medio) y Z3=LEPS (error lineal en el espacio de las probabilidades).
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Debido a que el campo aleatorio a priori no es condicional, los valores locales promediados con
todo el ensamble de realizaciones se aproximan a la esperanza del campo aleatorio a priori, en
consecuencia, el campo medio a priori parece ser homogéneo. Sin embargo, la informacion
proporcionada por las respuestas de cargas de agua subterranea modifica gradualmente la
distribucion a priori del logaritmo natural de las conductividades hidraulicas. Observe que los
valores de todas las medidas de error reportados a la derecha de los campos medios del EnKF
indican que tales campos se vuelven mas proximos al campo de referencia que el campo medio
a priori. Esto no ocurre con el campo medio del pf-EnKF. De hecho, las normas indican
mayores errores que los errores a priori. No obstante, se mostrara mas adelante que las
estimaciones del pf-EnKF reproducen mejor los parametros estadisticos del campo de referencia
que las estimaciones a priori, a pesar del comportamiento de las normas que se reportan en la
figura 4.4.

Una vez completado el proceso de condicionamiento, es decir, después de integrar las seis
respuestas de cargas de agua subterranea de cada piezometro, las medias de los campos
condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidraulica alcanzan los patrones finales
que se muestran en la Fig. 4.5. Es evidente que la distribucién de las conductividades
observadas en los tiempos anteriores (Fig. 4.4) presenta una evolucion y se revelan mas detalles
del campo de referencia. L.as medidas de exactitud local reportadas a la derecha de los campos
indican que la estimacion del EnKF es mas exacta que la del pf-EnKF. Sin embargo, la
distribucién de las conductividades del segundo parece estar mas proxima a la estructura
espacial del campo de referencia. Esto se evaluara cuantitativamente mas adelante.
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Fig. 4.5 La media del campo del logaritmo natural de la conductividad estimado con el método EnKF (al
centro) vy con el método pf-EnKF (derecha) en el tiempo =5 dias. El campo de referencia se muestra con
fines comparativos (izquierda). Los valores numéricos de las medidas de exactitud local de la estimacién
se indican a la derecha de los campos estimados. El significado de L1, L2y L3 se explica en la Fig. 4.4.

A medida que las respuestas de las cargas de agua subterranea se integran en el proceso de
condicionamiento, también ocurre una evolucion de las varianzas locales a priori. La Fig. 4.6
muestra la evolucion de 1a desviacion estandar (incertidumbre) del campo del logaritmo natural
de las conductividades hidraulicas. En las imagenes se puede ver que la desviacion estandar
global decrece con el tiempo. Observando las medidas de incertidumbre reportadas a la derecha
de cada imagen, se encuentra que esta reduccion es mas significativa en las estimaciones del pf-
EnKF que en las estimaciones del EnKF. Por lo tanto, el pf~-EnKF es mas eficiente que el EnKF,
pero esta eficiencia no corresponde con una mayor exactitud local, como se menciond
anteriormente. L.a evolucion de la desviacion estandar en el caso general dependera de varios
factores: error en la aproximacion inicial, nimero y ubicacién de piezdmetros, condiciones de
frontera, etc. v el pf-EnKF parece proporcionar estimaciones mas precisas, aunque dichas
estimaciones no necesariamente seran mas exactas localmente.
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Fig. 4.6 Evolucion de la desviacién estandar de la estimacién del logaritmo natural de la conductividad en
los tiempos =0.75 dias, £=2.5 dias y =5 dias calculada con las estimaciones del EnKF (izquierda) v pf-
EnKF (derecha). Las mediciones de la incertidumbre de la estimacién se reportan a la derecha de cada
imagen. LI=SPREAD, L2=AAD (Valor absoluto de la desviacién media) y L4=Var,, (Varianza total de
la prediccién).

Las Figs. 4.7(a),(b) muestran lag distribuciones de frecuencias del logaritmo natural de las
conductividades hidraulicas del campo de referencia, del ensamble a priori v de los ensambles
finales a posteriori de los campos del EnKF y pf-EnKF, respectivamente. L.a media y la
varianza globales de cada conjunto de realizaciones se utilizan para ajustar una funcion de
distribucién normal teodrica a cada distribucion de frecuencias. Observe que la funcién de
distribucién a priori se localiza a la izquierda de la funcion de distribucion del campo de
referencia, indicando que la funcidn de distribucion a priori subestima la media global del
logaritmo natural de la conductividad hidraulica del campo de referencia. También se observa
que las funciones de distribucion a posteriors estan desplazadas hacia la derecha de la funcion
de distribucion a priori. Esto indica el intento del proceso de condicionamiento por llevar la
funcion de distribucidn a priori hacia la funcion de distribucion del campo de referencia. Vale la
pena mencionar que la funcién de distribucion a posteriori del pf-EnKF abarca mejor las
frecuencias de valores extremos del campo de referencia, pero su varianza es mayor que la
varianza del campo de referencia.
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Fig. 4.7 Distribucion de frecuencias del logaritmo natural de la conductividad. a) Del campo de
referencia, del conjunto de realizaciones a priori v del conjunto de realizaciones a posteriori del EnKF al
tiempo =5 dias. b) Del campo de referencia, del conjunto de realizaciones @ priori y del conjunto de
realizaciones a posteriori del pf-EnKF al tiempo =5 dias.

4.4.2 Reproduccion de la variabilidad espacial

Las funciones de correlacion empiricas de Spearman (por rangos) de un conjunto de
realizaciones condicionales al tiempo =5 dias s¢ comparan contra las del campo de referencia
para la direccion X en la Fig. 4.8(a) v para la direccion ¥ en la Fig. 4.8(b). El promedio de las
funciones de correlacion de Spearman de las dos mil realizaciones condicionales del EnKF y del
pt-EnKF también se ilustran en las figuras. El promedio de las funciones de correlacion de
ambos filtros exhiben una correlacion mas fuerte que la correlacion del campo de referencia en
ambas direcciones, particularmente en distancias cortas. Esto puede explicarse por el
desempefio de la técnica de interpolacion lineal de ambos filtros. En efecto, esta técnica utiliza
una sola funcién de autocovarianza como tnico descriptor de variabilidad espacial, optimizando
asi la interpolacion en torno a los valores medios, pero sin tomar en cuenta la interpolacion en
percentiles especificos, haciendo que la interpolacidon sea mas burda. No obstante, los
promedios de las funciones de correlacion de las realizaciones condicionales de ambos filtros se
aproximan mejor a la funcion de correlacion del campo de referencia que el promedio de las
funciones de correlacion del campo a priori. Por lo tanto, las respucstas de cargas de agua
subterranea ciertamente ayudan a identificar la variabilidad espacial de su campo fuente.

Ahora se examinarin los resultados de la reproduccion de las copulas empiricas del campo de
referencia. En la Fig. 4.9 se muestran lag graficas de densidades de copulas empiricas (ECD)
para una distancia de 20 m en la direccion X, La ECD del campo de referencia se muestra con
fines comparativos en la Fig. 4.9(a). Las Figs. 4.9(b),(c) son ECD de los campos medios del
EnKF y del pt-EnKF, respectivamente. Observe que las mayores densidades de estas copulas
corresponden bien con las mayores densidades de la ECD del campo de referencia, aunque las
ECD de los campos medios son mas estrechas. Esto indica que la correlacion de los campos
medios es mas fuerte que la correlacion del campo de referencia en esa distancia. La correlacion
del campo medio del pf-EnKF s ligeramente mas fuerte que la del campo medio del EnKF,
pero la forma de su copula se asemeja mejor a la densidad de la copula del campo de referencia.
La mejor reproduccion de esta densidad de la copula se confirmard cuantitativamente mas
adelante. Las Figs. 4.9(d),(e) ilustran la ECD media de un ensemble de dos mil densidades de
copulas, cada una de las cuales se ha establecido con los valores de cada realizacion condicional
del EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Es evidente que la forma de esta ECD estd bastante
mejor definida que la ECD de los campos medios. Observe que estas graficas hacen mas
evidente lo que se ha mencionado con anterioridad en este parrafo.
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Fig. 4.8 Funciones de correlacion empiricas del campo de referencia (lineas con simbolos), de un
conjunto de realizaciones condicionales al tiempo =5 dias (lineas delgadas) y del promedio de dos mil
funciones de correlacion al iempo 5 dias (lineas gruesas). a) En la direccion X b) En la direccion V.
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Fig. 4.9 Densidades de la copula bivariada empirica a una distancia de 20 m en la direccion X. a) Del
campo de referencia. b) v ¢) De la media del campo estimado al tiempo £=5 dias. d) y ) Del promedio de
dos mil densidades de copulas que se obtienen de las realizaciones condicionales al tiempo =5 dias.

La Fig. 4.10 muestra las comparaciones entre las copulas del campo de referencia y las copulas
medias de un ensemble de dos mil copulas. Las comparaciones son representativas de las
copulas en la direccion X para distancias de 20 m, 40 m y 80 m. Para evaluar cuantitativamente
la bondad de la reproduccion de las copulas del campo de referencia, el valor de la distancia de
Kolmogorov (1) se indica en la esquina inferior izquierda de cada figura. Con base en estos
valores numéricos, se puede decir que los campos del pf-EnKFE reproducen mejor las copulas
del campo de referencia que los campos del EnKF. Por lo tanto, la estructura espacial bivariada
del campo de referencia parece ser mejor captada por el pf-EnKF.
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Fig. 4.10 Copulas empiricas bivariadas para tres diferentes distancias en la direccion X al tempo 5 dias.
En la primera columna se muestran las copulas medias de las realizaciones condicionales del EnKF. En la
segunda columna se reportan las copulas medias de las realizaciones condicionales del pf-EnKF. Los
valores en la parte inferior 1zquierda de cada figura son las distancias de Kolmogorov (D1).

En la Fig. 4.11(a) se muestran los valores de los criterios D1 entre las copulas del campo de
referencia y las copulas medias de un ensemble de dos mil cépulas con respecto a varias
distancias en la direccion X. En la Fig. 4.11(b) se muestran los mismos resultados, pero ahora de
las copulas en la direccion ¥. Es claro que los campos del pf-EnKF reproducen mejor las
copulas del campo de referencia en distancias cortas en la direccion X'y en todas las distancias
en la direccion Y. En distancias largas en la direccion X, las distribuciones bivariadas del campo
de referencia se aproximan mejor mediante los campos del EnKF.

4.4.2 Resumen de los resultados

Finalmente, los parametros estadisticos de los campos estimados se comparan con los del
campo de referencia en la tabla 4.1. En términos generales, la media global del campo de
referencia es captada bastante bien por ambos filtros, aunque su varianza es subestimada por el
EnKF vy sobreestimada por el pf-EnKF. Las escalas de correlacion del campo de referencia son
sobreestimadas por ambos filtros. Observe en la tabla 4.1 que ninguno de los dos filtros se
desempefia mejor de manera consistente, pero ambos proporcionan mejores estimaciones de la
estructura espacial del campo de referencia que las estimaciones @ priori. Por lo tanto, parece
ser conveniente considerar ambos filtros en las aplicaciones.
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Fig. 4.11 Promedio de la distancia de Kolmogorov (D1) calculada con dos mil copulas obtenidas de las
realizaciones condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidraulica al tiempo =5 dias para
diez diferentes separaciones. a) En la direccion X. b) En la direccion Y.

Tabla 4.1 Comparacion entre los parametros estadisticos de los campos de referencia y de los
campos a priori y estimados después de completar el proceso de condicionamiento (=5 dias).

Campode Campos Campos Campos
referencia  a priori  estimados estimados
(EnKF) (pf-EnKF)
Media, In(Ks(m/dia)) 1.19 0.87 1.16 1.20
Desv. estandar, In(Ks(m/dia)) 0.90 0.75 0.72 1.29
Escala de correlacionen dir. X, m  147.5 230.0 162.1 196.5
Escala de correlacionendir. ¥, m 190.0 230.0 188.0 188.2

4.5 Conclusiones

En este capitulo se ilustraron los beneficios de la integracion de respuestas de cargas de agua
subterranea en un modelo de incertidumbre a priori para caracterizar acuiferos no homogéneos
con respecto a su conductividad hidraulica utilizando el método EnKF y el método propuesto
pf-EnKF presentados en el capitulo 3. Para tales fines ilustrativos se considerd un acuifero
hipotético, llamado campo de referencia, en el que la distribucion de conductividades se genero
por medio de la simulacion de un campo aleatorio con la cépula normal F-transformada. Se
supuso que ¢l modelo de incertidumbre a priori es multi-gaussiano y sus parametros
descriptivos se definieron por medio de un muestreo del campo de referencia. Las respucstas de
las cargas de agua subterranea se generaron a partir de la solucion de un problema de flujo de
agua transitorio con las permeabilidades del campo de referencia. Un conjunto de historias de
cargas registradas en ubicaciones especificadas fue integrado con el proceso de
condicionamiento de ambos filtros.

Se evalud la calidad de la reproduccion de las estadisticas univariadas y multivariadas del
campo de referencia con diferentes criterios cuantitativos. Se encontré que ninguno de los dos
filtros se desempefiaba mejor de manera consistente, pero los resultados mostrados por ellos
demostraron que las respuestas de cargas de agua subterranca fueron capaces de revelar
informacion acerca de la variabilidad espacial de la distribucién de conductividades en el campo
de referencia. El proceso de condicionamiento de ambos filtros mejoré las estimaciones a
priori.
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El campo de referencia utilizado en este estudio fue, en efecto, solo una idealizacion de un
acuifero real que seguramente serd mas complejo v ademas tridimensional; no obstante, las
técnicas numéricas que se presentaron ofreceran aproximaciones utiles en situaciones practicas.
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CAPITULO 5

DETECCION DE TRAYECTORIAS
PREFERENCIALES DE FILTRACION EN
EL NUCLEO DE UNA PRESA
TRIANGULAR

Filtracion preferencial es un término utilizado para describir movimientos concentrados de un
fluido dentro de la region de flujo a velocidades de filtracion contrastantemente elevadas. Este
tipo de filtraciones ocurren en medios heterogéneos porque el fluido se mueve mas rapidamente
a lo largo de trayectorias con menor resistencia. Los caminos preferenciales menos resistentes
estan asociados a zonas continuas con conductividades hidraulicas mas altas que las de zonas
circundantes. En las estructuras térreas la presencia de zonas continuas con conductividades
altas tiene diferentes origenes (ICOLD, 1995, 1997, 2004; Fell vy Wan, 2005). Pueden ser el
resultado de alguno o algunos de los siguientes eventos: agrietamiento del suelo, erosion interna
en desarrollo v zonas permeables continuas que contiecnen materiales gruesos y/o pobremente
compactados, por mencionar algunos.

Para observar trayectorias preferenciales de filtracion en el nucleo de una presa de tierra, en
principio basta caracterizar la distribucién de conductividades y analizar velocidades de
filtracién para una condicion de flujo especifica. Sin embargo, este no es un problema trivial
porque, en la practica, sdlo se dispone de un nimero reducido de mediciones directas de la
conductividad hidraulica. Ademas, la distribucion de conductividades en terraplenes no depende
unicamente de las propiedades intrinsecas de los materiales v de la calidad de compactacion,
también de eventos como los mencionados anteriormente.

Para caracterizar campos de conductividades hidraulicas, su variabilidad espacial se interpreta
cominmente como una realizacion de un campo aleatorio (Dagan, 1989; Gelhar, 1993; Zhang,
2002; Rubin, 2003). La descripcién del campo aleatorio se obtienc con base en las
observaciones de la realizacion misma suponiendo que éste es ergodico (Deutsch y Journel,
1992; Chilés y Delfiner, 1999). Posteriormente, estimaciones y la incertidumbre asociada a éstas
en las ubicaciones no observadas se obtienen por medio de técnicas geoestadisticas, ya sean de
estimacion o de simulacion (p. e). Journel y Huyjbregts, 1978; Deutsch y Journel, 1992; Chilés y
Delfiner, 1999).
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El modelo de campo aleatorio multi-gaussiano ha sido ampliamente utilizado para representar
variaciones espaciales de la conductividad hidraulica de los suclos (Fenton y Griffiths, 1996,
1997, Gui et al., 2000, Lopez-Acosta v Auvinet, 2003, 2004; Ahmed, 2009). En la practica, este
modelo se justifica cominmente sélo con base en una distribucion univariada lognormal de
conductividades (p. e. Freeze, 1975; Hoeksema y Kitanidis, 1985; Fogg, 1986; Woodbury y
Zudicky, 1986; Gelhar, 1993; Lopez-Acosta y Auvinet, 2011). Las densidades de mayor orden,
esto es, la bi-variada, tri-variada, n-variada son aceptadas “a siegas”™ En otras palabras, la
decision de considerar un modelo multi-gaussiano no estd basada en los datos, simplemente
tiene la ventaja de su simplicidad matematica y facilidad de inferencia.

El fendémeno de trayectorias preferenciales de filtracion sugiere que la variabilidad espacial de
conductividades posee caracteristicas de dependencia no multi-gaussiana (cap. 1). En efecto, se
ha reconocido que en campos aleatorios multi-gaussianos las trayectorias mas continuas tienen
conductividades alrededor de la media (Silliman v Wright, 1988). Esto muestra que en los
campos aleatorios multi-gaussianos no ocurren trayectorias de valores extremos conectados
(Joumnel y Alabert, 1989; Journel y Deutsch, 1993; Gémez-Hernandez y Wen, 1998; Journel y
Zhang, 2006). Sin embargo, las trayectorias preferenciales de filtracion son el resultado de la
manera en que las conductividades altas v bajas estan espacialmente interconectadas en la
region de flujo (Fogg, 1986; Bradbury y Muldoon, 1990; Webb v Anderson, 1996; Teles ef al.,
2004; Zappa et al, 2006; Sanchez-Vila et al, 2006). Por lo tanto, para representar
satisfactoriamente la continuidad de los valores extremos en los campos de conductividades
hidraulicas se deben considerar campos aleatorios con dependencia no multi-gaussiana.

Campos aleatorios de conductividades con caracteristicas de dependencia no multi-gaussiana
tales como una continuidad mayor para los valores grandes v/o pequefios, se pueden generar
utilizando diferentes enfoques (Journel v Huijbregts, 1978; Journel, 1983; Yamazaki y
Shinozuka, 1988; Christakos, 1990; Grigoriu, 1998; Sanchez-Vila ef al., 1996; Popescu et al.,
1998; Chiles y Delfiner, 1999; Emery, 2008). En la practica, la descripcion de estos modelos no
siempre es una tarea sencilla debido a la escasez o inexistencia de mediciones directas de la
conductividad. Por lo tanto, es necesario considerar modelos multi-gaussianos a priori la
mayoria de las veces. Estos modelos sin embargo se pueden mejorar integrando observaciones
indirectas de la conductividad hidraulica.

En efecto, las observaciones de la carga hidraulica se pueden relacionar con la distribucidn real
de conductividades resolviendo el problema inverso. Una solucion inversa requicre que el
campo de cargas hidraulicas que se obtiene del modelo de flujo de agua coincida con lasg
observaciones de la carga hidraulica misma en las ubicaciones observadas. En la literatura
cientifica se encuentran diferentes técnicas de inversion pero la simulacion estocastica de
campos aleatorios de conductividades hidraulicas condicionales a variables dinimicas tales
como las cargas piezométricas ha recibido una atencion considerable (p. ej. Gémez-Hernandez
et al., 1997, Zhu y Yeh, 2005; Alcolea ef al., 2006; Capilla y Llopis- Albert, 2009).

El propésito de este capitulo es caracterizar un campo no multi-gaussiano que simula zonas
continuas de conductividades hidraulicas altas dentro de una presa de tierra hipotética. La
caracterizacion de este tipo de campos es de gran interés en la prictica porque permitiria
detectar trayectorias preferenciales de filtracion por inspeccion visual del campo asociado de
velocidades. Para este proposito se obtienc una solucidn al problema estocastico inverso por
medio del filtro de Kalman Ensamblado modificado (EnKF) presentado en <l capitulo 3. Los
resultados se comparan con los que se obtienen con el filtro propuesto (pf-EnKF). En los
gjemplos presentados en este capitulo, la distribucion de conductividades a priori en la region
de flujo se representa por medio de un conjunto de realizaciones multi-gaussianas no
condicionales. De esta manera se modelara una situacion tal que la presencia de zonas continuas
con conductividades altas se ignora ¢ priori v la unica fuente de informacion acerca de la
distribucion real de conductividades sera proporcionada unicamente por historias de cargas
piezométricas.
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La metodologia se ilustra con un campo sintético de referencia que describe la distribucién del
logaritmo natural de la conductividad hidraulica saturada en ¢l nucleo de una presa triangular
(Harr, 1962; Poluvarinova-Kochina, 1962; Bear et al., 1968). Se supone que dicho campo
representa un “estado de la naturaleza” en el que son evidentes las zonas continuas con
conductividades altas. Para generar historias de cargas hidraulicas de referencia se resuclve una
condicion de flujo transitorio simulando un abatimiento “rapido” del embalse y después se
obtienen muestras del campo de cargas hidraulicas en ubicaciones seleccionadas con intervalos
de tiempo especificados. El conjunto de realizaciones de la conductividad condicionales a las
observaciones de la carga hidraulica se utilizan para pronosticar campos de velocidades. Las
trayectorias preferenciales de filtracion se identifican por inspeccion visual de estos campos. El
error de las predicciones también sera analizado.

El capitulo se organiza como sigue. El problema se expone en la seccion 5.1; los campos de
referencia tanto de conductividades como de cargas hidraulicas se describen en la seccion 5.2 y
los métodos de inversion estocastica se presentan en la seccion 5.3; los resultados se discuten en
la seccidn 5.4, antes de concluir el estudio en la seccion 5.5.

5.1 Exposicion del problema

El estudio se realiza en ¢l nacleo interno de una presa de enrocamiento que se idealiza con una
seccion transversal triangular. Se supone que el nivel de agua coincide con la cresta como en
Harr (1962) (Fig. 5.1). La filtracion en secciones triangulares ha sido considerada por varios
autores (Poluvarinova-Kochina, 1962; Bear ef al., 1968; Collins, 1971). En estos casos sélo se
analiza la filtracion en el nucleo interno, debido a que las pérdidas de carga hidraulica en los
taludes de roca son despreciables para fines practicos.
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Fig. 5.1 Presa de enrocamiento y la idealizacion de la seccion transversal de su nucleo interno (Harr,
1962). Presa de enrocamiento. b) Idealizacion.

En el siguiente andlisis, se supone que el flujo de agua a través del nicleo de la presa esta
descrito por la siguiente ecuacion de continuidad y ley de Darcy (p. ¢j. Bear, 1972; Freeze y
Cherry, 1979; de Marsily, 1986):

E[Ks(x aﬂ}ﬁ{[g (x)aﬂ} -3 2 G.1)
o & | oy By o
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Sujeta a:
Condicion micial; Hio=ho (5.2)
y condiciones de frontera:

Carga hidraulica constante; H. =h (53)

En la frontera impermeable se cumple;
q(x,H)n(x)=0 xely (5.4)

En la superficie de filtracion; H. =z

'y

(5.5)

D

donde: /7 es la carga hidraulica [L], Ay es la carga inicial en el dominio Q [L], A5 es la carga
prescrita en los segmentos de frontera de Dirichlet 71 [L]: K(x) es la conductividad hidraulica
[L/T], q(x,f) es la descarga especifica a través de los segmentos de frontera de Neumann 7,
n(x) es un vector normal saliente perpendicular a la frontera 75 v S, es el almacenamiento
especifico [L™']. En este estudio, el logaritmo natural de la conductividad hidraulica se considera
un campo aleatorio, mientras que el almacenamiento especifico se trata como una constante

determinista. La solucidon numérica del problema de filtracion descrito por las ecuaciones 5.1-
5.5 se obtiene por medio de elementos finitos (Istok, 1989; Smith y Griffiths, 2004).

5.2 Descripcion del experimento numérico
5.2.1 Campo de log-conductividades hidraulicas

Se supone que la distribucion del logaritmo natural de la conductividad hidraulica saturada en el
nucleo Y(x)=/n(K(x)) se puede describir por medio de un campo aleatorio no multi-gaussiano
con funciones de distribucion marginales gaussianas. La media de dicho campo aleatorio es -
1.193 y su varianza es unitaria. Por lo tanto, la distribucion de conductividades saturadas tiene
una media de £=0.5 m/dia y un coeficiente de variacion CV=131%. Se supone ademds que el
campo aleatorio es estrictamente estacionario caracterizado por una funcion de correlacion de
Spearman dada por un correlograma esférico con escala de correlacion isotropa a=15 m
(Deutsch y Joumel, 1992; Genest y Favre, 2007). Ademas, se considera que el campo aleatorio
presenta una estructura de dependencia asimétrica que se puede describir por medio de la copula
V-transformada (Bardossy y Li, 2008; Li y Bardossy, 2009) con parametros m=0.0, k=25 y
a=0.25.

Con base en la informacidn mencionada anteriormente, la copula J-transformada se utiliza para
generar un conjunto de realizaciones no condicionales del logaritmo natural de la conductividad
sobre un dominio cuadrado de 102.5 m por lado dividido uniformemente con 41x41 elementos
cuadrados. Se selecciona una realizacion representativa de dicho conjunto y los valores sobre el
nucleo de la presa se asignan a la malla de elementos finitos suponiendo que cada valor
permanece constante dentro de su elemento. Las caracteristicas de la malla de elementos finitos
se explican mas adelante. Se supone que esta realizacion representa un “estado de la naturaleza™
en el que estan presentes zonas continuas con conductividades altas en el nacleo. Otra
realizacion del conjunto mostraria en efecto una distribucion diferente del logaritmo natural de
la conductividad pero preservaria las mismas caracteristicas de la estructura de variabilidad
espacial.

La realizacion representativa y sus descriptores estadisticos se muestran en la Fig. 5.2. Para
cuantificar la asimetria del campo se considera una definicion de la correlacion de excedencia
basada en el coeficiente iao de Kendall (Manner, 2010). La linca solida en la Fig. 5.2(d)
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representa la asimetria de 1a dependencia espacial. L.as zonas mas continuas y mas permeables
en la realizacion tienen conductividades K (x) alrededor de 20 veces mas altas que el valor
medio. Esta caracteristica es consistente con un estudio reciente de la distribucion espacial de
conductividades en el nicleo de una presa de tierra real en donde se ha detectado filtracion
preferencial (Smith y Konrad, 2011). Ademas, se cree que la escala de correlacion especificada
es razonable porque dentro de las practicas de construccion actuales no se espera una
continuidad importante del logaritmo natural de la conductividad en la seccion trasversal del
nucleo, ya que el material se compacta en capas a lo largo de 1a seccion longitudinal.

100 =
0 =ik )
i) Inimadia)]
30 5 ﬁ — Mormal
0 = l
(a) 1 = 1254
E 0= 2,=1.005
£ : = &
50 £
5 =
5 5
i) 1 (=1 -
30 2
L B o E
ol . i
o Ll T T L] L] L] T L} L} L] T L L} L] - 1 K
010 30 30 40 50 60 TD B0 90 100 110 120130 140 150 [l 25 5
Distancia ] ¥=Ingk )
1 = 1 |
iﬁ —Fcférica | [feeeeees taot (Alos) o
Teérica - 't
=« === = fa0- [ Bajosz)
084 RS o,
& ] mpirica os K S
E X Horizontal #ios:Bajos e
5 g -- - Empirica -
2o : :
& Vertical 0E 4 (d) 2
| 044 i
‘.§ 044 i
& 0z4 Sl o
E F - ~ .
o o — 4 A, % 0.2 4
e = # \._ o
() ”
-0z [l

20 30

Distancia [m]

o

oz

0.4
tao de Kendaif

06 03 1

Fig. 5.2 Realizacién del campo aleatorio del logaritmo natural de la conductividad hidraulica generada
por medio de la V-transformacién con parametros m=0.0, k=2.5 y ¢=0.25. Se muestran ademas sus
descriptores estadisticos. a) Realizacion de log-conductividades ¥(x)=/n(Xs(x)). b) Histograma. c)
Funciones de correlacidn en las direcciones horizontal y vertical. d) Funciones de correlacidn condicional
de Kendall (Manner, 2010) en la direccién horizontal.

5.2.2 Historias de cargas hidrdulicas

Para generar historias de cargas hidraulicas, se resuelve una condicion de flujo transitorio en el
nucleo prescribiendo las cargas hidraulicas en los taludes de aguas arriba y aguas abajo ¥
suponiendo una frontera impermeable en la base. El ntcleo de la presa se subdivide en 861
elementos finitos isoparamétricos de 2.5x2.5 m por lado (Fig. 5.3). A estos se les asigna un
valor del campo del logaritmo natural de la conductividad de la Fig. 5.2(a), como se ha
explicado. La condicidn de flujo transitorio se modela de la siguiente manera. En =0 dias, la
carga inicial esta en régimen establecido (Fig. 5.4(a)). En £-0 dias, se prescribe un abatimiento
en el talud de aguas arriba a razén constante de 0.81 m/dia hasta que alcanza la elevacion
mostrada en la Fig. 5.3. Esta condicion de flujo transitorio se modela suponiendo la saturacion
completa del micleo durante el abatimiento del embalse (abatimiento “rapido”) (Fig. 5.4(b)).
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Fig. 5.3 Laregién de flujo discretizada v las ubicaciones de nueve piezémetros (circulos rellenos).
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Fig. 5.4 Campos de referencia de la carga hidraulica [m]. a) En flujo establecido. b) En flujo transitorio
después de un “vaciado rapido™ del embalse, es decir, suponiendo que el material permanece saturado.

El abatimiento prescrito se alcanza en =70 dias. Este periodo se selecciona como la duracion de
la gimulacidn v se subdivide en 40 tiempos de 1.75 dias cada uno. Las cargas piezométricas se
observan en las nueve ubicaciones mostradas en la Fig. 5.3, en los tiempos =#, =, y de ahi en
adelante en intervalos de tiempo igualmente espaciados de 3.5 dias. Por lo tanto, cada conjunto
de datos considerado en la inversion estocastica consiste de 21 observaciones. La historia de
cada piezémetro se muestra en la Fig. 5.5. Se supone que las observaciones estan exentas de

EITores.
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Fig. 5.5 Historias piezométricas.
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5.2.3 Ensambles iniciales de log-conductividades

Se generan dos conjuntos con mil realizaciones no condicionales del campo aleatorio del
logaritmo natural de la conductividad cada uno utilizando una version modificada del programa
SGSIM (Deutsch y Journel, 1992). Los descriptores estadisticos de cada ensamble se muestran
en la Tabla 5.1. El tamafio del ensamble se sclecciona con base en la estabilidad de los
resultados numéricos a diferentes medidas de error (capitulo 3). Observe que en ambos casos
considerados en la Tabla 5.1 se ignora la asimetria real del campo de referencia, ya que las
realizaciones son multi-gaussianas. En otras palabras, se supone que la presencia de zonas
continuas con conductividades altas se desconoce a priori. En el segundo caso se supone
ademas una estructura de variabilidad espacial menos heterogénea y menos continua que la del
campo de referencia. También vale la pena mencionar que en ambos casos mostrados en la
Tabla 5.1 solo las historias piczométricas por si mismas modificaran la estructura de
variabilidad espacial a priori del logaritmo natural de la conductividad dentro del nuacleo; es
decir, se considera que las mediciones directas de la conductividad no estan disponibles o bien,
son inexistentes.

Tabla 5.1 Estadisticas de los conjuntos iniciales de realizaciones no condicionales del logantmo
natural de la conductividad ¥{(x)=[n(K,(x)) utilizados en el modelacion inversa.

Caso Media del Varianza del Escala de Asimetria
ensamble ensamble correlacion

1 -1.193 1.0 a=15m ninguna

2 -1.193 0.8 a=13m ninguna

'Esférico con escala de correlacién isétropa a

5.2.4 Implementacion mumérica

El modelo de inversion estocistica se programa en lenguaje de programacion FORTRAN para
LINUX y se gjecuta en el cluster HPC “Tonatiuh™ del Instituto de Ingenieria de la UNAM.

3.3 Campos de la conductividad condicionales a historias de cargas hidraulicas

En el siguiente analisis, se considera un conjunto de #, realizaciones del campo aleatorio a
priori del logaritmo natural de la conductividad hidraulica en un tiempo particular =0, es decir,
Yo(x). La dimension de este campo aleatorio es 7. Cada realizacion de dicho campo aleatorio se
utiliza para resolver las ecuaciones de flujo de agua del modelo de filtracion vy se obtiene un
conjunto de realizaciones del campo aleatorio de la carga hidraulica en el tiempo =1, es decir,

Hi(). La dimension de este campo aleatorio es N.

Una vez que todas las distribuciones marginales de Yo(x) v fi(y) han sido transformadas
numéricamente en distribuciones gaussianas de acuerdo con el procedimiento descrito en el
capitulo 3, se puede definir, para cada realizacién en el ensamble, un vector de dimensién 7 que

consiste de valores a priori del logaritmo natural de la conductividad, es decir, fJO =y (X)) s
1(X2)....,¥ r1(x,,)], un vector de dimension &, formado con los valores de las observaciones, es
decir, Zt =41k 25 ] ¥ oun vector reducido de dimension N, que incluye estados

pronosticados (valores de la carga hidraulica en las ubicaciones de las observaciones), es decir,

HY =10 Ao - )]

Una realizacion actualizada del logaritmo natural de la conductividad en el tiempo =1, es decir,
ﬁ? =[77°4x1), §'4Xs),.... 0 '{x,)] se puede determinar por medio de (Vazquez ef al., 2014):
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U =0,+K,[Z -1/ ] (5.6)

donde K; es una matriz de tamafio n x N, que contiene las funciones ponderadoras 4(ys) que se
obtienen de las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

Ig N),

2241 (57)=Cp (5,7) (5.7)

=1 a=1

donde Cr(s,7) son funciones de autocovarianza entre las cargas piezométricas en s=(Y ;) para
J=1,... . Ny =i=1; Cy4(s,7) son funciones de covarianzas cruzadas entre el logaritmo natural de
la conductividad y las cargas hidraulicas en s=(x.y,) y =(#=0,=1). Las funciones se¢ determinan
estadisticamente con el ensamble de realizaciones.

Después de obtener las funciones ponderadoras A(y,) para cada ubicacion x, la matriz K, se
puede ensamblar como:

) A) A ()

K, = : : : : (5.8)
A(t) A(#) o A(ns)

Ademas de la etapa de actualizacion previamente descrita del método EnKF, se puede realizar
una etapa de actualizacidn basada en la téenica de simulacidn p-field como se propuso en el
capitulo 3. Esta extension del método EnKF se denomina de aqui en adelante método pf-EnKF.

Una CCDF de valores del logaritmo natural de la conductividad en cada ubicacion x, es decir,
Fe(3';x) se establecen estadisticamente utilizando los conjuntos de realizaciones actualizadas
correspondientes. Muestras de valores del logaritmo natural de la conductividad hidraulica en
cada ubicacidn x, es decir, #'1(x) se pueden obtener a partir de sus distribuciones condicionales
respectivas mediante la técnica de simulacion “p-field” (Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993):

j{(xl)=..’?§;,1(pt_1(xI )), i=12,...,n (5.9)

donde py(x) son los denominados campos de probabilidades (campos p), del campo de valores
del logaritmo natural de la conductividad hidraulica. Los campos p se pueden establecer con los
valores de las funciones de distribucion acumulativas empiricas de cada realizacion antes de la
ctapa de actualizacidn segin se explico en el capitulo 3.

Después de retransformar cada CCDF local del campo aleatorio actualizado del logaritmo
natural de la conductividad siguiendo el procedimiento descrito en el capitulo 3, se puede

formar un vector Y/ (1(x).r) de dimensién » que contiene #, realizaciones 7 (x) del logaritmo

natural de la conductividad. Tal vector contiene un ensamble de realizaciones del campo «a

posteriori del logaritmo natural de la conductividad en el tiempo =1, es decir, F1(x). La media
2

condicional /”Y|H(X;t1) y varianza condicional O e

(x;4#,) de tal campo aleatorio se pueden

estimar en forma estadistica con el conjunto de realizaciones en Y" :
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’ (5.10)

¥

&;IH (x;tl) :%;:(Y? (y(x;tl),r)—m(x;tl))2

donde m(x;t)) es la media aritmética en x al tiempo #;; #, es ¢l nimero de realizaciones en el
ensamble.

El procedimiento descrito en los parrafos anteriores se repite en el siguiente tiempo en que se
disponga de observaciones pero ¢l nuevo ensamble de realizaciones del logaritmo natural de la
conductividad serd el conjunto de realizaciones a posieriori en el tiempo =1, es decir, ¥;(x).

5.4 Resultados y discusiones

Los resultados en esta seccion muestran que la media de los campos de velocidades que se
obtiecnen de las realizaciones del logaritmo natural de la conductividad condicionadas por
historias de cargas hidraulicas proporcionan informacion 1til acerca de la existencia y ubicacion
de trayectorias preferenciales de filtracion en el nicleo, a pesar del conocimiento incompleto a
priori de los parametros estadisticos del campo de referencia del logaritmo natural de la
conductividad. En esta seccion también se analizan los intervalos de confianza y el error de las
estimaciones.

5.4.1 Prediccion de los campos de velocidades

En los experimentos de este capitulo, al final de cada etapa de actualizacion se obtiene en cada
caso analizado un ensamble de 1000 realizaciones del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica condicionadas por las observaciones piezométricas. El conjunto de realizaciones al
final del proceso de condicionamiento (en =70 dias) se utiliza en un esquema de Monte Carlo
para pronosticar velocidades de filtracion y cuantificar la incertidumbre de la prediccion. En el
método de Monte Carlo, el problema directo se resuelve numéricamente por medio de
elementos finitos respetando las condiciones de frontera de las ecuaciones 5.1 a 5.5 y utilizando
los valores de la conductividad de cada una de las realizaciones condicionales. La media y
varianza del campo de velocidades de descarga se determinan estadisticamente con el conjunto
de realizaciones.

En la siguiente discusion, sélo se utiliza la media del campo de velocidades al final del
abatimiento (en /=70 dias) para detectar, por inspeccion visual, trayectorias preferenciales de
filtracién en el nlcleo y para comparar las ubicaciones de tales trayectorias con las que ocurren
en el campo de velocidades asociado al campo de conductividades de referencia. Tanto el EnKF
como ¢l pf-EnKF se emplean con este propdsito.

En la Fig. 5.6(a) se muestra el campo de velocidades asociado al campo de conductividades de
referencia al final del abatimiento (en =70 dias). Las trayectorias preferenciales de filtracion en
la figura corresponden claramente con las zonas continuas de valores grandes del logaritmo
natural de la conductividad en el campo de referencia de la Fig. 5.2(a). El anilisis del campo de
velocidades es por tanto util para detectar trayectorias preferenciales de filtracion. El campo de
velocidades de referencia se ilustra con el propdsito de comparar la media de los campos de
velocidades que se obtienen de las realizaciones condicionales de la conductividad en ese
tiempo particular.
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Las figuras 5.6(b) v (c) muestran la media de los campos de velocidades correspondientes al
ensamble de realizaciones condicionales del logaritmo natural de la conductividad del caso 1
que se obtienen con el EnKF y el pfEnKF, respectivamente, después de integrar
secuencialmente las nueve historias piezométricas hasta el tiempo £70 dias. Se puede destacar
que en tales figuras los campos de velocidades muestran trayectorias preferenciales de filtracion
en el micleo (zonas mas claras). Esta observacion se mantiene también en los campo de
velocidades del caso 2 (Fig. 5.6(d) v (e)). Como se puede observar en todas las figuras antes
mencionadas los resultados de ambos filtros son muy similares en ambos casos analizados.
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Fig. 5.6 Campos de velocidades promedio [m/dia] que se obtienen de las realizaciones de la
conductividad condicionadas a nueve historias piezométricas. También se muestra el campo de
velocidades de referencia con fines comparativos.

5.4.2 Intervalos de confianza

También se considera en el analisis la confianza del campo de velocidades pronosticado después
de completar el proceso de condicionamiento (en +=70 diag). Se determinan intervalos de
confianza con la media estimada mas y menos una desviacion estandar. A continuacion se
discuten los resultados en dos secciones de control. Una de las secciones se ubica a lo largo del
talud de aguas arriba y la otra esta en el eje central del micleo.

El intervalo de confianza de las velocidades a lo largo del talud de aguas arriba que se obtiene
para el caso 1 con las realizaciones condicionales del EnKF muesira que en general las
velocidades de referencia estan incluidas en el intervalo, excepto en algunas elevaciones con
velocidades extremas que corresponden con trayectorias de filtracion que dejan 1a superficie de
aguas arriba del nucleo (Fig. 5.7(a)). En el eje central del nucleo las velocidades de referencia
estan bien acotadas por el intervalo de confianza (Fig. 5.7(b)). Como se puede observar en las
Figs. 5.7(c) ¥ (d), los intervalos de confianza calculados con las realizaciones condicionales del
pf-EnKF son mas estrechos que los del EnKF vy fallan al incluir velocidades de referencia en
varias elevaciones de las secciones de control.

Para el caso 2, los intervalos de confianza que se obtienen con las realizaciones condicionales
del EnKF muestran perfiles mas irregulares que se desvian mas de las velocidades de referencia
que en el caso 1. Este comportamiento podria tener una explicacién en la aproximacion inicial
mas pobre que se supuso para el caso 2. Sin embargo, el intervalo de confianza estimado aun asi
es representativo de las velocidades de referencia (Fig. 5.8(a) y (b)). Los intervalos de confianza
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del pf-EnKI son mas estrechos y fallan al incluir velocidades de referencia en wvarias
elevaciones. Por lo tanto, a pesar de que los campos de velocidades de la Fig. 5.6 parecen muy
semejantes, los campos de velocidades del EnKF estan mas proximos al campo de velocidades
de referencia que los del pf-EnKF. Esta conclusion se revisara en la siguiente seccion por medio
de un analisis del error de la estimacion del campo de velocidades de referencia.

Velocidad [m/dia] Velocidad [midia]

a 0.08 o1 015 o 0.05 01 015
70 (a) 0 (c)
60 60

_, 80 _, 80
E f : E BE—
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w = w :
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Fig. 5.7 Caso 1. Intervalos de confianza de las velocidades pronosticadas en el tiempo =70 dias (lineas
interrumpidas). Las velocidades de referencia se indican con lineas solidas. Intervalos de confianza del
EnKF (izquierda). Intervalos de confianza del pf-EnKF (derecha). a) v b) Perfiles a lo largo del talud de
aguas arriba. b) y d) Perfiles a lo largo del eje central del nucleo.
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Fig. 5.8 Caso 2. Intervalos de confianza de las velocidades pronosticadas en el tiempo =70 dias (lineas
interrumpidas). Las velocidades de referencia se indican con lineas solidas. Intervalos de confianza del
EnKF (izquierda). Intervalos de confianza del pf-EnKF (derecha). a) v b) Perfiles a lo largo del talud de
aguas arriba. b) y d) Perfiles a lo largo del eje central del nicleo.
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5.4.3 Validacion cruzada

En esta seccion se realiza la validacion cruzada entre el campo de velocidades estimado y el de
referencia. Para complementar el analisis, se consideran también las validaciones cruzadas del
campo estimado del logaritmo natural de la conductividad y del campo estimado de cargas
hidraulicas. Ademis de dos medidas bien conocidas de la bondad-del-ajuste, a saber, la media
del error absoluto (MAE) y la raiz cuadrada del error cuadratico medio (RMSE), también se
evalia el asi llamado error lineal en el espacio de la probabilidad (LEPS). Este Gltimo se define
como (Bardossy y Li, 2008):

LEPS= 1/n Z FO/ (%) — FGP(x) (5.10)

donde || significa valor absoluto; F(»™(x;)) es el valor de la funcién de distribucién acumulativa
(CDF) correspondiente a la ubicacion x; del campo de referencia; /1 (y*(xi)) es el valor de la CDF
también en la ubicacién x; del campo estimado. Los campos y'(x) v ¥9(x;) representan,
intercambiablemente, los campos estimados y de referencia, respectivamente, del logaritmo
natural de la conductividad, carga hidraulica y velocidad de descarga.

Los resultados de la validacion cruzada de cada caso analizado se muestran en la Tabla 5.2. La
validacion cruzada se realiza después de completar ¢l proceso de condicionamiento (en =70
dias). E1 LEPS es mas facil de comparar que el MAE o el RMSE porque ¢l primero no se ve
afectado por las unidades de las variables. El LEPS varia de cero a uno indicando una
estimacion perfecta o imperfecta, respectivamente.

Tabla 5.2 Resultados de la validacion cruzada de la media estimada del campo del logaritmo
natural de la conductividad ¥(x) y de las predicciones de la media de los campos de carga
hidraulica H(x) v velocidad F{x) despues de completar el proceso de condicionamiento (=70
dias). L.a media de los campos de la carga hidraulica y velocidad se obtuvieron estadisticamente
a partir de los resultados de la solucion del problema directo usando los campos estimados de la
conductividad hidraulica después de completar el proceso de condicionamiento. Se indican los
resultados de cada caso analizado.

EnKF pl-EnKF
Caso Campo
RMSE MAE LEPS RMSE MAE LEPS
WX) 0.887 0.674 0.211 0.933 0.715 0.207
1 hix) 1.519 1.242 0.016 1.377 1.151 0.017
¥{x) 0.015 0.008 0.142 0.018 0.010 0.155
WX) 0.897 0.688 0.215 1.066 0.827 0.247
2 hix) 1.699 1.406 0.018 2.035 1.477 0.025
¥{x) 0.015 0.008 0.138 0.016 0.009 0.155

En ambos casos analizados, la mejor estimacion en términos del LEPS corresponde al campo de
cargas hidraulicas. La estimacion del logaritmo natural de la conductividad presenta el error mas
grande en ambos casos. Estos resultados ilustran el bien conocido “efecto de suavizado™ de las
ecuaciones de flujo de agua en suelos, el cual establece que comportamientos semejantes de la
carga hidraulica se pueden producir con diferentes campos de la conductividad hidraulica
(Delhomme, 1979, Chiles v Delfiner, 1999). El LEPS sugiere que se deben esperar errores
similares en la estimacion del campo del logaritmo natural de la conductividad y en el campo de
velocidades, aunque se puede presentar un efecto de compensacion estadistica al estimar
velocidades. E1 LEPS indica ademas que, en términos generales, el EnKF proporciona mejores
estimaciones que el pf-EnKF, excepto en la estimacion del logaritmo natural de la
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conductividad del caso 1. Los resultados de las otras medidas muestran tendencias muy
similares.

5.5 Conclusiones

En este capitulo se presentd un enfoque estocastico de modelacion inversa para enfrentar el
problema de la deteccion de trayectorias preferenciales de filtracion en presas de tierra. Se
supuso que un campo simulado con evidentes zonas continuas de conductividades hidraulicas
altas representaba la distribucion real de conductividades en el nucleo de una presa de tierra
hipotética. Tal campo de conductividades se utilizd para generar historias de cargas
piczométricas resolviendo una condicién de flujo transitorio por vaciado “rapido”™ del embalse.
Se obtuvieron soluciones al problema estocastico inverso con los métodos EnKF y pf-EnKF.
Ambos métodos proporcionaron realizaciones del logaritmo natural de la conductividad
hidraulica condicionadas por cargas piezométricas en tiempos especificados.

Los resultados de ambos filtros mostraron que aun en el caso de un conocimiento a priori
incompleto de los parametros estadisticos del campo de conductividades de referencia asi como
en ausencia de mediciones directas de la conductividad, es posible identificar las caracteristicas
principales de la distribucion espacial de conductividades en el micleo por medio de la
integracién de un conjunto limitado de observaciones de la carga hidraulica en el modelo multi-
gaussiano a priori. Los promedios de los campos de velocidades asociados a las
caracterizaciones fueron capaces de proporcionar informacion util acerca de la existencia y
localizacion de trayectorias preferenciales de filtracion en el nicleo.

La variabilidad espacial de la conductividad hidraulica en estructuras térreas es en efecto
tridimensional y ademas durante su periodo de vida util ocurren trayectorias de filtracion mas
claboradas que un simple abatimiento “rapido” del embalse. La metodologia propuesta se puede
extender facil y rapidamente para enfrentar tales condiciones.
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CONCLUSIONES GENERALES
Y PERSPECTIVAS

Resumen

El objetivo central de esta tesis fue el desarrollo de herramientas numéricas para caracterizar
masas térreas heterogéneas en relacion con sus conductividades hidraulicas desde una
perspectiva de analisis probabilista. Se desarrollaron dos algoritmos con este proposito, uno
basado en la llamada copula J-transformada y otro basado en el método del filtro de Kalman
ensamblado (EnKF). Los algoritmos se validaron a través de experimentos numéricos.

El documento se dedicod a discutir primero €l concepto de dependencia que se define en el
contexto de los campos aleatorios. Esta discusion puso en evidencia la necesidad de considerar
campos aleatorios con dependencia no multi-gaussiana para representar incertidumbre debida a
la variabilidad espacial de la conductividad hidriulica en las masas de suelo. El modelo de
copula V-transformada se utilizo con este propasito.

Se propuso una téenica de inversion basada en el filtro de Kalman ensamblado. Tanto la técnica
original (EnKF) como la propuesta (pf-EnKF) se utilizaron para simular campos aleatorios de la
conductividad hidraulica condicionales a historias de cargas hidraulicas. En un experimento
numérico, las realizaciones condicionales de la conductividad hidraulica se utilizaron para
pronosticar velocidades de filtracion en la seccion transversal del niicleo interno de una presa de
tierra idealizada para identificar trayectorias preferenciales de filtracion.

Descubrimientos y discusiones
Los experimentos numéricos realizados en esta investigacion han mostrado que:

¢ El modelo de la copula F-transformada es ciertamente una herramienta muy flexible
para representar estructuras heterogéneas de la conductividad hidraulica de los suelos,
en el sentido de que los mapas generados con este modelo exhiben caracteristicas
realistas de la conductividad de los suclos tales como asimetria v conectividad. El
modelo se recomienda por tanto para estimaciones y simulaciones en aplicaciones de la
geoestadistica.

¢ En los experimentos que tuvieron el propdsito de caracterizar conductividades
hidraulicas heterogéneas, se obtuvieron mejores resultados en términos de exactitud
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local con el filtro original (EnKF) que con el propuesto (pf-EnKF), pero este altimo
capturd mejor las copulas empiricas bivariadas del campo de referencia. Lo descable
seria desarrollar métodos que no sélo sean globalmente mas exactos sino que ademas
sean localmente mas exactos que los métodos originales. Sin embargo, este reto se deja
para futuras investigaciones. El método propuesto proporciond estimaciones mas
exactas del histograma y funciones de correlacion del campo de referencia que las
estimaciones a priori. Se encontré que tanto el filtro original como el propuesto
proporcionan resultados Utiles aun en campos de conductividades con dependencia no
multi-gaussiana.

¢ Definitivamente vale la pena tomar en cuenta historias de cargas hidraulicas en procesos
de caracterizacion de la conductividad hidraulica en masas de suelo. Todos los
experimentos mostraron que las estimaciones de la conductividad hidraulica mejoran al
integrar en la tarca de caracterizacion respuestas de la carga hidraulica.

¢ Debido a que las herramientas desarrolladas estan basadas en el método de simulacién
de Monte Carlo, su gjecucion puede resultar muy demandante computacionalmente en
mallas con un gran nimero de nodos. Se recomienda el uso de computo de alto
desempefio para su ejecucion.

Recomendaciones para futuras investigaciones

e La calidad de las simulaciones generadas con los modelos basados en el filtro de
Kalman ensamblado se podria mejorar incorporando, en la etapa de actualizacion,
técnicas de estimacion no lineales tales como la técnica del Kriging indicador.

¢ Los modelos basados en el filtro de Kalman ensamblado se podrian modificar para
analizar trayectorias de filtracion mas elaboradas que ocurren en presas de tierra tales
como la del primer llenado del embalse.

¢ Sec recomienda investigar con mas detalle el efecto de la aproximacion inicial en el
desempefio de las dos téenicas de inversion basadas en ¢l filtro de Kalman ensamblado.

¢ En los experimentos numéricos se utilizaron por separado los modelos de copula y filtro
de Kalman ensamblado, pero en las aplicaciones se podrian utilizar en forma
combinada; por ejemplo, con €l modelo de copula se podrian simular primero campos
aleatorios de la conductividad hidraulica condicionales a mediciones disponibles de la
conductividad hidraulica misma; posteriormente, estos campos se podrian condicionar a
historias de cargas hidraulicas con el filtro de Kalman ensamblado.

¢ Las herramientas basadas en el filtro de Kalman ensamblado que se desarrollaron en
esta investigacion permitieron estimar cargas hidraulicas en diferentes ubicaciones y
tiempos tomando en cuenta historias de la carga hidraulica misma. En estos casos se
consideraron medios porosos indeformables. En un modelo que tome en cuenta la
deformabilidad del medio se podrian incorporar en forma analoga historias de
asentamientos para pronosticar hundimientos en masas de suelo sometidas a extraccion
de agua por bombeo y estimar la incertidumbre de la prediccion.
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APENDICE A

CONCEPTOS BASICOS DE LA
FILTRACION EN MEDIOS ALEATORIOS
SATURADOS

A1 Ley de Darcy

La Jey de Darcy fue derivada en forma experimental y se limité al flujo unidimensional. Cuando
el flujo es tridimensional, una posible generalizacion de esta es (Bear, 1972):

q=KJ=-K_grad ¢ (A1)

donde; g es un vector de descargas especificas con componentes qs, qy, q. en las direcciones de

las coordenadas cartesianas x, y, z, respectivamente, v J es el gradiente hidrdulico con
componentes en las direcciones x, v, z, respectivamente. El flujo descrito por la ley de Darcy es
irrotacional v laminar. La ecuacion A.1 permanece valida en flujo tridimensional en medios
isotrépicos heterogéneos. En tales casos: K =K (x,y,2). El coeficiente de proporcionalidad £ se
denomina conductividad hidraulica. En medios isotropicos, este es un escalar (dimensiones
L/T). Cuando éste se expresa solamente en términos de la matriz solida, se utiliza el término
permeabilidad o permeabilidad intrinseca (dimensiones L%). Bajo ciertas condiciones, la
permeabilidad puede variar con el tiempo. Los hundimientos por consolidacion son fendomenos
asociados con cambios en la permeabilidad con respecto al tiempo. En el presente trabajo, el
término permeabilidad o conductividad hidraulica se utiliza equivalentemente para referirse al
concepto de conductividad hidraulica y solo se consideran analisis de filtracion
unidimensionales y bidimensionales.

A.2 Tensores de la conductividad hidraulica
Las formaciones naturales de suelo y estructuras térreas son, de hecho, anisétropas con respecto
a la conductividad hidraulica; es decir, la magnitud de esta propiedad depende de la direccion.

La permeabilidad y conductividad hidraulica en estos casos son, de hecho, tensores simétricos
de segundo orden; por lo tanto, se necesitan seis experimentos independientes para
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determinarlos por completo. En la practica, se desconocen las direcciones principales de
anisotropia tanto en la direccién del flujo como en la direccion del gradiente. Por lo tanto, es
necesario suponer tres gjes principales de tal manera que solo sean necesarios tres experimentos
independientes. En ciertos medios porosos, la complejidad del problema se puede reducir atin
mas suponiendo solo dos direcciones principales, por ejemplo, x-y v z. En tales casos, cualquier
direccidn en el plano x-y es una direccion principal y asi solo dos experimentos independientes
$ON necesarios.

En la practica, las mediciones de la conductividad hidraulica son con frecuencia escasas y sus
correspondientes mediciones direccionales practicamente nunca se determinan. Por esta razon,
los analisis geoestadisticos de tensores de la conductividad hidraulica son practicamente
imposibles de efectuar; sin embargo los valores escalares de la conductividad hidraulica se
pueden utilizar para representar conductividades hidraulicas anisdtropas por medio de elipses de
anisotropia. Se puede definir una elipse de anisotropia de tal manera que describa una
continuidad mayor en la direccion horizontal que en la vertical. La continuidad se define en
geoestadistica por medio de lo que se denomina escala de correlacion de los variogramas o
funciones de covarianza direccionales. Los experimentos numéricos presentados en esta tesis se
podrian extender para incorporar elipses de anisotropia en futuras mvestigaciones.

A.3 Velocidad de filtracion

La conductividad hidraulica sea un escalar o un tensor es una caracteristica macroscdpica del
medio poroso. Asi, v=¢/4 es una velocidad de filtracion y no la velocidad media de flujo dentro
de los poros. A una escala microscopica el flujo es gobernado por las ecuaciones de Navier-
Stokes. Estas ecuaciones son validas a la escala de los poros y estan sujetas a complicadas
condiciones de frontera. La solucidn de estas ecuaciones requeriria una descripeion detallada de
la geometria del espacio poroso. En este trabajo solo se considera filtraciéon a una escala
macroscopica.

A.4 Efectos de Escala

La conductividad hidraulica de los medios porosos depende de la escala de observacion. Dagan
(1989) definid tres escalas diferentes: la escala macroscopica de las muestras de suelo que se
ensayan en laboratorio, la escala megascdpica que involucra un acuifero completo v a varios
pozos de bombeo y por Gltimo la escala de los blogques en modelos del tipo elemento finito
(valor definido dentro de un elemento de una malla de elementos finitos). Se pueden definir
diferentes tensores de conductividades a estas escalas. La razén por la cual tal efecto de escala
aparece se debe al hecho de que la conductividad hidraulica no es una variable aditiva. Por
gjemplo, dos valores en serie de la conductividad hidraulica se combinan por medio de un
promedio harménico. El contenido de agua vy la porosidad son ejemplos de variables aditivas ya
que ambas cantidades se combinan por medio de simples medias aritméticas.

Al pasar de la escala microscopica a la macroscopica de un espécimen de laboratorio, la
heterogeneidad del espacio poroso es promediada y aparece un valor Ginico de la conductividad
hidraulica en la ley de Darcy. Una pregunta interesante que surges es si una nueva ley de Darcy
apareceria al pasar de la escala macroscopica a la megascdpica, de tal manera que haga posible
caracterizar globalmente una formacién con un valor escalar individual “promediado™ de la
conductividad hidraulica. Esta pregunta conduce al concepto de conductividad efectiva.



APENDICE B

CONDUCTIVIDAD EFECTIVA'Y
CONDUCTIVIDAD APARENTE

B.1 Conductividad hidraulica efectiva

La conductividad hidraulica efectiva K.5 se define como el tensor de segundo orden que
relaciona los valores esperados de la descarga especifica g v carga hidraulica @ a través de la ley
generalizada de Darcy:

Elg}=-K ,E{V o} (B.1)

donde las esperanzas representan el promedio de todos los campos posibles de descargas
especificas y cargas hidraulicas que podrian obtenerse con un conjunto de realizaciones de la
conductividad hidraulica.

En la literatura se dispone de solo dos resultados exactos del valor de K5 El primero dice que
K.y estd limitado por la media harmonica K, = (E [K _1])_1 y la media aritmética K, = F [K ]
de las conductividades locales (Matheron; 1967):
_ 1
(Ex )" <&, <E[K] B.2)
El segundo resultado exacto también se debe a Matheron (1967) quien demostrd que en un
dominio infinito bidimensional, K, 7 es igual a la media geométrica K ., = eXp(E [Y ]), toda vez

que ¥ sea un campo aleatorio multi-gaussiano con funcidon de correlacion isétropa.

El término conductividad efectiva se utiliza inicamente cuando el valor K.#es constante en todo
el dominio. En estos casos, se considera una propiedad caracteristica del medio. La presencia de
fronteras o de fuentes/sumideros provocaria que X g varie en el espacio. En tales casos, se utiliza
el término conductividad pseudo-efectiva, el cual enfatiza su naturaleza local (e.g. Sanchez-
Vila, 1997).



B.2 Conductividad equivalente

La conductividad equivalente se define como la conductividad de un medio homogéneo ficticio
que conlleva la misma descarga que el medio heterogéneo real para una caida de carga
hidraulica determinada. Cuando esta se utiliza para reemplazar a un bloque heterogéneo por uno
homogéneo equivalente en simulaciones numéricas, también se denomina conductividad
escalada o conductividad de bloque. En este caso, los promedios del conjunto de realizaciones
se reemplazan por promedios espaciales (de volimenes):

g=-K, Vg (B.3)
donde;:

-1 — 1
= |adl” Vo= |VedV B.4
q qu @ Vi od (B.4)

Cuando el volumen promediado es muy grande, con un tamafio representativo tal que sea varias
veces mas grande que el tamafio del volumen dado por la escala de correlacion del parametro
heterogéneo (aleatorio), el volumen comprende todas las escalas de heterogeneidad. En tal caso,
se dice que la funcidén aleatoria que representa al medio heterogéneo es ergodica. Ergodicidad
implica entonces que los parametros equivalentes y efectivos (o pseudo efectivos) sean
1dénticos.
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APENDICE C

ALGUNAS DEFINICIONES Y
PROPIEDADES DE LAS COPULAS
MULTIVARIADAS

C.1 Copulas multivariadas

Una copula n-variada (n-copula) es un mapeo C del hipercubo unitario [0,1]" sobre el intervalo
unitario [0,1]; es decir:

C:[01]" = [o0.] (C.1)
con las siguientes propiedades:

1) Elrango de C (ul, cees un) ¢s el intervalo unitario [0,1];
2) C(ul ,,,,, 0,..., u, )= 0 para cualquier #, =0,donde i =12,....n;
3) C(l ..... M., 1) =1, ,paratoda u, [0,1];

4) C(ul,_._,un) es n-creciente en el sentido de que para cualquier hipercubo n-

I

dimensional en el cubo unitario la correspondiente medida asignada por C no tiene que
ser negativa. Bardossy (2000) escribe dicha condicidn por medio de:

2" -1

S E Oy + fAat, + /,8,)20

=0
si 0<u <u+A <1y i=> 2"

(C.2)
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A partir de las propiedades descritas antes, se entiende que C no es decreciente en cada variable
y que si es uniformemente continua. La existencia (casi en todas partes) de todas las derivadas
parciales es ademas una propiedad util de las copulas (Nelsen 2006).

C.2 Copulas y distribuciones multivariadas

Las funciones de distribucion multivariadas y las funciones de distribucion unidimensionales
estan ligadas una con la otra a través de una copula. Considérese una distribucion n-variada

F.eF (F (z,).--.F(z, )) con ;7 marginales uni-variadas F(z ;). Por medio de una versién
multidimensional del teorema de Sklar (1959) (e.g. Nelsen, 2006), se muestra que hay una

copula asociada C : [O,l] " [O,l] que satisface:

F (Zl,...,Z )=C(F(Zl),...,F(Z

=z

=C(P{Z, <2}...P{Z, < 2,})
(C3)

S1 la distribucion es continua, entonces la copula es Gnica. Por el contrario, s1 £.(*) es una

funcién de distribucién n-variada continfla con marginales uni-variadas 7'(z)),....F(z,) v

funciones inversas 7 '(z,),...,F '(z,) entonces:

)=l )= F (o F ) ca

C.3 Densidades de copulas

Recordando que la derivada de una funcion de distribucién de probabilidad ) (Z) esigual ala

funcion de densidad de probabilidad f (z), diferenciando la ecuacion C.4 con respecto a todas
las variables, la densidad de la copula muitivariada se obtiene como sigue:

6”CF(ZI),_..,F(ZH) n
aF((zl),___,aF ) )Hﬁ(zf)

=olr (5P () TTAG)

fZ(Zlﬂ"'?Zn)z

(C.5)
donde f, (Zl,...,Zn) es la funcién de densidad de probabilidad conjunta. Entonces, definiendo
u =F (Zl ), ety = F (Zn ), la densidad de la cépula multivariada se puede expresar por medio
de:

)
" Ju Ju

(ERRRER

.. u (C.6)

Por lo tanto, la densidad de la copula multivariada es:



oF (z)...F (z,)= M C.7)

gf;(zz)

C.4 Densidades de copulas condicionales

La densidad de la copula multivariada condicional puede expresarse como (Bardossy and Li,
2008; Salvadori et af., 2007):

ﬁz+1(z?zl?"'ﬂzn) 1

(Z.F’i =
HE Ay A(z) el ,)
finlzzinz,)

A NATS

(C.8)

la cual expresa la relacion entre la funcién de densidad condicional conjunta f, | (Z, Zl,...,Zn)
de las n-condiciones mas uno, dividida por el producto de las correspondientes n+1 densidades
unidimensionales ]‘i(zi ); i=L2..,n. La variable n+1 es una variable u en el punto

condicionado. La densidad de la copula condicional se puede ver entonces como la distribucion
condicional conjunta de » variables aleatorias uniformes condicionales. El valor u en el punto
condicionado se puede obtener evaluando la densidad de la copula condicional en el intervalo

completo de valores de u € [O,l].

Es importante notar que la ec. C.8 define la densidad de la copula condicional. Para fines de
interpolacion o simulacidn, el valor en cualquier punto no observado debera generarse de la
copula condicional la cual es equivalente a la funcién de distribucion condicional. Tal copula
condicional se puede calcular numéricamente integrando la densidad de la copula condicional.
Utilizando un csquema de diferencias finitas, la ecuacion final que resulta para la copula
condicional se puede escribir como:

c(u ‘“1 =F(z),...u, =F(z, ))Au (C.9)

=0

&

para Au , pequefia. Mas explicitamente:

C 'y = Fz),ou, = F(z,))x A (C.10)
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APENDICE D

FUNCIONES MULTIVARIADAS DE LA
COPULA V-TRANSFORMADA

D.1 La funcion de distribucion multivariada

Bardossy y Li (2008), Li y Bardossy (2009) y Bardossy y Pegram, 2009 escriben la funcion de
distribucion multivariada del campo aleatorio V(x) en la ec. 2.7 del capitulo 2 como (ver nota al

pié)":

Hn(xl""ﬂxn):P{Xl S xl""’Xn S xn}
2" -

1

=Y (~1E- g +m) (D.1)

1=0

donde: |
=l b1y ) (D2)
i, =00lyy
i= Zn:szﬂ (D.3)
con: "
-1 if (-1)'=-1
b= (D.4)
L oyr =1y =1
v
¥

! La variable Y se usa en este apéndice en lugar de la variable F(x) de la ec. 2.7 del capitulo 2 para
propiciar que el lector siga mas facilmente la formulacion original.
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1 if (-1 =-1
a= (D.5)
Ly =1
o
Todos los elementos en el vector m se suponen iguales”.

D.1.1 Expansion de la serie en la ec. D.1 para el caso bivariable

Para evaluar la ec. D.1 se tienen que determinar los coeficientes 7 de la ec. D.3. Después, con
los coeficientes b v & de la ec. D.4 se podran construir los vectores & de la ec. D.2, los cuales
a su vez seran diferentes dependiendo si la variable transformada x; es positiva o negativa y

dependiendo del signo de cada termino en é’f , €l cual esti determinado por los super indices i’s

en (— 1)‘ ,_._,(— 1)” . Ahora, para obtener las 7’s en la ec. D.1, las ;s tendran que hacerse 0 o 1

con tal de cumplir ambos lados de la igualdad. En el caso bivariable la secuencia se escribe
como sigue:

Para n=2:

2
. . -1
i= Zz} 2/
J=1
Expandiendo la ecuacion anterior, se tiene:
i=i2"+4,2"
Enlaee. D.1, i varia desde 0 hasta 3. Entonces, se puede escribir:
0=02"+0,2' > 0=0,+0,2—> i =0,=0;1
1=12"+1,2' - 1=1+12 —» i =L=1;i=1,=0
2=22"+2,2" > 2=2,+2,2 > i, =2=0i=
3=32°+3,2' - 3=3+3.2 > i,=3=1i=

Haciendo las i’s ya sea 0 o 1, se pueden determinar los signos frente a las x’s asi como los
valores de las £’s y a’s. Por gjemplo:

(_1)01=1 - bzl:azl . (_1)02=1 N b:l:azl
v a v a

-1

2 Note que, por consistencia, la ecuacidn i = Zf ; 27, en el articulo de Béardossy and Li (2008) se
J=0

reemplaza aqui por medio de la ec. D.3. Ademas, el super indice 7, de la ec. D.1 en dicho articulo se

cormge aqui escribiendo E ,1; para lograr la correcta secuencia de signos en la expansion.
=
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(-1f'=-1 > b=-1,a= : (-1f'=-1 > b=-1,a=

Finalmente, para »= 2 la expansion de la ec. D.1 resulta:

H,(x,x,)=P{X, <x,X

12772 2=
1

<
=D, +m)-D(g, +

}
)_ (‘D(gz + %)4_ ('D(gs + %)
(D.6)

xZ
m

Una etapa primordial es por tanto la determinacién de la secuancia de 0s y 17s de las i/’s los
cuales a su vez determinan los signos frente a los valores de las x’s dentro de los vectores & .

I

Tal secuencia se presenta en la siguiente tabla para ¢l caso #=3.

Table E.1 Combinaciones binarias de 7 y los signos que resultan para n=3.

i L X; Xz X3
0 000 + + +
1 100 - + +
2 010 + - +
3 110 - - +
4 001 + + -
5 101 - + -
6 011 + - -
7 111 - - -

.2 La funcion de densidad multivariada

La correspondiente funcién de densidad multivariada de X' sc obtiene diferenciando la cc. D.1
(Bardossy and Li, 2008; Li and Bardossy, 2009; Bardossy and Pegram, 2009):



T B [(

(2%)2‘1“1‘; =0 (a-v)”fj =

donde ‘F_l

Pearson del campo aleatorio normal por transformar ¥, 7 es la transpuesta de los vectores
(é’I +m) y x, es el producto de las variables x’s de la secuencia que se ejemplifica en

seguida.

D.2.1 Expansion de la ec. D.7 para el caso bivariado

Para n= 2, la expansion de la ec. D.7 es:
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, denota ¢l determinante de la matriz inversa de coeficientes de correlacion de

exp{ - 16+ 1 +)



APENDICE E

ECUACIONES DE ALGUNAS
FUNCIONES DE CONECTIVIDAD

E.1 La funcion de conectividad y la funcion de separacion entre 2 clusters

Ademas de la funcidon de Euler utilizada en los capitulos 1 y 2, la conectividad de las
realizaciones simuladas se puede cuantificar a través de funciones de conectividad. Aunque no
existe una definicion matematica tnica de este concepto (Renard & Allard, 2013), la llamada
funcion de conectividad de Allard (1994) también se emplea en las aplicaciones. La funcion de
conectividad de un campo aleatorio estacionario se define como:

rl(h;z)=P[x<—>x+h|Z(x),Z(x+h)eX] (E.1)

La funcidén de conectividad, por tanto, expresa la probabilidad de que un valor en la posicion x
de la fase X esté conectado “©” con otro valor de X en la posicion x+h; donde X es el
subconjunto de Q (regioén de flujo) con Q en R °7 tal que: /(x;z)=1; siendo: /(x;z) una variable
aleatoria binaria tal que: J(x;7)=1 si Z(x)=z 0 [(x;z)=0 s1 Z(x)>z.

En la ecuacion (E.1), {X<—> X+h} necesita que {Z(X),Z(X+h)EX}, por lo tanto, la

probabilidad incondicional P[x <> x+h] puede ser descompuesta como (Torquato et al.,
1988):

P[x<—> X+h]=P[X < x+h| x,x+heX]P[x,x+heX]
T, (h;z): T, (h;z)KI (h) (E.2)

donde: K (h) es la funciéon de covarianza no centrada de X . La ecuacion (E.2) se puede

interpretar como la “funcidn de separacion entre dos clusters™ (two-point cluster function).



Recordando que: K, (h)=PlZ(x)<z,Z(x+h) =z, |; la ccuacion (E.2) se puede escribir en

términos de copulas como:
T, (h; Z) =1 (h;z)C(u1 =1, (z)u,=F, (ZZ)) (E.3)
donde: C(u,,1,) es la copula bivariada.

Para evaluar la distancia promedio en la que dos puntos de la region de flujo €2 se encuentran
conectados, se puede calcular la escala integral de la ecuacion (E.3):

I, = Trz (h;z)dn (E4)
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