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RESUMEN 

El objetivo de esta tesis es desarrollar herramientas numéricas para caracterizar masas térreas 
heterogéneas en relación con sus conductividades hidráulicas desde una perspectiva de análisis 
probabilista. Las herramientas propuestas se pueden utilizar para simular campos aleatorios 
condicionales a mediciones de la conductividad hidráulica y a historias de cargas hidráulicas. El 
documento se dedica primero a discutir el concepto de dependencia que se defme en el contexto 
de los campos aleatorios y luego presenta los fundamentos teóricos del modelo utilizado para 
representar la incertidumbre asociada a la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica en 
las masas de suelo. Para caracterizar masas de suelo tornando en cuenta observaciones 
disponibles de la carga hidráulica, se propone una técnica de modelación inversa basada en el 
método conocido corno filtro de Kalman ensamblado. Tanto la técnica original corno la que se 
propone se utilizan para simular campos aleatorios condicionales a historias de cargas 
hidráulicas. Las herramientas desarrolladas se validan con experimentos numéricos. En uno de 
los experimentos, los campos aleatorios condicionales se utilizan para pronosticar velocidades 
de filtración en la sección transversal del núcleo interno de una presa de tierra idealizada con el 
propósito de identificar trayectorias preferenciales de filtración. Se considera además la 
caracterización de acuíferos hipotéticos heterogéneos en una y dos dimensiones. La 
presentación de esta investigación finaliza con conclusiones generales y recomendaciones que 
intentan motivar futuras investigaciones. 



ABSTRACT 

The object ofthis thesis is to develop numerical tools to characterize heterogeneous soil masses 
with respect to their hydraulic conductivities from a probabilistic perspective of analysis. The 
proposed tools can be used to simulate site-specific realizations of random fields conditional to 
measurernents of hydraulic conductivity and histories of hydraulic heads. The document is first 
devoted to discus the concept of dependence that is defmed in the context of random fields then 
theoretical concepts of the model adopted to represent uncertainty due to spatial variability of 
the hydraulic conductivity of soil masses is presented. To characterize soil masses taken into 
account available hydraulic head observations, an inversion technique based on the so-called 
Ensemble Kalman Filter method is proposed. Both the original and the propose techniques are 
used to sirnulate conductivity random fields conditional to histories of hydraulic heads. The 
developed tools are validated through numerical experiments. In one experiment, the 
conditional conductivity fields are used to predict seepage velocities in a transversal cross
section of the intemal core of an idealized earth dam for the purpose of identifying preferential 
seepage paths. The characterization of non-homogeneous ID and 2D hypothetic aquifers is also 
considered. The presentation of this research fmalizes with general conclusions and 
recommendations that atternpt to motivate future investigations. 
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, 
INTRODUCCION 

Motivación 

La conductividad hidráulica de las masas térreas es muy sensible a variaciones de estructura 
interna. En un mismo tipo de suelo, la conductividad hidráulica puede diferir en varios órdenes 
de magnitud. Las mediciones de campo muestran claramente que estas variaciones son la regla 
y no la excepción. Este hecho se cumple tanto en las formaciones naturales como en los 
materiales mecánicamente estabilizados en donde las heterogeneidades son favorecidas, 
principalmente, por las propiedades intrínsecas de los materiales en los bancos de préstamo y 
por las imperfecciones cometidas durante la colocación de los mismos. Además, el número de 
mediciones disponibles para determinar la conductividad hidráulica de una masa de suelo en un 
sitio específico suele ser limitado. En consecuencia, las propiedades hidráulicas de las masas de 
suelo son tan inciertas que se pueden caracterizar mejor desde una perspectiva probabilista. 

Los modelos numéricos se utilizan con frecuencia para analizar el flujo de agna en suelos en los 
casos de interés práctico. Estos modelos permiten incorporar en los análisis la heterogeneidad 
del medio. En los casos de la práctica, la presencia de heterogeneidades es crítica para el 
correcto funcionamiento o incluso la segnridad de las masas térreas sujetas a filtración de agna. 
K. V. Terzaghi por ejemplo advirtió que detalles geológicos aparentemente insignificantes 
frecuentemente condicionan el comportamiento de la masa térrea. Ante estas condiciones, es 
inconveniente continuar simplificando los análisis de flujo de agna utilizando valores medios en 
dominios homogéneos idealizados. 

Definición del problema 

Un caso particular de alta relevancia práctica en ingeniería geotécnica es la identificación de 
trayectorias preferenciales de filtración en el núcleo interno de las presas de tierra. En medios 
heterogéneos, el movimiento del fluido se concentra a lo largo de trayectorias preferenciales con 
menor resistencia al paso del mismo. La existencia de zonas más permeables en presas de tierra 
tiene diversos orígenes. Pueden ser el resultado de la colocación de un material más grueso que 
el especificado o el de una compactación inadecuada, por mencionar sólo algnnos. 

Si bien la existencia de trayectorias preferenciales de filtración en presas de tierra no 
necesariamente implica una condición de inestabilidad, ésta puede señalar el riesgo de erosión 
interna o la presencia de agrietamiento interno. En el caso de un comportamiento inadecuado de 
los filtros, la filtración preferencial puede facilitar el desarrollo de un proceso de tubificación. 
La tubificación ha sido la principal causa de falla en presas de tierra. Por lo tanto, la detección 
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de trayectorias preferenciales de filtración en su estado incipiente es de alta relevancia en la 
ingeniería de presas de tierra. 

Contribución 

El objetivo de esta tesis es desarrollar herramientas numéricas para caracterizar masas térreas 
heterogéneas en relación con sus conductividades hidráulicas desde una perspectiva de análisis 
probabilista. Las herramientas propuestas se utilizarán para simular campos aleatorios 
condicionales a mediciones de la conductividad hidráulica y/o a historias de cargas hidráulicas. 
Las herramientas desarrolladas durante la presente investigación se validarán con experimentos 
numéricos. En uno de los experimentos, se generarán campos aleatorios de la conductividad 
hidráulica condicionados por historias de cargas hidráulicas para pronosticar velocidades de 
filtración en la sección transversal del núcleo interno de una presa de tierra idealizada con el 
propósito de identificar trayectorias preferenciales de filtración. 

Se espera que las herramientas propuestas complementen al experimentado criterio ingenieril 
durante la tarea de identificación de trayectorias preferenciales de filtración en presas de tierra y 
ayuden al ingeniero en la torna de decisiones en relación con la seguridad de dicho tipo de 
presas. 

Organización del escrito 

La presentación de esta investigación se ha organizado en cinco capítulos. En el capítulo I se 
discute el concepto de dependencia multi-gaussiana en el contexto de los campos aleatorios 
espaciales. El capítulo 2 presenta el modelo de campo aleatorio adoptado para modelar la 
heterogeneidad en la conductividad hidráulica y propone un algoritmo de simulación de campos 
aleatorios. En el capitulo 3 se propone una extensión al filtro de Kalman ensamblado y se 
discute su desempeño en relación con la técnica original. La caracterización de la conductividad 
hidráulica de un acuifero heterogéneo se efectúa en el capítulo 4. En el capitulo 5 se exploran 
los beneficios de utilizar historias piezométricas en la caracterización de un campo no multi
gaussiano de conductividades que simula zonas continuas de conductividades hidráulicas en el 
núcleo interno de una presa de tierra idealizada. El escrito finaliza con las conclusiones 
generales y algunas recomendaciones que pretenden orientar futuras investigaciones. 
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CAPITULO 1 

FLUJO DE AGUA EN MEDIOS 
ALEATORIOS CONTINUOS: UNA 
REVISIÓN DEL CONCEPTO DE 
DEPENDENCIA MULTI-GAUSSIANA 

La conductividad hidráulica de los suelos se puede determinar por lo menos en tres direcciones 
principales de anisotropía por medio de cualquier experimento estandarizado bien establecido. 
Sin embargo, en la práctica ésta se mide con frecuencia en un número limitado de ubicaciones 
dentro de la región de interés tratándola corno una cantidad escalar, es decir, no corno un tensor. 
Corno una regla más que una excepción, las mediciones de la conductividad hidráulica de los 
suelos exiben variaciones espaciales o heterogeneidades considerables aun en formaciones 
razonablemente "homogéneas". Se observa que es muy difícil describir esta variablidad espacial 
en forma determinista a partir de un número reducido de mediciones. Análisis estadísticos de 
mediciones realizadas en diferentes sitios han mostrado sin embargo que tales variaciones 
espaciales presentan cierta estructura u organización. 

Hoy en día se acepta ampliamente que la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica de 
los suelos se puede interpretar, para fines prácticos, corno una realización de un campo aleatorio 
(Dagan, 1989; Ghelar, 1993; Zhang, 2002; Rubin, 2003). Los parámetros del campo aleatorio se 
pueden estimar a partir de las muestras locales tornadas de la realización misma bajo la hipótesis 
de ergodicidad. La estructura de variabilidad espacial del campo aleatorio puede ser descrita por 
medio de funciones de covarianza. El concepto de variograma tambien puede ser útil en ciertas 
circunstancias. Éste fue introducido por Matheron (1967) quién sugirió además utilizar la 
técnica del Kriging con el propósito de interpolar espaciahnente entre mediciones. Todos estos 
conceptos relevantes forman parte de lo que se denomina geoestadística. 

Con el propósito de modelar la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica de los 
suelos, un enfoque estocástico involucra entonces a un modelo probabilista llamado campo 
aleatorio. Una o más propiedades hidráulicas se pueden modelar mediante campos aleatorios. 
Las ecuaciones de flujo de agua en suelos dentro de este enfoque se convierten en ecuaciones 
diferenciales estocásticas. Variables dependientes del flujo tales corno la carga hidráulica y 
velocidad de filtración serán también campos aleatorios. Tales campos pueden depender además 
del tiempo y se denominan campos aleatorios espacio-temporales. La solución de las 
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ecuaciones estocásticas permitirá cuantificar la incertidumbre en la respuesta de las variables 
dependientes del flujo. La incertidumbre surge por el hecho de que la distribución espacial de 
las conductividades hidráulicas dentro de la región de flujo no puede ser determinada por 
completo. El tema central en este enfoque no es la solución exacta de las ecuaciones estocástcas 
del flujo de agua sino la asignación de los valores de la conductividad hidráulica al modelo 
además de la cuantificación de la incertidumbre en las variables dependientes del flujo. 

Se han desarrollado diferentes métodos para resolver ecuaciones estocásticas del flujo de agua 
en suelos. Entre ellos: 1) Métodos basados en las técnicas de perturbaciones; 2) Métodos 
basados en las técnicas espectrales y 3) Métodos basados en las técnicas de Monte Carla. Un 
repaso de estas técnicas se puede consultar en Zhang (2002); Lu y Zhang (2004). Se han 
desarrollado variantes de los métodos basados en las técnicas de perturbaciones con la intención 
de mejorar la eficiencia computacional del método (Gainis et al .• 2008). Los métodos basados 
en las técnicas de perturbaciones consisten básicamente en evaluar los cambios en la respuesta 
debidos a variaciones alrededor del valor medio de la conductividad hidráulica. En un enfoque 
espectral el campo aleatorio de la conductividad hidráulica se representa en un espacio de 
funciones por medio de un desarrollo en serie de Karhunen-Loeve y el campo de la respuesta 
por medio de un desarrollo de lo que se denomina caos polinomial. 

En las técnicas de simulación o de Monte Carla se simula primero una realización particular del 
campo aleatorio de la conductividad hidráulica y se resuelven numéricamente las ecuaciones 
deterministas del problema, ya sea por medio de diferencias [mitas o elementos finitos. Este 
proceso se repite un cierto número de veces hasta que se definan tendencias estadísiticas 
suficientemente aproximadas de la variabilidad de las variables dependientes del flujo. Esta es, 
por tanto, una técnica que consume bastante tiempo de cálculo a pesar de que la capacidad de 
los equipos modemos de cómputo continúa en aumento y a pesar de que se han propuesto 
métodos de reducción de varianza (Curtis, 1949; Yamasaki et al., 1988; Arauja y Awruch, 
1994). Con frecuencia se prefiere un esquema basado en simulaciones en lugar de otro basado 
en perturbaciones o en el enfoque espectral, debido a que estas últimas técnicas sólo son 
aproximaciones basdas en el conocimiento de los primeros momentos del campo aleatorio, lo 
que supone implícitamente que el campo aleatorio es multi-gaussiano y además porque tales 
técnicas proveén soluciones suavisadas. 

La técnica de simulaciones o de Monte Carla aplicada a la solución de problemas de flujo de 
agua en suelos consiste en tres etapas principales (Fig. 1): 1) Generar un número 
suficientemente grande de realizaciones del campo aleatorio adoptado para representar 
heterogeneidad; 2) Resolver las ecuaciones deterministas del flujo de agua en suelos con los 
valores de cada una de las realizaciones en el ensamble y 3) Cuantificar la incertidumbre en las 
variables dependientes del flujo a través de un análisis estadístico. 

ETAPA 1 ETAPA 2 ETAPA 3 

GENERAR REALIZACIONES DEL RESOLVER LAS ECUACIONES DEL CUANTIFICAR LA INCERTIDUMBRE 
CAMPO ALEATORIO MODELO DE FIL TRACIÓN EN LA RESPUESTA DEL MODELO 

Fig. 1.1 Principales etapas involucradas en un enfoque probabilista basado en simulaciones. 

En un enfoque estocástico, el campo aleatorio multi-gaussiano es el modelo más comúnmente 
adoptado para representar la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica. El objetivo 
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principal de este capitulo es discutir la conveniencia del modelo. La discusión se basa en el 
estudio de sus caracteristicas de dependencia. Primero se introduce formahnente el concepto de 
campo aleatorio, después se presenta el caso particular del campo aleatorio multi-gaussiano. 
Posteriormente se establece la necesidad de considerar dependencia no multi-gaussiana para 
representar la heterogeneidad de la conductividad hidráulica de los suelos. El capitulo finaliza 
con las conclusiones principales del terna. 

1.1 El concepto de campo aleatorio 

En esta sección se presenta una revisión de las definiciones principales involucradas en el 
concepto de campo aleatorio. 

1.1.1 Definiciones 

Una función aleatoria es una colección indexada de variables aleatorias. Cuando el índice es 
espacial multi-dimensional, una función aleatoria se denomina también campo aleatorio. Éste es 
de hecho un modelo probabilista que representa fenómenos que varían en el espacio tal corno la 
distribución de valores de la conductividad hidráulica en una región de interés. En un campo 
aleatorio, a cada punto sobre el espacio se le asocia una variable aleatoria simple, por ello, 
globalmente es un conjunto de variables aleatorias. A cada punto en el espacio, no le 
corresponde sólo un valor de la propiedad sino todo un conjunto de valores. Desde una 
perspectiva probabilista, el valor observado en una ubicación particular es considerado una 
muestra de su función de probabilidad. Una configuración espacial específica de valores se 
denomina realización del campo aleatorio. Un campo aleatorio puede ser considerado entonces 
corno un conjunto de realizaciones (ensamble). 

1.1.2 Estructura espacial 

La estructura espacial de un campo aleatorio se puede describir por medio de functiones de 
autocovarianza. Una función de autocovarianza expresa la dependencia lineal entre variables 
aleatorias separadas por un vector dado. Una función de autocovarianza estandarizada llamada 
correlograma también se puede utilizar para los mismos propósitos. El correlograma describe la 
dependencia por medio de un coeficiente de correlación lineal, formalmente el coeficiente de 
correlación lineal de Pearson. En geoestadística, especialmente en las aplicaciones mineras, se 
utiliza con frecuencia el concepto de variograma (varianza del campo incremental). En campos 
aleatorios, la función de autocovarianza y el variograma podrían variar según diferentes 
direcciones. En tal caso se dice que el campo aleatorio es anisótropo. 

En la práctica, la función de autocovarianza se estima a partir de las observaciones corno parte 
de un proceso conocido corno análisis estructural del campo. En este contexto la función recibe 
el nombre de autocovarianza muestral o experimental. En modelaciones con campos aleatorios 
se tiene que ajustar un modelo de autocovarianza teórico a la versión experimental. Se dice que 
una función de covarianza teórica es válida cuando la matriz de varianzas-covarianzas del 
campo aleatorio resulta ser positiva defmida. Esto se debe cumplir además para cualquier 
combinación lineal de tales modelos válidos. Los modelos de covarianza válidos más utilizados 
en la práctica son (Deutsch y Joumel, 1998): el exponencial', el esféric02

, el gaussianoJ y el de 
"efecto pepita,,4 (nugget effect). Estos modelos se pueden específicar a través de parámetros 
tales corno varianza y escala de correlación, excepto el modelo de effecto pepita cuya escala de 

, Cnp(h)~o"exp(-3h1a) 
2 C,ph(h)~0"(1.5h1a-O.5(hla)3) si h.sa y C,ph(h)~o" si h¿a 
3 e g,(h) ~ o" exp( -3 h'la2

) 

4 Cmih)~o" si h~O y Cmih)~O si h>O 
donde: el es la varianza del campo aleatorio y a es un parámetro que representa el rango de correlación. 
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correlación es nula. Este útlimo se utiliza para representar la incertidumbre que afecta a las 
mediciones. 

La escala de correlación es la distancia en la que el valor de la correlación en el correlograma 
alcanza el cero. Sin embargo, los modelos asintóticos exponenciales y gaussianos alcanzan el 
valor de correlación nula en el infmito. En estos casos se ha propuesto una definición práctica 
de la escala de correlación llamada algunas veces escala efectiva (Deutsch y Joumel, 1992). 
Esta se defme corno la distancia en la que se ha perdido el 95% de la correlación. 

1.1.3 Estacionariedad y ergodicidad 

Se dice que un campo aleatorio es estacionario en el sentido estricto dentro de la región A, si 
sus funciones de distribución n-variadas son invariantes ante cualquier traslación en tal espacio 
para cualquier valor de n. Se dice que el campo aleatorio es estacionario de orden N cuando 
todas las distribuciones de probabilidad n-variadas son invariantes ante cualquier traslación en 
el espacio A donde n<JV. Si el valor esperado es constante en todo el dominio y la función de 
autocovarianza sólo depende de la separación entre los puntos en lugar de sus ubicaciones 
reales, se dice que el campo aleatorio es estacionario en el sentido amplio. Un campo 
estacionario de segundo orden es además estacionario en el sentido amplio, pero lo opuesto no 
necesariamente se cumple porque los primeros momentos no pueden revelar información acerca 
de la distribución de probabilidad bivariada, excepto en el caso gaussiano. 

En el caso especial de que las estadísticas del campo aleatorio se puedan obtener a partir de una 
realización única, se dice que el campo es ergódico. En otras palabras, la hipótesis de 
ergodicidad permite que los descriptores del campo aleatorio sean estimados a partir de 
promedios espaciales en lugar de promedios de realizaciones. 

1.2 El campo aleatorio multi-gaussiano 

El campo aleatorio multi-gaussiano es por mucho el modelo de función aleatoria continua más 
utilizado para representar heterogeneidad en la conductividad hidráulica. En esta sección se 
introduce su defmición formal así corno las razones por las que se justifica en situaciones 
prácticas. 

1.2.1 Definición 

Un campo aleatorio se denomina multi-gaussiano si y solo si las variables aleatorias son 
conjuntamente gaussianas para cualquier conjunto de n puntos. Por lo tanto, una distribución 
marginal gaussiana es una condición necesaria pero no suficiente para que un campo aleatorio 
sea multi-gaussiano. Condiciones necesarias adicionales son que las distribuciones de 
probabilidad multivariadas, es decir, la bivariada, trivariada, ... , n-variada sean tambien 
gausslanas. 

1.2.2 Justificación práctica 

En situaciones prácticas, un modelo de campo aleatorio multi-gaussiano frecuentemente se 
considera adecuado para modelar incertidumbre por variabilidad espacial. Comúnmente el 
modelo se justifica con algún tipo de comportamiento estacionario en el sentido amplio de las 
observaciones del campo. Pero, si nos referirnos a los hechos, con frecuencia las mediciones 
disponibles impiden inferir momentos estadísticos superiores a los de orden dos. Por lo tanto, en 
muchas ocaciones un campo aleatorio multi-gaussiano no puede ser justificado en la práctica. 

En el caso de las conductividades hidráulicas saturadas, se ha observado que el histograma se 
puede representar con suficiente aproximación por medio de una distribución de probabilidad 
loguormal. Esto se ha verificado en el estudio de diferentes formaciones geológicas (p. ej. Law 
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(1944); Davis (1969); Hoeksema y Kitanidis, (1985); Fogg (1986); Woodbury y Sudicky 
(1991), López-Acosta y Auvinet, 2011). Por lo tanto, se aplica comúnmente la siguiente 
transformación a la conductividad hidráulica saturada k,: 

y= ln(k,) (1.1) 

La distribución univariada empirica de los valores de y se podrá describir entonces con una 
distribución gaussiana (normal). 

No obstante, una distribución marginal gaussiana no implica una distribución multi-gaussiana. 
Con frecuencia, este hecho se pasa por alto en estudios numéricos del flujo de agua en suelos 
con permeabilidad aleatoria (p. ej. Griffiths y Fenton, 1993, 1997; Fenton y Griffiths, 1997; Gui 
et al., 2000; López-Acosta y Auvinet, 2003, 2004; A1nned, 2009). En estos casos, el interés se 
limita a dos ternas: 1) El método de simulación del campo aleatorio y 2) El método utilizado 
para resolver las ecuaciones estocásticas del flujo de agua. La conveniencia del modelo de 
campo aleatorio utilizado para representar la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica 
con frecuencia es desatendida. Las características de la estructura espacial de un campo 
aleatorio multi-gaussiano se discuten a continuación. 

1.3 Características de la dependencia multi-gaussiana 

En esta sección se discuten las características de la estructura espacial o dependencia de los 
campos aleatorios multi-gaussianos. Por razones prácticas, la discusión se limita al caso 
bivariado. Las caracteristicas que se analizan son: la estructura de correlación, la propiedad de 
simetría, la propiedad de entropía y la propiedad de conectividad. 

1.0 

- 0\ =0.25 

0.8 
- ¿" =1 
- d "=2 
- c\=4 

0.6 

"-
O .• 

0.2 

0.0 
0.0 0.2 o., 0.6 0.8 1.0 

po 

Fig. 1.2 Coeficiente de correlación lineal entre variables aleatorias log-nonnales corno una función del 
coeficiente de correlación lineal entre variables aleatorias nonnales con distintas varianzas. Se muestra 
una línea interrumpida con pendiente 1: 1 para referencia. 

1.3.1 Correlación 

El coeficiente de correlación lineal no es invariante ante transformaciones no lineales del tipo de 
la eco l.l. El coeficiente de correlación PinO de un par de variables aleatorias loguormales 
(Z"Z2) está dado por (Mood and Graybill, 1963): 
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(1.2) 

donde d n y Pn son la varianza y el coeficiente de correlación lineal de las variables aleatorias 
normales asociadas, respectivamente. Un gráfico de la eco 1.2 se muestra en la Fig. 1.2. Sólo se 
muestra la rama positiva de la correlación. Para referencia se indica además una linea 
interrumpida con pendiente 1: 1. Se observa que el coeficiente de correlación lineal no es el 
mismo entre las variables de tales distribuciones excepto en cero y uno. Por lo tanto, los 
correlogramas de k, y de y en la eco 1.1 son diferentes. Las diferencias entre las correlaciones 
llegan a ser importantes conforme la varianza aumenta, es decir, cuando la heterogeneidad es 
mayor. 

1.3.2 Simetría 

En un campo aleatorio multi-gaussiano la función de autocovarianza define unívocamente la 
estructura espacial de todas las clases'. Para ilustrar este hecho, considérense las siguientes 
definiciones. A cualquier campo aleatorio Z(x) le corresponde una serie de campos aleatorios 
indicadores l(x,z) defmidos para cada valor del umbral z corno: l(x,z)~1 si Z(x)s: o l(x,z)~O en 
cualquier otro caso. 

La descomposición del campo aleatorio Z(x) en una serie de campos aleatorios indicadores 
l(x;z) permite asignar una estructura espacial específica a cada clase de valores z(x). Tales 
campos aleatorios indicadores se pueden visualizar corno campos aleatorios binarios 
coexistentes. 

El conjunto de covarianzas indicadoras de un campo aleatorio bivariado gaussiano ha sido 
derivado analíticamente. La covarianza C(h;z) del indicador l(x;z), denominada covarianza 
indicadora, de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) se relaciona con el correlograma 
P(h) de Z(x) por medio de (Abramovitz y Stegun, 1964; Chiles y Delfiner, 1999): 

I p(h) ( Z2 J du 
C(h;z)~- f exp ---

27r o I+u .J1-u2 
(1.3) 

Se pueden obtener soluciones de la eco 1.3 para diferentes correlogramas P(h), por ejemplo, para 
los correlogramas exponencial, esférico y gaussiano, y también en función de los cuantiles q 
definidos corno: q~G(z), donde G(z) es la función de distribución acumulativa gaussiana y z es 
el cuantil q de Z. Estas soluciones se grafícan en la Fig. 1.3 Y en la Fig. lA, respectivamente. La 
escala de correlación en todos los correlogramas es unitaria. En la Fig. 1.3 los resultados se 
expresan en función de la covarianza indicadora estandarizada llamada correlograma indicador. 
El correlograma indicador se define corno: p¡(h;z)~C(h;z)/C(O;z); donde: C(O;z)~q(I-q), es la 
varianza del campo aleatorio indicador. 

La Fig. lA muestra correlogramas indicadores en function de los cuantiles q asociados al 
umbral z para diferentes distancias. Se puede observar que la correlación es máxima en el 
cuantil 0.5 y que decrece simétricamente conforme el umbral se aproxima a los valores 
extremos de O y I para todos los correlogramas de Z(x). Esto siguifica que la estructura espacial 
en los valores extremos tiende al "efecto pepita" ("ruido blanco") mientras que los valores 
medios presentan una estructura fuertemente correlacionada. Note que la estructura espacial de 
las diferentes clases no se puede modificar introduciendo un correlograma diferente para Z(x), 
porque esta estructura queda defmida por la ley de probabilidad bivariada gaussiana. 

5 Una clase se define corno un intervalo de valores en la distribución marginal del campo. 
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Fig. 1.3 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en función de la 
distancia. Para un correlograma exponencial (izquierda), un correlograma esférico (centro) y un 
correlograma gaussiano (derecha). 
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Fig. 1.4 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en función del cuantil 
q asociado al umbral z. Para: h~O.05 (izquierda), h~O.5 (centro) y h~O.9 (derecha). 
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Fig, 1,5 Correlogramas indicadores de un campo aleatorio bivariado gaussiano Z(x) en función del 
correlograma de Z(x). Para los correlogramas: exponencial (izquierda), esférico (centro) y gaussiano 
(izquierda). 

La figura 1.5 presenta valores del correlograma indicador pÁh;z) en los cuantiles 0.5, 0.8 Y 
0.9999, ahora en función del correlograma de Z(x). Note que cada valor de Ah) se puede 
asociar con una distancia. Por ejemplo, en h~O la correlación es la más fuerte, por ello Ah)~l 
mientras que esta disminuye conforme la distancia aumenta. Recordemos que los cuantiles: 0.2 
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y 0.0001, son los cuantiles complementarios de: 0.8 y 0.9999, respectivamente; por lo tanto, las 
curvas en 0.0001 y 0.9999 coinciden. Lo mismo ocurre con las curvas en los cuantiles: 0.2 y 
0.8. En todas las curvas es evidente que la correlación, tanto en los cuantiles inferiores corno en 
los superiores (0.0001 and 0.9999) es significativamente más débil que en la mediana para todas 
las distancias. Tal comportamiento es independiente de la función de correlación. Por lo tanto, 
los valores extremos (grandes y pequeños) en campos aleatorios gausslanos occurren 
aleatoriamente dentro de una estructura más contínua de valores medios. 

1.3.3 Entropía 

El ténníno entropía fue íntroducido origínalmente en física para estudiar las implicaciones de la 
cantidad de "desorden" en un sistema. Desde entonces se han derivado diferentes acepciones 
dependiendo de la disciplina. El concepto denominado entropía de Shannon propuesto por 
Shannon (1948) corno parte de la teoría de la información ha sido adoptado en el contexto de 
los campos aleatorios (Christakos, 1990; Ababou et al., 1992; Journel y Deutsch, 1993). En 
teoría de la información, la entropía fue íntroducida corno una medida para cuantificar la 
"cantidad de incertidumbre" contenida en una distribución discreta de probabilidad, por lo 
tanto los térmínos entropía e incertidumbre son sínónimos (Jaynes, 1957). También se extendió 
el concepto al caso de funciones contínuas pero en estos casos algunas veces se utiliza el 
término de entropía diferencial en lugar del térmíno entropía de Shannon. 

En un campo aleatorio contínuo Z(x) con función de densidad de probabilidad bivariada (PDF) 
j(z¡,zz), la entropía H¡se define corno (Shannon, 1948): 

(lA) 

En inferencias estadísticas basadas en información parcial, la teoría de la información 
argumenta que uno debe utilizar a priori la distribución de probabilidad que tenga la entropía 
máxima con respecto a la información que se conoce. Para obtener tal PDF se considera la 
solución de un problema de maximización. Según Journel y Deutsch (1993), la maximización 
de la eco l.4 equivale a elegir a priori la PDF "menos comprometida" con respecto a la 
información conocida. En otras palabras, esto equivale a seleccionar a priori la PDF más 
conservadora en vista de lo que se conoce. 

Este enfoque ha sido utilizado para desarrollar un esquema bayesiano de máxima entropía para 
enfrentar el problema de estimación espacial (Christakos, 1990). Un enfoque de máxima 
entropía ha sido utilizado en el pasado para obtener algunos resultados analíticos. Por ejemplo, 
se ha demostrado que entre todas las PDFs bivariadas que comparten la misma esperanza y 
covarianza, la PDF que maximiza la entropía en la eco l.4 es la densidad de probabilidad 
bivariada gaussiana (Shannon, 1948; Johnson y Kotz, 1972; Kapur, 1989; Cover y Thomas, 
1991). En el caso multivariado se cumple el resultado análogo correspondiente (Christakos, 
1990). Las consecuencias prácticas de la propiedad de entropía de un campo aleatorio multi
gaussiano están estrechamente relacionadas con la noción de conectividad. Tales consecuencias 
se discúten en seguida. 

1.3.4 Conectividad 

En hidrología el térmíno conectividad se utiliza para describir la presencia física de zonas 
espacialmente conectadas con valores similares de la conductividad hidráulica (Kundby y 
Carrera, 2005). En particular, la conectividad de los valores pequeños y grandes es importante 
porque controla las trayectorias y barreras del flujo. Para describir las consecuencias de la 
conectividad de los valores grandes en la respuesta de las variables dependientes del flujo, se 
utilizan conceptos relacionados tales como "acanalamiento" y ''trayectorias preferenciales". La 
conectividad y la continuidad que se describen por medio de funciones de autocovarianza no se 
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refieren al mismo concepto. La conectividad intenta caracterizar trayectorias de conductividaes 
interconectadas, pequeñas o grandes, "tipo canales" , mientras que la continuidad describe 
trayectorias promediadas "tipo lentes discontinuos". 

Se han propuesto diferentes medidas para cuantificar la conectividad espacial (punto por punto) 
en campos aleatorios, a saber: 1) Descriptores topológicos de conjuntos geométricos aleatorios 
tales como el número de Euler (Mecke y Wagner, 1991; V6gel, 2002); 2) Medidas de la 
probabilidad de percolación tales como el umbral de percolación (Hilfer, 1992, 1997); 3) La 
dimensión de correlación multi-fractal (Bruderer-Weng el al. , 2004) y 4) Algunos indicadores 
intuitivos de la conectividad de flujo y transporte tales como la permeabilidad efectiva y ciertos 
parámetros típicos de flujo y transporte (Kundby y Carrera, 2005; Trinchero el al., 2008; 
Vassena el al., 2009). 

Para ilustrar gráficamente el concepto de conectividad, en esta sección se utiliza el número de 
Euler z(p). Se trata de una medida topológica de estructuras binarias que se obtienen después de 
segmentar un mapa heterogéneo utilizando diferentes umbrales p. En dos dimensiones, su 
definición matemática es (V6gel, 2002): 

(1.5) 

Se trata de un escalar con un valor dado por el número total de oqj etos aislados N en el umbral p 
de una imagen binaria, menos el número total de agujeros C en dichos oqjetos. De esta manera, 
Z(P) tiene valores positivos en p pam estructuras desconectadas (N)C) y se vuelve negativo 
(N<C) para oqjetos que están más intensamente conectados. 

La Fig. 1.6(a) muestra una realización típica de un campo aleatorio multi-gaussiano con función 
de autocovarianza exponencial isátropa y escala de correlación aproximadamente igual a 1/13 
del tamaño del lado de la imagen. 
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Se define una función indicadora tal que: i(x;z)~ 1 si z(x)s: (fase en color negro) y O en 
cualquier otro caso (fase en color blanco) donde z es un umbral arbitrario definido sobre la 

A A 

función de distribución empirica F"(z) del campo tal que: F"(z) ~q; qE[O,l] es un cuantil que 

se obtiene de la distribución empírica. Separando los valores (fases) debajo y arriba del umbral 
q se puede construir una imagen binaria. Luego, el número de Euler se calcula en cada umbral. 

Por ejemplo, para un percentil tal que q~O.002, los valores más bajos representados en negro en 
la Fig. 1.6(b) aparecen como cúmulos aislados, es decir no están conectados y el número de 
Euler toma valores negativos (punto (i) en la Fig. 1.6(g)). Conforme el umbral aumenta, los 
cúmulos se acercan pero permanecen desconectados y el número de Euler alcanza su valor 
mínimo (punto (j) en la Fig. 1.6(g)). Aumentos adicionales del umbral crean zonas aisladas 
conectadas y el número de Euler aumenta en consecuencia. Cuando éste alcanza el cero (punto 
(k) en la Fig. 1.6(g)) los valores grandes (fase negra) llegan a estar bien conectados (Fig. 
1.6( d)), pero una zona continua de conectividades grandes que cubra dos lados opuestos de la 
imagen se puede detectar hasta el umbral q~O.5. Conforme el umbral continúa aumentando, los 
valores grandes llegan a estar intensamente conectados y el número de Euler alcanza su valor 
máximo (punto (1) en la Fig. 1.6(g)). Cuando el umbral aumenta aún más, los valores más altos 
(fase blanca) parecen ahora cúmulos aislados, por ejemplo en q~O.802 (Fig. 1.6(e)) y el número 
de Euler comienza a disminuir. Para q~ 1 el número total de objetos es igual a uno y el número 
de conecciones es cero por tanto el número de Euler tiende a la unidad. Se puede realizar un 
estudio analogo analizando primero la conectividad de la fase blanca (linea discontinua en la 
Fig. 1.6(g)). 

El análisis previo de conectividad muestra que trayectorias conectadas de valores extremos 
pequeños o grandes no tienen lugar en campos aleatorios gaussianos. Los valores alrededor de 
la mediana de la distribución marginal presentan una considerable conectividad espacial. 
Comportamientos similares fueron detectados por otros autores que analizaron trayectorias de 
percolación en campos multi-gaussianos con diferentes valores de la relación lado del 
dominio/escala de correlación (Allard, 1994). Por lo tanto, se podría anticipar que en medios 
heterogéneos multi-gaussianos isótropos el promedio de alguna de las variables dependientes 
del flujo será muy próximo al valor de la misma variable determinado en un medio homogéneo 
con conductividad dada por el promedio de las conductividades heterogéneas. 

1.4 Necesidad de una dependencia no multi-gaussiana 

La evidencia de campo sugiere que las formaciones naturales de suelos rara vez son multi
gaussianas y que con frecuencia presentan estructuras conectadas de conductividades pequeñas 
o grandes que impactan considerablemente la respuesta del flujo. Esta sección presenta tal 
evidencia por separado, primero la que se basa en casos de estudio reales y después la que se 
obtiene por modelación numérica. Al lector le podría resultar útil referirse a los apéndices A y 
B. 

1.4.1 Evidencia basada en casos de estudio reales 

Mediciones directas y muestras recolectadas en diferentes formaciones de suelos han mostrado 
que la dependencia en los percentiles inferiores de la función de distribución con frecuencia 
difiére de la que se observa en los percentiles superiores. A grandes escalas, por ejemplo, a la 
escala de las facies hidrogeológicas, los análisis comparativos entre el comportamiento real 
observado y el del modelo numérico sugieren la necesidad de una mejor descripción de la 
estructura de variabilidad espacial del campo de la conductividad hidráulica. 

Por ejemplo, Joumel y Alabert (1989) observaron diferentes estructuras de correlación espacial 
en diferentes percentiles de la distribución de permeabilidades al aire efectuadas sobre un corte 
vertical de arenisca de Berea. Tal comportamiento corresponde con una estructura de 
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correlación asimétrica entre valores pequeños y grandes. Un comportamiento similar ha sido 
observado con las conductividades hidráulicas. Por ejemplo, Haslauer et al., (2009) reporta 
estructuras de dependencia no gaussianas en las conductividades hidráulicas que obtienen de 
muestras recolectadas en dos sitios diferentes. En uno de sus análisis ellos utilizaron las bases 
de datos de Sudicky (1986) y de Woodbury y Sudicky (1991) que contienen mediciones de 
conductividades hidráulicas del acuifero de Borden. 

Además, Fogg (1986) realizó un estudio numérico tridimensional de la conductividad hidráulica 
de un acuifero real que está conformado por secuencias complejas gruesas de arena, limo y 
arcilla. Su modelo conceptual se basó en la interpretación de información geológica e 
hidrológica. Conluyó que el flujo en el aquifero estaba controlado principahnente por la 
continuidad e interconección de la arena, más que por los valores locales de la conductividad 
hidráulica. Otros estudios realizados con diferentes modelos para representar heterogeneidades 
en distintas formaciones naturales de suelos coinciden con las conclusiones de Fogg (1986). Un 
consenso general es que el comportamiento a gran escala de las formaciones naturales de suelo 
está controlado por la manera en la que las zonas más y menos conductivas están 
interconectadas espacialmente en la región de flujo (Bradbury y Muldoon, 1990; Poeter y 
Townsend, 1994; LaBolle y Fogg, 2001; Frind et al., 2002; Teles et al., 2004; Zappa et al., 
2006; López-Acosta, 2010). 

1.4.2 Evidencia basada en modelos numéricos 

La necesidad de describir la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica por medio de 
campos aleatorios no multi-gaussianos también ha sido establecida a través de modelos 
numéricos. Varios estudios han mostrado que suponer aplcable el modelo multi-gaussiano no 
necesariamente es una hipótesis consenradora. La presencia de zonas con valores extremos 
espacialmente conectados (ya sean grandes o pequeños) es la característica con mayores 
implicaciones en los campos de la conductividad hidráulica. Muchos de los estudios han 
analizado la respuesta de las variables dependientes del flujo en campos aleatorios no multi
gaussianos para compararla con la respuesta multi-gaussiana. El propósito es comparar la 
respuesta del flujo de agua sólo en términos de las diferencias en las características de la 
dependencia espacial. 

Por ejemplo, Sanchez-Vila et al., (1996) analizaron flujo de agua en suelos saturados en 
régimen establecido utilizando campos aleatorios simulados del logaritmo natural de la 
transmisividad con diferentes dependencias no multi-gaussianas pero compartiendo 
distribuciones marginales normales. El estudio se realizó en secciones bidimensionales bajo 
condiciones de frontera confinadas por medio de simulaciones con el método de Monte Carla. 
Ellos mostraron que aquellas estructuras que favorecen la conectividad de los valores grandes 
producen sistemáticamente valores de la conductividad efectiva mayores que la media 
geométrica. Las diferencias fueron cada vez mayores conforme aumenta la varianza. Para las 
mismas condiciones de flujo y metodología de investigación, V6gel (2002) observó valores de 
la conductividad hidráulica efectiva 71.5 veces mayores que la media geométrica en campos no 
multi-gaussianos que exhiben conectividades más siguificativas de los valores grandes de la 
conductividad. 

En otro experimento numérico, Zinn y Harvey (2003) estudiaron flujo de agua y transporte en 
campos bidimensionales. Compararon la respuesta de las variables dependientes del flujo de 
agua en campos aleatorios multi-gaussianos y no multi-gaussianos de la conductividad 
hidráulica con funciones de autocovarianza isotrópicas casi idénticas, a través de simulaciones 
con el método de Monte Carla. Las realizaciones de los campos no multi-gaussianos exhibieron 
dos características particulares: a) Inclusiones de valores pequeños dentro de una estructura de 
valores grandes conectados y b) Inclusiones de valores grandes dentro de una estructura de 
valores pequeños conectados. En lo que se refiere al flujo de agua, los campos con estructuras 
de valores grandes conectados mostraron una conductividad efectiva mayor que la media 
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geométrica así corno grandes variaciones en la velocidad de descarga. En los campos con 
valores pequeños conectados, la conductividad efectiva fue inferior a la media geométrica y la 
varianza de las velocidades fue pequeña. En ambos tipos de campos de conductividades, las 
diferencias en las respuestas del flujo de agua en relación con el caso gaussiano resultaron ser 
mayores conforme la varianza del campo aumenta. 

Nowak et al., (2008) determinaron funciones de densidad de probabilidad de variables 
dependientes del flujo de agua tales corno carga hidráulica y descarga específica. Resolvieron el 
flujo de agua establecido con condiciones de frontera confinadas en dominios tridimensionales. 
Tornaron en cuenta la heterogeneidad en la conductividad hidráulica por medio de un modelo de 
campo aleatorio. El estudió se realizó con base en el esquema comparativo de Zinn y Harvey 
(2003) utilizando un gran número de simulaciones en el método de Monte Carla pero en su 
estudio los campos aleatorios multi-gaussianos y no multi-gaussianos de la conductividad 
hidráulica compartieron ahora distribuciones marginales idénticas y funciones de 
autocovarianza anisótropas. Ellos concluyen que, en términos generales, las zonas conectadas 
altamente permeables parecen afectar desfavorablemente el ajuste de las curvas que se obtiene 
en el caso multi-gaussiano. Encontraron que en el caso de conductividades pequeñas conectadas 
el promedio del gasto de descarga total no es significativamente diferente del que se obtiene en 
campos multi-gaussianos; además en este caso las curvas ajustadas son más parecidas a las del 
caso multi-gaussiano. 

Adicionalmente, Journel y Deutsch (1993) analizaron distribuciones de frecuencias de 
conductividades hidráulicas efectivas y de tiempos para conseguir el 90% de saturación de agua 
en un experimento numérico. El estudio se realizó en secciones bidimensionles con condiciones 
de frontera confinadas que incluyeron fuentes y sumideros. De un campo de referencia sintético 
se obtuvieron el histograma, la función de autocovarianza y siete funciones de covarianzas 
indicadoras. Posteriormente, la información fue utilizada para caracterizar tres campos 
aleatorios con diferentes dependencias espaciales. La respuesta que se obtuvo del campo 
sintético fue comparada con la respuesta media de los diferentes campos aleatorios. Los valores 
medios de las distribuciones de la respuesta de los tres campos aleatorios se desviaron 
considerablemente del valor de referencia. Más importante aún, el modelo multi-gaussiano 
proporcionó un intervalo de incertidumbre sumamente optimista de la predicción sugiriendo así 
un mal entendido sentido de seguridad. 

Comentario: 

• También se puede debatir la representatividad del modelo multi-gaussiano para 
representar la heterogeneidad de la conductividad hidráulica en suelos estabilizados. Por 
ejemplo, la presencia de "bandas" más húmedas que el valor medio deseado dentro de 
estratos más secos favorece la creación de zonas continuas con conductividades 
hidráulicas elevadas. Tales zonas continuas, altamente conductivas, no sólo pueden 
alterar el comportamiento de la estructura ante el flujo de agua, además si se combinan 
con ciertos factores, también la seguridad de la estructura ante una eventual erosión 
interna. Por años, este fenómeno ha sido la principal causa de falla en este tipo de 
estructuras (ICOLD, 1995; 1997). El modelo multi-gaussiano parece por tanto no ser 
adecuado para evaluar la filtración aún en este tipo de estructuras aparentemente 
"homogéneas ". 

1.6 Conclusiones 

En el estudio del flujo de agua en medios aleatorios, el campo aleatorio multi-gaussiano es un 
modelo muy comunmente utilizado para representar heterogeneidad en la conductividad 
hidráulica. La adopción del modelo se justifica en la práctica con frecuencia únicamente con 

12 



base en un histograma normal de valores logaritmicamente transformados. La distribución 
gaussiana multivariada después se supone "a siegas", desatendiendo frecuentemente las 
características de la dependencia multi-gaussiana. En este capítulo se discutieron tales 
características analizando el caso bivariado. 

Los campos aleatorios multi-gaussianos exhiben una estructura de dependencia simétrica. Tanto 
los valores grandes corno los pequeños presentan exactamente la misma estructura espacial. La 
mayor continuidad se presenta en los valores medios (eje de simetría). Esta propiedad supone 
que en la naturaleza o en las estructuras de tierra hechas por el hombre las zonas con 
conductividades altas y bajas son creadas por igual. Por otra parte, el coeficiente de correlación 
de Pearson que se expresa por medio del correlograma, no es invariante a transformaciones no 
lineales en general (incluyendo funciones que involucran logaritmos). 

La propiedad de máxima entropía del campo aleatorio multi-gaussiano no implica maxlma 
incertidumbre en la respuesta de las variables dependientes del flujo. Esta conclusión se basa en 
el hecho de que no hay manera de mejorar la organización de los valores pequeños ni de los 
grandes con una función de autocovarianza individual. La naturaleza, sin embargo, presenta 
cierta estructura espacial u organización para ciertas clases (en el sentido estadístico) de valores. 
Por lo tanto, un campo aleatorio multi-gaussiano podría ignorar características espaciales 
realistas de los campos de conductividades tales corno una mejor continuidad de los valores 
grandes que podrían dar lugar a una incertidumbre mayor en las variables dependientes del 
flujo. 

En campos aleatorios multi-gaussianos no pueden occurrir trayectorias conectadas de valores 
extremos pequeños o grandes. Los valores alrededor de la mediana de las distribuciones 
univaridas presentan la conectividad espacial más significativa. Un consenso general es, sin 
embargo, que el comportamiento a gran escala del flujo de agna en las formaciones naturales de 
suelos está controlado por la manera en que las zonas más y menos conductivas están 
interconectadas espacialmente en la región de flujo. En otras palabras, la presencia de 
trayectorias preferenciales y barreras de flujo controlan la respuesta de las variables 
dependientes del flujo. Por lo tanto, los campos aleatorios multi-gaussianos de la conductividad 
hidráulica de los suelos parecen proporcionar una representación pobre de la realidad. 
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CAPITULO 2 

SIMULACIÓN DE CAMPOS 
ALEATORIOS NO MULTI-GAUSSIANOS 
POR MEDIO DE CÓPULAS 

El capítulo anterior estableció que para representar convenientemente las estructuras de 
variabilidad espacial de los campos de conductividades hidráulicas se deberían considerar 
campos aleatorios con características de dependencia no multi-gaussiana. Estos tipos de campos 
aleatorios permitirán incorporar un mayor grado de realismo en las descripciones de la 
heterogeneidad de los medios porosos. En este capítulo se propone un algoritmo para 
simularlos. 

La simulación estocástica de campos aleatorios es el proceso por medio del que se generan 
configuraciones o imágenes alternativas e independientes de la distribución espacial de un 
atributo con siguificado físico tal corno la conductividad hidráulica de los suelos. Cada 
configuración o imagen (frecuentemente llamada realización) se puede utilizar en modelos 
numéricos de la filtración de agua para cuantificar incertidumbre con el método de Monte Cario. 
Un campo aleatorio que sólo es compatible con sus parámetros descriptivos se denomina campo 
aleatorio no condicional, pero si el campo aleatorio se hace además específico a un conjunto de 
mediciones que dependen de la posición, éste se denomina campo aleatorio condicional. Los 
campos aleatorios condicionales por tanto permiten simular configuraciones espaciales 
plausibles que pretenden imitar la realidad (Deutsch y Journel, 1992). 

Para simular campos aleatorios no multi-gaussianos se pueden utilizar diferentes métodos: 
enfoques espectrales (p. ej. Yamazaki y Shinozuka, 1988; Popescu et al., 1998; Grigoriu, 1998), 
técnicas de optimación (p.j. Srivastaba, 1995), esquemas de anamorfosis (Journel y Huijbregts, 
1978; Sánchez-Vila et al., 1996), enfoques bayesianos de máxima entropía (Christakos, 1990) y 
métodos geoestadísticos que hacen uso de estadísticas multivariadas a través de imágenes de 
entrenamiento (Guardiano y Srivastaba, 1993; Strebelle, 2002; Journel y Zhang, 2006). Las 
características de las estructuras de dependencia que se logran con todos estos métodos no se 
pueden discutir aquí. Alternativamente, se presenta una discusión breve de las características 
principales de algunos modelos de campos aleatorios no multi-gaussianos y de los métodos 
utilizados para simularlos. Entre los métodos más populares podemos encontrar: 1) Métodos de 
expansión en series (p. ej. Sakamoto y Ghanem, 2002a; Sakamoto y Ghanem, 2002b); 2) 
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Métodos de descomposición en indicadores múltiples (Joumel, 1983; Joumel y Alabert, 1989) y 
3) Métodos de representaciones iso-factoriales (p. ej. Chiles y Delfmer, 1999; Emery, 2002). 

Los métodos de expansión en series para campos aleatorios no multi-gaussianos se han vuelto 
muy populares recientemente debido a su eficiencia de cómputo. En estos métodos el campo 
aleatorio se representa en la forma de una expansión llamada caos polinomial! que puede 
incorporarse fácilmente a un enfoque espectral de elementos finitos (Ghanem y Spanos, 1991; 
Pineda-Contreras y Auvinet, 2013). En el caso no condicional la función aleatoria se construye 
haciendo uso de un caos polinomial para ajustar cualquier tipo de distribuciones marginales 
mientras que una expansión en serie de Karhunen-Loeve se utiliza para aproximar la función de 
autocovarianza del campo. En el caso condicional la función de autocovarianza se obtiene 
primero por medio de una estimación por Kriging simple, después los Eigen-valores y Eigen
funciones se obtienen resolviendo una integral de Fredholm en forma numérica. 

Se pueden encontrar por lo menos tres desventajas en este enfoque. 1) La expansión en serie de 
Karhunen-Loeve solo aproxima la función de autocovarianza del campo. 2) Más importante 
aún, no se tiene control de las características de la dependencia no gaussiana. En efecto, un 
campo aleatorio no multi-gaussiano no se puede describir por completo a través de sus primeros 
momentos. 3) Debido a que la función de autocovarianza del campo se utiliza corno descriptor 
único de la variabilidad espacial, no se puede incorporar información específica respecto a la 
continuidad de los valores en las colas de las distribuciones marginales. Por lo tanto, este 
método parece no ser conveniente para simular campos aleatorios de la conductividad hidráulica 
en los que características estructurales bien defmidas tales corno trayectorias preferenciales y 
barreras de flujo, controlan la incertidumbre en las variables dependientes del flujo de agua en 
suelos. 

Los métodos de descomposición en indicadores múltiples, por su parte, hacen uso de la 
propiedad de descomposición de la función de autocovarianza en sus indicadores2 De esta 
manera, se puede incorporar información específica respecto a la continuidad en diferentes 
percentiles. En la práctica tal información sólo se especifica por medio de un conjunto de 
covarianzas indicadoras. El campo aleatorio condicional se genera de la siguiente manera: en 
cualquier punto no observado del campo, se obtiene una estimación del valor de la función de 
distribución acumulativa condicional en un percentil especificado por medio de una técnica de 
interpolación lineal que se aplica a variables aleatorias binarias (cero o uno), las cuales se 
obtienen por transformación de las variables aleatorias originales. La técnica de interpolación se 
conoce corno Kriging indicador (Deutsch y Joumel, 1992). Repitiendo el proceso para varios 
percentiles se obtiene una versión discreta de la función de distribución acumulativa condicional 
en cada ubicación de interés. Por lo tanto, el método proporciona una solución completa al 
problema de estimación. Después de transformar las variables aleatorias originales en variables 
aleatorias binarias, el método se vuelve no paramétrico por lo que es capaz de tratar con 
cualquier tipo de distribuciones marginales. 

Este tipo de campo aleatorio es el modelo no multi-gaussiano más utilizado en geoestadística 
sin embargo adolece varias deficiencias. 1) Las covarianzas indicadoras no se pueden modelar 
en forma independiente una de la otra (Joumel y Posa, 1990). Por lo tanto, la amplia flexibilidad 
inicial aparente del modelo se ve severamente reducida debido a que la estructura espacial en 
ciertos percentiles sólo se aproxima en forma burda. 2) La monoticidad de la función de 
distribución acumulativa local no está asegurada por lo que ésta se corrige artificialmente para 
satisfacer ciertas relaciones de orden (Deutsch y Joumel, 1992). Consecuentemente, la función 
de distribución acumulativa condicional local en cada ubicación de interés sólo es aproximada. 

1 Un polinomio en el que sus variables son variables aleatorias gaussianas no correlacionadas. 
2 Covarianzas y covarianzas cruzadas. 
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El formalismo indicador se implementa con frecuencia a través de un esquema de simulación 
secuencial en donde recibe el nombre de simulación secuencial indicadora (Deutsch y Journel, 
1992). Bajo este esquema el formalismo sufre deficiencias adicionales: 1) La reproducción de la 
función de autocovarianza del campo no está garantiza en el caso general, sólo la de las 
covarianzas indicadoras, si y solo si, no ocurren violaciones a las relaciones de orden. 2) Las 
distribuciones multivariadas de las realizaciones tienen que considerarse indefinidas ya que 
dependen de factores tales corno el número total de nodos simulados así corno del número y 
ubicación de las muestras (Emery, 2004, 2005), es decir, las realizaciones no provienen de un 
modelo de campo aleatorio especificado por lo que sus estadísticas multivariadas dependen de 
factores de implementación. Por lo tanto, representaciones incompletas de la variabilidad 
espacial bivariada así corno estadísticas multivariadas no definidas proporcionarían 
configuraciones burdas de las estructuras de variabilidad espacial en modelos que tienen el 
propósito de modelar la filtración de agua en suelos. 

En lugar de sólo aproximar la dependencia bivariada del campo por medio de indicadores 
múltiples, los métodos de representaciones iso-factoriales modelan la ley de probabilidad 
bivariada completa a través de su distribución iso-factorial bivariada3 Existen varias familias de 
distribuciones iso-factoriales, cada una de ellas incluye una serie de modelos capaces de 
representar diferentes características de la dependencia. El modelo laguerriano por ejemplo 
permite representar estructuras con dependencia asimétrica. Tal modelo es una representación 
iso-factorial de la función de distribución bivariada tipo gamma (Chiles y Delfiner, 1999) cuyos 
factores están dados por los polinomios normalizados de Laguerre de orden a (Chiles y 
Delfiner, 1999), donde el escalar a es el denominado "factor de forma" de la distribución 
estandarizada univariada gamma. En este modelo los factores de las covarianzas se vuelven 
aleatorios y se escriben en función del correlograma y de un escalar positivo fJ Aunque se 
utiliza una función de autocovarianza individual para especificar las covarianzas de todos los 
factores de la ley bivariada, la asimetría en la estructura de dependencia está controlada por los 
parámetros escalares a y fJ 

En una representación iso-factorial el modelo de campo aleatorio condicional se construye de la 
siguiente manera: primeramente se requiere de la anamorfosis para transformar las variables 
observadas en variables que describan la distribución univariada del modelo iso-factorial (por 
ejemplo, la distribución gamma estandarizada en el caso del modelo laguerriano). 
Posteriormente, la probabilidad condicional en un cierto umbral y en cualquier ubicación de 
interés se obtiene por medio de la función de anamorfosis modelada a través de una expansión 
en una serie de factores (polinomios de Laguerre), en donde cada factor se puede calcular por 
medio de una estimación con Kriging simple dados los valores del mismo factor en las 
ubicaciones observadas. La técnica de interpolación que permite determinar la función de 
distribución acumulativa se conoce corno Kriging disyuntivo (Kriging de un código disyuntivo 
de la función de anamorfosis). A través de un Kriging disyuntivo en diferentes umbrales se 
obtiene la función de distribución condicional local en la ubicación de interés. 

Los modelos iso-factoriales parecen ser una alternativa inmediata a los modelos de múltiples 
indicadores ya que en los primeros se puede tornar en cuenta de manera consistente la 
distribución bivariada completa. Además, los modelos iso-factoriales ofrecen una amplia 
flexibilidad para incorporar diversas estructuras de variabilidad espacial. Los modelos iso
factoriales sin embargo comparten algunas deficiencias con los modelos de indicadores 
múltiples: 1) El Kriging disyuntivo no siempre proporciona estimaciones matemáticamente 
consistentes (Emery, 2002, 2006). Por ejemplo, la monoticidad de la función de distribución 
acumulativa condicional no está asegurada, ésta se tiene que corregir artificialmente. 2) Solo se 
modelan las distribuciones bivariadas del campo aleatorio, las distribuciones multivariadas 

3 Una función de densidad de probabilidad conjunta factorizada expresada en términos de un conjunto de 
funciones ortogonales L2(RIJ (espacio de Hilbert de funciones que son cuadrático-integrables con 
respecto a la medida dada parlO). 
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permanecen indefmidas. Por lo tanto las estadísticas multivariadas de las realizaciones también 
dependerán de factores de implementación cuando el campo aleatorio se simula con un enfoque 
secuencial (simulación secuencial iso-factorial) (Emery, 2002, 2004). 

Para resolver el segundo inconveniente antes mencionado, Emery (2005, 2008) formuló una 
"distribución multivariada chi-cuadrada", a partir de campos aleatorios con distribuciones 
bivariadas tipo gamma con factor de forma a=0.5 que se obtienen corno la suma de campos 
aleatorios gaussianos independientes elevados al cuadrado. La dependencia multivariada resulta 
ahora determinada, además de que se dispone de una representación iso-factorial para la 
distribución bivariada. La representación iso-factorial permite que el modelo sea parametrizado. 
La dependencia espacial en este modelo está controlada por el correlograma y el escalar a. Se 
sugiere que el campo aleatorio condicional sea simulado por medio de técnicas iterativas tales 
corno simulación "annealing" (Deutsch y Cockerham, 1994; Deutsch y Joumel, 1994) y por 
técnicas de muestreo de Gibbs (Geman y Geman, 1984; Casella y George, 1992) evitando así el 
uso de Kriging disyuntivo debido a sus frecuentes inconsistencias. 

Se puede mostrar que la distribución multivariada chi-cuadrada de Emery (2005, 2008) es de 
hecho un caso particular de una distribución multivariada más flexible que se obtiene por medio 
de cópulas. Además, los modelos basados en cópulas están exentos de las deficiencias antes 
mencionadas respecto a las técnicas de interpolación del tipo Kriging. En este capítulo se 
presentan algunos modelos de cópulas. La exposición del tema se divide en cuatro secciones 
principales. La sección 1 presenta una introducción formal de las cópulas. La sección 2 
introduce el concepto de cópula espacial así corno el proceso de modelado espacial mediante 
cópulas. La sección 3 discute el terna de la simulación no condicional de campos aleatorios 
mientras que la sección 4 trata el terna de la simulación condicional. Se presentan ejemplos en 
todas las diferentes secciones para ilustrar los ternas que se discuten. 

2.1 Definiciones 

Formalmente, una cópula es una función eo en el cubo n -dimensional, es decir: 

e: [0,1]" ~ [0,1] que acopla una función de distribución multivariada Fx, .. x" (.x;, ... ,x") con 

sus funciones de distribución marginales Fx (.x;), ... , Fx (x") . La expresión matemática de una , " 
cópula es (Sklar, 1959): 

(2.1) 

Si todas las Fx , ... ,Fx son continuas, entonces eo es única. Además, si: F;l, ... ,F;l son 
1 n 1 n 

los inversos de las funciones de distribución de Fx , ... , Fx ' entonces: , " 

(2.2) 

Debido a que todas las: U1 = Fx (.x;), ... , U" = Fx (x") son variables aleatorias uniformes en el , " 
intervalo [0,1] (Rosenblatt, 1952), una cópula se puede interpretar entonces corno una función 

de distribución multivariada con funciones de distribución marginales uniformes. 

Se pueden derivar varias propiedades de las cópulas (Neis en, 2006). Por ejemplo, si e(·) es 

absolutamente continua, de la defmición: fx(x) = d / dx(Fx(x»; se muestra que la densidad 

cO de la cópula es: 
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(2.3) 

donde: Ix x (-) se refiere a la función de densidad de probabilidad multivariada 
1 , __ o, n 

correspondiente a FX,..x" (-) Y Ix. (-) es la función de densidad de probabilidad marginal 

correspondiente a Fx. (-) con: i = 1, ... , n . 

Además, de la definición: Ix¡y(xly)=lx.Y(x,y)/ Iy(y); se muestra que la densidad de la 

cópula condicional es: 

Las cópulas son de interés corno funciones aleatorias en modelos de variabilidad espacial 
porque expresan la dependencia sin la influencia de sus distribuciones marginales y por el hecho 
de que las cópulas son invariantes a transformaciones monótonas estrictamente crecientes. Por 
ejemplo, si Y(x)~ln(K,(x)), entonces K,(x) y Y(x) comparten la misma cópula. Corno resultado, 
medidas de correlación y asimetría expresadas solo en términos de sus cópulas son también 
invariantes. 

La inspección de la eco 2.2 muestra que las cópulas tienen por lo menos las siguientes 
propiedades: 

• Las cópulas contienen información valiosa del tipo de dependencia que existe entre 
variables aleatorias. 

• Las cópulas expresan dependencia entre variables aleatorias en la manera más pura o 
elemental, sin la influencia del tipo de distribuciones marginales. 

• Las cópulas pueden ser construidas a partir de cualquier tipo de distribuciones 
marginales continuas. 

• Las cópulas sólo dependen de la jerarquía de las variables que no cambia en 
transfonnaciones monótonas estrictamente crecientes, tales como las que involucran 
logaritmos. 

Para ilustrar estas propiedades, considérese el siguiente ejemplo. La Fig. 2.I(a) muestra el 
diagrama de dispersión de un par de vectores aleatorios gaussianos correlacionados (X"X2) con 
coeficiente de correlación de Pearson p~0.65. Las funciones de distribución de cada vector se 
muestran a la izquierda (Fig. 2.lb) Y debajo (Fig. 2.I(c)) de la Fig. 2.I(a), respectivamente. 
Después de extraer los valores de las probabilidades de cada función de distribución, se 
obtienen las funciones de distribución uniformes de cada vector aleatorio que se muestran en las 
Figs. 2.I(d),(e). Cada par (U"U2)E[0,l] en tales funciones uniformes de los vectores (U"U2), se 
grafica sobre el cuadrado unitario [0,1]2 según se ilustra en la Fig. 2.1(f). Esta gráfica muestra el 
conjunto de puntos de una cópula bivariada. Las distribuciones uniformes de cada vector 
aleatorio se pueden utilizar entonces para generar un par de vectores aleatorios (Z"Z2) cada uno 
de ellos teniendo cualquier tipo de distribución marginal. Por ejemplo, los vectores (U"U2) se 
utilizan en las Figs. 2.1(f),(g) para generar los vectores (Z"Z2) a partir de la función de 
distribución t de Student y de la distribución gamma, respectivamente. 

La cópula bivariada expresa la dependencia entre variables aleatorias independientemente del 
tipo de distribuciones marginales. En efecto, para construir la cópula bivariada se utilizó un par 
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de vectores aleatorios gaussianos pero podrían haberse utilizado en forma análoga cualquier otro 
tipo de distribuciones continuas para los vectores (XI,X2) en la Fig. 2.l(a). Además, bajo 
cualquier transformación monótona estrictamente creciente de las variables en los vectores 
(XI,X2) la cópula habría permanecido invariante debido a que la transformación 
(X" X2)-->(U"U2) es en efecto monótona. 

(a) 

-4 -3 -2 

x, 

ro d) 

~ : . .: ,,'·::·.i\lii~~· 
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0.4 ,...., Jo: • ,.:.JI.: •• . . ". .. ... ~: .,\ .• . ... . . . , 
0.2 i\.t\.".:;.~"'!"'.;.~".=--

!t '\~........ : e' 4.· . p-~65 
0.2 0 4 0.6 0 .8 

u, 

70 (e) 

01 0.0 o., oz 

" 

Fig. 2.1 Construcción de una cópula bivariada usando un par de vectores aleatorios gauSSIanos 
correlacionados. a) Diagrama de dispersión de los vectores gaussianos correlacionados. b) y e) Funciones 
de distribución de los vectores aleatorios. d) y e) Valores de la probabilidad de las funciones de 
distribución en b) y c), respectivamente. f) La cópula bivariada de los vectores aleatorios (Xl,X2). g) y h) 
Las funciones de distribución t de Student y Gamma que se obtienen con los valores de probabilidad en d) 
y e), respectivamente. 

Comentario: 

• El coeficiente de correlación de los vectores aleatorios con funciones de distribución t 
de Student y gamma del ejemplo anterior ya no es p=O.65. En efecto, el coeficiente de 
Pearson depende del tipo de distribuciones marginales de los vectores (Z"Z2) 
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(Hoeffding, 1940; Lelnnann, 1966). Por lo tanto, al modelar variabilidad espacial 
mediante cópulas las medidas invariantes de dependencia son más adecuadas, corno se 
explicará más adelante en la sección 2.3.1. 

2.2 Modelado espacial 

En esta sección se presenta el concepto de cópula espacial bivariada. También se describe un 
método para construir cópulas espaciales bivariadas a partir de una muestra. Una vez que se 
determinan las cópulas espaciales de una muestra, se tiene que adoptar una cópula multivariada 
para modelar la variabilidad espacial. En esta sección se discute este terna. Para fines 
ilustrativos, se explica primero la manera en que se construye la cópula gaussiana multivariada. 
Después se describe en detalle el modelo de cópula multivariada adoptado en esta investigación 
para representar la heterogeneidad de los campos de conductividades hidráulicas. 

2.2.1 Cópulas espaciales bivariadas 

Considérese un campo aleatorio estrictamente estacionario {Z(x) I XES}, donde S E!R" , es el 
dominio de interés y n~ 1,2 o 3 es el espacio dimensional. Los experimentos disponibles sobre S 
se interpretan corno una realización del campo aleatorio bajo la hipótesis de ergodicidad. Sean 
Fz las funciones de distribución marginales del campo aleatorio. La estacionariedad del campo 
asegura que las Fz sean las mismas en cada ubicación XES; por tanto Fz~F¡~Fz~ ... ~Fn. En 
forma análoga a una descripción con funciones de autocovarianza, las cópulas espaciales 
bivariadas se pueden utilizar para describir variabilidad espacial; esto es, la cópula bivariada C, 
en dos ubicaciones cualesquiera separadas por un vector h, se puede escribir a través del 
teorema de Sklar corno (Bárdossy, 2006): 

Cs(h;Ul,U2)~P[Z(X) :<; 21, Z(x + h) :<; 221 

~C(P[Z(x) :<; 21], P[Z(x + h) :<; 22]) 
~C(Fz(Z(x)), Fz(Z(x + h))) (2.5) 

Por lo tanto, la cópula resulta una función del vector de separación h o de la distancia I h l. Note 
que U¡ y Uz son percentiles de Z(x) y Z(x+h), respectivamente. Para una h o I h I dada, la cópula 
espacial C" describe entonces la dependencia espacial entre los percentiles U¡,Uz de pares de 
variables aleatorias. 

2.2.2 Densidades de cópulas empíricas bivariadas 

Para determinar las cópulas empíricas bivariadas de una muestra {z(x¡),z(xz), ... ,z(xn)}, se 

obtiene primero la función de distribución empírica Fn (2). Luego, para cualquier vector dado 

h, el conjunto de pares de valores S(h), de la función de distribución empirica del parámetro de 
interés, se obtiene por medio de (Bárdossy, 2006): 

(2.6) 

S(h) es entonces un conjunto de puntos en el cuadrado unitario [0,1]'. Note que S(h) es por 
definición simétrica con respecto al eje principal U¡~Uz del cuadrado unitario; esto es: si 
(u¡,uz) ES(h), entonces (uz,u¡)ES(h). 

La densidad de la cópula empírica bivariada e de S(h) se puede estimar por medio de (p. ej. 
Nelsen, 2006; Bárdossy, 2006): 
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(2.7) 

donde l],J, es la frecuencia empírica correspondiente a los valores en una malla regular (mxm) 
con coordenadas (iJ), donde iJ·~l, ... ,m. Para un par dado (iJ), la frecuencia empírica r¡'1 es igual 
a la cardinalidad (numero de elementos) del siguiente conjunto: 

]-1 
(2.8) 

m 

con I . I indicando la cardinalidad del conjunto. De esta manera se puede estimar la densidad de 
la cópula empírica bivariada c(h,u¡,uz) para un vector dado h. 

Para ilustrar estos conceptos, considérese el siguiente ejemplo. La Fig. 2.2 muestra tres 
realizaciones de tres campos aleatorios diferentes que comparten distribuciones univariadas 
gaussianas. El histograma y las funciones de correlación (correlogramas) de los pares en todas 
dírecciones de cada realización se muestran en la parte alta de la Fig. 2.2. Las imágenes (a) y (b) 
son realizaciones de un campo aleatorio multi-gaussiano con funciones de autocovarianza 
isótropas exponencial y gaussiana, respectivamente. La escala de correlación en ambas 
funciones es a~60 unidades. La imagen (c) es una realización de un campo aleatorio generado a 
base de transformaciones introducido por V6gel, 2002 (véase también Zinn y Harvey, 2003; 
Knudby y Carrera, 2005; Nowak et al., 2008). Tales transformaciones imponen una 
dependencia no multi-gaussiana en las realizaciones tal que la continuidad en los valores 
grandes o pequeños es mayor. La función de autocovarianza del campo aleatorio en este caso es 
también exponencial e isótropa con escala de correlación a~60 unidades. 

La estructura de variabilidad espacial de cada realización se examina a través de la evaluación 
de los gráficos de las densidades empíricas de sus cópulas bivariadas a diferentes distancias. 
Sólo se consideran vectores horizontales. Los gráficos se muestran por columnas debajo de cada 
realización en la Fig. 2.2. 

Las densidades de las cópulas empíricas de la realización no multi-gaussiana no son simétricas 
(Fig. 2.2(c)). Estas muestran por el contrario una asociación más fuerte en los percentiles 
inferiores que en los superiores. Según se puede observar al inspeccionar la realización, tal 
asimetría impone una continuidad mayor en los valores grandes. Es importante mencionar que 
aunque la inspección visual de la realización (c) sugiere cierta conectividad de los valores 
grandes, no se puede decir nada de la conectividad al examinar las densidades de la cópula. 
Intuitivamente, la conectividad se puede asociar a la amplia dispersión de los valores de 
densidades en los percentiles superiores. Sin embargo, en su estado actual, las cópulas no 
proporcionan información alguna con respecto a la conectividad. Alternativamente, se pueden 
utilizar funciones de conectividad para este propósito (sección 2.4.2). 

El ejemplo anterior permite verificar las siguientes ventajas de las densidades de las cópulas 
bivariadas sobre los variogramas indicadores para examinar dependencia entre variables 
aleatorias (Bárdossy, 2006; Bárdossy y Li, 2008): 

1) Las densidades de las cópulas favorecen el manejo conjunto de la estructura de 
dependencia en todos los percentiles de las variables en un mismo gráfico, para una 
distancia dada. 

2) Las diferencias en los tipos de asociación entre variables se identifican fácil y 
rápidamente mediante la forma de la densidad de la cópula. 
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3) Los variogramas y covarianzas indicadoras no son necesarios para examinar la 
dependencia en diferentes percentiles. Con las densidades de las cópulas se logra esta 
tarea a un menor costo de inferencia. 
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Fig. 2.2 Realizaciones representativas de diferentes campos aleatorios y sus correspondientes gráficos de 
densidades de cópulas empíricas. a) Realización de un campo aleatorio gaussiano con fllllción de auto
covarianza exponencial. b) Realización de llll campo aleatorio gaussiano con fllllción de auto-covarianza 
gausSlana. c) Realización de llll campo aleatorio no gaussiano con función de auto-covarianza 
exponencial. Los histogramas y correlogramas experimentales de cada realización se muestran en la parte 
alta de la figura. 
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Comentario: 

• Para modelar variabilidad espacial las cópulas empíricas tienen que ser reemplazadas 
por cópulas teóricas, de la misma maneara en que los variogramas teóricos se ajustan a 
los experimentales para asegurar que la matriz de varianzas-covarianzas del campo sea 
positivo definida (Chiles y Delfiner, 1999). Además, para describir la estructura de 
dependencia multivariada del campo aleatorio se requiere de una cópula multivariada 
teórica. La construcción de tal cópula es el terna de la siguiente sección. 

2.2.3 La copula gaussiana multivariada 

La cópula gaussiana multivariada se puede formular fácihnente. En efecto, si HO~«l>rO en la 
eco 2.2 es la función de distribución multivariada gaussiana con media cero y matriz de 
correlación r y si F¡ ~ ... ~Fn ~<1> es la distribución gaussiana estándar, entonces la cópula 
gaussiana multivariada ~ r(-) está dada por: 

(2.9) 

Obsérvese que en este caso la cópula gaussiana multivariada se parametriza por completo a 
través de la matriz de correlación r. Vale la pena mencionar que en el caso bivariado la matriz 
de correlación sólo contiene el coeficiente de correlación entre dos variables aleatorias. 

Se dispone de una expresión analítica para la densidad de la cópula gaussiana (p. ej. Bárdossy, 
2006). Con esta expresión se pueden construir fácilmente gráficos de densidades de cópulas 
gaussianas. Corno un ejemplo de lo anterior, la Fig. 2.3 despliega gráficos de densidades de 
cópulas bivariadas gaussianas para diferentes coeficientes de correlación (p~0.95, 0.85 y 0.45). 
Obsérvese su forma típica y su propiedad de simetría. 
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Fig. 2.3 Gráficos de densidades de cópulas teóricas gaussianas bivariadas para diferentes coeficientes de 
correlación. 

2.2.4 La cópula multivariada V-transformada 

La cópula multivariada V-transformada se obtiene por medio de una transformación no 
monótona de un campo aleatorio multi-gaussiano G(x) con media cero, varianza unitaria y 
matriz de correlación r tal que (Bárdossy y Li, 2008; Li Y Bardossy, 2009): 

k (G(x) - mt SI G(x) 2: m 

Y(x)~ 

m - G(x) SI G(x) < m 
(2.10) 
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donde k es una constante positiva; m ya son números reales arbitrarios. Note que si m~O, ~I y 
a~ 1, entonces Y(x)~ I G(x)1 . En este caso, la transformación en la eco 2.10 es equivalente a la 
función aleatoria basada en transformaciones utilizada para generar la realización (c) de la Fig. 
2.3. Cuando ~ I Y a~ I la transformación en la eco 2.10 conduce a la distribución multivariada 
chi-cuadrada no centrada. Además, el efecto de la transformación no lineal desaparece cuando 
m ~ ±oo y la cópula resultante converge hacia la cópula gaussiana. 

El efecto de la transformación en la eco 2.10 conduce a un campo aleatorio Y(x) tal que sus 
funciones de distribución marginales son idénticas y están dadas por: 

F r= <1>[ (y / k)lIa + m 1 - <1>[ m - y 1 (2.11) 

La cópula V-transformada multivariada con parámetros ",~{k,m,a} se puede escribir corno: 

donde Hu (-) es la función de distribución multivariada de Y(x) (Apéndice C). 

Para n~2, la cópula V-transformada bivariada es: 

Cv",r (Ul,U2)~ ([Ir[ (Yi / k¡1la + m, (Yj / k¡1la + m 1 - ([Ir[ m - Yi, (Yj / k¡1la + m 1 

- ([Ir[ (Yi / k¡1la + m, m - Yj 1 + ([Ir[ m - Yi, m - Yj 1 

(2.12) 

(2.13) 

donde <l>r(-) se utiliza para representar la distribución normal bivariada con marginales normales 
estandarizadas y matriz de correlación r. 

Se pueden representar diferentes estructuras de dependencia asimétricas con la cópula V
transformada modificando simplemente el conjunto de parámetros", de la cópula y la matriz de 
correlación r. La Fig. 2.4 presenta gráficos de densidades de cópulas para diferentes parámetros 
calculados con la eco 2.4. Obsérvese la amplia flexibilidad de la cópula V-transformada para 
representar asimetría en la dependencia. 
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Fig. 2.4 Gráficos de densidades de cópulas teóricas V-transformadas bivariadas para diferentes 
parárn etros m, k y a 
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La dependencia bivariada de campos aleatorios empleando cópulas está controlada por las 
cópulas bivariadas y la dependencia multivariada de tales campos estará controlada de manera 
explícita por la cópula multivariada. 

Comentario: 

• Las estructuras de dependencia de la Fig. 2.4 exhiben una asociación más fuerte en los 
percentiles superiores. La estructura de dependencia opuesta se obtiene tornando el 
complemento a la unidad de cada valor de u, es decir, calculando la densidad de la 
cópula c( l-u¡,l-uz). 

• A pesar de su amplia flexibilidad, la cópula V-transformada multivariada podría no 
ajustarse bien a un conjunto de observaciones. En tal caso se deberán considerar otros 
modelos de cópulas. Li y Bárdossy (2009) proponen la denominada cópula máxima que 
fue construida en forma semejante a la cópula V-transformada pero en este caso la 
transformación involucra los máximos de dos campos aleatorios gaussianos. 

2.3 Simulación no condicional 

Una realización no condicional empleando la cópula V-transformada se puede generar 
fácilmente aplicando simplemente la V-transformación en la eco 2.10 a una realización multi
gaussiana. Sin embargo, por el efecto de la transformación, la matriz de correlación de G(x) no 
se mantiene en Y(x). Por lo tanto, se tiene que encontrar un modelo de correlación apropiado 
para G(x) de tal manera que se logre la función de correlación preescrita para Y(x) después de la 
transformación. El conjunto de parámetros k, m y a de la cópula controlarán la asimetría de la 
dependencia imponiendo asociaciones fuertes y/o débiles en las colas. La asimetría en la 
dependencia espacial se puede cuantificar utilizando funciones de asimetría. Los valores de la 
probabilidad de la distribución marginal de Y(x) se pueden utilizar para imponer una 
distribución marginal de cualquier tipo al campo. Los detalles de estos ternas se explican a 
continuación. 

2.3.1 Lafunción de correlación 

Medidas de dependencia alternativas al coeficiente de correlación de Pearson son el coeficiente 
de correlación rho de Spearman (Hoeffding, 1940; Quesada-Molina, 1992): 

ps~ l2/C(u.v) dudv-3 
[0.11' 

y el coeficiente de correlación tao de Kendall (Hoeffding, 1948): 

F 4 /C(u. v) dC(u. v) - 1 
[0.11' 

(2.14) 

(2.15) 

ambos coeficientes dependen de los valores (u. v) asociados a las variables aleatorias de la 
cópula bivariada C(u.v) y ambos son invariantes ante transformaciones monótonas tales corno 
Y(x)~ln(K,(x)). En este caso, tanto K,(x) corno Y(x) compartirán funciones de correlación 
idénticas expresadas en términos de la rho de Spearman o de la tao de Kendall. Los 
correlogramas de K,(x) y Y(x). por otra parte, en efecto no son los mismos. 

De las ecs. 2.14 y 2.15 resulta evidente que tanto el coeficiente de correlación rho de Spearman 
corno el tao de Kendall se pueden obtener sólo en términos de la cópula bivariada C(u. v). Cada 
coeficiente p de Pearson de la cópula bivariada C(u. v) se puede relacionar con alguna distancia 
en el correlograma de G(x). Por lo tanto, calculando p, para diferentes p, la curva p,-p se puede 
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utilizar para determinar la función de correlación preescrita para Y(x), dado un modelo de 
correlación apropiado para G(x). En otras palabras, una función de correlación preescrita para 
Y(x) se puede obtener en términos del coeficiente rho de Spearman siguiendo las instrucciones: 

1) Ajustar una curva a la relación p,-p. 
2) Sustituir los valores de p, en la curva ajustada para obtener los valores de Pearson en las 
mismas distancias de p,. Esta es la curva p- h. 
3) Ajustar una curva a la curva p-h previa utilizando una combinación lineal de funciones de 
correlación derivadas de modelos válidos de funciones de autocovarianza. 

Vale la pena mencionar que la función de correlación preescrita para Y(x) en términos del 
coeficiente rho de Spearman se obtiene corno la media de un conjunto de realizaciones y que tal 
curva es sólo el mejor ajuste, usualmente, por mínimos cuadrados. 

2.3.2 La asimetría de la dependencia 

En un campo aleatorio no multi-gaussiano, la dependencia en los percentiles superiores e 
inferiores de las distribuciones marginales del campo puede ser diferente, es decir, puede ser 
asimétrica. En la literatura científica se pueden encontrar algunas medidas de asimetría 
(Haslauer et al., 2008; Li Y Bárdossy, 2009; Manner, 20 lO). Éstas son útiles para cuantificar la 
asimetría en función de la distancia, en forma análoga a las funciones de correlación, 
recolectando pares de valores (u,v) de la distribución marginal del campo separadas a una 
misma distancia. En esta sección se utiliza el concepto de correlación de excedencia para estos 
fines. 

La correlación de excedencia se defme corno la correlación condicional en un nivel de 
excedencia c. Manner (2010) sugiere una definición de este concepto basada en el coeficiente 
tao de Kendall y obtiene las siguientes expresiones analíticas para evaluar la asimetría en un 
nivel de excedencia dado por la mediana c~0.5: 

+ 
T~ 

1 
-------------------------------------------+1 

C(0.5,0.5) E[4C(u, v) - 2C(u,0.5) - 2C(0.5, v)lu < 0.5, v < 0.5] 

1 
------------------------------------------------+ 1 

C(0.5,0.5)E[4C(u, v) - 2C(u,0.5) - 2C(0.5,v) - llu < 0.5, v < 0.5] 

(2.16) 

(2.17) 

donde i Y r+ se utilizan para representar la correlación de los valores por debajo y por encima 
de la mediana, respectivamente. La asimetría de la dependencia queda dada entonces por la 
diferencia I i - r l 

Por ejemplo, la Fig. 2.5 muestra la asimetría de una cópula V-transformada teórica C(u,v) con 
parámetros m~O, k~2.5 y a~0.25 en función de una secuencia de valores de r. Tal cópula se 
implementó en el programa proporcionado por Manner (20 lO) para evaluar las ecs. 2.16 y 2.17. 
Se puede observar que la dependencia espacial del campo transformado Y(x) será en efecto 
asimétrica, con una correlación más fuerte en los valores por encima de la mediana que para los 
valores debajo de la mediana. Note que la asimetría opuesta se obtiene simplemente haciendo 
Y(x)~-Y(x), y que se mantendrá la distribución marginal y la función de correlación debido a 
que tal transformación es monótona. 
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Fig. 2.5 Funciones de correlación condicional de Kendall para valores debajo de la mediana r(o.S) y 
arriba de la mediana t(O.S) para una cópula V-transfonnada con parámetros m~O.O. k~2.S y GFO.2S. 

2.3.3 La distribución marginal 

Los valores (u,v) de la distribución marginal de Y(x) se pueden utilizar para imponer una 
distribución marginal de cualquier tipo al campo por medio de una transformación "sin 
memoria" tal corno: Y(x)~<1'-'cu~Fy(y(x))) donde (DO es la distribución gaussiana univariada. 
Por lo tanto, un campo aleatorio Y(x) puede tener distribuciones marginales gaussianas, la 
función de correlación preescrita del campo de conductividades K,(x) y una dependencia no 
multi-gaussiana controlada por los parámetros m, v y a de la V-transformación. Además, 
haciendo: Y'(x)~-Y(x) ambos campos aleatorios pueden compartir primeros momentos pero 
exhibir la asimetría opuesta. 

2.3.4 Ejemplos ilustrativos 

La distribución del logaritmo natural de la conductividad hidráulica Y(x)~ln(K,(x)) en un 
dominio triangular se interpreta corno una realización de un campo aleatorio no multi-gaussiano 
con funciones de distribución marginales gaussianas. La media de este campo es cero y la 
varianza es unitaria. Por tanto, la distribución de las conductividades hidráulicas saturadas tiene 
una media geométrica KG~l.O rn/día y un coeficiente de variación CV~131%. Se supone que el 
campo de conductividades hidráulicas es estacionario en el sentido estricto con función de 
correlación de Spearman dada por: 

psCh)~ 6 / 1t sin-\p(h) / 2) (2.18) 

donde P(h) es un correlograma esférico con escala de correlación a~20 m (Deutsch y Joumel, 
1992). h es el vector de separación. La ecuación anterior simplemente expresa la función de 
correlación de Spearman en términos de la función de correlación de Pearson (Kmsal, 1954) 
porque, estrictamente hablando, no hay funciones de correlación en términos del coeficiente de 
correlación de Spearman. Note que las diferencias en ambos miembros de la ecuación son muy 
pequeñas para fines prácticos. 

Se supone que la asimetría de la estructura de dependencia del campo está descrita por medio de 
la cópula V-transformada con parámetros m~O.O, k~2.5 y a~O.25. La función de correlación de 
Spearman preescrita en la eco 2.18 para el campo Y(x) se obtiene con un modelo de correlación 
anidado que incluye las covarianzas gaussiana y esférica. Las funciones (pesos) de contribución 
de varianza son: W¡ ~O.90, w2~O.1O y las escalas de correlación isótropas son: a¡ ~21.5 m y 
a2~20.0 m, respectivamente. Se generan 10 realizaciones multi-gaussianas no condicionales 
sobre un dominio cuadrado de 102.5m por lado, discretizado uniformemente con 41x41 
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elementos utilizando el programa SGSIM (Deutsch y Joumel, 1992). Las realizaciones se 
transforman posteriormente con la cópula V-transformada. 

La Fig. 2.6 muestra las funciones de correlación de Spearman en la dirección horizontal de las 
10 realizaciones. Con fines comparativos, también se muestra la función de correlación teórica. 
Posteriormente se selecciona una realización representativa y sólo los valores de la sección 
triangular superior de la imagen se consideran en lo subsecuente. Una segunda realización se 
genera a partir de la primera haciendo: Y(x)~-Y(x). Por lo tanto, ambas realizaciones comparten 
primeros momentos pero exhiben la asimetría no multi-gaussiana opuesta . 
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Fig. 2.6 Funciones de correlación de Spearman de diez realizaciones no condicionales, no rnulti
gaussianas (líneas interrumpidas) y la función de correlación teórica de un modelo esférico (línea sólida) 
(Deutsch y Journel, 1998). 

Las realizaciones del campo aleatorio sobre el dominio triangular antes mencionado se muestran 
en la Fig. 2.7 Y sus descriptores estadísticos en la Fig. 2.8. La Fig. 2.7(a) muestra valores 
pequeños aislados dentro de una estructura espacial continua de valores grandes. La Fig. 2. 7(b) 
muestra la asimetría opuesta. La Fig. 2.8(b) indica una ligera anisotropía con una continuidad 
mayor en la dirección horizontal que en la vertical. Sin embargo, la estructura de dependencia 
de las realizaciones no se puede explicar por medio de tal anisotropía. Se debe enfatizar que la 
asimetría en la dependencia (Fig. 2.8(c)) es la que genera tal estructura, porque las zonas más 
continuas en las realizaciones están claramente asociadas a los valores grandes (Fig. 2.7(a)) o 
pequeños (Fig. 2. 7(b)l. 
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Fig. 2.7 Realizaciones representativas del campo aleatorio del logaritmo natural de la conductividad 
Y(x)~ln(K"(x)). a) Valores grandes mejor estructurados. b) Valores pequeños mejor estructurados. 
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Fig. 2.8 Descriptores estadísticos de las realizaciones en la Fig. 2.7. a) Histogramas. b) Funciones de 
correlación experimentales en las direcciones horizontal y vertical. e) Funciones de correlación 
condicional de Kendall en la dirección horizontal (Manner. 2010). 

2.4 Simulación condicional 

En esta sección se propone un algoritmo para simular campos aleatorios condicionales por 
medio de cópulas. Para validar el simulador, se analizan las cópulas empíricas espaciales y 
funciones de conectividad de un conjunto de realizaciones simuladas. 

2.4.1 Exposición del problema 

Considérese el condicionamiento del campo aleatorio Z(x) en N localidades i dado un conjunto 
a con n observaciones. La función de distribución N-variada acumulativa condicional (CCDF) 
de Z(x) se puede escribír: 

F MZ(x¡), ... ,Z(XN) I (n))~ P(Z(x¡) .5'z(x¡), i~ 1, ... N I Z(xaJ~z(xa), a~ 1, ... ,n) (2.19) 

La ecuación anterior es la expresión general de una CCDF. Ella muestra que el valor simulado 
en la ubicación i donde i~ 1, ... ,N se puede generar por muestreo a partír de la CCDF en etapas 
sucesivas que involucran una CCDF en cada ubicación i con un nivel de condicionamiento 
incremental (Devroye, 1986); es decír: 

F¡(x,z¡)~P(Z(x¡).5'z(x¡) I Z(xa)~z(xa), a~l, ... ,n) 

F2(X,Z2)~P(Z(X2).5'Z(X2) I Z(xa)~z(xa), a~ 1, ... ,n+ 1) 

F3(X,Z3)~P(Z(X3).5'Z(X3) I Z(xa)~z(xa), a~ 1, ... ,n+2) 

(2.20) 

Las ecuaciones 2.20 describen de hecho un proceso de simulación muy versátil conocido como 
método de simulación secuencial (Devroye, 1983). Este enfoque presenta las siguientes 
características principales: 

1) Es independiente del tipo de función aleatoria utilizada para establecer la secuencia en 
la eco Eq. 2.20. 

2) Sólo requiere la determinación de la i-ésima CCDF univariada con i~l, ... ,N en cada 
ubicación por simular. 

3) Las CCDF univariadas pueden ser de cualquier tipo. 
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Estas propiedades permiten formular fácihuente un esquema de simulación basado en cópulas 
sin hipótesis adicionales respecto a la forma de la CCDF univariada o su monoticidad (corno en 
el caso de los formalismos de indicadores múltiples y de representaciones iso-factoriales). 
Además, en un modelo de cópulas tanto las distribuciones bivariadas corno las multivariadas 
están definidas. Este no es el caso de las representaciones iso-factoriales que sólo se 
fundamentan en la distribución bivariada. Todos estos argumentos parecen proporcionar bases 
suficientes para generar campos aleatorios por medio de cópulas adoptando un enfoque de 
simulación secuencial. 

Comentario: 

• En el contexto de los métodos de simulación de campos aleatorios, algunos autores 
buscan que los descriptores estadísticos de las realizaciones (histograma y función de 
autocovarianza experimental) sean reproducidos de manera exacta. Argumentan que si 
se especifican ciertos descriptores estadísticos, entonces se tienen que reproducir 
exactamente. Sin embargo, se debe reconocer que en la práctica tales descriptores se 
infieren a partir de un número reducido de muestras por tanto no se pueden considerar 
estimadores exactos de las estadísticas de la población. Las diferencias entre los 
parámetros estadísticos de las realizaciones y las especificadas, llamadas fluctuaciones 
ergódicas (Deutsch y Joumel, 1992), son más pequeñas conforme aumentan las 
dimensiones relativas del campo con respecto a la escala de correlación. Tales 
fluctuaciones ergódicas proporcionan de hecho una evaluación más conservadora de la 
incertidumbre en análisis con el método de Monte Carlo. 

2.4.2 Proceso de simulación 

En términos de cópulas, el enfoque de simulación secuencial se puede formular corno sigue 
(Vázquez y Auvinet, 2014): 

Fl(X,Zl)~Cxln(Ul ~F(Z(Xl)S; z(xl))1 ua~F(z(xa)), a~ 1, ... ,n) 

F2(X,Z2)~Cxl n(u2~F(Z(X2)S; z(x2))1 ua~F(z(xa)), a~l, ... ,n+ 1) 

F3(X,Z3)~Cxl n(u3~F(Z(X3)S; z(x3))1 ua~F(z(xa)), a~l, ... ,n+2) 

(2.21) 

donde FO es la función de distribución marginal y C,¡ nO es la cópula condicional (Apéndice 
C). El proceso de simulación se restringe a observaciones locales x" para i~ 1, ... , n cercanas al 
nodo por simular debido al efecto "de pantalla" o "de sombra". Los valores U a incluyen tanto 
observaciones corno valores simulados en etapas anteriores. El proceso de simulación se realiza 
visitando las localidades no observadas de la malla siguiendo una trayectoria aleatoria. El 
proceso de simulación se completa después de visitar todos los nodos de la malla. 

2.4.3 Algoritmo 

La simulación condicional de campos aleatorios empleando cópulas se puede efectuar 
implementando el siguiente algoritmo. Por razones ilustrativas se considera el modelo de cópula 
V-transformada multivariada. 
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1) Obtener los valores de la función de distribución acumulativa (CDF) u,E[O,l], con 
i~ l, ... ,n empleando la función de distribución acumulativa marginal empirica del 

campo aleatorio Z(x), tales que u,~ F (z,). 
2) Obtener los valores teóricos 1" utilizando los valores u, de la etapa anterior y la función 

de distribución univariada del modelo de cópula, por ejemplo, el de la cópula V-
transformada haciendo 1,~Fll.u') con i~l, ... ,n. 

3) Preparar cada nodo por similar j para j~ 1, ... ,N sobre una trayectoria aleatoria l. 
4) Hacerj~1. 

5) Elegir n observaciones cercanas al nodo por similar j y obtener la cópula condicional 
para un intervalo de valores de U,E[O,l] utilizando (Apéndice C): 

(2.22) 

6) Muestrear con el método de Monte Carla el valor u'; utilizando la cópula condicional: 

(2.23) 

donde p es una variable aleatoria uniforme PE [O, 1]. 
7) Asignar el valor muestreado u ~ al correspondiente nodo j. Ahora, éste puede ser 

considerado en la vecindad de los nodos subsecuentes por similar. 
8) Hacer j~j+ 1. 
9) Sij';' N, obtener 1;~Fly(u';l y segnir los pasos 5 a 7. De lo contrario ir al paso 10. 
10) Obtener el valor simulado :!; para cada ubicación j de la realización 1 empleando la 

función de distribución marginal empírica: 

(2.24) 

Múltiples realizaciones independientes se obtienen visitando los nodos con distintas trayectorias 
aleatorias l. Obsérvese que el primer nodo por simular en cada realización se condiciona a n 
observaciones cercanas. Además, se puede observar en el paso 6 que el valor simulado 
u ~E [O, 1]. Por lo tanto, la distribución marginal del campo aleatorio simulado es la distribución 
uniforme. Luego, utilizando la función de distribución empirica en el paso 10 se obtiene la 
distribución marginal original del campo observado. 

Las estrategias de búsqueda para seleccionar los valores cercanos en la vecindad del nodo por 
simular son idénticas a las que utiliza el programa SGSIM de la librería GSLIB (Deutsch y 
Joumel, 1992). Para mostrar algnnos resultados que proporciona el simulador, considérense los 
signientes ejemplos. 

2.4.3 Ejemplos ilustrativos 

El objetivo es generar realizaciones de un campo aleatorio Z(x) con funciones de distribución 
marginales gaussianas y estructura de correlación dada por una función de correlación de 
Spearman tal que: plh)~6/ll'sin''(p(h)l2) siendo P(h) un correlograma exponencial con escala 
de correlación isótropa a~lO unidades. Interesa generar un conjunto de realizaciones para 
diferentes parámetros A~{m,k,a} de la cópula V-transformada (tabla 2.1), pero cumpliendo con 
la distribución marginal y función de correlación de Spearman preescritas. 

Debido a que las realizaciones del campo deben satisfacer la función de correlación de 
Spearman preescrita, la estructura de correlación r de la cópula V-transformada multivariada 

C;r se tiene que parametrizar corno se discutió en la sección 2.3. La función preescrita se 

obtuvo en cada caso con los modelos de correlación anidados que se indican en la Tabla 2.1. 
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Tabla 2.1 Modelo de correlación anidado para cada caso analizado. Las contribuciones de la 
varianza y escalas de correlación corresponden a las funciones de auto-covarianza gaussiana, 
esférica y exponencial, respectivamente. 

Caso Parámetros Contribución Escalas de correlación1 

de la cópula de varianzas 
m k a W¡ W2 W) a¡ a2 a) 

1 O 1 0.4 0.2 0.4 20 13 20 
2 O 0.1 0.7 0.05 0.25 15 11 15 
3 5 2 0.1 0.1 0.8 9 9 11 

lLas escalas de correlación son isótropas y están dadas en cualquier unidad de longitud consistente. 

Se generaron 15 realizaciones de cada campo aleatorio indicado en la Tabla 2.1. La simulación 
se realizó sobre una malla cuadrada de 75 unidades por lado con nodos re)llllarmente espaciados 
a cada 1 unidad. Se seleccionó la segunda realización de cada conjunto. Estas se muestran en la 
Fig. 2.9(b). Los histogramas y funciones de correlación de cada realización se muestran en la 
parte alta de dicha figura (Fig. 2.9(a)). Se examinaron las densidades de las cópulas espaciales 
de las realizaciones seleccionadas en diferentes distancias pero sólo aquellas que corresponden a 
la distancia Ihl~1 unidad, es decir, donde p,(I)~.74, se muestran en la Fig. 2.9 con fines 
ilustrativos. Para obtener una referencia visual, a la izquierda de las densidades de las cópulas 
experimentales se presentan sus correspondientes densidades teóricas. 

Corno se puede observar en la Fig. 2.9(a), los histogramas de las realizaciones son muy 
cercanos a la densidad gaussiana. Esto siguifica que la distribución de valores en las 
realizaciones es muy cercana a la distribución uniforme, corno se esperaba. Además, la función 
de correlación experimental de Spearman de cada realización sigue aproximadamente la 
correspondiente función teórica preescrita (Fig. 2.9(a)). Corno se observa por inspección visual 
de las realizaciones, la continuidad de los percentiles superiores parece mayor que la 
continuidad de los percentiles inferiores excepto en el caso 3, es decir, cuando: m~5, k~2 y 
a~ 1. En este caso, los percentiles superiores e inferiores aparecen corno cúmulos aislados. En 
efecto, este caso es aproximadamente equivalente a un campo aleatorio gaussiano. 

Las densidades de las cópulas empíricas bivariadas muestran claramente las características de la 
dependencia. En todos los casos las densidades empiricas se asemejan muy bien a sus 
correspondientes densidades teóricas. La asimetría que se observa en las densidades empíricas 
confirma lo que inicialmente sugería la inspección visual de las realizaciones; esto es, una 
continuidad mayor en los percentiles superiores. El método propuesto parece por tanto 
proporcionar resultados satisfactorios en el sentido de que las densidades de las cópulas 
bivariadas de las realizaciones están bastante bien aproximadas. 
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Fig. 2.9 Realizaciones representativas de campos aleatorios generadas por medio de cópulas utilizando la 
técnica de simulación secuencial. Todos los campos aleatorios comparten funciones de distribución 
gaussianas y foociOl1es de correlación de Spearm(UJ idénticas sin embargo difieren en la asimetría que 
imponen los parámetros m, ky a de la cópula. a) Histogramas y foociOl1es de correlación empíricas en la 
dirección horizontal. b) Realizaciones de los campos aleatorios con los parámetros de la cópula que se 
indican debajo de ellas. e) Densidades de las cópulas empíricas (derecha) y las correspondientes versiones 
teóricas (izquierda). 
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Fig. 2.10 Número de Euler como lUla fooción del percentilp y las correspondientes imágenes binarias en 
Z(P)=O. a) Funciones de Euler de las realizaciones simuladas con la cópula V-transformada cuyos 
parámetros se indican debajo de cada figura. b) Imágenes binarias en Z(P)=O. 

Para explorar las caracteristicas de conectividad de las realizaciones, se construyeron funciones 
de conectividad calculando el número de Euler en diferentes umbrales (Mecke y Wagner, 1991; 
V ogel, 2002). Los umbrales corresponden con una serie de percentiles. En cada umbral se 
obtiene una imagen binaria separando los valores menores (fase blanca) y mayores (fase negra) 
que el umbral. Después se obtiene el número de Euler en cada umbral (Fig. 2.1O(a)). El conjunto 
de valores así obtenidos se conoce como función de conectividad. Un valor de la función igual a 
cero significa que el campo comienza a estar bien conectado con quizás una fase continua que 
recorre dos lados opuestos del campo (véanse las imágenes binarias de la Fig. 2.10(b)). El valor 
núnimo de la función corresponde con el umbral en el que la imagen se encuentra intensamente 
conectada. 

Las realizaciones con dependencia asimétrica claramente están más intensamente conectadas 
que la realización con dependencia simétrica (Fig. 2.10(a)). Las estructuras más intensamente 
conectadas aparecen en los percentiles cercanos a uno. El umbral de la conectividad (Z(P )=0) en 
estos casos ocurre en los percentiles superiores a la mediana y la fase conectada es más amplia 
(Fig. 2.10(b)). Parlo tanto, se puede argumentar que el algoritmo propuesto ciertamente genera 
realizaciones cuyas funciones de conectividad se desvían de las funciones de conectividad de las 
realizaciones multi-gaussianas (capítulo 1). 

La mayor conectividad de las realizaciones asimétricas se puede asociar con una dispersión 
mayor de las densidades en los percentiles superiores de las cópulas empíricas bivariadas de la 
Fig. 2.9(c). Seria muy interesante formular una medida de conectividad en términos de la 
densidad de la cópula bivariada. 

2.5 Conclusiones 

A 10 largo de este capítulo se introdujeron algunos conceptos básicos de las cópulas. Se hizo 
énfasis en conceptos tales como dependencia y asimetria. El proceso de modelación espacial 
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mediante cópulas se trató con cierto detalle. Se propuso un algoritmo para la simulación de 
campos aleatorios por medio de cópulas. Se simularon campos aleatorios con dicho algoritmo y 
se examinaron las densidades de las cópulas empíricas espaciales de las realizaciones. Se 
encontraron resultados satisfactorios en términos de la reproducción de las correspondientes 
densidades teóricas. 

Características de la estructura de variabilidad espacial tales corno dependencia y asimetría 
fueron descritas cuantitativamente por medio de escalares individuales que sólo dependen de las 
cópulas bivariadas. Expresando dichos escalares en función de la distancia se construyeron 
funciones de dependencia y asimetría. Estas funciones y los gráficos de densidades de cópulas 
bivariadas se utilizaron para examinar y visualizar la estructura de variabilidad espacial de 
realizaciones de campos aleatorios simulados. También se determinaron las funciones de 
conectividad de las realizaciones en términos del número de Euler. 

El modelado de la variabilidad espacial por medio de cópulas difiere de ciertos enfoques 
geoestadísticos más tradicionales corno por ejemplo el formalismo de indicadores múltiples en 
que el primero utiliza la ley de probabilidad bivariada completa y no sólo una aproximación 
basada en covarianzas indicadoras. 

Debe reconocerse sin embargo que la simulación de campos aleatorios empleando cópulas 
puede resultar muy demandante computacionalmente en mallas con un gran número de nodos. 
En general el tiempo de cálculo necesario para simular un campo aleatorio no multi-gaussiano 
es considerablemente mayor al que se necesita para simular uno multi-gaussiano. El algoritmo 
aquí presentado se podría optimizar para reducir el tiempo de cálculo. 
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, 
CAPITULO 3 

SOLUCIÓN AL PROBLEMA INVERSO 
CON UN FILTRO DE KALMAN 
ENSAMBLADO MODIFICADO 

El Filtro de Kalman Ensamblado (EnKF) es una técnica utilizada en ciencia y en ingeniería para 
actualizar (en un sentido bayesiano) estimaciones de variables físicas consistentemente con el 
fenómeno físico en estudio y también con las mediciones disponibles en ubicaciones y tiempos 
específicos. El método fue desarrollado originalmente por Evensen (1994) para aplicaciones de 
la Geofísica, pero en la última década ha sido transferido y adaptado para enfrentar problemas 
de estimación en diversas disciplinas donde EnKFs se acoplan a modelos físicos para actualizar 
estimaciones de variables de estado, de parámetros del modelo físico o ambos (Evensen, 2003; 
Ghanern y Ferro, 2006; Butala et al., 2009). La estimación de parámetros de un modelo físico 
también se conoce en ingeniería como identificación de parámetros y modelación inversa. 

La relación funcional entre las variables de estado y los parámetros en el enfoque EnKF se 
representa mediante las ecuaciones de la dinámica del sistema, que frecuentemente se escriben 
en la forma de alguna clase de ecuaciones diferenciales parciales estocásticas. El método EnKF 
se puede resumir en dos etapas principales que incluyen una etapa de pronóstico y una etapa de 
actualización. La etapa de pronóstico utiliza el método de Monte Cario para aproximar la 
función de densidad de probabilidad (PDF) de la respuesta del sistema mediante un conjunto 
(ensamble) de realizaciones. En la etapa de actualización se hace una aproximación de la PDF a 
posteriori del parámetro que se va a estimar mediante el condicionamiento de cada realización a 
priori a las historias de observaciones disponibles, empleando una técnica de estimación lineal. 
Debido a que el EnKF es de hecho un método de Monte Cario, es apropiado incluso para 
complejos sistemas no lineales, pero debido a la etapa de actualización lineal, el método solo es 
exacto cuando las variables aleatorias involucradas son conjuntamente gaussianas 

Para aplicaciones del método EnKF en el contexto de los campos aleatorios, Bertino et al. 
(2003) han propuesto la aplicación de técnicas de transformación univariadas antes de la etapa 
de actualización para generar un espacio geométrico en el que, al menos, las distribuciones 
marginales sean gaussianas. La transformación gaussiana es de hecho un procedimiento 
estándar en aplicaciones geoestadísticas conocido como transformada normal estandarizada 
(Deutsch y Joumel, 1996). Aun cuando investigaciones recientes en el campo del flujo de agua 
en medios porosos aleatorios han encontrado que esta variante del EnKF tiene un mejor 
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desempeño que el original y que también es más conveniente para el manejo de distribuciones 
no gaussianas de los parámetros (Zhu et al., 2011; Sh6niger et al., 2012; Xu et al., 2013), el 
método sigue siendo subóptimo y en esta alternativa se transfieren algunas deficiencias 
asociadas a las técnicas de estimación lineal como por ejemplo el uso de la función de 
covananza como el único descriptor de una dependencia espacial evolvente (V ázquez y 
Auvinet,2015). 

En la etapa de actualización del enfoque EnKF aplicado a los campos aleatorios, en lugar de 
modelar la función de distribución acumulativa condicional de N variables (CCDF), se establece 
una CCDF univariada en cada una de las N ubicaciones que se van a estimar, tomando en cuenta 
únicamente las historias de observaciones disponibles. Esta estrategia se presta para que el 
esquema sea más eficiente a nivel computacional y adecuado para problemas de grandes 
dimensiones. Además, dicho esquema pennite la incorporación de una técnica de simulación 
conocida como "p-field" (Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993) sin alterar la eficiencia 
computacional del método. En la simulación "p-field", se toman muestras de las CCDFs locales 
utilizando números aleatorios (valores p) autocorrelacionados y distribuidos unifonnemente, de 
tal manera que los valores simulados resultantes se aproximen a las CCDF locales a lo largo del 
conjunto de realizaciones. 

En este capítulo se muestra cómo se puede implementar fácihnente en el contexto del método 
EnKF una etapa de actualización basada en la técnica de simulación "p-field". Para desarrollar 
este enfoque, primero se determinan con el método EnKF las CCDFs locales del campo 
aleatorio que se va a estimar y luego se generan realizaciones de estas distribuciones mediante 
la técnica de simulación "p-field". Se espera que el esquema propuesto, que aquí se designa 
mediante las siglas pf-EnKF, sea más flexible que el EnKF en el sentido de que en cada etapa de 
actualización el primero pennite, al menos, dos opciones diferentes para generar los campos a 
posteriori. Una primera alternativa consiste en utilizar como campos p las realizaciones del 
campo aleatorio a priori. En este caso, ambos enfoques son equivalentes y se espera que las 
diferencias entre ellos sólo se observen en las estadísticas de las realizaciones simuladas sin 
ninguna mejora anticipada. Sin embargo, una alternativa más interesante consiste en actualizar 
primero los campos a priori con el EnKF y luego utilizarlos como campos p en el pf-EnKF. En 
este caso, la estructura de correlación de los campos p estará dada por la función de 
autocovarianza condicional por lo que la etapa de actualización con la técnica "p-field" podría 
refinar la aproximación del EnKF introduciendo fluctuaciones en tomo de las estimaciones 
medias. El desempeño del esquema propuesto bajo esta última opción de los campos p se 
evaluará con respecto a diferentes criterios cuantitativos. 

Una fonnulación alternativa del procedimiento EnKF basada en soluciones disponibles de la 
teoría de estimación lineal aplicada a funciones aleatorias se utiliza para incorporar la 
metodología propuesta. Para ilustrar los efectos de la etapa de actualización del pf-EnKF y para 
comparar los resultados con los del EnKF, en la estimación de conductividades y cargas 
hidráulicas, se considera un problema de flujo monofásico, unidimensional, en un medio poroso 
continuo y aleatorio. 

3.1 Ecuaciones de flujo de aguas subterráneas 

En el siguiente análisis se considera el modelo dinámico que describe el flujo de un fluido en un 
medio poroso, unidimensional, completamente saturado, con conductividad hidráulica 
espacialmente variable: 

~[K (x)8H]=S 8H 
8x ' 8x ' 8t 

(3.1) 
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sujeto a las condiciones iniciales y de frontera: 

(3.2) 

donde, H es la carga hidráulica [L] en el dominio Q, x es la coordenada espacial, (FX3 [L], 
donde X3 representa la coordenada vertical que es positiva hacia arriba), K,(x) es la 
conductividad hidráulica saturada [LIT], S, es el ahnacenamiento específico [L·'], ha representa 
la carga inicial y h, la carga prescrita en la frontera r D de Dirichlet. 

Aun cuando las condiciones iniciales y de frontera se consideran constantes deterministas, la 
conductividad hidráulica K,(x) se considera un campo aleatorio; por lo tanto, la ecuación 3.1 se 
convierte en una ecuación diferencial estocástica y la respuesta del flujo H también será un 
campo aleatorio. Para obtener la respuesta dinámica del modelo que satisface las ecuaciones 3.1 
y 3.2 se utiliza el método de Monte Carlo. Primeramente se generan realizaciones 
independientes de un campo aleatorio a priori de conductividades y se resuelven 
numéricamente las ecuaciones de flujo con los valores deterministas de cada realización 
utilizando una versión modíficada de un código de elementos finitos (Smith y Griffiths, 2004). 
Las estadísticas de las variables dependientes del flujo tales corno las funciones de 
autocovarianza y covarianza cruzada entre conductividades y cargas hidráulicas se determinan 
con el ensamble de realizaciones utilizando formulas bien establecidas de estadística 
descriptiva, en cada tiempo en el que el campo aleatorio a priori es actualizado por medio del 
siguiente proceso de condicionamiento. 

3.2 Simulación de campos aleatorios espacio-temporales 

En esta sección se presenta una formulación alternativa del método EnKF. Adicionalmente, se 
muestra cómo se puede implementar fácilmente dentro del contexto del EnKF una etapa de 
actualización basada en la técnica de simulación "p-fielcl'. 

3.2.1 Definiciones 

Sea Y ¡(x), la colección de n variables aleatorias continuas del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica saturada K, es decir, Y~ln(K,) referidas a las ubicaciones espaciales x 

en la región Qx con Qxc m; d donde d~ 1,2 o 3 y en los tiempos discretos tE {O, 1,2, ... }. Este 
campo aleatorio espacio-temporal del logaritmo natural de la conductividad hidráulica con 
dimensión n se escribe como: 

{Y¡ ( x ) : x E Qx' t = 0,1,2, ... } (3.3) 

Defina H¡(X), la colección de N variables aleatorias continuas de la carga hidráulica referidas a 

las ubicaciones espaciales X en la región Qx con Qze m;d donde d~I,2 o 3 y en los tiempos 
discretos tE {O, 1,2, ... }. Este campo aleatorio espacio-temporal de la carga hidráulica con 
dimensión N se escribe por medio de: 

(3.4) 

La función de distribución acumulativa (CDF) multivariada de H¡(x) en el tiempo particular t 
dependerá de las distribuciones multivariadas en todos los tiempos previos. Sin embargo, la 
evolución de dicha función se puede determinar suponiendo que el modelo dinámico de la ecs. 
3.1-3.2 se comporta corno un proceso markoviano de primer orden, es decir, P[Ht(x)IHt-1(X),Ht-
iX),Ht-3(X), ... ]~P[Ht(x)IHt-l(X)]. En consecuencia, solo el pasado más reciente determina la 
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CDF condicional multivariada de H~X) dado todo el pasado. Esta evolución simplificada de 
H,(X) está dada por: 

(3.5) 

donde -'lO representa las ecuaciones de la dinámica del modelo. Observe en la eco 3.5 que para 
avanzar H,(X) hacia el primer tiempo, es decir H1 (X), se tienen que especificar las condiciones 
iniciales Ho(X), el campo aleatorio de parámetros Yo(x) y las condiciones de frontera. 

Supóngase ahora que se tornan sin error Nh observaciones de H~X) en las ubicaciones Xa, donde 
aE {I, .. . ,Nh } Y en los tiempos discretos tE {D, 1,2, ... }. El conjunto de historias de observaciones 
disponibles se puede representar entonces por medio de: 

(3.6) 

Un campo aleatorio que se hace específico a un conjunto de observaciones directas y/o 
indirectas en sus ubicaciones exactas se denomina condicional. Los campos aleatorios Y,(x) y 
H,(X) dado el conjunto de observaciones H,(Xa) se escriben corno: 

(3.7) 

(3.8) 

El análisis de los campos aleatorios de las ecuaciones 3.7 y 3.8 requiere la determinación de 
todas las funciones de distribuciones acumulativas (CCDFs) marginales y todas las CCDFs de 
n-variables (y de N-variables) en cada ubicación x (o X) en el tiempo particular t. Esta tarea se 
simplifica sustituyendo cada CCDF n-variada (y cada CCDF N-variada) con una CCDF 
univariada en cada una de las n (o N) ubicaciones espaciales en el tiempo particular t. Los 
campos condicionales de las ecs. 3.7 y 3.8 se pueden escribir entonces: 

{H, (X, )IH, (Xa): Xa E Oz, i = 1,2, ... ,N, a = 1,2, ... ,Nh , t = 1,2,3, ... } (3.10) 

Suponiendo que la relación conjunta de Y(x) y H(X) es multi-gaussiana (esto es, si se supone 

un modelo multi-gaussiano), entonces el campo aleatorio condicional 1'; (x, )IH, (Xa ) se puede 

escribir corno la suma de dos campos aleatorios independientes (Journel y Huijbregts, 1978): 

1'; (x,) = Z' (x, )+[Y, (x, )-( (x,)] (3.11) 

y ambos campos aleatorios en la eco 3.11 se pueden calcular con la técnica del Kriging: 

1=1 a=l 

Y, (X, ) = 1';-1 (X, ) (3.12) 
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1=1 a=1 

Substituyendo las ecs. 3.12 en la eco 3.11 se obtiene: 

" N" 

Y¡ (x,) = Y¡-¡ (x,)+ LLA, (Xa)[ hai - H t (Xa)] (3.13) 
1=1 a=1 

donde /l,(xa ) son funciones de ponderación que representan la importancia relativa de las 
observaciones HlXa) en la estimación del valor de Yt(x,). Las funciones ponderadoras son las 
soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 

" N" L LA, (Xa 'F H (Xa,X) ;t,t) = CYH (x, ,xa;t-I, t), j = 1,2, .. . ,Nh (3.14) 
1=1 a=1 

donde e MX,,;x;;t,t) representa las funciones de autocovarianza espacio-temporal entre valores 
del logaritmo natural de la conductividad hidráulica y CYMX"Xa;t-l,t) representa las funciones 
de covarianza cruzada espacio-temporales entre valores del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica y la carga hidráulica. Para que la eco 3.14 tenga solución única, las 
funciones de covarianza espacio-temporales involucradas tienen que ser positivo-defmidas. Se 
pueden escribir ecuaciones semejantes a la 3.13 y a la 3.14 para el campo condicional 

H t (X, ) IHt (Xa ) (V ázquez y Auvinet, 2015). 

La determinación de las funciones de covarianza espacio-temporales en la eco 3.14 sin embargo 
está lejos de ser un problema trivial debido a que efectos no lineales asociados al problema de 
flujo de agua impactan las relaciones estadísticas entre Y ix) y Ht(X). A pesar de que algunos 
modelos teóricos generales de funciones de covarianza espacio-temporales podrían adoptarse 
para cuantificar las dependencias, no es del todo clara la conveniencia de tales modelos para 
enfrentar problemas de flujo de agua en medios porosos con propiedades no multi-gaussianas. 
Por ello, para resolver la eco 3.5 se utiliza el método de Monte Cario y las funciones de 
covarianza necesarias se determinan con el ensamble de realizaciones. Esta es la esencia de los 
métodos ensamblados. Las funciones de covarianza que se obtienen de esta manera son en 
efecto empíricas, sin embargo, como un promedio de varias realizaciones estas funciones 
conducen a matrices positivas defmidas y pueden utilizarse directamente sin ser modeladas. 

Vale la pena mencionar que la eco 3.13 se puede interpretar corno un mecanismo bayessiano en 
el sentido de que el campo aleatorio condicional Y¡ (x) depende del conocimiento a priori que 

se compone del campo aleatorio Y¡-¡ (x), las funciones de covarianza y las observaciones. 

3.2.2 El método EnKF 

El Filtro de Kalman Ensamblado (EnKF) utiliza el método de Monte Cario para aproximar las 
distribuciones marginales de Hix) suponiendo que el modelo de flujo de agua es un proceso 
markoviano de primer orden. Posteriormente simula las distribuciones de Y i x,) condicionando 
cada realización de Yt.¡(x,) a las observaciones de HiXa) suponiendo un modelo multi
gaussiano. Esta etapa de actualización se puede escribir: 

(3.15) 
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donde U~ ~lYt(Xl),y¡(X2), ... ,.Yt<xn)] es un vector de dimensión n que contiene realizaciones 

actualizadas del logaritmo natural de la conductividad hidráulica, UO~[yt.l(Xl),Yt.l(X2), ... ,Yt.l(Xn)] 

es un vector de dimensión n con realizaciones simuladas del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica (realizaciones a priori), Zt~[hl-"h2-" ... ,hNhi] es el vector de las 
observaciones de dimensión Nh, y IP;~[h¡(:¡¡:¡),h¡(X2), ... ,h¡(XNh)] es un vector reducido de estados 
pronosticados (realizaciones de la carga hidráulica en las ubicaciones de las observaciones) de 
dimensión Nh. 

La matriz Kt (nxN.) es la denominada "ganancia de Kahnan", que se ensambla después de 
obtener las funciones de ponderación asociadas a cada ubicación X, en el tiempo t, corno: 

K= t (3.16) 

La etapa de actualización del método EnKF se repite en el siguiente tiempo para el que haya 
observaciones disponibles, pero el nuevo campo aleatorio a priori del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica es el campo a posteriori. De esta manera, la etapa de actualización se 
efectúa secuencialmente incorporando observaciones del pasado y las observaciones en el 
tiempo presente en el proceso de inferencia. 

3.2.3 El método EnKF modificado 

En esta variante del método EnKF la etapa de actualización se realiza dentro de un espacio 
transformado en el que las distribuciones marginales de los campos aleatorios involucrados son 
gaussianas con media cero y varianza uno. Al fmalizar la etapa de actualización las 
distribuciones de las variables son retransformadas a sus distribuciones originales. Las etapas 
adicionales del método EnKF modificado se explican en seguida. 

3.2.3.1 Transformaciones gaWisianas 

Para realizar las transformaciones gaussianas, se establecen estadísticamente, con el conjunto de 
realizaciones, CDFs del logaritmo natural de la conductividad hidráulica en las ubicaciones X, es 
decir, Fy(y;x,) para i~I,2, ... ,n y CDFs de cargas hidráulicas en las ubicaciones X, es decir, 
FFÁh;X) paraj~I,2, ... ,N. Luego se aplica la transformación gaussiana G· l (con media cero y 
varianza unitaria) a cada caso, es decir, y'~G"[Fy(y;x,)] y h'~G"[F FÁh;X;)], donde y' y h' son los 
valores gaussianos transformados. Adicionalmente se aplica una estandarización de las 
observaciones en cada ubicación Xa para lFl, ... , Nh . La función que relaciona y con y' o h con 
h' en el plano cartesiano x-y se denomina función de anamorfosis gaWisiana (Fig. 3.l(a)). 
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Fig. 3.1 Ilustración de la etapa de transformación del EnKF y el pf-EnKF. a) Proceso de transformación 
gaussiana. b) Proceso de retransforrnación. 

3.2.3.2 Etapa de actualización 

Después de realizar todas las transfonnaciones descritas en la seCClOn anterior, la etapa de 
actualización del método EnKF modificado se puede escribir ahora corno: 

donde Ü~ ~1Y',(x¡),Y',(x,), ... ,y',(xn)] es un vector de dimensión n que contiene realizaciones 

actualizadas del logaritmo natural de la conductividad hidráulica, U o ~[y't_¡(x¡),Y't_¡(x,), ... ,Y't_ 

¡(xn)] es un vector de dimensión n con realizaciones simuladas del logaritmo natural de la 

conductividad hidráulica (realizaciones a priori), Zt ~[h '¡/oh "h" .,h 'Nhi] es el vector de las 

observaciones de dimensión Nh, y H{ ~[h ',(x¡),h 't(X,), ... ,h ''(l(Nh)] es un vector reducido de 

estados pronosticados (realizaciones de la carga hidráulica en las ubicaciones de las 
observaciones) de dimensión Nh . 

La matriz Kt (nxNh) se ensambla después de obtener las funciones de ponderación asociadas a 
cada ubicación x, en el tiempo de actualización t utilizando los valores transformados. La etapa 
de actualización del método EnKF modificado también se realiza secuencialmente. 

3.2.3.3 Retransformación 

Los valores condicionales que corresponden a las variables originales se pueden obtener por 
medio de un proceso de retransformación en el que la CCDF del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica retransfonnada en cada ubicación x, es decir, Fy{y;x), se obtiene 
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haciendo Fy{y;x)~Fy{y;x). Esto significa que el valor de la CCDF de la variable original y (ver 
la sección 3.2.3.1) se identifica con el valor de la CCDF en su valor correspondiente de 
transformación gaussiana y. Dicho proceso se ilustra en la Fig. 3.l(b). 

3.2.4Método propuesto basado en la técnica de simulación "p-field" 

Además de la etapa de actualización del método EnKF modificado presentado anteriormente, se 
puede llevar a cabo una etapa de actualización basada en la técnica de simulación "p-field" 
corno se propone en este capítulo. Esta extensión del método EnKF se denomina aquí método 
pf-EnKF y se presenta en los siguientes párrafos. 

Una CCDF de valores del logaritmo natural de la conductividad en cada ubicación x, es decir, 
Fy{y;x') para i~I,2, ... ,n se establecen estadísticamente utilizando los conjuntos de 
realizaciones actualizadas con el método EnKF modificado. Muestras de valores del logaritmo 
natural de la conductividad hidráulica en cada ubicación x, es decir, y '¡(x') se pueden obtener a 
partir de las distribuciones condicionales mediante la técnica de simulación "p-fielcl' 
(Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993): 

y; (x,) = F¡.l (Pt-l (x, )), i=1,2, ... ,n (3.18) 

donde Pt.l(X.) son los denominados campos de probabilidades (campos p), del campo de valores 
del logaritmo natural de la conductividad hidráulica. Los campos p se pueden establecer con los 
valores de las funciones de distribución acumulativas empíricas de cada realización antes de la 
etapa de actualización. Por ejemplo, si la etapa de actualización está en el tiempo F 1, entonces 
los campos p se forman con las realizaciones en el tiempo FO. El proceso de realización 
descrito por la ecuación 3.16 se ilustra en la Fig. 3.2. 

Construcción de los campos p 

Reali zación r.,. 

S={r' /2,JnJ 
e,,, 

y(x,r"~ ~) 

RealizaciJ n r, f--
Realizac iJ n " 

e,,, 
y(X;r,; ~) 

¡ Muestreo utilizando los campos p 

F,,(y;x;r,;lol Ft(y';X,;~) V X,ES F¡.(y';x2;tl VX,ES F¡.(y';x";t"l V X,ES 

'1lJ 'TIJ '11] '1I] Realización r.,. 

lo, ( pf-EnKF 

7/;,~/!' -~ O; " 
... j''¡x;r"¡,t,l 

x,J, - P/9, ---: ~ P,('V, --") 
p;!x,J, -.. " p,{x,/, -- "- )~ Realización r, 

O O 't 00 mr: ce . 00 \ '1 1--
-2.5 -:"J 5 2 3.5 ~, 

O Realización " .g " g " o; , oC , 
.:: y ~. oo' pf-EnKF 

'!l'o) 
, • • j '.(./,;I,) 

y~;r,) j''¡x,;r,;t,) j',J x,,,,;I,) ... j'p(X. ;f,;t,) -
y(x,J,) 

" (a) (b) 

Fig. 3.2 Ilustración del proceso de simulación descrito por la ecuación 3.16. a) Generación de los campos 
p. b) Muestreo de las funciones de distribución condicionales utilizando los campos p. 
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La estructura de correlación de los campos simulados actualizados Y't(x) es tornada en cuenta 
por la estructura de correlación de los campos Pt-l(X) (Goovaerst, 1997). El proceso de 
retransformación de los valores simulados y't(x,) se realiza según lo explicado en la sección 
3.2.3.3. 

3.3 Descripción del experimento numérico 

Para explorar el desempeño del método propuesto (pf-EnKF), se considera un acuífero 
hipotético, completamente saturado, unidimensional, vertical y heterogéneo. El acuífero tiene 40 
m de profundidad y está subdividido con 80 elementos [mitos, cada uno de los cuales tiene una 
longitud de 0.5 m. A cada elemento finito e, para i~I, ... ,80 se le asigna un valor del logaritmo 
natural de la conductividad hidráulica ymf( x.) de acuerdo al siguiente procedimiento. 
Primeramente, se simula un campo multi-gaussiano g(x) con función de autocovarianza 
exponencial y escala de correlación ax~2.5 m utilizando una versión modificada del generador 
de campos aleatorios SGSIM (Deutsch y Journel, 1996) (Fig. 3.3(a)). En segundo lugar, se 
aplica la V-transformación al campo g(x) (Bárdossy y Li, 2008): 

v(x) = k(g(x)-m)asig(x):>m 

(m-g(x)) sig(x)<m 
(3.19) 

con parámetros elegidos arbitrariamente m~O, ~ 1 Y ~2 para obtener el campo transformado 
v(x) mostrado en la Fig. 3.3(b). En tercer lugar, se impone una distribución gaussiana al campo 
v(x) haciendo y'~G-l[FV(v)l, donde Fv(v) es la CDF empírica del campo v(x) y G la CDF 
gaussiana teórica. Finalmente, dicho campo y'(x) se modula para obtener un campo ¡'f(x) 
normalmente distribuido con valor medio ,uy=-1.654 y varianza d y=1 haciendo: 
ymf(x)~,uy+y'(x)<Ty. Se supone que cada uno de estos valores es constante dentro de su elemento 
finito e,. Este campo del logaritmo natural de la conductividad hidráulica, que se muestra en la 
Fig. 3.3(c), se considera un "verdadero estado de la naturaleza" y se denomina el acuífero de 
referencia. 
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Fig. 3.3 Campos unidimensionales. a) Campo gaussiano inicial. b) Campo después de aplicar la V
transfonnación con parámetros m=O, k=l y a=2 al campo gaussiano inicial. e) Campo final dellogaritrno 
natural de la conductividad después de imponerle una distribución nonnal con valor esperado ,tiy=-1.654 
y varianza ol=1 al campo V-transfonnado. También se reportan las estadísticas de los valores 
muestreados ( cuadrados vacÍos). 
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Deben mencionarse varias propiedades interesantes de la V-transformación. En primer lugar, la 
densidad simétrica del campo gaussiano g(x) es transformada en una densidad asimétrica a 
través de los parámetros m, k y a. En segundo lugar, la función de autocovarianza empirica de 
g(x) no se preserva en v(x) debido a que la V-transformación no es monótona (Fig. 3.4). En 
tercer lugar, la correlación espacial de v(x) es más fuerte para los valores mayores que la 
mediana que para los valores menores que la mediana; es decir, la correlación espacial de v(x) 
es asimétrica. Esta última característica del campo se mantiene después de imponerle la función 
de distribución gaussiana (normal) porque la transformación gaussiana es monótona (Deustch y 
Joumel, 1996). Debido a que los valores en ¡ '[(x) tienen la distribución normal, los valores 
klx)~exp(f'[(x)) tienen la distribución lognormal con valor esperado ,uK,~0.315 m/día y 
coeficiente de variación CV K,~ 1.31. Los campos de conductividades con distribuciones 
marginales lognormales y estructuras de correlación asimétricas se consideran más 
representativos de los acuíferos naturales (Gómez-Hernández y Wen, 1998; Joumel y Zhang, 
2006), corno se discutió en el capítulo 1. 

Utilizando el acuífero de conductividades de referencia, se generan respuestas de cargas de agua 
subterránea mediante la solución de una condición de flujo transitorio con elementos [mitos. En 
t=0 días, la distribución inicial de las cargas es hidrostática. En t::-O días, la carga hidráulica 
decrece con el tiempo a razón de 0.15 m por día durante 150 días en la frontera inferior. Para los 
fines de este ejemplo numérico, se supone que la distribución de las cargas en t=90 días es la 
condición inicial (designada corno t=0 días en la Fig. 3.5 yen lo sucesivo). Adicionalmente, se 
supone que las respuestas de cargas de agua subterránea están disponibles en los tiempos t=3, 
t=18 y t=60 días en las dos ubicaciones indicadas en la Fig. 3.5. De esta forma se generan dos 
historias con tres valores de la carga hidráulica cada una de ellas. Estas variables indirectas e 
informativas de la conductividad hidráulica del acuífero se consideran observaciones 
piezométricas transitorias disponibles. En cada uno de estos tres tiempos, se lleva a cabo el 
proceso de actualización de los dos esquemas, EnKF y pf-EnKF. El coeficiente de 
ahnacenamiento se supone igual a 0.001 en todo el acuífero. 
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Fig. 3.4 Funciones de autocovarianza estandarizada del campo gaussiano inicial y dellogaritrno natural 
de la conductividad del campo de referencia. También se muestra una función exponencial teórica con 
fines comparativos. 
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Fig. 3.5 Perfil de cargas hidráulicas en el acuífero de referencia al tiempo t=0 días. También se indican 
con cuadrados sólidos las profundidades de las puntas de dos piezómetros (pz-l y Pz-2). 

En las cuatro ubicaciones que se indican en la Fig. 3.3(c) se hace un muestreo del acuífero de 
referencia yWf(x) y los valores se consideran mediciones directas del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica. La media y la varianza del conjunto de valores muestreados se 
reportan en la misma figura. Observe que estas estadísticas sobreestiman el valor medio y la 
varianza del logaritmo natural de la conductividad hidráulica del acuífero de referencia. Note 
además en la Fig. 3.4 que una función de autocovarianza exponencial con escala de correlación 
ax~2.5 m también sobreestima la escala de correlación del acuífero de referencia. Para modelar 
una situación en la que las estadísticas del acuífero sólo se conocen a priori de manera 
aproximada, la media y varianza de la muestra así corno la función de autocovarianza antes 
mencionada se utilízan para simular dos mil realízaciones condicionales del logaritmo natural de 
la conductividad hidráulica. Este ensamble de realízaciones representa una aproximación inicial 
al acuífero de referencia. El número de realízaciones simuladas asegura la estabilidad de las 
siguientes dos medidas de error, de acuerdo con algunas cálculos preliminares. 

Para evaluar el desempeño tanto del filtro EnKF corno del filtro pf-EnKF en la estimación del 
logaritmo natural de la conductividad y la carga hidráulica, se consideran la raíz cuadrada del 
error cuadrático medio (RMSE) y la medida de dispersión SPREAD. La RMSE se evalúa por 
medio de: 

¡n(* 1)2 RMSE~ - ¿: y (Xi)_yre (Xi) 
n i=l 

(3.20) 

donde n es el número de conductividades en la región de flujo; y*(x.) es el valor medio del 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica estimada en la ubicación x, y yWf(x.) es el 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica de referencia también en la ubicación X,. 

La dispersión (SPREAD) se calcula corno: 

(3.21) 
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donde, s',n(x,) es la varianza de la estimación del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica en la ubicación x, calculada estadísticamente con el conjunto de realizaciones. 

La RMSE es una medida de la diferencia de las medias de los campos estimados y de referencia 
y SPREAD es una medida de la dispersión del campo estimado en tomo al campo de referencia. 
Por lo tanto, pueden considerarse corno medidas de exactitud y precisión de las estimaciones, 
respectivamente. 

3.4 Resultados y discusión 

En esta sección se discuten las características de las realizaciones de la media condicional de los 
campos del logaritmo natural de la conductividad hidráulica y de la carga hidráulica. Los 
resultados del EnKF se comparan con los resultados del pf-EnKF. Antes de analizar los efectos 
del condicionamiento se analizan los efectos de la transformación gaussiana. 

3.4.1 Efectos de la transformación gaWisiana 

La Fig. 3.6 ilustra el efecto de la transformación gaussiana de las cargas hidráulicas en un nodo 
seleccionado arbitrariamente antes de la primera etapa de actualización. En general, la forma de 
las distribuciones locales dependerá de la ubicación del nodo dentro de la región de flujo y de 
las condiciones de frontera del problema en cuestión. En cualquier caso, las funciones de 
distribución locales se podrán transformar en distribuciones gaussianas construyendo funciones 
locales de anamorfosis gaussianas en forma numérica, corno se ha explicado. Por ejemplo, 
observe en la Fig. 3.6(a) que aunque los valores originales exhiben una distribución sesgada, la 
variable transformada se vuelve simétrica en tomo a la media, mostrando la bien conocida 
forma de campana después de la anamorfosis gaussiana (Figs. 3.6(b),(c)). 
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Fig. 3.6 Transfonnación gaussiana de las cargas hidráulicas en el nodo 61. a) Histograma de las cargas 
hidráulicas no transfonnadas. b) Función de la anamorfosis gaussiana (con media cero y vananza 
unitaria). e) Histograma de cargas hidráulicas después de la anamorfosis gaussiana. 

La Fig. 3.7 representa la relación entre valores del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica y valores de la carga hidráulica en ubicaciones seleccionadas arbitrariamente, antes 
(Fig. 3.7(a)) y después (Fig. 3.7(b)) de aplicar las respectivas transformaciones gaussianas. 
Debido a que la transformación gaussiana es monótona, no modifica las características 
bivariadas de la dependencia corno por ejemplo la estructura de correlación en diferentes 
percentiles (Deutsch y Joumel, 1996; Chiles y Delfiner, 1999). Sin embargo, el coeficiente de 
correlación lineal de Pearson, que depende del tipo de distribuciones marginales de las variables 
aleatorias, podría ser diferente antes y después de las transformaciones. En el caso particular de 
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las variables en las ubicaciones indicadas en la Fig. 3.7, se observa en la esquina superior 
izquierda de cada figura que el coeficiente de correlación de Pearson presenta prácticamente el 
mismo valor antes y después de las transformaciones. Por lo tanto, el efecto implícito de 
pseudo-linealización asociado con la anamorfosis gaussiana reportado por Sh6niger et al. 
(2012) debe ser considerado corno dependiente de la aplicación. 
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Fig. 3.7 Relación entre el logaritmo natural de la conductividad y la carga hidráulica en dos ubicaciones 
seleccionadas arbitrariamente (p es el coeficiente de correlación de Pearson). a) Antes de la 
transfonnación de ambas variables. b) Después de la transformación gaussiana de ambas variables. 

3.4.2 Efectos del condicionamiento basado sólo en las log-conductividades 

Primero se analiza el impacto de condicionar las realizaciones del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica sólo a las mediciones directas. Las Figs. 3.8(a),(b) muestran 
comparaciones entre el campo de referencia y la media del conjunto de realizaciones 
condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidráulica que se obtienen con los 
filtros EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Al contrastar ambos campos condicionales, se 
observa que el filtro pf-EnKF produce, hasta cierto grado, más variabilidad entre mediciones 
que el filtro EnKF. Al observar los valores RMSE y SPREAD que se muestran en la esquina 
inferior derecha de las figuras se puede establecer que el filtro EnKF es más exacto y que el pf
EnKF es más preciso. 

Las Figs. 3.9(a),(b) reproducen los perfiles de desviación estándar (incertidumbre) calculados 
con las realizaciones condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidráulica de los 
filtros EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Observe que el efecto del condicionamiento es 
reducir, en promedio, la incertidumbre a priori y colapsarla a cero en las ubicaciones de las 
mediciones. Los perfiles de ambos filtros son muy similares. 
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Fig. 3.8 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a mediciones de esta misma 
variable. a) Con el método EnKF. b) Con el método pf-EnKF. También se muestra el campo de 
referencia. 
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Fig. 3.9 Perfiles de la desviación estándar condicional del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica con respecto a la profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados vacíos indican las 
ubicaciones de los valores conocidos). a) De los campos del EnKF b) De los campos del pf-EnKF 

3.4.3 Efectos del condicionamiento basado en las log-conductividades y en las cargas 
transitorias 

Ahora se examina el impacto adicional de condicionar las realizaciones del logaritmo natural de 
la conductividad hidráulica a las cargas hidráulicas transitorias. En las Figs. 3.1O(a),(b ),( c) se 
muestran las comparaciones entre el campo de referencia y la media del conjunto de 
realizaciones condicionales que se obtienen con el método EnKF en los tiempos t=3 días, t=18 
días y t=60 días, respectivamente. Las Figs. 3.11(a),(b),(c) muestran las mismas comparaciones 
pero ahora la media del campo condicional dellogaritrno natural de la conductividad hidráulica 
se obtiene con las realizaciones el método pf-EnKF. 
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Fig. 3.10 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a historias de cargas 
hidráulicas con el método EnKF. También se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo t=o3 días. b) Al 
tiempo t=ol8 días. c) Al tiempo t=o60 días. 
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Fig. 3.11 Campos del logaritmo natural de la conductividad condicionados a historias de cargas 
hidráulicas con el método pf-EnKF. También se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo t=o3 días. b) 
Al tiempo t=o 18 días. c) Al tiempo t=o60 días. 

Al examinar las medidas RMSE y SPREAD indicadas en cada figura (esquina inferior dereclia), 
se puede establecer que el EnKF produce resultados más exactos que el pf-EnKF en todos los 
tiempos, aunque las estimaciones del pf-EnKF son más precisas. Por ejemplo, los valores 
RMSE y SPREAD para la media del campo condicional del EnKF en el tiempo t=60 son 0.964 
y 1.080, respectivamente, en tanto que los valores de tales medidas para la media del campo 
condicional del pf-EnKF son 1.086 y 0.988, respectivamente. La mayor exactitud del método 
EnKF puede atribuirse a que el pf-EnKF produce mayores fluctuaciones entre mediciones que 
no siguen cercanamente la variabilidad del acuífero de referencia. No obstante, deberá 
recordarse que los valores RMSE y SPREAD sólo miden la calidad de la estimación local, es 
decir, no indican nada acerca de la calidad de la estimación multivariada. Para explorar la 
calidad de la estimación multivariada, en el capítulo 4 se examinarán las cópulas empiricas 
bivariadas. 
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Los perfiles de desviación estándar calculados con las realizaciones condicionales del logaritmo 
natural de la conductividad hidráulica del EnKF y del pf-EnKF se reportan en las figuras 
3.l2(a),(b), respectivamente. En términos generales, la incertidumbre decrece en ambos casos a 
medida que se utilizan las observaciones de cargas de agua subterránea en más tiempos, excepto 
en las ubicaciones de las mediciones directas en donde la incertidumbre es cero en todos los 
tiempos. En esas figuras se ilustra que la incertidumbre se vuelve más pequeña en tomo a las 
profundidades de 17 m y 26 m (en donde se localizan las puntas de los dos piezómetros) que en 
otras profundidades y que esta reducción es más significativa en el perfil del pf-EnKF que en el 
perfil del EnKF. 
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Fig. 3.12 Perfiles de la desviación estándar condicional del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica con respecto a la profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados vacíos indican las 
ubicaciones de los valores conocidos). a) De los campos del EnKF. b) De los campos del pf-EnKF. 

La Fig. 3.13 muestra las distribuciones de frecuencias de valores del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica tanto del campo de referencia corno del ensamble de realizaciones a 
priori y de los ensambles a posteriori al final del proceso de condicionamiento. Recordemos 
que el valor medio de la conductividad del acuífero de referencia estaba sobreestirnada por el 
campo aleatorio a priori, por ello la función de distribución de dicho campo se ubica a la 
derecha de la función de distribución del acuífero. Al examinar las distribuciones de los campos 
a posteriori se observa que muestran algunos rasgos de la distribución de referencia (corno 
algunos de los "picos" de ambas ramas) y que están desplazados ligeramente hacia la izquierda 
de la distribución del campo aleatorio a priori. Esto indica el intento del proceso de 
condicionamiento de ambos filtros para llevar sus distribuciones a priori hacia la distribución de 
referencia. Observe que las distribuciones a posteriori de ambos filtros son muy similares. 
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Fig. 3.13 Distribución de frecuencias del logaritmo natural de la conductividad del campo de referencia, 
del conjunto de realizaciones a priori y de los conjuntos de realizaciones a posteriori del EnKF y pf
EnKF al tiempo t=o60 días. 

Carga de presión [ni Carga de presión [ni Carga de pres lí n [m] 

o 10 20 30 40 O 10 20 30 40 O 10 20 30 40 

40 O 
¡:;f ferencia 

'\ • ctservaciones 

- C,KF 

1=3 días 

~ (,) 

'\ , 
30 10 

le le 
- 20 - 20 , 

~ ¡¡j 

h ,J, 
\, (b) 

1\. 

~\ 

, 

'601, ~\ 
\ 

(e) 

~ 
10 30 

RMSE= 810 \ s_ -1 .379 

O 40 

RMSE= 701 s_ ~1.053 
""SE- 560 s_ 'O 7~ 

Fig. 3.14 Campos condicionales de la carga de presión que se obtienen con el método EnKF. También se 
muestra el campo de referencia. a) Al tiempo t=o3 días. b) Al tiempo t=ol8 días. c) Al tiempo t=o60 días. 

Ahora se revisan los campos condicionales de cargas de presión. Las Figs. 3.14(a),(b) y (c) 
muestran comparaciones entre los perfiles de cargas de referencia y los perfiles de valores 
medios que se calculan con las realizaciones condicionales de la carga hidráulica del filtro 
EnKF en los tiempos t=o3, t=o18 y t=o60 días, respectivamente. Se ve que dichos perfiles se 
acercan más a los de referencia a medida que se tornan en cuenta un mayor número de 
observaciones de los registros de cargas piezométricas en la etapa de actualización. El mismo 
comportamiento se observa en las Figs. 3.15(a),(b ),( c) donde se muestran comparaciones de los 
perfiles de cargas de referencia con los perfiles medios que se obtienen con las realizaciones 
condicionales de la carga hidráulica del filtro pf-EnKF en los tiempos mencionados 
anteriormente, excepto que en este caso el filtro pf-EnKF introduce mayores fluctuaciones entre 
las observaciones que se desvían más de los valores de referencia. En consecuencia, las 
estimaciones del pf-EnKF son menos exactas que las del EnKF. Esto se puede veríficar al 
observar los valores de la medida RMSE que se indican en las figuras. Los perfiles de cargas de 
presión estimados con el pf-EnKF aún así corresponden bien con los perfiles de referencia. 
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También se puede destacar, a partir de los valores de la medida SPREAD en los tiempos 
especificados, que las estimaciones del pf-EnKF son más precisas. 
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Fig. 3.15 Campos condicionales de la carga de presión que se obtienen con el método pf-EnKF. También 
se muestra el campo de referencia. a) Al tiempo f=o3 días. b) Al tiempo f=o18 días. e) Al tiempo f=o60 días. 
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Fig. 3.16 Perfiles de la desviación estándar condicional de la carga de presión con respecto a la 
profundidad para diferentes tiempos (los cuadrados sólidos indican las ubicaciones de dos observaciones). 
a) De los campos del EnKF. b) De los campos del pf-EnKF. 

Las Figs. 3.16(a),(b) muestran los perfiles de desviación estándar condicional de cargas de 
presión en los tiempos f=o3, f=o18 Y f=o60 días cuantificados con las realizaciones del EnKF y del 
pf-EnKF, respectivamente. Corno se esperaba, la incertidumbre es nula en las profundidades 
donde se registra la carga de presión y en las fronteras superior e inferior donde se prescriben 
las cargas hidráulicas. Corno se ilustra en ambas figuras, la desviación estándar disminuye en 
términos generales con el tiempo, pero locahnente aumenta en algunas profundidades. Este 
comportamiento es evidente en el perfil calculado con los campos del pf-EnKF. Dicho 
comportamiento puede ser explicado por la naturaleza numérica de las funciones de covarianza 
calculadas en los esquemas EnKF. Corno lo explican Xu et al. (2013), las funciones de 
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covarianza calculadas numéricamente producen estimaciones de esta que fluctúan en tomo a 
cero en distancias para las que deberían ser cero. Una forma de superar este problema es 
mediante el uso de técnicas de localización de covarianza. 

3.5 Conclusiones 

En este capítulo se describieron los detalles de la implementación de una etapa de actualización 
dentro del procedimiento EnKF basada en la técnica de simulación "p-fielcl'. Esta extensión del 
método EnKF se designó con el nombre de método pf-EnKF. Para ilustrar los efectos y para 
comparar los resultados del método propuesto frente a los del EnKF, se consideró un problema 
de flujo monofásico, unidimensional en un medio poroso aleatorio continuo. 

Los métodos EnKF y pf-EnKF involucran transformaciones de las funciones de distribución 
locales en funciones de distribución gaussianas estandarizadas antes de las etapas de 
actualización. De esta forma, cada etapa de actualización se realiza dentro de un espacio 
geométrico de distribuciones gaussianas univariadas. Esto le proporciona a los filtros mayor 
estabilidad durante las etapas de actualización y la posibilidad de utilizar distribuciones no 
gaussianas para los parámetros del modelo dinámico. También ambos filtros requieren la 
retransformación de las distribuciones condicionales locales a sus distribuciones originales 
después de las etapas de actualización. 

El resultado más notable de la metodología propuesta es que induce mayores fluctuaciones entre 
las observaciones en las realizaciones condicionales. Se encontró, sin embargo, que la incitación 
de mayores fluctuaciones en tomo a las estimaciones del valor medio no proporcionó mejores 
resultados (en términos de exactitud local) en la estimación del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica y tampoco en la estimación de las cargas hidráulicas. Estas 
conclusiones pueden explicarse por el hecho de que las fluctuaciones no necesariamente 
signieron más de cerca la variabilidad de los correspondientes campos de referencia. Se requiere 
investigación adicional para evaluar por completo el desempeño del filtro propuesto. El capítulo 
4 explorará el desempeño de la metodología propuesta sobre la reproducción de las cópulas 
espaciales de un campo de referencia de conductividades en 2D. 
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, 
CAPITULO 4 

CARACTERIZACIÓN DE CAMPOS 
HETEROGÉNEOS DE LA 
CONDUCTIVIDAD HIDRÁULICA 

Desde el inicio de este estudio se estableció que la conductividad hidráulica de las formaciones 
porosas es muy sensible a variaciones de estructura intema. Se mencionó que incluso en un 
mismo tipo de suelo, la conductividad hidráulica puede variar en varios órdenes de magnitud. 
Además, se señaló que el número de mediciones disponibles para determinar la conductividad 
hidráulica de un sitio especifico generalmente es limitado. Se ha mencionado también que las 
mediciones disponibles muestran que, para fines prácticos, la heterogeneidad de la 
conductividad hidráulica en las formaciones porosas se puede caracterizar mejor de manera 
probabilista. 

Diversos autores han aceptado que la conductividad hidráulica de las formaciones porosas 
naturales se puede interpretar como una realización de un campo aleatorio (Dagan, 1989; 
Gelhar, 1993; Zhang, 2002; Rubin, 2003). Los parámetros descriptivos del campo aleatorio se 
pueden obtener a partir de una realización misma suponiendo que el campo es ergódico (Chiles 
y Delfiner, 1999). Estimaciones de la conductividad hidráulica de la formación porosa en 
ubicaciones no observadas y una medida de la incertidumbre de la estimación se pueden obtener 
por medio de técnicas geoestadísticas de estimación o de simulación (Chiles y Delfiner, 1999). 

Un campo aleatorio que se hace específico a un conjunto de mediciones directas de la 
conductividad hidráulica y/o a un conjunto de observaciones indirectas, como es el caso de las 
cargas hidráulicas, tomando en cuenta sus ubicaciones particulares, se denomina campo 
aleatorio condicional. En la práctica, los campos aleatorios condicionales con frecuencia son 
deseables debido a que proporcionan estimaciones específicas al sitio de la conductividad 
hidráulica de la formación porosa y debido a que el condicionamiento reduce, en promedio, las 
incertidumbres a priori. 

Como ya se ha mencionado, los campos aleatorios condicionales se pueden generar por medio 
de técnicas de estimación o de simulación (Deutsch y Journel, 1996). En el segnndo caso, el reto 
consiste en integrar la información disponible en un modelo de incertidumbre a priori a fin de 
obtener estimaciones a posteriori de la conductividad hidráulica de los medios porosos. En la 
literatura científica se pueden encontrar diferentes esquemas para afrontar este problema bajo 
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condiciones de flujo establecido (RamaRao et al., 1995; Gómez-Hemández et al., 1997; Janssen 
et al., 2006; Hendricks y Gómez-Hemández, 2002) y bajo condiciones de flujo transitorio 
(Hendricks-Franssen et al., 1999; Zhu y Yeh, 2005; Capilla y Llopis-Albert, 2009). En la última 
década, los Filtros de Kalman Ensamblados han captado una mayor atención para realizar la 
simulación estocástica de campos aleatorios condicionados a observaciones dinámicas debido a 
la facilidad de su implementación y un tiempo de computación aceptable en el manejo de 
problemas de grandes dimensiones. El método se basa en un esquema de trabajo del tipo Monte 
Carla y permite que el modelo físico se incorpore al proceso de caracterización. De esta manera, 
también se pueden efectuar predicciones con el modelo de flujo de agua subterránea. 

En este capítulo se emplean el filtro EnKF modificado y el filtro propuesto pf-EnKF, que se 
presentaron en el capítulo 3, para realizar la caracterización de un acuífero hipotético no 
homogéneo con respecto a su conductividad hidráulica. La distribución de las conductividades 
en el acuifero se genera por medio de la simulación de un campo aleatorio. Un campo simulado, 
en contraposición a uno real, se conoce completamente y es posible por tanto evaluar el 
desempeño de ambas técnicas en la recuperación de algunos de sus descriptores estadísticos 
relevantes, tales como: histograma, funciones de correlación y cópulas bivariadas. Para la 
generación del campo simulado se utiliza la cópula normal V-transformada. El acuífero 
hipotético se utiliza para generar historias de la carga hidráulica simulando una prueba de 
bombeo. Para efectuar el proceso de condicionamiento de ambos filtros, se utiliza un 
subconjunto de tales historias las cuales están asociadas a ciertas ubicaciones. Para evaluar la 
calidad de la caracterización, se utilizan diferentes criterios cuantitativos. 

4.1 Exposición del problema 

En el siguiente análisis se trata el flujo de agua subterránea en un medio poroso continuo, 
bidimensional y completamente saturado con conductividad hidráulica espaciahnente variable 
descrito por medio de la ecuación: 

(4.1) 

sujeto a: 

condición inicial: (4.2) 

y condiciones de frontera: 

Carga de presión constante: (4.3) 

Sin flujo normal (descarga especifica): q(x,t)n(x)~O (4.4) 

donde: V' es el operador de gradiente; H es la carga hidráulica [L], ha es la carga inicial en la 
región Q [L], hD es la carga prescrita en los segmentos de frontera de Dirichlet iD [L]; Q(x) es 
la tasa de bombeo por unidad de volumen del acuifero [liT]; K,(x) es la conductividad 
hidráulica [LIT], q(x,t) es el flujo (flux) prescrito a través de segmentos de frontera de Neumann 
iN, n(x) es un vector saliente normal a la frontera lNY S, es el ahnacenamiento específico [L·']. 

Debido a que la conductividad hidráulica K,(x) es un campo aleatorio, la ecuación 4.1 se 
convierte en una ecuación diferencial estocástica y la respuesta del flujo H también será un 
campo aleatorio en un tiempo específico. Para obtener la respuesta de la dinámica del modelo 
que satisface las ecuaciones 4.1 a 4.4 en el contexto de los métodos EnKF, en este estudio se 
utiliza el método de Monte Carla. Primeramente, se generan realizaciones independientes de un 
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campo aleatorio a priori de conductividades hidráulicas y las ecuaciones de flujo se resuelven 
numéricamente con los valores deterministas de cada realización utilizando una versión 
modificada de un código de elementos finitos (Smith y Griffiths, 2004). La esperanza y varianza 
de la respuesta del flujo así corno las funciones de autocovarianza y varianza cruzada entre 
conductividades y cargas hidráulicas se determinan con los ensambles de realizaciones por 
medio de fórmulas bien establecidas de estadística descriptiva, en cada tiempo en que los 
campos aleatorios a priori son actualizados con los métodos EnKF y pf-EnKF. 

4.2 Descripción del experimento numérico 

4.2.1 Distribución espacial de las conductividades 

El acuifero es un dominio cuadrado con lado de 1289 m, subdividido en 64x64 elementos 
finitos, cada uno de los cuales tiene una longitud de 20 m (Fig. 4.1). A cada elemento finito e, 
para i~ 1, ... ,4096 se le asigna un valor del logaritmo natural de la conductividad hidráulica 
ymf(x.) de acuerdo al siguiente procedimiento. En primer lugar se simula un campo aleatorio 
multi-gaussiano no condicional con función de autocovarianza exponencial y escala de 
correlación isótropa ax~ay~160 m utilizando una versión modificada del generador de campos 
aleatorios SGSIM (Deutsch y Joumel, 1996). En segnndo lugar, la V-transformación (Bárdossy, 
2006): 

v(x) = k(g(x)-m)aifg(x)¿m 

(m-g(x)) ifg(x)<m 
(4.5) 

con parámetros arbitrariamente elegidos m~5, ~2 y ~l se aplica a una realización g(x) del 
campo aleatorio multi-gaussiano para obtener el campo transformado v(x) de la ecuación 4.5. 
En tercer lugar, la distribución gaussiana se impone al campo v(x) corno y'~G·l[Fv(v)], donde 
Fv(v) es la CDF empírica del campo v(x) y G['] la CDF gaussiana teórica. Finalmente, se 
modula dicho campo y'(x) para obtener un campo y distribuido normalmente con valor medio 
,uy=1.223 y desviación estándar <Ty=l corno: ymf(x)~,uy+y'(x)<Ty. Se supone que cada uno de 
estos valores es constante dentro de su elemento finito e,. Vale la pena mencionar que debido a 
que ymf(x) tiene una distribución normal, klx)~exp(ymf(x)) tiene una distribución lag-normal. 
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Fig. 4.1 Dimensiones de la región de flujo. Se indican las ubicaciones de las mediciones de la 
conductividad (círculos vacíos) y de las observaciones de la carga hidráulica (círculos llenos). El 
triángulo señala la ubicación del pozo de bombeo. Las condiciones de frontera del problema al tiempo t20 
se indican en los lados de la región de flujo. 
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Debido a que los parámetros estadísticos de un campo aleatorio simulado se reproducen con un 
ensamble de realizaciones, las realizaciones individuales pueden mostrar estadísticas 
ligeramente diferentes, aunque todas conservarán las mismas características de la dependencia 
espacial. Estas características están dadas por el modelo de cópula con los parámetros ya 
mencionados. La gráfica de densidad bivariada de este modelo teórico de cópula se exhibe en la 
Fig. 4.2. Observe que este modelo de cópula se aproxima mucho al modelo de cópula gaussiana. 
Por lo tanto, los resultados de este estudio están limitados a aquellos casos de acuíferos no 
homogéneos con estructura espacial de conductividades con dependencia simétrica. El campo 
del logaritmo natural de la conductividad hidráulica resultante ¡'[(x) antes mencionado se 
considera un "verdadero estado de la naturaleza" y en este estudio se designa corno el campo de 
referencia. Este representa la distribución de las conductividades en un acuífero hipotético. Sus 
descriptores estadísticos se mostrarán posteriormente (tabla 4.1). 
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Fig. 4.2 Modelo teórico de densidad de cópula bivariada V-transformada con parámetros m~5.0, k~2.0 y 
a= 1.0 utilizado para generar el campo de referencia (acuífero hipotético). 

4.2.2 Historias de la carga hidráulica 

El campo de referencia del acuífero sintético se utiliza para generar respuestas de cargas de agua 
subterránea resolviendo una condición de flujo transitorio con elementos finitos. Los lados norte 
y sur del acuífero se consideran fronteras impermeables, en tanto que los lados este y oeste son 
fronteras de Dirichlet con cargas hidráulicas prescritas de 200 m y 198 m, respectivamente. Al 
tiempo t=0 días, la carga hidráulica inicial es de 200 m en cada nodo y para 1>0 días se bombea 
desde el acuífero un gasto de 150 m3/día con un pozo ubicado enX~640 m y Y~640 m hasta que 
el flujo alcanza un estado uníforme en aproximadamente t=5 días. Este período de tiempo se 
subdivide en 20 etapas de tiempo de igual tamaño a intervalos de Llt=0.25 días. Para los fines de 
este ejemplo numérico se supone que las respuestas de cargas de agua subterránea están 
disponibles en los tiempos t=0.25, t=0.75, t=1.5, t=2.5, t=3.75 y t=5 días en las 36 ubicaciones 
indicadas con círculos llenos en la Fig. 4.1. De esta forma se generan 36 historias con seis 
respuestas de carga hidráulica. Estas variables indirectas e informativas de la conductividad 
hidráulica del acuífero se consideran observaciones piezométricas transitorias disponibles. El 
proceso de actualización tanto del esquema EnKF corno del esquema pf-EnKF se efectúa en 
cada uno de los seis tiempos mencionados anteriormente; en los demás tiempos, sólo se efectúa 
la etapa de pronóstico. El coeficiente de almacenamiento se supone que es igual a 0.0001 en 
todo el acuífero. 
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4.2.3 Defmición del ensamble de realizaciones a priori 

El campo de referencia se muestrea en las ubicaciones marcadas con círculos vacíos en la Fig. 
4.l. Tales valores se consideran mediciones directas de conductividad. La media y la varianza 
de estas muestras, así como la distribución de frecuencias, se reportan en la Fig. 4.3(a). En la 
Fig. 4.3(b) se muestran las funciones de correlación empíricas de Spearman de las muestras en 
las dírecciones X, Y Y de las muestras en todas direcciones. En esta figura se puede observar que 
es posible acomodar un modelo teórico común de correlación a todas las funciones, ya que el 
campo de referencia proviene de un campo aleatorio isótropo. Los parámetros estadísticos de 
media, varianza y función de correlación que se muestran en las Figs. 4.3(a),(b) se utilizan para 
parametrizar un campo aleatorio multi-gaussiano y generar dos mil realizaciones no 
condicionales con un simulador modificado de campos aleatorios SGSIM (Deutsch y Joumel, 
1996). Tal conjunto de realizaciones representa una aproximación inicial de la conductividad 
hidráulica del acuifero de referencia. De esta forma, se modela una situación práctica en la que 
los parámetros descriptivos del acuifero se estiman en forma aproximada a priori, en el sentido 
de que difieren de las estadísticas reales del campo de referencia (tabla 4.1). El número de 
realizaciones simuladas del campo a priori asegura la estabilidad de las medidas de error que se 
presentan a continuación, de acuerdo a algunas simulaciones preliminares. 
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Fig. 4.3 Parámetros estadísticos de las muestras tornadas del campo de referencia. a) Histograma del 
logaritmo natural de la conductividad del campo muestreado. La línea sólida gruesa representa la 
distribución normal ajustada con la media y la varianza que se indican en la figura. b) Funciones de 
correlación empíricas del campo muestreado en las direcciones X y Y. También se indica la función 
empírica omni-direccional (O). La línea sólida gruesa representa el modelo teórico ajustado de auto
correlación correspondiente a la función exponencial con la escala de correlación a que se indica. 

4.3 Criterios para evaluar el error 

El promedio en cada ubicación en todo el conjunto de realizaciones condicionales de cualquiera 
de los filtros en un tiempo específico proporciona una estimación del valor esperado condicional 
del campo aleatorio en la ubicación espacio-temporal. Al mapa de tales valores se denomina 
campo medio del logaritmo natural de la conductividad hidráulica y puede ser visto como un 
mapa estimado de "mínima varianza" del campo aleatorio correspondiente. 

Para evaluar cuantitativamente la exactitud de la estimación se consideran tres medidas de error: 
la raiz cuadrada del error cuadrático medio (RMSE), el error absoluto medio (MAE) y el error 
lineal en el espacio de probabilidades (LEPS). 

El RMSE (L 1) se evalúa con: 
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1 n ( rej *)2 Ll = - ¿: y (X¡)-y (X¡) 
n i=l 

(4.6) 

donde ymf(x,) es el logaritmo natural de la conductividad hidráulica de referencia en la ubicación 
x,; y*(x,) es el promedio estimado del logaritmo natural de la conductividad hidráulica en la 
ubicación x, y n es el número de valores del logaritmo natural de la conductividad hidráulica en 
la región del flujo. El RMSE es, por lo tanto, una medida de la dispersión del campo estimado 
en tomo al campo de referencia. 

El MAE (L2) se calcula por medio de: 

(4.7) 

El MAE es una medida de la diferencia de las medias del campo estimado y el de referencia. 

El LEPS (L3) se calcula mediante la fórmula (Bárdossy y Li, 2008): 

(4.8) 

donde F(ymf(x,)) es el valor de la función de distribución empírica del campo de referencia 
asociada al logaritmo natural de la conductividad hidráulica en la ubicación x,; F(y'(x,)) es el 
valor de la función de distribución empírica del campo estimado de valores medios asociada al 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica en la misma ubicación x,. A diferencia del 
RMSE y el MAE, el LEPS no se ve afectado por las unidades de las variables. Varía desde cero 
hasta uno, representando una estimación perfecta y una imperfecta, respectivamente. 

Para evaluar la varianza de la estimación (precisión) se determinan tres medidas de error 
adicionales: la SPREAD, la deviación absoluta promedio (AAD) y la varianza total de la 
estimación (Vartotl (promediada espaciahnente). 

La SPREAD (L4) se calcula corno: 

1 n 2 
L4 = - ¿: sen(X¡) 

n i=l 
(4.9) 

donde s' m(x,) es la varianza de la estimación en la ubicación x, obtenida estadísticamente en 
todo el ensamble de realizaciones. SPREAD es por tanto una medida de la dispersión del campo 
estimado en tomo al campo de referencia. 

LaAAD (L5) está defmida corno (Zhou et al., 2011): 

1 1 n nr 

LS = --LLI/ (x,;)- m' (x,)1 
n nr 1=1 }=1 

(4.10) 

donde m'(x,) es el promedio de valores estimados en la ubicación x, que se obtiene 
estadísticamente en todo el ensamble de realizaciones y y*(x,;l es el valor estimado del 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica en la ubicación x, de la realización j. 
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La VaríO! (L6) se define corno (Sh6niger et al., 2012): 

(4.11) 

El valor de VaríO! con frecuencia se interpreta corno una medida de la información absorbida en 
la estimación espacial. 

Corno se mencionó anteriormente, los criterios L 1 a L3 y L4 a L6 son medidas de la exactitud y 
la precisión locales de las estimaciones, respectivamente. En términos generales, entre menores 
sean los valores de tales normas, las estimaciones serán más exactas y precisas localmente. Sin 
embargo, estas medidas no proporcionan ninguna información acerca de la bondad de la 
estimación en términos de la reproducción de los patrones de variabilidad espacial en el campo 
de referencia. Se pueden analizar varias características de la variabilidad espacial (asimetría, 
entropía, conectividad, etc.), pero en este estudio el análisis se limita a evaluar la reproducción 
de las funciones de correlación empíricas de Spearman y de las cópulas empíricas bivariadas del 
campo de referencia. 

Para evaluar la reproducción de las funciones de correlación de Spearman se determinan escalas 
de correlación: 

(4.12) 

donde p,(h) es la función de correlación empírica de Spearman asociada a un vector h. Las 
escalas de correlación del promedio de las funciones de correlación de Spearman de todas las 
funciones de los campos condicionales se comparan con las escalas de correlación del campo de 
referencia. Entre menores sean las diferencias entre ambas escalas, más aproxírnada será la 
reproducción de la función de correlación de Spearman. 

La función de correlación de Spearman es comparable al semivariograma o correlograma. 
Expresa el coeficiente de correlación de Spearman entre pares de valores (cópulas bivariadas) 
para varios vectores h. La distancia donde la función llega a cero es, de hecho, la escala de 
correlación (rango) definida en geoestadística. Las funciones de correlación empíricas de 
Spearman se pueden calcular por medio de: 

p,(h) = ~ xJ"h (R( x,)- mR(x.) )(R( xJ- mR(x.)) 
(4.13) 

O'R(X¡)O'R(X}) 

donde R(x.) y R(x;l son valores de las funciones de distribución empmcas asociadas al 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica en las ubicaciones x. y x;, respectivamente; 
G"R(X.) y G"R(X;) son desviaciones estándar de dichos valores y n(h) es el número de pares de 
valores separados aproximadamente por el vector h. 

Para verificar la reproducción de las distribuciones bivariadas se calculan las distancias de 
Kohnogorov: 

(4.13) 
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donde C(U¡,U2) es la cópula empírica media de todas las cópulas de los campos condicionales y 
C(U¡,U2) es la cópula del campo de referencia. Estas cópulas se determinan para diferentes 
vectores h. 

4.4 Resultados y discusiones 

Esta sección muestra que vale la pena tomar en cuenta las observaciones de la carga hidráulica 
del agua subterránea en modelos de incertidumbre a priori para revelar información acerca de la 
conductividad hidráulica de su campo fuente. Este hecho se ilustra con los resultados de la 
evolución de las estimaciones de la media condicional y de su incertidumbre, así como con los 
resultados de la reproducción de la variabilidad espacial del denominado campo de referencia, 
una vez que se completa el proceso de condicionamiento (t=5 días). 

4.4.1 Estimaciones de la media condicional y de su incertidumbre 

En el experimento que se estableció en la sección anterior, al final de cada etapa de 
actualización, se obtiene con cada filtro, un ensamble que consta de dos mil realizaciones del 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica condicionadas a las cargas hidráulicas. Cada 
conjunto de realizaciones se utiliza por separado para calcular la media y la desviación estándar 
(incertidumbre) condicionales en cada ubicación. 

La Fig. 4.4 muestra la gráfica de los campos medios del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica estimados con las realizaciones condicionales del EnKF y del pf-EnKF después de 
integrar las observaciones de las cargas de agua subterránea hasta los tiempos t= 0.75 días y t= 
2.5 días. Con fines comparativos, también se ilustra el campo medio del logaritmo natural de la 
conductividad hidráulica que se obtiene con el ensamble de realizaciones a priori. 

Media del campo a priori -.: "", .... ) EnllF >.<""".) pf.EnllF 
In:""~ .) 

"" 
~ 

~ 

~ 

Y[m] 
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O" l1-o "", l1-O."'" l_."'" 

,ro l2-o , ,," l2_(l.""O l.2-o .'M 

13-o23'l l3-o.224 '-""<l .240 

,ro O" w ~ ~ ~ "" >.<""".) ln:mI~ .) 
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Fig. 4.4 La media del campo del logaritmo natural de la conductividad estimado con el método EnKF (al 
centro) y con el método pf-EnKF (derecha) en los tiempos t=5 días y t=2.5 días. Se muestra además la 
media del campo a priori del logaritmo namral de la conductividad con fines comparativos (izquierda). 
Los valores munéricos de las medidas de exactitud local de la estimación se indican a la derecha de los 
campos estimados. Ll=RMSE (raíz cuadrada del error cuadrático medio), L2=MAE (valor absoluto del 
error medio) y L3=LEPS (error lineal en el espacio de las probabilidades). 
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Debido a que el campo aleatorio a priori no es condicional, los valores locales promediados con 
todo el ensamble de realizaciones se aproximan a la esperanza del campo aleatorio a priori, en 
consecuencia, el campo medio a priori parece ser homogéneo. Sin embargo, la información 
proporcionada por las respuestas de cargas de agua subterránea modifica gradualmente la 
distribución a priori del logaritmo natural de las conductividades hidráulicas. Observe que los 
valores de todas las medidas de error reportados a la derecha de los campos medios del EnKF 
indican que tales campos se vuelven más próximos al campo de referencia que el campo medio 
a priori. Esto no ocurre con el campo medio del pf-EnKF. De hecho, las normas indican 
mayores errores que los errores a priori. No obstante, se mostrará más adelante que las 
estimaciones del pf-EnKF reproducen mejor los parámetros estadísticos del campo de referencia 
que las estimaciones a priori, a pesar del comportamiento de las normas que se reportan en la 
figura 4.4. 

Una vez completado el proceso de condicionamiento, es decir, después de integrar las seis 
respuestas de cargas de agua subterránea de cada piezómetro, las medias de los campos 
condicionales del logaritmo natural de la conductividad hidráulica alcanzan los patrones finales 
que se muestran en la Fig. 4.5. Es evidente que la distribución de las conductividades 
observadas en los tiempos anteriores (Fig. 4.4) presenta una evolución y se revelan más detalles 
del campo de referencia. Las medidas de exactitud local reportadas a la derecha de los campos 
indican que la estimación del EnKF es más exacta que la del pf-EnKF. Sin embargo, la 
distribución de las conductividades del segundo parece estar más próxima a la estructura 
espacial del campo de referencia. Esto se evaluará cuantitativamente más adelante. 
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Fig. 4.5 La media del campo del logaritmo natural de la conductividad estimado con el método EnKF (al 
centro) y con el método pf-EnKF (derecha) en el tiempo t=5 días. El campo de referencia se muestra con 
fines comparativos (izquierda). Los valores munéricos de las medidas de exactitud local de la estimación 
se indican a la derecha de los campos estimados. El significado de Ll, L2 Y L3 se explica en la Fig. 4.4. 

A medida que las respuestas de las cargas de agua subterránea se integran en el proceso de 
condicionamiento, también ocurre una evolución de las varianzas locales a priori. La Fig. 4.6 
muestra la evolución de la desviación estándar (incertidumbre) del campo del logaritmo natural 
de las conductividades hidráulicas. En las imágenes se puede ver que la desviación estándar 
global decrece con el tiempo. Observando las medidas de incertidumbre reportadas a la derecha 
de cada imagen, se encuentra que esta reducción es más significativa en las estimaciones del pf
EnKF que en las estimaciones del EnKF. Por 10 tanto, el pf-EnKF es más eficiente que el EnKF, 
pero esta eficiencia no corresponde con una mayor exactitud local, como se mencionó 
anteriormente. La evolución de la desviación estándar en el caso general dependerá de varios 
factores: error en la aproximación inicial, número y ubicación de piezómetros, condiciones de 
frontera, etc. y el pf-EnKF parece proporcionar estimaciones más precisas, aunque dichas 
estimaciones no necesariamente serán más exactas localmente. 
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Fig. 4.6 Evolución de la desviación estándar de la estimación del logaritmo natural de la conductividad en 
los tiempos t=0.75 días, t=2.5 días y t=5 días calculada con las estimaciones del EnKF (izquierda) y pf
EnKF (derecha). Las mediciones de la incertidumbre de la estimación se reportan a la derecha de cada 
imagen. Ll =SPREAD, L2=AAD (Valor absoluto de la desviación media) y L4=Vartot (Varianza total de 
la predicción). 

Las Figs. 4.7(a),(b) muestran las distribuciones de frecuencias del logaritmo natural de las 
conductividades hidráulicas del campo de referencia, del ensamble a priori y de los ensambles 
finales a posteriori de los campos del EnKF y pf-EnKF, respectivamente. La media y la 
varianza globales de cada conjunto de realizaciones se utilizan pam ajustar una función de 
distribución normal teórica a cada distribución de frecuencias. Observe que la función de 
distribución a priori se localiza a la izquierda de la función de distribución del campo de 
referencia, indicando que la función de distribución a priori subestima la media global del 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica del campo de referencia. También se observa 
que las funciones de distribución a posteriori están desplazadas hacia la derecha de la función 
de distribución a priori. Esto indica el intento del proceso de condicionamiento por llevar la 
función de distribución a priori hacia la función de distribución del campo de referencia. Vale la 
pena mencionar que la función de distribución a posteriori del pf-EnKF abarca mejor las 
frecuencias de valores extremos del campo de referencia, pero su varianza es mayor que la 
varianza del campo de referencia. 
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Fig. 4.7 Distribución de frecuencias del logaritmo natural de la conductividad. a) Del campo de 
referencia, del conjunto de realizaciones a priori y del conjunto de realizaciones a posteriori del EnKF al 
tiempo t=oS días. b) Del campo de referencia. del conjunto de realizaciones a priori y del conjunto de 
realizaciones a posteriori del pf-EnKF al tiempo t=oS días. 

4.4.2 Reproducción de la variabilidad espacial 

Las funciones de correlación empíricas de Spearman (por rangos) de un conjunto de 
realizaciones condicionales al tiempo t=oS días se comparan contra las del campo de referencia 
para la dírecciónX en la Fig. 4.8(a) y para la dírección Y en la Fig. 4.8(b). El promedio de las 
funciones de correlación de Spearman de las dos mil realizaciones condicionales del EnKF y del 
pf-EnKF también se ilustran en las figuras. El promedio de las funciones de correlación de 
ambos filtros exhiben una correlación más fuerte que la correlación del campo de referencia en 
ambas dírecciones, particularmente en distancias cortas. Esto puede explicarse por el 
desempeño de la técnica de interpolación lineal de ambos filtros. En efecto, esta técnica utiliza 
una sola función de autocovarianza como único descriptor de variabilidad espacial, optimizando 
así la interpolación en tomo a los valores medios, pero sin tomar en cuenta la interpolación en 
percentiles específicos, haciendo que la interpolación sea más burda. No obstante, los 
promedios de las funciones de correlación de las realizaciones condicionales de ambos filtros se 
aproximan mejor a la función de correlación del campo de referencia que el promedio de las 
funciones de correlación del campo a priori. Por 10 tanto, las respuestas de cargas de agua 
subterránea ciertamente ayudan a identificar la variabilidad espacial de su campo fuente. 

Ahora se examinarán los resultados de la reproducción de las cópulas empíricas del campo de 
referencia. En la Fig. 4.9 se muestran las gráficas de densidades de cópulas empíricas (ECD) 
para una distancia de 20 m en la dírección X La ECD del campo de referencia se muestra con 
fines comparativos en la Fig. 4.9(a). Las Figs. 4.9(b),(c) son ECD de los campos medios del 
EnKF y del pf-EnKF, respectivamente. Observe que las mayores densidades de estas cópulas 
corresponden bien con las mayores densidades de la ECD del campo de referencia, aunque las 
ECD de los campos medios son más estrechas. Esto indica que la correlación de los campos 
medios es más fuerte que la correlación del campo de referencia en esa distancia. La correlación 
del campo medio del pf-EnKF es ligeramente más fuerte que la del campo medio del EnKF, 
pero la forma de su cópula se asemeja mejor a la densidad de la cópula del campo de referencia. 
La mejor reproducción de esta densidad de la cópula se confinnará cuantitativamente más 
adelante. Las Figs. 4.9( d),( e) ilustran la ECD media de un ensemble de dos mil densidades de 
cópulas, cada una de las cuales se ha establecido con los valores de cada realización condicional 
del EnKF y pf-EnKF, respectivamente. Es evidente que la forma de esta ECD está bastante 
mejor definida que la ECD de los campos medios. Observe que estas graficas hacen más 
evidente 10 que se ha mencionado con anterioridad en este párrafo. 
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Fig. 4.8 Funciones de correlación empíricas del campo de referencia (líneas con símbolos), de un 
conjunto de realizaciones condicionales al tiempo t=oS días (líneas delgadas) y del promedio de dos mil 
funciones de correlación al tiempo t=oS días (líneas gruesas} a) En la dirección X b) En la dirección Y 

Fig. 4.9 Densidades de la cópula bivariada empírica a una distancia de 20 m en la dirección X a) Del 
campo de referencia, b) y c) De la media del campo estimado al tiempo t=oS dias, d) y e) Del promedio de 
dos mil densidades de cópulas que se obtienen de las realizaciones condicionales al tiempo t=5 días. 

La Fig. 4.10 muestra las comparaciones entre las cópulas del campo de referencia y las cópulas 
medias de un ensemble de dos mil cópulas. Las comparaciones son representativas de las 
cópulas en la dirección X para distancias de 20 m, 40 m y 80 m. Para evaluar cuantitativamente 
la bondad de la reproducción de las cópulas del campo de referencia, el valor de la distancia de 
Kohnogorov (DI) se indica en la esquina inferior izquierda de cada figura. Con base en estos 
valores numéricos, se puede decir que los campos del pf-EnKF reproducen mejor las cópulas 
del campo de referencia que los campos del EnKF. Por lo tanto, la estructura espacial bivariada 
del campo de referencia parece ser mejor captada por el pf-EnKF. 
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Fig. 4.10 Cópulas empíricas bivariadas para tres diferentes distancias en la dirección X al tiempo t=5 días. 
En la primera columna se muestran las cópulas medias de las realizaciones condicionales del EnKF. En la 
segunda columna se reportan las cópulas medias de las realizaciones condicionales del pf-EnKF. Los 
valores en la parte inferior izquierda de cada figura son las distancias de Kolmogorov (DI). 

En la Fig. 4.11(a) se muestran los valores de los criterios DI entre las cópulas del campo de 
referencia y las cópulas medias de un ensemble de dos mil cópulas con respecto a varias 
distancias en la dirección X En la Fig. 4.11(b) se muestran los mismos resultados, pero ahora de 
las cópulas en la dirección Y. Es claro que los campos del pf-EnKF reproducen mejor las 
cópulas del campo de referencia en distancias cortas en la dirección X y en todas las distancias 
en la dirección Y. En distancias largas en la dirección X, las distribuciones bivariadas del campo 
de referencia se aproximan mejor mediante los campos del EnKF. 

4.4.2 Resumen de los resultados 

Finahnente, los parámetros estadísticos de los campos estimados se comparan con los del 
campo de referencia en la tabla 4.1. En términos generales, la media global del campo de 
referencia es captada bastante bien por ambos filtros, aunque su varianza es subestimada por el 
EnKF y sobreestimada por el pf-EnKF. Las escalas de correlación del campo de referencia son 
sobreestimadas por ambos filtros. Observe en la tabla 4.1 que ninguno de los dos filtros se 
desempeña mejor de manera consistente, pero ambos proporcionan mejores estimaciones de la 
estructura espacial del campo de referencia que las estimaciones a priori. Por lo tanto, parece 
ser conveniente considerar ambos filtros en las aplicaciones. 
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Fig. 4.11 Promedio de la distancia de Kolmogorov (DI) calculada con dos mil cópulas obtenidas de las 
realizaciones condicionales dellogaritrno natural de la conductividad hidráulica al tiempo t=5 días para 
diez diferentes separaciones. a) En la dirección X b) En la dirección Y. 

Tabla 4.1 Comparación entre los parámetros estadísticos de los campos de referencia y de los 
campos a priori y estimados después de completar el proceso de condicionamiento (t=5 días). 

Campo de Campos Campos Campos 
referencia a priori estimados estimados 

(EnKF) (pf-EnKF) 

Media, ln(Ks(m/día)) 1.19 0.87 1.16 1.20 
Desv. estándar, ln(Ks(m/día)) 0.90 0.75 0.72 1.29 
Escala de correlación en dir. X, rn 147.5 230.0 162.1 196.5 
Escala de correlación en dir. Y, rn 190.0 230.0 188.0 188.2 

4.5 Conclusiones 

En este capítulo se ilustraron los beneficios de la integración de respuestas de cargas de agua 
subterránea en un modelo de incertidumbre a priori para caracterizar acuíferos no homogéneos 
con respecto a su conductividad hidráulica utilizando el método EnKF y el método propuesto 
pf-EnKF presentados en el capítulo 3. Para tales fines ilustrativos se consideró un acuífero 
hipotético. llamado campo de referencia. en el que la distribución de conductividades se generó 
por medio de la simulación de un campo aleatorio con la cópula normal V-transformada. Se 
supuso que el modelo de incertidumbre a priori es multi-gaussiano y sus parámetros 
descriptivos se definieron por medio de un muestreo del campo de referencia. Las respuestas de 
las cargas de agua subterránea se generaron a partir de la solución de un problema de flujo de 
agua transitorio con las permeabilidades del campo de referencia. Un conjunto de historias de 
cargas registradas en ubicaciones especificadas fue integrado con el proceso de 
condicionamiento de ambos filtros. 

Se evaluó la calidad de la reproducción de las estadísticas univariadas y multivariadas del 
campo de referencia con díferentes criterios cuantitativos. Se encontró que ninguno de los dos 
filtros se desempeñaba mejor de manera consistente. pero los resultados mostrados por ellos 
demostraron que las respuestas de cargas de agua subterránea fueron capaces de revelar 
información acerca de la variabilidad espacial de la distribución de conductividades en el campo 
de referencia. El proceso de condicionamiento de ambos filtros mejoró las estimaciones a 
priori. 
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El campo de referencia utilizado en este estudio fue, en efecto, sólo una idealización de un 
acuifero real que seguramente será más complejo y además tridimensional; no obstante, las 
técnicas numéricas que se presentaron ofrecerán aproximaciones útiles en situaciones prácticas. 
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, 
CAPITULO S 

DETECCIÓN DE TRAYECTORIAS 
PREFERENCIALES DE FILTRACIÓN EN 
EL NÚCLEO DE UNA PRESA 
TRIANGULAR 

Filtración preferencial es un término utilizado para describir movimientos concentrados de un 
fluido dentro de la región de flujo a velocidades de filtración contrastantemente elevadas. Este 
tipo de filtraciones ocurren en medios heterogéneos porque el fluido se mueve más rápidamente 
a lo largo de trayectorias con menor resistencia. Los caminos preferenciales menos resistentes 
están asociados a zonas continuas con conductividades hidráulicas más altas que las de zonas 
circundantes. En las estructuras térreas la presencia de zonas continuas con conductividades 
altas tiene diferentes orígenes (ICOLD, 1995, 1997, 2004; Fell y Wan, 2005). Pueden ser el 
resultado de alguno o algunos de los siguientes eventos: agrietamiento del suelo, erosión interna 
en desarrollo y zonas permeables continuas que contienen materiales gruesos y/o pobremente 
compactados, por mencionar algunos. 

Para observar trayectorias preferenciales de filtración en el núcleo de una presa de tierra, en 
principio basta caracterizar la distribución de conductividades y analizar velocidades de 
filtración para una condición de flujo específica. Sin embargo, este no es un problema trivial 
porque, en la práctica, sólo se dispone de un número reducido de mediciones directas de la 
conductividad hidráulica. Además, la distribución de conductividades en terraplenes no depende 
únicamente de las propiedades intrínsecas de los materiales y de la calidad de compactación, 
también de eventos corno los mencionados anteriormente. 

Para caracterizar campos de conductividades hidráulicas, su variabilidad espacial se interpreta 
comúnmente corno una realización de un campo aleatorio (Dagan, 1989; Gelhar, 1993; Zhang, 
2002; Rubin, 2003). La descripción del campo aleatorio se obtiene con base en las 
observaciones de la realización misma suponiendo que éste es ergódico (Deutsch y Joumel, 
1992; Chilés y Delfmer, 1999). Posteriormente, estimaciones y la incertidumbre asociada a éstas 
en las ubicaciones no observadas se obtienen por medio de técnicas geoestadísticas, ya sean de 
estimación o de simulación (p. ej. Joumel y Huijbregts, 1978; Deutsch y Joumel, 1992; Chilés y 
Delfmer, 1999). 
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El modelo de campo aleatorio multi-gaussiano ha sido ampliamente utilizado para representar 
variaciones espaciales de la conductividad hidráulica de los suelos (Fenton y Griffiths, 1996, 
1997; Gui et al., 2000; López-Acosta y Auvinet, 2003, 2004; Ahmed, 2009). En la práctica, este 
modelo se justifica comúrnnente sólo con base en una distribución univariada lognormal de 
conductividades (p. ej. Freeze, 1975; Hoeksema y Kitanidis, 1985; Fogg, 1986; Woodbury y 
Zudicky, 1986; Gelhar, 1993; López-Acosta y Auvinet, 2011). Las densidades de mayor orden, 
esto es, la bi-variada, tri-variada, n-variada son aceptadas "a siegas". En otras palabras, la 
decisión de considerar un modelo multi-gaussiano no está basada en los datos, simplemente 
tiene la ventaja de su simplicidad matemática y facilidad de inferencia. 

El fenómeno de trayectorias preferenciales de filtración sugiere que la variabilidad espacial de 
conductividades posee características de dependencia no multi-gaussiana (cap. 1). En efecto, se 
ha reconocido que en campos aleatorios multi-gaussianos las trayectorias más continuas tienen 
conductividades alrededor de la media (Silliman y Wright, 1988). Esto muestra que en los 
campos aleatorios multi-gaussianos no ocurren trayectorias de valores extremos conectados 
(Joumel y Alabert, 1989; Joumel y Deutsch, 1993; Gómez-Hernández y Wen, 1998; Joumel y 
Zhang, 2006). Sin embargo, las trayectorias preferenciales de filtración son el resultado de la 
manera en que las conductividades altas y bajas están espaciahnente interconectadas en la 
región de flujo (Fogg, 1986; Bradbury y Muldoon, 1990; Webb y Anderson, 1996; Teles et al., 
2004; Zappa et al., 2006; Sánchez-Vila et al., 2006). Por lo tanto, para representar 
satisfactoriamente la continuidad de los valores extremos en los campos de conductividades 
hidráulicas se deben considerar campos aleatorios con dependencia no multi-gaussiana. 

Campos aleatorios de conductividades con características de dependencia no multi-gaussiana 
tales corno una continuidad mayor para los valores grandes y/o pequeños, se pueden generar 
utilizando diferentes enfoques (Joumel y Huijbregts, 1978; Joumel, 1983; Yamazaki y 
Shinozuka, 1988; Christakos, 1990; Grigoriu, 1998; Sánchez-Vila et al., 1996; Popescu et al., 
1998; Chiles y Delfiner, 1999; Emery, 2008). En la práctica, la descripción de estos modelos no 
siempre es una tarea sencilla debido a la escasez o inexistencia de mediciones directas de la 
conductividad. Por lo tanto, es necesario considerar modelos multi-gaussianos a priori la 
mayoría de las veces. Estos modelos sin embargo se pueden mejorar integrando observaciones 
indirectas de la conductividad hidráulica. 

En efecto, las observaciones de la carga hidráulica se pueden relacionar con la distribución real 
de conductividades resolviendo el problema inverso. Una solución inversa requiere que el 
campo de cargas hidráulicas que se obtiene del modelo de flujo de agna coincida con las 
observaciones de la carga hidráulica misma en las ubicaciones observadas. En la literatura 
científica se encuentran diferentes técnicas de inversión pero la simulación estocástica de 
campos aleatorios de conductividades hidráulicas condicionales a variables dinámicas tales 
corno las cargas piezométricas ha recibido una atención considerable (p. ej. Gómez-Hernández 
et al., 1997; Zhu y Yeh, 2005; Alcolea et al., 2006; Capilla y Llopis-Albert, 2009). 

El propósito de este capítulo es caracterizar un campo no multi-gaussiano que simula zonas 
continuas de conductividades hidráulicas altas dentro de una presa de tierra hipotética. La 
caracterización de este tipo de campos es de gran interés en la práctica porque permitiría 
detectar trayectorias preferenciales de filtración por inspección visual del campo asociado de 
velocidades. Para este propósito se obtiene una solución al problema estocástico inverso por 
medio del filtro de Kalman Ensamblado modificado (EnKF) presentado en el capítulo 3. Los 
resultados se comparan con los que se obtienen con el filtro propuesto (pf-EnKF). En los 
ejemplos presentados en este capítulo, la distribución de conductividades a priori en la región 
de flujo se representa por medio de un conjunto de realizaciones multi-gaussianas no 
condicionales. De esta manera se modelará una situación tal que la presencia de zonas continuas 
con conductividades altas se ignora a priori y la única fuente de información acerca de la 
distribución real de conductividades será proporcionada únicamente por historias de cargas 
piezométricas. 
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La metodología se ilustra con un campo sintético de referencia que describe la distribución del 
logaritmo natural de la conductividad hidráulica saturada en el núcleo de una presa triangular 
(Harr, 1962; Poluvarinova-Kochina, 1962; Bear et al., 1968). Se supone que dicho campo 
representa un "estado de la naturaleza" en el que son evidentes las zonas continuas con 
conductividades altas. Para generar historias de cargas hidráulicas de referencia se resuelve una 
condición de flujo transitorio simulando un abatimiento "rápido" del embalse y después se 
obtienen muestras del campo de cargas hidráulicas en ubicaciones seleccionadas con intervalos 
de tiempo especificados. El conjunto de realizaciones de la conductividad condicionales a las 
observaciones de la carga hidráulica se utilizan para pronosticar campos de velocidades. Las 
trayectorias preferenciales de filtración se identifican por inspección visual de estos campos. El 
error de las predicciones también será analizado. 

El capítulo se organiza como sigue. El problema se expone en la sección 5.1; los campos de 
referencia tanto de conductividades como de cargas hidráulicas se describen en la sección 5.2 y 
los métodos de inversión estocástica se presentan en la sección 5.3; los resultados se discuten en 
la sección 5.4, antes de concluir el estudio en la sección 5.5. 

5.1 Exposición del problema 

El estudio se realiza en el núcleo interno de una presa de enrocamiento que se idealiza con una 
sección transversal triangular. Se supone que el nivel de agua coincide con la cresta como en 
Harr (1962) (Fig. 5.1). La filtración en secciones triangulares ha sido considerada por varios 
autores (Poluvarinova-Kochina, 1962; Bear et al., 1968; Collins, 1971). En estos casos sólo se 
analiza la filtración en el núcleo interno, debido a que las pérdidas de carga hidráulica en los 
taludes de roca son despreciables para fines prácticos. 

Cresta 

b) 

Fig. 5.1 Presa de emocamiento y la idealización de la sección transversal de su núcleo interno (Harr, 
1962). Presa de emocamiento. b) Idealización. 

En el siguiente análisis, se supone que el flujo de agua a través del núcleo de la presa está 
descrito por la siguiente ecuación de continuidad y ley de Darcy (p. ej. Bear, 1972; Freeze y 
Cherry, 1979; de Marsily, 1986): 

~[K (x) aH] +~[K (x) aH: = s aH ax s ax ay s ay Sat 
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Sujeta a: 

Condición inicial; (5.2) 

y condiciones de frontera: 

Carga hidráulica constante; (5.3) 

En la frontera impermeable se cumple; 
q(x.t)n(x)~O (5.4) 

En la superficie de filtración; (5.5) 

donde: H es la carga hidráulica [L], ha es la carga inicial en el dominio Q [L], hD es la carga 
prescrita en los segmentos de frontera de Dirichlet iD [L]; K,(x) es la conductividad hidráulica 
[LIT], q(x,t) es la descarga específica a través de los segmentos de frontera de Neumann iN, 
n(x) es un vector normal saliente perpendicular a la frontera iN y S, es el almacenamiento 
específico [L·']. En este estudio, el logaritmo natural de la conductividad hidráulica se considera 
un campo aleatorio, mientras que el ahnacenamiento específico se trata corno una constante 
determinista. La solución numérica del problema de filtración descrito por las ecuaciones 5.1-
5.5 se obtiene por medio de elementos finitos (Istok, 1989; Smith y Griffiths, 2004). 

5.2 Descripción del experimento numérico 

5.2.1 Campo de log-conductividades hidráulicas 

Se supone que la distribución del logaritmo natural de la conductividad hidráulica saturada en el 
núcleo Y(x)~ln(K,(x)) se puede describir por medio de un campo aleatorio no multi-gaussiano 
con funciones de distribución marginales gaussianas. La media de dicho campo aleatorio es -
1.193 Y su varianza es unitaria. Por lo tanto, la distribución de conductividades saturadas tiene 
una media de K,~0.5 rn/día y un coeficiente de variación CV~13l%. Se supone además que el 
campo aleatorio es estrictamente estacionario caracterizado por una función de correlación de 
Spearman dada por un correlograma esférico con escala de correlación isótropa a~15 m 
(Deutsch y Joumel, 1992; Genest y Favre, 2007). Además, se considera que el campo aleatorio 
presenta una estructura de dependencia asimétrica que se puede describir por medio de la cópula 
V-transformada (Bárdossy y Li, 2008; Li Y Bárdossy, 2009) con parámetros m~O.O, k~2.5 y 
a~O.25. 

Con base en la información mencionada anteriormente, la cópula V-transformada se utiliza para 
generar un conjunto de realizaciones no condicionales del logaritmo natural de la conductividad 
sobre un dominio cuadrado de 102.5 m por lado dividido uníformemente con 4lx4l elementos 
cuadrados. Se selecciona una realización representativa de dicho conjunto y los valores sobre el 
núcleo de la presa se asignan a la malla de elementos finitos suponiendo que cada valor 
permanece constante dentro de su elemento. Las características de la malla de elementos finitos 
se explican más adelante. Se supone que esta realización representa un "estado de la naturaleza" 
en el que están presentes zonas continuas con conductividades altas en el núcleo. Otra 
realización del conjunto mostraría en efecto una distribución diferente del logaritmo natural de 
la conductividad pero preservaría las mismas características de la estructura de variabilidad 
espacial. 

La realización representativa y sus descriptores estadísticos se muestran en la Fig. 5.2. Para 
cuantificar la asimetría del campo se considera una definición de la correlación de excedencia 
basada en el coeficiente tao de Kendall (Manner, 2010). La linea sólida en la Fig. 5.2(d) 
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representa la asimetria de la dependencia espacial. Las zonas más continuas y más permeables 
en la realización tienen conductividades K,(x) alrededor de 20 veces más altas que el valor 
medio. Esta caracteristica es consistente con un estudio reciente de la distribución espacial de 
conductividades en el núcleo de una presa de tierra real en donde se ha detectado filtración 
preferencial (Smith y Konrad, 2011). Además, se cree que la escala de correlación especificada 
es razonable porque dentro de las prácticas de construcción actuales no se espera una 
continuidad importante del logaritmo natural de la conductividad en la sección trasversal del 
núcleo, ya que el material se compacta en capas a 10 largo de la sección longitudinal. 
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Fig_ 5_2 Realización del campo aleatorio del logaritmo natural de la conductividad hidráulica generada 
por medio de la V-transformación con parámetros m=O.O, k=2.5 y a=0.25. Se muestran además sus 
descriptores estadísticos. a) Realización de log-conductividades Y(x)=In(Ks(x)). b) Histograma. c) 
Foociones de correlación en las direcciones horizontal y vertical. d) Foociones de correlación condicional 
de Kendall (Manner, 2010) en la dirección horizontal. 

5.2.2 Historias de cargas hidráulicas 

Para generar historias de cargas hidráulicas, se resuelve una condición de flujo transitorio en el 
núcleo prescribiendo las cargas hidráulicas en los taludes de aguas aniba yaguas abajo y 
suponiendo una frontera impermeable en la base. El núcleo de la presa se subdivide en 861 
elementos finitos isoparamétricos de 2.5x2.5 m por lado (Fig. 5.3). A estos se les asigna un 
valor del campo del logaritmo natural de la conductividad de la Fig. 5.2(a), como se ha 
explicado. La condición de flujo transitorio se modela de la siguiente manera. En t=O días, la 
carga inicial está en régimen establecido (Fig. 5.4(a)). En t>O días, se prescribe un abatimiento 
en el talud de aguas aniba a razón constante de 0.81 mldía hasta que alcanza la elevación 
mostrada en la Fig. 5.3. Esta condición de flujo transitorio se mooela suponiendo la saturación 
completa del núcleo durante el abatimiento del embalse (abatimiento "rápido") (Fig. 5.4(b)). 
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Fig. 5.3 La región de flujo discretizada y las ubicaciones de nueve piezómetros (círculos rellenos). 
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Fig. 5.4 Campos de referencia de la carga hidráulica [m]. a) En flujo establecido. b) En flujo transitorio 
después de un "vaciado rápido" del embalse, es decir, suponiendo que el material permanece sarurado. 

El abatimiento prescrito se alcanza en t=70 días. Este periodo se selecciona como la duración de 
la simulación y se subdivide en 40 tiempos de 1.75 días cada uno. Las cargas piezométricas se 
observan en las nueve ubicaciones mostradas en la Fig. 5.3, en los tiempos t=/1, t=12 y de ahl en 
adelante en intervalos de tiempo igualmente espaciados de 3.5 días. Por 10 tanto, cada conjunto 
de datos considerado en la inversión estocástica consiste de 21 observaciones. La historia de 
cada piezómetro se muestra en la Fig. 5.5. Se supone que las observaciones están exentas de 
errores. 
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Fig. 5.5 Historias piezométricas. 
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5.2.3 Ensambles iniciales de log-conductividades 

Se generan dos conjuntos con mil realizaciones no condicionales del campo aleatorio del 
logaritmo natural de la conductividad cada uno utilizando una versión modificada del programa 
SGSIM (Deutsch y Joumel, 1992). Los descriptores estadísticos de cada ensamble se muestran 
en la Tabla 5.1. El tamaño del ensamble se selecciona con base en la estabilidad de los 
resultados numéricos a diferentes medidas de error (capítulo 3). Observe que en ambos casos 
considerados en la Tabla 5.1 se ignora la asimetría real del campo de referencia, ya que las 
realizaciones son multi-gaussianas. En otras palabras, se supone que la presencia de zonas 
continuas con conductividades altas se desconoce a priori. En el segundo caso se supone 
además una estructura de variabilidad espacial menos heterogénea y menos continua que la del 
campo de referencia. También vale la pena mencionar que en ambos casos mostrados en la 
Tabla 5.1 sólo las historias piezométricas por si mismas modificarán la estructura de 
variabilidad espacial a priori del logaritmo natural de la conductividad dentro del núcleo; es 
decir, se considera que las mediciones directas de la conductividad no están disponibles o bien, 
son inexistentes. 

Tabla 5.1 Estadísticas de los conjuntos iniciales de realizaciones no condicionales dellogaritrno 
natural de la conductividad Y(x)~ln(K,(x)) utilizados en el modelación inversa. 

Caso 

2 

Media del 
ensamble 

·1.193 
·1.193 

Varianza del 
ensamble 

1.0 
0.8 

¡Esférico con escala de correlación ¡sátrapa a 

5.2.4 Implementación numérica 

Escala de 
correlación 

a=15 m 
a=13 m 

Asimetría 

ninguna 
ninguna 

El modelo de inversión estocástica se programa en lenguaje de programación FORTRAN para 
LINUX y se ejecuta en el cluster HPC "Tonatiuh" del Instituto de Ingeniería de la UNAM. 

5.3 Campos de la conductividad condicionales a historias de cargas hidráulicas 

En el signiente análisis, se considera un conjunto de n, realizaciones del campo aleatorio a 
priori del logaritmo natural de la conductividad hidráulica en un tiempo particular t=0, es decir, 
Yo(x). La dimensión de este campo aleatorio es n. Cada realización de dicho campo aleatorio se 
utiliza para resolver las ecuaciones de flujo de agna del modelo de filtración y se obtiene un 
conjunto de realizaciones del campo aleatorio de la carga hidráulica en el tiempo t=1, es decir, 
H¡ ('Y.,). La dimensión de este campo aleatorio es N. 

Una vez que todas las distribuciones marginales de Yo(x) y H¡(-X) han sido transformadas 
numéricamente en distribuciones gaussianas de acuerdo con el procedimiento descrito en el 
capítulo 3, se puede definir, para cada realización en el ensamble, un vector de dimensión n que 

consiste de valores a priori del logaritmo natural de la conductividad, es decir, U o ~[y't.¡(x¡),Y't. 

¡(X2), ... ,y't.¡(xn)], un vector de dimensión Nh formado con los valores de las observaciones, es 

decir, Zt ~[h '¡/,h '2/, .. . ,h 'Nh/] Y un vector reducido de dimensión Nh que incluye estados 

pronosticados (valores de la carga hidráulica en las ubicaciones de las observaciones), es decir, 

íi{ ~[h '¡(X¡),h '¡(X2), .. . ,h '¡(XNh)]. 

Una realización actualizada del logaritmo natural de la conductividad en el tiempo t= 1, es decir, 

Ü~ ~1.Y'¡(x¡), Y'¡(X2)' ... ,Y'¡(xn)] se puede determinar por medio de (V ázquez et al., 2014): 
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(5.6) 

donde K, es una matriz de tamaño n x Nh que contiene las funciones ponderadoras ;[¡(Xa) que se 
obtienen de las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones: 

" N" LLA, (Xa'pH (S, r)= CYH (S, r) (5.7) 
1=1 a=l 

donde CH'(s, r) son funciones de autocovarianza entre las cargas piezométricas en F(X",¡G;) para 
j~I, ... ,Ny FFI; CY'H{s,r) son funciones de covarianzas cruzadas entre ellogaritrno natural de 
la conductividad y las cargas hidráulicas en F(x,x;l y F(FO,FI). Las funciones se determinan 
estadísticamente con el ensamble de realizaciones. 

Después de obtener las funciones ponderadoras ;[¡(Xa) para cada ubicación x, la matriz Kt se 
puede ensamblar corno: 

K= t (5.8) 

Además de la etapa de actualización previamente descrita del método EnKF, se puede realizar 
una etapa de actualización basada en la técnica de simulación p-field corno se propuso en el 
capítulo 3. Esta extensión del método EnKF se denomina de aquí en adelante método pf-EnKF. 

Una CCDF de valores del logaritmo natural de la conductividad en cada ubicación x, es decir, 
Fy{j';x) se establecen estadísticamente utilizando los conjuntos de realizaciones actualizadas 
correspondientes. Muestras de valores del logaritmo natural de la conductividad hidráulica en 
cada ubicación x, es decir, j',(x) se pueden obtener a partir de sus distribuciones condicionales 
respectivas mediante la técnica de simulación "p-fielcl' (Srivastava, 1992; Froidevaux, 1993): 

y; (x,) = Fy~' (Pt-, (x,)), i = 1,2, ... ,n (5.9) 

donde po(x) son los denominados campos de probabilidades (campos p), del campo de valores 
del logaritmo natural de la conductividad hidráulica. Los campos p se pueden establecer con los 
valores de las funciones de distribución acumulativas empíricas de cada realización antes de la 
etapa de actualización según se explicó en el capítulo 3. 

Después de retransformar cada CCDF local del campo aleatorio actualizado del logaritmo 
natural de la conductividad siguiendo el procedimiento descrito en el capítulo 3, se puede 

formar un vector Y," (jl¡(x),r) de dimensión n que contiene n, realizaciones .jJ¡(x) del logaritmo 

natural de la conductividad. Tal vector contiene un ensamble de realizaciones del campo a 
posteriori del logaritmo natural de la conductividad en el tiempo FI, es decir, Y,(x). La media 

condicional A-IH (x; t,) Y varianza condicional á:IH (x; t,) de tal campo aleatorio se pueden 

estimar en forma estadística con el conjunto de realizaciones en Y," : 
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(5.10) 

donde m(x;t¡) es la media aritmética en x al tiempo t,; n, es el número de realizaciones en el 
ensamble. 

El procedimiento descrito en los párrafos anteriores se repite en el siguiente tiempo en que se 
disponga de observaciones pero el nuevo ensamble de realizaciones del logaritmo natural de la 
conductividad será el conjunto de realizaciones a posteriori en el tiempo t=l, es decir, Y,(x). 

5.4 Resultados y discusiones 

Los resultados en esta sección muestran que la media de los campos de velocidades que se 
obtienen de las realizaciones del logaritmo natural de la conductividad condicionadas por 
historias de cargas hidráulicas proporcionan información útil acerca de la existencia y ubicación 
de trayectorias preferenciales de filtración en el núcleo, a pesar del conocimiento incompleto a 
priori de los parámetros estadísticos del campo de referencia del logaritmo natural de la 
conductividad. En esta sección también se analizan los intervalos de confianza y el error de las 
estimaciones. 

5.4.1 Predicción de los campos de velocidades 

En los experimentos de este capítulo, al [mal de cada etapa de actualización se obtiene en cada 
caso analizado un ensamble de 1000 realizaciones del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica condicionadas por las observaciones piezométricas. El conjunto de realizaciones al 
final del proceso de condicionamiento (en t=70 días) se utiliza en un esquema de Monte Cario 
para pronosticar velocidades de filtración y cuantificar la incertidumbre de la predicción. En el 
método de Monte Cario, el problema directo se resuelve numéricamente por medio de 
elementos [mitos respetando las condiciones de frontera de las ecuaciones 5.1 a 5.5 y utilizando 
los valores de la conductividad de cada una de las realizaciones condicionales. La media y 
varianza del campo de velocidades de descarga se determinan estadísticamente con el conjunto 
de realizaciones. 

En la siguiente discusión, sólo se utiliza la media del campo de velocidades al [mal del 
abatimiento (en t=70 días) para detectar, por inspección visual, trayectorias preferenciales de 
filtración en el núcleo y para comparar las ubicaciones de tales trayectorias con las que ocurren 
en el campo de velocidades asociado al campo de conductividades de referencia. Tanto el EnKF 
como el pf-EnKF se emplean con este propósito. 

En la Fig. 5.6(a) se muestra el campo de velocidades asociado al campo de conductividades de 
referencia al final del abatimiento (en t~70 días). Las trayectorias preferenciales de filtración en 
la figura corresponden claramente con las zonas continuas de valores grandes del logaritmo 
natural de la conductividad en el campo de referencia de la Fig. 5.2(a). El análisis del campo de 
velocidades es por tanto útil para detectar trayectorias preferenciales de filtración. El campo de 
velocidades de referencia se ilustra con el propósito de comparar la media de los campos de 
velocidades que se obtienen de las realizaciones condicionales de la conductividad en ese 
tiempo particular. 
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Las figuras 5.6(b) y (c) muestran la media de los campos de velocidades correspondientes al 
ensamble de realizaciones condicionales del logaritmo natural de la conductividad del caso 1 
que se obtienen con el EnKF y el pf-EnKF, respectivamente, después de integrar 
secuencialmente las nueve historias piezométricas hasta el tiempo 1=70 días. Se puede destacar 
que en tales figuras los campos de velocidades muestran trayectorias preferenciales de filtración 
en el núcleo (zonas más claras). Esta observación se mantiene también en los campo de 
velocidades del caso 2 (Fig. 5.6(d) Y (e». Como se puede observar en todas las figuras antes 
mencionadas los resultados de ambos filtros son muy similares en ambos casos analizados. 
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Fig. 5.6 Campos de velocidades promedio [mJdía] que se obtienen de las realizaciones de la 
conductividad condicionadas a nueve historias piezométricas. También se muestra el campo de 
velocidades de referencia con fmes comparativos. 

5.4.2 InlelValos de confianza 

También se considera en el análisis la confianza del campo de velocidades pronosticado después 
de completar el proceso de condicionamiento (en 1=70 días). Se determinan intervalos de 
confianza con la media estimada más y menos una desviación estándar. A continuación se 
discuten los resultados en dos secciones de control. Una de las secciones se ubica a lo largo del 
talud de aguas aniba y la otra está en el eje central del núcleo. 

El intervalo de confianza de las velocidades a lo largo del talud de aguas aniba que se obtiene 
para el caso 1 con las realizaciones condicionales del EnKF muestra que en general las 
velocidades de referencia están incluidas en el intervalo, excepto en algunas elevaciones con 
velocidades extremas que corresponden con trayectorias de filtración que dejan la superficie de 
aguas aniba del núcleo (Fig. 5.7(a». En el eje central del núcleo las velocidades de referencia 
están bien acotadas por el intervalo de confianza (Fig. 5.7(b». Como se puede observar en las 
Figs. 5.7(c) Y (d), los intervalos de confianza calculados con las realizaciones condicionales del 
pf-EnKF son más estrechos que los del EnKF Y fallan al incluir velocidades de referencia en 
varias elevaciones de las secciones de control. 

Para el caso 2, los intervalos de confianza que se obtienen con las realizaciones condicionales 
del EnKF muestran perfiles más irregulares que se desVÍan más de las velocidades de referencia 
que en el caso 1. Este comportamiento podria tener una explicación en la aproximación inicial 
más pobre que se supuso para el caso 2. Sin embargo, el intervalo de confianza estimado aun así 
es representativo de las velocidades de referencia (Fig. 5.8(a) y (b». Los intervalos de confianza 
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del pf-EnKF son más estrechos y fallan al incluir velocidades de referencia en varias 
elevaciones. Por lo tanto, a pesar de que los campos de velocidades de la Fig. 5.6 parecen muy 
semejantes, los campos de velocidades del EnKF están más próximos al campo de velocidades 
de referencia que los del pf-EnKF. Esta conclusión se revisará en la siguiente sección por medio 
de un análisis del error de la estimación del campo de velocidades de referencia. 
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Fig. 5.7 Caso 1. Intervalos de confianza de las velocidades pronosticadas en el tiempo ¡=O70 días (líneas 
interrumpidas). Las velocidades de referencia se indican con líneas sólidas. Intervalos de confianza del 
EnKF (izquierda). Intervalos de confianza del pf-EnKF (derecha). a) y b) Perfiles a lo largo del talud de 
aguas arriba. b) y d) Perfiles a lo largo del eje central del núcleo. 
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5.4.3 Validación cruzada 

En esta sección se realiza la validación cruzada entre el campo de velocidades estimado y el de 
referencia. Para complementar el análisis, se consideran también las validaciones cruzadas del 
campo estimado del logaritmo natural de la conductividad y del campo estimado de cargas 
hidráulicas. Además de dos medidas bien conocidas de la bondad-del-ajWite, a saber, la media 
del error absoluto (MAE) y la raíz cuadrada del error cuadrático medio (RMSE), también se 
evalúa el así llamado error lineal en el espacio de la probabilidad (LEPS). Este último se define 
corno (Bárdossy y Li, 2008): 

" 
LEPS~ IIn L ¡FCY*(x;)) - F(yref(x;))1 (5.10) 

1=1 

donde 1·1 significa valor absoluto; F(ymf(x,)) es el valor de la función de distribución acumulativa 
(CDF) correspondiente a la ubicación x, del campo de referencia; F(y'(x,)) es el valor de la CDF 
también en la ubicación x, del campo estimado. Los campos y'(x,) y }I'f(x,) representan, 
intercambiablemente, los campos estimados y de referencia, respectivamente, del logaritmo 
natural de la conductividad, carga hidráulica y velocidad de descarga. 

Los resultados de la validación cruzada de cada caso analizado se muestran en la Tabla 5.2. La 
validación cruzada se realiza después de completar el proceso de condicionamiento (en F70 
días). El LEPS es más fácil de comparar que el MAE o el RMSE porque el primero no se ve 
afectado por las unidades de las variables. El LEPS varía de cero a uno indicando una 
estimación perfecta o imperfecta, respectivamente. 

Tabla 5.2 Resultados de la validación cruzada de la media estimada del campo del logaritmo 
natural de la conductividad Y(x) y de las predicciones de la media de los campos de carga 
hidráulica H(x) y velocidad V(x) después de completar el proceso de condicionamiento (t~70 
días). La media de los campos de la carga hidráulica y velocidad se obtuvieron estadísticamente 
a partir de los resultados de la solución del problema directo usando los campos estimados de la 
conductividad hidráulica después de completar el proceso de condicionamiento. Se indican los 
resultados de cada caso analizado. 

EnKF pf-EnKF 
Caso Campo 

RMSE MAE LEPS RMSE MAE LEPS 

y(x) 0.887 0.674 0.211 0.933 0.715 0.207 
h(x) 1.519 1.242 0.016 1.377 1.151 0.017 
v(x) 0.015 0.008 0.142 0.018 0.010 0.155 

y(x) 0.897 0.688 0.215 1.066 0.827 0.247 
2 h(x) 1.699 1.406 0.018 2.035 1.477 0.025 

v(x) 0.015 0.008 0.138 0.016 0.009 0.155 

En ambos casos analizados, la mejor estimación en términos del LEPS corresponde al campo de 
cargas hidráulicas. La estimación del logaritmo natural de la conductividad presenta el error más 
grande en ambos casos. Estos resultados ilustran el bien conocido "efecto de suavizado" de las 
ecuaciones de flujo de agna en suelos, el cual establece que comportamientos semejantes de la 
carga hidráulica se pueden producir con diferentes campos de la conductividad hidráulica 
(Delhomme, 1979; Chiles y Delfiner, 1999). El LEPS sugiere que se deben esperar errores 
similares en la estimación del campo del logaritmo natural de la conductividad y en el campo de 
velocidades, aunque se puede presentar un efecto de compensación estadística al estimar 
velocidades. El LEPS indica además que, en términos generales, el EnKF proporciona mejores 
estimaciones que el pf-EnKF, excepto en la estimación del logaritmo natural de la 
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conductividad del caso 1. Los resultados de las otras medidas muestran tendencias muy 
similares. 

5.5 Conclusiones 

En este capítulo se presentó un enfoque estocástico de modelación inversa para enfrentar el 
problema de la detección de trayectorias preferenciales de filtración en presas de tierra. Se 
supuso que un campo simulado con evidentes zonas continuas de conductividades hidráulicas 
altas representaba la distribución real de conductividades en el núcleo de una presa de tierra 
hipotética. Tal campo de conductividades se utilizó para generar historias de cargas 
piezométricas resolviendo una condición de flujo transitorio por vaciado "rápido" del embalse. 
Se obtuvieron soluciones al problema estocástico inverso con los métodos EnKF y pf-EnKF. 
Ambos métodos proporcionaron realizaciones del logaritmo natural de la conductividad 
hidráulica condicionadas por cargas piezométricas en tiempos especificados. 

Los resultados de ambos filtros mostraron que aun en el caso de un conocimiento a priori 
incompleto de los parámetros estadísticos del campo de conductividades de referencia así corno 
en ausencia de mediciones directas de la conductividad, es posible identificar las características 
principales de la distribución espacial de conductividades en el núcleo por medio de la 
integración de un conjunto limitado de observaciones de la carga hidráulica en el modelo multi
gaussiano a priori. Los promedios de los campos de velocidades asociados a las 
caracterizaciones fueron capaces de proporcionar información útil acerca de la existencia y 
localización de trayectorias preferenciales de filtración en el núcleo. 

La variabilidad espacial de la conductividad hidráulica en estructuras térreas es en efecto 
tridimensional y además durante su periodo de vida útil ocurren trayectorias de filtración más 
elaboradas que un simple abatimiento "rápido" del embalse. La metodología propuesta se puede 
extender fácil y rápidamente para enfrentar tales condiciones. 

85 



86 



CONCLUSIONES GENERALES 
Y PERSPECTIVAS 

Resumen 

El objetivo central de esta tesis fue el desarrollo de herramientas numéricas para caracterizar 
masas térreas heterogéneas en relación con sus conductividades hidráulicas desde una 
perspectiva de análisis probabilista. Se desarrollaron dos algoritmos con este propósito, uno 
basado en la llamada cópula V-transformada y otro basado en el método del filtro de Kahnan 
ensamblado (EnKF). Los algoritmos se validaron a través de experimentos numéricos. 

El documento se dedicó a discutir primero el concepto de dependencia que se defme en el 
contexto de los campos aleatorios. Esta discusión puso en evidencia la necesidad de considerar 
campos aleatorios con dependencia no multi-gaussiana para representar incertidumbre debida a 
la variabilidad espacial de la conductividad hidráulica en las masas de suelo. El modelo de 
cópula V-transformada se utilizó con este propósito. 

Se propuso una técnica de inversión basada en el filtro de Kalman ensamblado. Tanto la técnica 
original (EnKF) como la propuesta (pf-EnKF) se utilizaron para simular campos aleatorios de la 
conductividad hidráulica condicionales a historias de cargas hidráulicas. En un experimento 
numérico, las realizaciones condicionales de la conductividad hidráulica se utilizaron para 
pronosticar velocidades de filtración en la sección transversal del núcleo interno de una presa de 
tierra idealizada para identificar trayectorias preferenciales de filtración. 

Descubrimientos y discusiones 

Los experimentos numéricos realizados en esta investigación han mostrado que: 

• El modelo de la copula V-transformada es ciertamente una herramienta muy flexible 
para representar estructuras heterogéneas de la conductividad hidráulica de los suelos, 
en el sentido de que los mapas generados con este modelo exhiben características 
realistas de la conductividad de los suelos tales como asimetría y conectividad. El 
modelo se recomienda por tanto para estimaciones y simulaciones en aplicaciones de la 
geoestadística. 

• En los experimentos que tuvieron el propósito de caracterizar conductividades 
hidráulicas heterogéneas, se obtuvieron mejores resultados en términos de exactitud 
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local con el filtro original (EnKF) que con el propuesto (pf-EnKF), pero este último 
capturó mejor las cópulas empíricas bivariadas del campo de referencia. Lo deseable 
sería desarrollar métodos que no sólo sean globalmente más exactos sino que además 
sean localmente más exactos que los métodos originales. Sin embargo, este reto se deja 
para futuras investigaciones. El método propuesto proporcionó estimaciones más 
exactas del histograma y funciones de correlación del campo de referencia que las 
estimaciones a priori. Se encontró que tanto el filtro original corno el propuesto 
proporcionan resultados útiles aun en campos de conductividades con dependencia no 
multi-gaussiana. 

• Definitivamente vale la pena tornar en cuenta historias de cargas hidráulicas en procesos 
de caracterización de la conductividad hidráulica en masas de suelo. Todos los 
experimentos mostraron que las estimaciones de la conductividad hidráulica mejoran al 
integrar en la tarea de caracterización respuestas de la carga hidráulica. 

• Debido a que las herramientas desarrolladas están basadas en el método de simulación 
de Monte Carla, su ejecución puede resultar muy demandante computacionalmente en 
mallas con un gran número de nodos. Se recomienda el uso de cómputo de alto 
desempeño para su ejecución. 

Recomendaciones para futuras investigaciones 

• La calidad de las simulaciones generadas con los modelos basados en el filtro de 
Kalman ensamblado se podría mejorar incorporando, en la etapa de actualización, 
técnicas de estimación no lineales tales corno la técnica del Kriging indicador. 

• Los modelos basados en el filtro de Kahnan ensamblado se podrían modificar para 
analizar trayectorias de filtración más elaboradas que ocurren en presas de tierra tales 
corno la del primer llenado del embalse. 

• Se recomienda investigar con más detalle el efecto de la aproximación inicial en el 
desempeño de las dos técnicas de inversión basadas en el filtro de Kalman ensamblado. 

• En los experimentos numéricos se utilizaron por separado los modelos de cópula y filtro 
de Kalman ensamblado, pero en las aplicaciones se podrían utilizar en forma 
combinada; por ejemplo, con el modelo de cópula se podrían simular primero campos 
aleatorios de la conductividad hidráulica condicionales a mediciones disponibles de la 
conductividad hidráulica misma; posteriormente, estos campos se podrían condicionar a 
historias de cargas hidráulicas con el filtro de Kalman ensamblado. 

• Las herramientas basadas en el filtro de Kalman ensamblado que se desarrollaron en 
esta investigación permitieron estimar cargas hidráulicas en diferentes ubicaciones y 
tiempos tornando en cuenta historias de la carga hidráulica misma. En estos casos se 
consideraron medios porosos indeformables. En un modelo que torne en cuenta la 
deformabilidad del medio se podrían incorporar en forma análoga historias de 
asentamientos para pronosticar hundimientos en masas de suelo sometidas a extracción 
de agua por bombeo y estimar la incertidumbre de la predicción. 
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, 
APENDICEA 

CONCEPTOS BÁSICOS DE LA 
FILTRACIÓN EN MEDIOS ALEATORIOS 
SATURADOS 

Al Ley de Darcy 

La ley de Darcy fue derivada en forma experimental y se limitó al flujo unidimensional. Cuando 
el flujo es tridimensional, una posible generalización de esta es (Bear, 1972): 

q = K,J = - K,grad rp (Al) 

donde; q es un vector de descargas específicas con componentes qx, q" qz en las direcciones de 

las coordenadas cartesianas x, y, z, respectivamente, y J es el gradiente hidráulico con 
componentes en las direcciones x, y, z, respectivamente. El flujo descrito por la ley de Darcy es 
irrotacional y laminar. La ecuación Al permanece válida en flujo tridimensional en medios 
isotrópicos heterogéneos. En tales casos: K,=Kix,y,z). El coeficiente de proporcionalidad K, se 
denomina conductividad hidráulica. En medios isotrópicos, este es un escalar (dimensiones 
LIT). Cuando éste se expresa solamente en términos de la matriz sólida, se utiliza el término 
permeabilidad o permeabilidad intrínseca (dimensiones L2

). Bajo ciertas condiciones, la 
permeabilidad puede variar con el tiempo. Los hundimientos por consolidación son fenómenos 
asociados con cambios en la permeabilidad con respecto al tiempo. En el presente trabajo, el 
término permeabilidad o conductividad hidráulica se utiliza equivalentemente para referirse al 
concepto de conductividad hidráulica y solo se consideran análisis de filtración 
unidimensionales y bidimensionales. 

A2 Tensores de la conductividad hidráulica 

Las formaciones naturales de suelo y estructuras térreas son, de hecho, anisótropas con respecto 
a la conductividad hidráulica; es decir, la magnitud de esta propiedad depende de la dirección. 
La permeabilidad y conductividad hidráulica en estos casos son, de hecho, tensores simétricos 
de segundo orden; por lo tanto, se necesitan seis experimentos independientes para 
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determinarlos por completo. En la práctica, se desconocen las direcciones principales de 
anisotropía tanto en la dirección del flujo como en la dirección del gradiente. Por lo tanto, es 
necesario suponer tres ejes principales de tal manera que solo sean necesarios tres experimentos 
independientes. En ciertos medios porosos, la complejidad del problema se puede reducir aún 
más suponiendo solo dos direcciones principales, por ejemplo, x-y y z. En tales casos, cualquier 
dirección en el plano x-y es una dirección principal y así solo dos experimentos independientes 
son necesanos. 

En la práctica, las mediciones de la conductividad hidráulica son con frecuencia escasas y sus 
correspondientes mediciones direccionales prácticamente nunca se determinan. Por esta razón, 
los análisis geoestadísticos de tensores de la conductividad hidráulica son prácticamente 
imposibles de efectuar; sin embargo los valores escalares de la conductividad hidráulica se 
pueden utilizar para representar conductividades hidráulicas anisótropas por medio de elipses de 
anisotropía. Se puede definir una elipse de anisotropía de tal manera que describa una 
continuidad mayor en la dirección horizontal que en la vertical. La continuidad se define en 
geoestadística por medio de lo que se denomina escala de correlación de los variogramas o 
funciones de covarianza direccionales. Los experimentos numéricos presentados en esta tesis se 
podrían extender para incorporar elipses de anisotropía en futuras investigaciones. 

A.3 Velocidad de filtración 

La conductividad hidráulica sea un escalar o un tensor es una característica macroscópica del 
medio poroso. Así, 1Fq/A es una velocidad de filtración y no la velocidad media de flujo dentro 
de los poros. A una escala microscópica el flujo es gobernado por las ecuaciones de Navier
Stokes. Estas ecuaciones son válidas a la escala de los poros y están sujetas a complicadas 
condiciones de frontera. La solución de estas ecuaciones requeriría una descripción detallada de 
la geometría del espacio poroso. En este trabajo solo se considera filtración a una escala 
macroscópica. 

A.4 Efectos de Escala 

La conductividad hidráulica de los medios porosos depende de la escala de observación. Dagan 
(1989) definió tres escalas diferentes: la escala macroscópica de las muestras de suelo que se 
ensayan en laboratorio, la escala megascópica que involucra un acuífero completo y a varios 
pozos de bombeo y por último la escala de los bloques en modelos del tipo elemento [mito 
(valor definido dentro de un elemento de una malla de elementos [mitos). Se pueden definir 
díferentes tensores de conductividades a estas escalas. La razón por la cual tal efecto de escala 
aparece se debe al hecho de que la conductividad hidráulica no es una variable aditiva. Por 
ejemplo, dos valores en serie de la conductividad hidráulica se combinan por medio de un 
promedio harmónico. El contenido de agua y la porosidad son ejemplos de variables aditivas ya 
que ambas cantidades se combinan por medio de simples medias aritméticas. 

Al pasar de la escala microscópica a la macroscópica de un espécimen de laboratorio, la 
heterogeneidad del espacio poroso es promediada y aparece un valor único de la conductividad 
hidráulica en la ley de Darcy. Una pregunta interesante que surges es si una nueva ley de Darcy 
aparecería al pasar de la escala macroscópica a la megascópica, de tal manera que haga posible 
caracterizar globalmente una formación con un valor escalar individual "promediado" de la 
conductividad hidráulica. Esta pregunta conduce al concepto de conductividad efectiva. 
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, 
APENDICEB 

CONDUCTIVIDAD EFECTIVA y 
CONDUCTIVIDAD APARENTE 

B.1 Conductividad hidráulica efectiva 

La conductividad hidráulica efectiva K,¡¡, se define corno el tensor de segundo orden que 
relaciona los valores esperados de la descarga específica q y carga hidráulica tp a través de la ley 
generalizada de Darcy: 

(B.1) 

donde las esperanzas representan el promedio de todos los campos posibles de descargas 
específicas y cargas hidráulicas que podrían obtenerse con un conjunto de realizaciones de la 
conductividad hidráulica. 

En la literatura se dispone de solo dos resultados exactos del valor de K'ff El primero dice que 

K'jJ está limitado por la media harmónica Kh = (E[K-¡ D-¡ y la media aritmética K, = E[K 1 
de las conductividades locales (Matheron; 1967): 

(B.2) 

El segundo resultado exacto también se debe a Matheron (1967) quien demostró que en un 
dominio infmito bidimensional, K'jJ es igual a la media geométrica K G = exp(E[yD, toda vez 

que Y sea un campo aleatorio multi-gaussiano con función de correlación isótropa. 

El término conductividad efectiva se utiliza únicamente cuando el valor K'jJes constante en todo 
el dominio. En estos casos, se considera una propiedad característica del medio. La presencia de 
fronteras o de fuentes/sumideros provocaría que K'jJvaríe en el espacio. En tales casos, se utiliza 
el término conductividad pseudo-efectiva, el cual enfatiza su naturaleza local (e.g. Sánchez
V ila, 1997). 
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B.2 Conductividad equivalente 

La conductividad equivalente se define corno la conductividad de un medio homogéneo ficticio 
que conlleva la misma descarga que el medio heterogéneo real para una caída de carga 
hidráulica determinada. Cuando esta se utiliza para reemplazar a un bloque heterogéneo por uno 
homogéneo equivalente en simulaciones numéricas, también se denomina conductividad 
escalada o conductividad de bloque. En este caso, los promedios del conjunto de realizaciones 
se reemplazan por promedios espaciales (de volúmenes): 

(B.3) 

donde: 

- 1 f q=- qdV 
V v 

- lf Vrp=- Vqx1V 
V v 

(BA) 

Cuando el volumen promediado es muy grande, con un tamaño representativo tal que sea varias 
veces más grande que el tamaño del volumen dado por la escala de correlación del parámetro 
heterogéneo (aleatorio), el volumen comprende todas las escalas de heterogeneidad. En tal caso, 
se dice que la función aleatoria que representa al medio heterogéneo es ergódica. Ergodicidad 
implica entonces que los parámetros equivalentes y efectivos (o pseudo efectivos) sean 
idénticos. 
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, 
APENDICEC 

ALGUNAS DEFINICIONES Y 
PROPIEDADES DE LAS CÓPULAS 
MULTIV ARIADAS 

C.1 Cópulas multivariadas 

Una cópula n-variada (n-cópula) es un mapeo e del hipercubo unitario [0,1]" sobre el intervalo 
unitario [0,1]; es decir: 

e: [0,1]" ~ [0,1] (C.1) 

con las siguientes propiedades: 

1) El rango de C(u" ... ,uJ es el intervalo unitario [0,1]; 

2) C(u" ... ,O, ... ,uJ=O para cualquier u, =0, donde i=1,2, ... ,n; 

3) C(l, ... ,u" ... ,l)= u" para toda u, E [0,1]; 

4) C(u" ... ,uJ es n-creciente en el sentido de que para cualquier hipercubo n-

dimensional en el cubo unitario la correspondiente medida asignada por e no tiene que 
ser negativa. Bárdossy (2006) escribe dicha condición por medio de: 

1=0 

"-1 

SI o S; u, S; u, + Ll, S; 1 Y i = LJk2k 
k=O 

(C.2) 

C-l 



A partir de las propiedades descritas antes, se entiende que e no es decreciente en cada variable 
y que si es uniformemente continua. La existencia (casi en todas partes) de todas las derivadas 
parciales es además una propiedad útil de las cópulas (Nelsen 2006). 

C.2 Cópulas y distribuciones multivariadas 

Las funciones de distribución multivariadas y las funciones de distribución unidimensionales 
están ligadas una con la otra a través de una cópula. Considérese una distribución n-variada 

Fz E F(F(z,), ... ,F(z")) con /h marginales uni-variadas F(z). Por medio de una versión 

multidimensional del teorema de Sklar (1959) (e.g. Nelsen, 2006), se muestra que hay una 

cópula asociada e : [0,1] " ~ [0,1] que satisface: 

Fz(z" .. A) = C(F(zJ, ... ,F(z")) 

=P{Z, S; z" ... ,Z" S; zJ 
= C(p{Z, S; zJ, ... ,p{Z" S; zJ) 

(C.3) 

Si la distribución es continua, entonces la cópula es única. Por el contrario, si Fz (.) es una 

función de distribución n-variada continúa con marginales uni-variadas F(z,), ... ,F(z") y 

funciones inversas F-'(z,), ... ,F-'(z") entonces: 

(CA) 

C.3 Densidades de cópulas 

Recordando que la derivada de una función de distribución de probabilidad Fz(z) es igual a la 

función de densidad de probabilidad fz (z ), diferenciando la ecuación CA con respecto a todas 

las variables, la densidad de la cópula multivariada se obtiene corno sigue: 

1=1 

(C.5) 

donde fAz" ... ,z") es la función de densidad de probabilidad conjunta. Entonces, definiendo 

u, = F (z,1 ... ,u" = F (zJ, la densidad de la cópula multivariada se puede expresar por medio 

de: 

(C.6) 

Por lo tanto, la densidad de la cópula multivariada es: 
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(C.7) 

! =1 

C.4 Densidades de cópulas condicionales 

La densidad de la cópula multivariada condicional puede expresarse corno (Bárdossy and Li, 
2008; Salvadori et al., 2007): 

.t;(z }.t;(zJ .. .t;(zJ 
(C.8) 

la cual expresa la relación entre la función de densidad condicional conjunta h+Jz, z" ... , zJ 
de las n-condiciones más uno, dividida por el producto de las correspondientes n+ 1 densidades 
unidimensionales .t;(z,); i = 1,2 ... ,n. La variable n+ 1 es una variable u en el punto 

condicionado. La densidad de la cópula condicional se puede ver entonces corno la distribución 
condicional conjunta de n variables aleatorias uniformes condicionales. El valor u en el punto 
condicionado se puede obtener evaluando la densidad de la cópula condicional en el intervalo 
completo de valores de u E [0,1]. 

Es importante notar que la eco C.8 define la densidad de la cópula condicional. Para fines de 
interpolación o simulación, el valor en cualquier punto no observado deberá generarse de la 
cópula condicional la cual es equivalente a la función de distribución condicional. Tal cópula 
condicional se puede calcular numéricamente integrando la densidad de la cópula condicional. 
Utilizando un esquema de diferencias [mitas, la ecuación final que resulta para la cópula 
condicional se puede escribir corno: 

e (u'IUl' ... ,uJx: ~:>(u lu¡ =F(z¡), ... ,u, =F(z,)}Liu (C.9) 
u=Q 

para L1u , pequeña. Más explícitamente: 

(C.1O) 
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, 
APENDICED 

FUNCIONES MULTIV ARIADAS DE LA 
CÓPULA V-TRANSFORMADA 

D.1 La función de distribución multivariada 

Bárdossy y Li (2008), Li Y Bárdossy (2009) y Bárdossy y Pegram, 2009 escriben la función de 
distribución multivariada del campo aleatorio V(x) en la eco 2.7 del capítulo 2 como (ver nota al 

. ')1 p1e : 

HJx;, ... ,xJ= P{X1 ::s; Xi,···,X" ::s; xJ 
2 n -1 n 

= L(-I)L=,.," <I>(~ + m) 
1=0 

donde: 

i =Ool'y 
J ' 

" 
i=Li

J
2 J

-
1 

}=1 

con: 

-1 if (-I)'J=-1 

b= 
1 if (-I)'J=1 
v 

y 

1 La variable X se usa en este apéndice en lugar de la variable Y(x) de la eco 2.7 del capítulo 2 para 
propiciar que el lector siga más fácilmente la [onnulación original. 
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1 if(-l)'J=-l 

a = (D.5) 
1 if (-l)'J=l 
a 

Todos los elementos en el vector m se suponen iguales2 

D.].] Expansión de la serie en la eco D.] para el caso bivariable 

Para evaluar la eco D.l se tienen que determinar los coeficientes i de la eco D.3. Después, con 

los coeficientes b y a de la eco D.4 se podrán construir los vectores t;,T de la eco D.2, los cuales 

a su vez serán diferentes dependiendo si la variable transformada x, es positiva o negativa y 

dependiendo del signo de cada termino en t;,T , el cual está determinado por los súper indices i' s 

en (-l}', ... ,(-l)". Ahora, para obtenerlas i's en la eco D.l, las i;'s tendrán que hacerse O 01 

con tal de cumplir ambos lados de la igualdad. En el caso bivariable la secuencia se escribe 
como sIgue: 

Paran=2: 

2 

i = ¿>J 2J-' 
}=1 

Expandiendo la ecuación anterior, se tiene: 

. . 2° . 2' 1=11 +12 

En la eco D.l, i varía desde O hasta 3. Entonces, se puede escribir: 

O=O,20+022'~ O=O,+022~ 

1=1,2°+122' ~ 1=1, +122 ~ 

2=2,2°+222' ~ 2=2,+222 ~ 

3=3,2°+322' ~ 3=3,+322~ 

i=O=O·i=O=O JI' J 2 

i=l=l·i=l=O ) 1 '} 2 

i=2=O·i=2=1 } 1 ,} 2 

i=3=1·i=3=1 
JI' J 2 

Haciendo las ~'s ya sea O o 1, se pueden determinar los signos frente a las x's así corno los 
valores de las b's y a's. Por ejemplo: 

(_1)°'=1 
1 

a=
a 

(-1)'=1 

"-, 

b =.!. , 
v 

1 
a=

a 

2 Note que, por consistencia, la ecuación i = L iJ 2 J 
, en el artículo de Bárdossy and Li (2008) se 

}=o 

reemplaza aquí por medio de la eco D.3. Además, el súper índice i, de la eco D.l en dicho artículo se 

corrige aquí escribiendo L~=l i) para lograr la correcta secuencia de signos en la expansión. 
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(-1)' =-1 ~ b=-l, a=l (-1)'=1 

(-1)"=1 
1 1 

(-1)" =-1 ~ b=-, a=-
v a 

(-1)' =-1 ~ b=-l, a=l (-1)' =-1 

Después, los vectores t;,T se pueden construir por medio de: 

t;: =[(~ ra{; ra] 
t;>[-~{; ra] 

r:;: = [( ~ra;-X2] 
t;; = [- ~;-x2l 

Finahnente, para n= 2la expansión de la eco D.l resulta: 

H 2(xl'X2)= p{X, S; ~,X2 S; x2} 

b=! 
1 

~ , a=-
v v 

~ b=-l, a=l 

~ b=-l, a=l 

= <1>(t;o + m)- <1>(t;, + m)- <1>(t;2 + m)+ <1>(t;3 + m) 
(D.6) 

Una etapa primordial es por tanto la determinación de la secuancia de O's y l's de las i;'s los 

cuales a su vez determinan los signos frente a los valores de las x's dentro de los vectores t;,T . 
Tal secuencia se presenta en la signiente tabla para el caso n=3. 

Table E.l Combinaciones binarias de iJ y los signos que resultan para n=3. 

l l¡ Xl Xl Xl 

O 000 + + + 
1 100 + + 
2 010 + + 
3 llO + 
4 001 + + 
5 101 + 
6 Oll + 
7 III 

D.2 La función de densidad multivariada 

La correspondiente función de densidad multivariada de X} se obtiene diferenciando la eco D.l 

(Bárdossy and Li, 2008; Li and Bárdossy, 2009; Bárdossy and Pegram, 2009): 
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(D.7) 

donde Ir-11, denota el determinante de la matriz inversa de coeficientes de correlación de 

Pearson del campo aleatorio normal por transformar Y, T es la transpuesta de los vectores 
((, + m) y xp es el producto de las variables x's de la secuencia que se ejemplifica en 

seguida. 

D.2.1 Expansión de la eco D. 7 para el caso bivariado 

Para n = 2, la expansión de la eco D.7 es: 

h2 (.x;, x2)= 1 '.. (_( 1)2 (.x;~2 );-1 exp(- '!'ka + m)" r-1ka + m)) + ... 
27Z"lr-1

1
2 av v 2 

1 

... + (~) (~ y-1 exp( -~k1 +m)"r-1k1 +m))+ ... 
1 

... + (~l; y-1 exp( -~k2 +m)" r-1k2 + m))+ ... 

... + exp( - ~k3 + m r r-1 k3 + m))} 
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, 
APENDICE E 

ECUACIONES DE ALGUNAS 
FUNCIONES DE CONECTIVIDAD 

E.1 La función de conectividad y la función de separación entre 2 c1usters 

Además de la función de Euler utilizada en los capítulos 1 y 2, la conectividad de las 
realizaciones simuladas se puede cuantificar a través de funciones de conectividad. Aunque no 
existe una defmición matemática única de este concepto (Renard & Allard, 2013), la llamada 
función de conectividad de Allard (1994) también se emplea en las aplicaciones. La función de 
conectividad de un campo aleatorio estacionario se defme corno: 

(E.1) 

La función de conectividad, por tanto, expresa la probabilidad de que un valor en la posición x 
de la fase X esté conectado "B" con otro valor de X en la posición x+h; donde X es el 
subconjunto de Q (región de flujo) con Q en ¡¡¡1.2 o 3 tal que: l(x;z)~l; siendo: l(x;z) una variable 
aleatoria binaria tal que: l(x;z)~l si Z(x)<;z o l(x;z)~O si Z(x»z. 

En la ecuación (E. 1), {x ~ x + h} necesita que {Z(x), Z(x + h) E X}, por lo tanto, la 

probabilidad incondicional P[ x ~ x + h 1 puede ser descompuesta corno (Torquato et al., 

1988): 

p[x ~ x+h] =p[x ~ x+h I X,x+hE X]P[X,x+hE X] 

7"2 (h;z) = 7"1 (h;z )K¡ (h) (E.2) 

donde: K ¡ (h) es la función de covarianza no centrada de X. La ecuación (E.2) se puede 

interpretar corno la "función de separación entre dos c1usters" (two-point cluster function). 
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Recordando que: K¡(h) = P[Z (x) S; z,; Z(x + h) S; z21 ; la ecuación (E.2) se puede escribir en 

términos de cópulas corno: 

(E.3) 

donde: e (u" u2 ) es la copula bivariada. 

Para evaluar la distancia promedio en la que dos puntos de la región de flujo Q se encuentran 
conectados, se puede calcular la escala integral de la ecuación (E.3): 

w 

1" = f T2 (h;z)dh (EA) 
o 
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