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PREFACIO

La teoria de algebras topologicas y la de anillos topolégicos comenzaron a desarro-
llarse simultaneamente durante la década de los cuarenta del siglo XX. Por una parte,
I. Kaplansky estudi6 ampliamente los anillos topolégicos en sus articulos Topological
Rings, de 1947 y 1948, mientras que las dlgebras topolégicas empezaron a distinguir-
se de los anillos topologicos con la introducciéon del concepto de m-convexidad en el
trabajo The space L* and convez topological rings de R. Arens, publicado en 1946.

Muchos espacios trabajados en el Analisis Funcional son algebras con las opera-
ciones lineales y la multiplicacion usualmente definidas en ellos. Como ejemplos de
esto tenemos a los espacios de funciones C[0,1], C'(R) y &, y los espacios de sucesio-
nes cg, cy £>*°. Ademas, con topologias tales como la uniforme, compacto abierta o
puntual se convierten en algebras topoldgicas; es decir, sus tres operaciones bésicas
de algebra son continuas. Dentro de estas ultimas destacan las algebras de Banach.
Ellas son espacios de Banach con una multiplicacién continua respecto a su norma.
La teoria de algebras de Banach se inici6 en 1939 con la publicacion del articulo On
normed rings del matematico ruso I.M. Gelfand. Fue en 1941 cuando aument6 parti-
cularmente el interés de la comunidad matematica por ella, gracias a la publicaciéon
de su articulo Normierte Ringe, en el que Gelfand hace uso de esta teoria para dar
una prueba mas simple de uno de los teoremas clasicos de N. Wiener que se refie-
re a la convergencia absoluta de la serie de Fourier del reciproco de una funciéon y
que habia aparecido en su libro The Fourier Integral and certain of its applications,
publicado en 1933.

Las 4algebras de Banach con identidad tienen como una de sus caracteristicas
que la coleccion de sus elementos invertibles es un conjunto abierto del dlgebra. Sin
embargo, esto no las caracteriza dentro de la clase de las algebras normadas, pues en
ese ambito el reciproco de este resultado no es cierto en general. Por otra parte, no en
todas las algebras topologicas se tiene la propiedad de que los elementos invertibles
forman un abierto, pero por las importantes consecuencias que de ella se derivan
hay en la clasificacion de las mismas una categoria para las que si la poseen. A los
miembros de esta categoria se les llama ()-dlgebras.

En las algebras de Banach, y en general en las algebras normadas, la nociéon del
espectro de un elemento juega un papel muy importante. Por ejemplo, que todo
elemento en un algebra de Banach tenga espectro no vacio es una pieza clave en la
teoria de Gelfand para las dlgebras de Banach conmutativas y con identidad.

En la tesis se presentan algunas de las propiedades bésicas, entre ellas las dos
antes mencionadas, que poseen las algebras de Banach y en general las algebras m-
convexas, especialmente con relacion al espectro de sus elementos y la operacion de
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inversion. Esto sirve como punto de partida para hacer un estudio de las Q)-algebras
y algunas de sus generalizaciones, lo que constituye el objetivo de este trabajo que
esta dividido en siete capitulos.

En el primero aparecen conceptos y resultados fundamentales acerca de los espa-
cios vectoriales topologicos, particularmente sobre espacios normados, (p-) seminor-
mados y localmente convexos, los cuales seran necesarios para tratar, por ejemplo,
las algebras normadas y m-convexas. Las pruebas de los resultados se omiten por
brevedad. Estas pueden encontrarse en los libros [19], [18] y [16].

A partir del Capitulo 2 se buscé que la tesis fuera autocontenida. De hecho, el
tnico resultado del que no se da la prueba completa, debido a su extension, es el

teorema tipo Gelfand-Mazur de W. Zelazko [9] para las algebras p-seminormadas y
que aparece en el cuarto capitulo de este trabajo.

El segundo, esta dedicado a conceptos puramente algebraicos. Se define el espec-
tro y el radio espectral de un elemento. Se ve la accion de las funciones racionales
en un algebra y se da el mapeo espectral para funciones racionales. Ahi también
aparecen caracterizaciones del radical de Jacobson de un algebra, que seran usadas
en el Capitulo 4. Por cierto, en el iltimo capitulo, como parte de la construccién de
un ejemplo, se exhibe un &algebra compleja normada, conmutativa y con identidad
para la que este radical es distinto de otro que es frecuentemente usado en el area:
el radical de Gelfand.

Un resultado de gran utilidad en la teoria de las dlgebras m-convexas, es la des-
composicion de Arens-Michael que afirma que un algebra m-convexa completa puede
verse como el limite inverso de una familia de algebras de Banach. La ventaja que
nos da este resultado es poder traducir un problema de algebras m-convexas a uno de
algebras de Banach. Consecuencia de esto es el Criterio de invertibilidad de Arens.
Todo esto es una parte del Capitulo 3. Ademas, en él se presentan las definiciones
principales del trabajo. Se introducen distintos tipos de algebras topologicas y todo
se ilustra con ejemplos. Aqui empiezan a conjugarse las propiedades algebraicas con
las topoldgicas.

Muchas de las propiedades mas importantes de las dlgebras de Banach son com-
partidas por las @)-algebras normadas. De hecho, algo sorprendente es que, algunas
de estas propiedades distinguen a las ()-dlgebras normadas del resto de las norma-
das. Esto se muestra en el resultado principal del articulo Some characterizations of
complex normed Q-algebras de V. Mascioni [20], el cual es desarrollado en el Capitulo
4. Asimismo, en éste se dan algunas propiedades del espectro de un elemento en las
(Q-algebras topologicas en general y, en particular, en las algebras de Banach; por
ejemplo, la compacidad del espectro y el hecho de que en las algebras normadas y
en las QQ-algebras m-convexas el espectro de un elemento es no vacio.
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El teorema fundamental de la teoria de algebras normadas es el teorema de
Gelfand-Mazur, publicado por S. Mazur en Sur les anneauz lineaires en 1938, el
cual establece que toda algebra compleja, normada y con identidad en la que cada
elemento no nulo es invertible, es isomorfa (algebraica y topologicamente) al cam-
po de los niimeros complejos. La primera prueba publicada de este teorema fue de
Gelfand en su articulo Normierte Ringe.

En el Capitulo 4 se demuestra ese teorema siguiendo lo hecho por R. Arens en su
trabajo Linear topological division algebras, de 1947, y se presenta también el teorema

ya mencionado de W. Zelazko, correspondiente a las p-adlgebras seminormadas.

El espectro algebraico y el espectro (continuo) de un algebra topologica son las
colecciones M#* y M formadas por las funcionales lineales multiplicativas distin-
tas de 0 definidas en el dlgebra y por aquellas en M# que son ademéas continuas,
respectivamente. La invertibilidad de un elemento estd relacionada con los valores
que toman los miembros de uno y otro espectro en dicho elemento. Dos resultados
importantes en este aspecto son la Condicion y el Principio de Wiener.

En un algebra de Banach conmutativa y con unidad el espectro de cualquier ele-
mento coincide con cada una de las colecciones de esos valores y el radio espectral
queda determinado entonces a través de cualquiera de ellas. Puesto que esto no siem-
pre sucede en un algebra topologica, resultdé natural que se plantearan lo que aqui
llamamos las condiciones m, las cuales relacionan el espectro y el radio espectral
de un elemento con la coleccion de valores asociada a él por medio de M. Esto se
desarrolla en el Capitulo 5 y se dan caracterizaciones de las (Q-algebras topologicas
en términos de las funciones espectro (conjunto valuada) y radio espectral. Tam-
bién se ven consecuencias de que un algebra satisfaga alguna de las condiciones m;
por ejemplo se ve que en presencia de la condicion my ser QQ-algebra equivale a la
continuidad de la transformada de Gelfand.

La nocién de invertibilidad en un algebra se amplia a través de sus espectros y
la densidad de ideales. Se define cuando un elemento es M#* o M invertible o bien,
topologicamente invertible y entonces se obtienen tres generalizaciones del concepto
de Q-algebra: Q \#-, Qr- v Qi-dlgebra. Las dos primeras fueron introducidas en el
articulo Some characterizations of QQ-algebras de H. Arizmendi y V. Valov y la ulti-
ma es trabajada, por ejemplo, en On Q-algebras de H. Arizmendi, A. Carrillo y L.
Palacios. Los resultados de estos dos trabajos se incluyen en los capitulos 5 y 6. En
el ultimo de estos, por ejemplo, se caracteriza a las Qaq y Q p#-dlgebras mediante
propiedades similares a las vistas en los dos capitulos inmediato anteriores. Esto per-
mite probar resultados parecidos a los que se tienen para las Q-algebras topologicas.
Con respecto a las ();-algebras, se incluyen resultados sobre su caracterizacion y de
comparacion de esta clase de algebras con las otras clases (). También se ve que las
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nociones @, Qrr, Qr# v Qp-algebra pueden ser todas coincidentes en cierto tipo de
algebras. Se prueba que toda algebra normada es una ();-algebra, lo que se asemeja
a la propiedad de que toda algebra de Banach es una Q-algebra.

En general tenemos las siguientes implicaciones:

Q=Qi=QmyQ=Qu+ = Qum.

En el dltimo capitulo se presentan familias de algebras topolégicas y &algebras
topologicas particulares que son estudiadas en términos de lo antes visto y que nos
permiten mostrar que las implicaciones anteriores son las mas generales que pueden
establecerse o bien que algunas generalizaciones a ciertos resultados que podrian
conjeturarse no son posibles. Debemos senalar que no pudimos encontrar un ejemplo
en que la implicacion Qg =Q); sea falsa.

Se incluye un apéndice con un resultado técnico sobe matrices complejas, mismo
que es usado en el Capitulo 7 en la construccion de una &algebra matricial muy
semejante a un algebra de Banach y que sin embargo, no es ()-algebra.



NOTACION Y ADVERTENCIAS

B,.(x) es la bola abierta con centro en z y radio r, en espacios pseudométricos.
B, [z] es la bola cerrada con centro en x y radio r, en espacios pseudométricos.

D, (z) es el disco abierto con centro en z y radio r en C.

D, (x) es la disco cerrado con centro en z y radio r en C.
No se supone que los espacios y dlgebras topologicas sean espacios de Hausdorff.

En la definicion de algebra localmente m-convexa se exige que sea un espacio
de Hausdorff.

A partir del Capitulo 4 todas las algebras se suponen complejas y al inicio de
diversas secciones se establecen hipotesis sobre el dlgebra X a la que se refieren
los distintos resultados y en estos ya no se incluyen dichas hipotesis generales.
Por ejemplo, se puede suponer que X es normada, de Banach, con identidad,
etcétera.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios vectoriales topologicos

En este capitulo sb6lo consideraremos espacios vectoriales sobre el campo de esca-
lares I de los niimeros reales (R) o de los complejos (C). En el campo F consideramos
la topologia usual 7w dada por el moédulo |-|.

Ahora recordamos definiciones y resultados bésicos sobre los espacios vectoriales
y los vectoriales topologicos.

Para un espacio vectorial X, conjuntos A, B C X no vacios y A € F, definimos:

A+ B={x+y:x€ A ye B}

M={ r:x e A}.

Definiciéon 1.1.1. Sea X un espacio vectorial y A C X. Se dice que:

» A es absorbente si para cada = € X existe r > 0 tal que si |3] > r entonces
x € BA. Lo cual es equivalente a que exista A\ > 0 tal que si |a| < A entonces
axr € A.

» A es balanceado si para cada © € Ay |A| < 1 se satisface que Az € A. O sea,
M C Asi | < 1.

= A es convero si para cualesquiera x,y € Ay o, > 0 tales que aa + 3 = 1 se
cumple que axr + fy € A. O sea, A+ AC Asia, >0y a+p=1.

Definiciéon 1.1.2. Sean X un espacio vectorial y A C X un subconjunto no vacio.
Definimos la envolvente convera de A como

Conv(A) = {ZO@Z‘Z‘ n>1x, €A aq; > O’Zai = 1},
=1 i=1

1
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La envolvente convexa de un conjunto es el convexo més pequeno que lo contiene.

Teorema 1.1.3. Sean X wun espacio vectorial y Y C X wun subespacio vectorial.
Entonces
XV ={x+Y :zeX}

con las operaciones lineales definidas como: (x+Y) 4+ (y+Y) = o +y+Y y
AMz+Y) =X +Y para z,y € X y A € F, es un espacio vectorial llamado el
espacio cociente de X mddulo Y. La transformacion m : X — X Y definida como
m(z) =z +Y es lineal, suprayectiva y es llamada la proyeccion o transformacion
canonica o cociente. Se acostumbra denotar por T a x +Y y llamarle la clase de x
respecto a Y .

Definicion 1.1.4. Un espacio vectorial topoldgico (X, T) es un espacio vectorial X
con una topologia 7 tal que las operaciones suma y multiplicacién por un escalar:
(x,y) = xz+y (A x)— Azx son continuas, cuando en X x X y [F x X se considera
la topologia producto.

A veces, cuando resulte adecuado, simplemente decimos X es un espacio vectorial
topologico sin dar nombre a su topologia.

Toda vecindad de 0 en un espacio vectorial topologico es absorbente. Esto se sigue
de la continuidad del producto por un escalar.

Teorema 1.1.5. Sea (X, 7) un espacio vectorial topoldgico. Entonces existe una base
local B de vecindades del 0 para T que satisface que cada uno de sus miembros es
absorbente, balanceado y tal que dado V € B existe U € B que satisface U +U C V.

Si B es una de tales bases locales de (X, 7), entonces dados n € Ny V' € B existe

n

. ——N—
U € B que satisface U + ...+ U C V.

Definiciéon 1.1.6. En un espacio vectorial topologico X, una sucesion de elementos
{br}52, en X es llamada una base topoldgica si para cada € X existe una tnica
sucesion {ay}72, de escalares tales que

o0
T = § oy,
k=1

es decir, © = lim,,_, s, con s, = > _; by

Teorema 1.1.7. Sean X un espacio vectorial topoldgico y V' un subespacio vectorial
de X. Entonces la cerradura V de V' es un subespacio vectorial de X.
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Definiciéon 1.1.8. Sea X un espacio vectorial. Una funciéon || - || : X — [0,00) es
una seminorma en X, si cumple:

1. [|0o]| = 0.

2.||Az|| = |A|||z]| para todo x € X, A € F.

3|z + yl| < [lz|| + [|y|| para todo z,y € X.

Si también cumple

4.||z|| = 0 implica que x = 0, entonces se dice que || - || es una norma en X.

Si|l-] cumple 1y 3y

5. [[Az|| = |A|P||z|| para todo z € X, A € C, donde 0 < p < 1 es fijo entonces || - ||
es llamada una p-seminorma en X. Si ademas, satisface 4, entonces es llamada una
p-norma.

Un espacio vectorial seminormado (p-seminormado) (X, || -|) es un espacio cuya
topologia esta definida por la semidistancia d determinada por la seminorma (p-
seminorma) || - || en X. Si || - || es una norma (p-norma), entonces decimos que
(X, ]| - ||) es un espacio normado (p-normado) y en tal caso d es una distancia.

Notacion: A veces para denotar a una seminorma se usaran otros simbolos dis-
tintos a | - ||, por ejemplo la letra v.

Teorema 1.1.9. Sean X un espacio vectorial topologico y S : X — F una funcional
lineal o una p-seminorma, entonces S es continua st y solo si es continua en 0. En
general, si T : X — Y es una transformacion lineal entre dos espacios topologicos,
entonces T es continua si y sélo si es continua en 0.

Definiciéon 1.1.10. Sea X un espacio vectorial. Una funcion || - || : X — [0, 00] es
una seminorma extendida en X, si {x € X : ||x|| < oo} es un subespacio vectorial de
X y || - || es una seminorma en este subespacio.

Supongamos que X es un espacio vectorial y que & = {|| - ||a}aca s una familia
de seminormas definidas en X. Para cada ¢ > 0 y cada colecciéon finita no vacia
{ag,a0,...,a,} C A definimos el conjunto

Blag,ag,...,ap,€) ={z € X : |||

0 <€ i=1...,n}.

Este conjunto es absorbente, balanceado y convexo.
Sea 7(8S) la topologia que tiene como base a los conjuntos de la forma

x+ Blag, e, ..., Qp,€),

conz € X.
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Definicién 1.1.11. Un espacio vectorial X con una topologia 7 es llamado local-
mente convexo si T = 7(8) para alguna familia S = {|| - ||a}aca de seminormas en
X.

Teorema 1.1.12. Todo espacio localmente convexo (X, 7(S)) es un espacio vectorial
topoldgico. Este es un espacio de Hausdorff si y solo si para cada x # 0 existe || - ||
en S tal que ||z|| # 0.

Dado un espacio vectorial X, una familia de seminormas S = {|| - ||a}aca en X y
un subconjunto no vacio {ay, as, ..., a,} C A se tiene que la funcion

7> max [,
=1,...,n

gee

define una seminorma en X. Lo que da lugar a la siguiente definicion.

Definicion 1.1.13. Sea S = {|| - ||a}aca una familia de seminormas definidas en
un espacio vectorial X. Decimos que S es una familia saturada si la seminorma
max |- |la, €S para toda familia no vacia {ay,as,...,a,} C A. La saturacion de

i=1,...,

la familia S se define como

=1,..,n

S = {.méx Il la, : 01,00, .. 0 € Ay > 1}.
2

Es facil ver que S es una familia saturada de seminormas para cualquier familia
S de seminormas y que 7(S) = 7(8). Asi, podemos considerar que la topologia
de cualquier espacio localmente convexo estd generada por una familia saturada de

seminormas.

Al conjunto de todas las funcionales lineales en un espacio vectorial X, o sea
transformaciones lineales de X en I se le llama el dual algebraico del X y se le
denota como X#. En tanto, que si X es un espacio vectorial topolégico X, enton-
ces denotamos como X* al subespacio de X# formado por las funcionales lineales
continuas. X* es llamado el dual (topoldgico) de X.

Para cada elemento x € X, definimos la seminorma en X# dada por

ol = lo()]

con ¢ € X*#. Entonces la familia de seminormas {|| - [|s},cx genera un topologia
localmente convexa en X7, la cual se denota por w* y es llamada la topologia débil
estrella. Si X es un espacio vectorial topologico, la topologia inducida por w* en X*
también es llamada la topologia débil estrella (w*).
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Definiciéon 1.1.14. Sean X un espacio vectorial topologico, dado A C X definimos
el conjunto polar de A como

A ={fe X" :|f(x)] <1 para todo z € A}.
El siguiente resultado es conocido como el Teorema de Alaoglu-Bourbaki.

Teorema 1.1.15. Sean X un espacio vectorial topologico y A C X. Si A es vecindad
del cero entonces A° es compacto en X* con la topologia w*.

Teorema 1.1.16. Sea T : (X, {| - ||a}aca) = (Y, {vs}sen) una transformacion (ope-
rador) lineal entre dos espacios localmente convexos y supongamos que {|| - ||a}aca
es una familia saturada. T es continua si y solo si para cada € B existen M > 0
y o € A para la que se satisface la siguiente desigualdad

vg (T (2)) < M||z|[a
para todo v € X.
Un resultado similar para espacios p-seminormados es el siguiente.

Teorema 1.1.17. Sea T : (X, |- ||,) = (Y, l4) una operador lineal entre un
espacio p-seminormado en uno q-seminormado. T es continua st y solo si existe
M > 0 tal que se satisface la siguiente desiqualdad

IT (@) lly < M|l

para todo v € X.

Teorema 1.1.18. Sean X un espacio vectorial, || - || una seminorma en X yY C X
un subespacio vectorial. St

|1Zlly = inf [lz 4+ y|| = dist (z,Y),
yey
para cada x € X, donde dist (z,Y") denota la semidistancia de x a'Y, entonces || - ||y
es una seminorma en X/Y llamada la seminorma cociente asociada a || - ||. Asi,

(X/Y, || |ly) es un subespacio seminormado. Es mds, si || - || no es nula, entonces
|- |y es una norma en X/Y siy sélo si Y es cerrado en X. La proyeccion candnica

(X)) = (XY D)

es continua y abierta.
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En una situaciéon més general tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.1.19. Sea (X, 7(S)), con S = {||* ||a}aca, un espacio localmente convezo
y Y un subespacio vectorial de X . Entonces X /Y es un espacio localmente convezo
con las seminormas cociente asociadas a las de la familia §. La proyeccion candnica
es continua y abierta.

Teorema 1.1.20. Una red (x;) converge a x en un espacio localmente convero
(X, 7(S)), con S = {|| - la}aca, si y sdlo si (x;) converge a x en (X,| - ||o) para
cada o € A; es decir, ||z; — z||o — 0 para cada o € A. Si toda red de Cauchy en X
converge a un punto de X, entonces se dice que este espacio es completo. Si X es
metrizable basta que suceda lo anterior para las sucesiones de Cauchy.

Teorema 1.1.21. Sea (X, 7(S)), con S = {||*||n }nen, un espacio localmente convezo.
Entonces la funcion

o0

1 ly =l
d SR N | A U

n=1

es una pseudométrica que define la topologia 7(S). Si (X,7(S)) es de Hausdorff,
entonces d es una métrica.

La complecion de un espacio métrico (X, d) es un espacio métrico completo (X, cf)
junto con una isometria ¢ : X — X tal que p(X) es denso en X. En el caso de un
espacio vectorial normado (X |-|), la complecion es nuevamente un espacio vectorial

normado (X, || - ||) en donde la norma esta definida como
]l = lm fz,|
n—oo

con (z,) una sucesion en X que converge a x en X. Las operaciones suma y producto
por un escalar en X estan dadas por

r4+y= lim z, + yn, Az = lim Az,
n—oo n—oo
donde (z,,) vy (y,) son sucesiones en X que convergen a z, y en X, respectivamente.
Con estas operaciones X es un subespacio vectorial (bajo un isomorfismo lineal iso-
métrico) de X. En lo sucesivo se usara el mismo simbolo para denotar a la norma de
X y su complecion.



Capitulo 2

Algebras

2.1. Algebras con identidad

Definicién 2.1.1. Un dlgebra X sobre F es un espacio vectorial sobre F junto con
una operacion binaria (z,y) — xy; X x X — X, llamada la multiplicacion en X tal
que para x,y € X y A € F se cumple lo siguiente:

= 1 (yz) = (2y) 2

» x(y+2)=ay+x2

» (x4y)z=a2+yz

= A(zy) = (Az)y =z (Ay)

Se dice que X es un dlgebra con identidad o idéntico si existe un elemento (tinico)
e € X tal que ex = ex = x para todo x € X. En tanto que X es llamada conmutativa
si se cumple zy = yx para z,y € X.

Cuando en la definicion anterior ' = R se dice que el algebra X es real y cuando
F = C, entonces se dice que es compleja.

Definicién 2.1.2. En un algebra X con identidad e, un elemento x € X se dice
que es una unidad o que es invertible si tiene inverso (bilateral) en X, es decir existe
y € X que cumple que yr = xy = e. Dicho elemento y es llamado el inverso de x y
se puede probar que es el tinico con las propiedades anteriores. Lo denotamos como
27!, Cuando un elemento z € X satisface que zx = e, entonces es llamado inverso
izquierdo de x. De modo andlogo se define inverso derecho de x. Definimos

G(X) ={z € X : x es invertible}.

7
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X es llamada un &lgebra con division si todo elemento de X distinto de cero es

unidad; o sea:
G(X)=X\{0}.

Proposicion 2.1.3. St X un dlgebra con identidad y x € X es tal que tiene inverso
izquierdo y derecho, entonces dichos inversos coinciden y x € G(X).

Demostracion. Sean z,y € X tales que zy = e = zx, entonces z = z(zy) = (z2)y =
y, por lo que zy = e = yx. Asi, x € G(X). O

Proposicion 2.1.4. En un dlgebra con identidad X se tienen las siguientes propie-
dades:

(a) Si X € F\ {0}, z € G(X), entonces Az € G(X).

(b) G(X) es un grupo multiplicativo.

Demostracion. (a) Tenemos
Az ) (z) = (AN @ ) =e= (AN (@) = (Ar) (A2

(b) El idéntico e de X pertenece a G(X), ya que ee = e. Sean z,y € G(X)

entonces xy € G(X) puesto que (y~ 1)( y) = e = ( y) (y 'z 1), es decir,
(xy)~' = (y~'z71). Luego, como 7'z = ¢ = za~ !, entonces (z7!)" = x, por lo
que z~! € G(X). O

2.2. Homomorfismos de algebras

Definicién 2.2.1. Si X es un dlgebra y Y C X lo es con las operaciones de X res-
tringidas a Y, entonces Y es llamada una subdlgebra de X . Lo anterior es equivalente
a decir que Y es un subespacio vectorial de X y que para cualesquiera z,y € Y se
tiene que xy € Y.

Definicién 2.2.2. Sean X y Y dos algebras. La funciéon ¢ : X — Y es un homo-
morfismo de &lgebras si y solo si ¢ es lineal y multiplicativa. Es decir:

oAz +y) = Ap(z) + ¢(y)

p(ry) = p(z)p(y)

para todo z,y € X y A € F.
Un isomorfismo de 4lgebras es un homomorfismo biyectivo.
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Observacion 2.2.3. Si X y Y son élgebras y ¢ : X — Y un homomorfismo, entonces
©(X) es una subalgebra de Y.

Definicion 2.2.4. Si en la definicién anterior ¥ = T, entonces ¢ es llamada un
homomorfismo escalar, funcional lineal multiplicativa o cardcter. A la coleccion de
todos las funcionales lineales multiplicativas no nulas se le conoce como el espectro
algebraico de X y se le denota como M7# (X).

El espectro M7 (X) de un algebra compleja con identidad puede ser vacio.

Ejemplo. Sea X el dlgebra de matrices complejas de tamano 2x2. Hagamos

0 1 0 0 10
= (o )= (5 0) o= (o v)

00
Mya Moy + Moy Mg = 1
Supongamos que ¢ : X — C es una funcional lineal multiplicativa. Entonces
o (Mi2)* = o (M) = 0= ¢ (M3,) = ¢ (Mis)*;

de donde ¢ (I) = 0. Por tanto, ¢ = 0, pues en caso contrario ¢ (I) = 1. Asi,
M#(X) = 0.

Teorema 2.2.5. Sea X un dlgebra con division tal que dim(X) = 1. Entonces X es
1somorfa al dlgebra F.

Tenemos que

Demostracion. Sea e la identidad en X. Tenemos que {e} es una base de X. De
manera que la funcién f: X — F dada como z — A, si x = A\ e, esta bien definida.
Ademas
r+y=(Ae) + (Ae) = Ay + e,
pr = p(Aze) = (pAz)e,
xy = (Age)(Ayge) = (AzAy)e

implican que

flx+y) =X e + A, = f(z) + f(v),
f(/L:L’) = ,u)‘a: = /Lf(af),
fxy) = XAy = f(2) f(y)
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para todo x,y € X y u € FF; es decir f es un homomorfismo de algebras.
Por otra parte, si © € X es tal que f(z) = 0 entonces x = 0e = 0, y si A € F,
entonces f(Ae) = A. Por consiguiente, f es un homomorfismo biyectivo. O

Sean X un algebra compleja con identidad e y C[t] el algebra de los polinomios
con coeficientes complejos. Dados p € C[t], con p(t) = ap+aqt+... +a,t" yz € X
denotamos por p(z) al elemento en X definido como p(z) = ape + a1 + ... + a,z".

La asociacion p — p(z) de C[t] en X esta bien definida ya que la expresion de
un polinomio s6lo puede variar por el orden de sus términos o por agregar términos
con coeficientes cero y esto no altera el resultado p (z).

Proposicién 2.2.6. Sea X un algebra compleja con identidad e. Dado =z € X, la
asociacion p — p(x) de C[t] en X define un homomorfismo de élgebras y se cumple
que

p(z)q(z) =q(z)p(z) (2.2.1)
sip(t),q(t) € Clt].

Demostracion. Es facil ver que se trata de una transformacion lineal. Probaremos
que es multiplicativa. Se obtiene facilmente que

Az"p (x) = q (x)
siempre que p(t) € C[t] y q(t) = AM"p(t) con A € Cy n > 0. De esto y la aditividad
de la transformacion se sigue que p (z)q(z) =7 (x)sip(t),q(t) € Clt]y p(t)q(t) =
r (t). La igualdad enunciada se tiene debido a que C [¢] es conmutativa. O
Corolario 2.2.7. Sean p (t) € C[t] no constante, y escalares ag, aq, . .., a, tales que

p(t) = ap(t —aq) ... (t — ay).

Entonces

2.3. El espectro de un elemento

En esta seccion suponemos que X es un algebra con identidad e.
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Definiciéon 2.3.1. Sea z € X. El espectro o (z) de z esta definido como
ox)={ eF|z—Ade¢d G(X)}.
El radio espectral de = es
r(z) = sup {[Al: A € o (2)}
si o(x) # 0, en caso contrario se define r(z) = 0.

Es claro que si A € F, entonces o (Ae) = {\}.
Puede suceder que o (z) = (), como a continuacién se muestra.

0 —1
1 0
identidad Msyo(R) de las matrices reales de 2 x 2 y

Ejemplo 2.3.2. (a) La matriz A = es un elemento del algebra real con

0(A) ={X € R| A— Al notieneinverso}
={AeR|det(A—A)=0}={AeR| N +1=0} =0.

(b) En el campo X de fracciones racionales % con coeficientes en C se cumple
P(z) _ ene i P(z) _ P(z)) _
que (Q(x) )\>, con A € C tiene inverso, a menos que o) = A. De donde, o (Q@:)) =

ggi; = A para algin \ € C.

(), excepto si

Teorema 2.3.3. (Mapeo espectral polinomial) Supongamos que X es un dlgebra

compleja. Para todo polinomio p(t) no constante con coeficientes en C y cualquier
reX

o(p(a) = {p(V) : A € o(a)}. (2.3.1)

En particular, si p no es constante, entonces o(p(x)) =0 si y sdlo si o(x) =0 . Si
o(z) # 0 la igualdad (2.3.1) es vdlida inclusive cuando p es constante.

Demostracion. Sean x € X y p(t) € C[t] no constante.
Sea A € o(p(z)). Existen ag,aq,...,a, € C, con ag # 0y n > 1 tales que

p(t) — A = ag(t—a)...(t—ay).

Entonces,
p(z) — Ae = ap(z — aqe) ... (x — agye).
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Por hipotesis p(x) — Ae ¢ G(X) por lo que x —age ¢ G(X) para algin k, es decir,
ap € o(x) para algin k (Proposicion 2.1.4). Ademas, A\ = p(ay) para cualquier k, ya
que p(ag) — A = 0. Entonces, A € {p(\) : A € o(z)}.

Ahora, sea p()\g), con A\g € o(z). Entonces, existen ag, aq, ..., a, € C, con ag # 0
y n > 1, tales que

p(t) —p(No) = ao(t —aq) ... (t — ay)

para cada t € C. De donde,
p(x) —p(Ao)e = ap(x — aqe) ... (x — aye).

Al ser A\ raiz del polinomio p(t) —p(Ag) tenemos que o = Ag para algin ky por
laigualdad (2.2.1) podemos suponer que \g = «,,. Tenemos que p(z)—p(Ao)e ¢ G(X),
va que si p(x) — p(Ag)e € G(X) entonces existe y € X tal que

e =y (p(x) = p(No)e) = yao(z — me) ... (z — ape)

e=(p(x) —ph)e)y = (z — age)...(x — aye)y

lo que implica que x — a,,e = & — A\ge es invertible, lo que contradice la eleccion de

Ao- Ast, p(Ao) € o(p(z)).
Si p € C[t] es constante y o(x) # (), entonces es obvio que o(p(x)) = {p(A) : X €

o(x)}.

Accién de las funciones racionales en un algebra O]

Sea X un algebra compleja, x € X y supongamos que U es una vecindad abierta
no vacia de o(x) que puede ser vacio. Si f una funcion racional definida en U, entonces

f(z)= 58 con p(z) y ¢(z), funciones polinomiales. Ademés, ¢ () no tiene ceros en
U. Entonces q(z) € G(X) si ¢ es constante, y cuando no lo es se sigue del Teorema
233 que 0 ¢ {q(\) : A € ag(x)} = o(q(z)) por lo que también ¢(z) € G(X).
Lo anterior nos permite definir el elemento f(z) € X como f(x) = p(z)(q(x))~ .
Denotaremos por R(U) al espacio de funciones racionales definidas en U.

Teorema 2.3.4. (Mapeo espectral. Funciones racionales) Sean z € X y U una
vecindad abierta no vacia de o(x). Entonces para todo f € R(U) se cumple que
f = f(z) es un homomorfismo del espacio R(U) de funciones racionales definidas
en U al dlgebra X y

o(f(z)) ={f(N): A€ o(z)} (2.3.2)
para toda f € R(U) no constante. Si o(x) # 0 la igualdad anterior es vdlida inclusive
cuando f es constante.
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Demostracion. Tomemos x € X y f,g € R(U), entonces f(z) = 58, g(z) = %,
con p(z),q(z),r(z),s(z) funciones polinomiales y ¢ (z) y s(z) sin ceros en U, por
lo que el polinomio ¢ (z)s(z) no tiene ceros en U. Es facil ver que la asociacion

[+ f(x) determina un homomorfismo de R(U) en X . Por ejemplo, tenemos que:

(f +9)(@) = (p(x)s(z) + r(z)q(x))(q(x)s(z))
= p()q(z)™" +r(2)s(2)™! = f(2) + g(2).

De manera anéloga se prueban las demés propiedades de homomorfismo.

Sif(z)= p(z) esta en R(U), es no constante y A € o(f(x)), entonces p(z)q(x) ™' —
e ¢ G(X), es decir, p(x) — A\g(z) = (p — Aq) (z) no es invertible en X. Esto implica
que 0 € o((p — /\q)(x)) Si el polinomio p(z) — Ag(z) es una constante ¢, entonces
ce = (p—Aq)(z) ¢ G(X) de modo que ¢ = 0, y asi, f(z) = ];EZ) = )\ para todo
z € U, lo que contradice la eleccion de f. Por tanto, el polinomio p (2) — Ag(2) no es

constante y del Teorema 2.3.3, se concluye que 0 = p(«a) —A\g(«) para algin « € o(x),

por lo que \ = p(g§ = f(a) . O sea, esta probada la contencion izquierda a derecha
de (2.3.2).

Reciprocamente, sea A = E ; con o € o(x). Para el polinomio r (z) = ¢(a)p(z) —
p(a)q(z) tenemos, por el Teorema 2.3.3, que 0 € o(r(z)). Es decir, ¢(a)p(z) —
pla)g(x) ¢ G(X); por tanto, A € o(f(x)). Queda probada la igualdad (2.3.2).

Si f € R(U) es constante y o(x) # (), entonces es obvio que o(f(z)) = {f(\) :
A€ o(x)}. O

2.4. Ideales y algebras cociente

Definicién 2.4.1. Sea X un &algebra. Un subespacio vectorial I de X es llamado
ideal izquierdo (derecho) de X si para x € X y y € I se tiene que zy € I (yz € I).
Y se dice que es ideal bilateral si es ideal izquierdo y derecho. Un ideal izquierdo
(derecho, bilateral) M es un ideal mdzimo izquierdo (derecho, bilateral) si M # X y
no existe un ideal izquierdo (derecho, bilateral) I tal que M C I C X.

Del lema de Zorn se sigue que si X es un algebra con identidad, entonces cada ideal
izquierdo (derecho, bilateral) de I estd contenido en algin ideal méximo izquierdo
(derecho, bilateral).

Definicién 2.4.2. Sea [ un ideal bilateral de un algebra X, entonces el espacio
cociente X /I es un algebra, donde el producto se define como Zy = Ty para todo
z,y€ X/I.
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Notamos que el producto en el cociente esta bien definido, ya que si T; = Zo y 41 =
U2, entonces 1 —xq, y1 —Yo € Iy por ser I un ideal bilateral (x1—x2)ys, z1(y1—y2) € I;
de donde, x1y; — xays = x1(y1 —yo2) + (21 —x2)ys € I, lo que significa que T1y7 = T27s.
Ademés, cuando X tiene identidad e, entonces éx = ex = ¥ = T€é = Té€, por lo que e
es el neutro multiplicativo en X/1.

Proposicion 2.4.3. Si I es un ideal bilateral de un dlgebra X, entonces la proyeccion
canonica m: X — X/I, x — T es un homomorfismo de dlgebras.

Demostracion. Sabemos que 7 es una transformacion lineal y es multiplicativa, ya
que w(zy) = 7Ty = Yy = 7(x)7(y) para todo z,y € X por la definicion del producto
en el cociente. O

Observacion 2.4.4. Sean I un ideal bilateral de un dlgebra con 1dent1dad£y
G(X). En el algebra cociente X/I se cumple Tz~ vl =xrl=¢=uoly =01z,
tanto, z € G(X/I) y ademas, 77! = 2L,

por

2.5. Radical de Jacobson

De aqui al final de la seccion X denotara un algebra con identidad e.

Definiciéon 2.5.1. Sea X un élgebra definimos el Radical de Jacobson de X como
Rad(X) = ﬂ{M C X : M es ideal maximo izquierdo de X }.

Es claro que Rad(X) es un ideal izquierdo de X. De hecho, vamos a probar que
es un ideal bilateral.

Lema 2.5.2. Sean x,y € X, si e — xy tiene inverso izquierdo (derecho), entonces
e — yx tiene inverso izquierdo (derecho).

Demostracion. Supongamos que existe z € X tal que e = z(e — zy) = z — zay.
Hagamos w = e + yzx, entonces

w(e —yx) =e—yr+yzx —yzayr = e —yxr +y(z — zay)xr =

Por tanto, e — yx tiene inverso izquierdo. Para el caso cuando e — zy tiene inverso
derecho se procede de manera similar. O

Lema 2.5.3. Sea I un ideal izquierdo de X tal que e — x tiene inverso izquierdo para
todo x € I, entonces e — x es invertible para todo x € 1.
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Demostracion. Sea x € I. Por hipotesis, existe y € X tal que e = y(e — x) = y — yz.

Entonces e —y = —yx pertenece a I, lo que implica que y = e — (e — y) tiene inverso
izquierdo, digamos z. Por tanto, z = (e — ) y entonces e = (e — z)y. Es decir, e — z
es invertible y y = (e — x) . O

Lema 2.5.4. Rad(X) C {z € X : e — x tiene inverso izquierdo}.

Demostracion. Sea x € Rad(X), si e — z no tiene inverso izquierdo, entonces el
ideal izquierdo generado por e — x es propio, X(e — z) C X. Entonces existe un
ideal maximo izquierdo M de X, tal que X(e — x) € M. Si x € M, entonces
e=x+ (e —x) € M, lo que contradice que M es un ideal méaximo izquierdo de X,
por tanto, = ¢ M. Asi, z ¢ Rad(X). O

Corolario 2.5.5. Rad(X) C {r € X :e—2z € G(X)}.

Demostracion. Por el Lema 2.5.4, Rad(X) es un ideal izquierdo que cumple las hi-
potesis del Lema 2.5.3, y asi, se tiene el resultado. O

Lema 2.5.6. Rad(X) ={z € X : e — yx € G(X) para todo y € X}.

Demostracion. Sean x € Rad(X) y y € X, entonces yx € Rad(X). Del Corolario
2.5.5 se sigue que e —yz € G(X).

Reciprocamente, sean z € X tal que e—yz € G(X) para todo y € X. Supongamos
que = ¢ Rad(X), entonces existe un ideal maximo izquierdo M tal que = ¢ M, lo
cual implica que Xx + M = X, de donde yx + m = e para algin y € X, m € M,
pero por hipotesis, m = e — yx pertenece a G(X), lo que contradice que M es un
ideal méaximo izquierdo de X. Por tanto, z € Rad(X). O

Lema 2.5.7. Rad(X) ={z € X : e — 2y € G(X) para todo y € X}.
Demostracion. Por el lema anterior, x € Rad(X) si y solo si e — yz € G(X) para

todo y € X . Debido al Lema 2.5.2, esto es equivalente a que e — xy € G(X) para
todo y € X. O]

De los Lemas 2.5.6 y 2.5.7 obtenemos el siguiente resultado.
Lema 2.5.8. Rad(X)={z € X : e —xy, e —yr € G(X) paratodoy € X}.

Proposicion 2.5.9. Rad(X) es un ideal bilateral.
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Demostracion. Si definimos

Rad(X)g = ﬂ {M : M ideal maximo derecho de X},

entonces Rad(X)gr es un ideal derecho de X, y ademas podemos obtener para
Rad(X)g los resultados correspondientes a los obtenidos para Rad(X), simplemente
cambiando la palabra izquierdo por derecho. De modo que por el Lema 2.5.8,

Rad(X) = Rad(X)g.

Esto nos dice que Rad(X) es un ideal bilateral. O



Capitulo 3

Algebras topoldgicas

3.1. Algebras normadas, localmente convexas,
m~convexas y p-normadas

Definicion 3.1.1. Un dlgebra topoldgica (X, T) es un algebra X con una topologia 7
con la cual (X, 7) es un espacio vectorial topologico y la multiplicacion es continua.

Teorema 3.1.2. Sea X un dlgebra. Si (X, 7) un espacio vectorial topoldgico y para
cada vecindad U del cero, existe una vecindad V del cero tal que V? C U. Es decir,
la multiplicacion es continua en (0,0). Entonces la multiplicacion es continua en
X x X.

Demostracion. Supongamos que B es una base local del 0 para la topologia 7 que
tiene las propiedades indicadas en el Teorema 1.1.5. Sean xg,y9 € X y U € B . Existe
Wy € B tal que

Wo + Wg + W(] C U,

por hipétesis existe W vecindad del cero tal que
W2 C Wo.
Ademés, como W; es absorbente, existe A > 0 tal que
axg, ayy € W

si|al < A
Sean |a| < Ay V =W N aWj. Veremos que para todo vy, vy € V|

($0+U1> <y0+U2) € xoyo + Wo + Wy + Wh,. (311)

17
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Tomemos xg + v1 € g+ V vy yo + v € yg + V, entonces
(wo +v1) (Yo + v2) = Toyo + Tov2 + V1Yo + V12

Por un lado, v,vy € V2 C W2, luego como v,v; € V' y V. C aWi, tenemos que
V] = Qw; y Vg = qwy con wi,wy € Wi, por lo que xgvy = zp (qwy) = (axg) we
pertenece a Wy viyo = (awy) yo = wy (yo) pertenece a WE. De donde, (3.1.1) se
cumple. Asi

(o + V) (yo +V) C xoyo + U.

y se sigue que la multiplicaciéon es continua en X x X. O

Definicién 3.1.3. Un algebra es llamada p-seminormada, con 0 < p < 1, si se le da
la topologia inducida por una p—seminorma v tal que tiene la siguiente propiedad:
existe C' > 0 tal que

v(z-y) <Cv(z)v(y)

para cualesquiera x,y € X. En este caso decimos que (X,v) es un dlgebra p-
seminormada.

Observacion 3.1.4. Si en un algebra p-seminormada (X, v) definimos || z ||= Cv (x)
para todo z € X, entonces || - || es una p-seminorma en X que define la misma
topologia que v y es ademas submultiplicativa, es decir, tiene la siguiente propiedad:

Ly [I<[l [l y |

para cualesquiera =,y € X.

Por consiguiente, siempre podemos suponer que la topologia de un algebra p-
seminormada estd determina por una p-seminorma submultiplicativa.

Cuando p = 1 entonces X es llamada seminormada y la seminorma || - || que
define su topologia puede suponerse submultiplicativa, por lo antes dicho.

Observacion 3.1.5. Si (X, || -||) es un algebra p-seminormada con idéntico y la p-
seminorma || - || no es idénticamente cero, entonces |le]| # 0 y ademas |le]| > 1
pues |le|| < |le]l|le]|- Mas atn, se puede definir una seminorma |||-||| equivalente a la
original, es decir que define la misma topologia que || - ||, y tal que ||le||| = 1.

Casos particulares de la definicion anterior se incluyen en la siguiente definicion,
que ya toma en cuenta la observacién anterior, y que se da explicitamente en vista
de la importancia de los casos.
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Definiciéon 3.1.6. Un algebra es normada si tiene la topologia inducida por alguna

norma submultiplicativa || - ||. Mas en general, un algebra es llamada p—normada si
tiene la topologia inducida por una p—norma submultiplicativa || - ||. En cualquier
caso escribimos (X, || - [|).

Ejemplo 3.1.7. El espacio de sucesiones complejas (x,,)22 ; que satisfacen

oo
Z |z,|P < oo
n=1

(0 < p < 11ijo) es denotado como ¢ = ¢P(C) y forma un algebra compleja p-normada
conmutativa con las operaciones puntuales y la p-norma definida como

)l = laal”
n=1
Si (X, | -]|) es un algebra normada, la complecion (X, | - ||) de (X, | - ), como

espacio vectorial topoloégico, es también un algebra normada en donde el producto
esta definido como

x-y= lim x, -y,
n—oo
donde (z,), (y,) son sucesiones en X que convergen a x y y, respectivamente, ya que
es facil ver que el producto esta bien definido y es continuo.

Definicion 3.1.8. Un dlgebra localmente conveza (a.l.c.) es un algebra X con una
topologia 7(8) inducida por una familia de seminormas S = {|| - ||a}aca tales que
para cada a € A existe § € A tal que

12 - ylla < lzllsllylls

para todo z,y € X. Podemos suponer que la topologia de un algebra localmen-
te convexa esta generada por una familia saturada de seminormas que satisface la
desigualdad anterior, pues podemos tomar la saturacion de la familia S.

Casos particulares de algebras localmente convexas son las que a continuacion
definimos.

Definicion 3.1.9. Se dice que X es un dlgebra localmente m— conveza (por breve-
dad m — convezxa) si su topologia es de Hausdorff y estd dada por una familia de
seminormas {|| - [|o},crcada una de las cuales es submultiplicativa. La saturacion de
una familia de seminormas submultiplicativas estd compuesta por seminormas sub-
multiplicativas; por tanto, la topologia de toda algebra m—convexa se puede definir
por una familia saturada de seminormas submultiplicativas.
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Definicién 3.1.10. Una seminorma extendida || - || : X — [0, 00] definida en el
algebra X es llamada submultiplicativa si es submultiplicativa en el subespacio {z €
Xz < oo}

Proposicion 3.1.11. En un a.l.c X la multiplicacion es continua. Es decir, toda
a.l.c es dlgebra topologica. En particular, las m-convezxas y las normadas lo son.

Demostracion. Sea {|| - ||a},c una familia saturada de seminormas que definen la
topologia de X. Solo falta probar que la multiplicacién es continua. Si U es una
vecindad del cero, entonces existe € > 0y || - || , con o € A, tal que B(a,¢€) C U.
Sabemos que existe § € A tal que ||z - y|lo < ||z||slly|ls para todo z,y € X. Por

tanto, V = B(f3, /€) es una vecindad del cero tal que V? C U. El resultado se sigue
del Teorema 3.1.2. O

Observacion 3.1.12. Notemos que la prueba de la Proposicion 3.1.11 sigue funcionan-
do para demostrar que la multiplicacién es continua en un algebra p-seminormada.

Teorema 3.1.13. Si X es un dlgebra m-conveza con identidad e, entonces la funcion
inversién x — x~1, del grupo G(X) de los elementos invertibles en si mismo, es un
homeomorfismo. En particular, esto es vdlido para dlgebras normadas.

Demostracion. Sea {|| - [|a},cn una familia saturada de seminormas submultiplicati-
vas que definen la topologia de X.

Como la funcion inversa de la inversion es ella misma, basta probar que la in-
version es continua. Primero veamos que es continua en e; es decir que si (I,)ZE ; es
una red en G(X) tal que z; — e, entonces x; ' — e. Sean a € A y € > 0. Para todo
x € G(X) se cumple que

Iz o = llella < ll27" = ella = lI(e = 2)27 [l < le = @llallz™ [la,

por ser || - ||, submultiplicativa. Por otra parte, existe ig > 0 tal que para todo i > i

sucede que ||z; — ell, < min (2 ﬁ) Entonces, i > iy implica que
«@

2 2|le]
—1 —1 Lo
|2 o = llella < fle = @illallzi o < 5127 o

de donde i||lz;"||o < ||e]la v ademés,

€

-1 _ < lle — x; o< —
o = ella < lle = ailaller "l < (57

) (2lell) < <
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es decir, ;' — e en (X, || - ||o). De acuerdo al Teorema 1.1.20, z; ' — e en el espacio
localmente convexo X.

Ahora, si zg € G(X) y (x;);2; es una red en G(X) que converge a x(, entonces
por la continuidad de la multiplicacion se tiene que x;7,' — e en X y por lo ya

_ 1yl _ _
probado, (zoz;') = (z;25")  — e. Entonces z; ' — 25" . O

Observacion 3.1.14. El teorema anterior también es vilido cuando X es un alge-
bra p-normada. La demostraciéon anterior sirve para probarlo, ya que no se uso6 la
homogeneidad de la seminorma.

Definicién 3.1.15. Un algebra topoldgica X es completa si lo es como espacio vec-
torial topologico; es decir, si toda red de Cauchy es convergente. Si X es metrizable,
entonces es completa si toda sucesion de Cauchy es convergente.

Casos particulares de estas algebras se presentan a continuacion.

Definiciéon 3.1.16. Un élgebra es llamada By-dlgebra si es localmente convexa, me-
trizable y completa.

Ejemplo 3.1.17. Sea s el espacio de la sucesiones complejas. Definimos ||(z,,)]],, =
|z,,| para cada n > 1y (z,,) € s. Entonces (s, {||||n}n>1> es un algebra m-convexa

con las operaciones usuales. De hecho es completa y, por el Teorema 1.1.21, metri-
zable.

Definicién 3.1.18. Un algebra p-normada (X, || - ||) es lamada p-dlgebra de Banach
si es completa. Si p = 1, es llamada simplemente dlgebra de Banach. En general, si
un algebra p-seminormada (X, || - ||) es completa, entonces la llamamos un dlgebra
p-seminormada de Banach.

Ejemplo 3.1.19. Sea S cualquier conjunto no vacio. El espacio C* de las funciones
definidas en S con valores complejos es un algebra compleja conmutativa con unidad
con las operaciones puntuales. Sea sop € Sy 0 < p < 1, definimos p(f) = |f(so)[?. Es
facil observar que (CS , ,0) es un algebra p-seminormada. Veamos que es de Banach.

Sea (f,),; una sucesién de Cauchy en (C¥%,p), esto quiere decir p(f, — fin) =
| fn(s0) = fm(s0)|P — 0 cuando m,n — oo. Por lo que (f,(so0)),—, es una sucesion
de Cauchy en C, entonces existe zo € C tal que f,(so) — zo. Por tanto, la funcion
constante f = xo € C cumple que p(f, — f) = | fn(s0) — 9| = 0 cuando n — o0, 0
sea, (f,) converge a f en ((Cs,p).

Un ejemplo de una p-algebra de Banach es el siguiente:
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Ejemplo 3.1.20. El espacio de las funciones complejas y acotadas definidas en .S,
que denotamos como B(S), es un dlgebra de Banach conmutativa con las operaciones
puntuales y la norma del supremo || f||o = sup,eg|f(s)]. Su topologia también puede
darse a través de una p-seminorma con p < 1. De hecho, dado 0 < p < 1 definimos

p
Il = (71 = (sup 17660 )
ses
Entonces (B, | - ||c,p) €s un algebra p-normada, ya que si f, g € B, entonces

1 + gllsop < (Iflloo + lglloe)” < [l fllocp + lgllocr

pues p < 1, y ademés,

HngOO,p < (HfHOOHQHOO)p = Hf”oo,pHgHOO’p'

Finalmente, es claro que || fn — flloop = (Ifn = fllec)” = 0siy solosi || f,— flle — O,
lo cual implica que la topologia definida por || - ||, €s equivalente a la definida por
| - |loo- De esto se sigue que (B, || - ||%,) es una p-algebra de Banach.

3.2. Algebras topolégicas cociente

Proposicion 3.2.1. Sea X un dlgebra topologica, entonces la cerradura de todo ideal
izquierdo (derecho, bilateral) de X es un ideal izquierdo (derecho, bilateral) de X.

Demostracion. Sea I un ideal izquierdo de X. Sabemos que I es un subespacio
vectorial de X. Supongamos que y € Iyx € X. Sea U una vecindad de zy en X.
Probaremos que UNI # (J; con lo que quedara probado que xy € I. Por la continuidad
del producto existe W vecindad de y tal que 2W C U. Como y € I, se tiene que
existe w € WNI # (. Entonces zw € U y zw € I. Por consiguiente, xw € UNI. [

Lema 3.2.2. Si || - || es una seminorma submultiplicativa y continua en un dlgebra
topoldgica X, entonces ker|| - || = {z € X : ||z|| = 0} es un ideal bilateral de X y es
cerrado.

Demostracion. Claramente 0 € ker|| - ||. Sean x,y € ker|-||, z € X y A € C, entonces
1z +yll < [lzll +llyll = 0; [Azll = 05 flz=] < flz[[l[2l] = 0y [[2z]] < [[z[[[[z]| = 0. De
donde, ker|| - || es ideal bilateral y es cerrado por ser la imagen inversa del cerrado

{0} bajo la funcion continua || - ||. O
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Teorema 3.2.3. Si || -|| es una seminorma submultiplicativa en un dlgebra X e I es
un ideal bilateral de X, entonces la seminorma cociente || -||; en X/I es submultipli-
cativa y si I es cerrado en (X, || -||) v || - || no es nula, entonces || - ||; es una norma
en X/I. Por tanto, (X/I,||-||1) es un dlgebra seminormada en el primer caso y es
normada en el sequndo. Si (X, || -||) es un dlgebra p-normada e I es un ideal bilateral
cerrado en X, entonces (X/1,| - 1) es un dlgebra p-normada. En todos los casos, el
homomorfismo cociente

m (XD = (XL )
es continuo y abierto.

Demostracion. El ideal I es un subespacio vectorial de X. Por el Teorema 1.1.18
basta probar que ||Zy||; < ||Z]|1]|7]|;- Para esto veremos que ||zy||; < ||z + z||||y + w||
si z,w € I, pues entonces se sigue el resultado al tomar infimos. Para z,w € [
tenemos que:

lz+2[llly +wll = [lzy + 2w + 2y + zw|| > Wf [loy +ul| = [|lzg],

puesto que [ es un ideal bilateral.

Si suponemos que [ es un ideal cerrado y que || - || no es nula, entonces, por el
Teorema 1.1.18, entonces || - ||; es una norma en X/I y (X/I,| -||;) es un algebra
normada.

Finalmente, si (X, || - ||) es un algebra p-normada e I es un ideal bilateral cerrado
en X, (X/I,| - ||7) es un algebra p-normada, ya que vale la primera parte de la prueba
ysiz € X,y A =0 claramente [|AZ||; = |A|P||Z]|;; ¥ si A # 0, entonces

— 2 _ 2 -1 _ Dz —1 o Pl =
1AZ]lr = inf Az +y]| = mf Az + A7)l = A" inf |(z + A7) = APzl

]

Observacion 3.2.4. Si (X, [|-||) es un algebra seminormada, podemos concluir, a partir
de los lemas 3.2.2 y 3.2.3, que X/ker (|| -||) es una algebra normada con la norma
cociente.

De modo similar se puede probar la primera parte del siguiente resultado. El resto
es consecuencia del teorema anterior y los teoremas 1.1.19 y 1.1.18.

Teorema 3.2.5. Sea (X, 7(S)), con S ={|| - ||a}aca, un dlgebra localmente convera
e I un ideal bilateral de X, entonces el dlgebra cociente X /I es un dlgebra localmente
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convexa con la familia Sy de seminormas cocientes determinadas por los elemen-
tos de S. Cuando (X,7(S)) es m-convezo, entonces (X/I,7(Sz)) también lo es. El
homomorfismo cociente

(X, 7(S)) = (X/I,7(S7))
es continuo y abierto.

Ejemplo. Sea n un ntmero natural y £" |0, 1] el espacio vectorial de las funcio-
nes complejas Lebesgue medibles en [0, 1], con las operaciones usuales entre fun-
ciones y tales que f[o . |f (2)]"d\ < oco. En él esta definida la seminorma || f||, =

(1, 1 @)

El espacio vectorial
£ = (£ [0,1]
n=1

es localmente convexo con la topologia determinada por la familia de seminormas
S = {|Ill,,: »>1}. Mas aun, con el producto usual de funciones es un algebra
conmutativa, con unidad y locamente convexa, como ahora comprobamos.

Si f,g € LY y n > 1, entonces f[m] If (2)]"d)\ < co y f[m] g (z)"" d)\ < 0. De

la desigualdad de Holder, obtenemos:

Ifg!"dA§< rf<x>12”dA>2-< |f<x>r2”dA>2<oo (32.1)
I8 /. I8

yasi f-g€ LYy
1£9ll,, < (112 192

sin>1y f,g€ L.

Por el Teorema 1.1.21 ésta es un algebra pseudometrizable.

Si (fm) es una sucesion de Cauchy en £¢, entonces lo es en cada espacio £ [0, 1]
y como éste es completo, la sucesion converge a una funcion g, € L£"[0,1] que es
tinica a.e. Sabemos que £"[0,1] C L™ [0,1] si n > n/ por tanto, g, = g, a.e. en [0, 1]
para cualesquiera n,n’ > 1.

Sea I = {feLY: f=0a.e. en [0,1]}. Entonces I es un ideal cerrado de L% y
LY = L% /I es una By-algebra.
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3.3. Descomposicién de Arens-Michael

Sea (Xa, Ta)en Una familia de dlgebras topologicas. El algebra producto de esta
familia es el conjunto

H Xo = {(2a)aenr : o € X, para cada a € A}

aeA

con las operaciones puntuales y la topologia producto 7. Entonces (HaeA XQ,T) es
un algebra topologica puesto que al componer las operaciones definidas en [] ., Xa
con cada proyeccion m,, : HaeA X, — X, se obtiene la operacion definida en X, la
cual es continua.

Lo que se logra en los siguientes resultados es ver a un algebra m-convexa completa
como una subalgebra topologica de un producto de élgebras de Banach.

Definicion 3.3.1. Sea (A, <) un conjunto dirigido y (X;);ea una familia de algebras
topologicas. Supongamos que para cada par de indices o, € A, a < [ se tiene
un homomorfismo continuo f,5 : Xz — X, de manera que se satisfacen las dos
condiciones siguientes:

1. fao es la funcion identidad para cada o € A.
2. faﬁ = fa'y o f75 para cada o < v < f3.

Definimos el limite inverso del sistema inverso (X,, fo3) como

limX, = {(xa)ae/\ € HXO‘ : fap(xp) = 4, siempre que a < 6} )
—
Ellimite inverso es entonces una subalgebra topologica del algebra producto J], ., Xa.

Teorema 3.3.2. Sea (X, {| - ||a}taca) un dlgebra compleja, m-conveza, completa y
con identidad e, donde {|| - ||a}aca €s una familia saturada de seminormas submulti-
plicativas. Entonces existe un isomorfismo de dlgebras topoldgicas, de X en el limite
inverso de una familia de dlgebras de Banach, complejas y con identidad.

Demostracion. Dirigimos el conjunto A con el orden
o< Bsi ol < llels (3.3.1)

para cada x € X.
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Para cada seminorma ||-||, tomamos su nicleo ker || - ||, y consideramos el algebra
cociente

X/ ker | - |a,

la cual es un algebra normada con la norma cociente (Observacion 3.2.4).
Se cumple que

Iz]o o = Nl la- (3.3.2)

para cada x € X y o € A, donde [z], es la clase de z en X “ker|| - | 4.
En efecto, || [z], |la < ||z|la, por definicién y por otro lado, existe una sucesion
(yn) en ker [ - la, tal que [z + ynlla = [ [2]4 [lo- Como

2+ ynlla = llzllal < |z +yn = 2llo = llynlla

para todo n, se sigue que ||z + y,|lo — ||%]|o ¥ por tanto se cumple (3.3.2).

Sea (X, || - [|5)1a complecion de (X ker || - [[a, || [] [|a) - Entonces {Xa, || - |5} 1en
es una familia de algebras de Banach, complejas y con identidad [e],. Tenemos que
| =], IS = |l [z],, |la siempre que z € X y a € A.

Para a < 8 definamos

ig:X/ker||-||5:>X/ker||-||a.

[z]g [z]q

Esta funcion estd bien definida ya que [z]; = [y]; implica que y —z € ker || - [|5 ¥
por (3.3.1), y —x € ker || - ||; 0 sea [z], = [y], -
La funcién i es un homomorfismo continuo y suprayectivo de algebras por la

definicion de las operaciones en los cocientes y ya que

lig [2]5 lla = 1 2] lla = llzlla < llzlls = Il [2]5 [l5-

Entonces i? puede extenderse de manera tinica a un homomorfismo continuo entre
las compleciones de los cocientes. A dicha extension también la denotamos como

i X — X

Tomemos el limite inverso B =lim.X,, del sistema (Xa, iﬁ). La topologia producto
—

en [[,cn Xo es la generada por la familia de seminormas (vq) definidas de la

siguiente forma

a€EA

Uoéo ((xa)aeA) - HxaoHZO

para cada ag € Ay (z,), € [] Xa.
acA



3. ALGEBRAS TOPOLOGICAS 27

Tomemos el homomorfismo

T:X—>HXQ.
a€EA

x&—){[az}a}a

Es claro que la imagen de T estd contenida en B debido a la definicion de los
homomorfismos i?. Ademés, T es inyectiva porque X es de Hausdorff, y es continua
porque la composicion con cada proyeccion del producto es el homomorfismo canénico
de X en uno de los cocientes X /ker| - ||o C Xa.

Probaremos:

(i) 7' : T(X) — X es continua. Es decir, T es un isomorfismo de algebras
topologicas de X en su imagen.

(ii)T (X) es un conjunto cerrado y denso en By por tanto, T'(X) = B.

(i) Sea ||-||,, una seminorma en X. Entonces

177 (o)), = Hellay = |,

para todo ([z],), € T (X). Asi, T~ es continua.

(ii) T (X) es cerrado en B, ya que de acuerdo al inciso anterior, 7" es un homeo-
morfismo lineal de X en su imagen y X es completo.

Resta demostrar que T' (X)) es denso en B, para ello tomemos un vecindad béasica
V en B de un punto (z,), € B, digamos

= Voo (([7]a)ac) -

0 llag

V ={(Ya), € B: Vo, (), — (za),) <eparai=1,...,n}

Demostraremos que V NT (X) # (.
Como X ker [|-||,, es denso en su complecion, entonces para cada i = 1,...,n
existe r; € X tal que

H[a:z]a — Ty, ; < e
Sea 3 = ai,...,o,. Como (z,), € B se sigue que i (x3) = x,, para cada i =
1,...,n.
Por ser
il Xg = Xo,

continua, existe 6 > 0 tal que

70 () = @,

;- = |lia, (v) —ia, (=), <e

C
(&%)
siempre que

ly — wll < 0.
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Como X /ker || - || es denso es su complecion Xp, entonces existe z € X tal que

C

Tl,—x <0
|y = s
y por tanto,
H[m]ai - wai Z, <€
parat=1,...,n. O sea,
Vo, (T (x) = (za)) <€
parai=1,...,ny entonces V NT (X) # 0. O

Si (X, {|l - |la}aen) es un algebra compleja m-convexa, con identidad y completa,
donde {||||a }aca €s una familia saturada de seminormas submultiplicativas, entonces
la familia de algebras de Banach {X,, || - |la},cs @ la que se refiere el teorema anterior
es llamada una descomposicion de Arens-Michael de X correspondiente a la familia
de seminormas {|| - ||a }aea-

Corolario 3.3.3. (Criterio de divisibilidad de Arens). Sea (X, {]| - ||a}aca) co-
mo en el teorema anterior. Un elemento x € X es invertible si y solo si [x], es
invertible en X, para todo o € A.

Demostracion. La parte “solo si” es obvia: el inverso de [z], es [z7!]_ para cada a.
Reciprocamente. Supongamos que x, € X, es el inverso de [z], para cada a € A.
Sea «, € A con [ = « entonces

o (1) 0]y = s (25) s ([0], )

Del mismo modo se sigue que [z], a5 (23) = €q. Asi, a5 (23) = x4 y por tanto,
(zo) € B. De donde, existe z € X tal que T'(2) = (2qa)aea, es decir, z, = [2], para
todo o € A. Entonces (2], [z], = [], 2], = [e], para todo a € A o lo que es lo
mismo zx — e, rz — e € ker|| - ||, para todo o y por tanto, zx = xz = e, por ser X de
Hausdorff. O



Capitulo 4
(Q-algebras

Supondremos en este capitulo, a menos que se diga lo contrario, que las élgebras
son complejas.

4.1. Q-algebras topolbgicas

Definiciéon 4.1.1. Se dice que un algebra topologica X con identidad es una Q-
dlgebra si G (X) es un abierto de X.

Proposicion 4.1.2. Sea X un dlgebra topologica con identidad e. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(a) X es una Q-dlgebra

(b) e es punto interior de G (X)

(c) IntG(X) # 0.

Demostracion. (a) = (b) Si X es una Q-algebra, entonces G(X) es abierto y el
resultado se sigue de que e € G(X).

(b) = (c) es obvio.

(¢) = (a) Sizo € IntG(X), entonces existe una vecindad abierta U de zj en X tal
que U C G(X). Sea x € G(X), como la multiplicacion es continua y (z,x ™ xg) > .
Existen dos abiertos V' y W en X tales que

reV,zlage Wy VIV C U

En particular,

Vatzy C U C G(X).

29
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Siy € V, se tiene que yz~'zy € G(X). Como z,7;' € G(X) y G(X) es un grupo
multiplicativo, entonces y € G(X). Asi, V C G(X) y G(X) es abierto; es decir, X
es una (Q-algebra. m

Proposicion 4.1.3. Sean X, Y dlgebras topologicas con identidad y h: X — Y un
homomorfismo suprayectivo y abierto. Si X es una Q-dlgebra, entonces Y también
lo es.

Demostracion. Afirmamos que h(ex) = ey. Por la suprayectividad de h se tiene que
siy € Y, entonces y = h(x) para algin x € X, y por ser h un homomorfismo se
cumple que

y = h(zex) = h(x)h(ex) = yh(ex)

y = h(exx) = h(ex)h(z) = h(ex)y.
Esto prueba nuestra afirmacion. De ella y de que h es un homomorfismo obtenemos

que

h(G(X)) € G(Y).

Al ser X una -algebra, existe un abierto V en X tal que ex € V C G(X). Por
tanto, la vecindad abierta h (V') de ey esté contenida en G (Y'). De donde, Y es una
(Q-algebra. m

Como consecuencia de la proposicion anterior, tenemos que si X es una ()-algebra
e I es un ideal bilateral de X, entonces X/I con la topologia cociente es una -
algebra, ya que la proyeccion candnica m: X — X/I es un homomorfismo suprayec-
tivo y abierto.

Observacion 4.1.4. Sea (X, 7;);_, una familia finita de algebras topologicas. Entonces
[T, Xi es una Q-algebra si y solo si X; es Q-algebra para cada 1 < i < n. Esta
observacion se sigue de la siguiente igualdad

o(i1) T

Proposicion 4.1.5. St X es una Q-dlgebra, entonces para todo x € X el espectro
o(z) de x es un subconjunto cerrado de C.

Demostracion. Dado = € X, consideremos la funcion f : C — X definida como
f(A) = x — Xe para cada A € C. Notemos que f es una funciéon continua y que
A€ f7HG(X)) siy solo si A & a(x), es decir, f[7HG(X)) = C\ o(z). Como G(X)
es abierto en X, entonces C\ o(z) lo es en C; de donde, o(z) es cerrado en C. [
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Teorema 4.1.6. Si X es una Q-dlgebra, entonces o(x) es compacto para todo x € X.
Si o(x) # 0, entonces existe A € o (x) tal que |\| = r (x).

Demostracion. Por el Lema 4.1.5, o(z) es cerrado en C. Solo falta probar que es
acotado. Supongamos lo contrario, entonces existe una sucesion {\,}>°, en o(z) tal
que |\,| = oo. Sin pérdida de generalidad, suponemos que {|\,|}°, es creciente y
An # 0 para todon > 1. Como z—\,e € X\ G(X), entonces e—ﬁx € X\G(X) para

cada n > 1. Ademas, e — /\ix — e, por la continuidad del producto por un escalar y

1

porque 51— — 0, lo que lleva, ya que X \ G(X) es cerrado, a la contradiccion de que

e € X \ G(X). Por tanto, o(x) es acotado. O

En el siguiente ejemplo mostraremos que el reciproco del teorema anterior no es
véalido en general.

Ejemplo. Sea X = C([0,1]) el espacio de funciones complejas continuas en el in-
tervalo [0, 1], con la topologia de la convergencia puntual, es decir, la generada por
las seminormas || f||; = | f(¢)], con t € [0, 1]. Entonces (X, {|| - ||+ }:cpo,1]) es un algebra
m-convexa. Tenemos que

GX)={feX:f(t)#0,site[0,1]}

o(f)={r e C: = f(t) para algint € [0, 1]} = f([0,1])

para toda f € X. Asi, o(f) es compacto, ya que f es continua. Sin embargo, dado
un abierto basico V en X tal que e € V| digamos

V={geX:|g(t;) —1| <e parai=1,...,n}

con € >0y ty,...,t, € [0,1], existe una funcion continua h € C([0,1]) tal que
h(t;) =1, parai =1,...,n,y h(t) = 0 para algin ¢t € [0, 1] diferente de los puntos
t;. Por tanto, V' ¢ G () y asi, e ¢ IntG(X). Esto dice que X no es una Q-algebra.

4.2. Algebras de Banach

En esta seccion se supone, a menos que se diga algo distinto, que X es un algebra
compleja de Banach y si tiene identidad, ésta se denota como e.

Lema 4.2.1. Supongamos que x € X es tal que ||x|| < 1. Entonces existe y € X tal
que Ty = T + .
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Demostracion. Como ||z|| < 1y ||z¥|| < ||z||* para todo k > 1, entonces > o, ||z"|]
converge y por ser X éalgebra de Banach se tiene que Y ;- | —a* converge. Tomemos

y=> p, —x" entonces

xy:xi—xk:i—xk:$+y.
k=1 k=2

]

Teorema 4.2.2. Si f : X — C es un cardcter. Entonces |f(x)| < ||z|| para todo
x € X. Es decir, todo cardcter en un dlgebra de Banach compleja y con identidad es
continuo.

Demostracion. Supongamos que existe o € X tal que |f(zo)| > ||zo||. Entonces

f(xg) # 0y para x = % se cumple que f(z) =1y ||z|| < 1. Por esto ultimo, existe

y € X tal que xy = x + y. Por ser f un caracter, tenemos:

fy) = f(@)f(y) = flzy) = fle+y) = fl@)+ fly) =1+ ()
lo cual es una contradiccion. O

Teorema 4.2.3. Si X tiene identidad y x € X es tal que |le — x|| < 1, entonces
x € G(X) y por tanto, X es una Q-dlgebra. O sea, toda dlgebra compleja, de Banach
y con identidad es una QQ-dlgebra.

Demostracion. Como |le — x| < 1, entonces

[e.e] o0
dolle=2) <Y lle—af* < oo
k=0 k=0

De donde, Y77 (e — z)* converge y (e — )" — 0 cuando n — oo. Por otro lado,

: <Z<e - x>k> = (e~ (e—2)) (Z@ - a:)’f)

k=0 k=0
=S e-a) —(e—0) Y (e—a)
k=0 k=0
n n+1
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para cada n > 1. Por lo que

()

k=0
Analogamente (377 (e — 2)*) z = e. Por tanto, z € G(X) y x7' = Y7 (e — z)k.
Asi, By (e) C G(X). Por (b) de la Proposicion 4.1.2 X es @ -algebra. O

Observacion 4.2.4. El teorema anterior también es valido si suponemos que X es una
p-algebra de Banach. La prueba dada arriba sigue funcionando en este caso.

Corolario 4.2.5. Si X tiene identidad, N € C, x € X y |\ > |||, entonces
x — e € G(X). Es decir,

o (z) C Dy (0).

Demostracion. Como [\ > ||z||, entonces A # 0y ||5]| < 1, de modo que

b Dl<

Por el Teorema 4.2.3, (e — %) = —5 (z — Ae) es invertible. De donde, z — e €
G(X). O

Corolario 4.2.6. Si X tiene identidad, entonces para cada x € X, el espectro o(x)
es un subconjunto compacto de C. O sea, en toda dlgebra compleja de Banach y con
tdentidad el espectro de cualquiera de sus elementos es compacto.

Demostracion. El resultado se sigue del teorema anterior y el Teorema 4.1.6. [

Lema 4.2.7. Si X tiene identidad y x € X, entonces la funcion f,:C\ o(x) = X
dada como f, (\) = (x — Xe)™" es analitica, es decir,

A—=Xo A— o

existe para todo \g € C\ o(x).

Demostracion. Sea x € X, si A, \g € C\ o(x) entonces

f:c (AO) - fx ()‘) = fw (/\0) ((ZL‘ - /\6) - (27 - )\06)) fx ()‘)
= ()‘0 - )‘) fo ()‘0> o O‘)
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Por la continuidad de x — z~! (Teorema 3.1.13) y las operaciones lineales, se tiene
que limy_,», fo (A\) = fz (Ao). Entonces,

it S I Qo) g e 00 £ 00) = (5 ).

A—=Ao A—Xo A— Ao

]

Teorema 4.2.8. Para cada x € X, o(x) # 0. O sea, en toda dlgebra compleja de
Banach y con identidad el espectro de cualquiera de sus elementos es no vacio.

Demostracion. Supongamos que existe © € X tal que o(z) = (). De manera que la
funciéon f, vista en el lema anterior esta definida en C y es analitica. Es decir, f, es
entera.

Si [A] > 2||z||, entonces 3 > |le — (e — %) | asf

o

+3(5)

< WG <t X (%) = flell + 1.
k=1 k=1
De donde,
1) = \\<x_Ae>—1||:H_§<€_§>—l

_ |_i| H(e— ;)_1” < |—i|(||e|| L)

Por consiguiente, || f. (A) || = 0 cuando A — oco. Entonces, f, es acotada y analitica en
C. Del teorema de Liouville f, (A) = f, (0) en C y como f, (A\) — 0 cuando A — oo,
entonces f, (0) = 0. De modo que = = f,(0) = 0, lo cual es un absurdo. O]

Corolario 4.2.9. 51 Y es un dlgebra compleja, normada y con identidad, entonces
o(y) # 0 para cada y € Y.

Demostracion. Sea X la complecion de Y, entonces () # ox(y) C oy(y) para cada
yey. [
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4.3. El espectro o (x) en algebras m-convexas

Varios resultados vistos en la seccién anterior se generalizan aqui. En particular
veremos que en las dlgebras m-convexas y con identidad el espectro de cada elemento
es no vacio.

La demostracion dada para el Lema 4.2.7 funciona para la siguiente generaliza-
cion.

Lema 4.3.1. St X es un dlgebra topoldgica con identidad e inversion continua, x € X
y C\ o(x) es abierto, entonces la funcion f,.C\ o(x) — X, dada como f, (\) =
(z — Xe)™" es analitica y

A—Xo A—Xo

= (fx ()‘0))2 :

Corolario 4.3.2. Si X es un dlgebra m-conveza con identidad v € X y C\ o(x) es
abierto. Para cada g en el dual X* de X, la funcion go f,:C\ o(z) — C es analitica.

Demostracion. Por la continuidad de g, el Teorema 3.1.13 y el lema anterior

A= Ao )\ — )\0

=g ((f»(N))?).

]

Recordemos que una caracteristica importante de todo espacio vectorial localmen-
te convexo y Hausdorff X es que su dual X* separa los puntos de X (Hahn-Banach),
esto es, si x € X con x # 0, existe f € X* tal que f(x) # 0. Este hecho sera de gran
utilidad para la demostracion del siguiente teorema.

Teorema 4.3.3. Si X es un dlgebra m-conveza con identidad, entonces o(x) # )
para cada x € X.

Demostracion. Sixz = 0, entonces o(z) = {0}. Sea x # 0y supongamos que o(z) = ().
Entonces C \ o(x) = C es abierto y por el Lema 4.3.1, go f, : C — C es analitica; es
decir, g o f, es entera para toda g € X*.

Por nuestra suposicion sobre z tenemos x — Ae € G (X) para todo A € C. En
particular, si [A\| > 0, entonces (x — Ae)™! € X. Por la continuidad de la funcion
inversion y producto tenemos que

lim f£,(\) = lim ~ ( > T o
el LA e W S -
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Por tanto,
lim go f,(A\) =0 (4.3.1)
A—00

para toda g € X*. Asi, go f, : C — C es acotada y entera, entonces aplicando el
teorema de Liouville, resulta que g o f, es constante para cada g € X*. Por lo que
g(z™1) = gof.(0) = gof.(\) en C para toda g € X*. De la igualdad 4.3.1, concluimos
que g(x~1) = 0 para toda g € X*. Por tanto 2! = 0, lo cual es absurdo. O

Observacion 4.3.4. El teorema anterior es vélido si en lugar de pedir que X sea m-
convexa se pide que sea localmente convexa, Hausdorff y con inversion continua. La
prueba dada para el teorema se aplica a este caso mas general.

Teorema 4.3.5. Sea (X, {|| - |la}acr) un dlgebra m-conveza con identidad tal que
G(X) = X \ {0}. Entonces X es topoldgicamente isomorfo a C. En particular, esto
sucede cuando X es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Sea x € X, por el Teorema 4.3.3 o(z) # (), entonces existe A € C tal
que de —x ¢ G(X), por lo que \e —x = 0. Ademas p € C y pue = e implica que
A = u. Por tanto, para cada x € X existe una tnica A\, € C tal que x = A\, e.

De que z +y = (A; + A\y)e, ax = (a)\)e y vy = (A A\ )e para cualesquiera
x,y € X y a € C, se sigue que la funcion ¢ : X — C, dada como = +— A,, es un
homomorfismo, y es inmediato ver que es un isomorfismo algebraico.

Por otra parte, si x = A\, e, entonces

[0(@)] = |Xa| < [Aalllefla = [ Aaella = [|2]a
para alguna a € A, por tanto, ¢ es continua. Si A € Cy a € A, entonces
o™ M la = Iella = [lell[Al,

esto nos dice que ¢! es continua, por lo que ¢ es un isomorfismo topolégico entre
XyC. n

4.4. (-algebras normadas

En esta seccion X denota un algebra (compleja) normada, a menos que otra cosa
se indique.

En la seccion anterior probamos que cualquier algebra compleja de Banach con
identidad es una ()-algebra. Sin embargo, no es cierto que cualquier ()-algebra com-
pleja normada con identidad es necesariamente de Banach.
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Ejemplo. Consideremos el algebra R(D) que consiste de todas las funciones racio-
nales complejas definidas en D, el disco unitario cerrado en C, con la norma del
supremo ||q|| = sup {|q(2)| : z € D}. En este espacio la convergencia de sucesiones es
la convergencia uniforme en D.

Observemos que g € R(D) es invertible si y solo si ¢ no tiene ceros en D. Sea
qo € G(R(D)), por ser D compacto y go continua y sin ceros en D, existe zy € D tal
que 0 < |go(20)| < |go(2)| para todo z € D. Siq € R(D) es tal que [lg—qol| < 3lqo(20)],
tenemos que

o)l — 1a(2)] < llao(2)] ~ la(2)]
< lgo(2) — q(2)]
< S lao(eo)

para todo z € D. Asi, 0 < ]go(20)| < |¢(2)] para todo z € D, por lo que ¢ no tiene
ceros en D; es decir, ¢ € G(R(D)). Por tanto, G(R(D)) es abierto en R(D).

Un corolario del teorema de Runge establece que si K es un subconjunto compacto
de C tal que C\ K es conexo, y si f es una funcion analitica en una vecindad de K,
entonces existe una sucesion de funciones polinomiales que converge uniformemente
a f en K. En nuestro caso, podemos considerar K = D y f igual a la funcion entera
e*. Entonces, existe una sucesiéon de polinomios, que es también una sucesiéon en
R(D), que converge uniformemente a e en D. Esta funciéon no es una racional por
ser entera, no constante y sin ceros en C. Por consiguiente R(D) no es un algebra de
Banach.

Lo que buscamos ahora, es probar que muchas de las propiedades fundamentales
de las algebras de Banach con identidad las comparten también las ()-algebras norma-
das con identidad. De hecho, algo sorprendente, es que estas propiedades distinguen
a las Q-algebras normadas entre las dlgebras normadas con identidad.

Lema 4.4.1. Para todo v € X se cumple que

mf{|jz"|V": n=1,2,...} = nh_}rgo ||/

Demostracion. Sean x € X y p = p(z) = inf{|lz"|"": n=1,2,...}. Es obvio que
p > 0y que la afirmacién es cierta si x = 0.

Supongamos que x # 0y sea € > 0. Sabemos existe k € N tal que || < p+te.
Por el Algoritmo de la division, para cada n € N existen p,,q, > 0 con ¢, < k —1
tales que n = p,k + q,.

k||1/k
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Como ]%qn| < %]k — 1| para todo n € N, entonces %qn — 0, cuando n — oo; por
lo que %pnk =1- %qn — 1,y %pn — %, cuando n — oco. De donde

lim [l = lm ||2* |5 |z =9 =]|2¥ % < p+e.
n—oo n o0

Existe N > 0 tal que

n||1/n

|| <p+te

para todo n > N; es decir, lim ||I"H% =p= inf{Hx"H% :n=12...}. O
n—oo

Observacion 4.4.2. El lema anterior se cumple para cuando X es un algebra p-
normada, la demostracion es la misma.

1
Lema 4.4.3. Si v € X e inf{||2"||V/" : n > 1} = 1, entonces lim —a" = 0 siempre
n—oo AT
que |A| > 1.

Demostracion. Sea |\ > 1, entonces existe k > 1 tal que [A| > ||z*||'/* > 1; 0sea, 1 >
#kaH Por otro lado, para cada n > 1 existen g,,r, > 0 tales n = kq,, +r, con 0 <

rn < k—1.Sea My} = max{|\|":0<r <k—1}y My =méx{||z]|" : 0 <r <k —1},
entonces

H)\—nan _ H)\fkqnfrnxkqwrrn H
AN R R ]|

< My My(JA]F ]2 ).

qn
Como ¢, — oo cuandon — ooy 1 > Wﬂxkﬂ, entonces <W||mk||> — 0 cuando

n — oo. Concluimos que [|55z"|| — 0 cuando n — oo. O

Teorema 4.4.4. Supongamos que X tiene identidad. Entonces para cada v € X
eriste X € o(x) tal que |A\| > p(x), donde

p(z) = nf{|z"|V": n=1,2,...
Por lo que el radio espectral r(x) satisface la siguiente desigualdad
r(x) > if{||z"|*": n=1,2,...}.

para todo v € X.
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Demostracion. Sea v € X y hagamos p = p(z). Probaremos primero los casos
particulares p =0y p = 1.
Si0 ¢ o(z), entonces x € G(X) y z"(z7')" = e, por lo que [|z||||z7 || > |le]| > 0
y asi
" 2= = el > 0,

Ve el >

entonces [|2"||"/™ > |lz=!|7"|le||*/™ > 0 para todo n. Por tanto, p > ||z
0.

De lo anterior tenemos que si p = 0, entonces 0 € o(x) y el teorema esta probado
en este caso.

Supongamos que p = 1. Basta probar que dado R > 1 se tiene que el anillo
E={\eC:1< |\ <R}

interseca a o (r) porque entonces se tiene en particular que existe A € o(x) tal que
A >1=p.
Supongamos lo contrario; es decir, que existe Ry > 1 tal que el anillo

E={\eC:1< |\ <Ry}

es ajeno a o(z); o sea,

o(x) Cc C\FE

Tenemos que Ae — z € G(X) para todo A € E, por lo que la funcién de E en X
definida via la asociacion X — A(Ae—x)~! esté bien definida y es continua; mas atin,
la funciéon es uniformemente continua por ser E compacto. Por tanto, dado ¢ > 0
existe 0 > 0 tal que .

IAAe = 2) 7" = plpe —2) 7 < 3

(4.4.1)

siempre que \,u € E'y |A— pu] < 0.
Por otra parte, para cualquier natural n se tiene que la n raices de la unidad
wy, ..., w, satisfacen la siguiente igualdad

12": 11
nkzll—w,;lz_l—z”

para todo complejo z #£ wg, k=1, ....n.

Sea A € E'y z € C\E, entonces 1 < |\ = |[Awg| < Ry, lo que implica que
A\wy, € E para todo k = 1,...,n, entonces z # \wy o lo que es lo mismo A~z # wy,.
Se cumple que

1 i 1 1
n 1— w,gl)\*lz 1— Anzn
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Tomemos U = C\E, entonces U es una vecindad abierta no vacia de o(x). Por
la accion de las funciones racionales en X tenemos que

1 n
— E (e —w, '\ lz) = (e = A"2™) ! (4.4.2)
n

k=1

para cada \ € F.
Para cadan > 1y A € E definimos
1 ¢ 1, ~1,\-1
(X)) == (e—Awyte)
=
Si A\, € E son tales que |\ — u| < 6, entonces se cumple, por una parte, que
Awy, pwy € E y por otra, |Awy, — pwy| < 6 para todo k = 1,...,n. Asi, por (4.4.1)

se tiene que
€

[ A (Awge — 2) ™" — pwg(pwge — ) 7| < 5

para todo k =1,...,n. Observemos que
Mwg(Awge — ) = (e — A w, tr)

Por tanto,

n

Z(e —w A )T = (e —witp ) !
k=1

<

leah) — ea(i)]l =

DO ™

para todo n > 1.
Sea |A| > 1. Entonces lim e — A™"2" = e, por el Lema 4.4.3, y

n—0o0

7 1z _\—n nflz
Al ) = g (e m AT =e

por la igualdad (4.4.2) y la continuidad de la inversion.
Entonces, para A € E, con |A| > 1y |1 — \| <, existe N > 0 tal que

€
_ < Z
fea() —ell < 5

para todo n > N. Asi,

le = cn(DI < lle = enN)[ + [lea(D) = en(D)]] <€
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siempre que n > N. Lo que implica que lim,,_,., c,(1) = e; es decir, lim, (e —
")l =e.
Tenemos entonces que lim,, ., e —x™ = ey asi, lim,, .o, 2" = 0, lo cual contradice
el hecho de que 1 = p™ < ||2"|| para todo n > 1. Por tanto, no puede existir R > 1
tal que
{ANeC:1<|AN<R}No(z)=10

y queda probado el caso en que p=1.

Finalmente, para p > 0 tenemos que p = inf{|[p~"z"||¥" : n > 1} = 1. De
lo anterior se sigue que existe u € o(p~'z) tal que |u| > 1. Por el Teorema 2.3.3,
o(p~tz) = p~lo(z). Por tanto, existe A € o(z) tal que = p~ A, y asi, |\ > p. O

Corolario 4.4.5. (Teorema de Gelfand — Mazur) Si X tiene identidad y G(X) =
X\ {0}. Entonces eziste un isomorfismo topoldgico entre X y C.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.9, o(z) # () para todo z € X. A partir de aqui
se aplica la prueba dada para el Teorema 4.3.5 O]

El siguiente resultado generaliza el teorema de Gelfand-Mazur para algebras p-
normadas. No se da la prueba completa debido a su extension. Esta puede encontrarse
en [9].

Teorema 4.4.6. (Zelazko) Sea (X, | -||) un dlgebra p-seminormada con || - || no
idénticamente nula y tal que G(X) = X \ {0}. Entonces existe un isomorfismo topo-
logico entre X y C.

Demostracion. En |9] se demuestra que para cada x € X existe una tnica A, € C
tal que x = A\, e. Entonces se puede probar que ¢ : X — C, x +— A, es isomorfismo
algebraico del mismo modo que se hizo en la prueba del Teorema 4.3.5. La continuidad
de ¢ y ¢! se sigue en este caso de que |¢ (A\e)| = ||)\xe||% vy le7 N || = el [N
para todo x € X y A € C por el Teorema 1.1.17. n

Lema 4.4.7. Sea X una Q-dlgebra, entonces todo ideal mdzimo izquierdo (derecho)
de X es cerrado.

Demostracion. Sea M un ideal maximo izquierdo (derecho) de X, entonces M C
X\G(X), pues en caso contrario M = X.

Por ser X una Q-algebra, X\G(X) es cerrado, entonces M C X\G(X) y asi
e & M, es decir, M C M C X . Por el Lema 3.2.1 M es un ideal izquierdo (derecho)
de X. Por tanto, M = M, por ser M ideal maximo izquierdo (derecho). O
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Proposicion 4.4.8. Para cada © € X, se cumple que o(x) = o(Z) donde T es la
clase de © en X/Rad(X). De donde, r(x) = r(Z).

Demostracion. Sean x € X y A € C\ o(x), entonces Ae —z € G(X). De donde, \é —
T € G(X/Rad(X)), por lo que A € C\ (). O sea, o (Z) C o (z). Reciprocamente,
si A\ € C\ o(z), entonces A\é — = € G(X/Rad(X)). Por tanto, existe y € X tal que
g(Ae—T)=¢e=(\e—T)y , es decir,

e—y(he—1x),e — (Ae —x)y € Rad(X).

Entonces, y(Ae — ), (Ae — 2)y € G(X), gracias al Lema 2.5.8. Es decir, existen
z,w € X tales que (zy)(Ae —x) = e = (Ae — z)(yw); de donde e —z € G(X), vy
entonces A € C\ o(z). Por tanto, o(z) C o(Z). O

En el siguiente teorema se dan varias caracterizaciones de las ()-adlgebras norma-
das. Para una de ellas requerimos de la siguiente nocion.

Definicién 4.4.9. Sea X un algebra normada, decimos que x € X es un divi-
sor topologico de cero en X si existe una sucesion (w,)5; en X tal que |w,| =
1 para todon > 1y lim w,r = lim zw, = 0. Definimos

n—oo n—oo

TDZ(X) = {x € X : x es un divisor topologico de cero en X }.

Lo anterior es equivalente a que exista una sucesion (w, )%, en X que no converge
a 0 en X y que satisface que lim w,z = lim zw, = 0.
n—oo n— o0
Teorema 4.4.10. Supongamos que X tiene identidad. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes.

(Q) X es (Q-algebra.

(Q1) Existe § € (0,1] tal que si z € X y ||le — z|| < 0, entonces z € G(X).

(Q2) Existe 6 € (0,1] tal que si z € X y ||z]] < d, entonces Y~ z" converge
en X.

(Qs3) Size Xy |e—z| <1, entonces z € G(X).

(Q4) Siz e Xy |z <1, entonces >~ x" converge en X.

(Qs5) r(z) = lim Hx”H% = fof |z"||= para todo = € X.
n— oo n>1
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(Qs) Sup r(z) < oc.
z||=1
(Q7) r(z) < ||z|| para todo z € X.
(Qs) Fr(G(X)) € TDZ(X), donde Fr es el operador frontera.
(Qo) Rad(X) es cerrado y X/Rad(X) es una Q-algebra.
(Q10) o: X — 2% 2+ o(r) es semicontinua superiormente, es decir, para

cada x € X y cada abierto U en C tal que o(x) C U, existe 6>0 tal que
si |ly — z|| < ¢ entonces o(y) C U.

(Q11) o es semicontinua superiormente en 0 € X.

(Q12) D : X — [0,00], x — diam(o(x)) es semicontinua superiormente, es
decir, para cada x € X, con diam (o(z)) < oo se cumple que dado € > 0,
existe § > 0 tal que diam(o(y)) < diam(o(z))+e€ siempre que ||y—z| < o.
Donde diam(o(z)) = sup, e @) |A — -

(Q13) D es continua en 0 € X.

(Q14) X es cerrado bajo inversos en su complecion. Esto es, G(X)NX C G(X),
donde X es la complecion de X.

Demostracion.
(Q) = (Q1) Como G(X) es abierto y e € G(X) entonces existe 0 € (0, 1] tal
que {z € X : |le—z| <0} C G(X).

(Q1) = (Qg) Sea x € X, con ||z|| = 1. Tomemos 6 € (0,1] que cumpla (Q1) y
\ € o(x) distinto de 0. Como \e — x ¢ G(X), entonces e — +x ¢ G(X), por lo que

)
e— e—l
A
=l — 1

y entonces A < ' = <. Esta desigualdad obviamente también es valida para A = 0.

Por consiguiente, r(z) = sup{|\| : A € o(2)} < } y asi SUD|jz=1 7'(2) < 00

2] = ]zé

2
By

(Qs) = (Q5) Sea x € X. Por los Lemas 4.44 y 4.4.1,

r(z) > lim Hx"Hl/” = {nf H:E"Hl/”.
n—oo n>1
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Solo falta probar que 7(x) < lim,, o [|J2™||*/".

Sabemos por el Teorema 2.3.3 que r(z)" = r(a™) para cada n € N. Si ||z"]] =0
para algin n € N, entonces " = 0 por lo que 0 = sup{|}A| : 2" — Xe ¢ G(X)} =
r(z") = r(x)" y asi, r(z) = 0 < lim,, o |27/

Supongamos ahora que ||z"|| # 0 para todo n € N. Nuevamente, por el Teorema

2.3.3 . .
—r(@")=r (—x”)
2] [|z™]]

y por (Qg), tenemos que r (ﬁx”) < supy, =1 7(y). Por tanto, si M > supy,;_; 7(v),

se cumple que r(x)" = r(a™) < M||z"|| para cada n € N. De modo que
r(a) < MYt
para cada n € N. De donde,

r(z) < lm MY™|z?|Y™ = lim ||z"| "
n—o0 n—oo

(Q5) = (Qr) Seaw € X, por (Qs) r(z) = inf """ < ||
(Q7) = (Q3) Sea z € X tal que |le — x| < 1, entonces por (Q7),
re—a) <lle—zf| <1
es decir, sup{|\|: AN €o(e—2)} < 1. Asi, 1 ¢ o(e—z) y x = le — (e — x) € G(X).

(Qs) = (Q4) Sea z € X tal que |z|]| < 1, lo que es equivalente a que
le—(e—x)|] < 1. De (Q3) obtenemos que e—x € G(X). Siy = (e—z)~! y definimos

para cada N > 0, donde z° = e, entonces

1Sy = yll = lly(e — 2)Sn — yll
< llylllite = z)Sx — el
= lylll=™ < Ny ]

De que ||z]| < 1 se sigue que lim ||z||V*! =0. Asf, Y 2" =y.
N—o0
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(Q1) = (Q3) Sea x € X tal que ||e —z|| < 1. Por (Q4), >, (e —z)" =y para
algin y € X. Para cualquier natural N se cumple que

e(Gear)] = eSS

n=0

= (e =)™ < ll(e = x)I**

y como |le — z|| < 1, entonces

N
— 1 T —
e= lim z (2%(6 x) ) xy
Anélogamente, se puede ver que limy_,q (ZnNzo(e — a:)") x = yxr = e. Por tanto,
z e G(X).

(Q1) <= (Q2) La prueba es analoga a la de (Q3) <= (Q4), pues en cada
afirmacion 0 < § < 1.

(Q3) = (Q) Sea x € G(X), entonces x # 0. Veamos que

{vexito-u< 5} eam

[l
y asi, G(X) es abierto y X es una @Q-algebra.
Sea y € X tal que ||z —y|| < ﬁ, entonces

le =7yl = llz" (= =) < =7 iz = )]l < L.

Por (Q3) se tiene que 'y € G(X) y como G(X) es un grupo multiplicativo, obte-
nemos que y € G(X).

(Q) = (Qu4) Siz ¢ G(X), entonces x no tiene inverso izquierdo o derecho.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que x no tiene inverso izquierdo y tomemos
el ideal izquierdo Xz. Observemos que Xx C X, pues en caso contrario e = yx para
algiin y € X. Existe un ideal izquierdo maximo M en X tal que Xx C M C X.
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Es claro que la cerradura HX de M en la complecion de X es un ideal izquierdo

~ . —X . ., 7
en X. Si e € M entonces existe una sucesion (z,)%; en M tal que lim z, = e,
n—o0

pero al ser M cerrado en X, por el Lema 4.4.7, y tenerse que e € X, concluimos
que e€ M. Esto contradice que M es ideal maximo en X. Por consiguiente, e ¢ MX
y s - X. No existe y € X tal que yz = e. Es decir, z ¢ G(X) y se sigue que
XNGX) C GX).

(Qu) = (Q3) Sea z € X tal que [le—x|| < 1. Por ser )~(~un dlgebra de Banach,
es una (Q—algebra y asi, z € G(X). Entonces, x € X N G(X) y de la hipotesis se
sigue que x € G(X).

(Q) = (Qs) Sea x € Fr(G(X)). Existe una sucesion (x,,)°; en G(X) tal que

lim x,, = x. Afirmamos que
n—o0

supl|z;, || = oo.
n>1

Supongamos lo contrario, es decir, que existe N > 0 tal que ||z || < N para todo
n > 1. Entonces

71_
n

[ (T = n)z, |
-1 1
N? ||xm - an

-1
|z =]

IA A

para cualesquiera m,n > 1. De este modo, la sucesion (1), es de Cauchy, por lo
que converge en X, digamos a y € X. Por la continuidad del producto

ry = lim z,2,' =1
n—o0

y analogamente yz = 1, lo que implica que z € G(X), pero por la implicacion
Q) = Q14 ya probada, tenemos que = € G(X). Es decir,

r € Fr(G(X)) NG(X)

lo que contradice que X es Q-algebra. Por tanto, sup ||z} || = oo.
n>1

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ||z, !|| > n para todo n > 1.
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Definimos w,, =

m Para cada n > 1 sucede que ||w,|| =1y
1

e ‘1|| ‘

< le = @l + ——

1
x, e H

(@ = ) 57 + 7
Ul
H I

wanH =

Entonces lim,,_,., xw,, = 0. Anélogamente se puede probar que lim,, ., w,z = 0.
De donde, x € TDZ(X).

(Qs) = (Q) Supongamos que X no es una (-algebra. Existe x € G(X) tal
que para todo abierto U de X que contiene a x se cumple U N (X\G(X)) # 0; es
decir, z € G(X) NFr(G(X)). Por otro lado, si (w,)%, es una sucesion en X tal que
lim,, o zw, = 0, entonces

0=z limzw, = lim w,,
n—oo n—o0
lo que implica que z ¢ TDZ(X). Asi, Fr(G(X)) € TDZ(X) y esto que contradice a
(Qs).

Antes de continuar con la demostracion del teorema, notemos que hasta ahora ya

hemos probado: (Q) = (Q1) < (Q2) = (Qs) = (Q@5) = (Q7) = (@3) = (Qu) =
(@) = (Q), (Q)=(Qu) = (Q3) = (Q) ¥y (Q) = (Qs).

(Q) = (Qy) Por el Lema 4.4.7 todo ideal maximo izquierdo de X es cerrado.
Entonces Rad(X) es cerrado.

Para ver que X/Rad(X) es una @Q-algebra, probemos que para esta algebra se
cumple (Q3), pues sabemos ya que @) < Q3. Supongamos que = € X/Rad(X) es tal
que ||[e—z|| < 1. Existe zy € Rad(X) tal que |[e—z—z|| < 1; por tanto, x+zy € G(X)
y por la observacion 2.4.4 se tiene que T = = + zg pertenece a G(X/Rad(X)).

(Q9) = (Qs5) Sea x € X. Por la Proposicion 4.4.8 r(x) = r(z). Por hipotesis
X/Rad(X) es una Q-algebra, entonces 7(Z) = lim,,_,o ||Z"||/", pues ya sabemos que
@ < Q5 , de donde

lim ||q;"H1/" <r(x)=r(x) = lim ||:L’"H1/” < lim Hx”Hl/"
n—00 n—00 n—00

La primera desigualdad se da por los Lemas 4.4.4 y 4.4.1. Por tanto,

. n|l/n _ ¢ n||l/n
(@) = T o " = inf o |/,
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nuevamente por el Lema 4.4.1.

(Q) = (Q10) Supongamos que o no es semicontinua superiormente en algin
xo € X. Entonces existe un abierto U en C tal que o(xy) C U y sucesiones (z,)5°

n=1
en Xy (a,)2, en C tales que lim z, =z , o, € o(x,) \ U.
n—oo

Como ya sabemos que Q) < Q4 < @7, entonces

sup |a,| < supr(x,) < sup ||z, < oo;
n>1 n>1 n>1

es decir, la sucesion (a,,)2% , estda acotada. Sea (ay,, )72, una subsucesion de (o),
que converja, digamos a «. Como «, ¢ U para todo n > 1, entonces o ¢ U; de
donde, a ¢ o(xy).

Por otra parte, «,, € o(z,) para todo n > 1, por lo que z, — aye € X \ G(X)
para todo n > 1, y como X \ G(X) es cerrado, por ser X una @-algebra, entonces

lim z,, —a,, e =1z — ae
k—o0

pertenece a X \ G(X). Asi, a € o(x), lo cual es una contradiccion a lo probado en
el parrafo anterior. Por consiguiente, o es semicontinua superiormente.

(Qi10) = (Q11) Es obvia.

(Q11) = (Q13) Es claro que D (0) = diam(c(0)) = 0. Sea € > 0, por hipotesis
existe > 0 tal que o(x) C B<(0) si ||z[| < 4. Supongamos que [|z| <dy A, u € o(x),

entonces |\ —p| < |A|+|p| < 5. De donde, D (x) = diam(co(x)) = sup |A—p| <e.
A peo(x)
Es decir, D es continua en 0 € X.

(Q3) = (Qg) Tomemos x € X con ||z| = 1. Por ser X un édlgebra de Banach,
se tiene que og(x) es compacto. Por esto y por ((Qs) para X, ya que ésta es una
(Q)-algebra, existe \g € o¢(z) tal que

— . n||l/n
Mol = (@) = lim [l2”]] "
Como [|z"||'/™ < 1, se sigue que |Ag| < 1. Por cumplirse que G(X) C G(X), tenemos
que o¢(z) C o(z), y asi, Ay € o(z).

Por la continuidad de D en 0, existe 6 > 0 tal que diam(c(y)) < 1 siempre que
y € Xy |ly]| <4. De donde, diam(c(dx)) < 1, y por el Teorema 2.3.3 esto equivale
a que 0(diamo(z)) < 1. Para A € o(z) tenemos que

6] < [0A — 6Xo| + |0X0] < 1+ 4.
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O sea, |A| < X2 para todo A € o(z). Por tanto, r(z) < 2 y asi, SUD| |21 7(2) < 00.

(Q10) = (Q12) Sean x € X y € > 0. Observemos que

o(x)C | J BpO).
)

A€o (x

Por la semicontinuidad de o tenemos que existe § > 0 tal quesiy € X y ||[x—y|| <4,
entonces

o) |J BepV).
)

Aeo(z

Sea y € X tal que ||z — y|| < d. Si A\, € o(y), entonces, existen g, o € o(z) tales
que [|A = Xol| < 5§y || — poll < 5, por lo que

A=l < TIA = 2ol + [[Ao = poll + llpzo — il < €+ diam(o ().

Entonces diam(o(y)) < € + diam(o(z)), lo que implica que D es semicontinua supe-
riormente.

(Q12) = (Q13) Es obvia.

De esta forma, tenemos probadas las siguientes equivalencias, (Q) = (Qy) =

(Qs) = (@), (@)= (Qu) = (Qu) = (Qu3) = (Qs) = (Q) v (Q) = (Quo) =
(Q12) = (Q13) = (Q). Lo que concluye la prueba. n

Corolario 4.4.11. St X tiene identidad y es de Banach, entonces
() = lim_[l"|» = fuf " "
7o) = i I = e
para todo x € X.

Demostracion. Sabemos que toda 4lgebra de Banach con identidad es una @-algebra.
El corolario se sigue entonces del teorema anterior. O






Capitulo 5

Las Q-Algebras y las condiciones m

En este capitulo suponemos que X y Y son algebras complejas con identidad, a
menos que se diga otra cosa.

5.1. Los espectros algebraico y topoloégico de un al-
gebra

Recordamos que el espectro algebraico de X, denotado como M7 (X), es la
coleccion de todas las funcionales en X que son lineales, multiplicativas y no nulas.

Definicion 5.1.1. Sea X un algebra topologica definimos el espectro (topoldgico)
M(X) de X, como M(X) = {p € M#(X) : p es continua}. Tanto M# (X) como
M(X) son subconjuntos del dual algebraico X# de X y a ambos se les dotara de
la topologia inducida por topologia débil estrella (w*). Esta se define en el dual
algebraico X# de X como la topologia localmente convexa determinada por las
seminormas | f||,=|f (z)] con x € X y f € X#.

Observacion. Si X es un dlgebra de Banach entonces M#(X) = M(X) por el Teo-
rema 4.2.2. Cuando para un algebra topologica X sucede lo anterior se dice que X
es funcionalmente continua.

Proposicion 5.1.2. Si XY son dlgebras topologicas. Entonces
MX xY)={vYporx :p e M(X)}U{pomy :p € M(Y)}
donde wx y ™y son las proyecciones de X X Y en los factores respectivos.

51
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Demostracion. Es claro que
MX XxY)D{ormx:pe M(X)}U{pomy :p € M(Y)}.

Para probar la inclusion contraria tomemos ® € M(X x Y), entonces ®(x,y) =
®(x,0) + ®(0,y) para todo x € X,y € Y. Asi,

O(z1,y1)P(w2,92) = (P(21,0) + P(0,51))(P(22,0) + (0,2))
= ®O(z1,0)P(xq,0) + P(x1,0)P(0, y2)
+ (I)(Ovyl)q)<x2a0) +(D(an1)(p<0ay2)

y por otra parte
O(2172,y132) = P(2172,0) + (0, y132) = P(21,0)P(22,0) + (0, 1) P (0, 92).
Por lo que
P(21,0)®(0,12) + (0, 1) (2,0) = 0

para cualesquiera 1,29 € X y 192 € Y. De donde,
(I)(xa O)(I)(Oa y) = —q)(.l', O>(I)(07 y)

para cualesquiera x € X,y € Y. En particular ®(ex,0)®(0,ey) = 0.

Tenemos dos casos, ®(ex,0) = 0 o (0,ey) = 0. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que P(ex,0) = 0. Por consiguiente, ®(z,0) = ®(z,0)P(e,,0) = 0 para
todo z € X. Asi,

O(z,y) = ®(x,0) + (0,y) = 2(0,y)

para todo (x,y) € X x Y, lo cual implica que ®(0,ey) # 0 pues & # 0. Ahora, la
funcional ¢ : Y — C definida como ¢(y) = ®(0,y), es lineal, multiplicativa y no
nula, ya que ® lo es, y ademés ¢ o my(x,y) = ®(z,y) para todo (z,y) € X x Y. La
continuidad de ¢ es clara dado que es una composicion de funciones continuas. Por
tanto, ® = ¢ oy con ¢ € M(Y). O

Observacion 5.1.3. De la misma manera se prueba que
M#AX xY)={ponx,pomy : ¢y € M#(X),p € M*(Y)}.

Proposicion 5.1.4. Para toda ¢ € M#(X), p(e) = 1 y si # € G(X), entonces
p(z) # 0y pa™) = p(z)~".
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Demostracion. Sea ¢ € M¥#(X), si p(e) = 0, entonces ¢(z) = p(x)p(e) = 0 para
todo € X, lo que contradice que ¢ € M#(X). Por tanto ¢(e) # 0 y como
w(e) = ¢(e)p(e), entonces ¢(e) = 1.

Si v € G(X), 1= ple) = plez) = p(@)p(e), de donde ¢(z) £ 0 y p(z~) =
p(z)~h O

Corolario 5.1.5. Si o € M#(X) yx € X, entonces v — p(x)e ¢ G(X). Es decir,
o(z) € o(z) para cada p € M#(X).

Demostracion. Como (x — p(z)e) = p(z) — ¢(x) = 0 entonces por la Proposicion
5.14, x — p(z)e ¢ G(X). O

Lema 5.1.6. Si ¢ € M#(X), entonces ker(p) es un ideal bilateral mdzimo de X.
Demostracion. Claramente ker(y) es un ideal bilateral de X. Para ver que es maximo,

supongamos que ker(¢) € I C X, para algun ideal I de X. Entonces existe x € [
tal que p(z) # 0. Como x — p(z)e € ker(yp) C I, entonces

e=(x) e — () o — p(x)e)
pertenece a I, lo que contradice que I C X. O
Proposicién 5.1.7. Si ¢y, 2 € M#(X) y ker(p;) = ker(pz), entonces o1 = @s.

Demostracion. Como x — pq(z)e € ker(y1) para cualquier z € X, entonces s (z) =
1(z) para todo x. O

Definicién 5.1.8. Para cada x € X, con M#(X) # (), definimos su transformada
de Gelfand & como % : M#(X) — C tal que

para cada ¢ € M#(X).
Por el Corolario 5.1.5, {¢(z) : ¢ € M#(X)} C o(z); 0 sea,
F(M* (X)) C o(x)

para todo z € X.
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5.2. La invertibilidad y su relacién con M (X)
Supondremos en esta seccion que X tiene identidad e.

Proposiciéon 5.2.1. Sea X una Q-dlgebra m-convexa conmutativa, si M es un ideal
mdzimo de X, entonces eziste un elemento ¢ € M(X) tal que ker(p) = M. En
particular, vale el resultado para las QQ-dlgebras normadas conmutativas; por ejemplo,
en las dlgebras de Banach conmutativas con identidad.

Demostracion. Por el Teorema 3.2.5, X/M es una algebra m-convexa con las semi-
normas cocientes. También es un espacio Hausdorff, ya que M es cerrado por el Lema
4.4.7. Como la proyeccion canonica 7 : X — X/M es un homomorfismo suprayectivo
y abierto, entonces X /M es una @-algebra por la Proposicion 4.1.3.

Por otra parte, X/M es un campo por ser M un ideal méximo. De manera que
todo elemento no cero de X/M es invertible, es decir, G(X/M) = (X/M) \ {0}.
Del Teorema 4.3.5 se sigue que existe un isomorfismo topologico ¢ : X/M — C.
Finalmente, de la continuidad de 7 : X — X/M, se tienen que ¢pom : X — C es un
elemento en M(X) y ker(¢pom) = M. O

Proposicion 5.2.2. Si X es una Q-dlgebra conmutativa, p-normada y M es un ideal
mdzimo de X, entonces existe un elemento ¢ € M(X) tal que ker(p) = M.

Demostracion. El ideal M es cerrado por el Lema 4.4.7. Del Teorema 3.2.3 se obtiene
que X/M es un algebra p-normada, la cual es conmutativa por serlo X. Como M
es un ideal maximo, entonces X/M es un campo. Todo elemento no cero de X /M
es invertible. Del Teorema 4.4.6, se sigue que existe un isomorfismo topologico ¢ :
X/M — C. Si consideramos la proyeccion candnica 7 : X — X/M la cual es
continua, entonces pom € M(X) y ker(pom) = M. O

Teorema 5.2.3. Sea X una Q-dlgebra m-convera (p-normada) conmutativa. Si x €
X y X € C, entonces existe ¢ € M(X) tal que p(x) = X\ si y sdlo si A € o(z), es
decir,

o(x)={Ae C: \=p(x) para algin p € M(X)}

o lo que es lo mismo o(x) = £(M(X)). En particular, esto es vdlido para las Q-
algebras normadas conmutativas; por ejemplo, en las dlgebras de Banach conmutati-
vas con identidad.

Demostracion. Supongamos que existe ¢ € M(X) tal que p(z) = A, entonces A €
o(zx) por el Corolario 5.1.5.
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Si A € o(x), entonces Ae — z ¢ G(X). Consideremos el ideal I generado por
Ae — x, el cual es propio, ya que en caso contrario existe y € X tal que

yOe — ) = (he —a)y = 1,

lo que contradice que Ae — z ¢ G(X). Por tanto, I C M C X para algin ideal
méximo M de X. Por la Proposicion 5.2.1 existe ¢ € M(X) tal que ker(p) = M,
por lo que p(Ae —x) = A — ¢(x) = 0. O sea, A = p(x). O

Corolario 5.2.4. Sea X es una Q-dlgebra m-conveza (p-normada) conmutativa,
entonces M(X) # 0. En particular, esto es vdlido para las Q-dlgebras normadas
conmutativas, por ejemplo las dlgebras de Banach conmutativas con identidad.

Demostracion. Como 0 € ¢(0), entonces por el Teorema 5.2.3 existe ¢ € M(X) tal
que p(0) = 0. O

Corolario 5.2.5. (Principio de Wiener) Si X es una Q-dlgebra m-conveza (p-
normada) conmutativa, entonces v € G(X) si y solo si p(x) # 0 para todo ¢ €
M(X). En particular, esto es cierto para las Q-dlgebras normadas conmutativas;
por ejemplo, en las dlgebras de Banach conmutativas con identidad.

Demostracion. Siz € G(X) se tiene el resultado por la Proposicion 5.1.4. Reciproca-
mente, si z ¢ G(X), entonces 0 € o(x) por lo que existe p € M(X) tal que p(z) =0,
de acuerdo al Teorema 5.2.3. O]

Teorema 5.2.6. (Condicién de Wiener) Si X es un dlgebra m-conveza y com-
pleta, entonces x € X es invertible si y solo si p(z) # 0 para toda ¢ € M(X). En
particular, esto es cierto para las dlgebras de Banach con identidad.

Demostracion. Sean {X,, | - |la},cn una descomposicion de Arens-Michael de X,
Y =1limX, yT: X — limX, el isomorfismo construido en el Teorema 3.3.2. Para
— —

cada o € A tenemos, por el Corolario 5.2.4, que M(X,) # 0.
Supongamos que z € X y p(z) # 0 para toda ¢ € M(X). Para cada € A,
consideremos la siguiente composicion

XLy B xS

donde 7y es la B-proyeccion del producto [[Xo y ¢ € M(Xp). Si p =comgoT,
entonces ¢ € M(X) y por hipotesis ¢(x) # 0. O sea,

0# (coms o T)(x) = <(ms([z]a)aen) = <([2]5),

Por el Corolario 5.2.5, [z]z € G(Xj3) y por el Corolario 3.3.3,  es invertible en X. [
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5.3. Las condiciones m

Los Teoremas 5.2.3 y 5.2.6 sugieren el estudio que se hace en esta seccion. Con-
sideremos las siguientes condiciones para un algebra topolégica X compleja, con
identidad y tal que M(X) # 0.

(m) T(M(X)) = o(z) para todo = € X.
(mq) Z(M(X)) es denso en o(z) para todo = € X.
(mg) r(z) =sup{|A| : A € Z(M(X))} para todo z € X, donde r(x) es el radio

espectral de .

Observacion 5.3.1. Por el Corolario 5.1.5, en general se cumple que
r(z) > sup{|A\| : A € Z(M(X))} (5.3.1)

para todo = € X. Por otra parte, (m) = (my) = (ma).

Las Q-algebras m-convexas (p-normadas) conmutativas o bien las algebras m-
convexas y completas son ejemplos de dlgebras que satisfacen estas condiciones de
acuerdo a los teoremas mencionados al inicio de esta seccion.

Proposicion 5.3.2. Si X es un dlgebra topoldgica y o(x) estd contenido en la cerra-
dura de la envolvente convexa de T(M(X)) para cada x € X, entonces se satisface

(ma).

Demostracion. Sean x € X y A € C un elemento de la envolvente convexa de
#(M(X)). Entonces
)\:al)\1+...+an)\n

con y 2 oa; =1, 0 € [0,1] y \i € Z(M(X)) para 1 < i < n. De donde, |A| <
sup{|A] : A € z(M(X))}. Si p € o(x), entonces por hipotesis existe una suce-

o0

sion {p,}o°, en la envolvente convexa de &(M (X)) tal que p, — p, vy asi |p| <
sup{|A| : A € Z(M(X))}, por tanto

r(z) <sup{|A|: A € Z(M(X))}.
Con (5.3.1) obtenemos la igualdad. O

Lema 5.3.3. Si X satisface (ms2), entonces la funcion radio espectral v es una se-
minorma extendida submultiplicativa que es semicontinua inferiormente en X.
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Demostracion. Por (ms) se tiene que r es una seminorma submultiplicativa en
{reX r(x) <oo}.

Para ver que r es i.s.c. en X, tomemos zg € X y s,t € R tales que r(xg) > s > t.
Por (ms) existe ¢ € M(X) que satisface |¢(zg)| > s, como ¢ es continua, entonces
existe una vecindad V' de zy en X tal que |p(y)| > s para todo y € V, por tanto
r(y) >t para todo y € V', y asi r es i.s.c. O]

Lema 5.3.4. Si X es satisface (my), entonces la funcion espectral o : X — 2C;
definida como x — o(x) es semicontinua inferiormente; es decir, para cada ro € X
y cada abierto U en C tal que o(x) (U # 0, existe una vecindad V de xo en X tal
que si x € V, entonces o(x) (U # 0.

Demostracion. Sean xy € X y un abierto U en C tales que o(zo) (U # (. Por
la propiedad (my), existe ¢ € M(X) tal que p(zg) € U y por ser ¢ una funcion
continua existe una vecindad V de zy en X tal que ¢(x) € U para cada z € V.
Sabemos por el Corolario 5.1.5 que ¢(z) € o(x) para cualquier x € X. Por tanto,
o(z) NU # () para cada x € V y asi, o es semicontinua inferiormente. ]

Teorema 5.3.5. Sea X un dlgebra topologica. Para las propiedades que aparecen
abajo se tiene: (a) — (d) son equivalentes; si X satisface (my), entonces (a)— (') son
equivalentes, y si X satisface (my), entonces los propiedades (a) — (f') son equiva-
lentes.

(a) X es una Q-algebra.

(b) La funcion espectral o : X — 2%; dada como x + o(x) es semicontinua
superiormente y toma valores compactos (s.c.s.0.); es decir, para cada
o € X, se cumple que o(xy) es compacto y si U es un abierto en C
tal que o(zg) C U, entonces existe una vecindad V (xy) de z( tal que
o(x) CUsixz eV (xg).

(c) La funcion radio espectral 7 es real y semicontinua superiormente (s.c.s).
(d) La funcion radio espectral r es real y es continua en 0.
(e) La funcion radio espectral r es real y es una seminorma submultiplicativa

y continua en X.

(€' La funcién radio espectral r : X — [0, 00| es continua.
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(f) o : X — 2% es una funcién continua con valores compactos.
(f") o : X — 2C es continua (no necesariamente toma valores compactos).
Demostracion.

(a) = (b) Tomemos zy € X, por el Teorema 4.1.6 o(zg) es compacto. Para ver
que o es s.c.s en xg, consideremos un abierto U en C tal que o(zg) C U. Como o(zy)
es compacto, podemos suponer que U es acotado. Sea C = CU{oo} la compactacion
de C por un punto. El conjunto H = C\ U es compacto, pues U es también abierto
en C, ademas H C C\ o(xg). Hagamos

Ki={AeH:|\<1} v Ky={\eH:|\>1},

entonces H = K; U K.
Si Ky # 0, definimos ¢; : X x K; — X como

g1(z, A) = e — (zg + ).

Claramente ¢; es continua.
La funcién g : X X Ky — X se define como

e St A =00

g2, N) = {e_i(moﬂc) si A # 00

Afirmamos que esta funcion también es continua. Esto es inmediato para los puntos
(z,\) con \ # oo, mientras que dados un punto (x,c0) y una vecindad balanceada
V de 0 en X, existen un real £ > 1y vecindades W, y W de 0 en X tales que

1
W1+W1CV, X(l’o-{-ﬂ?)ewl

1
XZEWlsi|/\|>k;,z€VV.

Entonces, k < |A\| < ooy y € z+ W implica que

1
——(rot+x4+y—2x)e—-W1+Wy)CV
A

92(y, A) — ga(x,00) = —%(:vo +y) = —%(fﬂo +x— (v —y))
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De donde, g2(y, \) € ga(z,00) +V si [A| > ky y € 4+ W. Por consiguiente, estéa
probada nuestra afirmacion.

Para A € Ky, con A # oo, tenemos que go(0,\) = e — %xo es invertible, pues
H c C\ o(xp). Obviamente, ¢2(0,00) = e es también invertible. Como G(X) es
abierto en X y ¢o es continua, entonces para cada A € K, existen vecindades 7
de A en Ky y V) de 0 en X, tales que para todo u € Z, y x € V) se cumple que
g2(z, 1u) € G(X). Por ser Ky compacto, existen Aq,...\, € Ky tales que

K, =2,
i=1
Hagamos
Wy = ﬂv)\u
i=1

entonces para A € Ky, y € Wy, tenemos que ¢ga(y, A) € G(X); es decir e — (zo+y) €
G(X) si ademas \ # oc.

De la misma manera, si K7 # (), entonces ¢1(0,\) = Ae — g es invertible para
todo A € K. Como ¢, es continua y K es compacto, existe una vecindad W5 del 0
en X tal que

g1(y, A) = de — (2o +y) € G(X)

siye Wy y A€ K.
Por tanto para W = W; N W, se tiene que

Xe — (w0 +y) € G(X)

siAe C(VH yye W.Dedonde, o(zg+y) CUsiyeW. Asi, 0(z) C U para todo
z € xog + W, lo que implica que o es s.c.s en xy y por ser xy arbitrario, o es s.c.s. en
X.

(b) = (c¢) Por (b), o(z) es compacto, por tanto r(x) < oo para todo = € X.
Para ver que 7 es s.c.s tomemos xg € X y s,t € R tales que r(zp) < s < t y el abierto

U={NeC: |\ <s}

de C. Como o(xg) C U y o es s.c.s, entonces existe una vecindad V' (xg) de g en X
tal que para todo y € V' (z¢) se cumple que o(y) C U. Esto implica que r(y) < s <t
para cada y € V. Por tanto, r es una funcion s.c.s.

(¢) = (d) Toda funcién s.c.s no negativa h : X — R tal que h(0) = 0 es
continua en 0.
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(d) = (a)SeaV ={r € X :r(x) <1}, entonces 0 € V =r"1(—00,1) y V es
un abierto de X por ser r continua en 0. Hacemos U = {z € X : r(e — z) < 1}. Por
consiguiente, U = e — V y U es una vecindad de e en X.

Observemos que si 2 € U, entonces A € o(e — x) implica que |A| < 1, por tanto
1 ¢ o(e —x) y entonces x = e — (e — z) € G(X), es decir, U C G(X). O sea,
e € IntG(X) y por la Proposicion 4.1.2 se tiene el resultado.

En las siguientes tres pruebas supongamos que X satisface (my):

(¢) = (e) La funcion r es real y por (mgy) y el Lema 5.3.3 se cumple que r es
una seminorma submultiplicativa en X y por (d) esa seminorma es continua.

(e) = (¢') Es obvio.

(¢/) = (a) La prueba dada para la implicacion (d) = (a) sigue funcionando
para hacer ver que G(X) es abierto.

En lo que sigue suponemos que X satisface (my) y por tanto, se cumple también
(ma):

(b) = (f) Por el Lema 5.3.4 se cumple (f).

(f) = (f’) Es claro.

(f) = (¢) Como X satisface (my), se tiene del Lema 5.3.3 que la funcion
r: X — RU{oo} es semicontinua inferiormente. Si 7 (x) = oo, entonces r es s.c.s.
en z. Si r (z) < oo podemos seguir la demostracion de (b) = (c) para obtener que r
es s.c.s. en z. Por tanto r es continua en X. [l

Corolario 5.3.6. Para cualquier dlgebra X que sea m-convexa y completa las pro-
piedades (a) — (f') del Teorema 5.3.5 son equivalentes. Si X es Q-dlgebra m-convera
y conmutativa entonces tiene todas esas propiedades.

Demostracion. En el primer caso, X tiene la propiedad (m) por la Condicion de
Wiener (Teorema 5.2.6) y en el segundo la tiene por el Teorema 5.2.3. El corolario
se sigue entonces del teorema anterior. 0

Definicién 5.3.7. Un barril en un espacio vectorial topologico Y es un un subcon-
junto H C Y que es cerrado, absorbente, balanceado y convexo. Se dice que Y es un
espacio barrilado si cada barril es una vecindad del cero. Un m-barril en un algebra
topologica Y es un barril H C Y tal que H?> C H. Se dice que Y es un &lgebra
m-barrilada si cada m-barril es una vecindad del cero.

Claramente toda algebra barrilada es un algebra m-barrilada.

Corolario 5.3.8. Si X es un dlgebra m-barrilada que satisface la propiedad (ms) y
para la que r(z) es finito para todo x € X, entonces es una Q-dlgebra.
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Demostracion. Por el Teorema 5.3.5 basta probar que r es continua, y para esto es
suficiente ver que V' = {z € X : r(z) < 1} es una vecindad del cero, ya que por el
Lema 5.3.3 y la hipotesis, la funcion r es una seminorma submultiplicativa en X.
Consideremos H = {z € X : r(z) < ¢}, donde 0 < ¢ < 1. Entonces H es absorbente,
balanceado, convexo y ademas, H?> C H puesto que ¢ < 1. Por el Lema 5.3.3, r es
semicontinua inferiormente, de donde X \ H es abierto. Por tanto, H es un m-barril
en X, y de la hipotesis se tiene que H es una vecindad del cero, lo que implica que
V' también lo es porque H C V. n

5.3.1. Funciones cuyos valores son conjuntos.

La funcion o () esta definida en un 4lgebra y toma valores en 2. Aqui estudia-
remos parte del comportamiento de funciones de este tipo, pero cuyos valores estan
en 2V,

Definicién 5.3.9. Sean X y Y dos espacios topologicos, con Y compacto, y
b X =27

una funcién que toma valores compactos, la reqularizacion superior de ¢ es la funcion

¢ : X — 2Y definida como
ox)= (1 Uek

UeN (z) z€U

donde N (z) denota la familia de vecindades de x en X. Por tanto, ¢ también toma
valores compactos.

Lema 5.3.10. Sea ¢ : X — 2¥ una funcion con valores compactos, donde X,Y son
espacios topoldgicos, con'Y compacto. Si ¢(xo) C ¢(xg), entonces ¢ es semicontinua
superiormente en xg.

Demostracion. Supongamos que ¢ no es semicontinua superiormente en . Entonces
existe un abierto V5 C Y tal que ¢(z) C Vy y para todo U € N (xg) existe yy € U
tal que

o(yu)  Vo.

Existe zy € ¢(yy) tal que zy € Y\ V. Consideremos la red {zy}uepn (s, donde el
orden en N (xg) es el usual. Como Y \ V; es cerrado en Y, entonces es compacto.
Se sigue que existe una subred {za(y)}yea-) de {2vtven(zo) tal que zq) — 2 para
algan z € Y \ V. Por definicion de subred, para cada U € N (zg) y 7o existe v > 7o
tal que a(y) C U.
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Probaremos que z € ¢(zg) \ é(70) lo cual es una contradiccion a la hipotesis
d(z0) C ¢(wp). Tomemos Uy € N(xg), yV € N(z). Existen 49,7 € A tales que
Zatyy € V para todo v = 7, v = Y0 ¥y a(y) C Up. Entonces yo) € a(y) vy
Za(y) € @(Ya(y)) NV, lo cual implica que

V(Y o) #0

yelo

De donde, z € Uy, ¢(y). Como Uy € N(xg) se escogio arbitrariamente, tenemos
que

ze () UYew =

UeN (zo) yeU

Sabemos que z € Y\ Vo y Y\ Vo C Y\ ¢(20). Asi, z € ¢(xg) \ ¢(20) como afirmamos.
[

Lema 5.3.11. Sea ¢ : X — 2¥ una funcion con valores compactos, donde X,Y son
espacios topologicos, con Y compacto. Entonces su regularizacion superior ¢ : X —
2Y es semicontinua superiormente.

Demostracion. Sean xo € X y Uy € N(zg). Se cumple que

= N Usk)c | o),

UeN(z) zeU z€Uy

para cada x € Uy. Por consiguiente,

| @) c U o2).

zelUp z€Up

y entonces
U é@) c U o2
z€lp z€ely

Como la igualdad anterior es valida para todo abierto Uy € N (xg) se cumple que
dx)= (1 Yo c [ U k) =d)
UoeN (z0) z€Up UoeN (z0) 2€U0

Por el Lema 5.3.10, ¢ es semicontinua superiormente en xzy. Como x( fue escogido
arbitrariamente, entonces ¢ es semicontinua superiormente en X. ]
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Lema 5.3.12. Supongamos que X contiene una Q-dlgebra Y. Si C es la compacta-
cion por un punto de C y ¢ : X — 2 se define como

Joy(x) sizeY
¢<x)_{@ st x e X\Y,

entonces ¢ toma valores compactos y su reqularizacion superior o: X — o€ satisface
que ¢(y) = oy (y) siempre que y € Y.

Demostracion. Recordamos que

=N Usar= N U o2

UeN (z) 2€U UeN (z) zeUNY

donde N() denota la familia de vecindades de x en X y la cerradura se toma en C.
Por ser Y una Q-algebra, la funciéon ¢ toma valores compactos. Para y € Y tenemos
que
ov(y)c |J ov(2)
zeUNy

para todo U € N(y), por lo que oy(y) C ¢(y). Por otra parte, si A ¢ oy (y),
entonces \e —y € G(Y). Como Y es una @Q-algebra existen, por la continuidad de las
operaciones en Y, D (\) C Cy V C Y vecindades abiertas de A y y, respectivamente,
tales que D (A)e —V C G(Y). O sea,

D(\) Cc C\oy(z)

para todo z € V. Como V = U NY para alguna vecindad abierta U de x en X, se

tiene que
D(\)N ( U UY(2)> =0,
zeUnYy
por lo que A & [, cp;ny 0y (2) ¥ entonces, A ¢ ¢(y). .

Proposicion 5.3.13. Si X satisface (mg) y contiene una Q-dlgebra densa en X.
Entonces X es también una Q-dlgebra.

Demostracion. Supongamos que Y es una ()-subalgebra densa en X. Como ox(y) C
oy (y) para cada y € Y, entonces

rx(y) < ry(y) (5.3.2)
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para todo y € Y. i

Definimos ¢ : X — 2¢ como en el lema anterior. Por éste, ¢ toma valores com-
pactos y su regularizacion superior ¢ : X — QC, que es semicontinua superiormente
por el Lema 5.3.11, cumple que

o(y) = ov(y)

siyeY.
Hagamos

p(z) =sup{|A| : A € o(x)}

para cada € X. Tenemos que p(y) = 7y(y) si y € Y. Como ¢ es semicontinua
superiormente y toma valores compactos, entonces p (x) es una funcion real y semi-
continua superiormente, la prueba de esta ultima afirmacion es andloga a la de la
implicacion (b) = (c) vista en el Teorema 5.3.5.

Afirmamos que

rx(z) < p()

para todo x € X, por lo que, en particular, 7y (x) es una funcion real. Supongamos lo
contrario y tomemos xy € X y unreal ¢ tales que p(zy) < t < rx(zp). Como X cumple
la condicion (mg) se sigue del Lema 5.3.3 que 7y es semicontinua inferiormente,
por tanto, existe una vecindad U; de zp en X tal que t < rx(x) para todo = €
U,. Similarmente, usando la semicontinuidad superior de p tenemos que existe U,
vecindad de zp en X tal que p(z) < t para todo x € U,. Por consiguiente, si U =
Ui N Us,, entonces

plx) <t <rx(x)

para todo x € U. Como Y es densa en X, existe y € YNU y entonces 1y (y) = p(y) <
rx(y) lo que contradice la desigualdad (5.3.2). Queda probada nuestra afirmacion.
Por ser p una funciéon semicontinua superiormente en X y debido a que 0 <
rx(z) < p(x) para todo = € X, se tiene que rx es continua en 0. Dado que rx es una
funcion real, del Teorema 5.3.5 inciso (d) concluimos que X es una Q-algebra. [

Como la complecion de cualquier algebra localmente m-convexa conmutativa
(CLMC-algebra ) es nuevamente una CLMC-algebra con la propiedad (m), en-
tonces, por la Proposicion 5.3.13, la complecion de cualquier C'LMCQ-algebra es
una C' LM CQ-algebra .

Observemos también que en la Proposicion 5.3.13 la hipotesis que X satisfaga la
condicion (mgy) puede ser sustituida por la més débil de que rx () sea semicontinua
inferiormente.
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5.4. Las (Q-algebras y la continuidad de la transfor-
mada de Gelfand

En esta seccién suponemos que X es un algebra topolégica compleja y con iden-
tidad tal que M(X) # 0.
Recordamos que para x € X se defini6 su transformada de Gelfand £ como

2(p) = p(x)

para todo ¢ € M#(X).
Es claro que Z es una funcion compleja continua en (M(X),w*).

Definicién 5.4.1. Denotamos por C'(M (X)) al espacio vectorial de las funciones
continuas en M(X) con valores en C y por C*(M(X)) al subespacio de C(M (X))
formado por las funciones que son ademas acotadas.

La transformada de Gelfand en X es el homomorfismo definido como

VX = CO(WM(X)), con ¥(z) =2 [mx),

Por definicion ¥(z) € C*(M(X)) si y solo si 2(M(X)) es acotado en C, es decir,
{p(x) : p € M(X)} es acotado en C. Ademaés, si X satisface (m2), lo anterior es
equivalente a pedir que r(z) < oc.

Proposicion 5.4.2. Si para cada v € X se cumple que o(x) es compacto, entonces
M#(X) es compacto.

Demostracion. M#(X) C [],.x o(z), ya que si ¢ € M#(X), por el Corolario 5.1.5
¢(z) € o(z) para todo x € X. Notemos que la topologia débil en M#(X) coincide
con la topologia producto heredada del compacto [[, .y o(x) (la topologia de la
convergencia por coordenadas), por lo que basta mostrar que M#(X) es cerrado en

[Lex o(x). Sean py € M#(X), y,z € X y e > 0. Al ser o(y) y o(z) acotados, existe
M > 0 tal que |A\| < M para todo A € o(y) Uo(z). Existe ¢ € M#(X) tal que

€

3M +1

lo(y) — wo(y)| < [p(2) — wo(2)] <

3M +1°
€

lo(yz) — po(yz)| < 3

por tanto

[0 (y)|00(2) — (2)]

<
+ le(2)]|eo(y) — (v
+ lelyz) = wo(y2)| < e

lo(y)po(2) — wo(y2)|
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O sea, ¢y es multiplicativa. La prueba de que ¢q es lineal es similar. Finalmente
o # 0 porque si go(e) = 0, entonces 0 € a(e), lo que contradice que e es invertible.
Entonces, ¢g € M#(X). O

Definicion 5.4.3. C,(M (X)) representa a C'(M (X)) con la topologia de la conver-
gencia uniforme. Similarmente C(M (X)) representa a C*(M (X)) con la topologia
de la convergencia uniforme. Dicha topologia esta dada por la norma uniforme ex-
tendida,

Ifll="sup [|f(p)

PEM(X)

J

para la que es posible que || f|| = oo en alguna f € C(M(X)).

Sabemos que C}(M(X)) es un algebra de Banach, mientras que, en general,
Cy(M(X)) no es siquiera un espacio vectorial topologico, pues el producto por un
escalar no siempre es continuo. Sin embargo, C,,(M (X)) siempre es un grupo aditivo
topologico.

En el siguiente resultado caracterizaremos a las ()-algebras mediante la continui-
dad de la funciéon de Gelfand W.

Proposicion 5.4.4. Si X satisface la condicion (ms). Entonces las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

(a) X es una Q-algebra.
(b) U(X)CCiHM(X)) yU: X — CHM(X)) es continua.
(c) U: X — Cu(M(X)) es continua en z si ||W(x)] < oo.

Demostracion. Como X satisface (my),

W (z)]| = sup [p(z)| =r(z) (5.4.1)
PEM(X)

(a) = (b) Por ser X un Q-algebra, o(x) es compacto; por tanto, r(z) < 0o para
todo z € X. Por (d) del Teorema 5.3.5 se tiene que r es una funciéon continua en 0,
lo que implica la continuidad de W, ya que es lineal.

(b) = (c) Es obvio.

(¢) = (a) Por (e’) del Teorema 5.3.5 y el Lema 5.3.3 basta con que r sea semi-
continua superiormente, lo cual se tiene por la continuidad de W en los puntos x con
imagenes de norma finita y la igualdad (5.4.1). O
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Proposicion 5.4.5. St X es una QQ-dlgebra, m-convera conmutativa, entonces ¥ :
X — C(M(X)) es una funcion continua donde en C(M(X)) se toma la topologia
compacto-abierto.

Demostracion. Por los Teoremas 5.2.3 y (4.1.6) en X se cumple la propiedad (m)
y r(x) = ||¥(z)]] < oo para todo z € X. En particular se satisface la propiedad
(mg). Del apartado (c) del Corolario 5.4.4, tenemos que ¥ : X — C,(M(X)) es una
funcién continua y como la topologia uniforme es mas fuerte la topologia compacto-
abierto, entonces ¥ : X — C'(M(X)) es continua cuando en C'(M (X)) se considera
la topologia compacto-abierto. O

En el Capitulo 7 (Ejemplo 7.4) se exhibe un algebra donde el reciproco de esta
proposicion es falso.






Capitulo 6

(Generalizaciones del concepto de
(Q-Algebra

En este capitulo supondremos que X es un algebra topologica compleja con iden-
tidad, a menos que se diga otra cosa.

6.1. (Qu-algebras y () ,,4-algebras

Existen algebras topologicas que no poseen la propiedad (m) (ver el ejemplo de
la Seccion 7.4). Para tales algebras existe un elemento = € X tal que 2(M(X)) C

ox(x). En esta seccion consideraremos por separado (M (X)) y 2(M# (X)) que son
llamadas partes lineales del espectro ox(x).
Definiciéon 6.1.1. Definimos el M-espectro de x como

omx)(@) = {p (2) 1 p € M(X)},

para cada x € X, donde o (x)(z) = 0 si M(X) = 0. El M-radio espectral de x se
define como

; (2) = sup{|A| : A € omx)(2)}  siomx)(z) # 0
M 0 i o (@) = 0.

Usualmente se escribe oa((x) en lugar de oaqx)(2) y ra(x) en lugar de 7y x)(x).

69
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Definiciéon 6.1.2. Un elemento z € X es M-invertible si 0 ¢ op(x). El conjunto
de los elementos M-invertibles de X se denota por Gr(X). Es obvio que

A€ opm(x) siy solosiz— e ¢ Gu(X).

Si opm(y) = 0 para algin y € X, entonces M(X) = (), lo que implica que
om(x) = 0 para todo x € X. En tal caso sucede que G (X) = X.

De igual forma, usando M#(X) en vez de M(X), se define el M#*-espectro o4,
el M#-radio espectral ry+ y el conjunto G(X) de elementos M#-invertibles.
Similarmente a lo antes dicho, se tiene que

A€ opx(x) siy solosiz— Ae & Gx(X).
De que op(x) C opqx(x) C o(z) (Corolario 5.1.5) se obtiene:
L orpm(x) <rpe(x) <r(z).
2. G(X) CGp#(X) C Gm(X).

Definiciéon 6.1.3. Decimos que X es una Qaq-dlgebra si Go(X) es abierto en X.
Analogamente, X es una Q y#-dlgebra si G % (X) es abierto en X.

Lema 6.1.4. Si X es una Qnq-dlgebra (Q pg#-dlgebra), entonces oap(x) (op#(2)) es
compacto para todo x € X.

Demostracion. Las demostraciones de que o (z) (op#(x) ) es cerrado y acotado,
en el caso en que M (X) (M# (X)) es no vacio, son las mismas a las dadas en las
Proposiciones 4.1.5 y 4.1.6, una vez que se sustituye G (X) por Gy (x) (Gpe(x)). O

Denotaremos por ¥4 : X — C(M#(X)), con M#(X) # 0, a la transformada
de Gelfand para M#(X); es decir el homomorfismo definido como W (z) = %, es
decir,

W () (0) = ()
para ¢ € M#(X) y z € X. Es claro que ¥ 4 (z) es acotado en M#(X) si y solo si
v (x) < 0o. Por definicion Wa (z) = ¥ (2) [mon= V().

Lema 6.1.5. La funcion oy es semicontinua inferiormente en X.

Demostracion. Supongamos M (X) # (. Sean 25 € X y un abierto U en C tales
que ou(z0) U # 0. Existe ¢ € M(X) tal que ¢(z) € U y por ser ¢ una funcion
continua existe una vecindad V' de xg en X tal que p(z) € U para cada = € V. Por
tanto, o () NU # () para cada x € V; o sea, o es semicontinua inferiormente. El
caso M (X)) = () es obvio. O
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Lema 6.1.6. La funcion ra es una seminorma extendida submultiplicativa que es
semicontinua inferiormente en X.

Demostracion. Es claro que 7, es una seminorma submultiplicativa en el subespacio
{z € X :rp (x) < 0o}. Para ver que 7y es i.s.c. en X cuando no es idénticamente
0, tomemos zg € X y s,t € R tales que ry(zg) > s > t. Existe ¢ € M(X) que
satisface que |¢(xg)| > s, como ¢ es continua, entonces existe una vecindad V' de zg
en X tal que |p(y)| > s para todo y € V, por tanto rpy(y) > t para todo y € V, y
asi r es L.s.c. [

Teorema 6.1.7. Si M (X) (M# (X)) es no vacio, entonces las siguientes afirma-
ctones son equivalentes.

(a) X es una Qp-algebra ( Q \#-algebra ).

(b) om : X = 2° (op# : X — 2 ) es semicontinua superiormente con
valores compactos.

(c) am ( T ) es una funcion real y semicontinua superiormente.

(d) rm (7% ) es una funcion real y continua en 0.

(e) rm (7% ) es una seminorma submultiplicativa continua en X.

(f) U (X) € CiM(X)) (T (X) C CRMF (X)) y¥ : X = CHM(X))
(U X — CH(M#(X)) ) es continua.

(9) om i X = 2% (o 0 X — 2C) es continua y con valores compactos.

Demostracion. Las pruebas de las implicaciones (a) = (b) = (¢) = (d), son la
mismas que las dadas en el Teorema 5.3.5 una vez que se sustituye o y r por oy (o y#)
y T (7% ), Tespectivamente.

Para las demas pruebas solo trataremos el caso correspondiente a M, las pruebas
para M7 son del todo similares.

(d) = (e) Por la definicion de op(x) es muy facil ver que 74 es una seminorma
submultiplicativa. La continuidad en X se tiene por la continuidad en 0.

(e) = (f) Tenemos que

[Tam(@)]| = sup |o(x)] =rm(w)
PEM(X)

y rm(x) < oo para todo x € X. Como 7 es, en particular, una funcién continua en
0 y W es lineal, entonces ¥ es continua.
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(f) = (a) Dado que C}(M (X)) es un algebra de Banach, entonces G(C}(M(X)))
es abierto en C*(M(X)). Afirmamos que

Gm(X) =T HG(CHM(X)))).

Sean = € Gp(X) y ¢ € M(CHM(X))). Definimos la funcional lineal multiplicativa
¢ = ¢oW, la cual pertenece a M(X) por ser ¥ un homomorfismo continuo. Entonces
0 # ¢(z) = ¢(¥(x)). Por el Corolario 5.2.5

U(z) € G(C,(M(X)));

o sea, r € V" HG(CHM(X)))).

Reciprocamente, si ¥(z) € G(C(M(X))), entonces existe h € C¥(M(X)) tal
que V(z)h = 1, la funcion constante 1, lo que implica que p(z) = ¥(z)(p) # 0 para
toda ¢ € M(X), es decir, 0 ¢ or(z), por tanto z € G (X ). Con lo cual concluimos
la prueba de nuestra afirmacion, misma que implica que X es una () -algebra.

(9) = (b) Es obvio.

(b) = (g) Se sigue del Lema 6.1.5. O

Corolario 6.1.8. Para las afirmaciones

(1) X es una ()-algebra.
(17) X es una @ y#-algebra.
(141) X es una Q p-dlgebra.

Se cumple que
(a) (1) = (i) = ().

(b) Si rap = T, entonces (iii) = (ii). Si ry# = r, entonces (i7) = (7). En
particular, si X satisface (my), entonces (i) — (#i7) son equivalentes.

Demostracion. (i) = (ii) Si X es una @Q-algebra, entonces por el Teorema 5.3.5 se
tiene que la funciéon r es real y continua. Como ry % < r en X, entonces rp# es
también real y continua en 0. Del Teorema 6.1.7 concluimos que X es una @ -
algebra.

Por el Teorema 6.1.7 y la desigualdad 7 < 7% es cierta la implicacion (i7) =
(73i) y por ese mismo teorema, (7i7) = (i) cuando 7y = 7 #.

Por los dos teoremas antes mencionados tenemos que (i) = (i) si 7y = 7. Si
X satisface (mg), entonces r = 7y, lo cual implica que 7y = 7% = 7y se tiene el
resultado por esos mismos teoremas. O
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Corolario 6.1.9. St X es un dlgebra m-barrilada, entonces es una QQ pq-dlgebra siem-
pre que T Sea una funcion real.

Demostracion. Por el Teorema 6.1.7 basta probar que r, es continua. Por el Lema
6.1.6, se puede seguir la demostracion del Corolario 5.3.8 para probar que asi es. [

Corolario 6.1.10. La propiedad de Qq-dlgebra ( Qa#-dlgebra ) se conserva bajo
cualquier homomorfismo suprayectivo, continuo y abierto.

Demostracion. So6lo probaremos el caso correspondiente a M. Sea h : X — Y un
homomorfismo continuo y abierto, donde X y Y son algebras complejas topologicas
con unidad y X es una @ p-dlgebra. Si M(Y') es vacio el resultado se sigue inmedia-
tamente. Supongamos que M(Y") # (). Definimos H = {poh:p € M(Y)} C M(X).
Mostraremos que

v: M(Y) — H, definida como ¢ — poh

es un homeomorfismo. Claramente ~ es suprayectiva y por serlo también h, se cumple
que si poh = ¢ oh, entonces p = ¢ . Esto muestra la inyectividad de v. Sea V un
abierto bésico de H que contiene a g o h, digamos que

V:{@OhEHi |§00h(l‘z)—3000h($1)| <€ Z:Lan}
con x1,...,x, € X y € > 0, entonces
YHV) ={p e M(Y) : Jo(h(x)) — po(h(z:)| <€ i=1,...,n}

que es un abierto de M(Y'), por lo que v es continua.
Tomemos ¢y € M(Y) y un abierto basico U de M(Y'), digamos

U={pe M) :|o(y)—voly))| <€ i=1,...,n}

con yi,...,y, € Y. Por la suprayectividad de h existen zy,...,x, € X tales que
h(xz;) =y, 1 =1,...,n. Asi,

Y(U)={goh e H:[goh(z;)—pooh(z;)| <€, i=1,...,n}

el cual es un abierto en H. Por tanto, v es un homeomorfismo.
Por el Teorema 6.1.7, Wqx) (X) C CE(M(X)) y

V) 0 X = Cp(M(X))
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es continua.

Sea T : Cf(M(X)) — CI(H) la funcion definida como f — f [5. Obviamente T’
es continua. La funcion v :C}(H) — Ci(M (Y)), definida como f +— f o~ es lineal
y es continua ya que

[foyl|= sup |[foy(p)]= sup |[f(poh)l <sup|f(s)|=|fl
peM(Y) peM(Y) seH

Notemos que
\IIM(y) oh= ’A)/OTO \I/M(X) en X,

pues siz € X y ¢ € M(Y), entonces

YT (W amex) (2)(e) = (&) () = (2 07)(p)
= d(poh)=p(h(@)) = V) (h(z))(p).

Como 4,T y W) son continuas, entonces W) o h es continua. De donde,
si W un abierto de C(M(Y)), entonces h™! <\I//_\j(y)(W)> es un abierto de X y

como la funcién h es suprayectiva y abierta, entonces \I/j\j(y)(W) es abierto en Y.
Por tanto, Wy, es continua, y por el Teorema 6.1.7 Y es una ) r-élgebra. O

Corolario 6.1.11. Si X contiene una Qq-dlgebra densa, entonces X también es
una Qq-dlgebra.

Demostracion. Si M(X) es vacio el resultado se sigue inmediatamente. Supongamos
que M(X) # (). Sea x € X, por la densidad de Y, existe una red {yq}aca en Y que
converge a x. Por ser Y una () -algebra, entonces rpy) es una seminorma en Y
continua en 0, por lo que existe un abierto U del 0 en Y tal que |rayy(y)| < 1 para
todo y € U.

Sabemos que U = Y [V con V abierto en X. Sea W un vecindad balanceada
del 0 en X tal que W +W C V. Como y, — x, entonces existe oy € A tal que
Yo — ¢ € W para todo a > «y. Por lo que

Yo — Yag :(ya_x)_(ya0—$) eW+WwWcVvV
para todo o > «g. De donde,

"My (Ya) = Ty Wao) | < 7y (Yo = Yao) < 1

para todo o > ag. Lo cual implica que |[7aqv)(¥a)| < 1+ 7rv)(Yay) Para todo
a2 .
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Si p € M(X), entonces ¢(y,) — ¢(z); por lo que existe oy > o tal que |p(x) —
©(ya)|] < 1 para todo oo > «;. Por consiguiente,

lo(@)] < 1T+ [0(Yar)| < 2+ 7M7) (Yao)-

Por tanto, 7yvx)() < 2 + ray)(Yay) < 00. Lo que implica que raqx) es una
seminorma submultiplicativa en X con valores reales y continua en cero. Del Teorema

6.1.7 inciso (d), se tiene que X es una Q) -algebra. ]
Proposicion 6.1.12. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) om# () es compacto para todo = € X.

(b) opm#(x) es acotado para todo z € X.

(c) M#(X) es compacto.

(d) X es una @ #-algebra bajo alguna topologia.

Demostracion. Observemos que si M#(X) = (), entonces o (z) = () para todo
x € X por lo que X es una @, #-algebra con la topologia original y se cumplen
(a)-(d). Supongamos que M#(X) # (.

(a) = (b) Es obvio.

(b) = (c) Para € X hagamos

S(z) = opx(x).
Siguiendo la demostracion de la Proposicion 5.4.2 se obtiene que M#(X) es cerrado

en [, S(x), por lo que M#(X) es compacto.
(¢) = (d) Sea 7 la topologia original de X. Como M#(X) es compacto, entonces

Y = Cu(MP(X)) = CH(M7 (X))

es un algebra de Banach y ¥ % : X — Y es una funcion, no necesariamente continua.
El producto P = X XY es un algebra topologica con las operaciones por coordenadas
y la topologia producto. El dlgebra X esté identificado con una subalgebra de P bajo
el isomorfismo algebraico i(z) = (z, U % (2)). Sea 7 la topologia en X heredada de
P a través de i, es decir, U € 7* si y s6lo si U = i~ (V) para algtin abierto V en P.
En particular, i : (X,7*) — P es continua por lo que la funcién componente

U 0 (X, 7%) = Y = CH(M* (X))

es continua. Como ademas, es claro que (X, 7*) es un algebra topologica, se sigue del
apartado (f) del Teorema 6.1.7 que (X, 7*) es una Q) #-algebra.

(d) = (a) Sea 7 una topologia en X con la cual es una @ #-algebra, por el Lema
6.1.4 concluimos que o % () es compacto para todo = € X. ]
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6.2. ();-algebras

Recordamos que estamos suponiendo que X es un algebra topoldgica compleja
con identidad e.

Definicién 6.2.1. Un elemento = € X es topoldgicamente invertible en X si X =
Xz = X. El subconjunto de los elementos topolégicamente invertibles en X es
denotado como G¢(X). En caso de que G;(X) sea abierto en X, decimos que X es
un dlgebra topoldgicamente Q (Q;-dlgebra).

Afirmamos que a € X sea topologicamente invertible en X equivale a la existencia
de un par de redes @ = (ay) y b = (by) en X tales que aay — e y bya — e. De la
definicion es claro que si a es topologicamente invertible, entonces existen dichas
redes. Para ver el reciproco, supongamos que existen redes @ = (a)) y b = (by) en
X tales que aay — ey bya — e, entonces e € aX y e € Xa, por la Proposicion
3.2.1 se sigue que X C aX, y X C Xa, por lo que aX = Xa = X; es decir, a es
topologicamente invertible. A estas redes @ = (ay) y b = (by) se les llama inverso
topologico derecho e izquierdo de a, respectivamente.

Se cumple que

G(X) C Gy(X).

El siguiente resultado es similar a la Proposicion 4.1.2 que da caracterizaciones de
una Q-algebra.

Teorema 6.2.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) X es una Q-algebra.

(b) e es un punto interior de G(X).
(¢) Int(G(X)) es no vacio.
Demostracion.

(a) = (b) = (c) Es obvio.
(c) = (a) Sea a € Int(G4(X)), entonces existen en X vecindades U,V y W del 0

tales que
a+UCG(X),V+VCcU aWcCVyWacCV.

Sea x € G¢(X), entonces existen z,y € X tales que 2z, 7y € e + W. Sea U una
vecindad del 0 tal que 2U C Wy Uy C W. Afirmamos que z + U C G(X).
Siw e U, entonces az(z +u) € a(e+ W) +alW'y

ale+W)+aW Ca+aW+aW Ca+V+V Ca+U C G(X);
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o sea, az(x +u) € Gi(X)
Por otro lado, (z 4+ u)ya € (e+ W)a+ Wa'y

(e+W)a+WaCa+Wa+WaCa+V+V Ca+U C Gi(X);

o sea, (r 4+ u)ya € Gy(X).

Entonces, existen un par de redes (b)), (¢)) en X tales que byaz(x +u) — ey
(z + u)yacy — e, por lo cual = +u € Gy(X), es decir, z + U C G4(X). Por tanto, X
es una (;-algebra. O]

Lema 6.2.3. Si x,y € G¢(X), entonces xy € G¢(X).

Demostracion. Veamos que ryX = X. Basta probar que e € zyX, ya que por la
Proposicion 3.2.1 zy X es un ideal izquierdo. Para esto hay que ver que si U es una
vecindad abierta del 0, entonces

(e+U)N (xyX) # 0.

Tomemos vecindades balanceadas del cero V' 'y W tales que V+V Cc Uy a2W C V.

Como (e + V) NzX # 0, pues = es topologicamente invertible, entonces existen
v € V,a € X tales que e + v = za. Ahora, a € X = yX por hipotesis, entonces
(a+W)NyX # 0, por lo que existen w € W y b € X tales que a+w = yb. Entonces,

e+v=ux(yb—w)=xyb— zw.
O sea, e + v + xw = xyb. Tenemos zyb € xyX, v+axw eV +aW'y
V+azW cCcV+V CU;

De donde, (e + U) N (xyX) # (). De manera similar se prueba que Xay = X. Por
tanto, xy € Gy(x). O

Proposicion 6.2.4. En toda Q-dlgebra X se cumple que G(X) = G(X). Toda Q-
algebra es Qy-dlgebra. En particular esto sucede cuando X es un dlgebra de Banach.

Demostracion. Sea X una (@Q-algebra. Basta probar que todo elemento topologi-
camente invertible es invertible. Si z € X es un elemento topolégicamente in-
vertible, entonces existen @ = (ay), b = (b)) redes en X tales que ayz — ey
xby — e. Como e € G(X), el cual es abierto por hipotesis, entonces existe \g tal que
ax,x, rby, € G(X). Por lo que existen a,b € X tales que

(aay,)r = alay,x) = e = (xby,)b = z(by,b);

por tanto, x es invertible. O
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Proposicion 6.2.5. Si X es m-convera y completa se cumple que G(X) = G¢(X).

Demostracion. Sea T : X — limX, el isomorfismo de X en el limite inverso de una

F
familia de Arens-Michael de X, construido en la prueba del Teorema 3.3.2 y dado
por la asociacion

T = ([I]a)aeA-

Sea x € X un elemento topoldgicamente invertible, por el Corolario 3.3.3 basta
probar que [z], es invertible en X, para cada a € A. Sabemos que existen dos redes
(a)) y (b)) en X tales que ayx — ey xby — e. Por ser T un homomorfismo continuo,
tenemos que

[ax]a - [y = [ela

(2] - (03], = [e]a

para cada a. Como [e], es el neutro multiplicativo en X, entonces [z], es topologi-
camente invertible en X,. Por la Proposicion 6.2.4, [z], es invertible, ya que cada X,
es una (Q-algebra al ser de Banach. Por tanto, x es un elemento invertible en X. [

Corolario 6.2.6. Si X es m-convera y completa, entonces se cumple que G(X) =
Gi(X) = Gm (X) = Gz (X) . Asi, en este caso todos los tipos de dlgebras @ son
equivalentes.

Demostracion. Esto es consecuencia de la condicion de Wiener (es el Teorema 5.2.6),
la proposicion anterior y las contenciones G(X) C Gy#(X) C Gm(X). O

Ejemplo. Sea c el algebra de las sucesiones complejas convergentes con las opera-
ciones por coordenadas y la topologia dada por las seminormas

1Gza)ll,, = [zn]

para cada n € Ny (x;) € c. Entonces ¢ es un élgebra compleja, m-convexa, con
identidad y completa. Para ver esto ltimo sea (m(k)) una sucesion de Cauchy en c,

con z(k) = (mik)> para cada k > 1. Entonces (xl(k)> converge en C para cada
k=1

i > 1, digamos que a x;. Entonces, 2*) — (2;) cuando k — oo.

Afirmamos que esta algebra no tiene ninguna de las 4 propiedades (). Basta ver
que no es una @-algebra. No lo es pues la funcional ¢ que asocia a cada (x;) € c el
limite de (z;) pertenece a M# (X), pero no es continua. Entonces kery es un ideal
maximo en ¢ que no es cerrado. Por el Lema 4.4.7, ¢ no es (Q-algebra.
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Definicién 6.2.7. Para cada x € X, el conjunto

o) ={A e C: (x— Xe) & Ge(X)}
es llamado el espectro topoldgico de x. También se define el radio espectral topolégico
de x como

0 si oy(z) =

ro(z) = {Sup{w A €E€a(x)}  sio(x) £

Si z € X es topologicamente invertible con inverso topologico derecho a = (ay) y
f € M(X), entonces f(zay) = f(x)f(ar) — f(e) =1, lo que implica que f(z) # 0.
Por tanto, x es M-invertible.
Asi,
G(X) C Gy(X) Cc Gm(X),

por lo que
om(x) C o) C o(x)

y como ya sabiamos, o (z) C oy (x) C o(z), lo cual implica que

G (X) C Gux(X) C Gu(X),

rym(z) < rx) < r(z)

rm() < () < r(z)
para todo x € X.

Por otra parte, una red @ = (ay) en X es llamada advertiblemente convergente (o
advertible) si existe a € X tal que aay — e y aya — e. En tal caso también se dice
que es advertible respecto a a.

Supongamos que (ay) es advertible respecto a y X es de Hausdorff. Entonces (a))
converge en X siy solo si a es invertible en X y ay — a~!. En efecto, supongamos que
ay — ag. Por la continuidad del producto se sigue que aa) — aag, de donde aay = e,
pues X es un espacio de Hausdorff. Inversamente si a es invertible y aa) — e.
Entonces a) — a”'e.

Definicion 6.2.8. Para X definimos
SX)={zre X :r(zx) <1}

Se definen de manera analoga Sy(X) y S;(X) haciendo uso de los radios espectrales
rpm Y T respectivamente.
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Es facil observar que S(X) C S(X) C Sm(X), ya que ray(z) < r(z) < r(z).

Lema 6.2.9. M(X) es cerrado en X*con la topologia w*.

Demostracion. Si M(X) = () la afirmacion es obvia. Supongamos que M(X) # 0y
sea (fa)aeca una red en M(X) que converge en la topologia w* a f € X*. Entonces

Jfale) = fle),

por lo que f(e) = 1, en particular, f es no nula. Ahora, para x,y € X tenemos que
falzy) = f(zy), folz) = f(z) v faly) = f(y), por lo que

fa(@) faly) = f(2)f(y),

pero fo(zy) = fao(x)fa(y) para cada a € A. Por tanto, f(zy) = f(2)f(y), asi f €
M(X). 0

Teorema 6.2.10. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(a) X es una Q p-dlgebra.

(b) e es un punto interior de G p((X).
(c) Sm(X) es una vecindad del 0.

(d) Int(G (X)) es no vacio.
Demostracion.

(a) = (b) y (b) = (d) Son obvias.

(b) = (c¢) Como e € Int(Gr(X)) existe una vecindad balanceada U del cero,
tal que e + U C Gp(X). Probaremos que U C Sy (X). Para esto supongamos lo
contrario, es decir, existe u € U tal que ry(u) > 1, entonces existe f € M(X) tal
que |f(u)| > 1. Dado que U es balanceado, se tiene que

1
B—mUCG‘f‘U

Por lo que

e— Lu € Gm(X),

f(u)

pero f (e — mu) =0, lo cual es una contradiccion. Por tanto, U C Sy (X).
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(¢) = (a) Por el Teorema 1.1.15 se tiene que S (X)° es w*-compacto. Debido a
que

M(X) C Sm(X)°

y M(X) es w*-cerrado en X* tenemos que M (X) es w*-compacto por el Lema 6.2.9.
Para z € G (X)), tomemos

0<m<min{|f(x)]: feM(X)}.

Probaremos que
z+mSm(X) C Gm(X).

Sea y € Spm(X), si f(z +my) = 0 para alguna f € M(X), entonces |f(z)| < m lo
cual contradice la eleccion de m. Asi, f(z +ms) # 0 para toda f € M(X), es decir,

x4+ ms € Gpm(X).

Por tanto, X es una () -algebra.
(d) = (b) Por hipotesis existen € X y una vecindad U del 0 en X, tales que

r+U C Gum(X).
Sea V' una vecindad del 0 tal que V' C U. Entonces,
zle+V)Cao+2V Cax+U CGum(X).
Lo que implica que e + V' C G(X), es decir, e € Int(Gpa(X)). O
En el siguiente teorema relacionamos el Teorema 6.2.2 con S;(X) como sigue.

Teorema 6.2.11. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) X es una Q-élgebra.
(b) e es punto interior de G¢(X).
(c) S;(X) es una vecindad del cero.

(d) Int(G(X)) es no vacio.
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Demostracion. En el Teorema 6.2.2 se prob6 (a) = (b) = (d) = (a).
(b) = (c¢) Como e € Int(Gy(X)), entonces existe una vecindad balanceada del
cero V en X tal que
e+ V C Gy(X).

Probaremos que V' C §;(X). Para esto, supongamos lo contrario y tomemos = € V tal
que 7¢(x) > 1, entonces para algin A € C con || > 1 se cumple que z — Ae ¢ G¢(X).
Asi

1
ez ¢ Gi(X).

Sin embargo, como |A| > 1y V es balanceado, entonces
1
G—che—i—VCGt(X),

lo cual contradice lo anterior. Por tanto, V C S;(X).
(¢) = (b) Como &;(X) es una vecindad del cero en X, basta probar que

1
Supongamos que no es asi, y tomemos z € S;(X) tal que
1
€+ 5'1: ¢ Gt(X)v

por lo que 2¢ + x ¢ Gy(X). Esto implica que —2 € oy(x), lo que contradice que
x € S(X). Esto prueba la afirmacion. O

Corolario 6.2.12. Toda Q);-dlgebra es Q) p-dlgebra.

Demostracion. El resultado se obtiene de que G(X) C G (X) y los Teoremas 6.2.10
v 6.2.11. 0

Corolario 6.2.13. Si X una Qaq-dlgebra o una Q-dlgebra, entonces ry(x) < o0
para todo x € X y si M(X) # 0, entonces la transformada de Gelfand ¥ : X —
CH(M(X)) es continua. De modo reciproco, si ry(z) < oo para todo x € X y
U X — CHM(X)) es continua, entonces X es una Q-dlgebra.

Demostracion. Como toda (Q;-algebra es una () r(-algebra, entonces es suficiente pro-
bar el resultado para cuando X es una () -algebra. Por otra parte, la demostracion
de este resultado es una sencilla consecuencia del Teorema 6.1.7. Sin embargo, dare-
mos una prueba de este resultado haciendo uso del conjunto Sy(X) y del Teorema
6.2.10.
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Supongamos que X es una Q) y-algebra, entonces Syq(X) es una vecindad del cero
en X, por el Teorema 6.2.10. Sea z € X, entonces por la continuidad del producto
por un escalar, existe M > 0 tal que %x € Sm(X) siempre que |A| > M.

Para todo ¢ € M(X) tenemos que

o= o (52)| <

lo que implica que ry(z) < co. El homomorfismo ¥ : X — C*(M (X)) es continuo
en 0, ya que
V(eSm(X)) C B [0]

para todo € > 0, donde B, [0] es la bola cerrada en C(M(X)) centrada en 0 y radio
€.
Reciprocamente, si ry(x) < oo para todo x € X y la transformacion

U:X — CrH(M(X))

es continua, entonces

SwlX) = U ({f € CHM(X)) : ]l < 1)
es una vecindad del cero y por tanto, X es una ) -algebra. O
Corolario 6.2.14. Para las propiedades siguientes
(a) X es una Q-algebra.
(b) X es una Q-algebra.
(¢) X es una @ #-algebra.
(d) X es una Qp-dlgebra.
se satisface
(i) (a) = (b) = (d) y (a) = (c) = (d)

(ii) Si ry = 7o, entonces (d) = (b); si Tam = %, entonces (d) = (c) y si
rpm# = T, entonces (¢) = (a).

Demostracion. Las implicaciones (a) = (b) = (d) se siguen de que G(X) C G¢(X) C
Gm(X), de la Proposicion 4.1.2 y los Teoremas 6.2.11 y 6.2.10.

Si ry = ra, entonces Sy(X) = Sy (X). Del Teorema 6.2.11 se cumple (d) = (b).
Las demés afirmaciones son parte del Corolario 6.1.8. O
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El siguiente resultado es el correspondiente para las );-algebras al resultado clasico
en (Q-algebras: toda algebra de Banach es una )-algebra.

Proposiciéon 6.2.15. 5i X un dlgebra normada, entonces X es una Q¢-dlgebra.

Demostracion. Por el Teorema 6.2.2 basta probar que Int(Gy(X)) # (). Para esto
veamos que
U={zeX:|z+e|] <1} CGiX),

ya que entonces —e € Int(Gy(X)).
Sea x € U y definamos y = = + e, asi ||y|| < 1. La sucesion

()
k=0 n=1

es tal que
(v —e) ( —y'“> —e|l = ly" " < llyl"
k=0
Por tanto,
o () o] o
k=0
cuando n — oo. Por lo que, x = y — e es topologicamente invertible. O

En cualquier &lgebra topologica Y con unidad, definimos
Gi(Y)={acY:Ya=Y}
o sea, el conjunto de los elementos topologicamente invertibles por la izquierda, y
Gi(Y)={aeX:aY =Y}

que es el conjunto de los elementos topoldgicamente invertibles por la derecha.
Si X es un algebra topologica metrizable definimos

a(z) = nf d(yz.e) vy g(2) = infd(zye).

para cada Y,
Entonces,

GiX)={reY:g()=0 vy GX)={zeY:g(x)=0}.

Ademas
Gi(X) = GYz) N GI(X). (6.2.1)
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Lema 6.2.16. Los conjuntos
Sia={reX: gx) <)} y Sex={r e X: g (x) <A}
son abiertos para cada A > 0 si X es un dlgebra topoldogica metrizable.

Demostracion. Sea A > 0y supongamos que x € Sy, entonces g;(x) < A. Por lo que
existe v € X tal que d(vx,e) < Ay existe € > 0 tal que

d(vz,e) < X —e.

Luego, por la continuidad de la multiplicacién tenemos que existe § > 0 que cumple
que para cada y € X, si d(y — x) < J, entonces d(vy,vz) < €. De donde

d(vy,e) < d(vy —vzx) +d(ve —e) < A

para todo y € X con d(y,z) < d. Es decir, Bs(z) C S;x. Ver que S, es abierto es
analogo. O

Vimos en la Proposicion6.2.15 que en toda algebra compleja normada con iden-
tidad el conjunto de los elementos topologicamente invertibles es abierto. Para un
algebra topoloégica compleja, con identidad y metrizable, inclusive si es conmutativa,
localmente convexa y completa, esto no es necesariamente valido. A continuacién
exhibimos un ejemplo de una By-algebra donde los topolégicamente invertibles no
forman un conjunto abierto; o sea, no es ();-algebra.

Ejemplo. Sea & el algebra de la funciones enteras con las operaciones usuales de
funciones y la topologia dada por las seminormas

A1 = sup F (2]

para f € £, 2z € Cy n > 1. Es decir, en £ se considera la topologia compacto-abierto.
Como la familia (saturada) de seminormas (de hecho, normas) es numerable, entonces
esta algebra topologica compleja, conmutativa y con identidad, ademas es localmente
convexa, de hecho, m-convexa y metrizable. También es completa, ya que si (f;) es
una sucesion de Cauchy en £, entonces para cada n > 1 existe una tnica funcion
gn holomorfa en el disco abierto D,, = D,, (0) y continua en el cerrado D,, tal que
| fi Tp, —9nll,, = 0 cuando i — oo. La funcion g definida en C como g (2) = g, (2)
si |z| < n estd bien definida, es entera y (f;) converge a g en £. Esto prueba nuestra
afirmacion, por lo que £ es una By-algebra conmutativa y con identidad.

Dados A € C, n > 1y € > 0 tenemos que la funcion f (z) = 5>z + 1 satisface que
| f(2) = 1|, <ey f(z) no es invertible en €. Por la Proposicién 4.1.2, £ no es una
@-algebra. Y por el Corolario 6.2.6, £ tampoco es (;-dlgebra.
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Sin embargo, para cualquier dlgebra topologica, compleja, con identidad y metri-
zable tenemos el siguiente resultado.

Teorema 6.2.17. Si X es una dlgebra topoldgica metrizable, entonces Gy(X) es un
conjunto Ggs. Esto vale en particular cuando X es una By-dlgebra.

Demostracion. Como

GiX)={reX: gx)=0}=[){reX: gx)<1/n}

neN
y
GI(X) = {r € X: gu(e) =0} = [V {w € X : gu(e) < 1/},
neN
del Lema 6.2.16 y (6.2.1) obtenemos el resultado. O

Ahora, supongamos que X es un algebra topologica conmutativa. Probaremos el
mapeo espectral polinomial para el espectro topolégico, similar al Lema 2.3.3. Para
esto, haremos uso del siguiente resultado.

Lema 6.2.18. Si X es conmutativa y xq,...,x, € X. Entonces, x1---x, € Gy(X)
siy solo si x; € Gi(X) para cada 1 <i <n.

Demostracion. Supongamos que x = xq---x, € G(X). Entonces existe una red
(za)aca en X tal que xz, — e. Por tanto, si definimos

i
wy, = ijza

J#i

para cada 1 <1 < n, entonces xiwg — e. De donde, z; € Gy(X) para cada 1 <1i < n.

Para el reciproco, probemos que si x1,z5 € Gy(X), entonces x1x2 € Gy(X).
Existen redes (za)ach, (vg)ger en X tales que z1z, — e y z2v3 — e. Por tanto, si
consideramos

W(a,p)y = (Zozvﬁ)(a,ﬁ JeAXT
con (a,B) < (ap, Bo) siy solo si a < a, B < By, entonces T1T9W(a,3) — €, POr la

continuidad del producto. Esto implica que, x1x5 € G¢(X). A partir de esto, es facil
terminar la prueba usando induccion. O

Teorema 6.2.19. (Mapeo espectral polinomial para 0¢)Si X es conmutativa,

entonces oy(p(x)) = p(oy(x)) para todo polinomio complejo no constante p y todo
re X.
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Demostracion. Sean p un polinomio de grado n >0y z € X. Si A € o4(z), entonces
x — e ¢ Gy(X). Tenemos que

p(x) —p(Ne = (z — Ae)q(x)

para algun polinomio ¢. Por el Lema 6.2.18 obtenemos que p(z) — p(A)e ¢ Gy(X).
Por tanto p(\) € o¢(p(z)).

Para la contencion contraria, sea p € o¢(p(z)), entonces p(z) — ue ¢ Gy(X).
Consideremos el polinomio ¢(t) = p(t) — p,

9(t) = alt —pa) -~ (t = pin)
conn > Lo, g, ..., 0, € Cy a#0, pues g(f) no es constante. Entonces,
0 — )+ (& — pne) & Gu(X)

y del Lema 6.2.18 concluimos que x—p;e ¢ G(X) para alguna i. Por lo que y; € oy(z)
y ademas p(u;) = u, por tanto, u € p(o(z)). ]






Capitulo 7

Tipos particulares de algebras.
Ejemplos

En este capitulo aplicaremos lo antes visto para estudiar ciertas 4lgebras y ha-
remos ver con ejemplos que los conceptos de ()-algebras y su generalizaciones son
independientes y que hipotesis en resultados antes vistos no son superfluas.

7.1. Algebras de funciones continuas

7.1.1. El algebra normada (C*(T),0) y el algebra m-convexa
(CH(T),S)

En la seccion T denota un espacio topoldgico de Hausdorff y C*(7T') las funciones
continuas y acotadas de T"en C, C*(T") es un élgebra con las operaciones puntuales.
Dado z € T, la transformacion ¢, : C*(T') — C; ¢,(f) = f(x) es lineal, multiplicati-
va y no cero. Por lo que kerg, = {f € C*(T) : ¢.(f) =0} ={f € C*(T) : f(x) =0}
es un ideal maximo de C*(T") (Lema 5.1.6). Observemos que si 7' es compacto, en-
tonces C*(T") = C(T).

En C*(T) podemos definir dos topologias: la uniforme (o o u), llamada también
de la convergencia uniforme, dada por la norma || f|| = sup,cp | f (x)| para f € C*(T)
y la puntual (S) definida por las seminormas || f||, = |f ()| paraz € T'y f € C*(T),
ésta es una topologia m-convexa.

Teorema 7.1.1. Sea K un espacio compacto. Un ideal M C C(K) es mdzimo si y
solo si existe x € K tal que M = M,, donde M, = {f € C(K) : f(zx) = 0}.

89
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Demostracion. Supongamos que M es un ideal maximo. Para cada f € M definimos
C; = f1({0}). Claramente C; es cerrado en K para cada f € M, por tanto, K \ C}
es un subconjunto abierto de K para cada f € M. Consideremos ahora,

C=()¢

feM

Supongamos C' = (), entonces

K=K\C=K\[)C=JK\C,.

feM feM

Por la compacidad de K existen fi,..., f, € M tales que

K= U K\Cfi:K\ m Cfi7

1<i<n 1<i<n

lo que implica que (),.,.,, C;, = 0. Por lo anterior, la funcién g : T — C definida
n 2 . .

como g = » ., f7 es invertible, ya que ¢g no se anula en K, y ademas g pertenece a
M, lo que contradice que M es un ideal maximo. Por tanto, C' # (); es decir, existe
x € K tal que f(z) =0 para cada f € M, por lo que M C M,, y de la maximalidad
de M se sigue que M = M,.

Inversamente, supongamos que existe x € K tal que M = M,, entonces M =
keryp, que ya vimos que es un ideal méaximo. O

Teorema 7.1.2. Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Entonces
(M(C(K),o0),w") = K.
Es decir, existe un homeomorfismo entre esos dos espacios

Demostracion. Afirmamos que la funcion ¢ (z) = ¢, para cada © € K es un ho-
meomorfismo. Es claro que ¢, € M(C(K), o). Supongamos z,y € K, con = # y,
entonces, por ser K un espacio compacto y Hausdorff, existe f € C(K) tal que
f(x) # f(y), es decir, v, (f) # ¢, (f). O sea, la funcion @ es inyectiva.

Ahora, si ¢ € M(C(K),0), por el Lema 5.1.6 y el Teorema 7.1.1 existe y € K
tal que ker(¢) = M,. Entonces, ker(y,) = ker(¢) y por la Proposiciéon 5.1.7 ¢, = ¢.
De esta manera, ¢ es también sobre.

Dados x € K, fi1,...,fn € C(K) y € > 0, existe una vecindad V de z en K tal
que y € V implica que |f; (y) — fi (z)| < e para i = 1,...,n. O dicho de otra forma,
| (y) (f;) — P (x) (fi)] < € para i = 1,...,n, asi, la funcion & es continua. Ya que
es ® es biyectiva, K es compacto y (M(C(K),o),w*) es Hausdorff, entonces es un
homeomorfismo. O
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Cuando T es completamente regular y Hausdorff denotaremos por 7" a la com-
pactacion de Stone-Cech de T'. Recordemos que si f € C*(T'), entonces existe una
tinica funcion f € C(BT) tal que f [r= f. Si f,g € C*(T) y A € C, entonces:

e~ -

J+Xglr=f+Ag=flr+AgIr

folr=fg=Ff1rgir.

Por la unicidad de la extension m = f+ Ay jf\é = ff].
Es decir, el operador ~: C*(T') — C(ST) es lineal y multiplicativo.
Ademas,

sup | f(«)| = sup |f(z)|

zepBT z€eT

para cada f € C*(T), por la densidad de T en ST

Teorema 7.1.3. Sea T completamente regqular. Entonces
M(CH(T),0) = M(C(BT), 0).

Donde la igualdad significa que son espacios homeomorfos cuando en cada espacio
se considera la topologia w*.

Demostracion. Definimos

I': M(C*(T),0) = M(C(BT),0)

como I(¢)(f) = ¢(f |r) para cada ¢ € M(C*(T),0)y f € C(BT). Verifiquemos
que

D(¢) € M(C(BT), o).

Es claro que I'(¢) es lineal multiplicativa y diferente de cero. Por la continuidad de ¢
existe M > 0 tal que |o(f)| < M sup,cr |f(z)| para cada f € C*(T'). Si f € C(8T),
entonces

() ()] = lo(f )] < Milelg!f(x)l = M sup |f(z)],

zefBT

por lo que T'(¢) es continua, y asi I'(p) € M(C(8T),0).
Ahora, definimos

. M(C(BT),o) = M(C*(T),0)
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como I (¢)(f) = @(f) para cada ¢ € M(C(BT),0),y f € C*(T), donde f es la
extension de f a (7.
Tenemos que I'"!(¢) es lineal y multiplicativa por serlo el operador ~ y la funcional

©.
Si f € C*(T), entonces existe M > 0 tal que

T () ()] = lo(f)] < M sup | f(z)| = M sup | f(x)],

zepfT zeT

por lo que I'"(¢) es continua, y asi I'"*(¢) € M(C(T), o).

Es facil comprobar que I'T™' = Idayc@ry vy T7'T = Idpmces(ry); es decir, T es
una biyeccion.

Como

IT()ll; = IT@) DI = le(f [0)] = llel i
si feC(BT) y ¢ € M(C*(T),0), entonces I es bicontinuo. O

Proposicion 7.1.4. Sean T completamente reqular y T una topologia en C*(T') tal
que A = (C*(T), 1) es una dlgebra topoldgica bajo las operaciones puntuales y T es
mds fuerte que la topologia de la convergencia puntual S y mds débil que la topologia
de la convergencia uniforme o, entonces:

(a) . € M(A) para todo x € T y la transformacion v — ¢, define una inmersion

E:T— M(A).

(b) M#(A) = M(C*(T),0), y la funcion S : BT — M(C*(T),0) dada como
S(@)(f) = f(T) para todo T € BT y f € C*(T) es un homeomorfismo. Esto lo
resumimos escribiendo

T C M(A) € M*(A) = BT.

(¢) la funcion de

S (CH(T),0) = (C*(M(A)),0)
dada por la asociacion f — f es un isomorfismo topoldgico de dlgebras.

Demostracion. (a) Como & C 7, entonces la funcional lineal multiplicativa y no
nula ¢, : A — C es continua para cada x € T. Ademés, la funciéon E dada por la
asociacion x — @, de T en M(A) es inyectiva, ya que dados x,y € T, con x # y,
existe, por ser T un espacio completamente regular y Hausdorff, una funciéon continua
f e C*(T) tal que f(x) # f(y), es decir, p,(f) # ¢,(f). La funciéon E es continua,



7. TIPOS PARTICULARES DE ALGEBRAS. EJEMPLOS 93

pues dados = € T, fi,...,fn € C(T) y € > 0, existe una vecindad V de x en T tal
que y € V implica que |f; (y) — fi (x)| < € para i = 1,...,n. O dicho de otra forma,

[E(y) (fi) = E(2) (f)] <€

para 2 = 1,....,n. si y € V. Finalmente, dados x € T" una vecindad V de x en T,
existe f € Atal que f(z) =0y f(IT\V) = 1. Entonces |E (y) (f) — E(x)(f)] <1
implica que y € V; o sea, E~': E(T) — T es continua.

(b) Se cumple que M#(C*(T), o) = M(C*(T), o), por ser (C*(T), o) un algebra

de Banach, y como
A

M*(CH(T),0) = M*(C(T), 7),

ya que esta propiedad no depende de la topologia en C*(T'). Finalmente, por el
Teorema 7.1.3 y el Teorema 7.1.2 tenemos M (C*(T'),0) = M(C(BT),0) = BT. Los
homeomorfismos construidos en esos resultado tienen a S como su composicion.

(c) Por el apartado (b) tenemos que todo elemento de M(A) es de la forma

o(f) = pz (f) — f (%) para un tnico Z € BT y todo f € A. Es facil ver que S
es un homomorfismo inyectivo. Para ver que es sobre tomemos F € C*(M(A)) y

definamos f (z) = F(¢,) para cada = € T. Esta funcién pertenece a C*(T'), pues
para z € T'y € > 0 existen fi, ..., f, € C*(T) y § > 0 tales que, si

[y (fi) — e (fi)] <6

para ¢t =1,...,n, entonces
|F(ey) = F(ea)| <,

y existe una vecindad V de x en T para la que |¢, (f;) — . (fi)] < dsiy € V. Es
decir, [f(y) — f(z)| <esiy e V.

Afirmamos que f = F. Tenemos que f (pz) = f (%) para todo oz € M(A).
Existe una red (z;) en T' que converge a T en 7. Entonces, f(f) = limf (z;) =
limF (¢,;) = F (¢7), donde la dltima igualdad se sigue del apartado (b). Queda
probada nuestra afirmacion.

La continuidad de S se tiene porque es lineal y se cumple que ||f|| < Il f|| para

todo f € C*(T). Y como (C*(T),o), (C*(M(A)),0) son espacios vectoriales de
Banach, S es lineal, continua y biyectiva, entonces por el teorema de la funcion
abierta obtenemos que S—! es continua. 0

Teorema 7.1.5. Sean T completamente reqular y Hausdorff y T una topologia en
C*(T) tal que A = (C*(T), ) es una dlgebra topoldgica bajo las operaciones puntuales
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y tal que T es mds fuerte que la topologia de la convergencia puntual S y mds débil
que la topologia de la convergencia uniforme o, entonces las siguientes condiciones
son equivalentes.

(a) (C*(T), 7) es una Q-algebra.
(b) (C*(T),7) es una Q y-algebra.
(c) (C*(T),7) es una Q y4-algebra.
(d) —

Demostracion. Sea A = (C*(T), 7). Como f(z) = ¢.(f) parax € Ty f € A,
tenemos que f(7') C o(f). Afirmamos que

o(f) = f(T)

para cada f € A. Sea A € f(T) y supongamos que A ¢ f(T'), entonces para cada
M > 0 existe f(z) € f(T') tal que

A= f@)] <1/M,

es decir, |(A — f(z))"!| > M, por lo que la funcion (A — f)~! no es acotada en T'y
asi, A € o(f).

Ahora, sea A € o(f), entonces se tienen dos casos, A = f(z) para algin x € T o
(A— f)7! no es acotada en T. Si A = f(z), para algin x € T, obviamente \ € f(T).
Si (A — f)~! no es acotada en T, entonces para cada n € N existe z,, € T tal que
|(A = f(z4))~!| > n, por lo que

A= flzn)l < 1/n

para cada n > 1, es decir, f(z,) — A; por tanto, A € f(T'). Con lo cual queda
probada la afirmacion.
Como

f(r) < {7(@) 3 € BT} = fm(a)),

entonces f (M(A)) es denso en o(f) para cada f € A, asf se tiene que A cumple
la propiedad (m;), la cual implica la propiedad (ms). Por tanto, del Corolario 6.1.8
tenemos que (a), (b) y (¢) son equivalentes.

Si T = o, entonces (C*(T'), 7) es un algebra de Banach y por tanto una Q-algebra.
Esto es (d) = (a).
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Supongamos finalmente que se tiene el inciso (a) y probemos que sucede (d).
Arriba vimos que en A se satisface (mgy) y entonces obtenemos del Corolario 5.4.4
que la transformada de Gelfand

v (CHT),7) = (CT(M(A), 0))

es continua. Por esto y el apartado (c) de la Proposicion 7.1.4 la composicion

(C*(T),7) % (C*(M(A),0)) 5 (CH(T), 0)

es continua y como ésta es la identidad, entonces o C 7. Por hipotesis 7 C o, por
tanto 7 = 0. 0

7.1.2. Un algebra C*(T) que no es una (-algebra

Damos un ejemplo en que C*(7T') no es una -algebra. Sea T" = N con la topologia
discreta. Entonces C*(T") = £*°. La topologia estricta 5 en C*(T) es la generada por
la familia de seminormas

HxHy = Sup |xnyn|
n>1

para x = (r;) € £~ (C), y = (y;) € ¢, donde ¢ es el conjunto de las sucesiones
reales convergentes a cero, no nulas, con cada uno de sus términos mayor o igual que
cero; (C*(T), B) no es una Q-algebra.
Es facil ver que (C*(T),B) es un algebra topologica. La topologia § es mas
fuerte que la de la convergencia puntual S ya que las seminormas ||z|, con e, =
n

——
(0,...0,1,0,.,...) y n > 1 generan la topologia S.

Veremos que la topologia 3 es estrictamente mas débil que la uniforme o. Te-
nemos que ||z]|, < ||yllllz]lo sl @ € (®yy € ¢f. Por tanto, 3 es més débil que
o. Para ver que esto se da de manera estricta, probaremos que la bola unitaria
abierta B;(0) en ¢ no es vecindad de 0 en la topologia 5. Sea V una vecindad
basica de 0 en la topologia (. Entonces existen yM, ... y(™ ¢ cgye > 0 tales que

V={zel*: |z, <epara j=1,...,m}.

Afirmamos que V' ¢ B;(0). Sea N > 1 tal que ]y,(lj)| <e/2paran>Nyj=1,....m
y hagamos



96 7.2. ALGEBRAS MATRICIALES

Entonces x € V', porque

2]y = sup |2,y | = sup |y{)] < e
n>1 n>N

para j = 1,...,m. Sin embargo, sup, - |z,| = 1, x ¢ B1(0).

Entonces del Teorema 7.1.5, concluimos que (0>, 3) no es una @-algebra. De
hecho, (¢>°, 3) tienen la siguiente propiedad, la cual es radicalmente opuesta a la de
ser (Q-algebra:

FEl conjunto de elementos no invertibles de (> es denso en (£, [3).

Primero probamos que cualquier vecindad de la identidad contiene un elemento
no invertible. Sea V' una vecindad bésica de 0 en la topologia 8. Entonces existen
e>0,ya® = (@M=, . a™ = (a2, en ¢ tales que

V={zel>*:|z|s <e para j=1,...,n}.

Definimos = = (2;)%°, € *° como z; = 1 si existe 1 < k < n tal que |af| > ¢/2 y
z; = 0 en otro caso. Como a(V), ... a™ € e, existe N > 0 tal que xy = 0, entonces
x € 0>\ G(£~). Ademas,

Y

Iz = 1lar = sup|(an — 1)af?| <
n>1

DO ™

esto quiere decir que xr € e+ V .

Ahora sean y € (*invertible y V' una vecindad de 0. Existen una vecindad W de
0y z e W tales que yW C V y x = e+ 2z no es invertible. Entonces, yr =y 4+ yz es
no invertible y pertenece a y + V.

7.2. Algebras matriciales

Recordamos que un algebra localmente convexa, metrizable y completa es llamada
una By-algebra.

Definiciéon 7.2.1. Ya hemos visto ejemplos de By-algebras: el algebra de sucesiones
s, y las de funciones L* y &.

Toda una familia de By-algebras es la formada por las algebras matriciales que
ahora presentamos.

Sea (apn), p> 1, n > 0, una matriz infinita de nimeros reales positivos la cual
satisface las siguientes dos condiciones:
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L. Qpn S Aptin

2. ap,ner S CLerl,na;L%H,m

paracadap>1,y n>0.
En el siguiente conjunto de series formales de potencias con coeficientes en C

oo oo
Alap,) = x = E T2 g | |a,, < oo para todo p > 1
n=0 n=0
las operaciones de dlgebra usuales para las series de potencias son cerradas. En efecto,
la suma y el producto por un escalar estan dadas como

r+y= i(mn—l—yn)z”, Ar = i)\xnz",
n=0 n=0

y la multiplicacion (de Cauchy) como

oo
xr-y = g Cn 2"

n=0
donde ¢, = >} _, TxYn—k. Entonces,
[o¢] (o] o0
Z\xnjtyn]apm < Z!xn|ap7n+2]yn]ap7n < 00 (7.2.1)
n=0 n=0 n=0
(o] o0
D Mglapn = A [walap, < oo (7.2.2)
n=0 n=0
[o¢] (o] n
Z |cnlapn < Z Z 2k |Yn—t] | (Aps1xpi1n—t)
n=0 n=0 k=0
o n
< Z Z Tkl aps1k - [Yn—rlapsin—k
n=0 k=0
(o] o
= Z |x7l|ap+1,n ’ Z |yn|ap+1,n < 0. (7'2'3)
n=0 n=0

Por tanto, A(ay,,) es un algebra compleja conmutativa y con idéntico.
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Definimos

o9
Izl =D [zalapn
n=0

parap=12....y 2z € A(apy).
De que || - ||, es no negativa, de las desigualdades (7.2.1) y (7.2.2) y de que so6lo
se anula en = = 0 se sigue que || - ||, es una norma. Ademas por (7.2.3)

lzylly < 2 llp+allyllp+a

para cada =,y € A(ap)-
Entonces A(a,,) con la topologia dada por las seminormas || - ||, es un élgebra
localmente convexa que es llamada el dlgebra matricial asociada a la matriz (ay,,).
Por la propiedad 1. de (a,,), tenemos que

- llp < - llpa

La topologia generada por la métrica definida en A(a,,) como
[ee]

L =yl
d(z,y) =S — L Ylp
(09 =2 5o =yl +1

es equivalente a la generada por la familia de seminormas {| - [[,}52,. Por tanto, si
()72, es una sucesion en A(a,,) y xo € A(ap,), entonces:

limd(x;,x0) =0 & hm sz — Zo|l, = 0 para todo p > 1 (7.2.4)
1—00
y
lim d(z;,z;) =0« lim ||; — x|/, = 0 para todo p > 1 (7.2.5)
1,j—00 1,j—00

Proposicién 7.2.2. A(a,,) es una B,-dlgebra.

Demostracion. Solo resta probar que es completa. Sea (z;)°; una sucesion de Cauchy
en A(ap,), donde cada x; = Y Oa:',(f) " Por (7.2.5), dados p > 1, m >0y e >0
existe V,, > 0 tal que

|@; — a4, = Z |1' xg)|ap,n < €Qp,m
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sii,j > N, por lo que |x$f1) — & |apm < €Qpm, O SA
) — x| < e
si 4,7 > N,,. Esto implica que la sucesion (ws,?)fil es de Cauchy en C. Por tanto,

existe 2\ € C tal que z) — 210 cuando i — co. Definimos o = P 2 m.

Sean p > 1y e > 0, existe K, > 0 tal que tal que

m
D12 = aPlapn < llzi —zll, < e

n=0

sit,j > K, y para todo m > 1. Al fijar ¢ > K, y tomar limites, primero cuando
7 — 00 y después cuando m — 0o, obtenemos

Z 120 — 2O)a,, <e. (7.2.6)
n=0

De esto y de que >~ |a:£f)|ap7n < oo para cualquier 7 se sigue que

o
Z 12Pa,,, < occ.
n=0

Al ser p > 1 arbitraria se tiene que 29 € A(a,,). A partir de (7.2.6) tenemos que
lim ||z; — z0||, = 0 para cada p > 1. Por (7.2.4) concluimos que
1—00

limd(x;,z9) = 0.
1—00
Con lo que queda probado que prueba que (A(a,,),d) es completo. a
Observemos que la prueba anterior nos sirve para ver que (A(a,n.), ||z]|,) es un

algebra de Banach para cada p > 1.
Six=>7",z,2" pertenece a A(a,,), entonces >~ z,2" converge a .

Definicién 7.2.3. En cualquier algebra matricial A(a,,) se definen los siguientes
reales extendidos:

r1(z) = inf{0 < ¢ < 0o : existe una sucesion (a,,) en C
tal que el radio de convergencia de
Yo ganATes gy Y7 a2 converge en A(ay,)}
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71(2z) = Inf{0 < ¢ < oo : existe una sucesion («,) en C
tal que el radio de convergencia de
Yo ganA"es gy > oo a,z" converge absolutamente en A(ay,,,)}-

Lema 7.2.4. Sea (X, {|| - |la}aca) un espacio localmente convexo, metrizable y com-
pleto. Si Yo" o |znlla < 00 para todo o € A, entonces >, x, converge en X.

Demostracion. Veamos que las sumas parciales s = > ' _%,, k > 1 forman una
sucesion de Cauchy en X y por tanto la serie Y >z, es convergente en X. Sean
o€l e>0, como Y |lz,]la < oo, entonces

o0
Z |zn]la — 0, cuando k — oo,

n=~k

por lo que existe N > 0 tal que para todo £k > N y m > k se cumple que

m o
Z [znla < Z [znll <e,
n==k n==k

lo que implica que

m m
[$m — slla = | an“a < Z [nlla <,
n=k n=k
es decir, (si) es una sucesion de Cauchy en X y por ser completo se tiene el resultado.

O

Proposicién 7.2.5. Sea r = sup,, (liminf,,>; {/][2"(|,). Se cumple que

Demostracion. Del Lema 7.2.4 obtenemos que 7(z) > r1(z). Probemos primero que

r1(z) > r. Esto es obvio si r1(z) = co. Supongamos que 71(z) < 00 y sea ¢ un real
. . ., %) n

positivo para el que existe una sucesion (3,) en C tal que > >~ (3,2" converge en

A(ay,,) v el radio de convergencia de Y~/ 8,\" es g, esto es,

1/q = limsup {/|B,].
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Entonces, 1 > limsup,, {/|5.2"|,, para p = 1,2,..., ya que de otra manera
(8,2") no converge a 0 en A(a,,) y por consiguiente, >~ [(,2" no converge en

Alapp).
Por otra parte, existe una subsucesion (3,,) de (8,) tal que /B, — (1/q).

Entonces
1 > lmsup {/[18.27ll, > limsup %/[18.,2m,
n k

= (1) timsup "{/|l2m]l, 2 (1) imnt /2],

> (1/q) Hminf {/{|z"],

para p = 1,2,... Por lo que ¢ > liminf, {/|2"||, para todo p = 1,2,... Entonces
q > ry por lo tanto, r1(z) > 7.

Ahora probaremos que r > 71(z). Es obvio si 7 = co. Supongamos que r < 0.
Para cada p = 1,2, ... definimos

R, = liminf {/|2"|,.
n

Como || - [l, < |- |lp+1, entonces (R,)>2, es una sucesion creciente que converge
a r. Existe una sucesion estrictamente creciente (py) de naturales tal que para cada
entero positivo k se cumple que

1
T_E<Rpk§,r’

lo que implica que existe una sucesion creciente de naturales (ny) tal que

1 1
r—g < "{/ |27 ||, < 7+ T (7.2.7)

Por consiguiente, las sucesiones crecientes de naturales (pg)52; ¥ (nx)52, son tales

que
( %/ ||znk||pk)

converge a 7. De donde, el radio de convergencia de > 7 a, A", con oy, = ||z ||, si
n =n,y a, =0 en otro caso, es %

Sea 0 < 3 < 1, entonces > ", a8 = Y07 ||z, 8™ < oo.

o0

k=1
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Como (pi) v (|| - ||) son sucesiones crecientes, entonces dado p, existe kg tal que
P < Pry < pi Stk > ko, asi
127 1y < 112" [

para k > kg, por lo que

oo ko >
Dl hB™ < Dl B+ D [l B
k=1 k=1

k=ko+1

ko o)
< DA™ A D N 8™ < oo
k=1

k=ko+1

Por tanto,
oo [e.9]
Z oy " = Z [[2"*]]pB™
n=1 k=1

converge para todo p=1,2,...
Definimos 3, = 8™ si n = ng yB, = 0 en otro caso. El radio de convergencia de
> Ba A es es (%) Como

o0 o0
> Ball2lly =Y B
n=1 n=1

1

converge, entonces (5) > 7(z). Al hacer tender 3 a %, obtenemos que r > 7(z). Asi,
71(2) > ri(z) > r > 71(2). O

=

Definicion 7.2.6. Para un algebra topologica X, con base topologica {2}, defi-
nimos el siguiente espectro para el generador z,

o1(z) = {)\ : Zan(x))\” converge en C para todo z € X} :
n=0

donde z =" a,(x)2".
La sucesion {z"}7°, es una base topologica de A(ay,). Para cualquier funcional
lineal multiplicativa y continua f en A(a,,), se cumple que

fl)=f (Z an () Z") =) an () f(2)", (7.2.8)
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El reciproco de esta afirmacion esta en el siguiente resultado de R. Arsove [8|.

Teorema de Arsove. Sea {2z, : n > 1} una base en un F- espacio (es decir,
localmente convexo, metrizable y completo) U. Si {w, : n > 1} es un subconjunto de
un F—espacio V' (por ejemplo C) para la cual se cumple que; para toda sucesion de
escalares {an}, Y pey AkWy €s convergente siempre que Y -, aizy converge. Entonces
eriste una unica transformacion lineal continua T : U — 'V tal que T(z,) = wy, para
cada n.

Por tanto, toda funcional lineal multiplicativa, continua y distinta de 0 en A(ay,,)
tiene la forma

@)= an (@) A", (7.2.9)
n=0
para un A € C fijo, donde z = Y7 ja, (2) 2" en A(apn).
Lema 7.2.7. En A(ay,) se cumple que
01(2) = om(2)
Demostracion. Si f € M(A(a,y.)), claramente f(z) € o1(z) por 7.2.8. Si A € 04(2),

consideramos la funcional f) : A(a,,) — C definida como

fal@) =) an(@)A",

para cada = =~ a,(x)z" en A(a,,). La funcional fy esta bien definida y es un
homomorfismo puesto que Y~ a,(z)\" converge para todo z € A(ay,), ademas
de que {z"} es una base de A(a,,) y la convergencia de las series » oy, (z)\",
Yoo oo (y)A™ y su producto de Cauchy Y 7 oy, (zy)\", donde

an(y) = an(@)on_i(y),

implica que
(Z an(:r))\”> (Z an(y)/\"> = Z an (xy) A",

La continuidad de f) se tiene por el Teorema de R. Arsove, ya que f) satisface que
f)\(Zn) = \". ASi, A€ O'M(Z). ]
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Proposiciéon 7.2.8. En A(a,,), se tiene que

D, (0) C opm(2) € D,(0),

donde D,.(0) es el disco abierto en C con centro en 0 y radio

_ PR T .
r iglf(hrnnzllnf 1271,) ilzlllg(hglzllnf Sy n).

Demostracion. Sea A € C\ oa(2), por el Lema 7.2.7 A € C\ 04(z), por lo que existe
y = Z yn2" € Alayn)
n=0

tal que >, y,A" no converge en C. Sea r, el radio de convergencia de la serie

> A
n=0

entonces 1, < |A|. Ademas, por la definicién de 71(z) (Definicion 7.2.3), tenemos que
r1(z) <1y, y por la Proposicion 7.2.5 r < |A|. Por lo tanto A ¢ D,.(0).

Ahora, sea f(z) € oam(z), supongamos que |f(z)| > r = r1(z), entonces existe
0<qg<ootal quer <q<|f(z)|yqes el radio de convergencia de una serie

o0
g anp A"
n=0

tal que Y7 a,z" converge en A(ay,).
Tenemos que

Zanf(z)” =f (Zanz”> < 0

por estar f en M (A(a,,)), pero |f(2)] > ¢ lo que contradice que ¢ es el radio de

convergencia de Y a,A". Por lo tanto |f(z)| <r, esto es oa(2) C D, (0). O
Proposicién 7.2.9. En A(a,,) se cumple que
Dg(0) C o(2) € Dg(0),

donde Dg(0) es el disco abierto en C con centro en 0y radio

R = sup,>, (limsup,,~, {/||2"(|,) = sup,>; (imsup,,>; /a,n)-
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Demostracion. Sea || > R > 0, entonces |A| > limsup,,»; {/||2"||, para todo p > 1.
Por consiguiente,

1 = [Alim [N
n—oo

> limsup /|27, im
n>1 n—o0

> lmsup i/ =/ A+,
n>1

para todo p > 1. Por tanto, Y - ||z"/A""||, < co para todo p > 1.
La serie
oo
Z zn/)\n-i-l
n=0

converge en A(a,,), por el Lema 7.2.4. Ademas

(z — Xe) (Z z”/A”“) = Z 2 A Z 2PN = —e, (7.2.10)
n=0 n=0

lo cual implica que z — Xe € G(A(apn)), es decir, A ¢ o(z). Por lo tanto, o(z) C
Dg(0).

Ahora, si R =0, Dg(0) C 0(z), ya que 2y~ a,2" # e para cualquier sucesion
compleja (ay,,) ,debido a la unicidad de la representacion. Cuando R > 0, dada |\| < R
existe p > 1 tal que |A| < limsup {/||2"||,.- Supongamos que A ¢ o (2), entonces

(z—Xe)” Zan

para una tdnica sucesion compleja (o, ); de donde,

oo oo
= 5 Ay 12 _5 Ao, 2"
n=1 n=0
oo
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y por la unicidad de la representacion se tiene que ag = —\"'y o, = a”/\‘l sin > 1.
Asi
’ o
(z — /\e)_1 = — E:Z”//\”Jrl
n=0

Sin embargo, de que || < limsup {/]|2"|,, obtenemos 1 < limsup {/||z" /A",

de modo similar a como lo hicimos antes en la direccion opuesta. Entonces 2" /A"t 4

0, lo que contradice la convergencia de Y >°  z"/A"*!. Por tanto, A € o(z), y asi

Dr(0) C o(2). O
7.2.1. Ejemplo de una Bj-algebra conmutativa que es (-
algebra, pero no ()-algebra.
En el apéndice se prueba el siguiente resultado

Lema 7.2.10. Eziste una matriz (b,,) que cumple las siguientes condiciones:

By < bpiim (7.2.11)

bpntm < bpi1nbpiim (7.2.12)

by < byt (7.2.13)

bpo = 1 (7.2.14)

11171321111f Vopn=1 p=12 ... (7.2.15)
limsup {/b,, =00, p=1,2,... (7.2.16)

n>1

parap=1,2... yn=0,1,...
Mostraremos que la By- algebra A(b,,,) es una Q) p-algebra, pero no es Q-algebra.
Para el algebra A(b,,,) tenemos que

r=1y R=o0, (7.2.17)
ya que

_ 7 : n n _ z. 3 n
7 = sup (hm inf {/||z Hp> = igll) <111;111211nf \/bp’n>

p>1 n>1
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R = sup,>; (h’m SUp,>p X ||z”||p> = sup,>; (msup,>; /bpn).

Observemos que
by > 1 (7.2.18)

parrap=1,2,... yn=0,1,....

Por la Proposicion 7.2.8 tenemos que toda funcional lineal multiplicativa y con-
tinua en A(b,,) es de la forma fi(z) = > 7, z,A", con |[A|(=|fi(2)]) < 1, si
r =Y . x,2" De hecho, para cualquier |A| < 1 se tiene, por esa misma proposi-
cion, que fy € M (A(b,,)) es una funcional lineal multiplicativa no cero y continua.
Si |[A| = 1, entonces

@]l <D [@albpn = [, (7.2.19)
n=0 n=0

(e 9]

para todo x = >  z,2" y p=1,2,... Por tanto, f\ € M (A(b,,)). Lo que implica
que opm(x) = {fa(z) : || < 1} para todo z € A(by,,).
Para cada z =)~ x,2" en € A(b,,) definimos la funcion

¢ : D1(0) - C

como ¢,(A\) = fi(x). La funcion ¢, es continua: supongamos que Ay € D;(0) y
{Am}2°_, es una sucesion en Dq(0) tal que \,, — A, como |z, A" | < |z,| para todo
m>1y

o0 o0
Z || < Z || bpn < 00,
n=0 n=0

entonces por el teorema de Tannery se sigue que

i 0x(0) = Jim 3 = 3= i a2, =32y = 6nl0)

Por tanto, ¢,(D1(0)) = {fa(z) : |A| < 1} = om(z) es compacto para cada = €
A(byp)-
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Veamos que A(b,,,) es una Q-algebra. Sea V = {z € A(b,,) : ||z —e|1 < 1/2},
V es una vecindad de la identidad. Si x € V| |A| < 1, entonces

[o.¢]
e— xog+ E Tp A"
n=1

[e.e]
< e —xo| + Z |20 b1.1,
n=1

1A =A@ =

= Jle—ali <3
Puesto que fy(e) = 1, entonces 1/2 < |f\(z)| para todo A € D;(0), es decir, 0 ¢
om(x) para cada z € V. Por lo tanto V- C Ga(A(b,)) v A(bp,) es una Q) p-algebra.
Sin embargo, A(b,,) no es Q-algebra dado que, de la Proposicion 7.2.9 y (7.2.17),
o(z) no es acotado.

7.3. El operador multiplicacién

Si a es un elemento invertible de un algebra topolégica X, entonces el operador
lineal
Li: X =X, x—azr (R,: X = X; z+— za)

multiplicacién por a por la izquierda (derecha), es un isomorfismo topolédgico. Sin
embargo, que un elemento a € X sea topoldgicamente invertible no es una condicion
suficiente para que L, (R,) sea un isomorfismo topologico sobre su imagen. Hay la
observacion correspondiente con relacion a la M-invertibilidad.

Cuando X es conmutativa, simplemente hablaremos del operador multiplicacion
por a y lo denotamos como

My : X = X, x> ax.

Con ejemplos haremos ver que m, : X — m,(X) es en ocasiones homeomorfis-
mo sobre su imagen y otras no, para elementos a topologicamente invertibles (M-
invertibles), pero no invertibles.

7.3.1. Ejemplo en que m, : X — m,(X), con a € G; (X)\G (X),
es un homeomorfismo sobre su imagen

Consideremos el dlgebra conmutativa C*(0,1) de funciones complejas continuas
y acotadas en el intervalo (0, 1), con la topologia dada por la convergencia puntual
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(C*(0,1),S); es decir la topologia S esta definida por las seminormas || f]|, = | f (z)]
parax € X y f € C*(0,1).

La funcion I (x) = x es un elemento de C*(0, 1) no invertible y es topologicamente
invertible, ya que si para cada n > 1 definimos las funciones f, : (0,1) — R como

falz) =

n si0<x<%
1 sit<zr<i
X n

Entonces, f,I = If, convergen puntualmente a la funcion constante 1 en (0,1).
En este caso el operador multiplicacion m; : C*(0,1) — C*(0,1) es continuo
puesto que

[ fll, = [z f(x)] = [z]|f ()] < [f ()] = [ f],
para todo z € (0,1)y f € C*(0,1). La inyectividad se tiene porque si f,g € C*(0,1)
y xf(x) = xg(x) con z € (0,1), entonces f(x) = g(z), es decir, f = g. Ademaés la
funcion inversa m;* : m;(C*(0,1)) — C*(0,1) también es continua, ya que

1 1
171, = 1@ = _lef(@)] = 1Tl

para cada = € X y todo f € C*(0,1). Por tanto, m; : C*(0,1) — C*(0,1) es un
homeomorfismo sobre su imagen.

7.3.2. Ejemplo en que m, : X — m,(X), cona € G; (X)\G (X),
no es un homeomorfismo sobre su imagen
Consideremos el dlgebra conmutativa ¢> con la topologia estricta S (Subseccion

(7.1.2)). Sea P = {||-|l, : v € cg } la familia de seminormas que define dicha topologia.
En esta algebra el elemento

1
a= (L5 ) €0~

Wl

no es invertible pero, como veremos ahora es topologicamente invertible. Se cumple
que
aa, = (1,1,...,1,0,...)
N——
n

para los elementos de la forma a,, = (1,2,...,n,0,...) € £*°, por lo que aa, — 1 =
0,...,0,—-1,—-1,...) y
N——

laan — 1|, = sup | — vl
>n



110 7.3. EL OPERADOR MULTIPLICACION

siy = (y;) € ¢ . De manera que aa,, — 1, cuando n — oo.
El operador m, : £° — £> es continuo porque el producto es continuo en (¢, )
y es inyectivo por que no hay divisores de 0.
La funcion inversa m; ' : m,(¢>) — €*°; ax — x no es continua. Observemos que
a € ¢f. Veremos que dados M > 0, yi,...,y € ¢, existe un elemento z = (z;) € (*
tal que
z]l, > M méx(||laz]l,, ..., [laz],,).

Sea N > 0 tal que |My§j)| < 1/2 para todo i > N y 1 < j < k donde y; = (yi(j))
para cada j. Definimos

(méx;<j<pn(My?) +1)71 sil<i<N

%

0 1> N.
Es claro que
méx My?i '] = mix | My (max (My”) +1) 7
SIS

< max|il =1
sil<i<Nyl<j<k,y

My N~ ay| = [2Myl)| < 1,

por lo que M méx(|laz|,, ..., |laxl, ) <1, pero por otro lado

y1 -
lanzn| = [NTH2N)| = 2,

lo que que ||z, = sup;s, |i" x| > 2, de donde

lell, > Mmdx(lazl,, -, laz]l, )

Por tanto, m, no es un isomorfismo topolégico sobre su imagen.

En los ejemplos anteriores tenemos algebras topologicas X y Y y elementos z €
Gi(X)\G(X) y .,y € Gi(Y)\ G(Y) tales que m, es un homeomorfismo sobre su
imagen, mientras que m, no lo es. Como siempre G(Z) C Gum(Z) para toda algebra
topologica Z, entonces existen x € Gy (X) \ G(X), y € G (Y) \ G(Y) tales que L,
es un homeomorfismo sobre su imagen, mientras que L, no.
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7.4. Un Algebra m-convexa conmutativa que no tie-
ne la propiedad (m)

Sea (£°°,]| - |l) €l espacio de sucesiones complejas acotadas con la norma del
supremo. Tomemos el siguiente subconjunto de (£>°)*,

O ={¢,:n>1},

donde ¢,, : £>° — C es la evaluacion en la n-ésima entrada de cada (x;) € £°°; o sea,
On((7:)) = n.

Como cada ¢, es una funcional multiplicativa, entonces (£°°,0(¢>, ®)) es un
algebra m-convexa, donde o(¢>, ®) es la topologia débil dada por las seminormas

l(@)lle, = |Pn((z:))] = |zn|- O sea, o(£>°,®) es la topologia de la convergencia
puntual en .

Afirmamos que el algebra m-convexa X = ({*,0({>,®)) tiene las siguientes
propiedades:

(a) M(£,0((>,®)) = @
) X no satisface la propiedad (m).
) X no es una Q-algebra.
d) o(£>°,®) C u; donde u es la topologia uniforme en €.
e) o(f> ) C f3, donde 3 es la topologia estricta definida en la Subseccion 7.1.2.
f) G(X )CGM( )y G(X) S Gi(X).
) El operador multiplicacion por m,, : X — my, (X), con zo = (1, ;, :1,), ),
es un isomorfismo topologico sobre su imagen. Esto contrasta con lo probado antes
cuando en (*°se considera la topologia estricta.
(h) U : X — Cy(M(X)) no es continua. Sin embargo, si consideramos a C'(M (X))
con la topologia compacto-abierto, entonces W si es continua.
Pruebas de las afirmaciones.

(a) Tenemos que

(b
(c
(
(
(
(9

(> 0>, ®))" = (D) (7.4.1)
donde (®) es el subespacio vectorial generado por ®. Esto implica que
O C MU>, 0L, P)).

Para probar la contencion en el otro sentido tomemos ¢ € M (> o ({>, ®)), entonces,
por laigualdad 7.4.1, ¢ = """ | a;¢;, para un natural n y ciertos escalares «;. Veremos
que a lo més uno de estos es distinto de cero y, en su caso, su valor es uno.
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Para cada i, hagamos e; = (0, ...,0, 1,0, ..). Supongamos que existen «; # 0, a; #
Oconi,je{l,...,m}ei#j. Porser ¢ una funcional multiplicativa, entonces

] Zan¢n €; Zan¢n ej = Q0

lo cual es una contradiccion. Por lo que si ¢ # 0, entonces ¢ = a¢; para alguna 1,
con a # 0. Asi @ = p(e;) = plee;) = p(e;)p (ez) = aa; o sea, a = 1. Entonces,
© = ¢; € ®. Por tanto, M({>*°,c({>*,®)) C ® y (a) esta probado.

(b) Para xy = (1, é, 3,...) tenemos que zo ¢ G(¢€*), lo cual implica que 0 € o (z);
sin embargo, para cada n > 1,

68

6 () = % 20

Por (a), 0 ¢ 2o(M(X)). Entonces, 2o(M(X)) C o(xo); o sea no se cumple la pro-
piedad (m).

(¢) Se sigue del apartado (b) y el Teorema 5.2.3.

(d) Este apartado puede probarse directamente, pero haremos uso de resultados
aqui vistos, pero también se obtiene del Teorema 7.1.5.

(e) Esto se tiene porque la funcion identidad

Id: (>, 5) — (£>°,0(>,))

es continua, ya que si ¢, € ® y (z;) € £, entonces |[Id((x;))lls, = |zn| = ||(zi)||e..,
con e, € g

(f) Como vimos en la prueba de (b) zg no pertenece a G (£>°), pero como 0 ¢
Zo(M(X)), entonces xg € G (€%°); es decir, G(X) € Gum(X).

El propio elemento =y = (1, %, é, ...) pertenece a G¢(X), puesto que como vimos
en el Ejemplo 7.3.2, los elementos de la forma a,, = (1,2,...,n,0,...) € £*° son tales
que xga, = a,ro — 1 en la topologia 5 y por lo tanto, la convergencia también se
da para la topologia o (¢, ®), pues ésta es méas débil que 5.

(g9) La continuidad de la inversa m_ ' se sigue de que para ¢, € @y (r;) € (s
cumple que

llzo(z) o, = nr%xiu% =l = @)
Recordemos que este mismo operador es discontinuo cuando en ¢*° se considera la
topologia estricta (Subseccion 7.3.2)

(h) Del Teorema 7.1.5 se tiene que X no es una @ p-algebra, por (¢); por tanto, del

Teorema 6.1.7 se sigue la primera afirmacion. Consideremos ahora a C(M (X)) con
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la topologia compacto-abierto. Tenemos que si K C M(X) = ® es un subconjunto
compacto y (x;) € £°°, entonces existe ¢,, € K tal que

0@l = 122) (6n0)] = 1 @)l

para algin ng > 1y todo (z;) € £, lo que implica la continuidad de W.

7.5. Algebra m-convexa metrizable en la que to-
do ideal maximo es cerrado, pero no es Q:(Q)-
algebra

Sea X el algebra de fracciones racionales % con coeficientes complejos y tales

que @ (n) # 0 para todo natural n.

Esta es un algebra compleja, conmutativa, con identidad y de ideales principales.

Para ver esto ultimo seguiremos los pasos de cuando se prueba que el anillo de

polinomios con coeficientes en un anillo euclidiano es de ideales principales.

Basta analizar el caso en que [ es un ideal propio y no nulo de X. Sea 0 (P(x))
el grado del polinomio P(z), y

m = min{@(P (x)) : % € I\{O}} .
Py(x)

Supongamos que z'os € 'y 0 (Py (x)) = m. Entonces, Py € [ 'y m > 1.

. P(x)
Si Q@)

€ I, entonces existen polinomios P; () y Ry (z) tales que
donde R; (x) =0 o bien 0 (R (x)) < m. Como
Px) PR  Ri()

Q2)Qo(z) Q(x)Qo(r) Q(x)Qo(x)

pertenece a I, entonces Ry (x) = 0. De donde, I = Fy (z) X.

Veremos que los ideales maximos de X son los ideales de la forma (z —n)X
con n en los naturales. Sea M un ideal maximo de X, entonces M = Py () X para
algtin polinomio de grado positivo y con coeficiente principal 1. Si ningiin natural es

raiz de P (z), entonces Py (x) X = X, asi que hay un natural n que es una raiz de
Py (x). De donde, M C (z —n) X y como X # (z —n) X, entonces M = (x —n) X.
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Inversamente todo ideal de la forma (z — n) X, con n natural, es méaximo, pues por lo
anterior (z —n) € (xr —m) X para algan natural m, lo que sélo es posible si n = m.
En X consideramos la topologia m-convexa determinada por la seminormas

_|P(n)

Q™)

It

con n natural. Asi, el ideal maximo (x —n) X es el nicleo de ||-||,, y por tanto es
cerrado. Y esté algebra X no es Q-dlgebra, pues o () = N, no es acotado (Teorema
4.1.6).

Para cada n € N se cumple que la evaluacién en n, ¢,, pertenece a M(X);
de donde, N C op(z) y X no es Qp-algebra (Lema 6.1.4), lo cual implica que X
tampoco es ();-algebra.

Observamos que si X es la complecion de X, entonces X es completa m-convexa y
metrizable, es decir, una By-algebra m-convexa. Dado que cada ¢,, € M(X) se puede
extender a X, entonces N C Oy C o (x). Por tanto, X tampoco es Q-algebra.
Por el Corolario 6.2.6 no es ningtn tipo de Q).

7.6. Q:Qum)-algebra que no es (), 4-algebra

Ejemplo 7.6.1. Sea X el algebra P(t) de los polinomios complejos en una variable
con las operaciones usuales y la topologia de la convergencia uniforme en el intervalo
cerrado [0, 1], es decir, la dada por la norma

Ip(t)]| = sup |p(t)].
te(0,1]

Entonces X tiene las siguientes propiedades

(a) X es una @y (Qrq)-4lgebra normada conmutativa, que no es de Banach.

(b) M#(X) =C.

(¢) M(X) = [0,1].

(d) X no es una Q) #-algebra. X no es una Q-algebra.

(e) Un polinomio p (t) no nulo es topologicamente invertible en X si y s6lo si no
tiene ninguna raiz en [0, 1].

(f) No todo ideal méaximo es cerrado

(9) No todo ideal méaximo en X es el nicleo de un elemento en M(X).

(h) X no tiene la propiedad (m).

Los apartados (f), (¢) y (h) muestran, respectivamente, que la hipotesis de ser
(Q-algebra no es superflua en el Lema 4.4.7, la Proposicién 5.2.2 y el Teorema 5.2.3.
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Prueba de las afirmaciones.

(a) Como X es un algebra normada, de la Proposicion 6.2.15 se sigue que X
es una (Qs-algebra y por tanto ) rs-algebra. Es claro que es conmutativa y no es de
Banach por el Teorema de Weierstrass.

(b) Debemos ver que cada funcional lineal multiplicativa no cero es de la forma

©x: X — C; con ¢,(p(t)) = p(N)

para un tnico A € C. Claramente C C M#(X). Para ver la inclusién contraria, sea
© € M#(X), entonces ¢(t) = A € C. Dado p(t) = ag + ait + ... + a,t" € P(t), se
tiene que

p(p(t) = ap + A + ... +an A" = p(A) = pa(p(t))

La unicidad de A € C se tiene, ya que si ¢\ = ¢,/, entonces A = ¢, (t) = ¢,/ (t) = .
(c) Sea v, € M#(X) con a € [0, 1], entonces

lea(p(t))] = [p(a)] < tzl[épl] ip()| = llp)ll,

por lo que ¢, € M(X).

Reciprocamente, tomemos ¢, € M(X). Notemos que X = (P(t), SUPtepo) | - ) es
denso en Y = (C([0,1],C), || - ||), pues satisface las hipotesis del teorema de Stone-
Weierstrass en su version compleja, es decir, P(t) es una subalgebra que separa los
puntos de [0, 1], contiene a las constantes y es autoconjugada puesto que ]ﬁ =
q(t) para t € [0,1] donde p(t) = >.7  a;it’ y q(t) = Y_i,@it". De esta manera,
si consideramos la extension continua ¢ de ¢, € M(X) al espacio de Banach Y,
entonces ¢ es una funcional lineal multiplicativa en Y no nula, por lo que ¢ = ¢,
para alguna ¢ € [0, 1] (Teorema 7.1.2). Y como a = ¢,(t) = ¢(t) = @.(t)=c, entonces
a=ce|0,1]. O sea, M(X) C [0, 1].

(d) Por lo anterior, op#(t) = {pc(t) : ¢ € C} = C y entonces o#(t) no
es compacto. Por el Lema 6.1.4 concluimos que X no es una Q) ,#-algebra. Y por
tanto, tampoco es una ()-algebra por el Corolario 6.1.8.

(e) Sea p(t) =t —a con a ¢ [0,1]. Por (¢), p, ¢ M(X), por tanto ker ¢, es un
ideal maximo denso en X. Es decir, el ideal principal (¢t — a)X = ker ¢, es denso en
X, lo que significa que p(t) =t — a es topologicamente invertible en X.

Sea p (t) un polinomio no nulo. Entonces

p(t) = alt —ar) - (t = am)

cona #0.85im>1ya,...an, ¢ [0,1], de la Proposicion 6.2.3 se tiene que
p(t) € Gi(X).
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Reciprocamente, supongamos que p(t) € G¢(X). Entonces, ¢, (t)p(t) — 1 para
alguna sucesion (g, (t)) y por consiguiente,

Ya (gn (t)p () — 1

si a € [0,1]. En particular, ¢, (p(t)) = p(a) # 0 para todo a € [0,1].
(f) Por (e) el polinomio ¢t — 2 es topologicamente invertible. Asi

le(t—2)P (1)

y entonces el ideal maximo (¢t — 2) P (t) no es cerrado.
(g) Por (f) el ideal maximo (¢ — 2) P (t) no puede ser el niicleo de ningun elemento
de M (P (1)).

(h) Como, cada ¢ € M(X) es la evaluacion en algin ¢ € [0, 1], tenemos que
{ot=2):pe MX)} C[-2,-1]

y por otra parte, todo real esta en el espectro del polinomio ¢ — 2. De donde, X no
tiene la propiedad (m).

7.7. Una );-algebra de polinomios que no es ()-algebra,
() \#-algebra ni normable

En el algebra de los polinomios complejos en una variable P(¢), hay una topologia
7. para cada ¢ > 1, tal que (P(t),7.) es un élgebra con las siguientes propiedades:

(a) Es un algebra localmente convexa completa.

(b) No es una @\ #-algebra. No es QQ-algebra.

(¢) D c M((P(t),7.)), donde D es el disco unitario cerrado de C.

(d) M((P(t),7)) € D.

(e) Un polinomio p (t) # 0 es topoldgicamente invertible en X si y s6lo si no tiene
ninguna raiz en D.

(f) Es una Q;-algebra.

(9) (P(t),7.) no es normable.

Definicidon de 7 (c). Sea ¢ > 1, consideramos la coleccion Q(c) de todas las
sucesiones crecientes g = (¢;)?2, de numeros naturales que satisfacen q;—:l > 2" para
todo n suficientemente grande, digamos para cada n > n(q).

Sea Iy = {1} y paran > 1, I, = {27! +1,...,2"}. Estos conjuntos forman
una particiéon de los nimeros naturales. Para cada ¢ € Q(c), denotamos por R,(c)
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a la familia de todas las sucesiones r = (r;), que satisfacen r; > 1 para todo
i>0,790 =1y r =1, excepto cuando ¢ € I, para algin natural m > n(q) o

1 < i < 2%~ Definimos
R(c) = U R,(c).
7€Q(c)
Para z € P(t), con z = M%) a,(x) ', y r = ()22, € R(c), definimos la norma

n(z)

2l = Jai(@)| 7.
1=0

La topologia 7. se define como la generada por estas normas.
Prueba de las afirmaciones.
No damos aqui la prueba de (a), éstas puede consultarse en [23].
(b) En el Ejemplo 7.6.1 se vio que M#(P(t)) = C. Entonces,

opm#(t) ={pr(t) : A€ C} = C,

por lo que (P(t),7.) no es una @ #-algebra, ya que o (t) no es compacto (Lema
6.1.4) y en consecuencia no es una -algebra (Corolario 6.1.8).

(¢) Tomemos py € M#(P(t)) con A € Dy p(t) € P(t), donde p(t) = > " a;t'.
Dado ¢ = (¢;)72, € Q(c) definimos 9 = 1, 7, = 2 cuando ¢ € [, para algin natural
m>n(q) o1 <i<2m@ !ty r, =1 en otro caso. Entonces r € R,(c) y ademas

Zai A < Z ‘(ZZ’ < Z ‘az’|7"i = ’p(t”r’
=0 =0 1=0

por lo que @) € M(P(t)). Es decir.

le(p(t))| = [p(N)| =

D c M(P((1)).

La demostracion del apartado (d) es larga, pues se usaran los siguientes resulta-

dos.

Lema 7.7.1. 5% en un conjunto de 4k naturales consecutivos, con k > 1, se suprimen
a lo mds k elementos, entonces al menos quedan dos naturales consecutivos en el
conjunto.

Demostracion. Supongamos k = 1. El conjunto es de la forma {n+1,n+2 n+3,n+
4}, con n > 0. Es claro que si suprimimos a lo méas un elemento de dicho conjunto,
quedan al menos dos naturales consecutivos.
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Supongamos, cierto el resultado para algin £ > 1 y tomemos un conjunto con
4(k + 1) naturales consecutivos: {n+1,n+2,... ., n+4kn+4k+1,n+4k+2 n+
4k + 3,n + 4k + 4}. De este conjunto eliminemos k + 1 naturales. Si eliminamos
k o menos de los primeros 4k elementos, entonces en el segmento de los primeros
4k naturales del conjunto quedan al menos dos consecutivos, por la hipotesis de
inducciéon. De modo que si eliminemos £ + 1 naturales en ese segmento tenemos que
en {n+4k +1,n+ 4k + 2,n + 4k + 3,n + 4k + 4} hay dos consecutivos. ]

Lema 7.7.2. Sean c > 1, k> 1, rM ... r® ¢ R(c), con rV) = (rgj))g’io, y qV) €
Q(c), con V) = (q(]))fil, tal que 9 € R (c). Hagamos

k
A:U{ql(j):izl}.
j=1

Entonces, existe una infinidad de naturales n tales que n > n(qW),... , n(g®) y
n,n+1eN\A.
Mas ain, st

)
N
o = o)

[q%) = {25’%)_1 +1,.., QQ%)} para cada m >n (q(j))
S(@”) = U Lo
mZﬂ(éIﬁi))
S = Ujf:l S (g0,

entonces hay una infinidad de naturales en N\ (Uk ]q(j) U S) .

j=1
Demostracion. Por la definicién de n(q")) tenemos que
45y > 2 q) sim > n (q9)

Asi, ,
> 274 s> 0 (). (711)

Sea N > méax{n(¢M),...,n(¢"™),4k + 1} y tomemos m > N. Entonces

g > 2mq0) > 2% gD S 4k 4+ 1)qD) = ¢ + 4kgD) > 9 + 4k (7.7.2)
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para cada j = 1,..., k. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que
gy = méx{q), ..., ¢},

Como ¢ + 4k < q,(,]fzrl por (7.7.2), entonces

g < g 41 <. <q® k<% (7.7.3)
vy como ¢\ = méx{q,,(i), . ,qf,’f)}, se sigue que

q()<q(k)—|—1<...<q,(r’f)—|—4k
parai=1,...,my j=1,...,k, por ser creciente cada sucesién ¢¥). De donde, los
unicos elementos de los rangos de las sucesiones ¢!, .. q(k D que pueden estar en
el conjunto {qﬁ,’f) +1,... ,qm + 4k} son los de la forrna ql( D con j=1...k—1e
1> m+ 1.
Para cada 1 < j < k existe a lo mas un natural ¢ > m + 1 tal que

P {q® 1, q® + 4k},

pues si suponemos que para algun 1 < j < k hay dos naturales 4,7 con i’ > i > m—+1
tales que
qu), C]z/ S {q(k + 1 .- aQSLC) + 4k}7

entonces, por la desigualdad (7.7.2) aplicada a i que es mayor que N, tenemos que
0 > ¢ > g7 + 4k > qP + 4k + 1

que contradice la eleccion de qZ(,J ),

Por consiguiente, si suprimimos del conjunto {qﬁ,’f) +1,... ,qm + 4k} aquellos
que pertenezcan a los rangos de la sucesiones ¢, ... ¢*~Y, entonces por el Lema
7.7.1 subsisten al menos dos elementos consecutivos en {q,(,]f) +1,... ,q,(,{f + 4k}, que
llamaremos n,,, n,, +1; es decir, estos que no pertenecen a los rangos de las sucesiones
gV, ..., q* D,

Ademas, por (7.7.3) y ser ¢*) una sucesion creciente, entonces, n,,, n,, +1 € N\ A.
Tenemos que

N+ 1< q¢® + 4k < qmll < maX{qu, . .7q$)+1

por (7.7.2) y

max{qm+1, . ,qu} < Nyt
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al aplicar la construccion anterior al natural m + 1 para obtener n,,,;. De donde,
N < Ny + 1 < nyyq para cada m > N. Por tanto, tenemos una cantidad infinita
de naturales n tales que n,n +1 € N\ A y entonces también hay una infinidad de
naturales n > n(q"), ..., n(¢™) que cumplen lo anterior. Queda probada la primera
afirmacion del lema.

Sea q € Q(c). Recordamos que I, = {271+ 1 ..., 2%} para cada m > n(q).
Definimos el segmento I, = {1,...,27@07 "} v S(q) = U,zn(g) Lom-

Con a,, ...ag.2 denotamos la expresion binaria del natural ag + a2 + ... + a,2"
donde a; = 0, 1. Entonces

I, = {%Mq)—l ...ag.2 : variando libremente las a; en {0, 1}}

I, = 1 ...ag.o : al menos otra cifra a;es 1 » U 1 0...0.
gm—1 qm
para cada m > n(q).
Asi,
o0
S(q) = U 1  ...ag.2 : al menos otra cifra a;es 1 p U< 1 0...0.
m=n(q) | ¢gm—1 am

Ya vimos que existen una infinidad de naturales n tales que n > n(qg™),... n(¢®)
yn,n+1¢& N\ A4, es decir, que no estan en los rangos de las sucesiones ¢V, ..., ¢®.
Por tanto,

1 0027é 1 ...Qp.2

" -1

1 00(2) 7é 1 ...ap.2
" )
para todo m > 1y para cada j = 1,..., k. Lo cual implica que hay una infinidad de
naturales en N\ S, y como U§:1 I es finito, entonces hay una infinidad de naturales

en N\ <U?:1 Im U S). O

(d) Supongamos que ¢ > 1, |A\| > 1. Para cualesquiera M > 0, k > 1,y
r . r® € R(c), tenemos que 79 € R (c) con ¢ € Q (c) para 1 < j < k.
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Por el Lema anterior, existe un natural n tal que |[A|" > M y que ademés

k
nGN\ (qu(j)US),
j=1
(J) _

por lo que 7y’ = 1 para 7 = 1,..., k. Por tanto,

A ()] = A" > M = M mix {["],c) }-

lo que implica que ¢, no es continua, es decir, ) ¢ M(P(t)). Por tanto, M(P(t)) C
D.

(e) Sea |A| > 1, entonces ¢, no es continua por (d). Entonces,
ker ) = (t — A\)P(t)

es un ideal méaximo denso en (P(t),7.). Por tanto, (¢ — \) es un elemento topologi-
camente invertible en (P(t),7.) si [A| > 1.
Sea p (t) un polinomio no nulo. Entonces p(t) = a(t — Ay)---(t — \,) con a # 0
ym>0.Si Ai,...,\n & D, se tiene que p(t) € G;(X), por el Lema 6.2.3.
Reciprocamente, supongamos que p(t) € G(X). Entonces,

qo (t)p (t) —1

para alguna red (g, (¢)) y por consiguiente, ©y (¢ (t)p (t)) — 1 si A € D. En parti-
cular, py (p(t)) = p(A) # 0 para todo A € D.
(f) Probemos ahora que (P(t), 7.) es una @s-algebra. Para esto, sean r = (1;)32, €
R(c) y p(t) € P(t), con p(t) = apt™ + an_1t"' + ... + ay, tal que
1

t)— 1|, < =.
p(t) — 1], < 3

Entonces para todo [t| < 1 se cumple que

p(1) ~ 11 < Jaul + fancal + -+ fao — 1] < p(t) ~ 1], < 3.
puesto que r; > 1 para todo ¢ > 0. Por tanto p(t) # 0 para todo [t| < 1, lo cual
implica que si
p(t) =a(t —Ay) - (t = A\pn),

entonces |[Ai1],...,[A\m| > 1y a # 0. Y aplicando (e), p(t) es topologicamente
invertible. Asi, hemos probado que existe una vecindad alrededor del polinomio 1
contenida en G(P(t)); por tanto, del Teorema 6.2.2, tenemos que (P(t),7.) es una
(Q;-algebra.

(g) Si X fuera normable, entonces seria un algebra de Banach por el apartado
(a), y por consiguiente una ()-algebra, lo que no es posible por el inciso (b).
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7.8. Algebras normadas con M(X) = M#(X) que no
son ()-algebras

Daremos dos ejemplos de lo senalado en el titulo de la seccion. El primero tal que
M(X) consta de s6lo un punto y el segundo donde es infinito. El primer ejemplo nos
permitird exhibir un ), —4algebra que no es Q-algebra.

Para construir los ejemplo damos la siguiente definicion y resultados.

Definicién 7.8.1. Sea X un algebra compleja, definimos el radical de Gelfand como
Gel (X) = () {ker f: fe M*(X)}.

Proposicion 7.8.2. Sea A un dlgebra compleja entera (conmutativa y a,b € A,
ab=0=a=00b=0) con unidad e. Para el dlgebra Alz] de polinomios con
coeficientes en A se cumple que Rad(Alz]) = 0.

Demostracion. El algebra A[z] es también entera. Sea p(z) = ag + a1 + ... + a,x"
un elemento de A[z]. Supongamos que p(x) € Rad(A[z]), entonces

e+p(r) € G(Alz])

por el Lema 2.5.7, lo cual implica que a; = ... = a,, = 0, ya que A es entera. Por
tanto, p(z) = ag y entonces

e+ p(z)er = e+ apr € G(Az]),

debido al lema ya mencionado. Por lo que ay = 0; asi, p(r) = 0 y por tanto,
Rad(A[z]) = 0. O

Proposicion 7.8.3. Eziste un dlgebra compleja de Banach, conmutativa, con unidad
y entera tal que su radical de Jacobson es distinto de 0.

Demostracion. Dada una sucesion (w,,)>, decreciente de reales positivos, con wy =
1, Wppm < WpWy,, definimos el algebra normada ¢'(w) como un espacio de series
formales de potencias con coeficientes en C, donde

Mw) = {f = w2 If =) fwalw, < oo} .
n=0 n=0

Observemos que ¢*(w) se puede considerar como un algebra matricial A(w,,,),

donde w,, = w,, = wpy1, para todo p > 1y n > 0. Por ejemplo, se puede tomar
1
Wy = =

en



7. TIPOS PARTICULARES DE ALGEBRAS. EJEMPLOS 123

Por lo visto en la Secciéon 7.2, ¢*(w) = A(w,,) es un dlgebra conmutativa entera
con unidad y es de Banach, pues en este caso su topologia esta determinada por una
sola norma y sabemos que las algebras matriciales son completas.

Definimos ¢ : £*(w) — C como

© (f: a,pc") = ayp.
n=0

Es facil ver que ¢ es una funcional lineal multiplicativa no nula, es decir ¢ €
M# (1 (w)), por lo que M; = kerp es un ideal maximo de ¢'(w). Afirmamos que
de hecho M, es el tinico ideal maximo de ¢'(w). Para probarlo supongamos que
M C (*(w) es un ideal maximo tal que M; # M, entonces My ¢ My M € M;.
Entonces existe Zf;o ap,z™ en M tal que ag # 0, lo que implica que ZZOZO a,x™ es
invertible, ya que si by = a, Ly

n—1
bn = Ggl <_ Z ak—l—lbn—k—l)

k=0

para cada n > 1, entonces

oo o0
E a,x" - E b,z" = 1.
n=0 n=0

Entonces M = ('(w), que es una contradiccion. Por tanto, M; es el tnico ideal
méximo de ¢ (w). Esto implica que Rad(¢*(w)) = M, # 0. O

Proposicion 7.8.4. Eziste un dlgebra compleja normada, conmutativa y con iden-

tidad B tal que Rad(B) = 0, pero Gel (B) # 0.

Demostracion. Por la proposicién anterior existe un algebra (A, ||-||) de Banach, con
identidad, conmutativa y entera tal que Rad(A) # 0.
Dotamos a B = A[z] de la siguiente norma

n

E aka:k

k=0

Ip() ]l =

n
=l
k=0

Entonces, B es un algebra normada conmutativa con identidad, en la que ademés
Rad(B) = 0, por la Proposicion 7.8.2. Por ser A un algebra de Banach conmutativa
con identidad, se cumple, por la Proposicion 5.2.1 que

Rad(A) = ﬂ {M : M es ideal maximo de A} = ﬂ {kerp: p € M(A)}
= ﬂ {kerp: o € M#(A)} = Gel (4).
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El espectro M#(B) es no vacio, ya que ¢ o ¢, € M#(B) para cualquier evaluacion
¢a, con a € A, y todo ¢ € M(A).

Sabemos que existe a € Gel (A), con a # 0. Para ver que a € Gel (B), tomemos
¢ € M#(B), entonces ¢ | 4 € M#(A), por lo que 0 = ¢ [ (a) = ¢(a). De donde,
a € ker ¢ y por tanto, a € Gel (B). Asi, Gel (B) # 0. O

Primer ejemplo.

Sea B un algebra como en la proposicién anterior; o sea, B es normada, conmuta-
tiva, con identidad e y satisface que 0 = Rad(B) C Gel (B). Consideremos el algebra
normada, conmutativa y con identidad

X =Gel (B)@ Ce

y la funcional yo : X — C definida como xo(a + Ae) = . Entonces xo € M#(X) y
ker xo = Gel (B). Afirmamos que

M*(X) = {xo}- (7.8.1)

Supongamos lo contrario, es decir, que existe y € M#(X) tal que x # xo. Entonces,
x(a+ Ae) = x(a) + A # X para algin a + Ae € X y asi, y(a) # 0. Para el elemento
a = x(a)"'a, tenemos que x(a) = 1y que a € Gel (B), por ser éste un ideal.
Definimos
x:B—C

como X(b) = x(ab), lo que tiene sentido puesto que Gel (B) es un ideal. Es facil ver
que Y es lineal; para ver que es multiplicativa, tomemos x,y € B, entonces

X(zy) = x(axy) - 1 = x(ary)x(a) = x(aray) = x(az)x(ay) = x(x)x(y)
y ademés
x(a) = x(aa) = 1.
O sea, Y € M#(B) y es tal que x(a) # 0, lo que contradice que a € Gel (B). Queda
probada la igualdad (7.8.1).

Ahora, consideremos la complecion X de X. Si ¢ € M(X) <: /\/l#(f()>, entonces
¢ [x€ M#(X), por lo que ¢ [x= Xo, y tenemos la continuidad de y,. Por tanto,

M(X) = M*(X) = {xo}-

Para acabar, mostraremos que X no es una (-algebra. Supongamos lo contrario. De
la Proposicion 5.2.1 tenemos que si M es un ideal maximo de X, entonces existe
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X € M(X) tal que M = ker x. Por lo que el unico ideal maximo de X es ker xq.
Entonces
Rad(X) = ker xo = Gel (B). (7.8.2)
Afirmamos que
Gel (B) (= Rad(X)) = Gel (B) N Rad(B). (7.8.3)
Siz € Rad(X) (= Gel (B)) y y € B, entonces zy € Gel (B), por ser éste un ideal, o
sea, zy € Rad(X) y tenemos que e — zy € G(X). Como G(X) C G(B), se sigue que
x € Gel (B) NRad(B).
Para probar la inclusion contraria, sean x € Gel (B)NRad(B) y y € X arbitrario,

entonces y = z + Ae, con z € Gel (B) y A € C. Debido a que z € Rad(B), tenemos
que e — xy € G(B), es decir, existe b € B tal que

e=(e—zy)b=>b—z(2+ Xe)b=b—xzb— \zb,

de donde b = xzb 4+ Axb + e pertenece a Gg @ Ce. Por consiguiente, b € X y asi
e —zy € G(X); de donde z € Rad(X). Queda probada la igualdad (7.8.3) y de ella
se sigue que

Rad(X) = Gel (B) N Rad(B) = 0.

Esto contradice la igualdad (7.8.2). Por tanto, X no es una Q-algebra.
El algebra X = Gel (B) @ Ce es una Q y#-algebra, pues Gy (X) = xg' (C\ {0})
y éste es un conjunto abierto por ser Y, continua.

Segundo ejemplo.

Consideremos el algebra X x C(]0,1]), donde X es el algebra del ejemplo anterior
y en C([0,1]) se toma la norma uniforme, entonces por la Proposicion 5.1.2 y la
Observacion 5.1.3

M(X x C([0,1])) = M*(X x C([0,1])).
Sin embargo, X x C([0,1]) no es Q-algebra debido a la Observacion 4.1.4 y a que
como vimos en el ejemplo anterior X no es una ()-algebra. Por la Proposicion 5.1.2
M(X x C([0,1])) = {xo o mx, o7y : ¥ € M(X),¢ € M(C([0,1]))}

por lo que este conjunto es infinito.






Apéndice A

Prueba del Lema 7.2.10

A.1. Dos resultados auxiliares

Lema A.l.1. Sea (as)°, una sucesion creciente de nimeros reales tal que ay = 1
lim sup(a,)/* = oo . Entonces existe una sucesion (b,), de nimeros reales con
S 5)s5=0
S

estas mismas propiedades y tal que:
(a) bs > as para todo s > 0.
(b) asyt < bsby para s,t > 0.

Demostracion. Observamos que a, > 1 para todo s > 1. Tomamos by = 1y b, =

max{ags_1,/azs} si s > 1.
El apartado (a) se sigue inmediatamente de la definicion de la sucesion (bs)32,,.

Por tanto, limsup(b,)'/* = co.

Por otra pfarte, bp = 1 < a; < b, para cualquier ¢t y si 0 < s < t, entonces
= ags—1 0 bien by = /ay,. En el primer caso, by = ax_1 < by y en el segundo,
= /ay < b De donde, (bs)2 es creciente.

(b) Si s =t, entonces

bs
bs
by = bsbs > (a25)"*(a20)'? = agys = agpa-
Supongamos ahora que s > t, entonces 2s > s+t, porloque 2s —1 > s+t y
by = méax{ag_1, (a23)1/2} > Qsyt
y como b; > 1, entonces bsby > agyy. O

Lema A.1.2. La sucesion (a,)%, definida como ag = 1 y a; = n™" sin™ < s <
(n+ 1)(”“), para s > 1 tiene las siguientes propiedades:

127
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(a) La sucesion (as)2, es creciente.
(b) limsup(a,)/* = oo

(¢) liminf(a,)'/* = 1.

Demostracion. (a) Tenemos que ay = 1 < a; para cualquier ¢ > 0. Si 0 < s < t,
entonces existe un tnico natural n tal que n” < s < (n + 1)"*Y y a, = a, cuando
t < (n+1)"*Y ¢ bien, a, < a; cuando (n + 1)+ < ¢,

1 o0

(b) Por definicion, a,» = n™". Entonces para la subsucesion ((ann)n ) de
n=1

1 oo
<(a5)5> se cumple que
n=1
, 1 ,
lim (a,n)»" = lim n = oo.

De donde, limsup(a,)'/* = oco.

(¢) Afirmamos que para la subsucesion (g, 1yn+1-1) ., de (as)oe, se cumple que

n=1
n+1_
lim (a(n+1)n+1,1)1/(n+1) Tt =1. (All)

n—00
En efecto, por definicién, a wti_; =n"", por lo que
) y U(n+1) 1 )

ntnrtior
(a(n+1)n+1_1) = nr+nti-1

y la afirmacion equivale a que

I n"
i (n 1)n+1,1 = { =
nh_}rgo log (n + ) nh—{{olo O logn = 0. (A.1.2)

Probaremos que esto es asi. Como

n n n

n - n . on
(n+1D)mH -1~ (n4+ 1)t — (n+1)"  n(n+1)n

tenemos que

n n

n n logn
< J—
~(n+ 1)t —1 (n+1)" n
El lado derecho tiende a £ x 0. Con esto queda probado (A.1.2).
Por otra parte, como a; > 1 para s > 0, entonces (as)l/s > 1 para s > 1. Por lo
que si liminf,>;(a,)!/* > 1. Por el limite (A.1.1) y por ser lim inf,>;(a,)'/* el infimo
de los limites de subsucesiones de (as)l/ %, tenemos que

lim: ilnf(as)l/s = 1. (A.1.3)

logn <

]
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A.2. La Prueba

Lema A.2.1. Eziste una matriz (b,s) que cumple las siguientes condiciones:

bps < bpiis (A.2.1)
bpstt < Upy1,sOpyas (A.2.2)
bps < bpst1 (A.2.3)
bo = 1 (A.2.4)

lim sup /b, s = 00 (A.2.5)

S

para cualesquiera p =1,2,... y s,t =0,1,...

Demostracion. Construiremos la matriz de manera inductiva. Tomamos como primer
renglon (b 5) a la sucesion (a,)2, definida en el lema anterior. Entonces para p = 1
se satisfacen las tres ultimas condiciones.

Segin el Lema A.1.1 aplicado a la sucesion (as)$2,, obtenemos una sucesion cre-
ciente (bs)%,, con by = 1, y que satisface 1 < a; < by para todo s > 0, asr < bsb;
para s,t > 0y limsup,,~, V/bs = oo.

Definimos el segundo renglén (as ) = (b,). Entonces, las condiciones establecidas
en lema se cumple para p =1,2 y n > 0.

Supongamos que hemos definido hasta el renglon p—1, con p > 3, de manera que
se cumplen las condiciones. A la sucesion (b,_; 5) le podemos aplicar el Lema A.1.1
y obtenemos una sucesion (b,.; ) que satisface todas las condiciones. O]

Lema A.2.2. Los elementos de la matriz (b, ) del lema anterior tienen la siguiente
propiedad:

Para cualesquiera enteros p,s > 1 se cumple que si n" < 2Ps < (n + 1)(”+1) — 1,
entonces byy1s =n"".

Demostracion. Procedemos por inducciéon sobre p. En el caso p = 1, tenemos que la
hipotesis es:
n" < 2s < (n+1)"tD 1, (A.2.6)

Como by = méX{bLgs_l,(bl,gs)%} tenemos que bys = bios_1 = Qg1 O by =
(b12s)2 = (ags)z. Debido (A.2.6), (a,)"/? = (n™")Y/2. Luego, como n" < 2s, en-
tonces n" < 2s — 1 < (n+ 1)) por lo que agy,_; = n™" > (n"")% = (ags)% . Por

tanto, by, = ag,_; = n™ . Queda probada el resultado para p = 1.
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Supongamos cierta la afirmacion para p — 1, con p > 1 y que
n" < 2Ps < (n+ 1)(”“) -1

con s > 1.
Por definicién
, 1
Qpy1s = maX{ap,Qs—la (ap,2s) 2 }

Por otra parte
n" < 271(2s) < (n4 1) — 1.

Por tanto, de la hipo6tesis de induccion se sigue que
Apos = n"".

Afirmamos que
n" < 2?7125 — 1) < (n+1)"*Y — 1

n™ n™

Puesto que 57 < s, entonces 5 +1 < s, por lo que n" + 27 < 2Ps, lo que implica
que n" < 2Ps — 2P < 2Ps — 2P~L; por tanto, n" < 2P71(2s — 1) < (n 4+ 1)™+D — 1,
Queda probada la afirmacion.

Por la hipotesis de induccion, apos—1 = n™" y como Api1,s = MAX (ap,zs—1, . /apgs),

entonces a, 15 =n" . [
Lema A.2.3. La matriz (b,s) del Lema A.2.1 satisface
lim>ilnf Vbps =1 (A.2.7)

para todo p > 1.

Demostracion. En el caso p = 1 se sigue de lo que fue probado para la sucesion
(as)32o-

Para p > 1 probaremos que liminf, >, %/b,,, = 1 para una subsucesion de (b, ).
Con esto y debido a que liminf, > \S/@ > 1, estara probado el lema.

Sea p > 1 fijo, para cada k = 1,2, ... sea n, = 2P~'k. Afirmamos que 2P~ 'divide
a (ng + D)+ 1,

n+1 ne 41 n —
(ng + 1)) =y~ ( ’fr ) npt =% ( ’fr ) R |

r=0 r=0

entonces

Nk nE
(g + 1)) 1 = Z ( nk:‘ 1 ) nZk—&-l—r _ nkz ( lej‘l ) AT =

r=0 r=0
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n
— ng + 1 nE—Tr
—or—1 [ L k
(s (7 )
r=0
. (nj+1) _
Definimos los naturales s, = ("’“H;p_klﬂ L para cada k=1,2,...,
"k
Por otra parte, n* < 2°71s; = (nj,+1)™+Y —1. Por el lema anterior a, ,, = n,*
"k
Mg
v ast (ay,q,)"%F = (ng,) .
Afirmamos que,

nnk
" (=£-)
lim (a Usk — 1fm (n)* YV/* = lfm n, * = 1.
k—)oo( p,sk) k:—>oo( k ) k—oo k
Basta probar que

nyk

S nnk
lfim log(n, ™ ) = lim —log(n;) = 0.
k—o0 k—oo Sp
Lo cual es cierto, puesto que

npk 1 mt log(ng)
| < 2P
5 Og(nk) > (nk + 1)nk

N
Por consiguiente, lim (CL )1/81“ =1
g ) k—o0\Wp,sp .

O
La prueba del Lema 7.2.10 se sigue de los Lemas A.2.1 y A.2.3.
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