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DR. JOSÉ LUIS CISNEROS MOLINA
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Índice general 7

Introducción 9
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Introducción.
Dado un haz vectorial suave ξ de rango n sobre una variedad diferenciable M es posible

definir invariantes los cuales son obstrucciones para poder construir r secciones linealmente
independientes con 1 ≤ r ≤ n, dichas obstrucciones son clases de cohomoloǵıa llamadas
clases caracteŕısticas de ξ. La teoŕıa de clases caracteŕısticas inicio en el año de 1935 con los
trabajos de Hassler Whitney y Eduard Stiefel siguiendo con Lev Pontrjagin en 1942 y Shing-
Shen Chern en 1946. Las construcciones clásicas de las clases caracteŕısticas son de carácter
algebraico para ver estas construcciones consultar [11],[16]. El objetivo de la presente tesis es
exponer la construcción geométrica de las clases caracteŕısticas de un haz vectorial basada
en el concepto de transversalidad dada en [1].

De manera más general nos podemos preguntar, sea r ∈ N tal que 1 ≤ r ≤ n ¿es posible
construir r secciones de ξ que sean linealmente independientes en todo punto p ∈ M?. Por
ejemplo ξ es un haz vectorial trivial si y sólo si admite n secciones linealmente independien-
tes, entonces tenemos que la existencia de n− i+ 1 secciones linealmente independientes de
ξ es equivalente a la existencia de un morfismo de haces h : εn−i+1 → ξ del haz producto
εn−i+1 a ξ tal que h es inyectivo en cada fibra. Pues aśı tendŕıamos un subhaz trivial de
rango n−i+1 de ξ. Con esta formulación, la obstrucción a la existencia de n−i+1 secciones
linealmente independientes está representada por el subconjunto de puntos Z̄(h) de M don-
de h no es inyectiva. En general este conjunto no es una variedad, pero si h es “genérico”, es
una variedad estratificada. Definiremos una variedad diferenciable cerrada Z̃(h) y una apli-
cación φ : Z̃(h)→M cuya imagen es Z̄(h). La imagen de la clase fundamental de Z̃(h) bajo
el homomorfismo inducido en homoloǵıa por φ nos da un elemento en la homoloǵıa de M y
definimos la i−esima clase caracteŕıstica de ξ denotada Cli(ξ) como el dual de Poincaré de
este elemento. El resultado principal de este trabajo (Teorema 4.13) muestra que tales clases
caracteŕısticas satisfacen axiomas equivalentes a los axiomas dados por Hirzbruch los cuales
definen las clases de Stiefel-Whitney o Chern.

Para llegar a este resultado este trabajo consta de cuatro caṕıtulos, en el primer caṕıtulo
introduciremos el concepto de variedad diferenciable el cual es un tipo especial de variedad
topológica en la cual podemos extender nociones del cálculo diferencial que usamos en Rn,
una propiedad importante de una variedad diferenciable M es que sobre cada punto p ∈M
se tiene un espacio tangente denotado como TpM el cual es un espacio vectorial. También
introduciremos el concepto de transversalidad el cual es un concepto importante en el desa-
rrollo de este trabajo.

En el segundo caṕıtulo definiremos haces vectoriales los cuales son estructuras que en
cada fibra definen un espacio vectorial , daremos algunos ejemplos de haces vectoriales para
de esta manera familiarizarnos con el tipo de objetos con los cuales trabajaremos. Usando
operaciones de espacios vectoriales podremos realizar operaciones entre ellos para aśı for-



mar nuevos haces vectoriales, veremos cuando podemos definir un producto interno en los
haces vectoriales y finalmente llegaremos a una clasificación de haces vectoriales mediante
el estudio de variedades de Grassmann y el haz universal.

El tercer caṕıtulo está dedicado a explicar qué es la homoloǵıa y cohomoloǵıa de un
espacio topológico y algunas de sus propiedades más importantes aśı también proporcionar
las herramientas necesarias para enunciar el teorema de dualidad de Poincaré.

Finalmente en el cuarto caṕıtulo motivados por nuestra pregunta inicial definiremos la
variedad Z̃(h), definiremos la aplicación φ : Z̃(h)→M , enunciaremos los axiomas de las cla-
ses caracteŕısticas dados por Hirzbruch y brindaremos axiomas equivalentes para finalmente
definir las clases Cli(ξ).

Cuernavaca Morelos, Mexico , Mayo de 2014



1
Topoloǵıa diferencial

Este caṕıtulo forma un pequeño conjunto de notas básicas en topoloǵıa diferencial, el
cual pretende introducir algunos conceptos y terminoloǵıa importantes. El primer tópico
que vamos a tratar es el de variedad diferenciable el cual es un tipo especial de variedad
topológica en la cual podemos extender nociones del cálculo diferencial que usamos en Rn. El
segundo tópico a tratar es el concepto de transversalidad, el cual nos resulta muy importante
en el desarrollo de este trabajo.

1.1. Variedades diferenciables

1.1.1. Definiciones

Definición 1.1. Sea M un espacio topológico Hausdorff con una base numerable de su
topoloǵıa (segundo numerable). Un atlas de M es una colección {Uα, φα}α∈A tal que:

1) Uα ⊂M es abierto,

2) φα : Uα → φα(Uα) ⊂ Rm con φα(Uα) abierto, es un homeomorfismo,

3)
⋃
α∈A Uα = M .

A las φα = (φ1
α · · ·φmα ) se le llaman cartas coordenadas locales del atlas, si existe un atlas

{(Uα, φα)} entonces el espacio topológico M se llama variedad topológica.

Si todos los Uα, α ∈ A son disjuntos la variedad topológica M es esencialmente un abierto
en Rm. Ahora si los Uα se intersectan tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama:
sean α, β ∈ A

∅ 6= Uα ∩ Uβ ⊂M
φα

tt

φβ

**
Rm ⊃ φα(Uα) ⊃ φα(Uα ∩ Uβ)

φβ◦φ−1
α // φβ(Uα ∩ Uβ) ⊂ φβ(Uβ) ⊂ Rm
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Definición 1.2. Un atlas {Uα, φα}α∈A de una variedad topológica M se dice diferenciable
si y solo si para todo α, β ∈ A con Uα ∩ Uβ 6= ∅ la aplicación φβ ◦ φ−1

α : φα(Uα ∩ Uβ) →
φβ(Uα ∩ Uβ) es diferenciable.

Recordemos que diferenciable (suave) es que todas las derivadas parciales iteradas existen
y son continuas hasta cualquier orden.

Definición 1.3. Sea {Uα, φα}α∈A un atlas diferenciable de una variedad topológica M
entonces un homomorfismo ϕ : V → ϕ(V ) ⊂ Rm con V ⊂ M abierto se llama compatible
con {(Uα, φα)} si y sólo si las aplicaciones ϕ ◦ φ−1

α y φα ◦ ϕ−1 son diferenciables.

Definición 1.4. Dada una variedad topológica M decimos que un atlas maximal es un
atlas tal que cualquier atlas compatible está contenido en el.

Definición 1.5. Una estructura diferenciable en una variedad topológica es un atlas ma-
ximal. Una variedad diferenciable (suave) es una variedad topológica con un estructura
diferenciable.

Veamos algunos ejemplos clásicos de variedades diferenciables.

Figura 1.1: Cartas coordenadas

Ejemplo 1.6. Todo abierto U ∈ Rm es una variedad diferenciable pues tiene un atlas con
una carta (U, IdRm |U ).

Ejemplo 1.7. La esfera Sm ∈ Rm+1 no posee un atlas con una carta ya que es compacto
pero tiene un atlas con dos cartas: Sea U1 = Sm\(1, 0, . . . , 0) y U2 = Sm\(−1, 0 . . . , 0)
definimos las aplicaciones φ1 : U1 → Rm y φ2 : U2 → Rm mediante:

φ1(y1, . . . ym+1) =
1

1− y1
(y2, . . . , ym+1)

φ2(y1, . . . ym+1) =
1

1 + y1
(y2, . . . , ym+1)

con inversas φ−1
1 : Rm → U1 y φ−1

2 : Rm → U2 dadas por:

φ−1
1 (x1, . . . xm+1) =

−1 + ||xi||2

1 + ||xi||2
,

2x1

1 + ||xi||2
, . . . ,

2xm
1 + ||xi||2
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φ−1
2 (x1, . . . xm+1) =

1− ||xi||2

1 + ||xi||2
,

2x1

1 + ||xi||2
, . . . ,

2xm
1 + ||xi||2

.

Entonces {U1, φ1), (U2, φ2)} es un atlas diferenciable con dos cartas de Sm. Tenemos que

φ2 ◦ φ−1
1 : Rm\{0} → Rm\{0}

dadas por (x1, . . . xm) 7→ 1
||xi||2 (x1, . . . xm), la cual es diferenciable ya que es el cociente de

dos aplicaciones suaves tal que el denominador es distinto de cero.

Figura 1.2: Parametrizaciones de S2

Proposición 1.8. Un subconjunto abierto de una variedad diferenciable M de dimensión
m es una variedad de dimensión m.

Demostración. Supongamos que U ⊂M es una subconjunto abierto de M , si (V, φ) es una
carta diferenciable para M entonces (U ∩ V, φ|U∩V ) es una carta diferenciable para U .

Ejemplo 1.9. GLn(R) = {matrices no singulares n× n} es una variedad de dimensión n2.
Consideremos la aplicación determinante det : Mn×n(R)→ R la cual es una aplicación conti-
nua, tomemos R−{0} abierto entonces tenemos det−1(R−{0}) = {A ∈Mn×n(R)|det(A) 6=
0} = GLn(R) es un abierto en Mn×n(R) = Rn2

.

Definición 1.10. Sean M y N variedades suaves con atlas {(Uα, ϕα)}α∈A y {(Vβ , φβ)}β∈B
respectivamente. Una aplicación f : M → N se dice diferenciable si para toda α ∈ A y β ∈ B

Uα ∩ f−1(Vβ)
f //

ϕα

��

Vβ

φβ

��
Rn ⊃ ϕα(Uα ∩ f−1(Vβ))

φβ◦f◦ϕ−1
α // φβ(Vβ) ⊂ Rm

la aplicación ϕβ ◦ f ◦ φ−1
α es diferenciable.
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Definición 1.11. Sea N ⊂Mn+k diremos que es una subvariedad diferenciable de dimen-
sión n si para todo punto p ∈ N existe una carta alrededor de p, ϕ : U → U ′ ⊂ Rn+k =
Rn × Rk tal que ϕ(N ∩ U) = U ′ ∩ (Rn × {0}). Consideremos Rn = Rn × {0} ⊂ Rn × Rk.

El número k = dimM − dimN es llamada la codimensión de la subvariedad.

Figura 1.3: Subvariedad

1.1.2. Espacio tangente

Una propiedad importante de una variedad diferenciable M es que sobre cada punto
p ∈ M se tiene un espacio tangente denotado como TpM el cual es un espacio vectorial. El
concepto de espacio tangente puede ser descrito de varias formas equivalentes como se puede
ver en [4, cap.2].

Dada M una variedad diferenciable de dimensión m, sea p ∈ M una función definida
localmente en p es un par (U, f) donde U es un subconjunto abierto de M que contiene a p y
f esta definida en U . Consideremos el conjunto {(U, f)|p ∈ U ⊂M, U abierto y f : U → R}.
Definimos una relación de equivalencia (U, f) ∼ (V, g) si existe un abierto W ⊂ U ∩ V con
p ∈W tal que f |W = g|W .

Definición 1.12. La clase de equivalencia de funciones localmente definidas dada por la
relación anterior es llamada germen de función en p y la denotamos f̃ , si además f(p) = q
tenemos f̃ : (M,p) → (N, q). El conjunto de todos los gérmenes de funciones alrededor de
p ∈M se denota como E(p).

Sean f̃ y g̃ dos gérmenes de funciones en p y λ ∈ R

f̃ + g = f̃ + g̃

f̃ · g = f̃ · g̃
λf̃ = λ̃f

por lo cual forman un espacio vectorial sobre R. Además dados los gérmenes f̃ : (M,p) →
(N, q) y g̃ : (N, q)→ (L, r) obtenemos la composición g̃ ◦ f̃ : (M,p)→ (L, r).

Definición 1.13. Sea M una variedad diferenciable y p ∈M . Una curva parametrizada en
M que pasa por p es una aplicación diferenciable γ : (−ε, ε)→M con γ(0) = p. .
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Figura 1.4: Vectores tangentes a p

Definición 1.14. Sean γ1, γ2 : (R, 0) → (M,p) en el conjunto de gérmenes diferenciables
en p denotado como Wp. Definimos una relación de equivalencia γ1 ' γ2 si y sólo si para

toda f̃ ∈ E(p) se tiene
d

dt
(f̃ ◦ γ1)|0 =

d

dt
(f̃ ◦ γ2)|0.

Una clase de equivalencia [γ] bajo esta relación es un vector tangente a p ∈ M . Ver Figura
1.4.

Definición 1.15. El espacio tangente a M en p denotado TpM es el conjunto de clases de
equivalencia de gérmenes de curvas en M que pasan por p.

Figura 1.5: Plano tangente a S2 y recta tangente a S1

Proposición 1.16. Sea M una variedad diferenciable de dimensión m y sea x ∈M entonces
TxM es un espacio vectorial de dimensión m.

Demostración. Sea γ : (−ε, ε)→M con γ(0) = p y (U, φ) una carta de M definimos

TpM → T0Rm
[γ] 7→ [φ ◦ γ]

veamos que este es un isomorfismo. Esta bien definida, sean γ y γ′ tal que

d

dt
f̃ ◦ γ|0 =

d

dt
f̃ ◦ γ′|0
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para toda f̃ entonces d
dt f̃ ◦φ

−1 ◦φ ◦ γ|0 = d
dt f̃ ◦φ

−1φγ′|0. Tiene inversa, puesto que φ es un
isomorfismo podemos definir

T0Rm → TpM
[α] 7→

[
φ−1 ◦ α

]
Afirmación T0Rm ∼= Rm bajo el siguiente isomorfismo

T0Rm → Rm
[γ] 7→ d

dtγ|0

tomemos dos curvas equivalentes γ y γ̄ es decir

d

dt
g̃ ◦ γ|0 =

d

dt
g̃ ◦ γ̄

entonces

D0g̃(
d

dt
γ|0) = D0g̃

d

dt
γ̄

en particular si tomamos g̃ como la i−proyección entonces coordenada a coordenada tenemos

d

dt
γ|0 =

d

dt
γ̄|0

por lo cual esta bien definida. Y definimos la inversa como

Rm → T0Rm
v 7→ [tv]

Dada una aplicación diferenciable f : M → N entre variedades diferenciables podemos
definir para p ∈M la diferencial de f en p denotada como dfx la cual podemos definir como
sigue

dfp : TpM −→ Tf(p)N
[γ] 7→ [f ◦ γ]

La diferencial satisface las siguientes propiedades:

1) Regla de la cadena. Si f : M → N y g : N → P son aplicaciones diferenciables con
g(p) = q, entonces

d(g ◦ f)p = dgq ◦ dfp.

2) Si I es la aplicación identidad de U , entonces dIp es la aplicación identidad de Rk. De
manera mas general, si U ⊆ U ′ son conjuntos abiertos e ı : U → U ′ es la inclusión,
entonces dip es nuevamente la aplicación identidad en Rl.

3) Si L : Rk → Rl es una aplicación lineal, entonces dLp = L.

Proposición 1.17. Si f : M → N es un difeomorfismo entonces dfp : TpM → TqN es un
isomorfismo de espacios vectoriales, en particular la dimensión de M es igual a la dimensión
de N .

Demostración. Sea g : N →M la inversa de f entonces g ◦ f = idM aplicando la diferencial
tenemos d(g ◦ f)p = dgf(p) ◦ dfp = d(idM )p = idTpM y análogamente dfp ◦ dgf(p) = idTf(p)N

.



1.1. Variedades diferenciables 17

Figura 1.6: Diferencial

Definición 1.18. Dada una aplicación diferenciable f : M → N entre variedades diferen-
ciables, diremos que f es un difeomorfismo local en p si existe un abierto U de p ∈ M tal
que f(U) es abierto en N y f |U es un difeomorfismo.

Definición 1.19. Sea f : N →M una aplicación diferenciable decimos que es un encaje si
f(N) ⊂ M es una subvariedad diferenciable y f : N → f(N) es un difeomorfismo. Si N y
M son de la misma dimensión entonces f(N) es abierto en M .

Teorema 1.20 (de la función inversa para variedades). Sean M y N variedades diferencia-
bles y sea f : M → N una aplicación diferenciable entre ellas, p ∈M , si la diferencial de f ,
dfp : TpM → Tf(q)N es un isomorfismo, entonces f es un difeomorfismo local en p.

La demostración se puede encontrar en [14, cap. 2.5]

Definición 1.21. Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre dos variedades dife-
renciables de dimensiones m y n respectivamente

i) Sea m < n si para x ∈M la función dfx es inyectiva decimos que f es una inmersión
en x.

ii) Sea n ≤ m si para x ∈ M la función dfx es sobreyectiva decimos que f es una
submersión en x.

Teorema 1.22 (de la inmersión local). Sea f : M → N una función diferenciable con M
y N variedades diferenciables de dimensión m y n respectivamente. Si m < n y f es una
inmersión para algún x ∈ M y si y = f(x), entonces existen coordenadas locales alrededor
de x y y tales que f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

U ⊂M
f //

φ

��

V ⊂ N

ψ

��
U ′

g // V ′
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con φ(x) = 0 y ψ(y) = 0, donde (U, φ) y (V, ψ) son cartas alrededor de x en M y de f(x)
en N respectivamente, y con g = ψ ◦ f ◦ φ−1. Como Dfx es inyectiva y φ y ψ son ambos
difeomorfismos, entonces Dg0 es inyectiva y mediante cambios de base podemos suponer que
tiene como matriz (

Im
0

)
donde Im es la matriz identidad de orden m. Ahora podemos definir G : U ′ × Rn−m → Rn
como G(x, z) = g(x) + (0, z), entonces se tiene que DG0 = In, donde In es la identidad
de orden n. Por el Teorema 1.20, G es un difeomorfismo local en 0. Sea h : Rm → Rn la
inmersión canónica dada por h(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0), entonces G ◦ h = g.

U ⊂M
f //

φ

��

V ⊂ N

ψ

��
U ′

g //

h &&

V ′

U ′ × Rn−m
G

OO

Como ψ y G son difeomorfismos locales, entonces G−1 ◦ ψ es un difeomorfismo local en y.
Podemos usar a G−1 ◦ ψ como una carta local de N alrededor de y.

Teorema 1.23 (de la submersión local). Sea f : M → N una función diferenciable con M
y N variedades diferenciables de dimensión m y n respectivamente. Si n < m y f es una
submersión para algún x ∈M y si y = f(x), entonces existen coordenadas locales alrededor
de x y y tales que f(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama

U ⊂M
f //

φ

��

V ⊂ N

ψ

��
U ′

g // V ′

con φ(x) = 0 y ψ(y) = 0, donde (U, φ) y (V, ψ) son cartas alrededor de x en M y f(x)
en N respectivamente, y con g = ψ ◦ f ◦ φ−1 Como Dfx es sobreyectiva y φ, ψ son ambos
difeomorfismos, entonces Dg0 es sobreyectiva y mediante cambios de base podemos suponer
que tiene como matriz (

In | o
)

donde In es la identidad de orden n. Ahora podemos definir G : U ′ → Rm como G(a) =
(g(a), an+1, . . . , am) si a = (a1, . . . , am) y por lo tanto se tiene que DG0 = Im, donde Im es
la identidad de orden m. Por el Teorema 1.20 tenemos que G es un difeomorfismo local en 0.
Sea h : Rm → Rn la submersión canónica dada por h(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn), entonces
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h ◦G = g.

U ⊂M
f //

φ

��

V ⊂ N

ψ

��
U ′

g //

G

��

V ′

Rm
h

99

Como φ y G son difeomorfismos locales, entonces G ◦ φ es un difeomorfismo local en x.
Podemos usar a φ−1 ◦G−1 como una parametrización local de M alrededor de x.

1.2. Transversalidad

En esta sección mostraremos que la imagen inversa de un valor regular de una aplicación
diferenciable es una variedad diferenciable. Para generalizar este resultado introduciremos
el concepto de transversalidad, por ultimo definimos el concepto de grado y mostramos las
propiedades mas importantes, las cuales nos serán de utilidad.

1.2.1. Valores regulares

Definición 1.24. Sea f : M → N con M de dimensión m y N de dimensión n. Sea C =
{p ∈ M |dfp : TpM → Tf(p) tiene rango < n (es decir no es sobre)} entonces decimos que C
es el conjunto de puntos cŕıticos y a su complemento M −C el conjunto de puntos regulares
de f . Llamamos a f(C) el conjunto de valores cŕıticos de f y a su complemento N − f(C)
el conjunto de valores regulares.

Teorema 1.25 (de la preimagen). Sea f : M → N una aplicación diferenciable entre varie-
dades diferenciables de dimensión m y n respectivamente con m ≥ n. Si q ∈ N es un valor
regular, entonces el conjunto f−1(q) ⊂ M es una subvariedad diferenciable de dimensión
m− n.

Demostración. Sea p ∈ f−1(q) puesto que q es valor regular de f tenemos que la dife-
rencial Dfp es sobreyectiva, aśı pues por el teorema de la submersión local existen cartas
(U, φ), (V, ψ) tales que φ(p) = 0, ψ(q) = 0 y f̄(x1, . . . , xn, . . . , xm) = (x1, . . . , xn). Ahora sea
z ∈ U ∩ f−1(q) tenemos que f(z) = q por lo tanto

f(φ−1(U ′)) = ψ−1f̄(U ′)
= ψ−1(0)
= p

Por otro lado
f̄(φ(z)) = ψ(f(z))

= ψ(q)
= 0

por lo tanto φ(U ∩ f−1(q)) = {0}n × Rm−n.

Ejemplo 1.26. Como un ejemplo podemos dar una demostración de que la esfera unitaria
Sm−1 es una variedad diferenciable. Considérese la función f : Rn → R definida como:

f(x) = x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
m
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cualquier y 6= 0 es un valor regular, y la variedad diferenciable f−1(1) es la esfera unitaria.

Sea L una subvariedad de M , donde la dimM = m y dimL = l entonces TpL es un
subespacio de TpM para p ∈M . El complemento ortogonal de TpL en TpM es entonces, un
espacio vectorial de dimensión m− l llamado espacio de vectores normales a L en M en el
punto p definido NpL = TpM/TpN .

Lema 1.27. El kernel de dfp : TpM → TqN es igual al espacio tangente TpM
′ ⊂ TpM de

la subvariedad M ′ = f−1(q). Por lo tanto dfp manda el complemento ortogonal de TpM
′ de

manera isomorfa sobre TqN .

Demostración. Del siguiente diagrama:

M ′

f

��

i // M

f

��
y

i // N

vemos que dfp manda el subespacio TpM
′ ⊂ TpM al cero. Contando las dimensiones vemos

que dfp manda el espacio de vectores normales a M ′ de manera isomorfa a TqN .

1.2.2. Transversalidad

Definición 1.28. Sean M y N variedades diferenciables y sea L ⊂ N una subvariedad dife-
renciable de dimensión k. Diremos que una aplicación diferenciable f : M → N es transversal
a L si la condición de transversalidad

Dfp(TpM) + Tf(p)L = Tf(p)N (1.1)

con f(p) ∈ L, se satisface para todo p ∈ f−1(L).

El caso en que M también es subvariedad de N y la aplicación f es la inclusión se ilustra
en la Figura 1.7.

Figura 1.7: Transversalidad

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 1.25 y para verlo necesitamos de
la definición anterior.

Teorema 1.29. Si f : M → N es transversal a la subvariedad L ⊂ N de codimensión k y
f−1(L) 6= ∅, entonces f−1(L) es una subvariedad de M de codimensión k.



1.2. Transversalidad 21

Demostración. Sea f(p) = q y sea V una vecindad. Si existe una carta (V, φ) tal que φ es
una difeomorfismo entre V y una vecindad V ′ de φ(q) con V ′ ⊂ Rn, entonces como L es
una subvariedad de codimensión k, se tiene que φ(L ∩ V ) = Rn−k ∩ V ′ donde Rn−k ⊂ Rn
está dado haciendo cero las ultimas k coordenadas. Por otro lado, sea Π: Rn → Rk la
proyección en esas últimas coordenadas; entonces Π(φ(L∩V )) = 0, es decir, sea U vecindad
de p; entonces:

U
f // V

φ // V ′
Π // Rk (1.2)

p 7→ q 7→ 0 7→ 0

Ahora queremos ver que el cero es un valor regular de la composición Π◦φ◦f (ya que con
el Teorema 1.25, tendŕıamos que la diferencial es suprayectiva para todos aquellos puntos
que van a dar al cero). Como M y L son transversales tenemos que

dfp(TpM) + TqL ∼= TqN (1.3)

Entonces, tomando las diferenciales correspondientes a (1.2), obtenemos:

TpM
dfp // TqM

∼=
��

dφq // T0V
dΠ0 // T0Rk ∼= Rk

dfp(TpM) + TqL // dφq(dfp(TpM)) + Rn−k

.

Hay que aclarar que TqV ∼= dfp(TpM)+TqL porque un abierto en una variedad siempre es
una subvariedad de la misma dimensión que la variedad; entonces TqV ∼= TqN y tenemos la
igualdad (1.3). Ahora la diferencial de una transformación lineal es ella misma y la proyección
Π es una transformación lineal; entonces, bajo dΠ0, Dφq(dfq(TpM)) ⊕ Rn−k va a dar a
Dφq(dfp(TqM)). Además, en dφq(dfp(TpM)) el único vector cuya imagen bajo dΠ0 es el
vector cero, por lo que dΠ0 es inyectiva restringida a dφq(dfp(TpM)) y como la dimensión de
dφq(dfp(TpM)) es k y la dimensión de T0Rk es también k, se tiene que dΠ0 es suprayectiva;
de donde, el cero es un valor regular. Aplicamos entonces el Teorema 1.25 y obtenemos
que f−1(L) = (Π ◦ φ ◦ f)−1(0) es una subvariedad de dimensión M de dimensión igual a
dimM − dimRk = m− k; es decir, tiene codimensión k.

El Teorema 1.29 generaliza al Teorema 1.25 en el sentido de que dada una aplicación
diferenciable f : M → N, el que q ∈ N sea un valor regular, es equivalente a decir que la
aplicación f es transversal a la subvariedad de N de dimensión cero dada por el punto q.
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2
Haces vectoriales

Empezaremos este capitulo dando la definición del concepto de haz vectorial y brindare-
mos algunos ejemplos los cuales nos permitirán familiarizarnos con el tipo de objetos con los
cuales trabajaremos, más adelante en este mismo capitulo veremos la necesidad de introducir
otros elementos caracteŕısticos como lo son las funciones de transición, también trataremos
las operaciones entre haces vectoriales hasta llegar finalmente a dar un clasificación de haces
mediante el estudio de variedades de Grassman y el haz universal.

2.1. Definición y construcción

Definición 2.1. Un haz vectorial ζ de rango n sobre un campo F real o complejo consiste
en:

1. Una variedad E = E(ζ) llamada espacio total,

2. Una aplicación p : E → B continua llamada proyección,

3. Para toda b ∈ B la fibra p−1(b) tiene estructura de espacio vectorial de dimensión n.
Dado b ∈ B denotaremos a la fibra como Eb ó ζb

Además p satisface el axioma de trivialidad local en el sentido de que para toda b ∈ B
existe una vecindad U de b y un difeomorfismo

ϕU : U ×Fn → p−1(U)

que es F-lineal en toda fibra. Y p ◦ ϕU (b, v) = v esto es que mande fibras en fibras .

Si además la proyección es diferenciable decimos que el haz vectorial es diferenciable
ó suave.

A continuación veremos algunos ejemplos de haces vectoriales:
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Figura 2.1: Haz vectorial

Ejemplo 2.2. El haz producto sea B ×Rn con la proyección sobre el primer factor p : B ×
Rn → Rn.

Ejemplo 2.3. Sea E el espacio cociente I × R bajo las identificaciones (0, t) ∼ (1,−t)
entonces la proyección I ×R→ I induce una aplicación p : E → S1 donde E es la banda de
Möbius sin frontera, la imagen inversa de cualquier punto p ∈ S1 sera un intervalo abierto,
el cual es homeomorfo a R. Este haz es llamado haz de Möbius.

Figura 2.2: Haz de Möbius

Ejemplo 2.4. El haz tangente de la esfera unitaria Sn ∈ Rn+1 es el haz vectorial p : E → Sn

donde E = {(x, v) ∈ Sn × Rn+1|x ⊥ v} pensamos a v como un vector tangente a Sn

trasladado al punto x ∈ Sn, la proyección p : E → Sn env́ıa (x, v) 7→ x.

Figura 2.3: Haz tangente a S1
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Ejemplo 2.5. El haz tangente a una variedad M es el haz vectorial π : TM → M donde
TM = ∪p∈MTpM entonces si v ∈ TM , v esta en algún TpM y la proyección esta dada como
π(v) = p y π−1(p) = TpM . En particular siM ⊂ Rk tenemos que TM = {(p, u) ∈M×Rk|p ∈
M,u ∈ TpM}, la proyección π : TM → M env́ıa (p, u) 7→ p es decir, π−1(p) = TpM . La
imagen inversa de un punto p ∈M bajo π es el espacio vectorial TpM .

Ejemplo 2.6. El haz normal de Sn ∈ Rn+1, sea E = {(x, v) ∈ Sn × Rn+1|v = tx, t ∈ R} y
p : E → Sn la proyección dada por p(x, v) = x.

Ejemplo 2.7. Sea F = R ó C y sea FPn el F-espacio proyectivo de dimensión n que consiste
de las F-ĺıneas en Fn+1 que pasan por el origen, es decir, de los F-subespacios lineales de
dimensión 1. Existe un haz vectorial γn de rango 1 sobre FPn llamado el haz tautológico
sobre FPn tal que el espacio total está dado por

E = {(`, v) ∈ FPn × Fn+1|v ∈ `}

y la proyección esta definida como

E
p // FPn

(`, v) 7→ `

es llamado haz tautológico por que dado ` ∈ FPn, es decir, ` corresponde a una linea en
Fn+1, tenemos que p−1(`), la fibra sobre `, es precisamente `.

En el caso F = R y n = 1 tenemos que RP1 es isomorfo al ćırculo unitario S1 y el haz
dado por la proyección de la banda de Möbius sobre S1 mostrado en la figura anterior es
precisamente el haz tautológico.

Una generalización natural de RPn es llamada variedad Grassmaniana Gk(Rn) el cual es
el espacio de todos los k−planos que pasan por el origen en Rn, el cual veremos mas adelante.

Definición 2.8. Sean p : E → B y p′ : E′ → B′ dos F haces vectoriales. Un morfismo de
haces vectoriales es un par de aplicaciones continuas ó en su caso diferenciables para haces
vectoriales suaves u : E → E′ y f : B → B′ tal que p′u = fp es decir el siguiente diagrama
conmuta y la restricción u|p−1(b) : p−1(b)→ p′−1(f(b)) es lineal para cada b ∈ B.

E
u //

p

��

E′

p′

��
B

f // B′

Ejemplo 2.9. Dada f : M → N una aplicación diferenciable, su diferencial

df : TM → TN
(p, u) 7→ (f(p), dfp(u))

es un morfismo de haces vectoriales.

TM
df //

��

TN

��
M

f // N
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Los haces vectoriales sobre un espacio fijo B forman de modo natural los objetos de
una categoŕıa. Donde los “morfismos” correspondientes son los homomorfismos de haces
vectoriales, que definiremos a continuación.

Definición 2.10. Sean p : E → B y p′ : E′ → B dos haces vectoriales sobre el mismo
espacio base B, un morfismo de haces h : E → E′ dado por la identidad IdB : B → B es un
isomorfismo, si la aplicación h es un homeomorfismo tal que para toda b ∈ B la restricción
hb : Eb → E′b es un isomorfismo lineal, es decir el siguiente diagrama conmuta

E
h //

p
��

E′

p′~~
B

Para haces vectoriales suaves tenemos que h es difeomorfismo.

Definición 2.11. Un haz vectorial p : E → B es trivial si es isomorfo al haz producto.

Ejemplo 2.12. El haz normal de Sn ∈ Rn es isomorfo al haz producto Sn × Rn+1 con la
aplicación (x, tx) 7→ (x, t).

Ejemplo 2.13. El haz tangente a S1 es isomorfo al haz trivial S1 × R con la aplicación
(eiθ, iteiθ) 7→ (eiθ, t).

Lema 2.14. Una aplicación continua h : E1 → E2 entre dos haces vectoriales p1 : E1 → B,
p2 : E2 → B, es un isomorfismo si manda cada fibra p−1

1 (b) a la fibra p−1
2 (b) por isomorfismos

lineales.

Demostración. Como h manda fibras en fibras por isomorfismos lineales, entonces tenemos
que h es biyectiva, por lo cual basta ver que h−1 es continua. Como la continuidad es una
pregunta local, podemos restringirnos a un conjunto abierto U ⊂ B en el cual E1 y E2 sean
triviales (es decir existan trivializaciones h1 : p−1

1 (U) → U × Fn y h2 : p−1
2 (U) → U × Fn).

Usando estas trivializaciones podemos definir h como h := h1 ◦h−1
2 : U×Fn → U×Fn, como

h(x, v) = (x, g(x)(v)), donde g(x) es un elemento del grupo GLn(F) de transformaciones
lineales invertibles de Fn, por lo cual podemos ver a g(x) como una matriz n × n cuyas
entradas dependen continuamente de x, y entonces g(x) tiene una matriz inversa (g(x))−1

dada por, (g(x))−1 = 1
det(g(x)) adj(g(x)), donde adj(g(x)) es la matriz adjunta de la matriz

g(x). Por lo tanto definimos h−1 = (x, (g(x))−1(v)), la cual es continua.

2.1.1. Secciones de haces vectoriales

Definición 2.15. Una sección de un haz vectorial p : E → B es una aplicación continua
s : B → E tal que a cada b ∈ B le asigna un vector s(b) en la fibra p−1(b). La condición
s(b) ∈ p−1(b) puede ser descrita como p ◦ s = 1 es decir la aplicación identidad en B. La
sección cero ó sección nula es la sección que a cada punto b ∈ B le asigna el vector cero en
p−1(b).

Lema 2.16. El haz de Möbius p : E → S1 definido en el ejemplo 2.3 no es isomorfo al haz
trivial S1 × R→ S1.
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Figura 2.4: Secciones de un haz vectorial

Demostración. En efecto no existe un isomorfismo h : E → S1 ×R, puesto que

S1 × R− s0(S1) ∼= S1 × R− S1 × 0 ∼= S1 × R− t S1 × R+

notemos que el espacio S1×R−S1×0 es disconexo, por otro lado E−s0(S1) es conexo.

Proposición 2.17. Un haz vectorial p : E → B de rango n es trivial si y sólo si admite n
secciones linealmente independientes

Demostración. Sean si : B → E i = 1, . . . , n las secciones linealmente independientes del
haz, sea v ∈ E tal que p(v) = b ∈ B entonces podemos escribir a v como combinación única
v = α1s1(b) + . . .+ αnsn(b), sea {e1, . . . , en} una base para Fn entonces la aplicación

h : E → B × Fn
v 7→ (b, α1e1 + . . .+ αnen)

define un isomorfismo lineal en cada fibra, entonces usando el Lema 2.14 h es un isomor-
fismo de haces vectoriales.

Ahora sea {e1, . . . , en} una base de Fn veamos que el haz producto B × Fn tiene n
secciones linealmente independiente, en efecto definimos las n secciones si : B → E i =
1, . . . , n por s1(b) = h(b, ei) las cuales son linealmente independientes en todo punto puesto
que {e1, . . . , en} lo son. Si p es trivial entonces existe un isomorfismo isomorfismo lineal
h′ : B × Fn → E entre el haz y el haz producto el cual manda las secciones linealmente
independientes del haz producto en secciones linealmente independientes del haz trivial.

2.1.2. Funciones de transición

Supongamos que p : E → B es un haz vectorial de rango k, por definición existe una
colección {(Uα, hα)} de trivializaciones para E tal que

⋃
α∈A Uα = B entonces como (Uα, hα)

es una trivialización para E, hα : Uα×Rk → p−1(Uα) es un homeomorfismo tal que p1◦h−1
α =

p es decir el siguiente diagrama conmuta

Uα × Rk hα //

p1
##

p−1(Uα)

p
{{

Uα
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y para todo punto b ∈ B tal que b ∈ Uα

{p} × Rk hα //

p1
$$

p−1(b) ⊂ p−1(Uα)

p
xx

{p}

es lineal para todo b ∈ Uα.

Entonces para todo α, β ∈ A

hαβ ∼= h−1
α hβ : (Uα ∩ Uβ)× Rk → (Uα ∩ Uβ)× Rk

es un difeomorfismo tal que p1 ◦ hαβ = p1, es decir hαβ manda x× Rk 7→ x× Rk, entonces
este homeomorfismo esta dado por

(x, v) 7→ (x, gαβ(x)v) para todo v ∈ Rk,

donde gαβ(x) ∈ GLk(R), (GLk(R) denota al grupo general lineal de matrices invertibles de
k × k con coeficientes en R).Entonces para un elemento gαβ(x) ∈ GLk(R) la aplicación hαβ
está dada por

hαβ(x, v) = (x, gαβ(x)v) para toda (x, v) ∈ Uα ∩ Uβ × Rk

y esta completamente determinada por la aplicación gαβ : Uα ∩ Uβ → GLk(R).

Figura 2.5: Trivialización de un haz vectorial

Entonces por lo anterior si tenemos un haz vectorial p : E → B podemos obtener una
cubierta abierta {Uα}α∈A de B y una colección de funciones de transición {gαβ : Uα ∩Uβ →
GLk(R)}αβ∈A.

Ahora si x ∈ Uα ∩Uβ ∩Uγ podemos afirmar que la funciones de transición satisfacen la
siguiente condición:

gαγ = gαβgβγ = Ik

Llamada la condición de coćıclo (Čech).
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Figura 2.6: Trivializaciones

Demostración. De la afirmación.
Si x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ entonces hα ◦ h−1

β (x, v) = (x, gαβ(x)v) por otro lado hβ ◦ h−1
γ (x, v) =

(x, gβγ(x)v) y entonces

hα ◦ h−1
γ = hα ◦ h−1

β ◦ hβ ◦ h−1
γ (x, v)

= hα ◦ h−1
β (x, gβγ(x)v)

= (x, gαβ(x) ◦ gβγ(v)).

Por lo tanto hα ◦ h−1
γ = (x, gαγ(x)v) = (x, gαβ(x) ◦ gβγ(v).

Además funciones de transición satisfacen las siguientes propiedades, las cuales surgen
de la condición de coćıclo.

1. gαα = Ik puesto que hαα ∼= hα ◦ h−1
α = id

2. gαβgβα = Ik puesto que hαβhβα ∼= hα ◦ h−1
β hβ ◦ h−1

α = id

Donde Ik es el elemento identidad en GLk(R).

Rećıprocamente dada una cubierta abierta {Uα}α ∈ A de B tal que para cada Uα, Uβ ∈
{Uα} existe una colección de aplicaciones

{gαβ : Uα ∩ Uβ → GLk(R)}

que satisfacen la propiedad de coćıclo, entonces podemos reconstruir el haz vectorial como

(
⊔
α∈A

Uα × Rk)/ ∼

bajo las identificaciones (x, v) ∈ Uα × Rk con (x, gαβ(x)v) ∈ Uβ × Rk, esta relación es
reflexiva, simétrica y transitiva por las propiedades (1) y (2), además la condición de coćıclo
nos garantiza que el espacio cociente E = (

⊔
α∈A Uα×Rk)/ ∼ bajo las identificaciones es el

espacio total y esta bien definido, con la aplicación cociente

q : Uα × Rk × {α} → E

entonces podemos definir la proyección

p : E → B
[x, v] 7→ x

el cual es llamado el haz vectorial determinado por la familia de coćıclos {gαβ}.
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2.2. Operaciones en haces vectoriales

Hemos visto que los haces vectoriales son estructuras que definen un espacio vectorial en
cada fibra, por lo cual todas la operaciones naturales en espacios vectoriales como lo son el
espacio dual, la suma directa, el producto tensorial y el producto exterior se pueden extender
a haces vectoriales, en esta sección no definiremos las operaciones en espacios vectoriales,
para una definición ver el apéndice ??.

2.2.1. Restricción y subhaz

Definición 2.18. Sea p : E → B un haz vectorial y A ⊂ B entonces p|p−1(A) : p−1(A)→ A
es un haz vectorial sobre A y lo llamamos la restricción de E sobre A.

Sean {(Uα, hα)} una colección de trivializaciones locales para p : E → B, entonces po-
demos decir que {(Uα ∩ A, hα|p−1(U∩A))} es una colección de trivializaciones para el haz
p|p−1(A) : p−1(A)→ A.

Figura 2.7: Haz restricción

Definición 2.19. Un subespacio F ⊂ E de un haz vectorial p : E → B el llamado un
subhaz si la restricción p1 = p|F : F → B es un haz vectorial y para cada punto b ∈ B
F ∩ p−1

1 (b) ⊂ p−1(b) es un subespacio vectorial de p−1
1 (b).

2.2.2. Haz dual E∗

Recordemos que si V es un espacio vectorial sobre un campo F el espacio vectorial dual
es el espacio de homeomorfismos lineales al campo, es decir V ∗ = Hom(V,F) entonces una
aplicación lineal entre dos espacios vectoriales g : V →W induce una aplicación dual, en la
dirección “opuesta” g∗ : W ∗ → V ∗ tal que, g∗(L)v 7→ L(g(v)) para todo L ∈ W ∗ y v ∈ V .
Si V = Rk y W = Rn g esta dada por una matriz n× k y su dual por la transpuesta k × n.

Ahora dado un haz vectorial p : E → B induce el haz dual p∗ : E∗ → B donde la fibra
de E∗ sobre cada punto b ∈ B es el espacio vectorial dual de la fibra de E. Si {gαβ} son las
funciones de transición de p : E → E entonces el cambio entre las cartas está dado por

hα ◦ h−1
β : (Uα ∩ Uβ)× Rk → (Uα ∩ Uβ)× Rk
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(m,n) 7→ (m, gαβ(v)). Aśı la transición dual esta dada por

(Uα ∩ Uβ)× Rk → (Uα ∩ Uβ)× Rk

(m,n) 7→ (m, (gt)−1
αβ(v)). Entonces la funciones de transición para p∗ están dadas por

{(gtαβ)−1}.

2.2.3. Suma directa (Suma de Whitney)

Ahora dados dos haces vectoriales p1 : E1 → B y p2 : E2 → B, sobre el mismo espacio
base B, nos gustaŕıa formar un nuevo haz sobre B cuya fibra sobre cada punto en B sea la
suma directa de las fibras de E1 y E2 sobre este punto.

Definición 2.20. Definimos la suma directa de p1 : E1 → B y p2 : E2 → B como E1⊕E2 =
{(v1, v2) ∈ E1 × E2|p1(v1) = p2(v2)} entonces existe una proyección ⊕ : E1 ⊕ E2 → B tal
que (v1, v2) 7→ p1(v1) = p2(v2), la fibra de esta proyección es la suma directa de las fibras
de E1 y E2.

Supongamos que {g1
αβ} y {g2

αβ} son las funciones de transición de E1 y E2 respectiva-

mente entonces las podemos ver como matrices g1
αβ y g2

αβ en GLn(F) entonces las funciones
de transición para E1 ⊕ E2 estan dadas por

g1
αβ ⊕ g2

αβ(x) =

(
g1
αβ(x) 0

0 g2
αβ

)
Definición 2.21. Dados dos haces vectoriales p1 : E1 → B1 y p2 : E2 → B2 definimos
el haz producto p1 × p2 : E1 × E2 → B1 × B2 donde la fibra está dada por el producto
de las fibras p−1

1 (b1) × p−1
2 (b2) y con trivializaciones locales hα : p−1(Uα) → Uα × Rn y

hβ : p−1(Uβ)→ Uβ × Rn para E1 y E2 entonces hα × hβ es una trivialización local.

Nota 2.22. Si E1 y E2 son haces vectoriales sobre el mismo espacio base B la restricción
del haz producto E1 ×E2 sobre la diagonal 4 = {(b, b) ∈ B ×B} es exactamente E1 ⊕E2.
esto probaŕıa que E1 ⊕ E2 es localmente trivial.

La suma directa de haces vectoriales cumple con las siguientes propiedades:

1. E1 ⊕ E2
∼= E2 ⊕ E1

2. Si E1
∼= E2 y F1

∼= F2 entonces E1 ⊕ F1
∼= E2 ⊕ F2

3. E1 ⊕ (E2 ⊕ E3) ∼= (E1 ⊕ E2)⊕ E3

4. E ⊕ Id ∼= E donde Id es un haz vectorial trivial de rango cero.

Nota 2.23. La suma directa de dos haces vectoriales triviales es un haz trivial, pero, la
suma directa de haces no triviales no necesariamente es un haz no trivial.

Ejemplo 2.24. Sea p1 : E1 → Sn el haz normal, donde E1 = {(x, v) ∈ Sn × Rn+1|v = tv}
y p2 : E2 → Sn el haz tangente a Sn donde E2 = {(x, v) ∈ Sn × Rn+1|x ⊥ v}, notemos que
si n = 2 no es trivial, entonces

E1 ⊕ E2 = {(x, v, tx) ∈ Sn × Rn+1 × Rn+1|x ⊥ v}

el cual es trivial bajo el isomorfismo h : E1⊕E2 → Sn×Rn+1 dado por (x, v, tx) 7→ (x, v+tx).



32 Caṕıtulo 2. Haces vectoriales

2.2.4. Producto tensorial

Dados p : E → B y p′ : E → B haces vectoriales sobre la misma base, entonces podemos
definir su producto tensorial p⊗ p′ : E⊗E′ → B tal que en fibras (E⊗E′)b = Eb⊗E′b para
b ∈ B. Supongamos que {gαβ} y {g′αβ} son las funciones de transición de E y E′ entonces
las podemos ver como matrices gαβ(x) = (aij) en GLm(F) y g′αβ(x) = (bkl) en GLn(F) por
lo cual las funciones de transición de E⊗E′ esta dada por {gαβ ⊗ g′αβ} es decir construimos
una matriz cuyas entradas son el producto de las entradas de gαβ por la matriz g′αβ

gαβ ⊗ g′αβ(x) =

 a11g
′
αβ(x) · · · a1ng

′
αβ(x)

...
. . .

...
an1g

′
αβ(x) · · · a1ng

′
nn(x)

 ∈ GLmn(F)

El producto tensorial de haces vectoriales cumple con las siguientes propiedades:

1. E1 ⊗ E2
∼= E2 ⊗ E1

2. Si E1
∼= E2 y F1

∼= F2 entonces E1 ⊗ F1
∼= E2 ⊗ F2

3. E1 ⊗ (E2 ⊗ E3) ∼= (E1 ⊗ E2)⊗ E3

2.2.5. Potencia exterior

Para un haz vectorial en general p : E → B podemos formar la k−eśıma potencia exte-
rior Λkp : ΛkE → B tal que en fibras(ΛkE)b = ΛkEb para b ∈ B. Supongamos {gαβ} son
las funciones de transición de E donde cada transformación gαβ la podemos ver como una
matriz en GLn(F), entonces las funciones de transición para ΛkE esta dado por Λkgαβ , es
decir construimos la matriz Λkgαβ evaluada en cada matriz gαβ .

Nota 2.25. Si p : E → B es de rango k, entonces las funciones de transición para el haz de
ĺıneas ΛkE son {det gαβ} y es llamada la potencia exterior superior de E y se denota ΛtopE.

Se sigue de la definición que si p : E → B es un haz vectorial y p : F → E es un haz de
ĺıneas (haz vectorial de rango uno), entonces

Λtop(E ⊕ F ) ∼= Λk+1(E ⊕ F ) ∼= ΛkE ⊗ L ∼= ΛtopE ⊗ F.

Mas generalmente si p : E → B y p : F → B son dos haces vectoriales entonces

Λtop(E ⊕ F ) = (ΛtopE)⊗ (ΛtopF ) y Λk(E ⊕ F ) =
⊕
i+j=k

(ΛiE)⊗ (ΛjF ).

2.2.6. Haz de morfismos

Dados dos haces vectoriales p : E → B y p′ : E′ → B de rango k y n respectivamente
podemos construir un nuevo haz vectorial ω : HomF(E,E′) → B llamado el haz de mor-
fismos. Dado b ∈ B la fibra ω−1(b) es el espacio vectorial de dimension kn de todas las
transformaciones lineales de la fibra p−1(b) a la fibra (p′)−1(b), por lo tanto las fibras de
HomF(E,E′) se pueden identificar con el espacio vectorial de matrices n× k.
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Supongamos que {gαβ} y {g′αβ} son las funciones de transición de E y E′ entonces las
podemos ver como matrices gαβ(x) en GLn(F) y g′αβ(x) en GLn′(F) por lo cual las funciones
de transición para HomF(E,E′) están dada por

Hom((gαβ(x))−1, g′αβ(x)) := (adj gαβ(x))−1 ⊗ g′αβ(x).

Un morfismo de haces suave h : E → E′ es equivalente a una sección suave Sh de
HomF(E,E′) la cual esta dada por Sh(b) = hb donde hb es el elemento en la fibra de
HomF(E,E′) sobre b que corresponde a la restricción hp : p−1(b)→ (p′)−1(b).

E
h //

p
��

E′

p′~~
B

HomF(E,E′)

ω

��
B

sh

AA

2.2.7. Producto interno

Definición 2.26. Un producto interno en un haz vectorial p : E → B es una aplicación
〈 , 〉 : E⊕E → R que restringido a cada fibra nos da una forma bilineal simétrica y definida
positiva.

Proposición 2.27. Sea p : E → B un haz vectorial, el producto interno existe si B es
Hausdorff compacto (ó paracompacto)

Nota 2.28. X es paracompacto si admite una partición de la unidad, es decir para cada
cubierta abierta {Uα} existe una colección de funciones continuas µα : X → [0, 1] tal que

para toda µα existe Uα ∈ {Uα} tal que el soporte de µα esta contenido Uα. El soporte
de una aplicación es el conjunto de puntos donde la aplicación es distinta de cero.

para todo x ∈ X existe una vecindad de x tal que solo una cantidad finita de µα son
distintos de cero y

∑
µα(x) = 1.

Demostración. Sea {Uα} una cubierta trivializada de B, sea hα : p−1(Uα) → Uα × Rn la
trivialización local para todo α ∈ A usando el producto escalar en Rn, definimos un producto
interno en cada fibra

〈 , 〉Uα : (Uα × Rn)× (Uα × Rn) → R
((x, u), (x, v)) 7→ 〈u, v〉Rn

usando las trivializaciones hα y el producto interno 〈 , 〉Uα definimos un producto en cada
fibra. Sean U ′, V ′ ∈ p−1 ⊂ p−1(U − α) definimos

〈 , 〉α : p−1(x)× p−1(x) → R
(u′, v′) 7→ 〈hα(u′), hα(v′)〉Uα

Como B es paracompacto existe una partición de la unidad {µα}α∈A subordinada a la
cubierta {Uα}, es decir µα : X → [0, 1] con

∑
µα(x) = 1 con soporte de µα contenido en

algún Uβ(α) entonces definimos el producto interno deseado 〈v1, v2〉 =
∑
µα(x)〈v1, v2〉α con

v1, v2 ∈ p−1(x) ⊂ E.

Proposición 2.29. Si p : E → B es un haz vectorial con B paracompacto y E0 ⊂ E es un
subhaz vectorial, entonces existe un subhaz vectorial E⊥0 ⊂ E tal que Eo ⊕ E⊥0 ∼= E.
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Demostración. Escojamos un producto interno en E, sea E⊥0 el subespacio de E en el que
cada fibra consiste de todos los vectores ortogonales a vectores en E0, afirmamos que la
proyección natural E⊥0 → B es un haz vectorial ya que de ser aśı entonces E0 ⊕ E⊥0 es
isomorfo a E via la siguiente aplicación (v,m) 7→ v + m. Entonces solo basta ver que
E⊥0 → B es un haz vectorial, para ver esto supongamos que E = B × Rn y entonces E0

tiene dimensión m entonces existen m secciones linealmente independientes con m < n y
las denotamos como {s1, · · · , sm}, completamos las sm+1, · · · , sn secciones faltantes con la
fibra p−1(b) entonces a las s1, . . . , sn secciones les aplicamos el proceso de ortogonalización
de Gram-Shmidt para obtener s′1, . . . , s

′
n secciones linealmente independientes ortogonales,

entonces podemos escribir a v ∈ p−1(b) ⊂ E⊥0 como combinación lineal de s′1, . . . , s
′
n es decir

v =
∑
αisi entonces podemos definir trivializaciones locales

h : p−1(U) → u× Rn
v 7→ (p(v),

∑
αi
ei)

con ei la i-ésima base estándar de Rn

Proposición 2.30. Para cada haz vectorial p : E → B con B hausdorff compacto, existe
un haz p′ : E′ → B tal que E ⊕ E′ es el haz trivial.

Demostración. Por la demostración anterior es suficiente mostrar que E es isomorfo a un
subhaz del producto B × RN para algún N .

Cada punto x ∈ B tiene una vecindad Ux ⊂ B en el cual E es trivial, por el Lema
de Urysohn tenemos que existe una aplicación ϕx : B → [0, 1] tal que ϕ ≡ 0 fuera de Ux y
distinto de 0 en x. Dejando variar x ∈ B tenemos que el conjunto {ϕ−1

x ([0, 1])}x∈B forma una
cubierta abierta de B, como B es compacto entonces existe una subcubierta finita que cubre
B entonces podemos enumerar Ui y ϕi para i = 1, . . . ,m. Definamos gi : E → Rn dada por
gi(v) = ϕi(p(v))[πi ◦ hi(v)] donde hi : p

−1(Ui)→ Ui ×Rn y πi : Ui ×Rn → Rn la proyección
a Rn, entonces gi es una inyección lineal en cada fibra bajo ϕ−1

i ([0, 1]). Aśı consideremos
la aplicación g : E → RN dado por v 7→ (g1(v), . . . , gm(v)) donde RN = Rn × · · · × Rn
(m−copias) entonces g es una inyección lineal en cada fibra. Sea f : E → B×R definido por
v 7→ (p(v), g(v)), notemos que la imagen es un subhaz del producto B × RN, la proyección
de RN sobre el i−eśımo factor de Rn da la segunda coordenada de una trivialización bajo
ϕ−1
i ([0, 1]) por lo tanto E es isomorfo a un subhaz de B × RN entonces por la proposición

anterior existe un subhaz E′ con E ⊕ E′ ∼= B × RN

2.3. Clasificación de haces vectoriales

Usualmente un problema complicado es el de clasificar diferentes haces vectoriales sobre
un mismo espacio base, el objetivo de esta sección es relacionar este problema con clases de
homotoṕıa de ciertas aplicaciones a las variedades de Grassmann, aśı como otros conceptos
de topoloǵıa algebraica.
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2.3.1. El haz inducido (pull-back)

A partir de un haz vectorial p : E → B de rango n y una aplicación continua f : A→ B,
se puede “inducirün nuevo haz vectorial colocando en cada x ∈ A la fibra Ef(x).

E

p

��
A

f // B

Proposición 2.31. Dada una aplicación continua f : A→ B y un haz vectorial p : E → B
existe un haz vectorial p′ : E′ → A con una aplicación f ′ : E′ → E tal que p ◦ f ′ = f ◦ p′.
Además E′ tiene la siguiente propiedad universal. Si g : E′ → B es un haz vectorial tal que
p ◦ f̃ = f ◦ g entonces existe un único morfismo de haces h : E′′ → E′ que hace conmutar el
siguiente diagrama:

E′′ f̃

��

h

!!

g

%%

E′
f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f // B

Mas aún, p′ : E′ → A es único respecto a esta propiedad

Demostración. Consideremos un haz vectorial p : E → B y definamos el siguiente conjunto
E′ = {(a, v) ∈ A × E|f(a) = p(v)} ⊂ A × E y la proyección p′ : E′ → A definida como
p′(a, v) = a. Sea a ∈ A notemos que la fibra esta dada por el siguiente conjunto (p′)−1(a) =
{(a, v) ∈ A×E|v ∈ p−1(f(a))}. Entonces existe una aplicación natural f ′ : E′ → E definida
como f ′(a, v) = v que hace conmutar el siguiente diagrama

E′
f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f // B

.

Ahora veamos que el nuevo haz es localmente trivial, dado que p : E → B es un haz
vectorial entonces para cada b ∈ B existe una vecindad Ub y un homeomorfismo φUb : Ub ×
Fn → p−1(Ub), sea p′ : E → A tomemos a ∈ A y Va = f−1(Uf(a)) abierto en A entonces
construimos

φVa : (p′)−1(Va)→ Va × Fn

donde la fibra esta dada por (p′)−1(Va) = {(a′, v) ∈ Va×E|f(a) = p(v)} usamos la aplicación
natural f ′ : E′ → E entonces f ′(a′, v) = v ∈ p−1(Uf(a)), ahora usando el homeomorfismo

φ−1
Uf(a)

: p−1(Uf(a))→ Uf(a) × Fn tenemos que φ−1(v) = (f(a), v′) para algún v′ ∈ Fn por lo

tanto definimos
φVa(a′, v) = (a′, pr2 ◦ φUf(a)

◦ f ′(a′, v))

donde pr2 es la proyección sobre la segunda coordenada y entonces se cumple que pr1 ◦
φUb(a

′, v) = pr1(a′, v) = a′ = p′(a′, v), por lo cual p′ es localmente trivial.
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Definamos el morfismo de haces h : E′′ → E′ como h(e′′) = (g(e′′), f̃(e′′)) y veamos que
h manda la fibra g−1(a) a la fibra p′−1(a) para toda a ∈ A. En efecto si e′′ ∈ g−1(a) entonces
h(e′′) = (g(e′′), f̃(e′′)) = (a, f̃(e′′)) y por definición f̃(e′′) ⊂ p−1(f(a)), lo cual implica que
h(e′′) ∈ p′−1(a). Notemos que h es único por construcción.

Mostremos que p′ : E′ → A es único respecto a esta propiedad, aśı que supongamos que
existe otro haz vectorial q : E∗ → A que cumple con la propiedad universal, entonces por la
propiedad universal de E′ existe un único morfismo de haces ρ : E∗ → E′ que hace conmutar
el siguiente diagrama:

E∗ f̃

��

ρ

!!

q

%%

E′
f ′ //

p′

��

E

p

��
A

f // B

.

Por otro lado por la propiedad universal de E∗ existe un único morfismo de haces ψ : E′ →
E∗ que hace conmutar el siguiente diagrama:

E∗ f̃

��

q

%%

E′
f ′ //

p′

��

ψ

aa

E

p

��
A

f // B

.

Entonces por la unicidad de ρ y de ψ tenemos que ρ◦ψ = idE′ y ψ ◦ρ = idE∗ lo cual implica
que ρ : E∗ → E′ es un isomorfismo de haces.

Definición 2.32. El haz vectorial p′ : E′ → A definido arriba se le conoce como haz inducido
(pull-back) por la aplicación f , el cual también se denota como E′ = f∗E.

Ejemplo 2.33. Sea p : E → B yA ⊂ B un subespacio, entonces la restricción p|p−1(A) : p−1(A)→
A es un haz vectorial y puede ser visto como el inducido por la inclusión i : A ↪→ B

p−1(A)
� � //

��

E

��
A �
� // B

Ejemplo 2.34. Sean p1 : E1 → B, p2 : E2 → B y p1 × p2 : E1 × E2 → B × B entonces la
suma directa es el inducido del producto restringido bajo la diagonal.

E1 ⊕ E2
//

��

E1 × E2

��
B

4 // B ×B

Aqúı algunas propiedades importantes del haz inducido:
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(fg)∗(E) ≈ g∗(f∗(E)).

I∗(E) ≈ E donde I∗(E) es el inducido por la aplicación identidad .

f∗(E1 ⊕ E2) ≈ f∗(E1)⊕ f∗(E2).

f∗(E1 ⊗ E2) ≈ f∗(E1)⊗ f∗(E2)

Proposición 2.35. Sea p : E → X × I un haz vectorial, las restricciones sobre X × {0} y
X × {1} son isomorfas si X es paracompacto.

Demostración. Para demostrar esta proposición necesitamos dos hechos.

1. Sea p : E → X × I un haz vectorial veamos que este es trivial si sus restricciones sobre
X × [a, c] y X × [c, b] son triviales con c ∈ (a, b).

p−1(X × [a, c])
h1 //

p|X×[a,c] ''

X × [a, c]× Rn

pr
ww

X × [a, c]

p−1(X × [c, b])
h2 //

p|X×[c,b] ''

X × [c, b]× Rn

pr
ww

X × [c, b]

En un principio h1 y h2 no tienen porque coincidir en p−1(X × {c}), pero podemos
hacer que esto suceda si componemos h2 con el isomorfismo

X × [c, b]× Rn → X × [c, b]× Rn
X × {t} × Rn 7→ X × {c} × Rn

Entonces h1 y h2 coinciden en p−1(X × [a, c]) ∩ p−1(X × [c, b]) y aśı tenemos que
h1h

−1
2 : X × {c} × Rn → X × {c} × Rn nos definen una trivialización local para p.

2. Sea un haz vectorial p : E → X × I existe una cubierta abierta {Uα} de X tal que
cada restricción p−1(Uα × I) → Uα × I es trivial, esto es puesto que si tomamos
x ∈ X podemos escoger un número finito de vecindades Ux1

, . . . , Uxk y una partición
0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 de [0, 1] tal que el haz es trivial sobre Uxi × [ti−1, ti] usando
la compacidad de [0, 1] y el haz trivial sobre Uα × I donde Uα = Ux1

∩ · · · ∩ Uxk
Ahora demostraremos la proposición para X compacto y Hausdorff, por 2) podemos tomar
{Uα} cubierta abierta de X trivializadora, por la compacidad de X existe un número finito
de Uα’s que cubren a X digamos {Ui} para i = 1, . . . ,m, además existe una correspondiente
partición de la unidad por funciones ϕi con soporte ϕi ⊂ Ui para i > 0. Sea ψi = ϕ1+· · ·+ϕi
en particular ψ0 = 0 y ψm = 1, sea Xi la gráfica de ψi es decir (x, ψi(x)) ∈ X × I y sea
pi : Ei → Xi el haz restricción de E|Xi : Como E es trivial sobre Ui× I la proyección natural
Xi → Xi−1 induce un isomorfismo hi : Ei → Ei−1

Ei //

��

Xi × Rn

��
Ei−1

// Xi−1 × Rn
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Entonces H = h1h2 · · ·hm es un isomorfismo de E|X×{1} → E|X×{0}. La demostración para
X paracompacto se sigue de la anterior.

Teorema 2.36. Dado un haz vectorial p : E → B y dos aplicaciones homotópicas f0, f1 : A→
B entonces los haces inducidos f∗0 (E) y f∗1 (E) son isomorfos si A es hausdorff compacto
(ó paracompacto)

Demostración. Sea F : A × I → B una homotoṕıa de f0 y f1 entonces tenemos el haz
inducido por la aplicación F

F ∗(E) //

��

E

��
A× I // B

cuyas restricciones

f∗0 (E) = F ∗|A×{0}

��
A× {0} // B

f∗1 (E) = F ∗|A×{1}

��
A× {1} // B

y por la proposición anterior, las restricciones son isomorfas.

Definición 2.37. Definimos V ectn( B) como las clases de isomorfismos de haces vectoriales
sobre B de rango n.

Corolario 2.38. Sea f : S → B una equivalencia homotópica de espacios paracompactos
entonces induce una biyección f∗ : V ectn(B)→ V ectn(A), donde f([E]) = [f∗E]. En parti-
cular un haz vectorial sobre una base contraible y paracompacto es trivial.

Demostración. Sea f : A → B equivalencia homotópica entonces existe g : B → A tal que
f ◦ g ' IdB y g ◦ f ' IdA entonces por el teorema 2.36 f∗ ◦ g∗ = Id∗ = Id lo cual implica
que g∗ es sobre y f∗ es inyectiva y por lo tanto f∗ es biyectiva

2.3.2. Funciones de pegado

Queremos describir una manera de construir haces vectoriales p : E → Sk con base en
una esfera Sk = Dk

+ ∪ Dk
− donde Dk

+ y Dk
− son los hemisferios superior e inferior con

DSk+ ∩Dk
− = Sk−1, dada una aplicación f : Sk−1 → GLn(R). Sea Ef el cociente de la unión

disjunta Dk
±×RtDk

−×R obtenido mediante la identificación de puntos (x, v) ∈ ∂Dk
−×Rn

con (x, f(x)(v)) ∈ ∂Dk
+ × Rn. Entonces existe una proyección natural Ef → Sk el cual

es un haz vectorial de rango n, llamamos a f la aplicación de pegado para Ef . La misma
construcción funciona análogamente paraC, entonces para la aplicación f : Sk−1 → GLn(C)
obtendŕıamos un haz vectorial complejo Ef → Sk.

Ejemplo 2.39. El haz tangente TS2 a S2. Consideremos un campo vectorial v+ en D2
+.

Tomamos un vector tangente al polo norte y lo transportamos a lo largo del meridiano de
manera que mantenga el ángulo constante con el meridiano, reflejando a través del plano
del ecuador obtenemos el campo vectorial v− en D2

−. Rotamos cada vector en v+ y v− en
un ángulo de noventa grados en contra de las manecillas del reloj viendo hacia afuera de la
esfera, entonces obtenemos los campos w+ y w− en D2

+ y D2
− respectivamente. Los campos

vectoriales v± y w± dan trivializaciones en TS2 sobre D2± lo que nos permite identificar
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estas dos mitades de TS2 con D2 ± ×R2. Podemos reconstruir TS2 como el cociente de la
unión disjunta de D2

+×R2 y D2
−×R2 mediante la identificación a lo largo de S1×R2 usando

la función de pegado f , donde f rota (v+, w+) 7→ (v−, w−)

Una propiedad básica en la construcción de haces mediante funciones de pegado esta
dada por la siguiente proposición.

Proposición 2.40. Sea p : Ef → Sk un haz vectorial construido mediante una función de
pegado f : Sk−1 → GLn(R) entonces Ef ≈ Fg si f y g son homotópicas.

Demostración. Sea F : Sk−1×I → Gln(R) una homotoṕıa entre f y g. Notemos que Sk×I =
(D+ tD−)× I = (D+ × I) t (D− × I) entonces construimos el haz inducido con la función
F , EF → Sk × I donde

EF = {D+ × I × Rn tD− × I × Rn/(x, t, v) ∼ (x, t, F (x, t)(v))}

cuyas restricciones
EF |Sk×{0} → Sk × {0} ≡ Ef
Ef |Sk×{1} → Sk × {1} ≡ Eg

entonces por la Proposición 2.35 Ef ≈ Eg.

Ahora si denotamos [X,Y ] como el conjunto de clases de homotoṕıa de aplicaciones
f : X → Y entonces la asociación f 7→ Ef que manda una función de pegado a un haz
vectorial , define una aplicación Φ: [Sk−1, GLn(R)] → V ectn(Sk). Existe una aplicación
análoga a Φ para haces vectoriales complejos. Probaremos el siguiente resultado sobre la
forma compleja de Φ.

Proposición 2.41. La aplicación Φ: [Sk−1, GLn(C)]→ V ectn(Sk) es una biyección.

Demostración. Construiremos la inversa ψ de Φ, tomemos p : E → Sk un haz vectorial y
sean E+, E− las restricciones sobre Dk

+ y Dk
− respectivamente, notemos que como estos son

contraibles, entonces los haces son triviales. Sean h± : E± → Dk
±×GLn(Cn) trivializaciones

entonces h+h
−1
− : Sk−1 → GLn(C) cuya clase de homotoṕıa es ψ(E) ∈ [Sk−1, GLn(C)]

Veamos que ψ(E) esta bien definida, tomemos h1± y h2± distintas, entonces h1± y h2±
difieren por una aplicación g : Dk± → GLn(C)

Sk−1 ×Cn
h−1

1 //

g

��

E|Sk−1

h+
1 //

��

Sk−1 ×Cn

f1

��
Sk−1 ×Cn

h−1
2 // E|sk−1

h+
2 // Sk−1 ×Cn

donde h−1
1 manda (x, v) 7→ (x, f1(x)(v)) y g manda (x, v) 7→ (x, g(x)(v)), h−1

2 h+
2 manda

(x, v) 7→ (x, f2(x)(v)) por lo tanto f2(x) = g(x)f1(x). Sea H : D ± ×I → GLn(C) donde
H(x, 0) = g y H(x, 1) = Id y definimos

Ĥ : Sk−1 × I → GLn(C)

donde
Ĥ(x, t) = H(x, t)f1(x)

Ĥ(x, 0) = H(x, 0)f1(x) = g(x)f1(x) = f2(x)

Ĥ(x, 1) = H(x, i)f1(x) = Idf1(x) = f1(x)

Por lo tanto f1 y f2 están en la misma clase de homotoṕıa.
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Ejemplo 2.42. Todo haz vectorial complejo sobre S1 es trivial, ya que por la proposición
esto equivale a decir que [S0, GLn(C)] tiene un solo elemento.

2.3.3. Variedades de Grassmann y haces universales

Las variedades de Grassmann que ahora introduciremos, permiten clasificar haces. Estos
espacios topológicos tienen estructura de un complejo CW la cual presentaremos en la
siguiente subsección, aśı como también tienen estructura de variedad diferenciable, al igual
que las variedades de Stiefel la cual también definiremos. Con las variedades de Grassmann
como espacio base construiremos haces vectoriales para cada número natural k los cuales
llamaremos k−haces universales, con la propiedad de que cada k−haz se puede expresar
como el inducido por el haz universal a través de una aplicación continua adecuada.

Definición 2.43. Definimos la variedad de Stiefel de k−marcos ortonormales en F como
Vk(F) = {(v1, . . . , vk) ∈ F × · · · × F| < vi, vj >= δij} donde 〈 , 〉 es el producto interno en
Fn y δij la delta de Kronecker

Definición 2.44. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F definimos la variedad
de Grassmann como Gk(V ) = {W ⊂ V |W es el subespacio lineal y dimW = k}. Demos a
Gk(V ) la topoloǵıa cociente bajo la proyección Vk(Fk)→ Gk(Fk).

Lema 2.45. La variedad Grassmanniana Gn(Fn+k) es una variedad topológica compacta
de dimensión nk.

Demostración. Ver [16, Lema 5.1]

Definición 2.46. Definimos el espacio γk(Fn) = {(`, v) ∈ Gk(Fn)× Rn|v ∈ `}.

Lema 2.47. La proyección p : γk(Fn) → Gk(Fn) dada por p(`, v) = `, es un haz vectorial
para n finita o infinita.

Demostración.

Vk(Fn)
f //

p′ %%

γk(Fn)

p′yy
Gk(Fn)

Supongamos n finita, sea ` ∈ Gk(Fn) existe una proyección ortogonal π` : Fn → `, sea
U` = {`′ ∈ Gk(Fn)|dim(π`(`

′)) = k} en particular ` ∈ U`. Queremos ver que U` es abierto
en Gk(Fn) y que la aplicación h : p−1(U`) → U` × ` definida por h(`′, v) = (`′, π`(v)) es
una trivialización local. Notemos que p−1(U`) consiste de todos los marcos ortonormales
v1, . . . , vk tal que π`(v1), . . . , π`(vk) sean linealmente independientes. Sea A la matriz de
π` con respecto a la base estándar en Fn y una base fija `, la condición sobre v1, . . . , vk
es equivalente a tener det(A) 6= 0 esto nos da una aplicación ϕ : Vk(Fn) → R continua y
U` = ϕ−1(F \ {0}) el cual es abierto. Sea h : p−1(U`) → U` × ` veamos que h y h−1 son
continuas, puesto que h(`′, v) = (`′, π`(v)) con inversa h−1(`′, w) = (`′, (π`|′`)−1(w)) son
continuas ya que π` es continua y un isomorfismo local

Nota 2.48. El haz vectorial p : γk(Fn)→ Gk(Fn) se conoce como haz vectorial universal.

DenotemosGn = Gn(F∞), γn = γn(F∞) y [X,Y ] las clases de homotoṕıa de aplicaciones
que van de X a Y entonces tenemos la siguiente proposición
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Proposición 2.49. Sea p : E → X un haz vectorial de rango n entonces existe un isomor-
fismo E ∼= f∗(γn) para alguna f : X → Gn si y solo si existe g : E → F∞ lineal e inyectiva
en cada fibra.

Demostración. Sea p : E → X un haz vectorial y sea f : X → Gn una aplicación, considere-
mos un isomorfismo ϕ : E → f∗(γn) entonces tenemos el siguiente diagrama

E

p

""

ϕ // f∗(γn)
f̃ //

��

γn
π //

p′

��

R∞

X
f // Gn

donde π(`, v) = v entonces podemos definir g = π ◦ f̃ ◦ ϕ lineal e inyectiva en cada fibra.
Ahora sea g : E → F∞ lineal e inyectiva en cada fibra, p : E → X y alguna aplicación
f : X → γn definida por x 7→ g ◦ p−1(x), puesto que p−1(x) es un subespacio lineal de
dimensión n y g inyectiva en cada fibra entonces g(p−1(x)) ⊂ F∞ es un subespacio de
dimensión n. Sea p′ : γn → Gn dada por (`, v) 7→ ` y consideremos el haz inducido por f el
cual denotamos como p : f∗(γn)→ X dado por (w, (`, v)) 7→ w, donde f∗(E) = {(w, (`, v)) ∈
X × γn|π2(`, v) = f(w)} . Entonces definimos un isomorfismo ϕ : E → f∗(γn) dado por
e 7→ (p(e), (f ◦ g(e)).

Proposición 2.50. Sea X paracompacto entonces la aplicación [X,Gn]→ V ectn
F

(X) dada
por [f ] 7→ f∗(γn) es una biyección.

Demostración. Veamos que es sobreyectiva, construyamos una aplicación E → F∞, sea
p : E → X un haz vectorial de rango n como X es paracompacto existe una partición de
la unidad ψα para una cubierta abierta trivializadora {Uα} de X y {ψα} con soporte en
Uα. Sea la trivialización hα : p−1(Uα) → Uα × Rn definimos gl : p

−1(Uα) → Fn como la
composición π ◦ hα = gα donde π es la proyección π : Uα ×Fn → Fn. Sea

(ψ ◦ p)gα : E → F

v 7→ ψα(p(v))gα(v)

(ψα ◦ p)gα es cero fuera de p−1(Uα) y cerca de un punto x existe un número finito de
ψα 6= 0. Entonces decimos que las (ψα ◦ p)gα son las coordenadas de la función E →
F∞ = Fn × Fn × · · · esta es inyectiva en cada fibra puesto que gα es inyectiva, por lo
tanto E es sobre. Veamos ahora la inyectividad, sean E ∼= f∗0 (γn) y E ∼= f∗1 (γn) entonces
f0, f1 : X → Gn inducen aplicaciones go, g1 : E → F∞ inyectivas en cada fibra definimos la
homotoṕıa entre g0 y g1 como gt = (1 − t)g0 + tg1 y definimos la homotoṕıa entre f0 y f1

como ft(x) = gt(p
−1(x)) y puesto que g0 y g1 son inyectivas en cada fibra entonces ft(x)

nos da un subespacio de dimensión n en F∞

E

""

// **
f∗(γn) //

��

γn //

��

F∞

X // Gn

Éste teorema nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija, por lo cual al
espacio Gn se le conoce como espacio clasificante de haces vectoriales de rango n y a la
aplicación f : X → Gn se le conoce como aplicación clasificante.
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3
Grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa singular

La teoŕıa de homoloǵıa empieza como una rama de la topoloǵıa, siendo Poincaré el pri-
mero en dar una definición de este concepto en su “Analysis Situs” en 1895. Esencialmente
se tiene un espacio topológico complicado y se desea obtener información relacionada al
proceso de contar agujeros de cualquier dimensión, obteniendo ciertos invariantes lineales.
Aśı pues se puede pensar en la homoloǵıa como en una construcción de invariantes lineales
asociados a una situación no lineal.

Por otro lado la cohomoloǵıa para espacios topológicos no fue reconocida en el desarrollo
de la topoloǵıa algebraica sino hasta 1930 cuando Lefschetz formulo los teoremas de dua-
lidad para variedades. En esta sección veremos definiciones importantes y desarrollaremos
las herramientas necesarias para enunciar el teorema de dualidad de Poincaré el cual nos
será de utilidad en el desarrollo de este trabajo. Para ver más resultados importantes sobre
homoloǵıa y/o cohomoloǵıa ver [7],[10].

3.1. Homoloǵıa y cohomoloǵıa singular

3.1.1. Definiciones básicas

Iniciemos con algunas definiciones básicas importantes.

Definición 3.1. El n-simplejo estándar es el conjunto convexo ∆n ⊂ Rn+1 que consiste de
todos las (n+ 1)-adas, (t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 tal que

ti ≥ 0, t0 + . . .+ tn = 1

SeaX un espacio topológico un n-simplejo singular enX es una aplicación continua σ : ∆n →
X.

Ahora si φi : ∆n−1 → ∆n 0 ≤ i ≤ n definido como

(t0, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn) 7→ (t0, . . . , ti−1, 0, ti+1, . . . , tn)
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Figura 3.1: Simplejos de dimensión 0,1 y 2 respectivamente

φi se llama i−ésimo operador cara. Para un n−simplejo singular σ arbitrario en X definimos
la i−ésima cara del simplejo σ como σ ◦ φi.

Figura 3.2: i−ésima cara de dimensión 0,1 y 2

Definición 3.2. Sea Λ un anillo conmutativo, n ≥ 0 definimos el grupo de n-cadenas
singulares como el Λ-módulo libre con generadores los n-simplejos singulares en X y los
denotamos por Cn(X; Λ), definimos también para n > 0 el operador frontera ∂ : Cn(X; Λ)→
Cn−1(X; Λ) definido como

∂(σ) = [σ ◦ φ0]− [σ ◦ φ1] + · · ·+ (−1)n[σ ◦ φn]

Entonces tenemos la siguiente sucesión:

· · · ∂ // Cn(X; Λ)
∂ // Cn−1(X; Λ)

∂ // · · · ∂ // C0(X; Λ)

Teorema 3.3. El operador frontera cumple ∂n ◦ ∂n+1 = 0

Demostración. El operador frontera es un operador lineal, sea r = 0 entonces ∂0 ◦ ∂1 = 0
dado que ∂0 es el operador cero. Asumamos pues que n > 0 y tomemos σ un n−simplejo
singular

∂n ◦ ∂n+1(σ) = ∂n(

n+1∑
i=0

(−1)i[σ ◦ φi])
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=

n+1∑
i=0

(−1)i (∂n[σ ◦ φi]) =

n+1∑
i=0

(−1)i

 n∑
j=0

(−1)j [σ ◦ φi ◦ φj ]


n+1∑
i=0

n∑
j=0

(−1)i+j [σ ◦ φi ◦ φj ] =

n+1∑
j<i

(−1)i+j [σ ◦ φi ◦ φj ] +

n∑
i≤j

(−1)i+j [σ ◦ φi ◦ φj ]

=

n∑
i′<j

(−1)(−1)i
′+j′+1[σ ◦ φi ◦ φj ]−

n∑
i6=j

(−1)i+j [σ ◦ φi ◦ φj ] = 0

con i′ = j, j′ = i− 1

Una n−cadena γ tal que ∂(γ) = 0 la llamamos n−ciclo, denotamos Zn(X; Λ) al kernel
de ∂ : Cn(X,Λ) → Cn−1(X; Λ) es decir el Λ−submódulo de todos lo n−ciclos. Si existe
γ′ ∈ Cn+1(X) tal que ∂(γ′) = γ decimos que γ es una n−frontera, y denotamos por Bn(X; Λ)
a la imagen de δ : Cn+1(X; Λ)→ Cn(X; Λ) esto es el Λ−submódulo de todas las n−fronteras.

Definición 3.4. Definimos el n-ésimo grupo de homoloǵıa

Hn(X; Λ) =
Zn(X; Λ)

Bn(X; Λ)

Definición 3.5. Dada una sucesión

· · · ∂ // Cn(X,Λ)
∂ //

��

Cn−1(X,Λ)
∂ //

��

Cn−2(X,Λ)
∂ //

��

· · ·

Λ Λ Λ

Definimos el grupo de cocadenas como el módulo dual HomΛ(Cn(X,Λ),Λ) a los elementos
del grupo les llamamos cocadenas, al valor de una cocadena c en γ lo denotamos por <
c, γ >= c(γ) y tenemos las siguiente identidades:

< c, z1 + z2 >=< c, z1 > + < c, z2 >

< c1 + c2, z >=< c1, z > + < c2, z >

< c, vz >= v < c, z >=< vc, z >

v ∈ Λ entonces <,> es un par bilineal. Denotamos al grupo de cocadenas como Cn(X; Λ).

Definición 3.6. Definimos el operador cofrontera

δ : Cn(X,∆)→ Cn+1(X,∆)
c 7→ δc = c ◦ ∂

tal que < δc, a > +(−1)n < c, δa >= 0 con a ∈ Cn(X,Λ).

Entonces tenemos una sucesión

C0(X,Λ)
δ // C1(X,Λ)

δ // · · · δ // Cn(X,Λ)
δ //

Teorema 3.7. δn ◦ δn−1 = 0
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Demostración. Tenemos que δn◦δn−1(c) = δn(c◦∂n) = c◦∂n+1◦∂n por lo tanto δn◦δn−1 =
0

Diremos que c ∈ Cn(X,Λ) es un n−cociclo si δ(c) = 0 y un n−cofrontera si c ∈
im(δn−1). Denotamos como Zn(X,Λ) = ker δ : Cn(X,Λ) → Cn+1(X,Λ) y a Bn(X,Λ) =
im: Cn−1(X,Λ)→ Cn(X,Λ).

Definición 3.8. Definimos el n-ésimo grupo de cohomoloǵıa Hn(X,Λ) = Zn(X,Λ)
Bn(X,Λ)

Los grupos de cohomoloǵıa singular cumplen la propiedad de contrafuntorialidad, esto es
que si tenemos f : X → Y una aplicación entonces esta induce una aplicaciónHq(f) : Hq(Y )→
Hq(X) tal que Hq(fg) = Hq(g)Hq(f). Esto hace a Hq un funtor contravariante de la cate-
goŕıa de espacios topológicos a la categoŕıa de Λ−módulos.

3.1.2. Relación entre homoloǵıa y cohomoloǵıa

Cabe mencionar que si tenemos X espacio topológico y A ⊂ X, para toda n ≥ 0 se puede
introducir Cn(A,Λ) el cual es un submódulo de Cn(X,Λ) que consiste en las combinaciones
lineales de n-simplejos singulares con imagen en A y denotamos el complejo de cadenas de

la pareja Cn(X,A) = Cn(X)
Cn(A) .

Entonces tenemos una sucesión

· · · ∂ // Cn(X,A; Λ)
∂ // Cn−1(X,A; Λ) //

��

· · ·

Λ

Y podemos definir Cn(X,A; Λ) = HomΛ(Cn(X,A),Λ). Aśı pues se pueden definir los
grupos de homoloǵıa relativa Hn(X,A; Λ) como

Hn(X,A,Λ) =
ker
(
Cn(X)
Cn(A) →

Cn−1(X)
Cn−1(A)

)
im
(
Cn+1(X)
Cn+1(A) →

Cn(X)
Cn(A)

)
Y análogamente podemos definir los grupos de cohomoloǵıa relativa.

De aqúı en adelante asumiremos que Λ es un dominio de ideales principales, para sim-
plificar notación omitiremos Λ, escribiremos Hn(X) en lugar de Hn(X,Λ).

Teorema 3.9. Supongamos Hn−1(X) = 0 ó Λ-modulo libre entonces Hn(X) ∼= HomΛ(Hn(X),Λ)

Demostración. SeaHn−1(X) libre veamos queHn(X) ∼= HomΛ(Hn(X,Λ)). Sea x̄ ∈ Hn(X) =
Zn(X)
Bn(X) recordemos que Zn(X), Bn(X) ∈ Cn(X) = HomΛ(Cn(X),Λ). Definimos un homo-

morfismo
K : Hn(X)→ HomΛ(Hn(X),Λ)

x̄ 7→ x

donde x : Cn(X)→ Λ y es un cociclo x ◦ ∂ = 0.
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1. K está bien definido:

· · · ∂ // Cn+1(X)
∂ // Cn(X)

∂ //

x

��

Cn−1(X) //

h
yy

· · ·

Λ

Sean x′ ∼ x, x − x′ = h ◦ ∂ y sean y, y′ ∈ ker ∂ tal que y − y′ ∈ im ∂ entonces
x(y)− x′(y) = h ◦ ∂(y) = h(0) = 0, por otro lado x(y)− x(y′) = x(y − y′) = 0 por lo
cual el homomorfismo está bien definido.

2. K es sobreyectiva:
Primero notemos que el submódulo Zn(X) ⊂ Bn(X) es sumando directo, esto se sigue
del hecho de que el módulo cociente

Cn(X)/Zn(X) ∼= Bn−1(X) ⊂ Cn−1(X)

es un submódulo libre de un módulo libre entonces Bn−1(X) es libre por lo tanto la
sucesión

0 // Zn(X) // Cn(X) // Cn(X)
Zn(X)

∼= Bn−1(X) // 0

se escinde, entonces Cn(X) ∼= Cn(X)
Zn(X) ⊕ Zn(X).

Sea f ∈ HomΛ(Hn(X),Λ) arbitrario, entonces f : Hn(X)→ Λ el cual se extiende a un
homomorfismo F

Zn(X) // Zn(X)
Bn(X)

f // Λ

Cn(X)

F

66

Puesto que F no está definido en la frontera se sigue que

Cn+1(X)

0
%%

∂ // Cn(X)

F

��
Λ

Sea x ∈ Hn(X) la clase de cohomoloǵıa del cociclo F , entonces para cualquier y ∈
Hn(X) con F̄ ∈ Zn(X) tenemos que K(F̄ ) ∼= f por lo cual K(F̄ )(y) = f(y).

3. K es inyectiva:
Sea Z0 ∈ Zn(X) entonces K(Z0) = 0, veamos que Z0 ∈ im δ = Bn(X), consideremos
el siguiente diagrama

Zn(X) // Zn(X)
Bn(X)

// Λ

Bn−1(X)
∂−1

// Cn(X)

OO 66
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Zn−1(X)
Bn−1(X) = Hn−1(X) es libre entonces Bn−1(X) es sumando directo de Zn−1(X) y de

Cn−1(X) por lo tanto Z0∂
−1 se extiende a Cn−1(X), si f es la extensión f : Cn−1(X)→

Λ entonces

< δf, [σ] >= ± < f, ∂[σ] >= ± < Z0∂
−1(∂[σ]) >= ± < Z0, [σ] >

entonces Z0 es igual a la cofrontera de f .

3.2. Homoloǵıa de complejos CW

Sea K un complejo CW y Kn su n−esqueleto.

Definición 3.10. Un subcomplejo A de un complejo CW X es un subespacio cerrado
A ⊂ X que es unión de celdas en X, una pareja (X,A) con A subcomplejo se llama pareja
CW .

Lema 3.11. Sea K un complejo CW , Kn su n-esqueleto Kn ⊂ K. La homoloǵıa relativa
Hi(K

n,Kn−1) con coeficientes en Λ es cero para todo i 6= n y es un módulo libre para i = n
con un generador para cada n−celda de K.

Demostración. Sea S = {SE |E es n-celda} un conjunto discreto de puntos y SE tal que
SE ∈ E para cada E n-celda abierta, Kn−1 es retracto por deformación de Kn − S. usando
la sucesión larga de homoloǵıa para la tercia (Kn,Kn − S,Kn−1)

Hq(K
n − S,Kn−1) // Hq(K

n,Kn−1) // Hq(K
n,Kn − S) // Hq−1(Kn − S,Kn−1)

tenemos que Hi(K
n,Kn−) ∼= Hi(K

n,Kn − S) por escisión (escindiendo Kn−1) tenemos

Hi(K
n,Kn−1) ∼= Hi(

⋃
E,
⋃

(E − SE))

∼= ⊕Hi(E,E − SE)

∼= ⊕Hi(D,S
n−1)

∼= ⊕Hi(Rn,Rn − {0}) =

{
Λ, si i = n,
0, si i 6= n

Corolario 3.12. El grupo Hi(K
n) = 0 para todo i > n y es isomorfo a Hi(K) para i < n.

Análogamente en cohomoloǵıa.

Definición 3.13. El módulo libre Hn(Kn,Kn−1) lo llamamos el n-ésimo grupo de cadenas
del complejo CW , K y denotamos Cn(K) = Cn(K,Λ). De manera similar definimos el n-
ésimo grupo de co-cadenas

Hn(Kn,Kn−1) ∼= HomΛ(Cn(K),Λ).

Definimos los morfismos ∂n : Cn+1(K) → Cn(K) usando la sucesión larga en homoloǵıa de
la terna (Kn+1,Kn,Kn−1)

Hn+1(Kn+1,Kn) // Hn(Kn,Kn−1) // Hn(Kn+1,Kn−1) // Hn(Kn+1,Kn) //

y δn : Cn(K)→ Cn+1(K) se define análogamente
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Lema 3.14. ∂n∂n−1 = 0

Teorema 3.15. El grupo de homoloǵıa Zn(K)/Bn(K) del complejo de cadenas C∗K es
isomorfo a HnK. Análogamente Zn(K)/Bn(K) es isomorfo a Hn(K).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0

��
Hn+1(Kn+1,Kn) = Cn+1(K) //

∂n+1

++

Hn(Kn,Kn−2) //

��

Hn(KK+1,Kn−2) // 0

Cn(K) = Hn(Kn,Kn−1)

∂n

��
Cn−1(K) = Hn−1(Kn−1,Kn−2)

notemos que estas son sucesiones exactas de las ternas (Kn,Kn−1,Kn−2) y (Kn+1,Kn,Kn−2)
por lo tanto ker ∂n = Zn(K) ∼= Hn(Kn,Kn−2) entonces Zn(K)/Bn(K) ∼= Hn(Kn+1,Kn−2),

Hn(Kn−2) // Hn(Kn+1) // Hn(Kn+1,Kn−2) // Hn−1(Kn−2)

entonces tenemos

0 // Hn(Kn+1) ∼= Hn(K)
∼= // Hn(Kn+1,Kn−2) // 0

por lo tanto Zn(K) ∼= Hn(Kn,Kn−1).

Para cohomoloǵıa consideramos el siguiente diagrama

0

Cn+1(K) Hn(Kn,Kn−2)oo

OO

Hn(KK+1,Kn−2)oo 0oo

Cn(K) = Hn(Kn,Kn−1)

OO

Cn−1(K) = Hn−1(Kn−1,Kn−2)

δ

OO

y análogamente tenemos que Zn(K)/Bn(K) ∼= Hn(Kn+1,Kn−2)

3.3. Operaciones

Una propiedad de la cohomoloǵıa que la distingue de la homoloǵıa es la existencia de
un producto natural llamado producto cup el cual definiremos en esta sección. Aśı también
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definiremos el producto cap por el cual el anillo de cohomoloǵıa opera sobre la homoloǵıa, otra
operación útil que definiremos sera el producto slant (división por cadenas), estas últimas
operaciones nos serán esenciales para enunciar los teoremas de dualidad.

3.3.1. Producto cup

Dadas c ∈ Cm(X) y c′ ∈ Cn(X) cocadenas, definimos c∪c′ ∈ Cn+m(X) = Hom(Cn+m(X),Λ)
como sigue; sea c ∈ Hom(CmX,Λ) y c′ ∈ Hom(CmX,Λ) primero definimos αm : ∆m →
∆m+n como

αm(t0, · · · , tm) = (to, · · · , tm, 0, · · · , 0)

y βn : ∆n → ∆m+n como

βn(tm, · · · , tm+n) = (0, · · · , 0, tm, · · · , tm+n)

entonces definimos α∗m : Cm+n(X) → Cm(X) tal que σ 7→ σ ◦ αm. Ahora definimos el
producto cup c ∪ c′ mediante

c ∪ c′[σ] = (−1)mn[c, σ ◦ αm] · [c′, σ ◦ βn].

Esta operación es bilineal y asociativa, pero no es conmutativa. El cociclo constante
1 ∈ C0(X) funciona como el elemento identidad. La cofrontera del procucto cup de los
cociclos c y c′ esta dada por

δ(c ∪ c′) = (δc)c′ + (−1)mc(δc′)

La operación producto cup induce una operación análoga en cohomoloǵıaHm(X)⊗Hn(X)→
Hm+n(X).

Ahora para parejas, sea A ⊂ X si la cocadena c ∈ Cn(X,A) ⊂ Cn(X) esto es si c[σ] = 0
para toda σ : 4m → A y si c′ ∈ Cm(X) entonces cc′ ∈ Cm+n(X,A), por lo tanto tenemos
una operación producto en

Hm(X,A)⊗Hn(X)→ Hm+n(X,A)

Mas aún si A y B son abiertos relativos en A∪B , entonces podemos definir la operación
producto

Hm(X,A)⊗Hn(X,B)→ Hm+n(X,A ∪B)

como sigue, sea Ĉi(X,A,B) ⊂ Ci(X) donde Ĉi(X,A,B) = Ci(X,A) ∩ Ci(X,B). Dadas
dos cocadenas c ∈ Cm(X,A) y c′ ∈ Cn(X,B) entonces el producto cc′ ∈ Ĉm+n(X;A,B) =
Ĉm+n(X,A)∩ Ĉm+n(X,B). Entonces tenemos una sucesión exacta del complejo de cadenas

0 // C∗(X,A ∪B) // Ĉ∗(X;A,B) // Ĉ∗(A ∪B;A,B) // 0

notemos que Ĉ∗(A ∪ B;A,B) = C∗(A ∪ B,A) ∩ C∗(A ∪ B,B) y que C∗(A ∪ B,A) = σ ∈
Hom(C∗(A ∪ B,A),Λ), como im(σ)cA entonces c[σ] = 0 es decir el complejo de co-cadena
es aćıclico, por lo tanto la inclusión

C∗(X,A ∪B)→ Ĉ∗(X;A,B)

induce un isomorfismo en cohomoloǵıa. Por lo tanto obtenemos una operación producto cup
con valores en el grupo de cohomoloǵıa Hm+n(X,A ∪B).
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3.3.2. Producto cap

Para cualquier espacio X y cualesquiera coeficientes Λ (dominio) existe una operación
bilineal

∩ : Ci(X)× Cn(X)→ Cn−i(X)

donde si b ∈ Ci(X) y ξ ∈ Cn(X) entonces el producto cap b ∩ ξ es el único elemento de
Cn−i(X) tal que a(b∩ ξ) = (a∪ b)(ξ) para toda a ∈ Cn−i. Más expĺıcitamente si un simplejo
singular [σ] es un generador de Cn(X) el producto cap

b ∩ [σ] = (−1)i(n−i)b(σ ∪ βi) · (σ ◦ αn−1)

a(b ∩ [σ]) = (−1)i(n−i)b(σ ◦ βi)a(σ ◦ αn−1) = ab(σ).

Algunas propiedades del producto cap son las siguientes:

(bc) ∩ ξ = b ∩ (c ∩ ξ)

1 ∩ ξ = ξ

∂(b ∩ ξ) = (δb) ∩ ξ + (−1)dim bb ∩ ∂ξ

La última propiedad nos permite definir una operación en

Hi(X)⊗Hn(X) −→ Hn−i(X)

3.3.3. Producto slant

Una operación muy útil en X × Y es el producto slant. Sea c ∈ Cp(X) × Cq(Y ) y
w ∈ Cp(X) definimos c/w como la q-cocadena en Y dada por

[δ(c/w), z] = [c/w,w ⊕ z]
para toda z ∈ Cq(Y ) entonces

[δ(c/w), z] = [c/w, ∂z]
= [c, w ⊕ ∂z]
= (−1)p[c, ∂(w ⊕ z)− ∂w ⊕ z]
= (−1)p[δc/w − c/∂w, z]

entonces tenemos
δ(c/w) = (−1)p(δc/w − c/∂w)

La cual induce una operación análoga en

/ : Hp+q(X × Y )⊗Hp(X) −→ Hq(Y )
(γ, α) 7−→ γ/α

que satisface [β, γ/α] = [α× β, γ] donde β ∈ Hq(Y ) y

tiene las siguientes propiedades

((ε× η) ∪ γ)/α = (−1)r(s−q)η ∪ (γ/(α ∩ ε))

(β, η ∪ (γ/(α ∩ ε))) = (−1)r(s−q)(β, ((ε× η) ∪ γ)/α)

Si f : X → X ′, g : Y → Y ′ y f × g : X × Y → X ′ × Y ′ entonces

Hp+q(f × g)(γ′)/α = Hq(f)(γ′)/Hp(g)(α)

donde γ ∈ Hp(X × Y ), η ∈ Hr(Y ), β ∈ Hp+q+r−s(Y ), ε ∈ Hq(X), α ∈ Hs(X).
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3.4. Orientación

3.4.1. Orientación en variedades

Sea M una variedad topológica fija de dimensión n no necesariamente compacta, prime-
ramente estudiaremos los grupos Hi(M,M −K) con K compacto, si K ⊂ L ⊂M entonces
existe un homomorfismo natural

ρK : Hi(M,M − L) −→ Hi(M,M −K)
a 7−→ ρK(a)

Lema 3.16. Los grupos Hi(M,M −K) son cero si i > n. Una clase de homoloǵıa es cero
si y sólo si ρx(a) = 0 para todo x ∈ K donde ρx : Hn(M,M −K)→ Hn(M,M − {x})

Demostración. Partiremos la demostración en seis casos:

Caso 1. Sea M = Rn y K compacto y convexo, sea x ∈ K y S una esfera de dimensión
(n−1) con centro en x tal que K ⊂ S, entonces S es un retracto por deformación de Rn−x
y de Rn −K entonces Hi(Rn,Rn −K) ∼= Hi(Rn,Rn − {x}).

Caso 2. Supongamos K = K1 ∪ K2 y que el lema se cumple para K1, K2 usando la
sucesión de Mayer-Vietoris relativa

// Hi+1(M,M − (K1 ∩K2))
δ // Hi(M,M −K)

s // Hi(M,M −K1)⊕Hi(M,M −K2) //

donde el homomorfismo s está definido como s(a) = ρk1(a)⊕ ρK2(a) si i > n los grupos son
cero, ahora si i = n por demostrar a = 0⇔ ρx(a) = 0. Notemos que si a = 0 esto se cumple
trivialmente, ahora supongamos que para todo x ∈ K = K1 ∪K2, px(a) = 0 = ρx ◦ ρKi(a)
entonces ρKi(a) = 0 por lo cual a ∈ kerS = im δ entonces existe h tal que δ(h) = a por lo
cual si i = n tenemos ρx(h) = 0 por lo tanto Hi+1(M,M − (K1 ∩K2)) = 0 por lo cual el
lema se cumple.

Caso 3 Sea K = K1 ∪ · · · ∪ Kr, M = Rn, notemos que usando los casos anteriores y
usando inducción en r el lema es cierto.

Caso 4. Sea K un subconjunto compacto de Rn, dado a ∈ Hi(Rn,Rn − K) tomamos
una vecindad compacta N de K y a′ ∈ Hi(Rn,Rn −N) tal que ρx(a′) = a. Tomamos una
cadena γ ∈ CiRn cuya imagen módulo Rn −K es un representante de a, la frontera de γ
está “soportada”por un conjunto ajeno a K compacto, basta que tomemos un N suficien-
temente pequeño para que sea ajeno a este soporte. Cubriremos K por un número finito de
bolas cerradas B1, . . . , Br tal que Bi ⊂ N y Bi ∩K 6= si i > n entonces ρB1∪...∪Br (a

′) = 0
y por el caso tres tenemos que a = 0 por que Hi(Rn,Rn −Bj) = 0 entonces

Hi(Rn,Rn −
⋃
Bj)

ss
Hi(Rn,Rn −K) Hi(Rn,Rn −N)oo

kk

Si i = n supongamos ρx(a) = 0 para todo x ∈ K entonces ρx(a′) = 0 para todo
x ∈ B1 ∪ . . .∪Br, Bj ∩K 6= para todo x ∈ Bj entonces Hi(Rn,Rn−Bj) ∼= Hi(Rn,Rn−X).
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Caso 5. Sea K suficientemente pequeño para estar en una vecindad U homeomorfa a
Rn entonces escindiendo M − U tenemos H∗(M,M − K) ∼= H∗(U,U − K) y se reduce al
caso anterior.

Caso 6. Sea K ⊂ M arbitrario, a K lo podemos ver como K = K1 ∪ K2 ∪ · · · ∪ Kr

entonces se reduce al caso anterior.

Ahora si tomamos la homoloǵıa con coeficientes en Z, la idea ahora es mirar las dos
posibles elecciones de generadores en Hn(Rn,Rn − {0}). Puesto que para cada x ∈ M , M
variedad de dimensión n, tenemos que:

Hn(M,M − x;Z) ∼= Hi(Rn,Rn − 0;Z) =

{
Z si i = n;
0 si i 6= n.

Lema 3.17 (De continuación). Dado un elemento αx ∈ Hn(M,M −x) entonces existe una
vecindad abierta U de x y α ∈ Hn(M,M−U) tal que ρx : Hn(M,M−U)→ Hn(M,M−{x})
es un isomorfismo inducido por la inclusión.

Para una demostración ver [7, pag. 158]. Este lema nos dice que podemos obtener ele-
mentos αy ∈ Hn(M,M − y, ) para cada y cerca de x es decir y ∈ U a partir de λx mediante
αx = ρx(λ) y llamamos a α la continuación de αx en U.

Lema 3.18 (Localmente constante). Sea M una variedad de dimensión n y x ∈ M toda
vecindad W de x contiene una vecindad U de x tal que para cada y ∈ U , ρy(U) es un
isomorfismo. Es decir αx tiene una única continuación en U .

Para una demostración ver [7, pag. 158]

Definición 3.19. Sea M una variedad de dimensión n y x ∈M , la elección de un generador
del Λ−módulo Hn(M,M − x; Λ) es llamada una Λ−orientación local µx para M en x.

Notemos que cada µx determina una orientación local, para ser mas precisos si B es
homeomorfo a una bola alrededor de x y sea y ∈ B los isomorfismos

Hn(M,M − x) Hn(M,M −B)
ρxoo ρy // Hn(M,M − y)

permite n definir orientaciones en los otros dos grupos de homoloǵıa.

Ahora definamos una Λ-orientación global para M .

Definición 3.20. Sea M una variedad de dimensión n y una familia de subespacios {Ui}
que cubren a My para toda i, sea α ∈ Hn(M,M −Ui) una Λ-orientación local de M en Ui.
Al sistema {Ui, α}i∈I se llama un sistema de Λ-orientación local de M .

Definición 3.21. Se dice que un sistema es coherente si dados i, j y x ∈ Ui ∩ Uj , se tienes

que αUix = α
Uj
x

Entonces diremos que M es Λ-orientable, si admite al menos un sistema de orientación
local coherente. Dada otro sistema de Λ-orientación Vk, βk decimos que define la misma
Λ-orientación si λx = βx para toda x ∈M . Entonces tenemos la siguiente definición.

Definición 3.22. Una Λ-orientación para M es una clase de equivalencia de sistemas locales
La−orientados coherentes de M . Una variedad se dice Λ- orientada si se ha fijado una Λ-
orientación en M . Se dice orientada si es Λ- orientada y Λ = Z.
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Proposición 3.23. Sea M una variedad Λ−orientable se cumplen las siguientes:

1. Una subvariedad abierta N de M es Λ−orientable;

2. M es Λ−orientable si y sólo si todas sus componentes conexas lo son.

Para una demostración ver [7, 161]

Proposición 3.24. Se verifican las siguientes propiedades:

1. Toda variedad tiene una única Z2−orientación;

2. Dos Λ−orientaciones de una variedad topológica conexa son iguales si y sólo si coin-
ciden en un punto.

Demostración. 1. Para cada x tenemos que λx es el único elemento de Hn(M,M−x;Z2)
distinto de cero, aśı que podemos escoger una vecindad abierta Ux con λx la única
continuación.

2. Sea A el conjunto de puntos donde las orientaciones coinciden entonces por Lema 3.18
tanto A como M −A son abiertos , por lo tanto A = M .

Ejemplo 3.25. Sea M = Rn la cual es homeomorfa a Sn−{x} entonces por la proposición
3.23 M es Λ−orientable.

3.4.2. La clase fundamental de una variedad

Teorema 3.26. Para cualquier variedad orietada M y cualquier compacto K ⊂ M existe
una única clase µk ∈ Hn(M,M −K) tal que ρx(µK) = µx.

En particular si M es compacta existe µM ∈ Hn(M) con la propiedad requerida, a esta
µM se le llama la clase fundamental de homoloǵıa de M .

Demostración. La unicidad se sigue de que si µK y µ′K cumplen la propiedad entonces
ρx(µK − µ′K) = 0 para todo x ∈ K entonces µK = µ′k. El resto de la demostración lo
partiremos en casos.

Caso 1. Sea K ⊂ V , V una vecindad suficientemente pequeña para que se cumpla.

Caso 2. Supongamos K = K1 ∪K2 tal que existe µK1 y µK2 usando la sucesión de
Mayer-Vietoris

// Hn(M,M −K)
s // Hn(M,M −K)⊕Hn(M,M −K2)

t // Hn(M,M − (K1 ∩K2)) //

donde s = ρK1
(a)⊕ ρK2

(a)

t(β, γ) = ρK1∩K2(β)− ρK1∩K2(γ)

notemos que t(µK1
, µK1

) = 0 entonces (µK1
, µK2

) están en ker t = im s, entonces existe
a tal que s(a) = (µK1

, µK2
).
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Caso 3. Sea K arbitrario K = K1 ∪K2 ∪ · · · ∪Kr entonces por los casos anteriores el
teorema se cumple.

Ejemplo 3.27. Para n ∈ N tenemos que Sn posee clase fundamental. Sin embargo Rn no
posee clase fundamental , pues Hn(Rn;Z) = {0} y Hn(Rn,Rn − x;Z) ∼= Z.

Nota 3.28. Para cada dominio de coeficientes Λ, el único homomorfismo Z → Λ que da
lugar a una clase en Hn(M,M−K; Λ) lo denotaremos por µk. El caso Λ = Z2 es importante
ya que la clase de homoloǵıa

µK ∈ Hn(M,M −K;Z/2)

puede ser construida de una variedad arbitraria sin hacer ninguna suposición de orientabi-
lidad.

Nota 3.29. Consideraciones similares aplicamos en variedades orientadas con frontera M .
Sea K ⊂M compacto, existe una única clase µK ∈ Hn(M,M − (K)∩∂M) con la propiedad
que queremos ρx(µK) = µx para cada x ∈ K ∩ (M − ∂M). Si en particular M es compacto
entonces existe una clase µK ∈ Hn(M,∂M) entonces el homomorfismo natural

∂ : Hn(M,∂M)→ Hn−1(∂M)

manda µM a µ∂M .

Corolario 3.30. Sea M una variedad de dimensión n, entonces:

1. Si M posee una clase fundamental, M es orientable;

2. Si M es compacta y orientable, posee una clase fundamental;

3. Si M es compacta y orientable, existe una correspondencia uno a uno entre las clases
fundamentales de M y las orientaciones de M

[7, cap. 26]

3.5. Teorema de dualidad Poincaré

Empecemos esta sección enunciando el teorema de dualidad de Poincaré para variedades
topológicas compactas.

Teorema 3.31. Sea M compacta de dimensión n y Z-orientada, entonces Hi(M) es iso-
morfo a Hn−i(M) con la correspondencia a 7→ a ∩ µM

Notemos que para una variedad no orientable el teorema sigue siendo valido si usamos el
dominio de coeficientes Z/2. La demostración de este teorema es consecuencia de un teorema
más general, el teorema de dualidad de Poincaré para variedades arbitrarias.

Primero notemos que para cualquier pareja (X,A) podemos considerar el producto cap
de la siguiente manera:

Ci(X,A)⊗ Cn(X,A)→ Cn−i(X)

por lo tanto
∩ : Hi(X,A)⊗Hn(X,A)→ Hn−i(X)
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Y aqúı viene la generalidad, ya que podemos definir

∩ : Hi(X,A)⊗Hn(X,A ∪B)→ Hn−i(X,B)

Si A y B son abiertos en A ∪B.

Ahora M es orientada pero no necesariamente compacta, entonces definimos

Hi
compM = colimK⊂M Hi(M,M −K)

En particular si M es compacta Hi
comp(M) = Hi(M, ) = Hi(M) y definimos la aplicación

dualidad
D : Hi

compM −→ Hn−iM
a 7−→ a′ ∩ µMK

a′ es un representante, a ∈ Hi(M,M − K). Para ver que está bien definido, sea K ⊂ L
entonces el diagrama

Hi(M,M −K) //

∩µK ''

Hi(M,M − L)

∩µLww
Hn−iM

es conmutativo, en el caso especial cuando M es compacto, notemos que D(a) = a ∩ µM .

Teorema 3.32 (Dualidad). El homomorfismos D es un isomorfismo.

A continuación realizaremos un esbozo de la demostración en casos. Ver demostración
en [7, pag. 217].

Caso 1. Sea M = Rn, dada cualquier bola B, tenemos Hn(Rn,Rn − B) = Λ con ge-
nerador µB entonces por Lema 3.16 < a, µB >= 1. Por lo tanto Hn(Rn,R−B) ∼= Λ con
generador a tal que < a, µB >= 1, entonces la identidad < 1a, µB >=< 1, a∩µB > muestra
que a ∩ µB es un generador de H0Rn ∼= Λ, por lo tanto Hi(Rn,Rn −B).

Caso 2. Supongamos que M = U ∪ V y el teorema es cierto para U , V , U ∩ V y
construimos el siguiente diagrama conmutativo.

· · · δ // Hi
comp(U ∩ V ) //

��

Hi
compU ⊕Hi

compV //

��

Hi
compM

δ //

��

· · ·

· · · ∂// Hn−i(U ∩ V ) // Hn−iU ⊕Hn−iV // Hn−iM
∂ // · · ·

entonces por el lema del cinco se cumple.

Caso 3. Sea M la unión de una familia de abiertos anidados Uα donde el teorema es
cierto para Uα H

i
compM = colimHi

compUα y Hn−iM = colimHi
compUα. Ambas afirmaciones

se siguen del hecho de que todo subconjunto compacto de M está contenido el algún Uα.
Puesto que el isomorfismo de ĺımites directos es un isomorfismo.



3.6. El isomorfismo de Thom 57

Caso 4. Si M es abierto de Rn entonces se sigue del caso 1. Más generalmente escojamos
una cubierta abierta Vn de M numerable y consideramos Vi, V2 ∪ V1, · · · , V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vk
estos son abiertos anidados y por el caso 3, tenemos el resultado.

Caso 5. M arbitrario, cubrimos M con abiertos Vα entonces por inducción transfinita,
tomando un buen orden en los ı́ndices tenemos el resultado.

3.6. El isomorfismo de Thom

Definición 3.33. Sea p : E →M un haz vectorial de dimensión real k y sea E0 el comple-
mento de la sección cero en E definimos la clase de Thom de E, como la clase de cohomoloǵıa
u ∈ Hk(E,E0) tal que para todo x ∈ M la inclusión iF : (F, F0) ↪→ (E,E0) induce un iso-
morfismo

i∗F : Hk(E,E0)→ Hk(F, F0)

que manda u a un generador. Donde F = p−1(x) y F0 los elementos en la fibra distintos de
cero.

Entonces podemos definir el isomorfismo de Thom usando la siguiente sucesión

Hi(M)
p∗ // Hi(E)

∪u // Hk(E,Eo)

Definición 3.34. Definimos el isomorfismo de Thom Φ

Φ: Hi(M) → Hi+k(E,E0)
b 7→ p∗(b) ∪ u

Teorema 3.35. Φ es un isomorfismo.

Para una demostración ver [2, pag. 358].

Corolario 3.36. Sea A subvariedad cerrada en M y sea E el haz normal a A en M y E0

los puntos en E distintos de cero entonces Hn(E,E0; Λ) ∼= Hn(M,M −A; Λ).

Para una demostración ver [16, Cor 11.2].

Para tratar los casos real y complejo de manera simultánea definimos para haces reales

b = 1 K1 = Z2 F = R

Y para haces complejos definimos

b = 2 K2 = Z F = C

Lema 3.37. Sean M y M ′ variedades diferenciables, cerradas, Kb−orientadas y sea Z ⊂M
subvariedad , Kb−orientada. Sea f : M ′ →M aplicación diferenciable transversal a Z y sea
Z ′ = f−1(Z). Denotamos como i : Z ↪→M j : Z ′ ↪→M las inclusiones y sean [Z] y [Z ′] las
clases fundamentales de Z y Z ′ entonces

J∗([Z
′]) = DM ′ ◦ f∗ ◦D−1

M ◦ i∗([Z])

donde DM ′ y DM sons los isomorfismos de dualidad de Poincaré en M y M ′
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Demostración. Sea m = dimM , m′ = dimM ′, r = dimZ y r′ = dimZ ′ puesto que Z y Z ′

tienen la misma codimensión entonces q = m − r = m′ − r′. Además f t Z, dado que M ,
M ′ y Z son Kb−orientadas entonces podemos dar a Z ′ una orientación como subvariedad
de M ′ con la orientación de la preimagen. Sea ν el haz normal de Z en M este es orientado,
ν⊕TZ = TM es una orientación que se preserva en la restricción de TM a Z. Consideremos
el siguiente diagrama

f∗ν //

��

ν

��
Z ′

f // Z

entonces tenemos que ν′ = f∗ν es el haz normal de Z ′ en M ′ de esta manera ν′ toma su
orientación de la orientación de ν. Sea E(ν) el espacio total de ν y E(ν)0 el conjunto de
elementos en E(ν) distintos de cero, análogamente E(ν′) y E(ν′)0, entonces tenemos los
siguientes isomorfismos canónicos en cohomoloǵıa

H∗(E(ν), E(ν)0;Kb) ∼= H ∗ (M,M − Z;Kb),

H∗(E(ν′), E(ν′)0;Kb) ∼= H ∗ (M ′,M ′ − Z ′;Kb).

Entonces las clases de Thom de ν y ν′ corresponden a las clases canónicas

Uν ∈ Hq(M,M − Z;Kb)

Uν′ ∈ Hq(M ′,M ′ − Z ′;Kb)

y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Hq(M,M − Z;Kb)
l //

f∗

��

Hq(M ;Kb)
DM //

f∗

��

Hr(M ;Kb) Hr(Z;Kb)
i∗oo

Hq(M ′,M ′ − Z ′;Kb)
l′ // Hq(M ;Kb)

DM′ // Hr′(M
′;Kb) Hr′(Z

′;Kb)
j∗oo

(3.1)

entonces tenemos que (ver [16] Problema 11.C)

l(Uν) = D−1
M i∗([Z])

l′(Uν′) = D−1
M ′j∗([Z])

entonces por la conmutatividad del diagrama (3.1) y el hecho de que Uν′ = f∗(Uν) tenemos
que J∗([Z

′]) = DM ′ ◦ f∗ ◦D−1
M ([Z]).

Proposición 3.38. Sean M , M ′ y P variedades cerradas Kb−orientadas, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

Q
π2 //

π1

��

P

g

��
M ′

f // M

con f y g aplicaciones diferenciables y Q es el producto fibrado definido como

Q = {(y, p) ∈M ′ × P |f(y) = g(p)},
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π1, π2 son proyecciones. Supongamos f t g y [P ] y sean [Q] las clases fundamentales de Q
y P , entonces

(−1)(m−r)mπ1∗([Q]) = DM ′ ◦ f∗ ◦D−1
M ◦ g∗([P ])

Donde DM y DM ′ denota los isomorfismos de dualidad de Poincaré en M y M ′ respectiva-
mente y la dimM = m, dimP = r.

Demostración. Sea m = dimM , m′ = dimM ′ y r = dimP , consideremos

∆ = {(y, p) ∈M ×M |f(y) = g(g)}

y sea i : ∆→M×M tenemos que f t g si y sólo si (f×g) t ∆ donde f×g : M ′×P →M×M
y observemos que

(f × g)−1(∆) = {(y, p) ∈M × P |f(y) = g(p) = x} = Q

entonces Q es una subvariedad de M ′ × P , Kb−orientada de dimensión r′ = r + m′ −m.
Sea [∆] la clase fundamental de ∆ y llamemos U∆ = D−1

M×M (i∗([∆])) y si j : Q → M ′ × P
es la inclusión entonces por el Lema 3.37 tenemos

j∗([Q]) = DM ′×P ◦ (f × g)∗ ◦ U∆

se sigue del siguiente diagrama

H∗(M ×M)
DM×M //

(f×g)∗

��

H∗(M ×M) H∗(∆)
i∗oo

H∗(M ′ × P )
DM′×P// H∗(M ′ × P ) H∗(Q)

j∗oo

que DM ′×P ◦(f×g)∗ ◦U∆ = (f×g)∗(U∆)∩ [M ′×P ] donde [M ′×P ] es la clase fundamental
de M ′×P . Sea π̄1 : M ′×P →M ′ la proyección sobre el primer factor y puesto que π1 = π̄1◦j
tenemos que

π̄1∗(j∗[Q]) = π1∗(f × g)∗(U∆) ∩ [M ′ × P ], π1∗([Q]) = ((f × g)∗(U∆)/[P ]) ∩ [M ′] (3.2)

donde [M ′] y [P] son las clases fundamentales de M ′ y P , tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

Hr(M ;Kb)
U∆/ // Hm−r(M : Kb)

f∗

��
Hr(P ;Kb)

g∗

OO

(g×f)∗(U∆)/ // Hm−r(M ′;Kb)
∩[M ′] // Hr′(M

′;Kb)

aplicando las dos composiciones a (−1)(m−r)m[P ] ∈ Hr(P ;Kb) y usando (3.2) tenemos

(−1)(m−r)m((g × f)∗(u∆)/[P ]) ∩ [M ′] = f∗((−1)(m−r)mU∆/g∗([P ])) ∩ [M ′],

entonces
(−1)(m−r)mπ1∗([Q]) = DM ′ ◦ f∗((−1)(m−r)mU∆/g

∗([P ])

y como (−1)(m−r)mU∆/ = D−1
m tenemos que

(−1)(m−r)mπ1∗([Q]) = DM ′ ◦ f∗ ◦D−1
M ◦ g

∗([P ])
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Nota 3.39. Dada una aplicación f : M ′ → M el homomorfismo f ! definido como f ! =
DM ′ ◦ f∗ ◦D−1

M es llamado el Umkerhrhomomorfismo de Hopf.



4
Clases caracteŕısticas y transversalidad

Nuestro objetivo en este caṕıtulo es definir invariantes de haces vectoriales, los cuales
son las obstrucciones para poder construir r secciones linealmente independientes de un
haz vectorial ξ = (p,E,M) de rango n ≥ r dichas obstrucciones son clases de cohomoloǵıa
llamadas clases caracteŕısticas de ξ.

4.1. Preliminares

Recordemos algunas convenciones de notación para poder tratar los casos real y complejo
de manera simultánea. Para haces reales definimos

b = 1 K1 = Z2 F = R

Para haces complejos definimos

b = 2 K2 = Z F = C

Recordemos que Gn(Fn+k) = {F − subespacios de dimensión n en Fn+k} es la varie-
dad de Grassmann suave de dimension bnk. Particularmente tenemos que FPn = G1(F) es
el F-espacio proyectivo de dimensión n es decir las F−ĺıneas en Fn+1 que pasan por el origen.

Llamemos γn(Fn+k) = {(`, v) ∈ Gn(Fn+k) × Fn+k|v ∈ `} el haz canónico de dimen-
sión n ó haz tautológico y denotamos γ1

n el haz de ĺıneas canónico sobre FPn es decir
γ1
n = γ1(Fn+1).

Sea n ∈ N definimos v(n) = bn − 1 y sea Sv(n) = {x ∈ Fn| ‖x‖ = 1} la v(n)-esfera.
Consideremos la acción

Sv(1) × Sv(n+1) −→ Sv(n+1)

(λ, x) 7−→ λx = (λx1, λx2, . . . , λxn+1)

y denotamos FPn ∼= Sv(n+1)/Sv(1).
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Ahora consideremos Sv(1) actuando sobre Sv(n+1)×Fn con la acción dada de la siguiente
manera

Sv(1) × Sv(n+1) ×Fn −→ Sv(n+1) ×Fn
(λ, x, v) 7−→ (λx, λv)

y definimos el haz vectorial εn → FP
n

Sv(n+1) ×Fn/Sv(1) −→ FP
n

[x, v] 7−→ [x]

El haz de ĺıneas γ1
n
∼= (Sv(n+1) × F)/Sv(1) lo podemos describir de manera análoga donde

la acción está dada por (λ, x, v) 7→ (λx, λv).

(Sv(n+1) ×F)/Sv(1) −→ FP
n

[x, v] 7−→ [x]

Ejemplo 4.1.
S1 ×R/S0

Lema 4.2. El haz ζn es isomorfo a la suma de Whitney de n copias del haz de ĺıneas
canónico γ1

n sobre FPn.

Demostración. Consideremos la aplicación diagonal ∆[x] = ([x], . . . , [x]) y consideremos el
siguiente mapeo de haces

∆̃[x, (v1, . . . , vn)] = ([x, v1], [x, v2], . . . , [x, vn])

el cual está bien definido puesto que

∆̃[λx, λ(v1, . . . , vn)] = ([λ(x, v1)], . . . , [λ(x, vn)])

veamos que el siguiente diagrama conmuta

Sv(n+1) ×Fn/Sv(1) ∆̃ //

π

��

γ1
n × γ1

n · · · × γ1
n

π̃

��
FP

n ∆ // FPn × · · · ×FPn

Notemos que
∆ ◦ π([x, (v1, . . . , vn)]) = ∆([x]) = ([x], . . . , [x])

y que
π̃ ◦ ∆̃([x, (v1, . . . , vn)]) = π̃([x, v1], . . . [x, vn]) = ([x], . . . , [x])

Ahora
∆∗(γ1

n × · · · × γ1
n) //

π

��

γ1
n × · · · × γ1

n

π̃

��
FP

n ∆ // FPn × · · · ×FPn

y ∆∗(γ1
n × γ1

n) ∼= γ1
n ⊕ · · · ⊕ γ1

n como π−1([X]) = {[x, v] ∈ ζn|π([x], v) = [x]} ∼= Fn y como
π̃−1([x], . . . , [x]) = {([x, v1], [x, v2], . . . , [x, vn])} = Fn por lo tanto es el pull-back restringido
a la diagonal, entonces

ζn ∼= ∆∗(γ1
n × · · · × γ1

n) ∼= γ1
n ⊕ · · · ⊕ γ1

n
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4.2. Morfismos de haces vectoriales genéricos

Sea ξ y ζ dos haces vectoriales suaves sobre una variedad diferenciable M .

ζ

π
��

ξ

π′��
M

Recordemos que el haz de morfismos $ : HomF(ζ, ξ) → M donde la fibra es $−1(v) =
{hv : ζv → ξv|v ∈M} es decir $−1(v) = HomF(ζv, ξv).
Consideremos los siguientes haces inducidos por la aplicación $

$∗(ζ) //

��

ζ

π

��
HomF(ζ, ξ)

$ // M

$∗(ξ) //

��

ξ

π′

��
HomF(ζ, ξ)

$ // M

entonces definimos el morfismo de haces tautológico

$∗(ζ)
τ //

&&

$∗(ξ)

xx
HomF(ζ, ξ)

como τ : $∗ζ → $∗ξ

$∗ξ //

��

ξ

��

$∗ζ

τ

99

//

��

ζ

��
HomF(ζ, ξ)

$ // M

entonces en fibras
τv : $∗ζv //

∼=
��

$∗ξv

∼=
��

ζ$(v)
// ξ$(v)

esto es que la restricción a la fibra sobre v ∈ HomF(ζ, ξ) es v misma vista como una trans-
formación lineal de ζ$(v) → ξ$(v) es decir τv = v.

Un morfismo de haces h : ζ → ξ induce una partición de M dado por conjuntos “singu-
lares”

Zj(h) = {x ∈M |dimF kerhx = j} donde 0 ≤ j ≤ rango ζ

consideremos también Zj(τ) = {v ∈ HomF(ζ, ξ)|dimF ker τv = j}. Entonces Zj(τ) es un
subhaz fibrado de HomF(ζ, ξ) con fibra

Zj(τ)x = {v ∈ HomF(ζx, ξv)|dim ker v = j}.
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Lema 4.3. Sea F(k, n) el espacio vectorial de matrices k× n con entradas en F y Fr(k, n)
el subconjunto de matrices k × n de rango r con r ≤ min{n, k} entonces Fr(k, n) es una
subvariedad de F(k, n) de codimension (k − r)(n− r).

Demostración. Sea α ∈ Fr(k, n), intercalando columnas y renglones podemos asumir que
la submatriz r × r superior izquierda de α tiene determinate cero. Una carta U ⊂ F(k, n)
alrededor de α está dada por matrices de la forma(

A AB
C CB +D

)
con A ∈ F(r, r) y con det(A) 6= 0, B ∈ F(r, n − r), C ∈ F(k − r, r), D ∈ F(k − r, n − r)
haciendo operaciones básicas que no cambien el rango podemos reducir la matriz en forma
escalonada y aśı tenemos que la matriz anterior tiene el mismo rango que(

A 0
C D

)
la cual tiene rango r, entonces una carta v ∈ Fr(k, n) alrededor de α está dada por matrices
con D = 0. La carta v tiene dimensión r2 + (k− r)r+ r(n− k) entonces v tiene codimensión
(k − r)(n− r)

Corolario 4.4. Sean ζ y ξ haces vectoriales sobre una variedad M de rango k y n respecti-
vamente entonces Zj(τ)x es una subvariedad de HomF(ζx, ξx) de codimensión F j(n−k+j).

La demostración se sigue del lema anterior. Puesto que Zj(τ)x es invariante bajo la acción
del grupo estructural de HomF(ζ, ξ) tenemos que Zj(τ) es una subvariedad de HomF(ζ, ξ)
con codimensión real codimRZj(τ) = bj(n−k+j). Esto fue probado por Thom [21, Teorema
2] y generalizado después por Boardman [3, Teorema (6.1)]

Notemos que Zl(τ) y Zj(τ) con l 6= j entonces el rango de v ∈ Zj(τ) es menor que el rango
de v′ ∈ Zj(τ), entonces Zl(τ) pertenece a la adherencia de Zj(τ) puesto que para cualquier
elemento v′ ∈ Zj(τ) existen n − j columnas independientes y estas columnas podemos
hacerlas variar continuamente para reducirlas a n− l columnas linealmente independientes.
Por lo tanto Z̄j(τ) =

⋃
l≥j Zl(τ). De hecho los subconjuntos Zl(τ) con l ≥ j dan una

estratificación de Whitney de Zj(τ).

Definición 4.5. Un morfismo de haces vectoriales h : ζ → ξ se dice genérico si la sección
correspondiente sh de HomF(ζ, ξ) es transversal a todas las subvariedades Zj(τ).

Los morfismos genéricos de haces vectoriales forman un subconjunto abierto denso en el
espacio de todos los morfismos de haces vectoriales, con la topoloǵıa de Whitney C∞. Esto
se sigue de [4, 14.6]

Proposición 4.6. Sean ζ, ξ haces vectoriales sobre una variedad M de rangos k y n respec-
tivamente si h : ζ → ξ es genérico entonces Zj(h) es una subvariedad de M de codimensión
real bj(n− k + j).

Demostración. Sea sh la sección de HomF(ζ, ξ) correspondiente a h : ζ → ξ genérico tal que
sh t Zj(τ) y notemos que

s−1
h (Zj(τ)) = {x ∈M |dimF ker sh(x)=j} = {x ∈M |dimF kerhx = j}

por lo tanto s−1
h (Zj(τ)) = Zj(h) y por el Teorema 1.29 Zj(h) es una subvariedad de M de

codimensión bj(n− k + j).
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4.3. La variedad Z̃(h)

Sea ξ un haz vectorial suave de rango n sobre una variedad M cerrada, Kb-orientada
de dimensión m y sea h : εk → ξ un morfismo de haces, entonces definimos los siguientes
conjuntos:

Z̃(h) = {(x, L) ∈M ×FPk−1|(x, L) ⊂ kerhx}

Z̃◦(h) = {(x, L) ∈ Z̃(h)|(x, L) = kerhx}.

Sea τ el morfismo de haces tautológico sobre HomF(εk, ξ) entonces tenemos

Z̃(τ) = {(f, L) ∈ HomF(εk, ξ)×FPk−1|($(f), L) ⊂ ker f$(f)}

Proposición 4.7. Sea φ̂ : Z̃(τ)→ HomF(εk, ξ) la proyección sobre le primer factor, enton-
ces:

1. φ̂(Z̃(τ)) = Z̄1(τ)

2. Z̃(τ) es una subvariedad de HomF(εk, ξ) de codimensión real bn

Demostración. (1) Sea (f, L) ∈ Z̃(τ), ($(f), L) ⊂ ker f$(f) entonces dim ker f$(f) ≥ 1 como

φ̂(f, L) = f ∈ Z̄(τ) = ∪l≥1Zl(τ). Por otro lado si f ∈ Z̄1(τ) la dim ker f$(f) es al menos 1

y contiene una ĺınea, entonces (f, L) ∈ Z̃(τ) y ˆφ(f, L) = f .
(2) Sea $ : HomF(εk, ξ)→M consideremos el siguiente diagrama,

φ̂∗$∗(ξ) //

||

$∗ξ //

��

ξ

��

φ̂($∗(εk)) //

��

55

$∗εk //

��

τ

99

εk

��
HomF(εk, ξ)×FPk−1 φ̂ // HomF(εk, ξ)

$ // M

entonces definimos ε′ = φ̂∗$∗(εk) = Hom(ε, ξ)×FPk−1×Fk y ξ′ = φ̂∗$∗(ξ). Definimos un
subhaz ε1 de ε′ como

ε1 = {(f, L, v) ∈ HomF(εk, ξ)×FPk−1 ×Fk|v ∈ L}

sea $′ : HomF(ε′, ξ′)→ HomF(εk, ξ)×FPk−1 y definimos la sección ψ(f, L) = f |L

HomF(ε1, ξ
′)

$

��
HomF(εk, ξ)×FPk−1

ψ

]]

donde f |L es la restricción de f a la ĺınea L y notemos que ψ−1(ψ0) = {(f, L) ∈ HomF(εk, ξ)×
FP

k−1|f |L = 0 es decir L ⊂ ker f$(f)} = Z̃(τ) donde ψ0 es la sección cero, es decir que

Z̃(τ) es el conjunto de ceros de la sección ψ. Es fácil ver que ψ t ψ0 lo cual implica que
Z̃(τ) es una subvariedad compacta de M ×FPk−1, además puesto que la sección cero ψ0 es
una subvariedad de HomF(ε1, ξ

′) de codimensión real bn entonces Z̃(τ) tiene codimensión
bn en HomF(εk, ξ)×FPk−1.
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Proposición 4.8. Sea h : ε → ξ un morfismo genérico de haces, entonces Z̃(h) es una
subvariedad compacta de M ×FPk−1 de dimensión m+ b(k − n− 1).

Demostración. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

HomF(εk, ξ)×FPk−1 φ̂ //

$×id
��

HomF(εk, ξ)

$

��
M ×FPk−1 φ //

s̃h

AA

M

sh

]]

donde $ : HomF(εk, ξ)→M es el haz de morfismos, φ y φ̃ las proyecciones correspondientes,
sh la sección de $ correspondiente a h y s̃h dada como s̃h = sh × id, sea τ el has de
morfismos tautológico sobre HomF(εk, ξ) → M . Notemos que s̃−1

h (Z̃(τ)) = {(x, L) ∈ M ×
FP

k−1|(sh(x), L) ∈ Z̃(τ) es decir L ⊂ kerhx} = Z̃(h) entonces es suficiente ver que s̃h t
Z̃(τ). Sea (x, L) ∈ Z̃(h) entonces s̃h(x, L) = (hx, L) ∈ Z̃(τ), puesto que h es genérico shx es
transversal a Zj(τ) esto es

d(sh)x(TxM)⊕ ThxZj(τ) = Thx HomF(εk, ξ),

por otro lado notemos que

d(s̃h)x,L(TxM ⊕ TLFPk−1)⊕ T(hx,L)Z̃(τ)

∼=d(sh)x(TxM)⊕ d(id)L(TLFP
k−1)⊕ T(hx,L)

∼=d(sh)x(TxM)⊕ TLFPk−1 ⊕ T (hx, L)Z̃(τ)

⊇Thx Hom(εk, ξ)× TLFPk−1

esta contención se da de manera trivial, ahora si tomamos w ∈ TL(FPk−1) tal que w =
ufp − vfp con ufp ∈ TL(FPk−1) y vfp ∈ TlZ̃(τ) tenemos la otra contención por lo tanto

d(sh)x(TxM)⊕ TLFPk−1 ⊕ T (hx, L)Z̃(τ) ∼= Thx Hom(εk, ξ)⊕ TLFPk−1

Y puesto que Z̃(τ) es cerrado en HomF(εk, ξ)×FPk−1 entonces Z̃(h) es cerrado en el espacio
M × FPk−1 el cual es compacto por lo tanto Z̃(h) es compacto y por la Proposición 4.7
tenemos que Z̃(h) tiene codimensión bn en M × FPk−1 por lo cual tiene dimensión real
m+ b(k − n− 1).

Proposición 4.9. sea φ : Z̃(h) → M la proyección sobre el primer factor entonces φ es
propia y manda Z̃◦(h) de manera difeomorfa a Z1(h).

Demostración. Notemos que φ(Z̃(h)) = Z̄1(h) = ∪l≥1Zl(h). Sea (x, L) ∈ Z̃, es decir (x, L) ⊂
kerhx entonces dim(kerhx) es al menos uno, por lo tanto x ∈ ∪l 6=1Zl(h), por otro lado si
x ∈ ∪Zl(h), entonces x ∈ Zl(h) para algún j, por lo cual dim kerHx = j entonces contiene
una ĺınea L, por lo tanto (x, L) ⊂ kerHx entonces (X,L) ∈ Z̃(h) y φ(x, L) = x. Puesto
que M y M × FPk−1 son compactos y los subespacios Z̃(h) y Z̄(h) son cerrados en M y
M ×FPk−1 respectivamente entonces

φ : M ×FPk−1|Z̃(h) →M

es propia. Tenemos que

φ−1(Z1(h)) = {(X,L ∈ Z̃(h)| kerHx = L)} = Z̃◦(H).
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Para cada x ∈ Z1(h) tenemos que la dim kerHx = 1 entonces tiene una sola preimagen
en Z̃◦, puesto que Z̃◦ es abierto en Z̃(h) entonces Z̃◦ es una subvariedad, por lo cual φ
restringida a Z̃◦(h) es un difeomorfismo.

Proposición 4.10. La variedad Z̃(h) es Kb-orientada, entonces tiene clase fundamental
[Z̃(h)] ∈ Hd(Z̃(h);Kb) donde d = dim Z̃(h).

Demostración. Consideremos dos casos.
Primero cuando b = 1 y kb = Z2 en este caso toda variedad tiene una única Z2−orientación
y como Z̃(h) es compacta de dimensión d = m+b(k−n−1) entonces [Z̃(h)] ∈ Hd(Z̃(h);Z2).
Ahora si b = 2, kb = Z y Z̃(h) es orientada, tomemos εk y ξ haces vectoriales complejos,
entonces estos tienen orientación canónica por lo cual HomF(εk, ξ) tiene una orientación
canónica definida por (εk)∗⊗ ξ. M es Z−orientable, entonces HomF(εk, ξ) es Z−orientable.
Puesto que HomF(ε1, ξ

′) es un haz complejo sobre HomF(εk, ξ)×FPk−1 entonces tiene orien-
tación canónica, además como HomF(εk, ξ)×FPk−1 es Z−orientable, entonces HomF(ε1, ξ

′)
es Z−orientable, tomemos ψ0 la sección cero en HomF(ε1, ξ

′) la cual es una subvariedad
Z−orientada al ser una copia de la base es decir ψ0 es difeomorfa a HomF(εk, ξ)×FPk−1.
Puesto que Z̃(τ) = ψ−1(ψ0) entonces Z̃(τ) es Z−orientada. Por otro lado puesto que
h : εk → ξ es un morfismo genérico entonces por la Proposición 4.8 tenemos s̃h t Z̃(τ).
Finalmente puesto que s̃−1

h (Z̃(τ)) = Z̃(h) entonces tenemos que Z̃(h) es Z−orientable por

lo tanto [Z̃(h)] ∈ Hd(Z̃(h),Z).

4.4. Clases caracteŕısticas

4.4.1. Axiomas de clases caracteŕısticas

Sea ξ un haz vectorial sobre B sobre un campo F, consideremos las clases caracteŕısti-
cas asociadas, como clases de cohomoloǵıa en H∗(B,Kb) las cuales satisfacen los siguientes
axiomas (Hirzebruch) que las caracterizan.

Axioma 1. Para cada haz vectorial ξ de rango n le corresponde una sucesión de clases
de cohomoloǵıa

cli(ξ) ∈ Hbi(B;Kb), i = 0, 1, 2, . . .

tal que cl0(E) = 1 y cli(E) = 0 si i > n.

Axioma 2. Si f : B′ → B es una aplicación continua, entonces

cli(f
∗(ξ)) = f∗(cli(ξ)).

Axioma 3. Si ξ y η son haces vectoriales sobre B entonces

cli(ξ ⊕ η) =

i∑
j=0

clj(ξ) ∪ cli−j(η)

Axioma 4. Para el haz de ĺıneas canónico γ1
1 sobre FP1 tenemos

cl1(γ1
1) = −g1 ∈ Hb(FP1,Kb).

Denotamos como g1 al generador canónico de Hbn(FPn,Kb) que es el dual de Kronecker
de la clase fundamental de FPn, en el caso CPn este es la clase dada por su orientación
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canónica . La suma cl(ξ) = 1 + cl1(ξ) + · · ·+ cln(ξ) es la clase caracteŕıstica total.

En nuestra construcción mostraremos que las clases caracteŕısticas se caracterizan por
los axiomas 1, 2, 3’, 4’donde los axiomas 3’y 4’son los siguientes:

Axioma 3’. Sea εk el haz producto de rango k entonces

Cliξ ⊕ εk = Cli(ξ).

Axioma 4’. Sea ζn el haz canónico de rango n sobre FPn entonces

Cln(ζn) = (−1)ngn ∈ Hbn(FPn;Kb).

Denotamos cli(ξ) a las clases que satisfacen los axiomas 1,2,3 y 4 y como Cli(ξ) a las
clases que satisfacen los axiomas 1,2,3’y 4’. La equivalencia de los axiomas la probaremos
mas adelante.

Para haces vectoriales reales las clases cli(ξ) son llamadas clases de Stiefel-Whitney
wi(ξ), para haces vectoriales complejos las clases cli(ξ) son llamadas clases de Chern ci(ξ).

4.4.2. Definición de las clases Cli(ξ)

Recordemos que los morfismos genéricos de haces son densos en el espacio de todos los
morfismos de haces vectoriales por [4, 14.6].

Definición 4.11. Sea ξ un haz vectorial sobre un campo F, suave de rango n sobre una
variedad M de dimensión m, cerrada, suave, Kb−orientada. Sea h : εn−i+1 → ξ un morfismo
genérico de el haz producto de rango n− i+ 1 al haz ξ, definimos las clases

Cli(ξ) = φ̂([Z̃(h)]) ∈ Hbi(M ;Kb)

donde φ̂ = φ∗ ◦DM y [Z̃(h)] es la clase fundamental de Z̃(h).

Hm−bi(Z̃(h);Kb)

φ̂ ((

φ∗ // Hm−bi(M ;Kb)

D

��
Hbi(M ;Kb)

OO

Proposición 4.12. Sean ξ ∼= ξ′ entonces Cli(ξ) = Cli(ξ
′).

Demostración. Sean ξ ∼= ξ′ entonces existe una aplicación f tal que restringido a fibras es
isomorfismo ĺıneal y que hace conmutar el siguiente diagrama

ξ′

p′

��

f // ξ

p

��
M

id // M

Sea h : εn−i+1 → ξ un morfismo genérico de haces, del haz producto de rango n − i + 1 al
haz ξ y h′ : εn−i+1 → ξ′ definido como h′ = f−1 ◦ h entonces por el Corolario 4.6 todos
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los conjuntos singulares Zj(h) y Zj(h
′) son subvariedades de M . Consideremos el haz de

morfismos π : HomF(εn−i+1, ξ) → M y el haz de morfismos π′ : HomF(εn−i+1, ξ′) → M
entonces tenemos el siguiente diagrama

HomF(εn−i+1, ξ′)

π′

��

f̄ // HomF(εn−i+1, ξ)

π

��
M

id //

sh′

BB

M

sh

\\
(4.1)

con f̄ definido como v 7→ f ◦ v, puesto que f es isomorfismo podemos definir la inversa de f̄
como v′ 7→ f−1 ◦ v′ entonces f̄ es isomorfismo. Ahora sea sh la sección de HomF(εn−i+1, ξ)
correspondiente a h, definimos la sección sh′ de HomF(εn−i+1, ξ′) mediante

sh′(x) = f̄−1(sh(x))

Sean τ y τ ′ morfismos de haces tautológicos sobre HomF(εn−i+1, ξ) y HomF(εn−i+1, ξ′)
respectivamente, ya que h es genérico tenemos que sh t Zj(τ), por otro lado notemos que

f̄−1(Zj(τ)) = {v′ ∈ HomF(εn−i+1, ξ′)|f̄(v′) ⊂ Zj(τ)}
= {v′ ∈ HomF(εn−i+1, ξ′)|dim ker τf◦v′ = j}
= {v′ ∈ HomF(εn−i+1, ξ′)|dim ker f ◦ v′ = j}
= {v′ ∈ HomF(εn−i+1, ξ′)|dim ker v′ = j}
= {v′ ∈ HomF(εn−i+1, ξ′)|dim ker τ ′v′ = j}
= Zj(τ

′)

Dado que el diagrama (4.1) conmuta tenemos que f̄ ◦ sh′ t Zj(τ) para toda j, esto es

d(f̄ ◦ s′h)(TxM)⊕ Tf̄◦sh(x)Zj(τ) = Tf̄◦sh(x) Hom(εn−i+1, ξ)

ahora si aplicamos df̄−1 tenemos

df̄−1
(
d(f̄ ◦ s′h)(TxM)⊕ Tf̄◦sh(x)Zj(τ)

)
= df̄−1Tf̄◦sh(x) Hom(εn−i+1, ξ)

df̄−1(df̄(ds′h(TxM)⊕ Tf̄◦sh′ (x)Zj(τ))) = df̄−1Tf̄◦sh(x) Hom(εn−i+1, ξ)

ds′h(TxM)⊕ Tsh′ (x)Zj(τ
′) = Ts′h(x) Hom(εn−i+1, ξ′)

por lo tanto sh′ t Zj(τ
′). Ahora consideremos

HomF(εn−i+1, ξ′)×FPn−1 f̄×id //

��

HomF(εn−i+1, ξ)

��
M ×FPn−1 id //

sh′×id

AA

M

sh×id

]]

y notemos que

(sh′ × id)−1(Z̃(τ ′)) = {(x, L) ∈M ×FPn−1|sh′ × id ⊂ Z̃(τ ′)}
= {(x, L) ∈M ×FPn−1|(x, L) ⊂ kerh′x}
= Z̃(h′)
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(sh × id)−1(Z̃(τ)) = {(x, L) ∈M ×FPn−1|sh × id ⊂ Z̃(τ)}
= {(x, L) ∈M ×FPn−1|(x, L) ⊂ kerhx}
= Z̃(h)

entonces tenemos que φ : Z̃(h) → M y φ′ : Z̃(h′) → M son la misma aplicación y por lo
tanto definen la misma clase de homoloǵıa.

Teorema 4.13. Las clases Cli(ξ) = φ̂([Z̃(h)]) satisfacen los axiomas 1, 2, 3’y 4’.

Demostración. Demostraremos que las clases Cli(ξ) satisfacen los axiomas.

Axioma 1 Recordemos que Z̃(h) es una variedad de dimensión m − bi, entonces po-
demos tomar [Z̃(h)] ∈ Hm−bi(Z̃(h);Kb) por lo tanto Cli(ξ) ∈ Hm−bi(M ;Zb). Si i = 0
tenemos que φ(Z̃(h)) = M , entonces Z̄1(h) = M y por la Proposición 4.9 cualquier
x ∈ Z1(h) es un valor regular de φ con sólo una preimagen, por lo tanto φ tiene grado
uno y Cl0(ξ) = 1 ∈ H0(M ;Kb), ahora si i > n la construcción no tiene sentido por lo tanto
definimos Cli(ξ) = 0 ∈ Hbi(M ;Kb).

Axioma 2 Sea f : M ′ →M una aplicación diferenciable y consideremos el haz inducido

f∗ξ
f̄ //

p′

��

ξ

p

��
M ′

f // M

y sea h : εn−i+1 → ξ morfismo genérico de haces y recordemos que los conjuntos singulares
Zj(M) son subvariedades de M . Sin perdida de generalidad suponemos que f es transver-
sal a Zj(h). Consideremos el haz de morfismo $ : HomF(εn−i+1, ξ) → M y tenemos que
f∗HomF(εn−i+1, ξ) ∼= HomF(f∗εn−i+1, f∗ξ) y por la propiedad universal del haz inducido
tenemos f∗εn−i+1

M
∼= εn−i+1

M ′ , tenemos el siguiente diagrama del pull-back

HomF(εn−i+1
M ′ , f∗ξ)

f̄ //

��

HomF(εn−i+1
M , f∗ξ)

p

��
M ′

f //

sg

BB

M

sh

\\

sean τy τ ′ haces tautológicos sobre HomF(εn−i+1
M , ξ) y HomF(εn−i+1

M ′ , f∗ξ) respectivamente
entonces tenemos que Zj(τ

′) = f−1(Zj(τ)). Definimos una sección de sg de $′ como sg(y) =
(y, f̄−1

y (sh(f(y)))) el cual está bien definido puesto que f̄ es isomorfismo restringido a fibras.
Ahora necesitamos ver que sg es transversal a toda Zj(τ

′) puesto que h es genérico tenemos
que sh es transversal a Zj(τ

′) para toda j, por otro lado Zj(h) = s−1
h (Zj(τ)) y recordemos

que tomamos f transversal a zj(h) para toda j entonces sh ◦f es transversal a Zj(τ) y como
el diagrama conmuta tenemos que f̄ ◦ sg es transversal a Zj(τ) para toda j, esto es sg es
transversal a Zj(τ

′) y puesto que Zj(τ
′) = f̄−1(Zj(τ)) y que f̄ es transversal a Zj(τ) y del

diagrama tenemos que Zj(g) = f−1(Zj(h)) entonces Z̄j(g) = f−1(Z̄j(h)).

Sea φ : Z̃(h)→M y φ′ : Z̃(g)→M ′, puesto φ(Z̃(h)) = Z̄1(h) y f es transversal a todas las
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Zj(h) tenemos las transversalidad de f con φ y más aún

M ′ t Z̃(h) = {(y, x, L) ∈M ′ × Z̃(h)|f(y) = φ(x, L), (x, L) ⊂ kerhx}
= {(y, f(x), L) ∈M ′ × Z̃(h)|(f(y), L) ⊂ kerhf(y)}
∼= {(y, L) ∈M ′ ×FPn−i|(y, L) ⊂ ker gy}
= Z̃(g).

Entonces tenemos el siguiente diagrama

Z̃(g) //

φ′

��

Z̃(h)

φ

��
M ′

f // M

entonces usando la Proposición 3.38 tenemos que

(−1)bimφ′∗([Z̃(g)]) = DM ′ ◦ f∗ ◦D−1
M ◦ φ∗([Z̃(h)]).

Para el caso b = 1 (real) usamos coeficientes en Z2 por lo cual el signo no es impor-
tante, para el caso b = 2 (complejo), el signo es siempre positivo, entonces tenemos que
f∗ : H∗(M ;Kb)→ H∗(M ′;Kb) mapea el dual de Poincaré de la clase φ∗([Z̃(h)]) al dual de
Poincaré de la clase φ′∗([Z̃(h)]). Entonces Cli(f

∗ξ) = f∗(Cli(ξ)).

Axioma 3’ Sea h : εn−i+1 → ξ morfismo genérico de haces y consideremos h⊕idεk : εn−i+1⊕
εk → ξ ⊕ εk, notemos que Zj(h ⊕ idεk) = {x ∈ M |dimF ker(h ⊕ idεk)x = j} = Zj(h) para
toda j. Veamos que h⊕ idεk es genérico, consideremos el morfismo de haces

HomF(εn−i+1, ξ)
f̂ //

&&

HomF(εn−i+1 ⊕ εk, ξ ⊕ εk)

vv
Msh

YY

sh⊕idεk

@@

con f̂ dado por f̂(v) = v⊕idεk . Sean τ y τ ′′ haz de morfismos tautológicos sobre HomF(εn−i+1, ξ)

y HomF(εn−i+1 ⊕ εk, ξ ⊕ εk) respectivamente, entonces tenemos que Zj(τ) = f̂−1(Zj(τ)),
como h es genérico tenemos que sh es transversal a Zj(τ). Sea sh⊕id

εk
la sección correspon-

diente a sh ⊕ idεk , entonces sh ⊕ idεk = f̂ ◦ sh. Para probar que sh ⊕ idεk es transversal a
Zj(τ

′′) es suficiente ve que f̃ es transversal a Zj(τ
′′). Usando el hecho de que Zj(τ) es una

subvariedad de codimensión b(n− k + j) tenemos las siguientes igualdades

dim HomF(εn−i+1, ξ) = b2(n− i+ 1)n+m,

dimZj(τ) = b2(n− i+ 1)n+m− bj(n− k + j),

dimZj(τ
′′) = b2(n− i+ 1 + k)(n+ k) +m− bj(n− k + j).

Sea v ∈ Zj(τ) y w = f̂(v) necesitamos probar que

dim{df̂v(Tv Hom(εn−i+1, ξ))⊕ TwZj(τ ′′)} = dim{Tw HomF(εn−j+i ⊕ εk, ξ ⊕ εk)}.

Como df̂v(Tv Hom(εn−i+1, ξ) ∩ TwZj(τ ′′)) = TvZj(τ) entonces

dim{df̂v(Tv Hom(εn−i+1, ξ)⊕ TwZj(τ ′′))} = dim{df̂v(Tv Hom(εn−i+1, ξ)}+ dim{TwZj(τ ′′))} − dim{TvZj(τ)}
= b2(n− i+ 1 + k)(n+ k) +m

= dim HomF(εn−i+1 ⊕ εk, ξ ⊕ ek)
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y como sh⊕id
εk

es transversal a Zj(τ
′′) tenemos que h ⊕ idεk es genérico y z̃(h ⊕ idεk) es

una subvariedad de M ×Fn−i+k de dimensión m− bi. Sea Φ: M ×FPk−i →M ×Fn−i+k
definida como

φ((x, [x1, · · · , xn−i+j ])) = (x, [x1, · · · , xn−j+1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
k

])

donde [x1, · · · , xn−i+1] ∈ FPn−i dado en coordenadas homogéneas, entonces por la Propo-
sición 4.9 tenemos que Φ manda de manera difeomorfa a Z̃(h) en Z̃(h⊕ idεk)y tenemos que
Z̄1(h⊕ idεk) = Z̄1(h) entonces el siguiente diagrama conmuta

Z̃(h)

φ

%%
Φ

��

M

Z̃(h⊕ idεk)

φ̌

99

entonces φ∗([Z̃(h)]) = φ̌∗([Z̃(h⊕ idεk)]) por lo tanto Cli(ξ ⊕ εk) = Cli(ξ),

Axioma 4’ Sea ζn el haz canónico sobre FPn, definimos un morfismo de haces h : ε1 →
ζn definido como

h(([x1, · · · , xn+1], t)) = [x1, · · · , xn+1, tx1, · · · , txn]

tenemos que HomF(ε1, ζn) ∼= ζn y la sección sh asociada a h está dada por

sh([x1, · · · , xn+1]) = [x− 1, · · · , xn+1, tx1, · · · , txn].

Sea τ morfismo tautológico sobre HomF(ε1, ζn), el único conjunto singular es Z1(τ) = S1 y es
igual a la sección cero, sea x0 = [0, · · · , 0, 1] ∈ FPn y R = sh(FPn) ⊂ HomF(ε1, ζn), enton-
ces R∩S1 = [x0, 0]. Ahora, queremos ver que R es transversal a S1, sea x = (x1, · · · , xn+1) ∈
Fn+1, x̃ = (x1, · · · , xn) ∈ Fn y x = (x̃, xn+1), tenemos que el espacio tangente a HomF(ε1,Fn)
en el punto [x, v] está dado por

T[x,v] HomF(ε1, ζn) = {< y,w > | < y,w >∈ Fn+1 ×Fn, x · y = 0}

donde < y,w > es la orbita de (y, w) ∈ Fn+1 × Fn bajo la acción de Sv(1) dado por
λ(y, w) = (λy, λw), entonces

T[x0,0] HomF(ε1, ζn) = {< y,w > | < y,w >∈ Fn+1 ×Fn, y = (ỹ, 0)}

puesto que la condición x0 · y = 0 es equivalente a y ponemos la última coordenada igual a
cero y tenemos las siguientes

T[x0,0]S1 = {< y, 0 > |(y, 0) ∈ Fn+1 ×Fn, y = (ỹ, 0)}

T[x0,0]R = {< y,w > |(y, w) ∈ Fn+1 ×Fn, y = (w, 0)}

si < y,w >∈ Tx0,0 HomF(ε1, ζn) entonces < (ỹ, 0), w >=< (w, 0), w > + < (ỹ−w, 0), 0 >
entonces tenemos que < (w, 0), w >∈ T[x0,0]R y < (ỹ − w, 0), 0 >∈ T[x0,0]S1 por lo tanto S1
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es transversal a R entonces h es genérico y Z1(h) = {x0} es una subvariedad de dimensión
cero. Cuando F = C tenemos que tomar en cuenta las orientaciones, puesto que FP0 es un
punto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

HomF(ε′, ζn)×FP0 φ̂ //

π×id
��

HomF(ε′, ζn)

π

��
FP

n ×FP0 φ //

s̃h

AA

FP
n

sh

]]

tenemos que tomar las orientaciones de CPn, Z1(τ) y de HomF(ε1, ζn) de manera que estas
determine una orientación en Z1(h) puesto que podemos identificar Z̃(τ) con Z1(τ) y Z̃(h)
con Z1(h), tenemos que [Z̃(h)] = [Z1(h)].
Sea {e1, · · · , en+1} base canónica de Cn+1 , {f1, · · · , fn} base canónica de Cn. La base
de Tx0

CPn bajo d(sh)x0
es la base de T[x0,0]R dada por {< e1, f1 >, · · · , < en, fn >},

por otro lado la base de T[x0,0]S1 está dada por < e1, 0 >, · · · , < en, 0 > y la base de
T[x0,0] Hom(ε1, ζn) es {< e1, f1 >, · · · , < en, fn >,< 0, f1 >, · · · , < 0, fn >}. Dado que sh es
transversal a S1 una base para T[x,0,0]R⊕T[x0,0]S1 está dada por {< e1, f1 >, · · · , < en, fn >
,< e1, 0 >, · · · , < en, 0 >} por lo cual

sign{< e1, 0 >, · · · , < en, 0 >,< 0, f >, · · · , < 0, fn >}

= (−1)n
2

sign{< e1, f1 >, · · · , < en, fn >,< e1, 0 >, · · · , < en, 0 >}

por lo tanto [Z̃(h)] = (−1)n
2

x0 ∈ H0({x0};Kb) y entonces

Cln(ζn) = φ!([Z̃(h)]) = (−1)n
2

gn ∈ Hbn(FPn,Kb)

4.4.3. Generalización

Hasta el momento hemos definido las clases Cli(ξ) para haces vectoriales sobre una varie-
dad diferenciable. Pero estas pueden ser definidas para cualesquiera haz vectorial numérico
usando el hecho de que cualquier haz vectorial numérico es un pull-back del haz universal.

Sea γn(Fn+l) el haz canónico sobre la variedad de Grassmann Gn(Fn+l). Tomemos la
inclusiones Fn+l ⊂ Fn+l+1 ⊂ · · · las cuales nos dan inclusiones Gn(Fn+l) ⊂ Gn(Fn+l+1) ⊂
· · · y a su vez tenemos γn(Fn+l) ⊂ γn(Fn+l+1) ⊂ · · · . Denotemos Gn = Gn(F∞) =
∪lGn(Fn+l) y a γn = ∪lγn(Fn+l) con la topoloǵıa del ĺımite directo. Sea ll : Gn(Fn+l)→ Gn
las inclusiones, tenemos el siguiente isomorfismo

λ : Hbi(Gn;Kb) −→ ĺım←−H
bi(Gn)

ω 7−→ ((l0)∗(ω), (l1)∗(ω), · · · , (lk)∗(ω), · · · , )

El caso para F = R se sigue de [10, Proposición 3F.5] y el caso F = C de [20, Pro-
pocición 7.66 y Teorema 7.75] puesto que por [20, Teorema 20.3.2] y el siguiente diagrama
tenemos que los grupos Hbi(Gn(Cn+l);Z) satisfacen la condición de Mittlag-Leffler dada en
[20, Definición 7.74].
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Consideremos el siguiente diagrama

γn(Fn+l) //

��

γn(Fn+l+1)

��
Gn(Fn+l) �

� // Gn(Fn+l+1)

(4.2)

entonces por el axioma 2 tenemos que l∗(Cli(γ
n(Fn+l+1))) = Cli(γ

n(Fn+l)) por lo tanto
tenemos un elemento (Cli(γ

n(Fn)), . . . ,Cli(γ
n(Fn+l)), . . .) ∈ ĺım←−H

i(Gn(Fn+l);Kb) y po-
demos definir

Cli(γ
n) = λ−1((Cli(γ

n(Fn)), . . . ,Cli(γ
n(Fn+l)), . . . , )) ∈ Hbi(Gn;Kb) (4.3)

por lo tanto tenemos

l∗l (Cli(γ
n)) = Cli(γ

n(Fn+l)) para toda l ≥ 0. (4.4)

Notemos que para el caso F = C, puesto que Gn(Cn+l) es una variedad compleja, se
tiene una orientación natural y por lo tanto las clases Cli(γ

n(Fn+l)) están bien definidas
con coeficientes en Z.

Proposición 4.14. Sea ξ un haz vectorial de rango n sobre una variedad M compacta,
suave y Kb−orientable. Sea ψξ : M → Gn la aplicación clasificante de ξ entonces

Cli(ξ) = ψ∗ξ (Cli(γ
n)).

Demostración. Sea l suficientemente grande entonces por [16, Lema 5.3] tenemos que existe
una aplicación %l : M → Gn(Fn+l) tal que ξ = %∗l (γ

n(Fn+l)) y por el axioma 2 tene-
mos que Cli(ξ) = %∗l (Cli(γ

n(Fn+l))). Por otro lado puesto que ξ = (ll ◦ %l)∗(γn) donde
ll : Gn(Fn+l) → Gn es la inclusión, tenemos que ψξ y ll ◦ %l son homotópicas esto por [16,
Teorema 5.7]. Por lo tanto usando la ecuación 4.4 tenemos que

ψ∗ξ (Cli(γ
n)) = (ll ◦ %l) ∗ (Cli(γ

n))

= %∗l (l
∗
l (Cli(γ

n)))
= %∗l (Cli(γ

n(Fn+l)))
= Cli(ξ).

Ahora usaremos la caracterización de las clases Cli(ξ) dada en la Proposición 4.14 para
generalizar la construcción a cualquier haz vectorial numérico sobre cualquier espacio base.

Recordemos que una cubierta abierta {Ui}i∈A de un espacio B se dice numérica si existe
una partición de la unidad {φi}i∈A tal que el soporte de φi está contenido en Ui para cada
i ∈ A.

Definición 4.15. Un haz vectorial ξ sobre un espacio B es numérico si existe una cubierta
numérico {Ui}i∈A de B tal que ξ|Ui es trivial para cada i ∈ A.

Por [12, Teorema 12.2 y 12.4] todo haz vectorial numérico ξ de rango n tiene una apli-
cación clasificante fξ : B → Gn es decir ξ ∼= f∗ξ (γn) la cual es única salvo homotoṕıa, ver
Proposición 2.50.
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Teorema 4.16. Sea ξ un haz vectorial numérico de rango n sobre un espacio B. Sea
ψξ : B → Gn la aplicación clasificante, definimos Cli(ξ) = ψ∗ξ (Cli(γ

n)) entonces Cli(ξ)
satisface los axiomas 1, 2, 3’y 4’.

Demostración. Sólo mostraremos que las clases Cli(ξ) cumplen los axiomas 1,2 y 3’puesto
que por la Proposición 4.14 verificar el axioma 4′ es consecuencia del Teorema 4.13.

Axioma 1 Por definición Cli(ξ) ∈ Hbi(B;Kb).
Si i = 0 entonces por el Teorema 4.13 axioma 1 tenemos que Cl0(γn(Fn+l)) = 1 para toda
l entonces por la ecuación 4.3 Cl0(γn) = 1 y por lo tanto Cl0(ξ) = 1 ∈ H0(B;Kb).
Análogamente si i > n entonces por el Teorema 4.13 axioma 1 tenemos que Cli(γ

n(Fn+l)) =
0 para toda l, entonces por la ecuación 4.3 tenemos que Cli(ξ) = 0 por lo tanto Cli(ξ) =
1 ∈ Hbi(B;Kb).

Axioma 2 Sea f : B′ → B una aplicación continua y sean ψξ y ψf∗ξ las aplicaciones
clasificantes de ξ y f∗ξ respectivamente, entonces f∗ξ ∼= ψ∗f∗ξ(γ

n) ∼= (ψξ ◦ f)∗(γn), puesto
que ψf∗ξ y ψξ ◦ f son homotópicas por [12, Teorema 12.4], por lo tanto

ψ∗f∗ξ(Cli(γ
n)) = (ψξ ◦ f)∗(Cli(γ

n))

Cli(f
∗ξ) = f∗(ψ∗ξ (Cli(γ

n)))

= f∗(Cli(ξ)).

Axioma 3 Sea εkB el haz trivial de rango k sobre B y sean ψξ : B → Gn y ψξ⊕εkB : B →
Gn+k las aplicaciones clasificantes de ξ y ξ⊕εkB , sea `n : Gn → Gn+k la aplicación clasificante
del haz γn ⊕ εkGn . Tenemos que

ψ∗ξ (γn ⊕ εkGn) ∼= ψ∗ξ (γn)⊕ ψ∗ξ (εkGn)
∼= ξ ⊕ εkB .

Entonces ξ⊕εkB ∼= ψ∗
ξ⊕εkB

(γn+l)(`n◦ψξ)∗(γn+l) y por lo tanto ψξ⊕εkB y `n◦ψξ son homotópicas

por [12, Teorema 12.4], por lo tanto

Cli(ξ ⊕ εkB) = ψ∗ξ (Cli(γ
n ⊕ εkGn)). (4.5)

Tenemos las inclusiones γn(Fn+l) ⊕ εkGn(Fn+l) ⊂ γn(Fn+l+1) ⊕ εkGn(Fn+l+1) ⊂ · · · y por lo

tanto γn⊕ εkGn = ∪k(γn(Fn+l)⊕ εkGn(Fn+l)). Por el diagrama (4.2) tenemos que γn(Fn+l)⊕
εkGn(Fn+l) = l∗(γn(Fn+l+1) ⊕ εkGn(Fn+l+1)) puesto que l∗l (γ

n) = γn(Fn+l) tenemos que

l∗l (γ
n⊕εkGn) = γn(Fn+l)⊕εkGn(Fn+l), entonces por la Proposición 4.14 tenemos que Cli(γ

n(Fn+l))⊕
εkGn(Fn+l) = l∗l (`

∗
n(Cli(γ

n+l))) = l∗l (Cli(γ
n ⊕ εkGn)) entonces

Cli(γ
n ⊕ εkGn) = λ−1((Cli(γ

n(Fn)⊕ εkGn(Fn)), . . . ,Cli(γ
n(Fn+l)⊕ εkGn(Fn+l)))).

Pero por el axioma 3 del Teorema 4.13 tenemos Cli(γ
n(Fn+l))⊕εkGn(Fn+l) = Cli(γ

n(Fn+l))

para toda l entonces por (4.3) tenemos Cli(γ
n ⊕ εkGn) = Cli(γ

n) por lo tanto por (4.5)

tenemos Cli(ξ ⊕ εkB) = Cli(ξ)

4.4.4. Unicidad

En esta sección probaremos la unicidad de las clases Cli(ξ).
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Lema 4.17. Sea p : γk → Gk el haz universal sobre Gk, sea p0 la restricción de p el
subespacio E(γk)0 de todos los vectores distintos de cero del espacio total E(γk). Enton-
ces p∗0(γk) = νk−1 ⊕ ε1 y Clk(p∗0(γk)) = 0.

Demostración. Tenemos que p∗o(γ
k) = {(`, v, w)|` ∈ Gk, v, e ∈ ` y v 6= 0}. La aplicación

s : E0 → p∗0(γn) dada por s(`, v) = (`, v, v) es una sección global no nula, esta sección define
un subhaz de ĺıneas trivial ε1 ⊂ p∗0(γk), puesto que F∞ tiene métrica euclidiana, existe una
métrica Riemanniana canónica en γk y consideramos el pull-back de esta métrica en p∗0(γ∗).
Definimos νk−1 como su complemento ortogonal , por lo tanto p∗0(γk) ∼= νk−1 ⊕ ε1 y por el
Teorema 4.16 tenemos que Clk(p∗0(γk)) = 0

Teorema 4.18. Sea ξ un haz vectorial numérico de rango n entonces Clk(ξ) = clk(ξ) para
toda k

Demostración. Sea ψξ : B → Gn la aplicación clasificante de ξ esto es ξ = ψ∗ξ . Sea k ≤ n y

sea `k : Gk → Gn la aplicación clasificante del haz γk ⊕ εn−k los axiomas 2, y 3 implican el
axioma 3’por [6, Proposición 3,p.39] entonces para i = 0, . . . , n tenemos

`∗k(cli(γ
n)) = cli(`

∗
k(γn))

= cli(γ
k ⊕ εn−k)

= cli(γ
k).

(4.6)

Por otro lado, nuevamente por los axiomas 2, y 3’tenemos que si i = 0, . . . , n entonces

`∗k(Cli(γ
n)) = Cli(`

∗
k(γn))

= Cli(γ
k ⊕ εn−k)

= Cli(γ
k).

(4.7)

Entonces por Lema 4.17 tenemos p∗0(Clk(γk)) = 0 y por la sucesión exacta de Gysin [6,
Teorema 12.2]

H0(Gk;Kb)
∪cl(γk)// Hbk(Gk;Kb)

p∗0 // Hbk(E(γk)0;Kb) //

existe αk ∈ H0(Gk;Kb) tal que Clk(γk) = αk ∪ clk(γk). Puesto que Gn es conexo por
trayectorias para toda n, entonces `k induce un isomorfismo en la cohomoloǵıa de dimensión
cero, sea ρk el único elemento en H0(Gn;Kb) tal que `∗k(ρk) = αk entonces

`∗k(Clk(γn)) = Clk(γk)
= αk ∪ clk(γk)
= αk ∪ `∗k(clk(γn))
= `∗k(ρk ∪ clk(γn))

El anillo de cohomoloǵıa H∗(Gn;Kb) es el anillo de polinomios Kb[cl1(γn), . . . , cln(γn)]
en las clases de Stiefel-Whitney de γn para F = R [12, Teorema 20.5.2] ó en las clases de
Chern de γn para F = C [12, Teorema 20.3.2]. Por (4.6) tenemos que los homomorfismos

Hbk(Gk;Kb)
`∗k // Hbk(Gk;Kb)

son isomorfismo para i ≤ k. Por lo tanto

Clk(γk) = ρk ∪ clk(γn).
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Por lo tanto
Clk(ξ) = Clk(ψ∗ξ (γn))

= ψ∗ξ (Clk(γn))

= ψ∗ξ (ρk ∪ clk(γn))

= ψ∗ξ (ρk) ∪ ψ∗ξ (clk(γn))

= βk ∪ clk(ψ∗ξ (γn))

= βk ∪ clk(ξ)

con βk = ψ∗ξ (ρk). El elemento βk ∈ H0(B;Kb) es independiente del haz ξ puesto que para
cualquier espacio conexo por trayectorias B y cualquier aplicación f : B → Gn el homomor-
fismo inducido f∗ : H0(Gn;Kb)→ H0(B;Kb) es el mismo isomorfismo. Sea ζk el haz canóni-
co de rango k sobre FPk, por el axioma 4′ tenemos que Clk(ζk) = (−1)kgk ∈ hbk(FPk;Kb).
Consideremos la clase cl1(γ1

k) ∈ Hb(FPk;Kb) entonces por [16, p.170] tenemos que

gk = (−1)kcl1(γ1
k)k (4.8)

Por el Lema 4.2 ζk es la suma de Whitney de k copias del haz de ĺıneas canónico γ1
k sobre

FP
k, usando el axioma 3 y (4.8) tenemos

clk(ζk) = clk(γ1
k ⊕ · · · ⊕ γ1

k)
= cl1(γ1

k)k

= (−1)kgk

Puesto que Clk(ζk) = βk ∪ clk(ζk) esto implica que βk = 1 por lo tanto Clk(ξ) = clk(ξ)
para todo haz ξ y toda k.

Corolario 4.19 (Unicidad). Sea ξ un haz vectorial suave, las clases Cli(ξ) están bien
definidas por lo tanto están bien definidas para cualquier haz vectorial numérico.

Demostración. Si tomamos un morfismo de haces genérico g : εn−i+1 → ξ diferente en el
Teorema 4.13, las clases Clgi (ξ) = φ!([Z̃(g)]) satisfacen el Teorema 4.18 por lo tanto coinciden
con las clases cli(ξ) por lo tanto son únicas.

Corolario 4.20. Sea ξ un haz vectorial sobre un espacio paracompacto entonces las clases
Cli(ξ) están bien definidas.

Demostración. Puesto que cualquier cubierta abierta de un espacio paracompacto B tie-
ne una partición de la unidad subordinada a un refinamiento localmente finito, entonces
cualquier haz vectorial sobre B es numérico.
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