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Introduccion.

Dado un haz vectorial suave £ de rango n sobre una variedad diferenciable M es posible
definir invariantes los cuales son obstrucciones para poder construir r secciones linealmente
independientes con 1 < r < n, dichas obstrucciones son clases de cohomologia llamadas
clases caracteristicas de &. La teoria de clases caracteristicas inicio en el afnio de 1935 con los
trabajos de Hassler Whitney y Eduard Stiefel siguiendo con Lev Pontrjagin en 1942 y Shing-
Shen Chern en 1946. Las construcciones clésicas de las clases caracteristicas son de cardcter
algebraico para ver estas construcciones consultar [11],[16]. El objetivo de la presente tesis es
exponer la construccién geométrica de las clases caracteristicas de un haz vectorial basada
en el concepto de transversalidad dada en [1].

De manera més general nos podemos preguntar, sea r € IN tal que 1 < r < n jes posible
construir r secciones de £ que sean linealmente independientes en todo punto p € M?. Por
ejemplo & es un haz vectorial trivial si y s6lo si admite n secciones linealmente independien-
tes, entonces tenemos que la existencia de n — i + 1 secciones linealmente independientes de
€ es equivalente a la existencia de un morfismo de haces h: e"~t! — ¢ del haz producto
en~itl 3 ¢ tal que h es inyectivo en cada fibra. Pues asi tendriamos un subhaz trivial de
rango n—i+1 de €. Con esta formulacién, la obstruccién a la existencia de n—i+1 secciones
linealmente independientes est4 representada por el subconjunto de puntos Z(h) de M don-
de h no es inyectiva. En general este conjunto no es una variedad, pero si h es “genérico”, es
una variedad estratificada. Definiremos una variedad diferenciable cerrada Z (h) y una apli-
cacién ¢: Z(h) — M cuya imagen es Z(h). La imagen de la clase fundamental de Z(h) bajo
el homomorfismo inducido en homologia por ¢ nos da un elemento en la homologia de M y
definimos la i—esima clase caracteristica de £ denotada Cl;(£) como el dual de Poincaré de
este elemento. El resultado principal de este trabajo (Teorema 4.13) muestra que tales clases
caracteristicas satisfacen axiomas equivalentes a los axiomas dados por Hirzbruch los cuales
definen las clases de Stiefel-Whitney o Chern.

Para llegar a este resultado este trabajo consta de cuatro capitulos, en el primer capitulo
introduciremos el concepto de variedad diferenciable el cual es un tipo especial de variedad
topoldgica en la cual podemos extender nociones del célculo diferencial que usamos en R™,
una propiedad importante de una variedad diferenciable M es que sobre cada punto p € M
se tiene un espacio tangente denotado como TpM el cual es un espacio vectorial. También
introduciremos el concepto de transversalidad el cual es un concepto importante en el desa-
rrollo de este trabajo.

En el segundo capitulo definiremos haces vectoriales los cuales son estructuras que en
cada fibra definen un espacio vectorial , daremos algunos ejemplos de haces vectoriales para
de esta manera familiarizarnos con el tipo de objetos con los cuales trabajaremos. Usando
operaciones de espacios vectoriales podremos realizar operaciones entre ellos para asi for-



mar nuevos haces vectoriales, veremos cuando podemos definir un producto interno en los
haces vectoriales y finalmente llegaremos a una clasificaciéon de haces vectoriales mediante
el estudio de variedades de Grassmann y el haz universal.

El tercer capitulo estd dedicado a explicar qué es la homologia y cohomologia de un
espacio topoldgico y algunas de sus propiedades mas importantes asi también proporcionar
las herramientas necesarias para enunciar el teorema de dualidad de Poincaré.

Finalmente en el cuarto capitulo motivados por nuestra pregunta inicial definiremos la
variedad Z(h), definiremos la aplicacién ¢: Z(h) — M, enunciaremos los axiomas de las cla-
ses caracteristicas dados por Hirzbruch y brindaremos axiomas equivalentes para finalmente
definir las clases Cl;(§).

Cuernavaca Morelos, Mexico , Mayo de 2014



Topologia diferencial

Este capitulo forma un pequeno conjunto de notas bésicas en topologia diferencial, el
cual pretende introducir algunos conceptos y terminologia importantes. El primer tépico
que vamos a tratar es el de variedad diferenciable el cual es un tipo especial de variedad
topoldgica en la cual podemos extender nociones del calculo diferencial que usamos en R™. El
segundo topico a tratar es el concepto de transversalidad, el cual nos resulta muy importante
en el desarrollo de este trabajo.

1.1. Variedades diferenciables

1.1.1. Definiciones

Definicion 1.1. Sea M un espacio topolégico Hausdorff con una base numerable de su
topologia (segundo numerable). Un atlas de M es una coleccion {Uy, ¢u }aca tal que:

1) U, C M es abierto,
2) ¢o: Uy = ¢o(Us) CR™ con ¢, (U, ) abierto, es un homeomorfismo,
3) UaGA Ua =M.

Alas ¢q = (@) -+ ¢™) se le llaman cartas coordenadas locales del atlas, si existe un atlas
{(Uq, ¢a)} entonces el espacio topolégico M se llama variedad topoldgica.

Si todos los Uy, a € A son disjuntos la variedad topoldgica M es esencialmente un abierto
en R™. Ahora si los U, se intersectan tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama:
sean a, § € A

@#UaﬂUﬁCM

/ ¢

R™ 5 o (Ua) D ba(Ua NUp) e 65(Ua NUs) C ¢3(Us) C R™
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Definicién 1.2. Un atlas {U,, ¢q }aca de una variedad topoldgica M se dice diferenciable
si y solo si para todo a, 3 € A con U, NUs # 0 la aplicacién ¢g o ¢51: ¢o(Uy NUg) —
¢3(Uy NUg) es diferenciable.

Recordemos que diferenciable (suave) es que todas las derivadas parciales iteradas existen
y son continuas hasta cualquier orden.

Definicién 1.3. Sea {U,, o }aca un atlas diferenciable de una variedad topolégica M
entonces un homomorfismo ¢: V.— ¢(V) C R™ con V C M abierto se llama compatible
con {(Uy, ¢a)} siy sélo si las aplicaciones ¢ o ¢ 1 v ¢q 0 ¢~ ! son diferenciables.

Definicion 1.4. Dada una variedad topoldgica M decimos que un atlas mazrimal es un
atlas tal que cualquier atlas compatible estd contenido en el.

Definicion 1.5. Una estructura diferenciable en una variedad topoldgica es un atlas ma-
ximal. Una variedad diferenciable (suave) es una variedad topoldgica con un estructura
diferenciable.

Veamos algunos ejemplos clasicos de variedades diferenciables.

Figura 1.1: Cartas coordenadas

Ejemplo 1.6. Todo abierto U € R™ es una variedad diferenciable pues tiene un atlas con
una carta (U, Idgm|y).

Ejemplo 1.7. La esfera S™ € R™*! no posee un atlas con una carta ya que es compacto
pero tiene un atlas con dos cartas: Sea U; = S™\(1,0,...,0) y Uy = S™\(-1,0...,0)
definimos las aplicaciones ¢1: Uy — R™ y ¢o: Uy — R mediante:

1
¢1(y17--~llm+1)217(3127~-~,ym+1)
|
bal )= ——( )
2\Y1, - - Ym+1) = 1+ Y2, s Ym+1

con inversas gbflz R™ —>U;y qﬁglz R™ — U,y dadas por:

=1+ 2] |2 2z 2%
L (lzal|? 7 LA o] 27777 14 [ 2

¢ (@1, Tngr) =
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_ 1—||xi] |2 2xq 2x

1 1 m
T1,...T = , e, )

P2 o m+) Lot [T 14 || 2 1+ [[a]]?

Entonces {Uy, ¢1), (Uz2, $2)} es un atlas diferenciable con dos cartas de S™. Tenemos que
¢z 067 R™\{0} — R™\{0}

dadas por (z1,...%y) — W(xl, ...Zm), la cual es diferenciable ya que es el cociente de
dos aplicaciones suaves tal que el denominador es distinto de cero.

Figura 1.2: Parametrizaciones de S

Proposiciéon 1.8. Un subconjunto abierto de una variedad diferenciable M de dimension
m es una variedad de dimension m.

Demostracion. Supongamos que U C M es una subconjunto abierto de M, si (V, ¢) es una
carta diferenciable para M entonces (U NV, ¢|lyny) es una carta diferenciable para U. O

Ejemplo 1.9. GL,(R) = {matrices no singulares n x n} es una variedad de dimensién n?.

Consideremos la aplicacién determinante det: M, x,(R) — R la cual es una aplicacién conti-
nua, tomemos R — {0} abierto entonces tenemos det ' (R —{0}) = {A € M, (R)| det(A) #
0} = GL,(R) es un abierto en M, x,(R) = R"’.

Definicién 1.10. Sean M y N variedades suaves con atlas {(Uq, pa)}taca v {(Vs, ¢5)}sen
respectivamente. Una aplicacién f: M — N se dice diferenciable si paratodaa € Ay 5 € B

Ua N f1 (V) d Vs
goal l@?
R™ 5 o (U N f1(Vy)) — 2% 65(Vs) C R™

la aplicacion g o f o ¢! es diferenciable.
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Definicién 1.11. Sea N C M™** diremos que es una subvariedad diferenciable de dimen-
sién n si para todo punto p € N existe una carta alrededor de p, p: U — U’ C R*"TF =
R" x RF tal que (N NU) =U'N(R" x {0}). Consideremos R™ = R" x {0} C R" x R¥.

El niimero k = dim M — dim N es llamada la codimension de la subvariedad.

JRL’

U

U NR"

Figura 1.3: Subvariedad

1.1.2. Espacio tangente

Una propiedad importante de una variedad diferenciable M es que sobre cada punto
p € M se tiene un espacio tangente denotado como T, M el cual es un espacio vectorial. El
concepto de espacio tangente puede ser descrito de varias formas equivalentes como se puede
ver en [4, cap.2].

Dada M una variedad diferenciable de dimensién m, sea p € M una funciéon definida
localmente en p es un par (U, f) donde U es un subconjunto abierto de M que contiene a p y
f esta definida en U. Consideremos el conjunto {(U, f)|p € U C M, U abiertoy f: U — R}.
Definimos una relacién de equivalencia (U, f) ~ (V, g) si existe un abierto W C U NV con
p € W tal que flw = glw.

Definicion 1.12. La clase de equivalencia de funciones localmente definidas dada por la
relacion anterior es llamada germen de funcion en p y la denotamos f , si ademds f(p) =q
tenemos [ (M,p) = (N, q). El conjunto de todos los gérmenes de funciones alrededor de
p € M se denota como E(p).

Sean f y § dos gérmenes de funciones en py A € R

+g
f-g

g
Moo= M

-
+
e}

kS

por lo cual forman un espacio vectorial sobre R. Ademas dados los gérmenes f : (M,p) —

(N,q) y g: (N,q) = (L, r) obtenemos la composicién go f: (M,p) — (L,r).

Definicion 1.13. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Una curva parametrizada en
M que pasa por p es una aplicacién diferenciable v: (—¢,€) — M con v(0) = p. .



1.1. Variedades diferenciables 15

Figura 1.4: Vectores tangentes a p

Definicién 1.14. Sean 71,7v:: (R,0) — (M, p) en el conjunto de gérmenes diferenciables
en p denotado como W,. Definimos una relacién de equivalencia v, ~ 7, si y sélo si para

toda f € £(p) se tiene
d - d -
2 (Forlo= 2 (f o).

Una clase de equivalencia [y] bajo esta relacién es un vector tangente a p € M. Ver Figura
1.4.

Definicién 1.15. El espacio tangente a M en p denotado T}, M es el conjunto de clases de
equivalencia de gérmenes de curvas en M que pasan por p.

Figura 1.5: Plano tangente a S? y recta tangente a S!

Proposicién 1.16. Sea M una variedad diferenciable de dimension m y sea x € M entonces
T. M es un espacio vectorial de dimension m.

Demostracion. Sea y: (—e, e) = M con v(0) = p y (U, ¢) una carta de M definimos

T,M — ToR™
[ = [¢on]
veamos que este es un isomorfismo. Esta bien definida, sean v y 7’ tal que
f o'[o

d ~ d
afo’ﬂo—%
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para toda f entonces %fo ¢ logoylyg = %fo ¢~ 1¢7 |o. Tiene inversa, puesto que ¢ es un
isomorfismo podemos definir
ToR™ — T,M
[a] — [¢71oq]

Afirmacién ToR™ = R™ bajo el siguiente isomorfismo
ToR™ — R™
M = %’Y lo

tomemos dos curvas equivalentes v y 7 es decir

d . | d_ _
—g o — —(go
pr el (i ]
entonces d d
Dog(— = Dog—*
09(77l0) = Dog—7
en particular si tomamos g como la i—proyeccién entonces coordenada a coordenada tenemos
d o = d 2|
dtv 0= dt’y 0

por lo cual esta bien definida. Y definimos la inversa como

R™ — TyR™
v o= [t]

O

Dada una aplicacién diferenciable f: M — N entre variedades diferenciables podemos
definir para p € M la diferencial de f en p denotada como df, la cual podemos definir como
sigue

dfpt TpM — Tf(p)N
b = [fenl

La diferencial satisface las siguientes propiedades:

1) Regla de la cadena. Si f: M — N y g: N — P son aplicaciones diferenciables con
g(p) = g, entonces

d(g o f)p = dgq © dfp-

2) Si I es la aplicacién identidad de U, entonces dI, es la aplicacién identidad de R*. De
manera mas general, si U C U’ son conjuntos abiertos e 2: U — U’ es la inclusién,
entonces di, es nuevamente la aplicacién identidad en R'.

3) Si L: R* — R! es una aplicacién lineal, entonces dL, = L.

Proposicién 1.17. Si f: M — N es un difeomorfismo entonces df,: T,M — TyN es un

isomorfismo de espacios vectoriales, en particular la dimension de M es igual a la dimension
de N.

Demostracion. Sea g: N — M la inversa de f entonces g o f = idys aplicando la diferencial
tenemos d(g o f), = dgyp) o dfp, = d(idnr)p = idr,m y andlogamente dfy, o dgy () = idr, ) -
O
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0%

Figura 1.6: Diferencial

Definiciéon 1.18. Dada una aplicacién diferenciable f: M — N entre variedades diferen-
ciables, diremos que f es un difeomorfismo local en p si existe un abierto U de p € M tal
que f(U) es abierto en N y f|y es un difeomorfismo.

Definicion 1.19. Sea f: N — M una aplicacién diferenciable decimos que es un encaje si
f(N) C M es una subvariedad diferenciable y f: N — f(N) es un difeomorfismo. Si N y
M son de la misma dimensién entonces f(IV) es abierto en M.

Teorema 1.20 (de la funcién inversa para variedades). Sean M y N wvariedades diferencia-
bles y sea f: M — N una aplicacion diferenciable entre ellas, p € M, si la diferencial de f,
dfp: TyM — Ty N es un isomorfismo, entonces f es un difeomorfismo local en p.

La demostracién se puede encontrar en [14, cap. 2.5]

Definiciéon 1.21. Sea f: M — N una aplicacién diferenciable entre dos variedades dife-
renciables de dimensiones m y n respectivamente

i) Sea m < n si para x € M la funcién df, es inyectiva decimos que f es una inmersién
en x.

ii) Sea n < m si para x € M la funcién df, es sobreyectiva decimos que f es una
submersion en x.

Teorema 1.22 (de la inmersién local). Sea f: M — N una funcidn diferenciable con M
y N wvariedades diferenciables de dimension m y n respectivamente. Si m < n y f es una
inmersion para algin x € M y siy = f(x), entonces existen coordenadas locales alrededor
de x yy tales que f(x1,...,Zm) = (T1,...,Tm,0,...,0).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

UcM-—>vcenN

‘| |s

U —V
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con ¢(z) =0y ¢(y) =0, donde (U, ) y (V,9) son cartas alrededor de z en M y de f(x)
en N respectivamente, y con ¢ = ¥ o f o ¢~'. Como Df, es inyectiva y ¢ y 9 son ambos
difeomorfismos, entonces Dgg es inyectiva y mediante cambios de base podemos suponer que

tiene como matriz
I
0

donde I, es la matriz identidad de orden m. Ahora podemos definir G: U’ x R"™™ — R"
como G(z,z) = g(x) + (0, z), entonces se tiene que DGy = I,,, donde I,, es la identidad
de orden n. Por el Teorema 1.20, G es un difeomorfismo local en 0. Sea h: R™ — R" la

inmersién canénica dada por h(z1,...,Tm) = (Z1,...,Zm,0,...,0), entonces Goh = g.
vUcM VcN
o |s
o ! 14
h
U x Rr—m

Como 9 v G son difeomorfismos locales, entonces G~' o ¢ es un difeomorfismo local en y.
Podemos usar a G~! o) como una carta local de N alrededor de . O

Teorema 1.23 (de la submersién local). Sea f: M — N una funcién diferenciable con M
y N variedades diferenciables de dimension m y n respectivamente. Sin < m y f es una
submersidn para algin x € M y si y = f(x), entonces existen coordenadas locales alrededor
de x yy tales que f(x1,...,2m) = (T1,...,2y).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama

UCM—f>VCN

‘| |s

U’ g 174

con ¢(z) = 0y ¥(y) = 0, donde (U, ¢) y (V,¢) son cartas alrededor de = en M y f(z)
en N respectivamente, y con g = 1 o f o $~! Como Df, es sobreyectiva y ¢, son ambos
difeomorfismos, entonces Dy es sobreyectiva y mediante cambios de base podemos suponer
que tiene como matriz

(In | o)

donde I, es la identidad de orden n. Ahora podemos definir G: U’ — R™ como G(a) =
(9(a),ant1,.--yam) sia = (ai,...,an)y por lo tanto se tiene que DGy = I, donde I,,, es
la identidad de orden m. Por el Teorema 1.20 tenemos que G es un difeomorfismo local en 0.
Sea h: R™ — R™ la submersién canénica dada por h(xy,...,Tm) = (21,...,2,), entonces
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hoG=g.
UcM LN VCN

‘| |s

v —2—sv

| /

h

Rm
Como ¢ y G son difeomorfismos locales, entonces G o ¢ es un difeomorfismo local en .
Podemos usar a ¢~ o G~ como una parametrizacién local de M alrededor de x. O

1.2. Transversalidad

En esta seccién mostraremos que la imagen inversa de un valor regular de una aplicacién
diferenciable es una variedad diferenciable. Para generalizar este resultado introduciremos
el concepto de transversalidad, por ultimo definimos el concepto de grado y mostramos las
propiedades mas importantes, las cuales nos seran de utilidad.

1.2.1. Valores regulares

Definiciéon 1.24. Sea f: M — N con M de dimensiéon m y N de dimensién n. Sea C =
{p € M|dfy: T,M — Ty tiene rango < n (es decir no es sobre)} entonces decimos que C
es el conjunto de puntos criticos y a su complemento M — C el conjunto de puntos regulares
de f. Llamamos a f(C) el conjunto de walores criticos de f y a su complemento N — f(C)
el conjunto de valores requlares.

Teorema 1.25 (de la preimagen). Sea f: M — N wuna aplicacion diferenciable entre varie-
dades diferenciables de dimensidn m y n respectivamente con m > n. Si g € N es un valor
reqular, entonces el conjunto f~(q) C M es una subvariedad diferenciable de dimension
m—n.

Demostracién. Sea p € f~1(q) puesto que g es valor regular de f tenemos que la dife-
rencial Df, es sobreyectiva, asi pues por el teorema de la submersién local existen cartas

(U,6), (Vi) tales que §(p) = 0, $(g) = 0y F(1, ...+ Znr- .-, Tm) = (@1,.. ., n). Ahora sea
2z e UnN f~1(q) tenemos que f(z) = ¢q por lo tanto

flo ' (U) = o iU
= ¥7H(0)
= p

Por otro lado

f(¢(z) = ¥(f(2))

|
S
—

<
2

por lo tanto ¢(U N f~1(q)) = {0} x R™~". O

Ejemplo 1.26. Como un ejemplo podemos dar una demostraciéon de que la esfera unitaria
S™~1 es una variedad diferenciable. Considérese la funcién f: R® — R definida como:

fla)=af 423+ 422,
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cualquier y # 0 es un valor regular, y la variedad diferenciable f~!(1) es la esfera unitaria.

Sea L una subvariedad de M, donde la dimM = m y dim L = [ entonces T),L es un
subespacio de T, M para p € M. El complemento ortogonal de T),L en T},M es entonces, un
espacio vectorial de dimensién m — [ llamado espacio de vectores normales a L en M en el
punto p definido N,L = T,M/T,N.

Lema 1.27. El kernel de df,: T,M — T,N es igual al espacio tangente T,M' C T,M de
la subvariedad M’ = f~'(q). Por lo tanto df, manda el complemento ortogonal de T,M' de
manera isomorfa sobre TyN .

Demostracion. Del siguiente diagramas:

M —= M
)
y—" s N
vemos que df, manda el subespacio T,M’ C T, M al cero. Contando las dimensiones vemos
que df, manda el espacio de vectores normales a M’ de manera isomorfa a T;N. O
1.2.2. Transversalidad

Definicion 1.28. Sean M y N variedades diferenciables y sea L C N una subvariedad dife-
renciable de dimensién k. Diremos que una aplicacion diferenciable f: M — N es transversal
a L si la condicién de transversalidad

Dfp(TyM) + Ty L = Ty N (1.1)
con f(p) € L, se satisface para todo p € f~1(L).

El caso en que M también es subvariedad de N y la aplicacién f es la inclusion se ilustra
en la Figura 1.7.

~

(b) No transversal (c) No transversal

/

i

(a) Transversal

Figura 1.7: Transversalidad

El siguiente teorema es una generalizacion del Teorema 1.25 y para verlo necesitamos de
la definicién anterior.

Teorema 1.29. Si f: M — N es transversal a la subvariedad L C N de codimension k y
f~YL) # @, entonces f~(L) es una subvariedad de M de codimension k.
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Demostracion. Sea f(p) = q y sea V una vecindad. Si existe una carta (V, ¢) tal que ¢ es
una difeomorfismo entre V' y una vecindad V' de ¢(q) con V' C R™, entonces como L es
una subvariedad de codimensién k, se tiene que ¢(L N V) = R*~* NV’ donde R*~* C R"
estd dado haciendo cero las ultimas k coordenadas. Por otro lado, sea II: R® — R la
proyeccion en esas ultimas coordenadas; entonces II(¢(LNV)) = 0, es decir, sea U vecindad
de p; entonces:

f @

U 1% g

R¥ (1.2)

p—=qg—0—0

Ahora queremos ver que el cero es un valor regular de la composicién ITogo f (ya que con
el Teorema 1.25, tendriamos que la diferencial es suprayectiva para todos aquellos puntos
que van a dar al cero). Como M y L son transversales tenemos que

dfp(TyM) + T,L =2 TyN (1.3)
Entonces, tomando las diferenciales correspondientes a (1.2), obtenemos:

df, déq
M —T oy ¢ TV dlly

lg

dfy(TyM) + T,L — d¢,(df ,(T,M)) + R

ToRF = RF .

Hay que aclarar que T,V = d, (T, M )+T,L porque un abierto en una variedad siempre es
una subvariedad de la misma dimensién que la variedad; entonces T,V = T, N y tenemos la
igualdad (1.3). Ahora la diferencial de una transformacion lineal es ella misma y la proyeccién
I es una transformacién lineal; entonces, bajo dlly, Dy (dfy(T,M)) & R"™* va a dar a
Do, (df,(TyM)). Ademsds, en doq(df,(T,M)) el tnico vector cuya imagen bajo dIly es el
vector cero, por lo que dIlj es inyectiva restringida a d¢4(df,(T,M)) y como la dimensién de
doy(df,(T,M)) es k y la dimensién de TyR¥ es también k, se tiene que dIly es suprayectiva;
de donde, el cero es un valor regular. Aplicamos entonces el Teorema 1.25 y obtenemos
que f7Y(L) = (ITo ¢ o f)~1(0) es una subvariedad de dimensién M de dimensién igual a
dim M — dimR* = m — k; es decir, tiene codimensién k. O

El Teorema 1.29 generaliza al Teorema 1.25 en el sentido de que dada una aplicacién
diferenciable f: M — N, el que ¢ € N sea un valor regular, es equivalente a decir que la
aplicacién f es transversal a la subvariedad de N de dimensién cero dada por el punto q.
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Haces vectoriales

Empezaremos este capitulo dando la definicién del concepto de haz vectorial y brindare-
mos algunos ejemplos los cuales nos permitiran familiarizarnos con el tipo de objetos con los
cuales trabajaremos, mas adelante en este mismo capitulo veremos la necesidad de introducir
otros elementos caracteristicos como lo son las funciones de transicién, también trataremos
las operaciones entre haces vectoriales hasta llegar finalmente a dar un clasificacién de haces
mediante el estudio de variedades de Grassman y el haz universal.

2.1. Definicién y construccién

Definicién 2.1. Un haz vectorial ( de rango n sobre un campo IF real o complejo consiste
en:

1. Una variedad E = E(¢) llamada espacio total,
2. Una aplicaciéon p: E — B continua llamada proyeccién,

3. Para toda b € B la fibra p~1(b) tiene estructura de espacio vectorial de dimensién n.
Dado b € B denotaremos a la fibra como Ej 6 (p

Ademsds p satisface el azioma de trivialidad local en el sentido de que para toda b € B
existe una vecindad U de b y un difeomorfismo

ou: UxF" = p~H(U)
que es F-lineal en toda fibra. Y p o ¢y (b, v) = v esto es que mande fibras en fibras .

Si ademds la proyeccién es diferenciable decimos que el haz vectorial es diferenciable
0 suave.
A continuacién veremos algunos ejemplos de haces vectoriales:
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P

Figura 2.1: Haz vectorial

Ejemplo 2.2. FEl haz producto sea B x R™ con la proyeccion sobre el primer factor p: B x
R™ — R™.

Ejemplo 2.3. Sea E el espacio cociente I x R bajo las identificaciones (0,t) ~ (1,—t)
entonces la proyeccién I x R — I induce una aplicacién p: E — S donde E es la banda de
Méobius sin frontera, la imagen inversa de cualquier punto p € S! sera un intervalo abierto,
el cual es homeomorfo a R. Este haz es llamado haz de Mébius.

Figura 2.2: Haz de Mobius

Ejemplo 2.4. El haz tangente de la esfera unitaria S™ € R"*! es el haz vectorial p: E — S™
donde E = {(x,v) € S™ x R""!|z L v} pensamos a v como un vector tangente a S™
trasladado al punto x € S™, la proyeccién p: E — S™ envia (x,v) — .

Figura 2.3: Haz tangente a S*
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Ejemplo 2.5. El haz tangente a una variedad M es el haz vectorial w: TM — M donde
TM = UpenmT,M entonces si v € TM, v esta en algin T, M y la proyeccién esta dada como
7(v) = pyn (p) = T,M. En particular si M C R¥ tenemos que TM = {(p,u) € M xR¥|p €
M,u € T,M}, la proyeccién m: TM — M envia (p,u) + p es decir, 7~(p) = T,M. La
imagen inversa de un punto p € M bajo 7 es el espacio vectorial T, M.

Ejemplo 2.6. El haz normal de S™ € R"*1 sea E = {(z,v) € S" x R"TYv =tz t e R} y
p: E — S™ la proyeccién dada por p(x,v) = .

Ejemplo 2.7. SeaF =R 6 C y sea FIP" el F-espacio proyectivo de dimensién n que consiste
de las F-lineas en F**! que pasan por el origen, es decir, de los F-subespacios lineales de
dimensién 1. Existe un haz vectorial v de rango 1 sobre FP" llamado el haz tautoldgico
sobre FP™ tal que el espacio total estd dado por

E={(t,v) € FP" x F"*|v € ¢}
y la proyeccién esta definida como
E —2>Fpn

(L) — L

es llamado haz tautoldgico por que dado ¢ € FP", es decir, £ corresponde a una linea en
F*+1 tenemos que p~1(¢), la fibra sobre ¢, es precisamente /.

En el caso F =R y n = 1 tenemos que RIP! es isomorfo al circulo unitario S* y el haz
dado por la proyeccién de la banda de Mobius sobre S' mostrado en la figura anterior es
precisamente el haz tautologico.

Una generalizacién natural de RIP" es llamada variedad Grassmaniana G (R™) el cual es
el espacio de todos los k—planos que pasan por el origen en R™, el cual veremos mas adelante.

Definicién 2.8. Sean p: E — By p': E' — B’ dos IF haces vectoriales. Un morfismo de
haces vectoriales es un par de aplicaciones continuas 6 en su caso diferenciables para haces
vectoriales suaves u: £ — E'y f: B — B’ tal que p'u = fp es decir el siguiente diagrama
conmuta y la restriccion ul,—1y: p~'(b) — p'~'(f(D)) es lineal para cada b € B.

E—sF
Pi ip'
f /
B——B
Ejemplo 2.9. Dada f: M — N una aplicacién diferenciable, su diferencial

df: TM — TN
(p,u) = (f(p),dfp(u))

es un morfismo de haces vectoriales.

™ Y TN

L,

M—N
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Los haces vectoriales sobre un espacio fijo B forman de modo natural los objetos de
una categoria. Donde los “morfismos” correspondientes son los homomorfismos de haces
vectoriales, que definiremos a continuacion.

Definicién 2.10. Sean p: E — By p’: E' — B dos haces vectoriales sobre el mismo
espacio base B, un morfismo de haces h: EF — E’ dado por la identidad Idg: B — B es un
isomorfismo, si la aplicacién h es un homeomorfismo tal que para toda b € B la restriccién
hy: Ey — Ej es un isomorfismo lineal, es decir el siguiente diagrama conmuta

Para haces vectoriales suaves tenemos que h es difeomorfismo.
Definiciéon 2.11. Un haz vectorial p: E — B es trivial si es isomorfo al haz producto.

Ejemplo 2.12. El haz normal de S™ € R" es isomorfo al haz producto S™ x R"*! con la
aplicacién (x,tz) — (x,1).

Ejemplo 2.13. El haz tangente a S' es isomorfo al haz trivial S' x R con la aplicacién
(€ ite?®) s (e, 1).

Lema 2.14. Una aplicacion continua h: E1 — E5 entre dos haces vectoriales p1: F1 — B,
p2: Eo — B, es un isomorfismo si manda cada fibra pfl(b) ala fibra pgl(b) por isomorfismos
lineales.

Demostracion. Como h manda fibras en fibras por isomorfismos lineales, entonces tenemos
que h es biyectiva, por lo cual basta ver que h~! es continua. Como la continuidad es una
pregunta local, podemos restringirnos a un conjunto abierto U C B en el cual F; y E5 sean
triviales (es decir existan trivializaciones hy: p; *(U) = U x F* y hy: py H(U) — U x ™).
Usando estas trivializaciones podemos definir A como h := hy OhQ1 :UXF" = UxF", como
h(z,v) = (z,9(z)(v)), donde g(z) es un elemento del grupo GL,(F) de transformaciones
lineales invertibles de F™, por lo cual podemos ver a g(z) como una matriz n x n cuyas
entradas dependen continuamente de x, y entonces g(z) tiene una matriz inversa (g(z))~!
dada por, (g(z))~! = m adj(g(x)), donde adj(g(x)) es la matriz adjunta de la matriz

g(z). Por lo tanto definimos h=! = (z, (g(x))~*(v)), la cual es continua. O

2.1.1. Secciones de haces vectoriales

Definicion 2.15. Una seccion de un haz vectorial p: £ — B es una aplicacién continua
s: B — E tal que a cada b € B le asigna un vector s(b) en la fibra p~1(b). La condicién
s(b) € p~1(b) puede ser descrita como po s = 1 es decir la aplicacién identidad en B. La
seccion cero 6 seccion nula es la seccidén que a cada punto b € B le asigna el vector cero en

p~ (D).

Lema 2.16. El haz de Mébius p: E — S' definido en el ejemplo 2.8 no es isomorfo al haz
trivial S* x R — S*.
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/— Seccién sin ceros

Seccidn cero

Seccion con ceros

Figura 2.4: Secciones de un haz vectorial

Demostracién. En efecto no existe un isomorfismo h: E — S' x R, puesto que
SExR—sp(SH) =S xR-8' x0=S" xR US xRT
notemos que el espacio S x R — St x 0 es disconexo, por otro lado E — s0(S1) es conexo. [

Proposicion 2.17. Un haz vectorial p: E — B de rango n es trivial si y sélo si admite n
secciones linealmente independientes

Demostracion. Sean s;: B — E i = 1,...,n las secciones linealmente independientes del
haz, sea v € E tal que p(v) =b € B entonces podemos escribir a v como combinacién Unica
v=a181(b) + ...+ ansn(b), sea {e1,..., e, } una base para F™ entonces la aplicacién

h: E — B x F"

v —  (byarer +...+ anen)

define un isomorfismo lineal en cada fibra, entonces usando el Lema 2.14 h es un isomor-
fismo de haces vectoriales.

Ahora sea {e1,...,e,} una base de F™ veamos que el haz producto B x F™ tiene n
secciones linealmente independiente, en efecto definimos las n secciones s;: B — E i =
1,...,n por s1(b) = h(b, e;) las cuales son linealmente independientes en todo punto puesto
que {e1,...,e,} lo son. Si p es trivial entonces existe un isomorfismo isomorfismo lineal
h': B x F* — E entre el haz y el haz producto el cual manda las secciones linealmente
independientes del haz producto en secciones linealmente independientes del haz trivial. [

2.1.2. Funciones de transiciéon

Supongamos que p: E — B es un haz vectorial de rango k, por definicién existe una
coleccion {(Uy, ha)} de trivializaciones para E tal que | J,c 4 Ua = B entonces como (Uy, ha)
es una trivializacion para E, hy, : Uy xRF — p~1(U,,) es un homeomorfismo tal que pjoh;! =
p es decir el siguiente diagrama conmuta

UXRk%pl )

N
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y para todo punto b € B tal que b € U,

{p} XRk—>p I p~H(U.)

es lineal para todo b € U,,.

Entonces para todo «, 8 € A
hap = hythg: (UyNUg) x RY — (U, NUg) x R*

es un difeomorfismo tal que p; o hog = p1, es decir hog manda = X R* — z x R¥, entonces
este homeomorfismo esta dado por

(z,v) = (z,gap(x)v) para todo v € R”,
donde gop(z) € GLE(R), (GLk(R) denota al grupo general lineal de matrices invertibles de
k x k con coeficientes en R).Entonces para un elemento gog(x) € GLi(R) la aplicacién hqp
esta dada por

hag(2,v) = (7, gap(z)v) para toda (z,v) € U, NUs x R*

y esta completamente determinada por la aplicacion gop: Uy, NUg — GLE(R).

»'(0)
Pl (b) i

R*

Figura 2.5: Trivializaciéon de un haz vectorial

Entonces por lo anterior si tenemos un haz vectorial p: E — B podemos obtener una
cubierta abierta {Uy }aeca de B y una coleccién de funciones de transicién {gag: Uo NUg —

GLi(R)}apea.
Ahora si x € U, NUg N U~ podemos afirmar que la funciones de transicién satisfacen la
siguiente condicién:

Jay = GapB9sy = Hk

Llamada la condicién de cociclo (Cech).
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(=]

»'(Ua) p YUy

Figura 2.6: Trivializaciones

Demostracion. De la afirmacion.
Six € Uy, NUg N U~ entonces hy o h;l(m,v) = (&, gap(2)v) por otro lado hg o hi*(z,v) =
(x,g8-(x)v) y entonces
haohl' = hg Ohg1 o hgohit(x,v)
= hgo h;l(x,ggv(x)v)
= (7,908(7) 0 gpy(v)).
Por lo tanto hq o hy' = (2, gary (2)v) = (2, gap(x) © gpy (V). O

Ademas funciones de transicién satisfacen las siguientes propiedades, las cuales surgen
de la condicién de cociclo.

1. gaa = i puesto que haq = hg o ht =id
2. gap98a = I puesto que hoghga = he © hElhﬁ oh t=id

Donde I}, es el elemento identidad en GLg(R).
Reciprocamente dada una cubierta abierta {U,}, € A de B tal que para cada U,,Us €
{U,} existe una coleccién de aplicaciones

{gap: Ua NUg — GLx(R)}
que satisfacen la propiedad de cociclo, entonces podemos reconstruir el haz vectorial como
(| ] Ua xRE)/ ~
acA

bajo las identificaciones (z,v) € U, x R* con (x,gas(z)v) € Us x R¥, esta relacién es
reflexiva, simétrica y transitiva por las propiedades (1) y (2), ademés la condicién de cociclo
nos garantiza que el espacio cociente E = (||, 4 Us x R¥)/ ~ bajo las identificaciones es el
espacio total y esta bien definido, con la aplicacién cociente

q: Uy xR x {a} = E

entonces podemos definir la proyeccion

p:E — B
[,0] — =z

el cual es llamado el haz vectorial determinado por la familia de cociclos {g.3}.
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2.2. Operaciones en haces vectoriales

Hemos visto que los haces vectoriales son estructuras que definen un espacio vectorial en
cada fibra, por lo cual todas la operaciones naturales en espacios vectoriales como lo son el
espacio dual, la suma directa, el producto tensorial y el producto exterior se pueden extender
a haces vectoriales, en esta seccién no definiremos las operaciones en espacios vectoriales,
para una definicién ver el apéndice 77.

2.2.1. Restriccion y subhaz

Definicién 2.18. Sea p: £ — B un haz vectorial y A C B entonces pl,-1(4): p1(A) = A
es un haz vectorial sobre A y lo llamamos la restriccion de E sobre A.

Sean {(Uy, hq)} una coleccién de trivializaciones locales para p: E — B, entonces po-
demos decir que {(Us N A, halp-1(wnay)} es una coleccién de trivializaciones para el haz

Plp-1(ay: pH(A) = A

o - 4

Figura 2.7: Haz restriccion

Definicion 2.19. Un subespacio F' C E de un haz vectorial p: E — B el llamado un
subhaz si la restriccién p; = p|p: F — B es un haz vectorial y para cada punto b € B
Fnpyt(b) € p~(b) es un subespacio vectorial de p; *(b).

2.2.2. Haz dual E*

Recordemos que si V' es un espacio vectorial sobre un campo F el espacio vectorial dual
es el espacio de homeomorfismos lineales al campo, es decir V* = Hom(V,F) entonces una
aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales g: V' — W induce una aplicaciéon dual, en la
direccién “opuesta” g*: W* — V* tal que, g*(L)v — L(g(v)) para todo L € W* y v € V.
SiV=RFy W =R" g esta dada por una matriz n x k y su dual por la transpuesta k x n.

Ahora dado un haz vectorial p: E — B induce el haz dual p*: E* — B donde la fibra
de E* sobre cada punto b € B es el espacio vectorial dual de la fibra de E. Si {gos} son las
funciones de transicién de p: E — E entonces el cambio entre las cartas estd dado por

ho o hg': (Us NUg) x R = (Uy NUs) x R
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(m,n) = (m, gag(v)). Asi la transicién dual esta dada por

(Ua NUz) x R* = (U, NUg) x R*

(myn) — (m, (gt);é(v)) Entonces la funciones de transicién para p* estdn dadas por

2.2.3. Suma directa (Suma de Whitney)

Ahora dados dos haces vectoriales p1: E1 — By p2: Es — B, sobre el mismo espacio
base B, nos gustaria formar un nuevo haz sobre B cuya fibra sobre cada punto en B sea la
suma directa de las fibras de E; y FE5 sobre este punto.

Definiciéon 2.20. Definimos la suma directa de p1: By — By ps: Es — B como E1 & FEy =
{(v1,v2) € E1 X Es|p1(v1) = pa(v2)} entonces existe una proyeccién @: E; @& E; — B tal
que (v1,v2) — p1(v1) = pa(v2), la fibra de esta proyeccién es la suma directa de las fibras
de E1 y EQ.

Supongamos que {g}z} vy {gas} son las funciones de transicién de E' y E? respectiva-
mente entonces las podemos ver como matrices g5 y 925 en GL,(FF) entonces las funciones
de transicién para FEi @ F> estan dadas por

1
1 2 _ gaﬁ(x) 0 )
« @ « €T) =
s @ diae) = (47 4
Definicién 2.21. Dados dos haces vectoriales py: F1 — By y p2: Es — By definimos
el haz producto p1 X pa: By X E5 — By X By donde la fibra estd dada por el producto

de las fibras py ' (b1) x p; *(b2) y con trivializaciones locales hy: p~'(Uy) — Uy x R™ y
hg: p~1(Ug) — Ug x R™ para Ey y E entonces h, x hg es una trivializacién local.

Nota 2.22. Si E; y E5 son haces vectoriales sobre el mismo espacio base B la restriccién
del haz producto E; x Fj sobre la diagonal A = {(b,b) € B x B} es exactamente F; & Es.
esto probaria que Fq & E5 es localmente trivial.

La suma directa de haces vectoriales cumple con las siguientes propiedades:
1. BEie Es =2 Eyd By

2. Si By 2 FEyy F1 &2 Fy entonces By & | & By & Fy

3. By ® (B ® E3) = (B, ® Ey) ® Es

4. E® Id = F donde Id es un haz vectorial trivial de rango cero.

Nota 2.23. La suma directa de dos haces vectoriales triviales es un haz trivial, pero, la
suma directa de haces no triviales no necesariamente es un haz no trivial.

Ejemplo 2.24. Sea p;: £y — S™ el haz normal, donde E; = {(z,v) € S" x R""|v = tv}
y p2: B2 — S™ el haz tangente a S™ donde Eo = {(z,v) € S™ x R"*!|z L v}, notemos que
si n = 2 no es trivial, entonces

By @ By = {(z,v,tx) € S" x R"™ x R"" |z 1 v}

el cual es trivial bajo el isomorfismo h: E;@®Es — S™xR" ™! dado por (z,v,tz) — (z,v+tz).
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2.2.4. Producto tensorial

Dados p: E — By p': E — B haces vectoriales sobre la misma base, entonces podemos
definir su producto tensorial p®p’': E® E’ — B tal que en fibras (E® E'), = E, ® E} para
b € B. Supongamos que {gag} ¥ {g’aﬁ} son las funciones de transicién de F y E’ entonces
las podemos ver como matrices gas(7) = (aij) en GLy(F) y g,5(x) = (br) en GL,(F) por
lo cual las funciones de transicién de E'® E” esta dada por {gas ® g,,5} es decir construimos
una matriz cuyas entradas son el producto de las entradas de gag por la matriz g,

auggg(m) T alngéyﬁ(x)
9aB ® Gop(®) = : : € GLyn(F)

an19os(®) o a1ngn, (2)
El producto tensorial de haces vectoriales cumple con las siguientes propiedades:

1. Bi Ey 2y, ® Ey
2. Sl E1 gEg yF1 gFQ entonces E1®F1 gEQ@FQ

3. BT ® (Ez ®E3) = (El ®E2) ® E3

2.2.5. Potencia exterior

Para un haz vectorial en general p: £ — B podemos formar la k—esima potencia exte-
rior A¥p: A¥E — B tal que en fibras(A*E), = A*E}, para b € B. Supongamos {gas} son
las funciones de transicién de E donde cada transformacién g,g la podemos ver como una
matriz en GL,(IF), entonces las funciones de transicién para A*E esta dado por Akgag, es
decir construimos la matriz A*g,s evaluada en cada matriz gas.

Nota 2.25. Si p: E — B es de rango k, entonces las funciones de transicion para el haz de
lineas A¥E son {det gos5} v es llamada la potencia exterior superior de E y se denota APE.

Se sigue de la definiciéon que si p: E — B es un haz vectorial y p: F' — E es un haz de
lineas (haz vectorial de rango uno), entonces

ANPESF)2 AN EoF)2AEQ L2 ANPEQF.
Mas generalmente si p: F — By p: F'— B son dos haces vectoriales entonces

AP(E® F) = (A'"PE) @ (A'PF) y AMEeF)= P (NE)® (MF).
i+j=k

2.2.6. Haz de morfismos

Dados dos haces vectoriales p: E — By p’: E' — B de rango k y n respectivamente
podemos construir un nuevo haz vectorial w: Homp(E, E') — B llamado el haz de mor-
fismos. Dado b € B la fibra w=!(b) es el espacio vectorial de dimension kn de todas las
transformaciones lineales de la fibra p~1(b) a la fibra (p’)~1(b), por lo tanto las fibras de
Hompy(FE, E') se pueden identificar con el espacio vectorial de matrices n x k.
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Supongamos que {gas} ¥ {94} son las funciones de transicion de E'y E’ entonces las
podemos ver como matrices go () en GL,(IF) y g;,5(x) en G L,/ (IF) por lo cual las funciones
de transicién para Homyp(F, E') estdn dada por

Hom((gap(2)) ™", 9p(@)) = (adj gas(2)) ™" ® gag(2)-

Un morfismo de haces suave h: E — E’ es equivalente a una seccién suave Sy de
Homp(E, E’) la cual esta dada por Sp(b) = hy donde hy es el elemento en la fibra de
Homp(E, E') sobre b que corresponde a la restriccién hy,: p~1(b) — (p')~1(b).

E\;)/ £ Homp(E, E')
S

2.2.7. Producto interno

Definicion 2.26. Un producto interno en un haz vectorial p: E — B es una aplicacion
(,): E®FE — R que restringido a cada fibra nos da una forma bilineal simétrica y definida
positiva.

Proposiciéon 2.27. Sea p: E — B wun haz vectorial, el producto interno existe si B es
Hausdorff compacto (6 paracompacto)

Nota 2.28. X es paracompacto si admite una particién de la unidad, es decir para cada
cubierta abierta {U,} existe una coleccién de funciones continuas p,: X — [0, 1] tal que

» para toda p, existe U, € {U,} tal que el soporte de p, esta contenido U, . El soporte
de una aplicacion es el conjunto de puntos donde la aplicacién es distinta de cero.

= para todo x € X existe una vecindad de x tal que solo una cantidad finita de p, son
distintos de cero y > pa(z) = 1.

Demostracion. Sea {U,} una cubierta trivializada de B, sea ho: p~1(Uy) — Uy x R" la
trivializacién local para todo a € A usando el producto escalar en R™, definimos un producto
interno en cada fibra

(, Vv, : Uy xR") x (Uy xR™) — R
((x’u)><x7v)) — <U7U>R"

usando las trivializaciones h,, y el producto interno ( , )y, definimos un producto en cada
fibra. Sean U’, V' € p~! C p~}(U — «) definimos

(;JarpH@)xp i) — R
(W' 0") = (W), ha(v))u.

Como B es paracompacto existe una particién de la unidad {pi4}aeca subordinada a la
cubierta {Uy}, es decir us: X — [0,1] con > ua(x) = 1 con soporte de p, contenido en
algtin Ug,) entonces definimos el producto interno deseado (v1,v2) = D fia (%) (v1, v2)a con
vi,v9 € p () C E. O

Proposicion 2.29. Sip: E — B es un haz vectorial con B paracompacto y Eqg C E es un
subhaz vectorial, entonces existe un subhaz vectorial Ey C E tal que E, ® Ey = F.
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Demostracion. Escojamos un producto interno en F, sea E&- el subespacio de E en el que
cada fibra consiste de todos los vectores ortogonales a vectores en Ej, afirmamos que la
proyeccién natural Ej- — B es un haz vectorial ya que de ser asi entonces Ey @ Ej es
isomorfo a E via la siguiente aplicacion (v,m) — v + m. Entonces solo basta ver que
Ey — B es un haz vectorial, para ver esto supongamos que E = B x R" y entonces Ep
tiene dimensién m entonces existen m secciones linealmente independientes con m < n y
las denotamos como {s1,- - , $m }, completamos las s, 11, - , 8, secciones faltantes con la
fibra p~1(b) entonces a las s1,. .., s, secciones les aplicamos el proceso de ortogonalizacién
de Gram-Shmidt para obtener i, ..., s, secciones linealmente independientes ortogonales,
entonces podemos escribir a v € p~1(b) C Ef como combinacién lineal de s/, . .., s/, es decir
v =) «a;8; entonces podemos definir trivializaciones locales

h:p~Y(U) — u x R®
v = (p(v), 24, €i)

con ¢; la i-ésima base estandar de R"™ O

Proposiciéon 2.30. Para cada haz vectorial p: E — B con B hausdorff compacto, existe
un haz p': E' — B tal que E® E’ es el haz trivial.

Demostracion. Por la demostracién anterior es suficiente mostrar que E es isomorfo a un
subhaz del producto B x R para algiin N.

Cada punto z € B tiene una vecindad U, C B en el cual E es trivial, por el Lema
de Urysohn tenemos que existe una aplicacién ¢, : B — [0,1] tal que ¢ = 0 fuera de U, y
distinto de 0 en z. Dejando variar € B tenemos que el conjunto {¢; ([0, 1])} e forma una
cubierta abierta de B, como B es compacto entonces existe una subcubierta finita que cubre
B entonces podemos enumerar U; y ¢; para i = 1,...,m. Definamos ¢;: £ — R" dada por
9i(v) = @i(p(v))[m; o hi(v)] donde h;: p~1(U;) — U; x R" y m;: U; x R™ — R™ la proyeccién
a R", entonces g; es una inyeccién lineal en cada fibra bajo ¢; '([0,1]). Asi consideremos
la aplicacién g: E — RY dado por v + (g1(v),...,gm(v)) donde RY = R™ x ... x R®
(m—copias) entonces g es una inyeccién lineal en cada fibra. Sea f: E' — B x R definido por
v (p(v),g(v)), notemos que la imagen es un subhaz del producto B x R, la proyeccién
de RY sobre el i—esimo factor de R™ da la segunda coordenada de una trivializacién bajo
@{1([0, 1]) por lo tanto E es isomorfo a un subhaz de B x RY entonces por la proposicién
anterior existe un subhaz E' con E @ E' = B x RV O

2.3. Clasificacion de haces vectoriales

Usualmente un problema complicado es el de clasificar diferentes haces vectoriales sobre
un mismo espacio base, el objetivo de esta seccién es relacionar este problema con clases de
homotopia de ciertas aplicaciones a las variedades de Grassmann, asi como otros conceptos
de topologia algebraica.
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2.3.1. El haz inducido (pull-back)

A partir de un haz vectorial p: E — B de rango n y una aplicacién continua f: A — B,
se puede “induciriin nuevo haz vectorial colocando en cada x € A la fibra Ey ().

E

|

A*f>B

Proposicion 2.31. Dada una aplicacion continua f: A — B y un haz vectorial p: E — B
existe un haz vectorial p': E' — A con una aplicacién f': E' — E tal que po f' = fop'.
Ademds E' tiene la siguiente propiedad universal. Si g: E' — B es un haz vectorial tal que
po f = fog entonces existe un unico morfismo de haces h: E' — E’ que hace conmutar el

siguiente diagrama:
E” 7
m
f/

E——=F

ok

A——B

Mas aiin, p': E' — A es 1inico respecto a esta propiedad

Demostracion. Consideremos un haz vectorial p: E — B y definamos el siguiente conjunto
E' = {(a,v) € A x E|f(a) = p(v)} C A x E y la proyeccién p’: E' — A definida como
p'(a,v) = a. Sea a € A notemos que la fibra esta dada por el siguiente conjunto (p’)~!(a) =
{(a,v) € Ax E|v € p~1(f(a))}. Entonces existe una aplicacién natural f’: £’ — E definida
como f’(a,v) = v que hace conmutar el siguiente diagrama

o i
pl

f

A———>

sy

Ahora veamos que el nuevo haz es localmente trivial, dado que p: F — B es un haz
vectorial entonces para cada b € B existe una vecindad U, y un homeomorfismo ¢y, : Uy X
F* — p~1(Up), sea p': E — A tomemos a € Ay V, = f71(Ug(a)) abierto en A entonces
construimos

by, : () H(V,) — V, x B
donde la fibra esta dada por (p')~1(V,) = {(a’,v) € Vo x E|f(a) = p(v)} usamos la aplicacién
natural f': B’ — E entonces f'(a’,v) = v € pil(Uf(a)), ahora usando el homeomorfismo
(b&;(a) : p‘l(Uf(a)) — Up(a) X F™ tenemos que ¢~ 1(v) = (f(a),v’) para algtin v’ € F" por lo
tanto definimos
¢v,(d',v) = (d',pra o du,,, o f'(d’,v))

donde prs es la proyeccion sobre la segunda coordenada y entonces se cumple que pry o
ou, (a',v) = pri(a’,v) = o’ = p'(d’,v), por lo cual p’ es localmente trivial.
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Definamos el morfismo de haces h: E” — E’ como h(e”) = (g(e"), f(e")) y veamos que
h manda la fibra g~*(a) a la fibra p'~'(a) para toda a € A. En efecto si ¢’ € g~!(a) entonces

h(e") = (g(e”), f(e")) = (a, f(")) y por definicién f(e”) € p~1(f(a)), lo cual implica que
h(e") € p’~*(a). Notemos que h es tinico por construccién.

Mostremos que p’: E' — A es tinico respecto a esta propiedad, asi que supongamos que
existe otro haz vectorial q: Ex — A que cumple con la propiedad universal, entonces por la
propiedad universal de E’ existe un tiinico morfismo de haces p: Ex — E’ que hace conmutar
el siguiente diagrama:

Por otro lado por la propiedad universal de E* existe un tnico morfismo de haces ¢: E' —
Ex que hace conmutar el siguiente diagrama:

A*>B

Entonces por la unicidad de p y de ¥ tenemos que pot = idgs y ¥ o p = idgs lo cual implica
que p: Ex — E’ es un isomorfismo de haces. O

Definicién 2.32. El haz vectorial p’: £’ — A definido arriba se le conoce como haz inducido
(pull-back) por la aplicacién f, el cual también se denota como E' = f*FE

Ejemplo 2.33. Seap: E — By A C B un subespacio, entonces la restriccion p,-1(4): p~1(A) —
A es un haz vectorial y puede ser visto como el inducido por la inclusién i: A — B

pH(A)——=E

L

A——>B

Ejemplo 2.34. Sean p1: E1 — B, po: Eo — By p1 X pa: E1 X E5 — B X B entonces la
suma directa es el inducido del producto restringido bajo la diagonal.

E]EBE2*>E1 XEQ

L,

B— % _BxB

Aqui algunas propiedades importantes del haz inducido:
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(f9)*(B) ~ g"(f*(E)).

» [*(E) = E donde I*(E) es el inducido por la aplicacién identidad .
[T(Er@ Ey) = [*(E1) ® f*(E2).

[ (Er ® E2) = f*(E1) @ [ (E2)

Proposicién 2.35. Sea p: E — X x I un haz vectorial, las restricciones sobre X x {0} y
X x {1} son isomorfas si X es paracompacto.

Demostracion. Para demostrar esta proposicion necesitamos dos hechos.

1. Sea p: E — X x I un haz vectorial veamos que este es trivial si sus restricciones sobre
X X [a,c] y X % [c,b] son triviales con ¢ € (a,b).

p (X % [a,c]) X X [a,c] x R™

X % [a, ]

(X x [e,b]) X X [e,b] x R™

m /

X X [c,b]

En un principio h; y he no tienen porque coincidir en p~1(X x {c}), pero podemos
hacer que esto suceda si componemos hy con el isomorfismo

X X [e,b] xR* — X x[e,b] x R"®
Xx{t} xR* — X x{c}xR"

Entonces hy y ho coinciden en p~1(X X [a,c]) N p~H(X x [c,b]) v asf tenemos que
hihy': X x {c} x R* = X x {c} x R™ nos definen una trivializacién local para p.

2. Sea un haz vectorial p: E — X X I existe una cubierta abierta {U,} de X tal que
cada restriccion p~1(Ua x I) — Ua x I es trivial, esto es puesto que si tomamos
x € X podemos escoger un nimero finito de vecindades Uy, ,...,U,, y una particién
0=ty <t <...<tp=1de]l0,1] tal que el haz es trivial sobre Uy, X [t;_1,t;] usando
la compacidad de [0, 1] y el haz trivial sobre U, x I donde U, = U, N---NU,,

Ahora demostraremos la proposicién para X compacto y Hausdorff, por 2) podemos tomar
{Ua} cubierta abierta de X trivializadora, por la compacidad de X existe un nimero finito
de U,’s que cubren a X digamos {U;} parai = 1,...,m, ademé&s existe una correspondiente
particién de la unidad por funciones ¢; con soporte p; C U; parai > 0. Sea ¢; = @1+ -+@;
en particular ¢ = 0y ¥, = 1, sea X; la gréfica de v¢; es decir (z,¢;(z)) € X x I y sea
pi: E; — X, el haz restriccién de E|x,: Como F es trivial sobre U; x I la proyeccién natural
X; — X,;_1 induce un isomorfismo h;: E; — E;_4

EiéXiXRn

.

Ei 1 —X; 1 xXR"
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Entonces H = hihy - - - hy, es un isomorfismo de E|x (13 — E|xx{o}- La demostracién para
X paracompacto se sigue de la anterior. O

Teorema 2.36. Dado un haz vectorial p: E — B y dos aplicaciones homotdpicas fo, f1: A —
B entonces los haces inducidos f§(E) y f{(E) son isomorfos si A es hausdorff compacto
(6 paracompacto)

Demostracion. Sea F: A x I — B una homotopia de fy y fi entonces tenemos el haz
inducido por la aplicacién F'
FY(E) —

<t

AX [ ——

cuyas restricciones

f3(E) = F*ax{o} fT(E) = Faxqny
Ax {0} ——B Ax {1} B
y por la proposicién anterior, las restricciones son isomorfas. O

Definicién 2.37. Definimos Vect?B) como las clases de isomorfismos de haces vectoriales
sobre B de rango n.

Corolario 2.38. Sea f: S — B una equivalencia homotdpica de espacios paracompactos
entonces induce una biyeccion f*: Vect™(B) — Vect™(A), donde f([E]) = [f*E]. En parti-
cular un haz vectorial sobre una base contraible y paracompacto es trivial.

Demostracion. Sea f: A — B equivalencia homotdpica entonces existe g: B — A tal que
fog~Idpygo f~Idy entonces por el teorema 2.36 f* o g* = Id* = Id lo cual implica
que g* es sobre y f* es inyectiva y por lo tanto f* es biyectiva O

2.3.2. Funciones de pegado

Queremos describir una manera de construir haces vectoriales p: E — S* con base en
una esfera S¥ = Di U D* donde Di y DF son los hemisferios superior e inferior con
DS_’f_ N Dk = §¥=1 dada una aplicacién f: S¥=t — GL,(R). Sea E; el cociente de la unién
disjunta D% x RU DF x R obtenido mediante la identificacién de puntos (z,v) € 9D* x R®
con (z, f(z)(v)) € OD% x R™. Entonces existe una proyeccién natural Ef — S* el cual
es un haz vectorial de rango n, llamamos a f la aplicacién de pegado para Fy;. La misma
construccién funciona andlogamente para C, entonces para la aplicacién f: S¥~! — GL,,(C)
obtendrfamos un haz vectorial complejo E; — S*.

Ejemplo 2.39. El haz tangente T'S? a S?. Consideremos un campo vectorial v, en D%r.
Tomamos un vector tangente al polo norte y lo transportamos a lo largo del meridiano de
manera que mantenga el dngulo constante con el meridiano, reflejando a través del plano
del ecuador obtenemos el campo vectorial v_ en D?. Rotamos cada vector en vy y v_ en
un angulo de noventa grados en contra de las manecillas del reloj viendo hacia afuera de la
esfera, entonces obtenemos los campos w4 y w_ en Di y D? respectivamente. Los campos
vectoriales v+ y w+ dan trivializaciones en T'S? sobre D?+ lo que nos permite identificar
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estas dos mitades de T.52 con D? + xR?. Podemos reconstruir 7'S% como el cociente de la
union disjunta de Di xR? v D% x R? mediante la identificacién a lo largo de S* x R? usando
la funcién de pegado f, donde f rota (vi,wy) — (v_,w_)

Una propiedad basica en la construccién de haces mediante funciones de pegado esta
dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 2.40. Sea p: Ef — S* un haz vectorial construido mediante una funcién de
pegado f: S*~1 — GL,(R) entonces Ey ~ F, si f y g son homotdpicas.

Demostracion. Sea F': S*~!xI — GI,,(R) una homotopia entre f y g. Notemos que S*x I =
(D UD_)yxI=(DyxI)U(D- xI) entonces construimos el haz inducido con la funcién
F, Ep — S* x I donde

Ep ={Dy xIxR*"UD_ xIxR"/(z,t,v) ~ (z,t,F(z,t)(v))}

cuyas restricciones
k —
EF|Sk><{O}—>S X{O}:Ef

Ef|sk><{1} — Sk X {1} = Eg
entonces por la Proposicién 2.35 Fy ~ Ej. O

Ahora si denotamos [X,Y] como el conjunto de clases de homotopia de aplicaciones
f: X — Y entonces la asociacién f — FEy que manda una funcién de pegado a un haz
vectorial , define una aplicacién ®: [S¥~1 GL,(R)] — Vect™(S*). Existe una aplicacién
analoga a ® para haces vectoriales complejos. Probaremos el siguiente resultado sobre la
forma compleja de ®.

Proposicién 2.41. La aplicacion ®: [S*~1, GL,(C)] — Vect™(S*) es una biyeccion.

Demostracion. Construiremos la inversa ¢ de ®, tomemos p: £ — S* un haz vectorial y
sean F,, E_ las restricciones sobre Dﬁ y DF respectivamente, notemos que como estos son
contraibles, entonces los haces son triviales. Sean h4: FL — th x GL,(C™) trivializaciones
entonces hyh~—': S¥=1 — GL,(C) cuya clase de homotopia es )(E) € [S*~!, GL,(C)]
Veamos que ¢ (F) esta bien definida, tomemos hi+ y hot distintas, entonces hit y hot
difieren por una aplicacién g: D*+ — GL,,(TC)

hit ht
Skl % C" - E|gr-1 — SF1 x €

S

h h
Skl x " 2> E| g1 —> SF1 x €

donde hy' manda (z,v) ~ (z, fi(x)(v)) y g manda (z,v) — (z,g(z)(v)), hy*h§ manda
(z,v) = (z, fa(z)(v)) por lo tanto fa(z) = g(x)fi(z). Sea H: D £ xI — GL,(C) donde
H(z,0) =gy H(xz,1) = Id y definimos

H: 8" ' %I — GL,(T)
donde

A H(a,t) = H(w, ) fi(x)
H(x,0) = H(z,0)fi(x) = g(x) fi(x) = f2(z)

H(z,1) = H(,i) f1(z) = Idf1(z) = f1(2)
Por lo tanto f1 y fo estdn en la misma clase de homotopia. O
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Ejemplo 2.42. Todo haz vectorial complejo sobre S! es trivial, ya que por la proposicién
esto equivale a decir que [S°, GL, (C)] tiene un solo elemento.

2.3.3. Variedades de Grassmann y haces universales

Las variedades de Grassmann que ahora introduciremos, permiten clasificar haces. Estos
espacios topoldgicos tienen estructura de un complejo CW la cual presentaremos en la
siguiente subseccion, asi como también tienen estructura de variedad diferenciable, al igual
que las variedades de Stiefel la cual también definiremos. Con las variedades de Grassmann
como espacio base construiremos haces vectoriales para cada nimero natural k£ los cuales
llamaremos k—haces universales, con la propiedad de que cada k—haz se puede expresar
como el inducido por el haz universal a través de una aplicacién continua adecuada.

Definicién 2.43. Definimos la variedad de Stiefel de k—marcos ortonormales en F como
Vi(F) = {(v1,...,vx) € F x--- X F| < v;,v; >= 0;;} donde (, ) es el producto interno en
IF™ y d;; la delta de Kronecker

Definicion 2.44. Sea V un espacio vectorial sobre un campo F definimos la variedad
de Grassmann como G(V) = {W C V|W es el subespacio lineal y dim W = k}. Demos a
Gr(V) la topologia cociente bajo la proyeccién Vi (F¥) — Gy (F*F).

Lema 2.45. La variedad Grassmanniana G, (F"t*) es una variedad topoldgica compacta
de dimension nk.

Demostracion. Ver [16, Lema 5.1] O
Definicién 2.46. Definimos el espacio v*(IF") = {(¢,v) € G1(F") x R"|v € £}.

Lema 2.47. La proyeccion p: vY*(F") — G1(F™) dada por p(f,v) = £, es un haz vectorial
para n finita o infinita.

Demostracion.

Gr(F™)

Supongamos n finita, sea £ € G (IF™) existe una proyeccién ortogonal mp: F™ — /¢, sea
Uy = {0 € Gi(F™)|dim(me(¢")) = k} en particular £ € U;. Queremos ver que Uy es abierto
en Gi(F™) y que la aplicacién h: p~1(Uy) — Uy x £ definida por h(¢,v) = (¢',m(v)) es
una trivializacién local. Notemos que p~1(Uy) consiste de todos los marcos ortonormales
v1,. .., v tal que mp(vy),...,m(vg) sean linealmente independientes. Sea A la matriz de
mp con respecto a la base estandar en IF" y una base fija ¢, la condicién sobre vy, ..., v
es equivalente a tener det(A) # 0 esto nos da una aplicacién ¢: Vi (F™) — R continua y
Uy = ¢ 5(TF \ {0}) el cual es abierto. Sea h: p~1(U;) — U, x £ veamos que h y h~! son
continuas, puesto que h(¢,v) = (¢, m(v)) con inversa h='(¢,w) = (¢, (m|;) " (w)) son
continuas ya que 7y es continua y un isomorfismo local O

Nota 2.48. El haz vectorial p: v*(IF") — G (IF") se conoce como haz vectorial universal.

Denotemos G,, = G, (F>®), 4™ = 4™(F>) y [X, Y] las clases de homotopia de aplicaciones
que van de X a Y entonces tenemos la siguiente proposicién
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Proposicién 2.49. Sea p: E — X un haz vectorial de rango n entonces existe un isomor-
fismo E = f*(4™) para alguna f: X — Gy, siy solo si existe g: E — T lineal e inyectiva
en cada fibra.

Demostracion. Sea p: E — X un haz vectorial y sea f: X — G, una aplicacion, considere-
mos un isomorfismo ¢: E — f*(y™) entonces tenemos el siguiente diagrama

E—" f'(y") == 4" —"> R

Lk

f
x—! . q

donde 7(¢,v) = v entonces podemos definir g = 7 o f o ¢ lineal e inyectiva en cada fibra.

Ahora sea g: E — IF* lineal e inyectiva en cada fibra, p: E — X y alguna aplicacion
f: X — A" definida por @ — g o p~!(z), puesto que p~!(z) es un subespacio lineal de
dimensién n y ¢ inyectiva en cada fibra entonces g(p~!(x)) C F>™ es un subespacio de
dimensién n. Sea p’: " — G, dada por (¢,v) — £ y consideremos el haz inducido por f el
cual denotamos como p: f*(7") — X dado por (w, (¢,v)) — w, donde f*(FE) = {(w, ({,v)) €
X x y"ma(¢,v) = f(w)} . Entonces definimos un isomorfismo ¢: E — f*(y™) dado por
e (p(e), (f o g(e)). O

Proposicién 2.50. Sea X paracompacto entonces la aplicacion [ X, Gp) — Vecti(X) dada
por [f] = f*(v™) es una biyeccion.

Demostracion. Veamos que es sobreyectiva, construyamos una aplicacién £ — F*>°, sea
p: E — X un haz vectorial de rango n como X es paracompacto existe una particién de
la unidad 1, para una cubierta abierta trivializadora {U,} de X y {1} con soporte en
U,. Sea la trivializacién hy: p~1(Uy) — U, x R™ definimos g;: p~1(U,) — F™ como la
composiciéon 7 o hy, = g, donde 7 es la proyeccién 7: U, x F™ — F™. Sea

(Yop)ga: E—-TF

v = Ya(p())ga (V)

(1o © P)ga es cero fuera de p~1(U,) y cerca de un punto z existe un nimero finito de
Yo # 0. Entonces decimos que las (¢, © p)g, son las coordenadas de la funcién E —
F> = F"® x [F* x --- esta es inyectiva en cada fibra puesto que g, es inyectiva, por lo
tanto E es sobre. Veamos ahora la inyectividad, sean E = f5(v") y E =2 ff(y™) entonces
fo, f1: X — G, inducen aplicaciones g,, g1 : E — [F*> inyectivas en cada fibra definimos la
homotopia entre go y g1 como g; = (1 —t)go + tg1 y definimos la homotopia entre fy y f1
como fi(z) = g:(p~1(x)) y puesto que go y g1 son inyectivas en cada fibra entonces f;(z)
nos da un subespacio de dimensiéon n en [F>°

O

Este teorema nos permite clasificar haces vectoriales sobre una base fija, por lo cual al
espacio G, se le conoce como espacio clasificante de haces vectoriales de rango n y a la
aplicacién f: X — G, se le conoce como aplicacién clasificante.
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Grupos de homologia y cohomologia singular

La teoria de homologia empieza como una rama de la topologia, siendo Poincaré el pri-
mero en dar una definicién de este concepto en su “Analysis Situs” en 1895. Esencialmente
se tiene un espacio topoldgico complicado y se desea obtener informacion relacionada al
proceso de contar agujeros de cualquier dimensién, obteniendo ciertos invariantes lineales.
Asi pues se puede pensar en la homologia como en una construccién de invariantes lineales
asociados a una situacién no lineal.

Por otro lado la cohomologia para espacios topolégicos no fue reconocida en el desarrollo
de la topologia algebraica sino hasta 1930 cuando Lefschetz formulo los teoremas de dua-
lidad para variedades. En esta seccion veremos definiciones importantes y desarrollaremos
las herramientas necesarias para enunciar el teorema de dualidad de Poincaré el cual nos
serd de utilidad en el desarrollo de este trabajo. Para ver mas resultados importantes sobre
homologia y/o cohomologia ver [7],[10].

3.1. Homologia y cohomologia singular

3.1.1. Definiciones basicas
Iniciemos con algunas definiciones béasicas importantes.

Definicién 3.1. El n-simplejo estandar es el conjunto convexo A, C R™*! que consiste de
todos las (n + 1)-adas, (to,...,t,) € R""! tal que

t; >0, to+...+t, =1

Sea X un espacio topolégico un n-simplejo singular en X es una aplicacién continua o: A, —
X.

Ahora si ¢;: A,—1 — A, 0 <4 < n definido como

(to,...,tifl,tile,...,tn) —> (to,...,ti,170,ti+17...,tn)
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—+—+——— (- simplejo
01

2 — simplejo

1 — stmplejo

P
(0,1,0)

(1,0.0)

Figura 3.1: Simplejos de dimension 0,1 y 2 respectivamente

¢; se llama i—ésimo operador cara. Para un n—simplejo singular ¢ arbitrario en X definimos
la i—ésima cara del simplejo o como ¢ o ¢;.

0 — cara 1— cara 2 — cara

Figura 3.2: i—ésima cara de dimensién 0,1 y 2

Definicion 3.2. Sea A un anillo conmutativo, n > 0 definimos el grupo de n-cadenas
singulares como el A-mddulo libre con generadores los n-simplejos singulares en X y los
denotamos por C,,(X; A), definimos también para n > 0 el operador frontera 9: Cyp,(X;A) —
Cpn-1(X;A) definido como

9(0) =[oodo] = [o0d1] + -+ (=1)"[o © ¢y]
Entonces tenemos la siguiente sucesién:
0 Ou (X A) — 2 O (X A) 2= 2 (X A)
Teorema 3.3. El operador frontera cumple Op, 0 011 =0

Demostracion. El operador frontera es un operador lineal, sea r = 0 entonces dy o d; = 0
dado que Jy es el operador cero. Asumamos pues que n > 0 y tomemos ¢ un n—simplejo

singular
n+1
O 0 On11(0) = (D (~1)ilo 0 64])

=0
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n+1 n+1 n
=Y (1 @uloodi]) =D (1) | D (~1)[o 0 i 0 by
=0 =0 7=0
ntl n L ntl L n L
YD (N Hoodiog] =) (1) oodiog)+ Y (~1) oo dio¢)]
i=0 =0 j<i i<j

= (D)) rogio¢] =D (1) oo 06, =0
V<j i#]
coni =j,7=1-1 O
Una n—cadena v tal que 9(v) = 0 la llamamos n—ciclo, denotamos Z,(X; A) al kernel
de 9: Cp(X,A) = Cp—1(X;A) es decir el A—submddulo de todos lo n—ciclos. Si existe

v € Cpy1(X) tal que O(v') = v decimos que 7 es una n—frontera, y denotamos por B, (X; A)
alaimagende d: Cpy1(X;A) = Cr(X; A) esto es el A—submdédulo de todas las n—fronteras.

Definiciéon 3.4. Definimos el n-ésimo grupo de homologia

Zn(X;A)
H,(X:A) = ———=
n(X;4) B, (X;A)
Definicién 3.5. Dada una sucesién
-~L>Cn(X,A) LCn,l(X,A) L>Cn,2(X,A) _9., ...
A A A

Definimos el grupo de cocadenas como el médulo dual Homy (Cy, (X, A), A) a los elementos
del grupo les llamamos cocadenas, al valor de una cocadena c en v lo denotamos por <
¢,y >= c() y tenemos las siguiente identidades:

<21t >=<cz1 >+ <cC 2>

<t e,z >=<cC1,2 >+ <cC2,2 >
<cuvz>=v<c,z>=<0vCz >
v € A entonces <, > es un par bilineal. Denotamos al grupo de cocadenas como C™(X; A).

Definiciéon 3.6. Definimos el operador cofrontera

§: C™(X,A) = C"HL(X, A)
c—dc=col

tal que < dc,a > +(—1)" < ¢,da >= 0 con a € C,(X, A).
Entonces tenemos una sucesion
COX,A) —2= CY (X, A) —2> . s On(X,\) —2>

Teorema 3.7. §" 0" 1 =0
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Demostracion. Tenemos que 6" 06" 1(c) = §"(c0d,) = c0dy 1100, por lo tanto 6" o™
0 O

Diremos que ¢ € C™(X,A) es un n—cociclo si §(¢) = 0 y un n—cofrontera si ¢ €
im(6"~1). Denotamos como Z"(X,A) = kerd: C"(X,A) — C""1(X,A) y a B"(X,A)
im: C"1(X,A) = C"(X,A).

Definicién 3.8. Definimos el n-ésimo grupo de cohomologia H™ (X, A) = %

Los grupos de cohomologia singular cumplen la propiedad de contrafuntorialidad, esto es
que si tenemos f: X — Y una aplicacién entonces esta induce una aplicaciéon HI(f): H1(Y) —
HY(X) tal que HY(fg) = H%(g)H%(f). Esto hace a H? un funtor contravariante de la cate-
goria de espacios topoldgicos a la categoria de A—mddulos.

3.1.2. Relacién entre homologia y cohomologia

Cabe mencionar que si tenemos X espacio topolégico y A C X, para toda n > 0 se puede
introducir C,, (A, A) el cual es un submddulo de C,, (X, A) que consiste en las combinaciones
lineales de n-simplejos singulares con imagen en A y denotamos el complejo de cadenas de

. _ Ch(X)
la pareja C, (X, A) = oMEIE
Entonces tenemos una sucesién

2 C(X, A N) — 2 C 1 (X A N) —— -

i

A

Y podemos definir C™(X, A;A) = Homy (C,, (X, A), A). Asi pues se pueden definir los
grupos de homologfa relativa H, (X, A; A) como
Cn(X) Cn_1(X)
ker (c,L(A> - c,Li(A))

. Chry1(X) Cp(X)
im (cﬁl(A) . cn<A>)

H,(X,AA) =

Y andlogamente podemos definir los grupos de cohomologia relativa.

De aqui en adelante asumiremos que A es un dominio de ideales principales, para sim-
plificar notacién omitiremos A, escribiremos H,,(X) en lugar de H, (X, A).

Teorema 3.9. Supongamos Hy,_1(X) = 0 ¢ A-modulo libre entonces H"(X) = Homy (H,(X), A)

Demostracion. Sea H,,_1(X) libre veamos que H™(X) = Homy (H,(X,A)). Seaz € H"(X) =
% recordemos que Z"(X),B"(X) € C™(X) = Homy(C,(X),A). Definimos un homo-
morfismo
K: H"(X) — Homp (H,(X),A)
T

donde z: C,(X) — A y es un cociclo 09 = 0.
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1. K estd bien definido:

"48>Cn+1(X)48>0n X)L i (X) — -

Sean 2’ ~ x, x —x' = hod y sean y,y € kerd tal que y — y' € im0 entonces
z(y) — 2'(y) = ho d(y) = h(0) = 0, por otro lado z(y) — z(y') = z(y — y') = 0 por lo
cual el homomorfismo esta bien definido.

2. K es sobreyectiva:
Primero notemos que el submédulo Z, (X) C B, (X) es sumando directo, esto se sigue
del hecho de que el médulo cociente

Cou(X)/Za(X) = By1(X) € Cpoa(X)

es un submdédulo libre de un médulo libre entonces B,,_1(X) es libre por lo tanto la
sucesion

0——> Z(X) Co(X) 7

~ B, 1(X)—=0

se escinde, entonces C), (X)) & gzgg @ Z,(X).
Sea f € Homy (H,(X), A) arbitrario, entonces f: H,(X) — A el cual se extiende a un

homomorfismo F

Sea x € H"(X) la clase de cohomologfa del cociclo F', entonces para cualquier y €
H,(X) con F € Z™"(X) tenemos que K(F) = f por lo cual K(F)(y) = f(y).

3. K es inyectiva:
Sea Zy € Z"(X) entonces K(Zy) = 0, veamos que Zy € imd = B"(X), consideremos
el siguiente diagrama
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g:jg% = H,_1(X) es libre entonces B,,_1(X) es sumando directo de Z,_1(X) y de

Cr—1(X) por lo tanto Zo0~! se extiende a C,,_1(X), si f es la extensién f: Cy,_1(X) —
A entonces

<df,[o] >==£ < f,0[0] >= £ < Zpd~1(0[0]) >= £ < Zy, [0] >

entonces Z es igual a la cofrontera de f.

3.2. Homologia de complejos CW

Sea K un complejo CW y K" su n—esqueleto.

Definicion 3.10. Un subcomplejo A de un complejo CW X es un subespacio cerrado
A C X que es unién de celdas en X, una pareja (X, A) con A subcomplejo se llama pareja
CWwW.

Lema 3.11. Sea K un complejo CW, K™ su n-esqueleto K™ C K. La homologia relativa
H; (K™, K" ') con coeficientes en A es cero para todo i # n y es un mdédulo libre para i = n
con un generador para cada n—celda de K.

Demostracion. Sea S = {Sg|E es n-celda} un conjunto discreto de puntos y Sg tal que
Sg € E para cada E n-celda abierta, K"~ ! es retracto por deformacién de K™ — S. usando
la sucesién larga de homologia para la tercia (K™, K™ — S, K"~1)

Hy(K™ — 8, K" 1) — = H (K", K"') — > H (K", K" — §) —> H,_1(K" — S, K"
tenemos que H; (K™, K"~) = H;(K", K" — S) por escisién (escindiendo K"~!) tenemos
(K", K™ = H( JE,|J(E - Sp))
= oH;(E,E — Sg)
~ goH(D,S" ™)

N L A, sii=n,
~ oH;(R", R —{0}):{07 sii#n

O

Corolario 3.12. El grupo H;(K™) = 0 para todo i > n y es isomorfo a H;(K) para i < n.
Andlogamente en cohomologia.

Definicién 3.13. El médulo libre H,, (K™, K"~ !) lo llamamos el n-ésimo grupo de cadenas
del complejo CW, K y denotamos C,(K) = C,(K,A). De manera similar definimos el n-
ésimo grupo de co-cadenas

H"(K™, K" ') 2 Homy (C,(K), A).

Definimos los morfismos 0y, : Cp+1(K) — C,(K) usando la sucesién larga en homologia de
la terna (K1, K™, Kn1)

Hn+1(Kn+1,Kn) _ Hn(Kn,Kn_l) —_ Hn(Kn+1,Kn_1) _ Hn(K7L+1,Kn) _

y 6": C"(K) — C"1(K) se define andlogamente
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Lema 3.14. 0,,0,,—1 =0

Teorema 3.15. El grupo de homologia Z,(K)/B,(K) del complejo de cadenas C. K es
isomorfo a H,K. Andlogamente Z™(K)/B"(K) es isomorfo a H"(K).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

0

Hyq 1 (K" K" = Crt (K) ——— Ho (K", K" 72) ———— H, (KX K%)= 0

K

Cn(K)=H,(K",K"1)

On

Cn_1(K)=H, (K" K" ?)

notemos que estas son sucesiones exactas de las ternas (K™, K"~ K"=2) y (K"t K" K"~?)
por lo tanto ker 8,, = Z,,(K) = H, (K", K"~ ?) entonces Z,(K)/B,(K) & H, (K", K"?),

Hn(Kn—Q) Hn(Kn—i-l) Hn(Kn+1,Kn_2) n_l(Kn—Z)

entonces tenemos

00— H, (K" = H, (K) — H, (K" K"2) — >0

por lo tanto Z,(K) = H, (K", K" 1).

Para cohomologia consideramos el siguiente diagrama

0
Cn-l—l(K) H”(K",K"_2) - H"(KK+1,Kn_2) a—
C"(K)=H"(K", K" 1)
o
Cn—l(K) — Hn—l(Kn—l’Kn—Z)
y andlogamente tenemos que Z"(K)/B"(K) = H"(K"*t1 K"~?2) O

3.3. Operaciones

Una propiedad de la cohomologia que la distingue de la homologia es la existencia de
un producto natural llamado producto cup el cual definiremos en esta seccion. Asi también
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definiremos el producto cap por el cual el anillo de cohomologia opera sobre la homologia, otra
operacién 1itil que definiremos sera el producto slant (divisién por cadenas), estas tltimas
operaciones nos seran esenciales para enunciar los teoremas de dualidad.

3.3.1. Producto cup

Dadas c € C™(X)y ¢ € C™(X) cocadenas, definimos cUc’ € C" (X)) = Hom(Cj, 4 (X), A)
como sigue; sea ¢ € Hom(C,,X,A) y ¢ € Hom(C,,X,A) primero definimos a,: A™ —
A™F" como

Oém(to,"' 7tm) = (tm'" st 0, ’0)

y Bn: A™ — A™T" como

ﬁn(tma"' 7tm+n) = (0, 7Oatm7"' 7tm+n)

entonces definimos o, : Chyn(X) — Cpn(X) tal que 0 — o o auy,. Ahora definimos el
producto cup c¢U ¢’ mediante

cudlo] = (=1)""[c,00am]-[c 00 B,].

Esta operacion es bilineal y asociativa, pero no es conmutativa. El cociclo constante
1 € CY%X) funciona como el elemento identidad. La cofrontera del procucto cup de los
cociclos ¢ y ¢ esta dada por

S(cud) = (de)d + (—1)"c(6)
La operacién producto cup induce una operacién anéloga en cohomologia H™ (X )QH"(X) —

H™ (X)),

Ahora para parejas, sea A C X si la cocadena ¢ € C"™(X, A) C C™(X) esto es si c[o] =0
para toda o: A™ — Ay si ¢ € C™(X) entonces c¢’ € C™T(X, A), por lo tanto tenemos
una operacién producto en

H™(X,A)® H"(X) - H™ (X, A)

Mas atin si A y B son abiertos relativos en AU B , entonces podemos definir la operacién
producto
H™(X,A)® H"(X,B) - H™"(X, AU B)
como sigue, sea C*(X, A, B) ¢ C*(X) donde C*(X, A, B) = C'(X,A) N C*(X, B). Dadas
dos cocadenas ¢ € C™(X, A) y ¢ € C"(X, B) entonces el producto ¢’ € C™+"(X; A, B) =
C‘m+”(X, AN CA'm"’”(X7 B). Entonces tenemos una sucesién exacta del complejo de cadenas

0— C*(X,AUB) —= C*(X;A,B) — C*(AUB;A,B) ——= 0

notemos que C’*(A UB;A,B)=C*(AUB,A)NC*(AUB,B) y que C*(AUB,A) =0 €
Hom(C,(AU B, A),A), como im(c)cA entonces c[o] = 0 es decir el complejo de co-cadena
es aciclico, por lo tanto la inclusién

C*(X,AUB) — C*(X;A,B)

induce un isomorfismo en cohomologia. Por lo tanto obtenemos una operacién producto cup
con valores en el grupo de cohomologia H™ " (X, AU B).
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3.3.2. Producto cap

Para cualquier espacio X y cualesquiera coeficientes A (dominio) existe una operacién
bilineal _
N: C'(X) x Cp(X) = Cr—i(X)

donde si b € CU(X) y &€ € Cn(X) entonces el producto cap b N & es el tinico elemento de
Cn_i(X) tal que a(bN¢&) = (aUb)(&) para toda a € C"~*. Més explicitamente si un simplejo
singular [o] es un generador de C,,(X) el producto cap

b (o] = (=)™ Db(cUB) - (00 an_1)
a(bno]) = (=1) " Db(o 0 B)alo 0 an_1) = ab(o).
Algunas propiedades del producto cap son las siguientes:
n (be)néE=bn(cN¢)
s 1NE=¢
= 9(bNE) = (6b) NE+ (—1)4mbyn ¢
La ultima propiedad nos permite definir una operacién en

H (X)® H,(X) — H,_i(X)

3.3.3. Producto slant

Una operacién muy util en X x Y es el producto slant. Sea ¢ € CP(X) x CUY) y
w € Cp(X) definimos ¢/w como la g-cocadena en Y dada por

[6(c/w), 2] = [¢/w,w ® 2]
para toda z € Cy(Y') entonces

[0(c/w), 2] [c/w, 0z]
[c,w @ Oz]
YPle,0(w® z) — w P 2]

(-1
(—=1)P[dc/w — ¢/Ow, 2]

entonces tenemos

d(c/w) = (=1)P(dc/w — ¢/Ow)
La cual induce una operacién andloga en

/: HPM(X xY) @ Hy(X) — HI(Y)
(v,a) — v/a

que satisface [8,7/a] = [a x 5,7] donde B € Hy(Y) v
tiene las siguientes propiedades

= (exmUy)/a= (1)U (y/(ane))
= (B.nU(v/(ane)) = (=178, ((e x n) Un)/a)
s Sif: X—=>X,9:Y>Y' yfxg: X xY — X' xY' entonces
HPT(f x g)(7') /o = HI(f)(7')/ Hp(g)(e)
donde vy € HP(X xY),ne H'(Y), B € Hpygyr—s(Y), e € H(X), o € Hy(X).
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3.4. Orientacion

3.4.1. Orientacién en variedades

Sea M una variedad topolégica fija de dimensién n no necesariamente compacta, prime-
ramente estudiaremos los grupos H;(M, M — K) con K compacto, si K C L C M entonces
existe un homomorfismo natural

pi: Hi(M,M — L) —s H(M,M —K)
—

a pr(a)

Lema 3.16. Los grupos H;(M,M — K) son cero si i > n. Una clase de homologia es cero
sty sdlo si pp(a) =0 para todo v € K donde py: H,(M,M — K) — H,(M,M — {z})

Demostracion. Partiremos la demostracién en seis casos:

Caso 1. Sea M = R"™ y K compacto y convexo, sea x € K y S una esfera de dimensién
(n—1) con centro en z tal que K C S, entonces S es un retracto por deformacién de R" — x
y de R" — K entonces H;(R",R" — K) = H;(R",R" — {z}).

Caso 2. Supongamos K = K; U K5 y que el lema se cumple para K7, Ko usando la
sucesion de Mayer-Vietoris relativa

> H; 1 (M, M — (Ky N K3)) 2 Hy(M, M — K) % Hy(M,M — K1) & H;(M, M — K5) ~

donde el homomorfismo s estd definido como s(a) = px, (a) ® px,(a) si i > n los grupos son
cero, ahora si i = n por demostrar a = 0 < p,(a) = 0. Notemos que si a = 0 esto se cumple
trivialmente, ahora supongamos que para todo x € K = K; U K3, p(a) =0 = p, o pk, (a)
entonces pg,(a) = 0 por lo cual a € ker S = im ¢ entonces existe h tal que §(h) = a por lo
cual si ¢ = n tenemos p,(h) = 0 por lo tanto H; 1 (M, M — (K; N K3)) = 0 por lo cual el
lema se cumple.

Caso 3 Sea K = K1 U---UK,, M = R", notemos que usando los casos anteriores y
usando induccién en r el lema es cierto.

Caso 4. Sea K un subconjunto compacto de R™, dado a € H;(R",R® — K) tomamos
una vecindad compacta N de K y o’ € H;(R™,R™ — N) tal que p;(a’) = a. Tomamos una
cadena v € C;R™ cuya imagen médulo R™ — K es un representante de a, la frontera de ~
estd “soportada’por un conjunto ajeno a K compacto, basta que tomemos un N suficien-
temente pequeno para que sea ajeno a este soporte. Cubriremos K por un ntmero finito de
bolas cerradas By,..., B, tal que B; C N y B; N K # si i > n entonces pp,u..up,.(a’) =0
y por el caso tres tenemos que a = 0 por que H;(R",R™ — B;) = 0 entonces

H;(R",R" —J B))

/ \
H;R",R" — K) H;(R",R™ — N)
Si i = m supongamos py(a) = 0 para todo x € K entonces p,(a’) = 0 para todo

z € B1U...UB,, B;NK # para todo « € B; entonces H;(R”,R" — B;) = H;(R",R" — X).
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Caso 5. Sea K suficientemente pequenio para estar en una vecindad U homeomorfa a
R™ entonces escindiendo M — U tenemos H,(M,M — K) =2 H,(U,U — K) y se reduce al

caso anterior.

Caso 6. Sea K C M arbitrario, a K lo podemos ver como K = Ky UKy U ---U K,
entonces se reduce al caso anterior. O

Ahora si tomamos la homologia con coeficientes en 7, la idea ahora es mirar las dos
posibles elecciones de generadores en H,,(R"™,R"™ — {0}). Puesto que para cada z € M, M
variedad de dimensién n, tenemos que:

~ n T o L osii=mn;
Ho(M, M — 2;7) = Hy(R", R —O,Z)_{ 0 siidn
Lema 3.17 (De continuacién). Dado un elemento o, € Hp(M, M — x) entonces existe una
vecindad abierta U dex y oo € Hy (M, M —U) tal que py: Hy(M,M—-U) — H,(M, M —{x})
es un isomorfismo inducido por la inclusion.

Para una demostracién ver [7, pag. 158]. Este lema nos dice que podemos obtener ele-
mentos oy, € H,(M, M —y,) para cada y cerca de = es decir y € U a partir de A\, mediante
az = p(N\) y llamamos a « la continuacién de a, en U.

Lema 3.18 (Localmente constante). Sea M una variedad de dimension n y x € M toda
vecindad W de = contiene una vecindad U de x tal que para cada y € U, py(U) es un
isomorfismo. Es decir o, tiene una unica continuacion en U.

Para una demostracién ver [7, pag. 158]

Definicion 3.19. Sea M una variedad de dimensién ny x € M, la eleccién de un generador
del A—médulo H, (M, M — x; A) es llamada una A—orientacion local p, para M en x.

Notemos que cada pu, determina una orientacién local, para ser mas precisos si B es
homeomorfo a una bola alrededor de x y sea y € B los isomorfismos

Pz Py

Hn(MvM - {L‘) <~ Hn(MvM - B) HHn(MvM - y)
permite n definir orientaciones en los otros dos grupos de homologia.

Ahora definamos una A-orientacién global para M.

Definicién 3.20. Sea M una variedad de dimensién n y una familia de subespacios {U;}
que cubren a My para toda i, sea « € H,(M, M — U;) una A-orientacién local de M en Us.
Al sistema {U;, a};cr se llama un sistema de A-orientacidn local de M.

Definicién 3.21. Se dice que un sistema es coherente si dados 4,5 y = € U; N Uj, se tienes
. U;
que ag‘ = oy’
Entonces diremos que M es A-orientable, si admite al menos un sistema de orientacién
local coherente. Dada otro sistema de A-orientacién Vj, 8 decimos que define la misma
A-orientacién si A\, = (B, para toda z € M. Entonces tenemos la siguiente definicién.

Definicién 3.22. Una A-orientacién para M es una clase de equivalencia de sistemas locales
La—orientados coherentes de M. Una variedad se dice A- orientada si se ha fijado una A-
orientacién en M. Se dice orientada si es A- orientada y A = Z.
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Proposicién 3.23. Sea M una variedad A—orientable se cumplen las siguientes:
1. Una subvariedad abierta N de M es A—orientable;

2. M es A—orientable si y solo si todas sus componentes conexas lo son.

Para una demostracién ver [7, 161]
Proposicion 3.24. Se verifican las siguientes propiedades:
1. Toda variedad tiene una unica Zo— orientacion;

2. Dos A—orientaciones de una variedad topolégica conexa son iguales si y sdlo si coin-
ciden en un punto.

Demostracion. 1. Para cada z tenemos que \; es el tnico elemento de H,, (M, M — x; Z5)
distinto de cero, asi que podemos escoger una vecindad abierta U, con A, la tnica
continuacion.

2. Sea A el conjunto de puntos donde las orientaciones coinciden entonces por Lema 3.18
tanto A como M — A son abiertos , por lo tanto A = M.
O

Ejemplo 3.25. Sea M = R" la cual es homeomorfa a S™ — {z} entonces por la proposicién
3.23 M es A—orientable.
3.4.2. La clase fundamental de una variedad

Teorema 3.26. Para cualquier variedad orietada M y cualquier compacto K C M existe
una unica clase py € Hy(M, M — K) tal que p.(pr) = pig-

En particular si M es compacta existe pp € H,(M) con la propiedad requerida, a esta
war se le llama la clase fundamental de homologia de M.

Demostracion. La unicidad se sigue de que si ux y pf cumplen la propiedad entonces
pz(ptx — p) = 0 para todo z € K entonces pux = p). El resto de la demostracién lo
partiremos en casos.

= Caso 1. Sea K C V, V una vecindad suficientemente pequena para que se cumpla.

= Caso 2. Supongamos K = K; U K tal que existe ux, ¥ px, usando la sucesién de
Mayer-Vietoris

-~ H,(M,M -~ K) % H,(M,M — K)® H,(M,M — K) ;Hn(M,M— (K1 NKy)) >
donde s = pg, (a) ® pk,(a)

t(ﬁa’)/) = pK1ﬁKz(ﬁ) - pK10K2(7>

notemos que t(ux,, fir;, ) = 0 entonces (ix, , (K, ) estan en ker t = im s, entonces existe
a tal que s(a) = (:U’Klvﬁsz)'
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= Caso 3. Sea K arbitrario K = K; UKy U---U K, entonces por los casos anteriores el
teorema se cumple.

O

Ejemplo 3.27. Para n € N tenemos que S™ posee clase fundamental. Sin embargo R™ no
posee clase fundamental , pues H,(R™;Z) = {0} y H,(R",R" — 2;Z) &2 7.

Nota 3.28. Para cada dominio de coeficientes A, el inico homomorfismo Z — A que da
lugar a una clase en H,, (M, M — K; A) lo denotaremos por . El caso A = Zy es importante
va que la clase de homologia

pix € Hy(M, M — K;7,/2)

puede ser construida de una variedad arbitraria sin hacer ninguna suposicién de orientabi-
lidad.

Nota 3.29. Consideraciones similares aplicamos en variedades orientadas con frontera M.
Sea K C M compacto, existe una tnica clase ux € H, (M, M — (K)NOM) con la propiedad
que queremos p,(ux) = pi para cada x € K N (M — OM). Si en particular M es compacto
entonces existe una clase ux € H, (M,0M) entonces el homomorfismo natural

0: H,(M,0M) — H,_1(0M)
manda pps a pgns-
Corolario 3.30. Sea M una variedad de dimension n, entonces:
1. St M posee una clase fundamental, M es orientable;
2. Si M es compacta y orientable, posee una clase fundamental;

3. Si M es compacta y orientable, existe una correspondencia uno a uno entre las clases
fundamentales de M y las orientaciones de M

[7, cap. 26]

3.5. Teorema de dualidad Poincaré

Empecemos esta secciéon enunciando el teorema de dualidad de Poincaré para variedades
topoldgicas compactas.

Teorema 3.31. Sea M compacta de dimension n y Z-orientada, entonces H'(M) es iso-
morfo a H,,—;(M) con la correspondencia a — a N s

Notemos que para una variedad no orientable el teorema sigue siendo valido si usamos el
dominio de coeficientes Z /2. La demostracién de este teorema es consecuencia de un teorema
mas general, el teorema de dualidad de Poincaré para variedades arbitrarias.

Primero notemos que para cualquier pareja (X, A) podemos considerar el producto cap
de la siguiente manera: '
C'(X,A) @ Cp(X,A) = Cri(X)

por lo tanto 4
N: H(X,A) ® H,(X,A) —» H,,_;(X)
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Y aqui viene la generalidad, ya que podemos definir
N: H(X,A)® H,(X,AUB) - H,_;(X,B)
Si Ay B son abiertos en AU B.

Ahora M es orientada pero no necesariamente compacta, entonces definimos

HéompM = COlimKCM HZ(M,M — K)
En particular si M es compacta Héomp(M) = H'(M,) = H'(M) y definimos la aplicacidn
dualidad '
D:H' M — H, ;M

comp

a — a Nppg

a’ es un representante, a € H'(M, M — K). Para ver que estd bien definido, sea K C L
entonces el diagrama

Hi(M,M - K) Hi(M,M - L)

Npge Nug,

H, ;M

es conmutativo, en el caso especial cuando M es compacto, notemos que D(a) = a N ppy-
Teorema 3.32 (Dualidad). El homomorfismos D es un isomorfismo.

A continuacién realizaremos un esbozo de la demostracién en casos. Ver demostracién
en [7, pag. 217].

Caso 1. Sea M = R", dada cualquier bola B, tenemos H,(R" R™ — B) = A con ge-
nerador pp entonces por Lema 3.16 < a,up >= 1. Por lo tanto H*(R",R™B) = A con
generador a tal que < a, up >= 1, entonces la identidad < la,up >=< 1,aNpup > muestra
que a N pp es un generador de HyR™ =2 A, por lo tanto H'(R",R" — B).

Caso 2. Supongamos que M = U UV y el teorema es cierto para U, V, UNV y
construimos el siguiente diagrama conmutativo.

s Hi (UNV)—=H  U®H,  V—>H_ M—"5..

comp comp comp comp

| l |

o—L2H, (UNV)——>H, U& Hy, )V ——> Hy ;M -2 ...
entonces por el lema del cinco se cumple.

Caso 3. Sea M la unién de una familia de abiertos anidados U, donde el teorema es
cierto para Uy H( gy M = colim He, \Us vy Hp—iM = colim H,,, .U, Ambas afirmaciones
se siguen del hecho de que todo subconjunto compacto de M estd contenido el algin U,.

Puesto que el isomorfismo de limites directos es un isomorfismo.
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Caso 4. Si M es abierto de R™ entonces se sigue del caso 1. Mas generalmente escojamos
una cubierta abierta V,, de M numerable y consideramos V;, Vo U Vy,--- VUV U--- UV
estos son abiertos anidados y por el caso 3, tenemos el resultado.

Caso 5. M arbitrario, cubrimos M con abiertos V,, entonces por induccién transfinita,
tomando un buen orden en los indices tenemos el resultado.

3.6. El isomorfismo de Thom

Definicion 3.33. Sea p: F — M un haz vectorial de dimension real k y sea Fy el comple-
mento de la seccién cero en F definimos la clase de Thom de E, como la clase de cohomologia
u € H*(E, Ey) tal que para todo z € M la inclusién ip: (F, Fy) — (E, Ep) induce un iso-
morfismo

it HY(E, Ey) — H*(F, Fy)

que manda u a un generador. Donde F = p~!(z) y Fp los elementos en la fibra distintos de
cero.

Entonces podemos definir el isomorfismo de Thom usando la siguiente sucesion

*

Hi{(M) 2~ Hi(E) —% H*(E, E,)

Definicién 3.34. Definimos el isomorfismo de Thom &

o: HI(M) — HE, Ey)
b —  p*(b)Uu

Teorema 3.35. ® es un isomorfismo.
Para una demostracién ver [2, pag. 358].

Corolario 3.36. Sea A subvariedad cerrada en M y sea E el haz normal a A en M y Ej
los puntos en E distintos de cero entonces H"(E, Eo; A) = H™(M, M — A; A).

Para una demostracién ver [16, Cor 11.2].
Para tratar los casos real y complejo de manera simultdnea definimos para haces reales

b=1 Ky =7 F=R
Y para haces complejos definimos
b=2 Ky, =7 F=C

Lema 3.37. Sean M y M’ variedades diferenciables, cerradas, Ky—orientadas y sea Z C M
subvariedad , K,—orientada. Sea f: M’ — M aplicacion diferenciable transversal a Z y sea
Z' = f~YZ). Denotamos como i: Z — M j: Z' — M las inclusiones y sean [Z] y [Z'] las
clases fundamentales de Z y Z' entonces

J.(1Z)) = Dy o f* 0 D3 0iu(12)

donde Dy y Dy sons los isomorfismos de dualidad de Poincaré en M y M’
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Demostracion. Sea m = dim M, m' =dimM’, r =dim Z y ' = dim Z’ puesto que Z y Z’
tienen la misma codimensién entonces ¢ = m —r = m’ —r’. Ademds f M Z, dado que M,
M’y Z son Kj—orientadas entonces podemos dar a Z’ una orientacién como subvariedad
de M’ con la orientacién de la preimagen. Sea v el haz normal de Z en M este es orientado,
v@TZ =TM es una orientacién que se preserva en la restriccion de TM a Z. Consideremos
el siguiente diagrama

ffv——sv

L,

f

7 ——7

entonces tenemos que v’ = f*v es el haz normal de Z’ en M’ de esta manera v’ toma su
orientacién de la orientacién de v. Sea E(v) el espacio total de v y E(v)g el conjunto de
elementos en E(v) distintos de cero, andlogamente F(v') y E(v')o, entonces tenemos los
siguientes isomorfismos candnicos en cohomologia

H*(E(v),E(v)o; Ky) @ Hx (M, M — Z; Ky),
H*(E(W),E(V)o; Kp) X H+ (M',M' — Z'; Ky).
Entonces las clases de Thom de v y v/ corresponden a las clases canénicas
U, e H(M,M — Z; Ky)
U, € HI(M' M — 7' Ky)

y consideremos el siguiente diagrama conmutativo

HU(M, M — Z; Ky) —> HI(M; K}) —> H,(M; K)) ~<—— H,(Z;K;,)  (3.1)

B |-

’ D ’ A*
HI(M', M’ — Z'; Kp) ——> HI(M; K}) — H,.(M'; K) <2— Hp (7' Ky)
entonces tenemos que (ver [16] Problema 11.C)
[(U,) = Dyyin([2)

l/<Ul/’) = DJT/[%J*([Z])

entonces por la conmutatividad del diagrama (3.1) y el hecho de que U,, = f*(U,) tenemos
que J.([Z')) = Dag o f* 0 D3/ ([2)). O

Proposicion 3.38. Sean M, M’ y P wvariedades cerradas Kyp—orientadas, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo

Q—=P
ﬂll lg
M-t

con [ y g aplicaciones diferenciables y @ es el producto fibrado definido como

Q= {(y,p) € M' x P|f(y) = g(p)},
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1, To son proyecciones. Supongamos f g y [P] y sean [Q)] las clases fundamentales de Q
y P, entonces

(—) " 7,([Q]) = Darr o f* 0 Dy 0 g:([P))
Donde Dy y Dy denota los isomorfismos de dualidad de Poincaré en M y M’ respectiva-
mente y la dim M =m, dim P = r.

Demostracion. Sea m = dim M, m’ = dim M’ y r = dim P, consideremos

A ={(y,p) € M x M|f(y) = g(9)}

yseai: A — M x M tenemos que f h gsiysélosi(fxg) h Adonde fxg: M'xP — MxM
y observemos que

(fx9)7"(A) ={(y,p) e M x P|f(y) = g(p) =2} = Q

entonces @@ es una subvariedad de M’ x P, K,—orientada de dimensién ' = r +m/ — m.
Sea [A] la clase fundamental de A y llamemos Ua = D3/, 1, (i< ([A])) y si j: Q — M’ x P
es la inclusién entonces por el Lema 3.37 tenemos

J+([Q]) = Darxcp o (f x 9)* o Ua
se sigue del siguiente diagrama

Dyxm

H*(M x M) 22X H (M x M) <2 H,(A)
l(fxg)*
D

H* (M x P) 2L H (M’ x P) <2 H.(Q)

que Dpprxpo(fxg)*oUa = (f xg)*(Ua)N[M'x P] donde [M' x P] es la clase fundamental
de M’ x P. Sea 7 : M’ x P — M’ la proyeccién sobre el primer factor y puesto que m; = 707
tenemos que

T1x(J[Q1) = 71 (f ¥ 9)"(Ua) N [M" x P],  m([Q]) = ((f x 9)"(Ua)/[P) N [M'] (3.2)
donde [M'] y [P] son las clases fundamentales de M’ y P, tenemos el siguiente diagrama
conmutativo

U,
Ho(M; Ky) ——2L o gm—r (M : K)

M/
H,(P; ) T (M 1) —2]

(gxf)"(Ua)/

H, (M'; Ky)
aplicando las dos composiciones a (—1)(™~")"™[P] € H,(P; K}) y usando (3.2) tenemos

(=)™ (g % f)* (ua)/[P)) N [M'] = f*((=1) 7™ Ua/g.([P]) N [M],

entonces
(=)™ ([Q)) = Do f*((=1) ™ Us /g™ ([P])
y como (—1)(m=""mU,/ = D! tenemos que

(—1)™ =" m,([Q)) = Darr o f* 0 Dyt 0 " ([P])
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Nota 3.39. Dada una aplicacién f: M’ — M el homomorfismo f! definido como f! =
Do f*o D&l es llamado el Umkerhrhomomorfismo de Hopf.



Clases caracteristicas y transversalidad

Nuestro objetivo en este capitulo es definir invariantes de haces vectoriales, los cuales
son las obstrucciones para poder construir r secciones linealmente independientes de un
haz vectorial £ = (p, E, M) de rango n > r dichas obstrucciones son clases de cohomologia
llamadas clases caracteristicas de &.

4.1. Preliminares

Recordemos algunas convenciones de notacién para poder tratar los casos real y complejo
de manera simultdnea. Para haces reales definimos

b=1 Ky =17 F=R
Para haces complejos definimos

Recordemos que G, (F"**) = {F — subespacios de dimensién n en F"**} es la varie-
dad de Grassmann suave de dimension bnk. Particularmente tenemos que FP™ = G1(F) es
el F-espacio proyectivo de dimensién n es decir las F—lineas en F**+! que pasan por el origen.

Llamemos Y"(F"*%) = {(¢,v) € G,(F""*) x F"™*|v € (} el haz canénico de dimen-
sién n 6 haz tautolégico y denotamos . el haz de lineas canénico sobre FPP" es decir
Yo = (ETTL).

Sea n € N definimos v(n) = bn — 1 y sea ') = {z € F"| ||z|| = 1} la v(n)-esfera.
Consideremos la accién
Sv(l) % Sv(n-i—l) N Sv(n+1)
Nz) — Az = Az, Az, ..., ATny1)

y denotamos FP" = sv(n+1) /gv(1),
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Ahora consideremos S actuando sobre S?("+1) x F" con la accién dada de la siguiente

manera
Sv(l) % Sv(n+1) x F» — Sv(n—i—l) % [F™

(A z,v) — (Az, \v)
y definimos el haz vectorial e® — FP"
Sq;(n+1) % Fn/sv(l) — 5 TFP"
[z,0] — [a]
El haz de lineas 7} = (S*(*+D x F)/S*(" 1o podemos describir de manera andloga donde
la accién esta dada por (A, x,v) — (Az, \v).
(v +D) » F)/s*) —  FP™
[z,0] — [a]

Ejemplo 4.1.
St xR/S°

Lema 4.2. El haz (" es isomorfo a la suma de Whitney de n copias del haz de lineas
candnico L sobre FP".

Demostracion. Consideremos la aplicacién diagonal A[z] = ([z],...,[z]) y consideremos el
siguiente mapeo de haces

Alz, (v1,...,v0)] = ([z,v1], [z, v2], . . ., [z, vn])
el cual esta bien definido puesto que

Az, A(v1, .. v)] = ([Mz,01)], .- [Ax, vn)])

veamos que el siguiente diagrama conmuta

Gu(n+1) o Fn/sv(l) A 5 ’Y’I’ll X fyrll X ’Y’I’ll

iw ﬁi

FP"

Notemos que
Aon([z, (v1,...,v,)]) = A([z]) = ([z],. .., [z])
y que .
7o A([x, (v1,...,v,)]) = 7([x,v1], ... [z,v,]) = ([z], ..., [2])
Ahora
Ay X oo X Yp) ==Y X XYy

FP" A, FP" x ... x FP"
Y A*(yh X yh) Z o @ - @, como T H([X]) = {[,0] € ¢"|n([z],v) = [z]} =2 F" y como

7 Y, ..., [2]) = {([z,v1], [z, va], - - ., [1,v,])} = F™ por lo tanto es el pull-back restringido
a la diagonal, entonces

"TEA (XX ) E &,
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4.2. Morfismos de haces vectoriales genéricos

Sea & y ¢ dos haces vectoriales suaves sobre una variedad diferenciable M.

C\ /5
M s

Recordemos que el haz de morfismos w: Homp((,&) — M donde la fibra es w=1(v) =
{hy: G — Eu|v € M} es decir w™!(v) = Homp((y, &)-
Consideremos los siguientes haces inducidos por la aplicacién w

@ (() —— @ (§) ——

I j
Homp (¢, &) =— M Homp (¢, &) = M

entonces definimos el morfismo de haces tautoldgico

RN

Homp (¢, §)

como 7: w*( — w*¢

@' —=¢

1/

HOHlF €. F—M

entonces en fibras
. * *
Ty: W Cv > w gu

i& i&

Cw('u) - gw('u)

esto es que la restriccién a la fibra sobre v € Homp (¢, £) es v misma vista como una trans-
formacién lineal de (g () = §w(o) €8 decir 7, = v.

Un morfismo de haces h: ( — £ induce una particién de M dado por conjuntos “singu-
lares”
Zj(h) = {x € M|dimg ker h, = j} donde 0 < j < rango(
consideremos también Z;(7) = {v € Homp((, )| dimp ker 7, = j}. Entonces Z;(7) es un
subhaz fibrado de Hompy (¢, £) con fibra

Z;i(T)g = {v € Homp((z,&y)| dimkerv = j}.
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Lema 4.3. Sea F(k,n) el espacio vectorial de matrices k x n con entradas en F y F,.(k,n)
el subconjunto de matrices k x n de rango r con r < min{n,k} entonces F,.(k,n) es una
subvariedad de F(k,n) de codimension (k —r)(n —r).

Demostracion. Sea a € F,.(k,n), intercalando columnas y renglones podemos asumir que
la submatriz r X r superior izquierda de « tiene determinate cero. Una carta U C F(k,n)
alrededor de « esté dada por matrices de la forma

A AB
¢ CB+D

con A € F(r,r) y con det(4) #0, B € F(r,n—1r), C € F(k—r,r), D e F(lk—r,n—r)
haciendo operaciones béasicas que no cambien el rango podemos reducir la matriz en forma
escalonada y asi tenemos que la matriz anterior tiene el mismo rango que

(¢ 5)

la cual tiene rango r, entonces una carta v € IF,.(k,n) alrededor de « estd dada por matrices
con D = 0. La carta v tiene dimensién r? + (k —r)r 4+ r(n — k) entonces v tiene codimensién
(k—=r)(n—r) O

Corolario 4.4. Sean ¢ y £ haces vectoriales sobre una variedad M de rango k y n respecti-
vamente entonces Z;(T), es una subvariedad de Homp ((y, &;) de codimension F j(n—k+j).

La demostracién se sigue del lema anterior. Puesto que Z;(7), es invariante bajo la accién
del grupo estructural de Homp (¢, £) tenemos que Z;(7) es una subvariedad de Hompy (¢, )
con codimensién real codimg Z; (1) = bj(n—k+j). Esto fue probado por Thom [21, Teorema
2] y generalizado después por Boardman [3, Teorema (6.1)]

Notemos que Z;(7) y Z;(7) con [ # j entonces el rango de v € Z;(7) es menor que el rango
de v' € Z;(7), entonces Z;(T) pertenece a la adherencia de Z;(7) puesto que para cualquier
elemento v’ € Z;(7) existen n — j columnas independientes y estas columnas podemos
hacerlas variar continuamente para reducirlas a n — [ columnas linealmente independientes.
Por lo tanto Z;(1) = Uj>; Zi(7). De hecho los subconjuntos Z;() con [ > j dan una
estratificacién de Whitney de Z;(r).

Definicion 4.5. Un morfismo de haces vectoriales h: { — & se dice genérico si la seccién
correspondiente s, de Homp (¢, ) es transversal a todas las subvariedades Z;(r).

Los morfismos genéricos de haces vectoriales forman un subconjunto abierto denso en el
espacio de todos los morfismos de haces vectoriales, con la topologia de Whitney C*°. Esto
se sigue de [4, 14.6]

Proposiciéon 4.6. Sean ¢, £ haces vectoriales sobre una variedad M de rangos k y n respec-
tivamente si h: ( — £ es genérico entonces Zj(h) es una subvariedad de M de codimension
real bj(n — k + 7).

Demostracion. Sea sy, la seccién de Homp (¢, £) correspondiente a h: ¢ — £ genérico tal que
sp M Z;(T) y notemos que

s, H(Z;(7)) = {x € M| dimp ker Sh(z)=j} = 1z € M|dimy ker h, = j}

por lo tanto s, '(Z;(1)) = Z;(h) y por el Teorema 1.29 Z;(h) es una subvariedad de M de
codimensién bj(n — k + j5). O
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4.3. La variedad Z(h)

Sea £ un haz vectorial suave de rango n sobre una variedad M cerrada, Kj-orientada
de dimensién m y sea h: ¥ — ¢ un morfismo de haces, entonces definimos los siguientes
conjuntos:

Z(h) = {(z,L) € M x FP*7|(z, L) C ker h,}

Z°(h) ={(z,L) € Z(h)|(x, L) = ker hy }.
Sea 7 el morfismo de haces tautolégico sobre Homp (¥, £) entonces tenemos

Z(r) = {(f,L) € Homp (", &) x FP*!|(z(f),L) C ker fu(s)}

Proposicién 4.7. Sea ¢: Z(T) — Homp (¥, €) la proyeccion sobre le primer factor, enton-
ces:

1. §(Z(r)) = Zui(7)

. Z(7) es una subvariedad de Homp(e*,€) de codimension real bn

NS}

Demostracion. (1) Sea (f, L) € Z(1), (w(f), L) C ker Jw(r) entonces dimker f ) > 1 como
O(f, L) = f € Z(r) = Ui>1Zi(7). Por otro lado si f € Z,(r) la dimker J=(s) s al menos 1

y contiene una linea, entonces (f, L) € Z(7) y &(f, I:) =f.
(2) Sea w: Homp(£¥, &) — M consideremos el siguiente diagrama,

¢ (")) weh et

| /o

Homp (%, €) x FPF~1 — %~ Homp (e#,6) =—> M

entonces definimos ¢ = ¢*w* (e*) = Hom(e, &) x FPF ! x Fk y ¢/ = gzg*w*(f). Definimos un
subhaz €; de € como

e1 = {(f, L,v) € Homp (", &) x FP*! x F¥lv € L}

sea @’ : Homp(¢/,¢') — Homp (eF,€) x FP*~! y definimos la seccién ¢ (f, L) = f|r

Homp (e, &)

=) Yo

Homp (¥, &) x FP*F!

donde f]1, es larestriccién de f alalinea L y notemos que ¢~ () = {(f, L) € Homp (¥, &) x
FP*!|f|, = 0 es decir L C ker f=(r)} = Z(7) donde v es la seccién cero, es decir que
Z(7) es el conjunto de ceros de la seccién 1. Es facil ver que 9 M 1o lo cual implica que

Z (1) es una subvariedad compacta de M x FP !, ademds puesto que la seccién cero v es
una subvariedad de Homp (€1,&’) de codimensién real bn entonces Z(7) tiene codimensién

bn en Homp (e, &) x FP* 1, O
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Proposicién 4.8. Sea h: ¢ — £ un morfismo genérico de haces, entonces Z(h) €s una
subvariedad compacta de M x FP*™! de dimension m + b(k —n — 1).

Demostracion. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Homp (¥, &) x FP*~! . Homp (£¥, €)

- |-

MxFP'— %

donde w: Homp(e¥, &) — M es el haz de morfismos, ¢ y ¢~> las proyecciones correspondientes,
sp la seccion de w correspondiente a h y s, dada como s, = sp X id, sea 7 el has de
morfismos tautolégico sobre Homp (¥, €) — M. Notemos que 5, (Z(r)) = {(x,L) € M x
FP*!|(sp(z),L) € Z(r) es decir L C kerh,} = Z(h) entonces es suficiente ver que 3;, M
Z(7). Sea (z, L) € Z(h) entonces 3, (x, L) = (hy, L) € Z(7), puesto que h es genérico s, es
transversal a Z;(7) esto es

d(s1)o(Te M) & T, Z;(7) = Ty, Homp (%, €),
por otro lado notemos que

d(3n) 2,0 (TeM & TLFP* Y @ Ty, 1) Z(7)
=d(sp) o (Te M) @ d(id) L (TLFP* 1) @ T, 1y
~d(sp)e(TeM) & TLFP*' @ T(hy, L) Z(7)
DTy, Hom(e¥, ) x T FPF!

esta contenciéon se da de manera trivial, ahora si tomamos w € T (FP*1) tal que w =
Ugp — vy con ugp, € Tr(FP* 1) y vp, € TiZ(7) tenemos la otra contencién por lo tanto

d(sp)e(TeM) @ TLFP* ' @ T'(hy, L) Z(7) = Tj,, Hom(e*, &) @ T, FP*!

Y puesto que Z(7) es cerrado en Homp (¥, £) x FIP*~! entonces Z(h) es cerrado en el espacio
M x FP*! el cual es compacto por lo tanto Z(h) es compacto y por la Proposicion 4.7
tenemos que Z(h) tiene codimensién bn en M X FP*~! por lo cual tiene dimensién real
m+bk—n—1). O

Proposicion 4.9. sea ¢: Z(h) — M la proyeccion sobre el primer factor entonces ¢ es
propia y manda Z°(h) de manera difeomorfa a Zy(h).

Demostracién. Notemos que ¢(Z(h)) = Z1(h) = Uj>1Zi(h). Sea (x, L) € Z, es decir (2, L) C
ker h, entonces dim(ker h;) es al menos uno, por lo tanto « € U1 Z;(h), por otro lado si
x € UZ;(h), entonces x € Z;(h) para algun j, por lo cual dimker H, = j entonces contiene
una linea L, por lo tanto (z,L) C ker H, entonces (X,L) € Z(h) y ¢(z,L) = z. Puesto
que M y M x FP*~! son compactos y los subespacios Z(h) y Z(h) son cerrados en M y
M x FP*~1 respectivamente entonces

¢: M xFP* ;) = M
es propia. Tenemos que

¢~ (Z1(h) = {(X,L € Z(h)|ker H, = L)} = Z°(H).
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Para cada z € Z;(h) tenemos que la dimker , = 1 entonces tiene una sola preimagen

en Z°, puesto que Z° es abierto en Z (h) entonces Z° es una subvariedad, por lo cual ¢
restringida a Z°(h) es un difeomorfismo. O

Proposicién 4.10. La variedad Z(h)~es Ky-orientada, entonces tiene clase fundamental
[Z(h)] € Hy(Z(Rh); Kp) donde d = dim Z(h).

Demostracion. Consideremos dos casos.

Primero cuando b = 1 y ki = 7o en este caso toda variedad tiene una tnica Zs—orientacién
y como Z(h) es compacta de dimensién d = m+b(k—n—1) entonces [Z(h)] € Hy(Z(h); 7).
Ahorasib=2k,=Zy Z (h) es orientada, tomemos ¥ y ¢ haces vectoriales complejos,
entonces estos tienen orientacién canénica por lo cual Homp (g¥,€) tiene una orientaciéon
candnica definida por (¥)* ® £&. M es Z—orientable, entonces Homy (¢*, ¢) es Z—orientable.
Puesto que Homp (€1, £’) es un haz complejo sobre Homp (¥, &) xFP*~! entonces tiene orien-
tacién canénica, ademés como Homp (¥, €) x FIP*~! es Z—orientable, entonces Homp (e1, £')
es Z—orientable, tomemos 1y la seccién cero en Homp(e1,¢’) la cual es una subvariedad
Z—orientada al ser una copia de la base es decir 1y es difeomorfa a Homp (¥, £) x FP*!,
Puesto que Z(7) = ¥~ '(¢y) entonces Z(7) es Z—orientada. Por otro lado puesto que
h:e* — ¢ es un morfismo genérico entonces por la Proposicién 4.8 tenemos 5 M Z(’T)

Finalmente puesto que 5, '(Z(r)) = Z(h) entonces tenemos que Z(h) es Z—orientable por

lo tanto [Z(h)] € Hq(Z(h), 7). O

4.4. Clases caracteristicas

4.4.1. Axiomas de clases caracteristicas

Sea £ un haz vectorial sobre B sobre un campo F, consideremos las clases caracteristi-
cas asociadas, como clases de cohomologia en H*(B, K;) las cuales satisfacen los siguientes
axiomas (Hirzebruch) que las caracterizan.

Axioma 1. Para cada haz vectorial & de rango n le corresponde una sucesién de clases
de cohomologia _
cli(§) € H"(B; Ky), i=0,1,2,...

tal que clg(E) =1y cl;(E) =0sii>n.

Axioma 2. Si f: B’ — B es una aplicacién continua, entonces

cli(f*(€)) = f(cL(§)).

Axioma 3. Si £ y 1 son haces vectoriales sobre B entonces
cli(¢®n) =Y c(¢)ucl;(n)
j=0

Axioma 4. Para el haz de lineas canénico v} sobre FP! tenemos
chi(v]) = —g1 € H'(FP', K,).

Denotamos como g; al generador canénico de H**(IFPP", K;) que es el dual de Kronecker
de la clase fundamental de IFIP™, en el caso CP" este es la clase dada por su orientacién
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canénica . La suma cl(§) = 1 4 cli(§) + -+ - + cl, (&) es la clase caracteristica total.

En nuestra construccién mostraremos que las clases caracteristicas se caracterizan por
los axiomas 1, 2, 3’, 4’donde los axiomas 3’y 4’son los siguientes:

Axioma 3’. Sea ¥ el haz producto de rango k entonces
Clié @ F = C1(¢).
Axioma 4. Sea (" el haz candnico de rango n sobre FIP" entonces
CL,(¢") = (=1)"gn € H™ (FP"; Kp).

Denotamos cl;(£) a las clases que satisfacen los axiomas 1,2,3 y 4 y como Cl;(&) a las
clases que satisfacen los axiomas 1,2,3’y 4’. La equivalencia de los axiomas la probaremos
mas adelante.

Para haces vectoriales reales las clases cl;(§) son llamadas clases de Stiefel-Whitney
w;(§), para haces vectoriales complejos las clases cl;(£) son llamadas clases de Chern ¢;(£).

4.4.2. Definicién de las clases Cl;(§)

Recordemos que los morfismos genéricos de haces son densos en el espacio de todos los
morfismos de haces vectoriales por [4, 14.6].

Definiciéon 4.11. Sea £ un haz vectorial sobre un campo F, suave de rango n sobre una
variedad M de dimensién m, cerrada, suave, Ky—orientada. Sea h: €71 — £ un morfismo
genérico de el haz producto de rango n — i + 1 al haz £, definimos las clases

CL(§) = $([Z(h)]) € H"(M;Kp)
donde ¢ = ¢, o Dys y [Z(h)] es la clase fundamental de Z(h).

- b
Hp—4i(Z(h); Ky) —— Hp—pi(M; Kp)

x 1D
HY(M; Ky)
Proposicién 4.12. Sean £ = ¢’ entonces CL(€) = CL(&').

Demostracion. Sean € = £ entonces existe una aplicacién f tal que restringido a fibras es
isomorfismo lineal y que hace conmutar el siguiente diagrama

f

§——=¢

M

Sea h: el — ¢ un morfismo genérico de haces, del haz producto de rango n —i + 1 al
haz £ y h': e"~*1 — ¢ definido como h/ = f~! o h entonces por el Corolario 4.6 todos
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los conjuntos singulares Z;(h) y Z;(h') son subvariedades de M. Consideremos el haz de
morfismos 7: Homp(e" *1,¢) — M y el haz de morfismos 7’: Homp(e"~+1, ¢') — M
entonces tenemos el siguiente diagrama

Homg (6", ¢/) — > Homp (e"~*1, £) (4.1)
D
M id M

con f definido como v — f ow, puesto que f es isomorfismo podemos definir la inversa de f
como v’ ++ f~1 0w’ entonces f es isomorfismo. Ahora sea s, la seccién de Homp (e" 1, €)
correspondiente a h, definimos la seccién sj,, de Homp (e"~**1 ¢’) mediante

sw (@) = [~ (sn(2))

Sean 7 y 7/ morfismos de haces tautolégicos sobre Homp (e ~*F1 ¢) y Homp(e" i1, ¢')
respectivamente, ya que h es genérico tenemos que sy M Z; (1), por otro lado notemos que

FH(Zi(r) = {v' € Homp(e" "+, &) f(v)) C Z;(r)}
= {v' € Homp (""" ¢')| dimker 750y = j}

( £')
( £
{v" € Homp (e" 1 ¢')|dimker f o v' = j}
( £')
( £')

{v' € Homp ("~ ”‘1, )| dimker v’ = j}
{v' € Homp |dimker 7/, = j}
= Z(7")

/

€ )

Dado que el diagrama (4.1) conmuta tenemos que f o sp/ th Z;(7) para toda j, esto es
d(fo S;T)(TwM> S2) Tf_'OS;L(x)Zj(T) = Tf_'osh(w) Hom(s"_i"'l, 6)
ahora si aplicamos df ! tenemos
df_l (d(.fo S;L)(TZM) S Tf_osh(x)Zj (T)) = df—leosh(x) Hom(En_H_l, 5)

df N (df(dsh(TeM) @ Troy, (1) Z5(7))) = A " Tos, (o) Hom(e" 1, €)
ds, (Te M) & T, (2) 25 (7') = Ty () Hom(e" "1 ¢)

por lo tanto sy th Z;(7’). Ahora consideremos

Homp (6" 1, ¢') x FP™~! ELia Homp (6"~ #+1 €)

sh/Xid< J{ i >sh><id

M x FP"? id M

y notemos que

(z,L) € M x FP" Ysp xid € Z(r')}
(z,L) € M x FP"*|(x,L) C ker b}
(h')

(s > id) "M (Z(") = }

|
N 2



70 Capitulo 4. Clases caracteristicas y transversalidad

(sp xid)"Y(Z(1)) = ) e M x FP" s, x id C Z(7)}

)€ M x FP" !|(x, L) C ker h,}

\
N =

(z,L
(z,L
(h)

entonces tenemos que ¢: Z(h) — M y ¢': Z(h') — M son la misma aplicacién y por lo
tanto definen la misma clase de homologia. O

Teorema 4.13. Las clases Cl(€) = ¢([Z(h)]) satisfacen los aziomas 1, 2, 3’y 4 .

Demostracion. Demostraremos que las clases Cl;(€) satisfacen los axiomas.

Axioma 1 Recordemos queNZ (h) es una variedad de dimensién m — bi, entonces po-
demos tomar [Z(h)] € H,,_i(Z(h); Kp) por lo tanto CL(¢) € H™ Y (M;Z,). Sii = 0

tenemos que ¢(Z(h)) = M, entonces Zi(h) = M y por la Proposicién 4.9 cualquier
x € Zy1(h) es un valor regular de ¢ con sélo una preimagen, por lo tanto ¢ tiene grado
uno y Cly(¢) =1 € H°(M; K), ahora si i > n la construccién no tiene sentido por lo tanto

definimos Cl;(¢) = 0 € HY(M; K).

Axioma 2 Sea f: M’ — M una aplicacién diferenciable y consideremos el haz inducido

fret ¢

b

M ——M

y sea h: et — ¢ morfismo genérico de haces y recordemos que los conjuntos singulares
Z;i(M) son subvariedades de M. Sin perdida de generalidad suponemos que f es transver-
sal a Z;(h). Consideremos el haz de morfismo w: Homp(e" ", &) — M y tenemos que
f*Homp (g™~ €) = Homp (f*e™~*HL, f*€) y por la propiedad universal del haz inducido
tenemos f*s"M_iH = 5?[,”1, tenemos el siguiente diagrama del pull-back

—1 * f —1 *
Homgp (75,1, f*¢) ——= Homp (e, 1, f*€)

M’ M

sean Ty 7’ haces tautolgicos sobre Homp (e, "1, €) y Homp (7,1, £*€) respectivamente
entonces tenemos que Z;(7') = f~1(Z;(7)). Definimos una seccién de s, de @’ como s,4(y) =
(y, f;l(sh(f(y)))) el cual est4 bien definido puesto que f es isomorfismo restringido a fibras.
Ahora necesitamos ver que s, es transversal a toda Z;(7’) puesto que h es genérico tenemos
que sy, es transversal a Z;(r') para toda j, por otro lado Z;(h) = s;,*(Z;(r)) y recordemos
que tomamos f transversal a z;(h) para toda j entonces sp o f es transversal a Z;(7) y como
el diagrama conmuta tenemos que f o s4 es transversal a Z;(7) para toda j, esto es s4 es
transversal a Z;(7') y puesto que Z;(7') = f~1(Z;(7)) y que f es transversal a Z;(7) y del
diagrama tenemos que Z;(g) = f~(Z;(h)) entonces Z;(g) = f~1(Z;(h)).

Sea ¢: Z(h) = My ¢': Z(g) — M, puesto ¢(Z(h)) = Zi(h) y f es transversal a todas las
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Z;(h) tenemos las transversalidad de f con ¢ y més atin

M’ Z(h) {(y,2,L) € M' x Z(h)|f(y) = ¢(x, L), (x,L) C kerhg}

{(y, f(2), L) € M" > Z(W)|(f(y), L) C ker )}
{(y,L) € M' x FP"*|(y, L) C ker g, }

Z(g).

Entonces tenemos el siguiente diagrama
Z(g) — Z(n)

o,k

M ——M

1l

entonces usando la Proposicién 3.38 tenemos que

(=1L ([Z(9)]) = Darr o [* 0 Dy 0 6. ([Z(R)]).

Para el caso b = 1 (real) usamos coeficientes en Zs por lo cual el signo no es impor-
tante, para el caso b = 2 (complejo), el signo es siempre positivo, entonces tenemos que
f*: H*(M; K,) — H*(M’; K;) mapea el dual de Poincaré de la clase ¢,([Z(h)]) al dual de
Poincaré de la clase ¢, ([Z(h)]). Entonces CL(f*¢) = f*(Cl;(€)).

Axioma 3’ Sea h: "~ — £ morfismo genérico de haces y consideremos hEBid ki T

ek — ¢ @ ¥, notemos que Z;(h @ id.x) = {x € M|dimp ker(h & id.x ), = j} = Z;(h) para
toda j. Veamos que h @ id.x es genérico, consideremos el morfismo de haces

Homp (6"~ #F1 ) —>H0mF n—itl g ek ¢ @ k)

\‘4

con f dado por f(v) = v®id.r. Sean 7 y 7’ haz de morfismos tautolégicos sobre Homp ("~ +1, €)
y Homp (e~ @ e, € @ ) respectivamente, entonces tenemos que Z;(7) = f~1(Z;(7)),
como h es genérico tenemos que sy es transversal a Zj(T). Sea Shid,_y, la seccién correspon-

diente a sp, @ id.x, entonces s @ id.x = fo sp. Para probar que s;, @ id.x es transversal a
Z;(7") es suficiente ve que f es transversal a Z;(7"). Usando el hecho de que Z;(7) es una
subvariedad de codimensién b(n — k + j) tenemos las siguientes igualdades

dim Homp ("1, &) = b*(n — i+ 1)n +m,
dim Z;(1) = b*(n — i+ )n+m —bj(n — k + j),
dim Z;j(7") =*(n —i+ 1+ k)(n+ k) +m — bj(n — k + j).
Sea v € Z;(1) y w = f(v) necesitamos probar que
dim{df, (T, Hom(=" =+, €)) & Ty Z;(r")} = dim{T,, Homy ("~7+ & &%, € @ =*)}.
Como df,(T, Hom(e" ' &) N T,,Z;(r")) = T, Z;(7) entonces
dim{df, (T, Hom(s" """, &) @ T, Z;(r"))} = dim{df, (T, Hom(s" "+, &)} + dim{T,, Z;(7"))} — dim{T,, Z;(7)}
=b*n—i+1+k)(n+k)+m
= dim Homp (5”7”1 @ef @ ek)
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y COmo Spgid_, es transversal a Z;(7") tenemos que h @ id.x es genérico y Z(h @ id.x) es
una subvariedad de M x F"~"+* de dimensién m — bi. Sea ®: M x FP*~% — M x Fr—itk
definida como

(b((l’, ['7517 T ’xn*iJrj])) = (l‘, [fL‘l, T Tn—j41, 0,..., OD
—
k
donde [21, -+ ,Zp_i11] € FP" ¢ dado en coordenadas homogéneas, entonces por la Propo-

sicién 4.9 tenemos que ® manda de manera difeomorfa a Z(h) en Z(h@id.x)y tenemos que
Z1(h @ id.x) = Z1(h) entonces el siguiente diagrama conmuta

Z(h)
X
® M

e

Z(h @ id.x)
entonces ¢, ([Z(h)]) = ¢«([Z(h @ id.x)]) por lo tanto CL;(€ @ ¥) = Cl;(¢),

Axioma 4’ Sea (" el haz candnico sobre FIP", definimos un morfismo de haces h: ! —
¢" definido como

h(([mlv 7$n+1}7t)) = [‘Tlv"' ,(En+1,t$1,"' ,t{IJn]

~

tenemos que Homp (¢!, (™) = (" y la seccién sj, asociada a h estd dada por

Sh([xlv"' ;xn-‘rl]) = [Z‘ - 17 7xn+latx1a"' 7txn]

Sea 7 morfismo tautolégico sobre Homp (¢!, (™), el tinico conjunto singular es Z; (1) = S; y es
igual a la seccién cero, sea zg = [0,--+,0,1] € FP" y R = 55,(FP") C Homp(e!, ("), enton-
ces RNSy = [x0,0]. Ahora, queremos ver que R es transversal a Sy, seax = (21, -+ ,Zpt1) €
Frtl 3 = (2, -+ ,2,) € F"yx = (%, 2n41), tenemos que el espacio tangente a Homp (¢!, F™)
en el punto [z, v] estd dado por

Tz 0 Homp(e', (") = {< y,w > | <y,w >€ F*"' x F", 2.y =0}

donde < y,w > es la orbita de (y,w) € F"t! x F" bajo la accién de S*(1) dado por
Ay, w) = (Ay, Aw), entonces

Tizg,0) Homp (e', (") = {< y,w > | < y,w >€ F""' x F", y = (§,0)}

puesto que la condicién xg - y = 0 es equivalente a y ponemos la ultima coordenada igual a
cero y tenemos las siguientes

T[a:g,O]Sl = {< y,0 > |(y70) € F™ x ana Yy = (Q,O)}

Tiao0 R ={<y,w > |(y,w) € F"™ x F", y=(w,0)}

si <y, w >€ Ty 0 Homp (e', (") entonces < (7,0), w >=< (w,0),w > + < (§-w,0),0 >
entonces tenemos que < (w,0),w >€ Tiz, o Ry < (§ —w,0),0 >€ Tj,, 0151 por lo tanto Sy
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es transversal a R entonces h es genérico y Z1(h) = {zo} es una subvariedad de dimensién
cero. Cuando F = C tenemos que tomar en cuenta las orientaciones, puesto que FP? es un
punto tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Homp (¢/, ") x FP° _*. Homp (¢',¢™)

FP" xFP°— % . Fp»

tenemos que tomar las orientaciones de CP”, Z(7) y de Homp (¢!, (") de manera que estas
determine una orientacién en Z;(h) puesto que podemos identificar Z(7) con Z1(7) y Z(h)

con Zi(h), tenemos que [Z(h)] = [Z1(h)].

Sea {e1, - ,ent1} base canénica de €t | {f;,---, f,} base canénica de C". La base
de T,,CP™ bajo d(sp)e, es la base de Tp,, o R dada por {< ey, fi >,---,< en, fu >},
por otro lado la base de T, 0S1 estd dada por < 1,0 >,---,< e,,0 >y la base de
T[$0:0] HOm(gl,Cn) €s {< elafl >y, < enafn >, < Oafl >y, < 07 fn >} Dado que Sp €s
transversal a S1 una base para T, ,0) R Tl,,0151 estd dada por {< ey, f1 >, -+, < en, fn >
,<ep,0>,--- <ep,0>} por lo cual
sign{< e1,0>,--+ ,<en,0>,<0,f>--,<0,f, >}
= (_1)nzslgn{< elafl >y, < enafn >, < 6170>7"' , < €n,0>}

por lo tanto [Z(h)] = (=1)" z¢ € Ho({zo}; K}) y entonces

Cl(¢™) = QN[ Z(R))) = (1) g, € H"™(FP", K,,)

4.4.3. Generalizacion

Hasta el momento hemos definido las clases Cl;(&) para haces vectoriales sobre una varie-
dad diferenciable. Pero estas pueden ser definidas para cualesquiera haz vectorial numérico
usando el hecho de que cualquier haz vectorial numérico es un pull-back del haz universal.

Sea v (F™*!) el haz canénico sobre la variedad de Grassmann G,,(F"*!). Tomemos la
inclusiones F"*! ¢ F7++1 C ... las cuales nos dan inclusiones G, (F"*!) c G,,(F"+1) ¢
.-+ y a su vez tenemos y*(F"*!) C 4®(F"H+1) C ... Denotemos G, = G,(F>®) =
UG (F™ ) y ay™ = Uy (F™H) con la topologia del limite directo. Sea ;: G, (F™"*) — G,
las inclusiones, tenemos el siguiente isomorfismo

A HY(G o Ky)  — @Hbi(Gn)
w ((ZO)*(W)v(ll)*(w)’ v(lk)*(w)a"' a)

El caso para F = R se sigue de [10, Proposicién 3F.5] y el caso F = C de [20, Pro-
pocicién 7.66 y Teorema 7.75] puesto que por [20, Teorema 20.3.2] y el siguiente diagrama
tenemos que los grupos H' (G, (C™*!); Z) satisfacen la condicién de Mittlag-Leffler dada en
20, Definicién 7.74].
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Consideremos el siguiente diagrama

YHEMH) ——= () (4.2)

l |

Gn (]FnJrl)(_) Gn (anJrlJrl )

entonces por el axioma 2 tenemos que [*(Cl;(y™*(F"++1))) = Cl;(y*(F"*!)) por lo tanto
tenemos un elemento (Cl;(y"(F")),..., CL(y*(F"t)),...) € @Hi(Gn(IF”+l); Ky) y po-
demos definir

CL(v") = A ((CL( (F™)),...,CL(" (F™)),....)) € H"(Gus Kb)  (4.3)
por lo tanto tenemos
17 (CL(y")) = Cl(y"(F™*")) para toda I > 0. (4.4)

Notemos que para el caso IF = C, puesto que G,,(C"*) es una variedad compleja, se
tiene una orientacién natural y por lo tanto las clases Cl;(7™(IF"*)) estdn bien definidas
con coeficientes en Z.

Proposicién 4.14. Sea £ un haz vectorial de rango n sobre una variedad M compacta,
suave y Ky—orientable. Sea 1¢: M — Gy, la aplicacion clasificante de § entonces

Cli(§) = ¢ (CL(y")).

Demostracion. Sea l suficientemente grande entonces por [16, Lema 5.3] tenemos que existe
una aplicacién g;: M — G, (F"*!) tal que & = of (y*(F"*!)) y por el axioma 2 tene-
mos que CL;(&) = of (CL(y*(F™*))). Por otro lado puesto que & = ([ o g;)*(y") donde
li: Go(F"*Y) — G, es la inclusién, tenemos que ¢ y ; o g; son homotépicas esto por [16,
Teorema 5.7]. Por lo tanto usando la ecuacién 4.4 tenemos que

Yi(CL(Y") = (Loa)*(CL("))
of (17 (CLi(v")))

of (CL(y™(F"*1)))

= CL(9).

O

Ahora usaremos la caracterizacién de las clases Cl;(§) dada en la Proposicién 4.14 para
generalizar la construccién a cualquier haz vectorial numérico sobre cualquier espacio base.

Recordemos que una cubierta abierta {U; };c4 de un espacio B se dice numérica si existe
una particién de la unidad {¢;};c4 tal que el soporte de ¢; estd contenido en U; para cada

i€ A

Definicion 4.15. Un haz vectorial £ sobre un espacio B es numérico si existe una cubierta
numérico {U; }iea de B tal que £y, es trivial para cada i € A.

Por [12, Teorema 12.2 y 12.4] todo haz vectorial numérico £ de rango n tiene una apli-
cacion clasificante fe: B — Gy es decir § = ff (™) la cual es dnica salvo homotopia, ver
Proposicién 2.50.
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Teorema 4.16. Sea £ un haz vectorial numérico de rango n sobre un espacio B. Sea
Ye: B — Gy la aplicacidn clasificante, definimos CL(§) = 1z (CL(y")) entonces Cl;(€)
satisface los axiomas 1, 2, 3y 4.

Demostracion. S6lo mostraremos que las clases Cl;(§) cumplen los axiomas 1,2 y 3’puesto
que por la Proposicién 4.14 verificar el axioma 4’ es consecuencia del Teorema, 4.13.

Axioma 1 Por definicién CL;(¢) € HY(B; Ky).
Si i = 0 entonces por el Teorema 4.13 axioma 1 tenemos que Cly(y"(F"*!)) = 1 para toda
[ entonces por la ecuacién 4.3 Cly(y") = 1 y por lo tanto Cly(¢) =1 € H(B; K3).
Anilogamente si i > n entonces por el Teorema 4.13 axioma 1 tenemos que Cl;(y*(F"*!)) =
0 para toda [, entonces por la ecuacién 4.3 tenemos que Cl;(£) = 0 por lo tanto CL;(§) =
1 € HY(B; Ky).

Axioma 2 Sea f: B’ — B una aplicacién continua y sean ¢ y t+¢ las aplicaciones
clasificantes de § y f* respectivamente, entonces f*€ = 1% (7") = (¢ o f)*(y"), puesto
que Y-¢ y e o f son homotépicas por [12, Teorema 12.4], por lo tanto

Vi (CL(Y™)) (Ye o f)*(CL(Y"))
(/7€) @i (CL(™)))
[ (CL(€))-

Q
o~
C,_;\Q
N —
Il

Axioma 3 Sea &% el haz trivial de rango k sobre B y sean Ye: B— Gy y 1/15@5% :B—

Gk las aplicaciones clasificantes de € y £@eh, sea 4,1 G,, — G4y la aplicacién clasificante
del haz v & sgn. Tenemos que

Yt @el,) YE(v™) @ YE(ek)
EP e,

1R

ook

Entonces £dek, = 1/12696,;3 (") (L 010¢)* (v ) y por lo tanto 7/15@5’;“3 y £r 01 son homotdpicas
por [12, Teorema 12.4], por lo tanto

CL(¢ ®ep) = ¥¢(CL(y" ®eg,)). (4.5)

Tenemos las inclusiones " (F"*!) @ egn(w“) C Y (Fntit) g 5gn(IFn+l+1) C --- y por lo
tanto 7" @egy = Up(7*(F" ) & €]én(F,l+l)). Por el diagrama (4.2) tenemos que 7" (F"*+) @
I (y(FnHF) @ gk, (F7HHL) puesto que 17 (") = 4™(F"*!) tenemos que

n

k _
EGn (Fn+l) -
L(yeel ) = 7”(1F"+l)@6l§;n(m+z), entonces por la Proposicién 4.14 tenemos que Cl; (" (F"+!))®

Eén(pnu) = ll*(g;kL(Cli(VnH))) = l?(CIi('Yn S5 51&)) entonces
CL(Y" ®e,) = A ((CLO"(F™) @ e, (mny)s - CL(Y(F" ™) @ ey (pniry)))-

Pero por el axioma 3 del Teorema 4.13 tenemos CL;(y"(F"*1)) @g’én(FnH) = CL (y™(F"*1))

para toda [ entonces por (4.3) tenemos CLi(y" & ef; ) = ClLi(y") por lo tanto por (4.5)
tenemos C;(¢ @ %) = CL(€) O

4.4.4. Unicidad

En esta seccién probaremos la unicidad de las clases Cl;(€).
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Lema 4.17. Sea p: v* — G} el haz universal sobre Gy, sea po la restriccion de p el
subespacio E(y%)y de todos los vectores distintos de cero del espacio total E(y*). Enton-

ces p5(vF) = vt @ el y Cli(pg(+*)) = 0.

Demostracion. Tenemos que pi(v*) = {(¢,v,w)|l € Gg,v,e € Ly v # 0}. La aplicacién
s: Ey — py(v™) dada por s(¢,v) = (¢,v,v) es una seccién global no nula, esta seccién define
un subhaz de lineas trivial ! C p§(7*), puesto que IF*° tiene métrica euclidiana, existe una
métrica Riemanniana canénica en 4* y consideramos el pull-back de esta métrica en pi(v*).
Definimos v*~! como su complemento ortogonal , por lo tanto p§(7*) = vE1 @ el y por el
Teorema 4.16 tenemos que Cly.(pi(v*)) =0 O

Teorema 4.18. Sea & un haz vectorial numérico de rango n entonces Cl(§) = ¢l (€) para
toda k

Demostracion. Sea ¢¢: B — Gy, la aplicacion clasificante de £ esto es { = ¢f. Sea k <ny
sea (,: G} — G, la aplicacién clasificante del haz v* @ e"~* los axiomas 2, y 3 implican el

axioma 3’por [6, Proposicién 3,p.39] entonces para i =0, ...,n tenemos
G (eli(v™) = ek (v")
= cli(*pen k) (4.6)
= cl;(v").
Por otro lado, nuevamente por los axiomas 2, y 3’tenemos que si ¢ = 0,...,n entonces
G (CL(Y") = CL(G(6™)
= CL(*@eF) (4.7)
= CL(¥")

Entonces por Lema 4.17 tenemos pjj(Clx(7*)) = 0 y por la sucesién exacta de Gysin [6,
Teorema 12.2]

Uel(~v*)

HO(Gy; Ky) = HY (G Ky) —> H*(E(%)o; K3) ——

existe ap € HO(Gy; Kp) tal que Clg(7*) = a U clp(7*). Puesto que G,, es conexo por
trayectorias para toda n, entonces £; induce un isomorfismo en la cohomologia de dimensién
cero, sea py, el inico elemento en H°(G,,; Kj) tal que £ (pr) = ax entonces

G(CL(v) = CL(y¥)
= o Ucli(v¥)
= o UL(eli())
= G(ppUcl(y"))

El anillo de cohomologia H*(G,,; K3) es el anillo de polinomios Kp[cly ("), ..., cl,(v™)]
en las clases de Stiefel-Whitney de 4™ para IF = R [12, Teorema 20.5.2] 6 en las clases de
Chern de 4" para F = C [12, Teorema 20.3.2]. Por (4.6) tenemos que los homomorfismos

o
H(Gy; Kp) —— H"(Gy; Ky)
son isomorfismo para ¢ < k. Por lo tanto

Cly(+*) = pr Uclp(7").
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Por lo tanto

ClL(§) = CL(yi(v"))
YE(Cl(v™))

Vi(pr Uclk(v"))

= ¥i(pr) Uz (cle(v"))
B U ele (¥ ("))

Br U clk(§)

con B = 9 (px). El elemento 3 € H°(B; K;) es independiente del haz ¢ puesto que para
cualquier espacio conexo por trayectorias B y cualquier aplicaciéon f: B — G, el homomor-
fismo inducido f*: H°(G,; Kp) — H°(B; K}) es el mismo isomorfismo. Sea ¢* el haz canéni-
co de rango k sobre FIP* | por el axioma 4/ tenemos que Cl;(¢¥) = (=1)F g, € hP*F(FP*; K3).
Consideremos la clase cl; (v}) € HY(FP*; K,) entonces por [16, p.170] tenemos que

ge = (=1)*eli ()" (4.8)

Por el Lema 4.2 (¥ es la suma de Whitney de k copias del haz de lineas canénico v}, sobre
FP*, usando el axioma 3 y (4.8) tenemos

k() = (@ @)
= Cl1(’7;i)k
= (=1)*g
Puesto que Cl;(¢*) = 81, U clx(¢*) esto implica que B = 1 por lo tanto Clg (&) = clp(€)
para todo haz £ y toda k. O

Corolario 4.19 (Unicidad). Sea £ un haz vectorial suave, las clases CL(€) estdn bien
definidas por lo tanto estan bien definidas para cualquier haz vectorial numérico.

Demostracion. Si tomamos un morfismo de haces genérico g: en~i*l 5 ¢ diferente en el
Teorema 4.13, las clases Cl{ (§) = ¢!([Z(g)]) satisfacen el Teorema 4.18 por lo tanto coinciden
con las clases cl;(£) por lo tanto son unicas. O

Corolario 4.20. Sea £ un haz vectorial sobre un espacio paracompacto entonces las clases
Cl; (&) estdn bien definidas.

Demostracion. Puesto que cualquier cubierta abierta de un espacio paracompacto B tie-
ne una particién de la unidad subordinada a un refinamiento localmente finito, entonces
cualquier haz vectorial sobre B es numérico. O
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