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Introducciéon

Un espacio topolégico es Lindelof, o tiene la propiedad de Lin-
delof, si toda cubierta abierta tiene una subcubierta numerable. La
propiedad de Lindelof fue introducida por P.S. Alexandroff y P.
Urysohn en 1929, el término “Lindelof” se derivé de un resultado
de E. Lindelof que establece que cualquier familia de subconjuntos
abiertos de un espacio euclideano tiene una subfamilia numerable
con la misma union.

La nocién de espacio X fue introducida por Nagami en 1969 en su
articulo Y-spaces [14], teniendo como objetivo conseguir una clase
de espacios en la cual las propiedades de cubiertas se comporten
bien al considerar productos. Una importante subclase de la clase
de los espacios Lindelof, que se obtiene al intersectar ésta con la
clase de los espacios de Nagami, es la clase de los espacios Lindelof

Y.

La clase de los espacios Lindelof ¥ es sumamente importante
tanto en Topologia General como en otras dreas de Matematicas,
ejemplo de ello son el Andlisis Funcional y la Teoria Descriptiva
de Conjuntos.

En Analisis Funcional los espacios Lindel6f ¥ surgen de manera
natural cuando se trabaja con los subespacios compactos de los
espacios de Banach con topologias débiles. Por esa razén es que
en esa area de las matematicas se les da el nombre de espacios
débilmente generados por compactos. En Teoria Descriptiva de
Conjuntos los espacios Lindelof ¥ aparecen como una generaliza-
cion de los espacios K-analiticos y reciben el nombre de espacios
numerablemente K-determinados.
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vi INTRODUCCION

Es importante mencionar que lo basto del campo de aplica-
ciones de esta clase de espacios topoldgicos se debe a que se llega
a definirla al buscar unir el estudio de espacios compactos y de
espacios segundo numerables. Esta clase de espacios es la menor
clase que contiene a la clase de espacios compactos, a la clase de
espacios metrizables separables y que es cerrada bajo productos
numerables, subespacios cerrados e imagenes continuas.

La nociéon de mapeo multivaluado superiormente semicontinuo
ha sido de gran utilidad para dar una elegante caracterizacion de
los espacios Lindelof ¥: un espacio topologico X es Lindelof ¥ si
y sélo si existen un espacio metrizable separable M y un mapeo
compactamente valuado superiormente semicontinuo p : M — X
tal que p(M) = X.

Inspirados en esta caracterizacién, W. Kubis, O.G. Okunev y
P.J. Szeptycki introdujeron por primera vez en su articulo [12] a los
espacios LY(< k): Si k es un cardinal, se dice que un espacio X es
LY (< k) si existen un espacio segundo numerable M y un mapeo
compactamente valuado superiormente semicontinuo p : M — X
tal que p(M) = X y w(p(m)) < k para toda m € M, donde
w(p(m)) denota al peso del subespacio p(m).

Desde su surgimiento, los espacios LY (< k) han sido objeto
de estudio con la idea de entender mejor las propiedades de los
espacios Lindelof X.

Uno de los problemas més interesantes e intrincados en la teoria
de los espacios LY (< k) es el problema relacionado con la preser-
vacién de la propiedad de ser un espacio LY (< w) por mapeos
finito valuados y superiormente semicontinuos. Es relevante hacer
ver que gran parte de la dificultad para solucionar este problema
esta en el hecho de que en realidad se esta planteando una serie
de preguntas relacionadas a la posibilidad de que algunas cons-
trucciones topoldgicas preserven la propiedad de ser un espacio
LY(< w).
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Para ejemplificar, la construccién del duplicado de Alexandroff
AD(X) de un espacio X define un mapeo dos-valuado del espacio
X en el espacio AD(X) y uno puede hacerse la pregunta de si al
considerar el duplicado de Alexandroff de un espacio LY (< w), éste
vuelve a ser un espacio LY (< w). Esta pregunta fue un problema
planteado por O. G. Okunev en su articulo [15] de Open Problems
in General Topology II (ver problema 15 (146)).

La busqueda de la solucién al problema relacionado al duplicado
de Alexandroff de un espacio LY (< w), motivé las investigaciones
que el autor de este trabajo de tesis realizé sobre el tema, y cuyas
conclusiones estan plasmadas en el articulo de investigacién [5].
La intencion del Capitulo 2 de este trabajo de tesis doctoral, es
exponer los resultados obtenidos en dicha investigacién. A con-
tinuacién damos un resumen de los principales resultados que se
exponen en el Capitulo 2:

(1) SiY es un espacio L¥(n) y X es un espacio L¥(m). En-
tonces el espacio X x Y es un espacio LY(k), con k un
valor acotado entre n +m — 1 y nm (Teorema 2.1).

(2) Si X es un espacio tal que su potencia X* pertenece a la
clase LY (< w), entonces X es un espacio cdsmico (Coro-
lario 2.4).

(3) Dadas dos familias casi ajenas A y B el producto de las
compactaciones de Alexandroff de sus W-espacios asocia-
dos, a(V(A)) x a(¥(B)) pertenece a la clase LY (4) si al-
guna de las familias tiene cardinalidad mayor a wy, y sera
elemento de LY (3) si ambas familias tienen cardinalidad
wy (Teorema 2.9).

(4) Si X es un espacio LY(< w), lo mismo ocurre con su
duplicado de Alexandroff AD(X) (Teorema 2.17).

Es importante mencionar que los resultados de los incisos (2) y
(3) resuelven, respectivamente, el problema 7.4 de [12] y el pro-
blema 3(134) de [15] en Open Problems in General Topology II.
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En [2] A. V. Arhangel’skii, en un estudio sobre residuos de espa-
cios metrizables, introduce una nueva clase de espacios topolégicos
que generaliza a la clase de los espacios Lindelof X: la clase de
los espacios Charming (o espacios (LY, LY)-estructurados). Esta
nueva clase de espacios resulta muy relevante en el contexto de
este trabajo, ya que es una clase intermedia entre la clase de los
espacios Lindelof y la de los espacios Lindelof 3.

La intencién del Capitulo 3 es presentar los resultados obtenidos
por el autor en la investigacion realizada sobre espacios (LY, LY)-
estructurados. Dicha investigacién ha permitido concretar el arti-
culo de investigacion [6]. Consideramos que esta nueva subclase de
espacios Lindelof tiene propiedades interesantes. En los resultados
presentados se pone de manifiesto que el comportamiento de algu-
nas propiedades topoldgicas en la clase de los espacios (LY, LY)-
estructurados, es similar al que ellas tienen en la clase de espacios
LY; pero también existen propiedades topoldgicas cuyo compor-
tamiento en la clase de espacios Charming se asemeja mucho més
al comportamiento de ellas en la clase de los espacios Lindelof.

Algunos de los resultados obtenidos en [6] que nos parece im-
portante destacar son los siguientes:

(1) El producto de espacios (LY, LY)-estructurados no es ne-
cesariamente un espacio (LY, LY)-estructurado (Ejemplo
3.12).

(2) Para todo espacio X € LY existe un espacio (LY, LY)-
estructurado que no es LY y que cuenta con un nucleo
homeomorfo a X (Corolario 3.15).

(3) En la clase de los grupos topolégicos Ng-acotados coinci-
den las propiedades de ser un espacio (IC, LY)-estructu-
rado y ser un espacio LY. En particular, en los espacios
de funciones C,(X), las propiedades de ser espacios LY y
(KC, LY)-estructurado coinciden (Corolario 3.30).
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(4) Sea X un espacio compacto. Entonces son equivalentes:
Cp(X) es un espacio LY. y C,(X) es un espacio (LY, LY)-
estructurado (Corolario 3.34).

Estos resultados nos permiten afirmar que la clase de la espa-
cios (LY, LY)-estructurados es una clase bastante interesante. El
segundo resultado nos permite considerar subclases de la misma
con propiedades especificas, como ejemplo de ello podemos afirmar
que las clases de los espacios (LX(< n), LY)-estructurados son no
vacias.

Algunos otros resultados en [6], que exponemos en este tra-
bajo de tesis, estan relacionados con levantamiento de propiedades
topoldgicas. Recuerde el lector que si un espacio topolégico X se
condensa (esto es, existe una biyeccién continua) sobre un espa-
cio topoldgico Y con alguna propiedad P, esto no implica que el
espacio topoldgico X posee la propiedad P. En este sentido, dire-
mos que la propiedad P no es levantada por condensaciones (por
ejemplo, la recta de Sorgenfrey se condensa sobre R pero la recta
de Sorgenfrey es cerodimensional y R es conexo, de modo que la
conexidad no es levantada por condensaciones). Y es claro que
si X es compacto entonces esta situacion cambia drasticamente.
De modo que, es natural imponer propiedades cercanas a la com-
pacidad al espacio X. En [19] V.V. Tkachuk realizé un primer
estudio sistemdtico de esta situacién. El demostré que muchas
propiedades topoldgicas P pueden ser levantadas por condensa-
ciones cuando X es un espacio Lindelof >. Dado que la clase de los
espacios (LY, LY)-estructurados es una generalizaciéon de la clase
de los espacios Lindelof ¥, es natural preguntarse si los resultados
de Tkachuk admiten generalizacién a esta nueva clase de espacios
o alguna subclase que contenga a los espacios Lindelof ¥. En este
trabajo de tesis presentamos resultados que generalizan algunos re-
sultados de [19]. Por ejemplo, demostramos que si & es un cardinal
infinito y X es un espacio (I, LY)-estructurado que se condensa
en un espacio k-monolitico, entonces X es xk-monolitico. Ademas
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mostramos que la propiedad de ser un espacio k-monolitico puede
ser levantada a cierta clase de espacios (LY, LY)-estructurados.

Finalmente hago patente mi agradecimiento al apoyo del Pro-
grama de Apoyo a Proyectos de Investigacién e Inovacion Tec-
nolégica (PAPIIT) clave IN115312.

Carlos Gerardo Paniagua Ramirez
Agosto de 2014.



CAPITULO 1

La clase de los espacios LY (< k)

1. Introduccién

El inico requisito para la lectura de esta obra es el conocimiento
de algunos hechos béasicos de Topologia General y algunos otros
acerca de los espacios LY (< k).

La referencia basica para cualquier tema de Topologia General
es la obra de R. Engelking [9]; y a ella nos remitimos para cualquier
resultado y notacién relacionada a la Topologia General. Para la
parte relacionada a los espacios Lindelof (< k), el lector puede
hallar en la bibliografia algunas referencias que tratan la parte
bésica del tema. En este capitulo desarrollamos principalmente
algunos resultados, no propiamente béasicos, relacionados a los es-
pacios LY (< k) que aparecen en el articulo original de W. Kubis,
O.G. Okunev y P.J. Szeptycki [12].

A través de todo el presente trabajo supondremos que todos
nuestros espacios son espacios de Tychonoff, es decir, espacios
completamente regulares y de Hausdorff.

2. Tipos especiales de espacios Lindelof X

Un espacio topoldgico X es un espacio Lindelof X si es un espacio
Lindel6f y es también un espacio 3 en el sentido de Nagami [14]; es
decir, X es un espacio Lindelof para el cual existen una cubierta C
de subconjuntos cerrados numerablemente compactos de X y una
familia o-discreta N de subconjuntos de X la cual es una red con
respecto a C, esto es, para todo C € C y todo V' C X abierto con
CCVexiste NeNtalqueCCNCYV.

1



2 1. LA CLASE DE LOS ESPACIOS LY(< k)

La conjuncion de la propiedad de Lindelof y la compacidad nu-
merable trae como consecuencia la siguiente caracterizacion de
espacios Lindelof 3.

1.1. PROPOSICION. Un espacio X es un espacio Lindelof ¥ si y
s6lo si existe una cubierta C de subconjuntos compactos de X y
una red numerable N respecto de C

DEMOSTRACION. En primer lugar verificaremos que la condicién
es necesaria. Sea C una cubierta cerrada para X formada por
subespacios numerablemente compactos, y sea N una familia o-
discreta de subconjuntos de X que es red respecto de C. Dado
que los elementos de la cubierta C son subespacios cerrados de X,
éstos heredan de X la propiedad de ser espacio Lindelof. Como
cualquier espacio de Lindelof numerablemente compacto es un es-
pacio compacto, cada uno de los elementos de la cubierta C resulta
ser un subespacio compacto de X. Ahora, dado que en un espacio
Lindelof toda familia discreta es a lo mas numerable, tenemos que
la familia A es también numerable.

Probemos ahora la suficiencia de la condicién. Supongamos que
existen una cubierta C para X formada por subespacios compactos
de X y una red numerable N para X con respecto a C. Como N
es numerable, N es una familia o-discreta de subconjuntos de X.
Por lo que, para mostrar que X es un espacio Lindelof ¥, sélo
resta mostrar que el espacio X tiene la propiedad de Lindelof.

Sea U una cubierta abierta para X y sea U/ la familia obtenida
a partir de U al considerar todas las posibles uniones finitas de los
elementos de U. Es evidente que el encontrar una subcubierta nu-
merable para X de la cubierta 24/ nos proporciona una subcubierta
numerable de la cubierta original Z/. Ahora bien, para encontrar
dicha subcubierta, llamaremos a un elemento N de N distinguido
si existe una familia finita ¥V C U para la cual se cumpla que
N C UV. Si N € N es un elemento distinguido, elijamos un
elemento Uy de U’ de tal manera que N C Uy. Consideremos
ahora la familia

W={Uy:N€eN y N es distinguido}.
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Es claro que W es una subfamilia numerable de /. M4s atn,
UW = X. En efecto, consideremos un elemento x € X. Dado
que C es una cubierta para X, existe C' € C tal que x € C. Como
el conjunto C' es compacto y U es una cubierta abierta de X, y
desde luego de C, es posible elegir un elemento U € U/ para el
cual se cumpla C C U. Ahora, dado que N es una red para X
con respecto a la cubierta C, existe N € N tal que C C N C U.
Con ello podemos afirmar que dicho N es un elemento distinguido
de N. Por lo tanto, existe un elemento Uy € W que cumple
x € C CN C|JUy. Esto demuestra que W es una subcubierta
numerable de 7. OJ

Otra caracterizacion de los espacios Lindeldf 3 particularmente
importante para nuestros propositos es aquella dada en [12], en
términos de mapeos compactamente valuados superiormente semi-
continuos. Por mapeo multivaluado, también conocido como fun-
ciéon conjunto-valuada, p : X — Y haremos referencia a una
funcién p: X — P(Y).

1.2. DEFINICION. Sean X y Y espacios topoldgicos.

(1) Un mapeo multivaluado p : X — Y es compacto-valuado
si para todo x € X, el conjunto p(x) es compacto.

(2) Un mapeo multivaluado p : X — Y es superiormente
semicontinuo si para todo ry € X y toda vecindad V de
p(zo), €l conjunto {z € X : p(zr) C V} es una vecindad
de xg, o equivalentemente, si para todo abierto V de Y,
el conjunto p# (V) = {x € X : p(x) C V} es abierto en
X.

Otra equivalencia de semicontinuidad superior es la siguiente:
Un mapeo multivaluado p : X — Y es superiormente semicontinuo
si para todo conjunto cerrado H C Y, el conjunto p~'(H) = {z €
X :p(x) N H # 0} es cerrado en X.

De ahora en adelante las siglas cvss significaran la frase “com-
pactamente valuado superiormente semicontinuo”.
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Es importante mencionar que siempre que f : X — Y sea una
funcién, emplearemos la misma letra f para denotar al mapeo
multivaluado f : X — Y dado por f(z) = {f(x)}. De este modo,
toda funcién puede ser identificada naturalmente con un mapeo 1-
valuado. Por otra parte, siempre que f es una funcién, f~! define
un mapeo multivaluado.

1.3. OBSERVACION. Las siguientes afirmaciones son sencillas de
verificar:
(1) Un mapeo 1-valuado f es cvss si y sélo si es continuo.
(2) Si f: X — Y es un mapeo 1-valuado, continuo y so-
breyectivo, entonces f~! es cvss si y sélo si f es perfecta.
(3) Si FC X yir: F — X es el mapeo inclusién, entonces
i;l : X — F es cvss siy sélo si F'es cerrado en X.

Sip: X — Y es un mapeo multivaluado y A C X, entonces
definimos la imagen de A bajo p como el conjunto:

p(A) = | p(x).
€A
Asimismo, se define la composicion de dos mapeos multivaluados
p: X —=>Yyq:Y — Z como el mapeo multivaluado
qgop: X — Z
dado por (g o p)(x) = q(p(x)) para cada z € X. Esto es, q(p(z))
es la imagen de p(z) bajo q.

A continuacién demostraremos algunas afirmaciones relacionadas
a mapeos compactamente valuados que nos seran de utilidad mas
adelante.

1.4. PROPOSICION.

(1) Si Y es la imagen de X bajo un mapeo cvss, entonces
(YY) < I(X). Ademsds, si X es compacto, Y también lo
es.

(2) La composicién de mapeos cvss es un mapeo Cvss.
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(3) Sip: X — Y es un mapeo cvss y F' C X es un subcon-
junto cerrado. Entonces la restriccion de p a F', pp : F' —
Y, definida como pp(z) = p(x) para cada x € F' es un
mapeo Cvss.

DEMOSTRACION. (1) Supongamos que p : X — Y es un mapeo
cvss tal que p(X) =Y. Sea W una cubierta abierta para Y. Mos-
traremos que es posible extraer una subcubierta abierta de W de
cardinalidad menor o igual que I(X).

Para toda = € X, la coleccién W es una cubierta abierta para
p(z). Como p(x) es compacto, existe una subcoleccién finita W,
de W tal que p(z) C |JW,. Dado que p es superiormente semicon-
tinuo, resulta que el conjunto p# (| W,.) es un conjunto abierto en
X que ademds cumple = € p* (| JW,) para cada z € X. Entonces
la familia

V= {p#(UWz) cre X}
es una cubierta abierta del espacio X. Por lo tanto, es posible
extraer una subcubierta V* de V de cardinalidad menor o igual
que [(X). Esto es, existe un subconjunto X* de X de cardinalidad
menor o igual que [(X) tal que la coleccién

V= {p*(JWs) 12 € X7}
es una cubierta abierta de X.
Sea W* la subcoleccién de VW definida de la siguiente forma:
W = U{Wx rx e X'}
Esta familia es una cubierta abierta para Y, de cardinalidad menor
o igual que [(X). De donde podemos concluir que [(Y) < I(X).

Por otra parte, si X es compacto, existen xq,xo,..., 2, € X
tales que la familia

V= {pF(UWe) i 1<i<n}

es una cubierta abierta de X. Donde V* y W, son tal y como se
definieron en los parrafos anteriores.

Sea W* la subcoleccion de W definida mediante:
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W ={W eW:3i<n,WeWw,}.

Esta familia es una cubierta abierta finita para Y. Por lo tanto,
Y es compacto.

(2) Sean p: X - Y yq:Y — Z mapeos cvss. Mostraremos
que el mapeo composicion gop : X — Z es cvss. Para ello, sea V

un subconjunto abierto de Z. En primer lugar verificaremos que
se cumple la igualdad (g o p)# (V) = p (¢*(V)).

Observemos que

sz ep (¢ (V).

Haciendo uso de esta igualdad y la semicontinuidad superior
de los mapeos p y ¢, obtenemos facilmente que el conjunto (g o
p)#*(V) = p# (¢ (V)) es un subconjunto abierto de X.

Ahora demostraremos que el mapeo g o p es compacto valuado.
Tomemos x € X. Sea U una cubierta abierta en Z para ¢(p(x)) =
U{¢(y) : y € p(x)}. Entonces, para toda y € p(z), la colecciéon U
es una cubierta abierta para ¢(y). Como ¢(y) es compacto, existe
una subcoleccién finita U, de U tal que ¢(y) C |JU,. Utilizando la
semicontinuidad superior de g, resulta que el conjunto ¢ (JU,) es
abierto en Y y ademds y € ¢* (| JU,) para toda y € p(z). Entonces
la familia

V={¢*(Ju,) :y € p(x)}
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es una cubierta abierta de p(x). Nuevamente, como p(x) es com-
pacto, existen yi,ys, ..., yn € p(x) tales que

po) < Ut (Ju).

Entonces la coleccién |J;_, Uy, es una subcoleccién finita de U que

cubre a q(p(x)) = U{a(y) : y € p(x)}. Por lo tanto q(p(z)) es
compacto.

(3) Sea H C Y un subconjunto cerrado. Dado quep: X — Y es
un mapeo cvss tenemos que el conjunto W =p ' (H) = {z € X :
p(x) N H # (0} es cerrado en X. Por lo tanto el conjunto W N F es
cerrado en F' y basta observar que p' (H) = W N F para concluir
que pr es Cvss. O]

Ahora introducimos un resultado que serda de utilidad al mo-
mento de caracterizar a los espacios Lindelof >.

1.5. LEMA. Si p: M — Z es un mapeo cvss, entonces G(p) :=
Umenr({m} x p(m)) es un subespacio cerrado de M x Z.

DEMOSTRACION. Sea (m, z) un elemento de (M x Z)\ G(p). En-
tonces podemos asegurar que z ¢ p(m). Por lo tanto, existen
abiertos ajenos U y V de Z tales que p(m) C U y z € V. Como
el mapeo p es superiormente semicontinuo, resulta que el conjunto
C ={h € M : plh) C U} es abierto en M y m € C. Luego,
se cumple lo siguiente: (m,z) € C xV C (M x Z)\ G(p). Para
mostrar esto ultimo, sea (h,y) € C' x V y observemos que y ¢ p(h)
va que y ¢ U, de aqui se sigue que (h,y) ¢ G(p). Por lo tanto
G(p) es cerrado en M X Z. O

La siguiente proposicién reune algunas de las caracterizaciones
de los espacios Lindelof 3 que tenemos hasta este momento. Pos-
teriormente veremos que la caracterizacién dada en el inciso (3)
sera de gran importancia para el surgimiento de ciertas subclases
especiales de la clase de los espacios Lindelof ¥. De ahora en
adelante, los simbolos LY significaran la frase “Lindelof 7.
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1.6. PROPOSICION. Sea X un espacio topolégico. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) X es un espacio LY;

(2) existen una cubierta compacta C de X y una red nume-
rable A/ con respecto a C;

(3) existen un espacio segundo numerable M y un mapeo
compacto valuado superiormente semicontinuo p : M —
X tal que p(M) = X;

(4) existen un espacio segundo numerable M, un espacio Ly
funciones continuas g : L - M y f: L — X tales que g
es perfectay f(L) = X;

(5) existen un espacio segundo numerable M, un espacio com-
pacto K, un subespacio cerrado F' de M x K y una funcién
continua f*: F — X tal que f*(F) = X.

DEMOSTRACION. La equivalencia (1) siy sélo si (2) es justamente
la Proposicion 1.1.

(3)= (4) Consideremos al espacio K = X, la compactacién de
Stone-Cech de X, y sea

L=Graf(p) = U ({m} x p(m))

meM

la grafica del mapeo multivaluado p. Por el Lema 1.5 el conjunto
L es un subespacio cerrado de M x SX.

Ahora sea f : L — K la restriccion de la proyeccion en el
segundo factor 7 : M x K — K al conjunto L. Dado que el mapeo
p tiene como codominio X, podemos asegurar que f(L) C X.
Ademss, dado que p(M) = X, para cada z € X existe m, € M
tal que x € p(m,). Por lo anterior, (m,,x) € L'y f((mg,x)) = x.
Por lo tanto f(L) = X.

Luego, dado que K es compacto, por el teorema de Kuratowski
(cf. [9, 3.1.16]), la funcién 7y : M x K — M, que es la proyeccién
en el primer factor de M x K, es una funcién cerrada y lo mismo
podemos asegurar de su restricciéon al subespacio cerrado L de
M x K. Sea g : L — M la restriccién de mpy : M X K — M a L.
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Como para cada m € M se cumple que g~'(m) = 7,/ (m) N L =
{m} x p(m), g7'(m) es compacto, para toda m € M. De lo
anterior obtenemos que la funcion g : L — M es perfecta.

(4)= (5) Consideremos el mapeo p : M — X definido como
p(m) = f(g~'(m)). Dado que f es continua y g es perfecta, el
mapeo inverso ¢! : M — L es compacto valuado y superiormente
semicontinuo por la Observacién 1.3. Por lo tanto, la composicion
fogt: M — X es cvss. Notemos que al ser f : L — X
una funcién, estamos empleando la misma letra f para denotar al
mapeo multivaluado f : L — X dado por f(1) = {f()}.

Siguiendo la idea de la implicacién previa, consideremos al es-
pacio K = X, la compactacién de Stone-Cech de X, y sea

F=Graf(p) = |J ({m} x p(m))
meM
la grafica del mapeo multivaluado p. Nuevamente por el Lema 1.5
F' es un subespacio cerrado de M x £X.

Ahora definamos a la funcién f* : F — K como la restriccion de
la proyeccion en el segundo factor g : M x K — K al conjunto F.
Dado que el mapeo p tiene como codominio X, podemos asegurar
que f*(F) C X. Ademas, dado que p(M) = X, para cada z € X
existe m, € M tal que = € p(m,). Por lo anterior, (m,,z) € F'y
f*((mg, z)) = x. Por lo tanto f*(F) = X.

(5)= (3) Consideremos el mapeo p : M — X dado por p =
froizt omy, donde my 0 M x K — M es la proyeccién en el
primer factor e ip : F' — M x K es la inclusién. Resulta que p
es superiormente semicontinuo, compacto valuado y sobreyectivo
por 1.3.

(3)= (2) Sea B una base numerable para M. Entonces la
coleccién p(B) = {p(B) : B € B} es una red numerable para
X con respecto a la cubierta C = {p(m) : m € M}. En efecto, sea
Cno = p(mg) y U una vecindad abierta de C,,,. Dado que p es
superiormente semicontinuo, el conjunto

p*(U) ={m € M :p(m) C U}
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es abierto en M y ademds my € p#(U); como B es una base
de M existe By € B tal que my € By C p#(U) y por lo tanto
p(mo) € p(Bo) C U.

(2)= (3) Consideremos en N a la topologia discreta. Sea

M={meN“:3C €C:m(w)={NeN:CCN}}.

Obsérvese que si x € X entonces existe C' € C tal que x € C.
Definimos A = {N € N : C C N}. Claramente A es a lo més
numerable. Entonces existe una enumeracién (posiblemente con
repeticiones) A = {N; : i € w}. Entonces la funciéon m : w — N
dada por m(i) = N; pertenece a M. En consecuencia, () # M C
N¥. Ahora bien, dotando a M de la topologia de subespacio,
obtenemos que M resulta ser un espacio metrizable y separable.

Definamos ahora el mapeo multivaluado p : M — X de la si-
guiente manera:

p(m) = (Vm(i) :i € w},

para cada m € M.

Afirmamos que el mapeo p es compacto valuado, superiormente
semicontinuo y sobreyectivo.

En efecto, dada m € M, por definicién, existe C' € C de tal
modo que p(m) = ({N € N : C C N} = C y asi tenemos
que p es compacto valuado. Obsérvese que la verificacion hecha
para mostrar que M es no vacio permite ademas verificar que el
mapeo p es suprayectivo. De modo que sélo resta mostrar que
p es superiormente semicontinuo. Para ello, supongamos que V'
es abierto en X y que m € p#(V). Entonces C,, = p(m) C V.
Como N es una red para X con respecto a la cubierta C, existe
N € N tal que C,,, C N C V. En consecuencia, existe ¢ € w tal
que N =m(i). Sea U = M N7; ' ({N}), donde 7; : N — N es la
1-ésima proyecciéon. Claramente U es un subconjunto abierto de
M tal que m € U C p# (V). Por lo tanto, p# (V) es abierto en M
y la semicontinuidad superior de p esta demostrada. 0
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Algunas propiedades de la clase de los espacios Lindelof ¥, re-
levantes para el desarrollo de este trabajo, son enunciadas en el
siguiente resultado.

1.7. PROPOSICION. La clase de los espacios LY es cerrada bajo
uniones numerables, imagenes de mapeos cvss y al tomar subespa-
cios cerrados.

DEMOSTRACION. Sea {X,, : n < w} una familia numerable de
subespacios LY de un espacio X. Para cada n < w, tomemos
una cubierta compacta C, y una red numerable A/, con respecto
a C,. Entonces C = [J{C,, : n < w} es una cubierta compacta de
W=U{X,:n<w}yN =U{N, : n <w} es una red numerable
con respecto a dicha cubierta. Aplicando la equivalencia (2) de
1.6 se sigue que W es un espacio LY.

Ahora sean X un espacio LY y p : X — Y un mapeo cvss y
sobreyectivo. Al ser X un espacio LY existe un espacio segundo
numerable M y un mapeo cvss 7 : M — X sobreyectivo. Entonces
la composicién poy : M — Y es un mapeo cvss por 1.4(2) y
sobreyectivo, de modo que al aplicar la equivalencia (3) de 1.6
obtenemos que Y es un espacio LY.

Finalmente sean X un espacio LY y F© C X un subespacio
cerrado de X. Tomemos una cubierta compacta C de X y una
red numerable N con respecto a dicha cubierta. Las familias
Cr={CNF:CeCtyNr={NNF:N e N} son una
cubierta compacta para F' y una red numerable con respecto a
dicha cubierta, respectivamente. Por (2) de 1.6 se sigue que F es
un espacio LY. O

Antes de proseguir mencionamos que el articulo [18] contiene in-
formacién relevante y caracterizaciones adicionales de los espacios
Lindelof 3.

Inspirados en la caracterizacién de los espacios LY. dada en el
inciso (3) de la proposicién anterior, los autores de [12] introducen
por primera vez las clases de espacios LY (K) de la siguiente ma-
nera:
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1.8. DEFINICION. Sea K una clase de espacios compactos. De-
finimos LY (K) como la clase de todos los espacios para los cuales
existe un espacio segundo numerable M y un mapeo compacto va-
luado superiormente semicontinuo p : M — X tal que p(M) = X
y p(m) € K, para toda m € M.

También son introducidas en [12] las clases K LY(K); como po-
dremos observar, la diferencia sustancial entre los elementos de las
clases LY(K) y K L3(K) esta en el hecho de exigir que los dominios
de los mapeos cvss sean espacios compactos, segundo numerables.

1.9. DEFINICION. Sea K una clase de espacios compactos. Defi-
nimos K LY(K) como la clase de todos los espacios para los cuales
existe un espacio compacto segundo numerable M y un mapeo
compacto valuado superiormente semicontinuo p : M — X tal
que p(M) =X y p(m) € K, para toda m € M.

Un par de consecuencias inmediatas de estas definiciones y de
la Proposicién 1.4(1) son las siguientes: para cualquier clase de
espacios compactos K siempre sucede que KLY(K) C LX(K) y
que todos los espacios en KLY (K) son compactos.

Por otra parte, tomando como base las ideas para la demostra-
cion la Proposicion 1.6, se obtiene facilmente la demostracion de
la siguiente proposicion:

1.10. PROPOSICION. Sea K una clase de espacios compactos.
Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(1) X es un espacio L3(K).
(2) Existen una cubierta compacta C de X tal que C C Ky
una red numerable N con respecto a C.

Si, adicionalmente, la clase IC es cerrada con respecto a imagenes
continuas y subespacios cerrados, entonces las anteriores condi-
ciones también son equivalentes a las siguientes:
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(3) Existen un espacio segundo numerable M, un espacio L
y funciones continuas g : L — M vy f: L — X tales que
g es perfecta, g~'(m) € K paratodam e My f(L) = X.

(4) Existen un espacio segundo numerable M, un espacio
compacto K, un subespacio cerrado F' de M x K y una
funcién continua f : F' — X tal que f(F) = X y F'n
7y (m) € K para toda m € M, en donde 7y : M x K —
M es la proyeccion al primer factor.

Del mismo modo se obtiene la siguiente caracterizacion de los
espacios que pertenecen a las clases K LY(K).

1.11. PROPOSICION. Sea K una clase de espacios compactos
invariante bajo imagenes continuas y subespacios cerrados. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un espacio K LX(K).

(2) Existen un espacio segundo numerable M, un espacio L
y funciones continuas g : L - M vy f: L — X tales que
g es perfecta, g~'(m) € K paratodam e My f(L) = X.

(3) Existen un espacio compacto segundo numerable M, un
espacio compacto K, un subespacio cerrado F' de M x K
y una funcién continua f : FF — X tal que f(F) = X
y F N,/ (m) € K para toda m € M, en donde 7 :
M x K — M es la proyeccion al primer factor.

Si k es un cardinal, finito o infinito, denotamos por medio de
LY(< k) y KLYX(< k) alas clases LY(K) y KLY(K) en donde K
es la clase de todos los espacios compactos de peso < . Del mismo
modo, LY(< k) y KLY(< k) son las clases LY (K) y KLY(K) en
donde K es la clase de todos los espacios compactos de peso < k.
Finalmente, por medio de LY (k) denotaremos a la clase de todos
los espacios de LY (< k) que no son elementos de LY (< k), esto
es, LY (k) = LY(< k) \ LX(< K).

Si f : w — N es una funcién supreyectiva, la funcién g :
C — P(w) dada por ¢(C) = {n € w: C C f(n)} satisface que
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N g(C) = C. En consecuencia la cardinalidad de una cubierta de
subconjuntos compactos con respecto a la cual existe una red nu-
merable no excede a 2¢; es decir |C| < 2. Adicionalmente, todos
los espacios en LY (< k) tienen cardinalidad a lo mas 2", En
efecto, si para cada C' € C tenemos que B¢ es una base para el
subespacio C' de cardinalidad < ky f: X — Cestal que z € f(x),
para cada x € X, entonces g : X — |J{C x P(B¢) : C € C} dada
por g(z) = (f(x), B € By(z) : © € B es inyectiva. Si x > 2¥, en-
tonces la clase LY (< k) coincide con la clase de todos los espacios
Lindel6f ¥ con peso de red < k (“network weight”).

En las definiciones anteriores, cuando « es un cardinal finito, los
simbolos < k significan “a lo méas x elementos”. De modo que el
unico elemento de LY (< 0) es el conjunto vacio y un espacio X
pertenece a la clase L¥(n), conn € w\{0}, si X tiene una cubierta
C formada por conjuntos de a lo méas n elementos para la cual existe
una red numerable en X, pero X no tiene una cubierta formada
por conjuntos de a lo més (n — 1) elementos para la cual haya una
red numerable. Evidentemente, la clase L3(< 1) es la clase de
todos los espacios de peso de red numerable (o espacios césmicos),
y KLY (< 1) es la clase de los espacios compactos metrizables (en
espacios compactos coinciden el peso y el peso de red).

Algunas propiedades importantes que poseen las clases de espa-
cios que acabamos de introducir estan contenidas en la siguiente
proposicion.

1.12. PROPOSICION ([12]). Sea x un cardinal. Entonces las
clases LY(< k), LY(< k), KLY(< k) y KLY(< k) son invarian-
tes con respecto a: (i) tomar imégenes bajo funciones continuas;
(ii) subespacios cerrados; y (iii) tomar uniones finitas. Ademés
de ello, las clases LY(< k) y LY(< k) son también cerradas con
respecto a uniones numerables.

DEMOSTRACION. Daremos las demostraciones para LY(< k). Sea
X € L3(< k). Tomemos una cubierta compacta C de X tal que
para todo C' € C se cumple que w(C) < k y N una red numerable
con respecto a C.
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(i) Sea f : X — Y una funcién continua y sobreyectiva. En-
tonces la familia Cy = {f(C) : C' € C} es una cubierta compacta
de Y tal que cada elemento de Cy tiene peso < k y la familia
Ny = {f(N): N € N'} es una red numerable con respecto a Cy.
En efecto, si D € Cy y V es una vecindad abierta de D. Entonces
existe C' € C tal que f(C') = Dy por lo tanto f~!(V') es una vecin-
dad abierta de C'. Dado que N es una red con respecto a C, existe
N e N tal que C C N C f~(V). Por lo tanto D C f(N) C V.
Aplicando la Proposicién 1.10(2) se muestra que Y € LY (< k).

(ii) Ahora sea F' C X un subespacio cerrado. Entonces la familia
Cr = {CNF :C € C} es una cubierta compacta de F' cuyos
elementos tienen peso < kK y Np = {NNF : N € N} es una
red numerable con respecto a Cp. Nuevamente por 1.10(2) F' es
elemento de LY (< k).

(iii) Supongamos que X, Xs, ... X, son elementos de LY (< k).
Para cada i < n, tomemos una cubierta compacta C; de X;, cuyos
elementos tienen peso < k, y una red numerable N con respecto a
C;. Entonces C = |J{C : C € C;,i < n} es una cubierta compacta
de X = U{X;:i<n}yN=U{N:NeN,i<n} es una red
numerable para X con respecto a C.

Finalmente, si {X,, : n € w} es una familia numerable de sub-
espacios LY(< k) de un espacio X. Para cada n € w, tomemos
una cubierta compacta C,, cuyos elementos tienen peso < kK, y
una red numerable N, con respecto a C,. Entonces C = |J{C, :
n < w} es una cubierta compacta de W = |J{X, : n € w} y
N = {N, : n € w} es una red numerable con respecto a dicha
cubierta. Aplicando la equivalencia (2) de 1.10 se sigue que W es
un espacio L3(< k). O

A continuacién mostramos como algunos espacios clasicos son
espacios LY (n), para algin n € w.

1.13. EJEMPLO.

(1) El espacio dos flechas se define de la siguiente manera:
Sea X = CoUC; C R? donde Cy = {(2,0): 0 <z < 1}
y C1 = {(z,1) : 0 < x < 1}, y la topologia en X estd
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generada por la base de conjuntos de la forma {(x,i) €
X txo—g < <z, i =0,1}U{(20,0)} donde 0 < zo < 1
y k= 1,2,3,... y los conjuntos de la forma {(z,i) €
X:om <z <a+q, i=01}U{(x1,1)} donde 0 <
ry < 1y k=1,23,.... El espacio dos flechas es un
elemento de la clase LX(2). Efectivamente, existe una
funcion perfecta 2-a-1 de este espacio sobre el intervalo
unitario I = [0,1], por lo que resulta ser elemento de
L3(< 2) por la observacién 1.3(2). Ademéds, dado que
este espacio no tiene peso de red numerable, no pertenece
a la clase LY (< 1). Por tanto, el espacio dos flechas es
un elemento de LX(2).

Recordemos que el duplicado de Alexandroff AD(X) de
un espacio X es el conjunto X x 2 con la topologia definida
del siguiente modo: los puntos de X x {1} son aislados, y
las vecindades basicas de los puntos del tipo (z,0) son de
la forma (U x 2) \ {(z,1)}, en donde U es una vecindad
de x en X (vea [8] para mas detalles de la construccion).
Es facil ver que el mapeo 7 : AD(X) — X definido por la
regla 7((z,1)) = x es dos-a-uno y perfecto, de modo que
el mapeo inverso es 2-valuado y superiormente semicon-
tinuo.

Ahora sea T la circunferencia unitaria, considerada
como subespacio de R?, y sea AD(T) su duplicado de
Alexandroff. Entonces AD(T') € LY(2), pues este espa-
cio no tiene peso de red numerable y admite una funcién
perfecta sobre un espacio metrizable y separable, el espa-
cio T'.

El espacio A(2¥), la compactacién de Alexandroff del es-
pacio discreto de cardinalidad 2%, es una imagen con-
tinua y no metrizable del espacio AD(T'). En efecto, para
obtener una funcién sobreyectiva y continua de AD(T')
sobre A(2¥) basta identificar todos los puntos de T" con el
tnico punto no aislado de A(2¥) y establecer una biyeccién
entre los subespacios discretos de estos espacios. Por lo
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anterior, A(2¥) € L3(2). Desde luego se puede establecer
una ligera generalizacion de este ejemplo:

1. Si k < ¢, entonces A(k) es imagen continua de
AD(T) y asi, A(k) € L3(< 2) (Proposicién 1.12).

2. Si A(k) € LY(< w), entonces, por el parrafo que le
sigue a la proposicién 1.11, k < |A(k)| < c.

3. Como, ademés L¥(< 2) C L¥(< k), se concluye
que los siguientes enunciados son equivalentes: (a) A(k) €
LY(< w); (b) A(k) € LX(<L2); (¢) k < c.

(4) Sea A una familia casi-ajena y maximal. Denotemos como
es usual con U(A) su ¥ espacio asociado y con a(V(.A)) a
la compactacién de Alexandroff de este espacio. Entonces
a(W¥(A)) es también un elemento de la clase L(< 2). En
efecto, al espacio a(¥(.A)) lo podemos ver como la unién
de w, el cual es elemento de LY(< 1), y el subespacio
Y = a(V(A)) \ w que es homeomorfo a un espacio de
la forma A(k), elemento de LX(< 2), con k igual a la
cardinalidad de A. Dado que la clase LY (< 2) es cerrada
bajo uniones finitas, podemos concluir que a(¥(A)) €
LY(< 2). Adicionalmente, si k > wy, a(¥(A)) contiene
un subespacio cerrado que pertenece a la clase LY(2) y
en consecuencia el espacio o(V(A)) también pertenece a
esta misma clase.

En [12] se enuncian diversos resultados relacionados a propieda-
des de los espacios LY(< n). A continuacién destacamos algunos
de ellos que seran importantes para el desarrollo de este trabajo
de tesis.

1.14. PROPOSICION ([12]). Sea n € w y supéngase que X es un
espacio que tiene una familia de conjuntos abiertos y ajenos, {U, :

a < w1}, y que para cada o < w; existe un subconjunto cerrado
Y, C U, tal que Y, ¢ L3(< n). Entonces X ¢ L3 (< n+1).

DEMOSTRACION. Supongamos que X € LY (< n+ 1) y fijemos
una cubierta C C [X]=""! para la cual existe una red numerable,
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N, con respecto de C. Para cada o < wy, la coleccién {Y, N C :
C' € C} es una cubierta para Y, que cuenta con una red numerable
en Y,. Dado que Y, ¢ LY(< n), existe C, € C tal que C, CY,,.
Elegimos N, € N tal que C, C N, C U,. Entonces N, # Nj
para « # 3, lo cual contradice el hecho de que la cardinalidad de
N es numerable. O

1.15. PROPOSICION ([12]). Sea n € w y supéngase que {Xj :
f < k} C LY(< n) es una familia de espacios compactos y k <
2¥. Sea X la compactacién unipuntual de P,_, Xj. Entonces
X € LY(<n+1). Ademss si Xz € L¥(n) para una cantidad no
numerable de indices (3, entonces X € LY (n + 1).

DEMOSTRACION. Para cada X fijemos una cubierta compacta
Cs C [X5]=" con una red numerable N en Xj5. Supondremos que
XN X, =0 siempre que 8 # 1y que X = {oo} U4, Xp.

Definamos C = {C U {o0} : C € C3,8 < k}. La coleccién C
es una cubierta compacta para X. Lo que resta mostrar es que C
tiene una red numerable, respecto de C.

Sea Ny = {Nf : m < w} y fijemos una familia numerable
A C P(k) que separe conjuntos finitos (aqui utilizamos el hecho
de que k < 2¥). Sea A" = Jgc 4 X3 Definamos

N ={{oc}u@An|JN)):m<w Ac A}
B<k

Entonces N es una familia numerable. Lo que resta mostrar es
que N es una red para C. Para ello, fijemos C = Cy U {00},
donde Cy € Cg. Fijemos un conjunto abierto U C X tal que
C C U. Entonces U es una vecindad de oo, de modo que el
conjunto F' = {n < x : X, € U} es finito. Elijamos A € A tal
que € Ay (F\{p}) NA = 0. Encontremos m < w tal que
C() QfoLQUﬂXﬁ Sea

M = {oo}u (A" n | ND).
n<k
Entonces M € Ny ademds se cumple C C M C U.
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La segunda afirmacion es consecuencia de la Proposicién 1.14.
O

Dados dos mapeos multivaluados p : X - Y yq: 2 — W
definimos el mapeo producto p x q : X x Z — Y x W como
(p X q)[(z,2)] = p(x) x q(2). Como el producto de mapeos cvss es
un mapeo cvss, tenemos el siguiente hecho facil de demostrar.

1.16. PROPOSICION. Sean A y k numeros cardinales (finitos o
infinitos) si X € LY(< k) y Y € LE(< ) entonces X X Y €
LY (< Ak).

Posteriormente se presentara una versién mejorada del anterior
resultado para el caso en que A y k son cardinales finitos (vea el
Teorema 2.1). Por el momento utilizaremos la Proposicién 1.15 en
la demostracion de nuestro siguiente teorema. Antes de enunciarlo,
notemos que en el inciso (3) de 1.13 se argumenta lo siguiente:
A(k) € LX(< 2) para toda k < 2¥. En el siguiente teorema se
demuestra que A(wy)" € L3(n +1).

1.17. TEOREMA ([12]). Para cada n € w \ {1} se tiene que
A(wy)™ € LY(n + 1), donde w; estd equipado con la topologia
discreta.

DEMOSTRACION. Sea A(w;) = w; + 1, donde todos los puntos de
wy son aislados. Para el cason = 1 afirmamos que A(w;)' € L3(2).
En efecto, tomemos un subespacio de Y C R de cardinalidad w;
y una biyeccién f : Y — D(w;) entre Y y el espacio discreto
de cardinalidad w;. Entonces el mapeo 2-valuado p : Y — A(wy)
definido por p(y) = {f(y), w1} es superiormente semicontinuo. Por
lo tanto A(wy) € LY(< 2) y dado que este espacio no tiene peso
de red numerable, no es elemento de L¥(1). Por lo tanto A(w;) €
LY(2).

Supdngase ahora que n > 1y que A(w;)""! € LY (n). Dado que
A(w;)™ contiene w; copias ajenas cerrado-abiertas de A(w;)" ™,
tenemos que A(wp)"™ ¢ L3(< n) por la Proposicién 1.14.
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Para cada permutacion p : n — n, consideremos el subconjunto
X, de A(wy)™ definido por

Xy = {(%)Kn D Tp() S Tp(ip1) para toda 1 <n— 1}

Entonces
Alw)" = U{Xp :p€ "n es una permutacion}.

Por la Proposicién 1.12, es suficiente mostrar que cada X, per-
tenece a LY(< n + 1). Como todos los X, son homeomorfos,
es suficiente demostrar que X;y € LY(< n + 1). Primeramente
definiremos una cubierta para X;; formada por conjuntos de n+ 1
elementos:

Para cada @ = (g, a1, ..., 1) € XigNwi' y para cada k < n
sea @ el elemento de X;; obtenido al intercambiar las tltimas
n — k coordenadas de @ por w;. De modo que a" = @y a’ =
(w1, wr,...,wy). Sea

Cy={a" k<nac Xynuwl}

Estos conjuntos formaran la cubierta para X;; de conjuntos de
n + 1 elementos.

Ahora definiremos una red numerable para esta cubierta en X;,.
Los elementos de esta red se construiran a partir de las siguientes
tres familias de conjuntos:

Familia 1: Supongamos, por induccion, que las colecciones cons-
truidas de manera similar en A(w;)""! tienen una red numerable
(para el caso n = 1 se sigue del inciso (3) del Ejemplo 1.13). Dado
que A(w;)" ! se puede identificar de manera natural con el sub-
espacio Y = A(w;)"! x {w:}, existe una red numerable para los
conjuntos Cz N'Y contenida en Y N X;4. Llamemos a esta familia
numerable Ny . Observemos que para cada @ € X4, el inico punto
de Cz que no esta contenido en Y es a.

Familia 2: Fijemos una familia numerable F C “1w; de f_unciones
tales que {(«a, ) : B < a} = |JF. Para cada sucesién f = (f; :
i<n—1)en F,sea Ny C wi el conjunto de todas las sucesiones
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(ei)i<n tales que a; = fi(a;4+1) para cada i < n — 1. Observemos
que cada N7 C X

Familia 3: Sea Nj una familia numerable de subconjuntos de w;
que separa puntos de conjuntos finitos.
Nuestra red consistira de conjuntos de la siguiente forma:

NuU Ny ™)
<n
donde N € Ny, f € F* 'y cada N; € Nj.

Para verificar que esta familia es una red con respecto a la
cubierta de los conjuntos Cj, fijemos @ € X;; y una vecindad
abierta U de Cg. Por construccion, existe un N € Ny, tal que
Cz\{a} C N CU. Dado que @° = (w1, wi, ...,w;) € U, podemos
fijar conjuntos finitos F; C w; para i < n de modo que

V() =[J\mcu
i<n
De la misma manera, para cada 0 < k < n, podemos fijar un
abierto basico V (k) conteniendo a @*. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que

V(k) = {ao} x ... x {a1} x J[ @i\ F)CU.

k<i<n

Ademas, podemos suponer que «; € F; para cada i < n.

Para cada ¢ < n fijemos N; € Nj tal que N; N F; = {«a;} (esto
es, NV; separa el punto a; del conjunto finito F; \ {a;}).

Enseguida, para cada i < n—1, fijemos f; € F tal que f;(a;41) =
«;. Es claro que

a € Ny N HNi’
<n

de modo que es suficiente probar que Ny N[[,_,, N; € U. Para
ello, supongamos que es falso y fijemos

B = (ﬁ(bﬁl? e 76n71) € (N(fi) n HNl) \ U.

<n

<n
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Fijemos k& maximal tal que f; = a4 (si no existe tal k, entonces
Br ¢ Iy para toda k y por lo tanto 3 € V(0) C U). Entonces
B; = a; para toda i < k, dado que 8 € N(f;), y B; ¢ F; para toda
i > k. Por lo tanto, 3 € V(k) C U, una contradiccién. Por lo
tanto se cumple que Nz, N[, Vi C U. O

Obsérvese que como consecuencia del anterior teorema es posible
afirmar que, para toda n € w, LX(n) # (.

Antes proseguir es necesario recordar algunas definiciones. Un
espacio es disperso si todo subconjunto no vacio del mismo tiene
puntos aislados. Dado un espacio X se define el conjunto derivado
como el conjunto de todos los puntos de acumulacion y, para cada
ordinal «, se define el a-ésimo conjunto derivado de la siguiente
manera: X = X y X+ e5 el conjunto derivado de X(®). Si o
es limite X* = N{X® : v < a}. Finalmente, como X(® O X ()
si a < f3, existe un ordinal minimo tal que X(® = X+ Egte
ordinal « es la altura de X.

1.18. COROLARIO. Las clases LY (n), con n € w, asi como la
clase LY (w), son no vacias y contienen espacios compactos. De
hecho, para cada n € w existe un espacio compacto disperso X,
de altura n y cardinalidad wy, tal que X,, € L¥(n + 1).

El siguiente objetivo es mostrar que A(wp) X A(wq) ¢ L3(3).
Para ello necesitaremos un lema previo relativo a cubiertas y redes
con respecto a cubiertas.

Dadas dos familias C;,Cy de subconjuntos de X, definimos

Cl/\ng{ClﬂCg:Clecl Y 02602}.

1.19. LEMA ([12]). Sean C;,Cy cubiertas de un espacio X for-
madas por conjuntos finitos, y N1, N3 redes con respecto a Cy y
Ca, Tespectivamente. Entonces N7 A N3 es una red con respecto a

Ci A Co.
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DEMOSTRACION. Sean C; € C; y C5 € Cy con
Clﬂng{ul,UQ,...uk}, 01\02:{81,82,...,Sm}

Yy 02\01 = {tl,tg,...,tl}.
Sea U una vecindad de C' = C; Ny en X. Fijemos vecindades
ajenas Uy, ..., U,, de los puntos en C7 U Cy que cumplan Uy, N
...NU, CU. Fijemos N; € N1 y Ny € N, tales que

CicNic| U, 1 <i<kyu| U, :1<i<m}

Cyc Ny | J{Uy s 1<i<k}u|J{U, :1<i<i}.
Entonces N = N; N N es un elemento de N; A N5 tal que
CinCyc Nc| U, :1<i<k}cCU

En el siguiente teorema se demuestra que A(wq)? ¢ LY(3).

1.20. TEOREMA ([12]). Sea A(wq) la compactacién de Alexan-

droff del espacio discreto de cardinalidad w,. Entonces A(ws)? ¢
LY (3).

DEMOSTRACION. Si wy > 2¥) entonces A(ws) ¢ LY(3), ya que
todo espacio en LY (n) tiene cardinalidad menor o igual que 2.

De modo que supongamos que wy < 2. Sea A(wz) = wy + 1,
donde todos los puntos de wy son aislados. Sea Cy la cubierta de
A(ws)? formada por los conjuntos de la forma

Cap = {(a, B), (v, wa), (w2, B), (w2, w2)},

con «, 3 < wy. Entonces existe una red numerable A con respecto
a la cubierta Cy.

Ahora supongamos que existe una cubierta C de A(w)? formada
por conjuntos de a lo més 3 elementos y una red numerable N con
respecto a dicha cubierta. Podemos suponer que cada elemento de
C estd contenido en un elemento de la forma C,3, en caso contrario
podemos reemplazar C con C ACy y N con N A Np.
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Diremos que un elemento C' de C es de tipo 1 si

C C{(a,B), (w2, B), (w2, wa)},
es de tipo 2 si

CC {(a75)7 (avw?}v (vawQ)}v
y de tipo 3 si
Cc {(a7ﬁ>v (a7w2)7 (w27ﬁ)}

para algunos o, 5 < wy. Observemos que los elementos de C de
estos tres tipos cubren ws X wy. Ademads, existen a lo mas una
cantidad numerable de elementos del tipo 3. De hecho, de no
ser asi la unién P de todos los elementos de C de tipo 3 seria
un espacio Lindelof ¥, lo cual es imposible, dado que uno de los
tres conjuntos P N (A(ws) X {wa}), PN ({w2} X A(ws)), {(a, B) €
P : (a,wy) ¢ P,(wq,B) ¢ P} seria un subespacio no numerable
de P que es ademds cerrado y discreto. Removiendo de A(ws)
a todos los elementos de ws que aparecen como coordenadas de
los puntos de P, y tomando intersecciones de C y el cuadrado
del conjunto restante, obtenemos una cubierta sin elementos del
tipo 3 y la intersecciéon de N con este cuadrado resulta ser una
red numerable con respecto a esta nueva cubierta. Por lo tanto,
podemos suponer que todos los elementos de C son de los tipos 1
o 2.

Sea (a,f) € wy X wy; tomemos un elemento C' de C tal que
(a, ) € C. Si C es del tipo 1, entonces V = (A(wq) x {5}) U
(A(ws) \ {a})? es una vecindad de C, de modo que existe N € N
tal que C' C N C V. Obviamente, N N ({a} X we) = {(a, §)}. Del
mismo modo, si C' es del tipo 2, existe N € N tal que N N (wy X
{B}) = {(«a, B)}. De este modo, los conjuntos

By ={(a,B) €wy Xxwa : NN ({a} X wa) =
= {(a, 8)} para alguna N € N'}

By ={(a,3) €wy X wy : NN (wy x {B}) =
= {(a, B)} para alguna N € N'}
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cubren a wy X wy. Notemos que para cualesquiera o € wo y N € N
existe a lo mas un 3 € wy tal que

NN ({a} xws) = {(a, B)},

de modo que para cada o € ws, €l conjunto By N ({a} X ws) es alo
mas numerable. Del mismo modo, para cada [ € ws el conjunto
ByN(wax {B}) es alo mas numerable. La existencia de este par de
conjuntos que cubre wsy X wy contradice el teorema de Kuratowski
sobre la caracterizacién de los alephs [13]. O

Siguiendo las ideas de la demostracion del teorema anterior, es
posible demostrar el siguiente resultado:

1.21. PROPOSICION. Sean A(w;) y A(wz) las compactaciones de
Alexandroff de los espacios discretos de cardinalidades w; y wo
respectivamente. Entonces A(w;) x A(ws) ¢ L¥(3).

DEMOSTRACION. Si wy > 2¢ entonces A(ws) ¢ LY(3), ya que
todo espacio en LY (n) tiene cardinalidad menor o igual que 2*.

De modo que supongamos que wy < 2¥. Sean A(w;) =w;+ 1y
A(ws) = we + 1, donde todos los puntos de w; y wy son aislados.
Sea Cp la cubierta de A(w;) x A(wsy) formada por los conjuntos de
la forma

Cap = {(@. B), (o, w2), (w1, B), (wi,w2) },
con a < wy y B < wy. Entonces existe una red numerable N con
respecto a la cubierta Cy.

Ahora supongamos que existe una cubierta C de A(w;) x A(wz)
formada por conjuntos de a lo mas 3 elementos y una red numera-
ble N con respecto a dicha cubierta. Podemos suponer que cada
elemento de C estd contenido en un elemento de la forma C,s, en
caso contrario podemos reemplazar C con CACy y N con N ANj.

Diremos que un elemento C' de C es de tipo 1 si

Cc {(a76>7 (th)? (whw?)}u
es de tipo 2 si

CC {(O‘75)7 (Oé,WQ), <W17w2)}7
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y de tipo 3 si
CcC {(a7ﬁ)7 (O_/,CUQ), (wlaﬁ)}

para algunos a < w; y 8 < we. Observemos que los elementos
de C de estos tres tipos cubren w; X ws. Ademas, existen a lo
mas una cantidad numerable de elementos del tipo 3. De hecho,
de no ser asi la unién P de todos los elementos de C de tipo 3
serfa un espacio Lindelof X, lo cual es imposible, dado que uno
de los tres conjuntos P N (A(wy) X {w2}), PN ({w1} X A(ws)),
{(a, B) € P : (a,ws) ¢ P,(w1,B) ¢ P} serfa un subespacio no
numerable de P que es ademés cerrado y discreto. Removiendo de
A(ws) a todos los elementos de ws que aparecen como coordenadas
de los puntos de P, y tomando intersecciones de C y el cuadrado
del conjunto restante, obtenemos una cubierta sin elementos del
tipo 3 y la interseccién de N con este cuadrado resulta ser una
red numerable con respecto a esta nueva cubierta. Por lo tanto,
podemos suponer que todos los elementos de C son de los tipos 1
o 2.

Sea («a,f) € wy X we; tomemos un elemento C' de C tal que
(a, ) € C. Si C es del tipo 1, entonces V = (A(wy) x {8}) U
(A(wg) \ {a})? es una vecindad de C, de modo que existe N € N
tal que C' C N C V. Obviamente, N N ({a} X we) = {(a, §)}. Del
mismo modo, si C' es del tipo 2, existe N € N tal que N N (wy X
{B}) = {(a, B)}. De este modo, los conjuntos

By ={(a,8) €wy xwy: NN ({a} xwy) =
= {(o, B)} para alguna N € N'}

By ={(c, B) € wo x wy : NN (wy x {B}) =
= {(o, B)} para alguna N € N'}

cubren a wy X wy. Notemos que para cualesquiera o € wo y N € N
existe a lo mas un 8 € wy tal que

NN ({a} xwy) = {(a, B)},

de modo que para cada o € ws, el conjunto By N ({a} X ws) es alo
mas numerable. Del mismo modo, para cada [ € ws el conjunto
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By N (wy x {A}) es a lo mas numerable. Nuevamente, la existencia
de este par de conjuntos que cubre wy X wy contradice el teorema
de Kuratowski sobre la caracterizacién de los alephs [13]. O

Finalizaremos el presente capitulo con dos resultados relaciona-
dos a las propiedades de la clase LY (< w).

1.22. PROPOSICION ([12]). Sea X € LY (< w). Entonces existen
subespacios X,, C X, con n € w, tales que X,, € LX(< n), y
X =U{Xn:new}.

DEMOSTRACION. Sea p : M — X un mapeo finito valuado y
superiormente semicontinuo del espacio segundo numerable M en
el espacio X y tal que p(M) = X. Para cada n € w, definimos
M, ={m e M : |p(m)| <n}y X, = p(M,). Directamente de la
definicién se sigue que X,, € LX(< n) y es claro que X = [J{X,, :
new}. O

1.23. PROPOSICION. Supongamos que X es un espacio tal que
X“ € LY(< w). Entonces para algin n € w, X* € L¥(n).

DEMOSTRACION. Para cada k € w, sea m : (X¥)Y — X“ la
proyeccién sobre el k-ésimo factor. Dado que (X“)“ es homeo-
morfo a X*“, aplicando la proposicién anterior, tenemos que (X“)* =
U{Xks : k € w} donde X} € LE(< k). Es claro que m,(X,,) = X¥
para alguna n € w. Por lo tanto, X“ € LX(< n). O






CAPITULO 2

El duplicado y la compactacion de Alexandroff
de espacios en LY (< w)

1. Introduccién

Uno de los problemas mas interesantes e intrincados en la teoria
de los espacios LY (< k) es el problema relacionado con la preser-
vacién de la propiedad de ser un espacio LY (< w) por mapeos
finito valuados y superiormente semicontinuos. Gran parte de la
dificultad para solucionar este problema esta en el hecho de que en
realidad se estd planteando una serie de preguntas relacionadas a
la posibilidad de que algunas construcciones topoldgicas preserven
la propiedad de ser un espacio L(< w).

Por ejemplo, la construccién del duplicado de Alexandroff AD(X)
de un espacio X define un mapeo dos-valuado del espacio X en
el espacio AD(X) y uno puede hacerse la pregunta de si al con-
siderar el duplicado de Alexandroff de un espacio LY (< w), éste
vuelve a ser un espacio LY (< w). Esta pregunta fue un problema
planteado por O. G. Okunev en su articulo [15] de Open Problems
in General Topology II (ver problema 15 (146)).

La busqueda de la solucién al problema anterior, motivé las
investigaciones que el autor de este trabajo de tesis realizd sobre
el tema, y cuyas conclusiones estan plasmadas en el articulo de
investigacion [5]. La intencién de este capitulo es exponer los
resultados obtenidos en esta investigacién. A continuacién damos
un resumen de los principales resultados que se exponen en el
presente capitulo:

29
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(1) SiY es un espacio LX(n) y X es un espacio LY(m). En-
tonces el espacio X X Y es un espacio LY(k), con k un
valor acotado entre n +m — 1 y nm (Teorema 2.1).

i X es un espacio tal que su potencia pertenece a la
2) Si X io tal tencia X“ pert 1

clase LY (< w), entonces X es un espacio césmico (Coro-
lario 2.4).

(3) Dadas dos familias casi ajenas A y B el producto de las
compactaciones de Alexandroff de sus W-espacios asocia-
dos, a(¥(A)) x a(V(B)) pertenece a la clase LY (4) si al-
guna de las familias tiene cardinalidad mayor a wy, y sera
elemento de LY(3) si ambas familias tienen cardinalidad
wy (Teorema 2.9).

(4) Si X es un espacio LY(< w), lo mismo ocurre con su
duplicado de Alexandroff AD(X) (Teorema 2.17).

Es importante mencionar que los resultados (2) y (3) resuelven
los siguientes problemas abiertos: 7.4 de [12] y 3(134) de [15],
respectivamente.

2. Productos de Espacios LY (n)

No es complicado mostrar, utilizando el hecho de que el producto
de mapeos compacto-valuados superiormente semicontinuos es un
mapeo del mismo tipo, que el producto de un espacio LY(k) con
un espacio LY(\) es un espacio LY (< k- A). Sin embargo, si Ay
k son finitos, dicho producto puede ser de un tipo menor que \- k.
Un ejemplo de lo anterior es el siguiente (vea el Teorema 1.17): La
compactacion unipuntual del espacio discreto de cardinalidad wy,
A(wy), es un espacio de tipo LY(2), y para toda n € w, A(w)"
es un espacio de tipo L¥(n + 1). Por todo lo anterior, resulta
interesante y muy importante encontrar la clase exacta LY (k) a
la que pertenece el producto de un espacio LY (n) con un espacio
LY(m). A continuacién presentamos una serie de resultados que
contribuyen a la solucién de este problema.
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2.1. TEOREMA ([5]). Sean m,n € w, X un espacio LX(m) y
Y un espacio L¥(n). Entonces el producto X X Y es un espacio
LY (k),donde n +m —1 <k < nm.

DEMOSTRACION. Sean p; : M; — X y py : My — Y mapeos
superiormente semicontinuos sobreyectivos, donde M; y M; son
espacios segundo numerables. Suponga ademas que p; es a lo més
m-valuada y que py es a lo mas n-valuada. Entonces, el mapeo

p1Xp21M1XM2—>XXK
definido mediante la regla

(p1 % p2)(m1,ma) = p1(m1) X pa(mo),
es superiormente semicontinuo, sobreyectivo y a lo mas (n - m)-
valuado. Lo anterior muestra que X x Y € LY(< m-n) y por lo
tanto X X Y es un espacio LY(k) para alguna x < (m - n).

Para probar la segunda parte de la desigualdad, supongamos,
para llegar a una contradicciéon, que X x Y € LY(k) con k <
(n + m — 2). Fijemos un espacio segundo numerable M y un
mapeo superiormente semicontinuo, sobreyectivo y a lo més k-
valuado p: M — X xY. Sean mx y 7y las proyecciones asociadas
al producto X x Y y definamos el subconjunto A de M de la
siguiente manera:

A={ze M :|rx(p(z))| <m—1}.
Dado que la composicién 7wy o p es superiormente semicontinua
y X ¢ L¥(m —1), existe un punto zg € X tal que xg & mx(p(A4)),
por lo que ({zo} x Y) N p(A4) = 0.
Sean B= M\ Ay q:B —Y el mapeo multivaluado definido
mediante la siguiente regla:

q(z) = my(p(z) N ({zo} x Y)).

Como {xo} xY es cerrado en X xY', el mapeo ¢ es superiormente
semicontinuo, y teniendo en cuenta que el mapeo p es sobreyectivo
v ({zo} xY) N p(A) = 0 se sigue que ¢(B) = Y. Note que para
toda z € B, p(z) tiene a lo mas (n +m — 2) puntos, y al menos
(m — 1) de estos puntos tienen proyecciones en X diferentes de
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xy. Por tanto, ¢(z) tiene a lo mas (n — 1) puntos. Resumiendo, el
mapeo ¢ es a lo mas (n—1)-valuado, superiormente semicontinuo y
sobreyectivo, pero esto tltimo es una contradiccion con la hipotesis
de que Y € L¥(n). Por lo tanto kK > n+m — 1 y esto completa la
demostracion. U

2.2. COROLARIO ([5]). Si X es un espacio LY(n) para alguna
n € w, entonces X es un espacio LY (k) para alguna k > mn —
m+ 1.

DEMOSTRACION. Si n = 1, entonces nw(X) < w y también
nw(X™) < w para toda m € N. Por lo tanto X™ € L¥(1).
Por otra parte, nm —m+1 = 1 por lo que la condicién se cumple.

Ahora supongamos que n > 1y procedamos por induccion sobre
m. Si m = 1 no hay mucho que probar pues X! = X € LX(n)
y mn —m + 1 = n. Supongamos que X" € LY (k,,) con k,, >
mn—m+1. Entonces X™™! = X™ x X € L3(I) para alguna [ que
cumple la condiciéon n+k,,, — 1 <[ < k,,n. Utilizando la hipotesis
de induccién obtenemos que n+k,, —1>n+nm—-—m-+1—-1=
n(m+1) — (m+ 1) + 1, lo cual demuestra que la desigualdad se
cumple. O

El corolario anterior tiene una serie de consecuencias bastante
interesantes y que merecen ser destacadas, algunas de ellas las
presentamos en la siguiente serie de resultados.

2.3. COROLARIO ([5]). Siexiste n € w tal que X™ sea un espacio
L¥(n) para toda m € w, entonces X tiene una red numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos que n > 1, entonces X € LY (n)
y por hipétesis también X" € L¥(n). Por otra parte, el corolario
anterior implica que X" € LY(k,) con k, > n® —n + 1, pero
n? —n+1 > n. Por lo tanto n = 1 y en consecuencia, el peso de
red de X es numerable, nw(X) < w. O

W. Kubig, O. Okunev y P. J. Szeptycki preguntaron en [12]
(Preguntas 4.8 y 7.4) si el hecho de que X“ sea un espacio LY (< w)
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implica que X sea un espacio césmico. Ellos mismos establecen en
[12] una respuesta, consistente, positiva demostrando que bajo el
axioma MA,,, la hipdtesis X¥ € L¥(< w) implica que nw(X) <
w (cf. [12, 4.12)).

Ahora, con ayuda del Corolario 2.2, podemos demostrar esta
ultima afirmacién en el seno de ZFC (y con ello damos respuesta
positiva a las Preguntas 4.8 y 7.4 de [12]).

2.4. COROLARIO ([5]). Si X“ es un espacio LY(< w), entonces
X tiene una red numerable (y por lo tanto X“ es un espacio LY (<
1)).

DEMOSTRACION. Si X“ € LY(< w), la Proposicién 1.23 implica
que existe un numero natural n tal que X* € L3(n). Ahora, como
para cada m € N, X™ es homeomorfo a un subespacio cerrado de
XY se sigue que X™ € LY(< n). Luego supongamos que n > 1.
El Corolario 2.2 implica que X" € LX(k,) con k, > n* —n + 1,
pero n? —n+1 > n. Esta contradiccién muestra que n = 1, y por
lo tanto, el peso de red de X es numerable. 0

Otra interesante consecuencia del Teorema 2.1 es la siguiente.

2.5. COROLARIO ([5]). Si X es un espacio L¥(m) para algin
m € w, y Y es un espacio L¥(n) para algin n € w, con n > 2,
entonces X X Y no es homeomorfo a X. En particular, si X es un
espacio LY(m) para algin m € w, con m > 2, entonces todas las
potencias finitas de X no son homeomorfas dos a dos.

DEMOSTRACION. Basta observar que, sin > 1, el espacio X XY ¢
LY(m), pues segun 2.1 X xY € L¥(k) para algin k > m+n—1 >
m U

Una de las propiedades méas destacadas de las clases L3(< n)
es la de ser invariable con respecto a tomar subespacios cerrados
e imégenes continuas (Proposicién 1.12). Teniendo esto presente,
es posible fortalecer el corolario anterior:
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2.6. COROLARIO ([5]). Si X es un espacio L¥(m) para algin
m € w, y Y es un espacio LY (n) para algin n € w, con n > 2,
entonces X X Y no es homemorfo a ninguna imagen continua de
ningin subespacio cerrado de X.

2.7. COROLARIO ([5]). Si X es un espacio LY (< n) para algin
n € w, y existen naturales k y m tales que k£ < m y X™ es imagen
continua de un subespacio cerrado de X*, entonces X tiene una
red numerable.

DEMOSTRACION. Supongamos que X no es césmico y considere-
mos los espacios Y = X*¥ y Z = X", con r = m — k. Notemos que
Z € L3(1) con [ > 2. Por hipétesis tenemos que X™ =Y X Z es
imagen continua de un subespacio cerrado de Y, pero esto no es
posible segin el corolario anterior. Por lo tanto X € L¥(1). O

Un hecho interesante que se obtiene al aplicar el corolario ante-
rior es el siguiente:

2.8. COROLARIO ([5]). Sea X el espacio dos flechas. Sim,n € w

y n > m, entonces X" no se puede encajar en una imagen continua
de X™.

En caso de ser posible tendriamos que el espacio dos flechas es
césmico.

Como mencionamos al principio de esta seccién, para algunos
espacios especificos, como por ejemplo para el producto de espacios
LY (n) dados, encontrar la clase LY (k) a la cual pertenecen resulta
ser una tarea nada trivial. Por ejemplo, debido a que el espacio
doble flecha de Alexandroff es un espacio LY(2), por la Proposicién
1.16, su cuadrado X? es un espacio perteneciente a LY(< 4). Pero
atin hoy en dfa no es sabido si X? es un espacio LY(3) o bien si es
un espacio LY (4) (vea Problema 1(132) de [15]).
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En esta tematica, presentamos a continuacion un resultado rela-
cionado al cuadrado de la compactacién unipuntual de un W-
espacio. Es valioso mencionar que con este resultado solucionamos
plenamente el Problema 3(134) de [15].

Sea A una familia casi ajena de subconjuntos infinitos de w.
Recordemos que el espacio W(.A) se define como la unién wU.A con
la topologia en la cual los puntos de w son aislados, y las vecindades
bésicas de los puntos A € A son de la forma {A} U (A \ F) donde
F C A es finito. No es complicado mostrar que ¥(.A) es un espacio
Hausdorff, cero-dimensional (por lo tanto Tychonoff) y localmente
compacto. Sea aW(.A) su compactacién unipuntual. Si la familia
A tiene cardinalidad no numerable, entonces aW(.A) es un espacio
LY(2), ya que es una unién numerable de conjuntos unipuntuales
(los puntos de w) y de un espacio homeomorfo a A(].A4]), la com-
pactacion unipuntual del espacio discreto de cardinalidad |A|, el
cual es un espacio de L3(2), y ademas la clase L3(2) es invariante
con respecto a uniones numerables (Proposicién 1.12).

El Problema 3(134) en [15] plantea la pregunta de si el cuadrado
de un espacio a¥(.A) puede ser un espacio L¥(3) o si es un ele-
mento de LY(4). Nuestro siguiente teorema da solucién plena a
este problema.

2.9. TEOREMA ([5]). Sean A y B familias casi ajenas no nume-
rables de subconjuntos infinitos de w, y sea X = a¥(A) x a¥(B).
Entonces:

(1) X es un espacio LX(3) si y sélo si ambas familias, Ay B,
tienen cardinalidad wq;

(2) X es un espacio LY(4) si y sélo si al menos una de las
familias, A o B, tiene cardinalidad mayor que w;.

DEMOSTRACION. Dado que ambos espacios, a¥(A) y a¥(B), son
elementos de L¥(2), su producto es un espacio L¥(< 4). Por el
Teorema 2.1, sabemos que X no puede ser un elemento de L¥(2),
por lo que debe ser elemento de LY(3) 6 bien de LY (4).
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Si una de las familias A 6 B tiene cardinalidad mayor o igual que
wy, entonces la compactacion unipuntual de su W-espacio corres-
pondiente contiene una copia cerrada de A(ws) mientras el otro
W-espacio contiene una copia cerrada de A(w;). Por lo tanto, el
producto X contiene un subespacio cerrado homeomorfo a A(ws) X
A(wy), el cual no es un espacio L(< 3), segtin la Proposicién 1.21.
Como la clase de espacios L3(< 3) es hereditaria con respecto a
subespacios cerrados, esto prueba que X no puede ser un espacio
de L3(3).

Por otra parte, si las dos familias A y B tienen cardinalidad w,
entonces cada una de ellas es la unién de un espacio numerable
y el espacio A(w;). Se sigue que X es la unién de un conjunto
numerable, una cantidad numerable de copias de A(w), y una
copia de A(w1)x A(w;). Como cada uno de estos espacios pertenece
a la clase LY (< 3), el espacio X también pertenece a L3(< 3).

OJ

2.10. COROLARIO ([5]). Si ¢ = wy, entonces para cualquier par
de familias casi ajenas A y B en w, el producto a¥(A) x a¥(B)
es un espacio LY(3).

3. Compactaciones Unipuntuales

Hemos ya mencionado que Kubis, Okunev y Szeptycki obtu-
vieron en [12] una respuesta positiva consistente al Problema 7.4
de [12] que planteaba la siguiente pregunta:

PROBLEMA. Supéngase que X¥ € LY(< w). ;jDebe ocurrir que
nw(X) < w?

Como se recordara, nosotros hemos ya dado, en el Corolario
2.4, una respuesta positiva a esta pregunta en el seno de ZFC.
No obstante, es valioso mencionar que Kubis, Okunev y Szeptycki
obtuvieron su respuesta consistente demostrando que, de existir
un contraejemplo a la implicacién: X¥ € L¥(< w) implica que
nw(X) < w, éste deberia ser un espacio LY.(n) (para algunan € w)
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que adicionalmente fuera un S-espacio fuerte. (Los autores de [12]
proceden de la siguiente forma: debido a que el axioma MA,,
implica que los S-espacios fuertes no existen, concluyen que bajo
el mencionado axioma, la hipdtesis X € LY (< w) implica que X
es un espacio césmico).

La manera en que Kubis, Okunev y Szeptycki obtuvieron su
respuesta consistente genera de manera muy natural la pregunta
de si existird un espacio LY (n), para alguna n € w, que sea un
S-espacio fuerte. Recuérdese que un espacio X es un S-espacio
fuerte si para cada n € w, el espacio X™ es un S-espacio. Un S-
espacio es un espacio regular Hausdorff hereditariamente separable
y no hereditariamente Lindeldf [17]. En esta seccién presentamos
una serie de resultados que muestran que bajo la hipdtesis b = w;
(cf. [7]) dichos espacios si existen.

2.11. LEMA. Sea X un espacio localmente compacto y no com-
pacto. Sip: M — Y es un mapeo multivaluado superiormente
semicontinuo y 7 : X — Y es una funcién continua, entonces el
mapeo ¢ : M — aX dada por q(z) = j7![p(z)] U {oc} es superior-
mente semicontinuo.

DEMOSTRACION. Sea zg un punto de M y U una vecindad abierta
de q(zp) en aX; necesitamos encontrar una vecindad V' de zy en
M para la cual se cumpla ¢(V) C U.

Como oo € U, el conjunto K = X \ U es compacto. Sea W =
Y \ j(K). El conjunto W es abierto en Y y contiene a p(z),
por lo que al utilizar la semicontinuidad superior de p, existe una
vecindad V' de zy en M tal que p(V)) C W. Entonces

(V) ={oc} U~ (p(V)) C {oo} Uj (W) C U,

lo cual completa la demostracion. O

2.12. TEOREMA ([5]). Sea X un espacio localmente compacto.
Supongamos que para algunos n,m € w existe un espacio Y €
LY (< n) y un mapeo continuo j : X — Y tal que j(X) =Y y
|77 (y)| < m para toda y € Y. Entonces la compactacién unipun-
tual aX de X es un espacio LY(< nm + 1).
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DEMOSTRACION. Si X es compacto, entonces el mapeo j es per-
fecto, de modo que el mapeo inverso es superiormente semicon-
tinuo y a lo mas m-valuado. Si p : M — Y es un mapeo supe-
riormente semicontinuo y a lo mas n-valuado del espacio segundo
numerable M sobre Y, entonces la composicién j~top es un mapeo
superiormente semicontinuo, sobreyectivo, y a lo mas nm-valuado,
asi que X es un espacio LY (< nm).

Supongamos ahora que X no es compacto. Sea oo el punto tal
que {o0} = aX \ X.

Sea p : M — Y un mapeo superiormente semicontinuo de un
espacio segundo numerable M sobre Y tal que |p(z)| < n para
toda z € M. Definimos un mapeo multivaluado ¢ : M — aX del
siguiente modo:

q(2) = j~ (p(2)) U {oo}.

Es claro que el mapeo ¢ es sobreyectivo y a lo més (nm + 1)-
valuado, de modo que para completar la prueba, basta verificar
que ¢ es superiormente semicontinuo, pero ello es consecuencia
inmediata del Lema anterior. 0J

2.13. COROLARIO ([5]). Si X es un espacio localmente compacto
y X admite una biyeccién continua sobre un espacio segundo nu-
merable, entonces aX es un espacio LY(< 2).

La linea de Kunen [17] y la linea de Todorcevi¢ [20] son espa-
cios localmente compactos, admiten topologias segundo numera-
bles mas débiles y son S-espacios fuertes. Dado que la linea de
Todorcevi¢ se construye suponiendo b = w;, obtenemos el siguien-
te resultado.

2.14. COROLARIO ([5]). Supongamos que b = w;. Entonces
existe un S-espacio fuerte que es ademds un espacio LY (< 2).

Con argumentos muy similares a los de la demostracion del Teo-
rema 2.12 es posible demostrar las siguientes variantes del mismo:
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2.15. TEOREMA ([5]). Sea X un espacio localmente compacto.
Supongamos que existe un espacio Y € LY(< w) y una funcién
continua j : X — Y de fibras finitas tal que j(X) = Y. Entonces
la compactacion unipuntual X de X es un espacio LY (< w).

DEMOSTRACION.

Si X es compacto, entonces el mapeo j es perfecto, de modo
que el mapeo inverso es superiormente semicontinuo y finito va-
luado. Sip: M — Y es un mapeo superiormente semicontinuo y
finito valuado del espacio segundo numerable M sobre Y, entonces
la composicién j~! o p es un mapeo superiormente semicontinuo,
sobreyectivo y finito valuado, asi que X es un espacio LY (< w).

Supongamos ahora que X no es compacto y sea oo el punto tal
que {00} = aX \ X.

Sea p : M — Y un mapeo superiormente semicontinuo de un
espacio segundo numerable M sobre Y tal que p(z) es finito para
toda z € M. Definimos un mapeo multivaluado ¢ : M — X del

siguiente modo:
q(2) = 77 (p(2)) U {oc}.
Es claro que el mapeo ¢ es sobreyectivo y finito-valuado, de modo

que sélo debemos verificar que ¢ es superiormente semicontinuo.
Pero esto es consecuencia del Lema 2.11. 0]

La demostracion del siguiente teorema sigue el mismo patron
que las de los teoremas anteriores.

2.16. TEOREMA ([5]). Sea X un espacio localmente compacto.
Supongamos que existe un espacio Y € LY (< w) y una funcién
continua j : X — Y tal que j(X) =Y y j7!(y) es compacto y
metrizable para toda y € Y. Entonces la compactacién unipuntual
aX de X es un espacio L3(< w).

DEMOSTRACION. Si X es compacto, entonces el mapeo j es per-
fecto, de modo que el mapeo inverso es superiormente semicon-
tinuo y (compacto-metrizable)-valuado. Si p : M — Y es un
mapeo superiormente semicontinuo y finito-valuado del espacio se-
gundo numerable M sobre el espacio Y, entonces la composicion
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Jj~' o p es un mapeo superiormente semicontinuo, sobreyectivo,

y (compacto-metrizable)-valuado, por lo cual X es un espacio
LY (< w).

Ahora supongamos que X no es compacto y sea oo el punto tal
que {o0} = aX \ X.

Sea p : M — Y un mapeo superiormente semicontinuo de un
espacio segundo numerable M sobre Y tal que p(z) es finito para
toda z € M. Definimos un mapeo multivaluado ¢ : M — X del
siguiente modo:

q(z) = 7 (p(2)) U {0}
Es claro que el mapeo ¢ es sobreyectivo y (compacto-metrizable)-

valuado. Nuevamente aplicando el Lema 2.11, ¢ es un mapeo
superiormente semicontinuo. 0

Recordemos que un mapeo j : X — Y es compacto-cubriente si
para cada conjunto compacto K C Y existe un conjunto compacto
F en X tal que j(F) = K. El dltimo resultado de esta seccién es
el relacionado a mapeos compacto-cubrientes.

2.17. TEOREMA ([5]). Sea X un espacio localmente compacto.
Supongamos que existe un espacio Y € LY(< w) y una biyeccién
continua compacto-cubriente j : X — Y. Entonces la com-
pactacién unipuntual X de X es un espacio LY (< w).

Para la demostracién de este ultimo teorema se puede definir
el mapeo ¢ de la misma manera que en los anteriores teoremas, y
para verificar que las imdgenes de los puntos ¢(z) son compactos
metrizables procedemos de la siguiente manera: existe un sub-
conjunto compacto C' de X tal que p(z) = j(C); como j es una
condensacién (esto es, una biyeccién continua), la restriccion de j
a C' es un homeomorfismo. Por lo tanto, ¢(z) es la unién del con-
junto j71(p(z)), homeomorfo a p(z), y un conjunto unipuntual, de
esta forma ¢(z) es un compacto metrizable, para toda z.
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4. Duplicados de Alexandroff

Uno de los problemas mas interesantes e intrincados en la teoria
de los espacios LY(< k) es el siguiente:

PROBLEMA 13(144) [15]. Sea X un espacio LY(<w) y p: X —
Y un mapeo finito valuado, superiormente semicontinuo y tal que
p(X) =Y. ;EsY un espacio LY(< w)?

Un caso particular del problema anterior es cuando uno consi-
dera el duplicado de Alexandroff de un espacio X que pertenece
a LY(< w). Recordemos que el duplicado de Alexandroff AD(X)
de un espacio X es el conjunto X x 2 con la topologia definida
del siguiente modo: los puntos de X x {1} son aislados, y las
vecindades bésicas de los puntos del tipo (x,0) son de la forma
(U x2)\{(z,1)}, en donde U es una vecindad de = en X (vea [8]
para mas detalles de la construccién). Es facil ver que el mapeo
7m: AD(X) — X definido por la regla 7((z,7)) = = es dos-a-uno y
perfecto, de modo que el mapeo inverso es 2-valuado y superior-
mente semicontinuo. Es por todo esto que el siguiente problema
es un caso particular del Problema 13(144).

PROBLEMA 15(146) [15]. Sea X un espacio L3(< w). ;Es
AD(X) un espacio LY(< w)?

En esta seccién presentamos una serie de resultados que fueron
obtenidos en el desarrollo de nuestras investigaciones. En primera
instancia incluimos un lema y posteriormente presentamos el re-
sultado que da respuesta positiva al problema anterior.

2.18. LEMA. Sean p: M — X un mapeo cvss y j : X — [ una
funcién inyectiva (no necesariamente continua) de X en el intervalo
unitario I = [0, 1]. Si definimos un mapeo ¢ : M xI — AD(X) con
laregla q(z,t) = (p(z) x{0})U((p(2)Nj~*(t)) x {1}). Entonces ¢ es
un mapeo superiormente semicontinuo. M&s aiin ¢ es suprayectivo
si p lo es.

DEMOSTRACION. Sea (z9,t9) € M x I, y sea U una vecindad
de q(zo,t0); es necesario encontrar una vecindad V' de (zo, tg) que
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cumpla la condicién (V) C U. Para cada punto = € p(zy) pode-
mos fijar una vecindad estdndar abierta (W, x2)\{(z,1)} de (x,0)
contenida en U; escojamos una subfamilia finita W, ,..., W, de
la familia { W, : @ € p(zo) } tal que p(z0) C U, Wa,, esto es
posible ya que p(zo) es compacto. Definamos W = |J_, W, vy
F={zy,...,z,} \ 7 '(to). Por lo tanto, existe una vecindad W
de p(2) en X y un conjunto finito ' C X tal que F'Nj~1(ty) =0
yUD (W x2)\ (F x{1}).

Sea S = j(F); entonces S es finito y tp ¢ S. Por la semi-
continuidad superior de p, existe una vecindad abierta G de z
en M tal que p(G) C W. Sea V.= G x (I \ S). Ahora, si
(2,t) € V, entonces p(z) C Wy p(z)Nj~(t) € W\ F, de modo
que ¢(z,t) C (Wx2)\(Fx{1}) C U,y V eslavecindad requerida.

Ahora, si p es sobreyectivo, afirmamos que el mapeo ¢ también
lo es es. Efectivamente, si x € X, entonces existe zo € M tal que
x € p(z). Pongamos ty = j(z). Entonces tanto (z,0) como (z,1)
estan en q(zo,to). O

2.19. TEOREMA ([5]). Si X es un espacio L(< w), entonces
también lo es AD(X).

DEMOSTRACION. Fijemos un espacio segundo numerable M y un
mapeo compacto valuado y superiormente semicontinuo p : M —
X tal que p(M) = X y w(p(2)) < w para toda z € M. Como las
cardinalidades de M y de p(z), para cada z € M, son menores o
iguales que ¢, tenemos que |X| < ¢, y podemos fijar una funcién
uno a uno (no necesariamente continua) j : X — I = [0,1]. De-
finimos ahora un mapeo multivaluado ¢ : M x I — AD(X) por
medio de la siguiente regla:

q(z,t) = (p(z) x {0}) U ((p(z) Nj~(t)) x {1}).

Como para cada (z,t) € M x I, el conjunto j~'(¢) contiene a lo
mas un punto, las imagenes de los puntos bajo ¢ son conjuntos
compactos y metrizables. Para verificar que ¢ es un mapeo supe-
riormente semicontinuo basta aplicar el Lema 2.18.
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Por lo tanto, existe un mapeo (compacto-metrizable) valuado y
superiormente semicontinuo del espacio segundo numerable M x [
sobre AD(X) y ello muestra que AD(X) € LY (< w). O

Recordemos que un espacio X es llamado espacio KLY (< w) si
existe un espacio compacto y segundo numerable M y un mapeo
compacto valuado y superiormente semicontinuo p : M — X tal
que p(M) = X y w(p(z)) < w para toda z € M. En [12] se
observa que un espacio compacto LY (< w) no necesariamente es
un espacio K LY(< w). Por tal motivo tiene sentido preguntarse
si el Teorema 2.19 sigue siendo valido si suponemos que X es un
espacio KLY(< w). A continuacién verificaremos que el mismo
argumento utilizado para demostrar el teorema anterior se puede
usar para mostrar el resultado correspondiente al caso K LY (< w).

2.20. TEOREMA ([5]). Si X es un espacio K LY(< w), entonces
también lo es AD(X).

DEMOSTRACION. Fijemos un espacio compacto y segundo nume-
rable M y un mapeo compacto valuado y superiormente semicon-
tinuo p : M — X tal que p(M) = X tal que w(p(z)) < w para toda
z € M. Nuevamente como las cardinalidades de M y de p(z), para
cada z € M, son menores o iguales que ¢, tenemos que | X| < ¢,
y podemos fijar una funcién uno a uno (no necesariamente con-
tinua) j : X — I = [0,1]. Consideremos el mapeo multivaluado
v: M x 1 — AD(X) definido por medio de la siguiente regla:

1(z,1) = (p(2) x {0}) U ((p(2) N 57H(1)) x {1}).

Como para cada (z,t) € M x I, el conjunto j7!(¢) contiene a
lo més un punto, las imagenes de los puntos bajo ¢ son conjun-
tos compactos y metrizables. La semicontinuidad superior y la
sobreyectividad de v son consecuencia del Lema 2.18.

Por lo tanto, AD(X) € KLY(< w). O

Desde luego, es ya notorio que el argumento anterior funciona
para demostrar el siguiente resultado:
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2.21. TEOREMA ([5]). Sea x un cardinal infinito. Si | X| <c¢y X
es un espacio LY (< k) (respectivamente, un espacio K LY (< k)),
entonces también lo es AD(X).

Es valioso observar ahora que la condicién “|X| < ¢” en el Teo-
rema 2.21 no puede omitirse a menos que 2" < ¢. De hecho, si
2% > ¢ podemos considerar al espacio X = 2" (considerado con la
topologia producto). Fécilmente se muestra que X € KLY (< k).
Por otra parte, note que todo espacio LY(< k) es una unién de
a lo mas ¢ subespacios de peso no mayor a k, y en espacios 15 se
cumple | X| < 2°™), de modo que su peso de red no puede exceder
a k-¢c. Obsérvese ahora que el peso de red de AD(2%) es 2%, asi que
este 1ltimo espacio no puede ser un elemento de la clase LX(< k).



CAPITULO 3

Espacios (LY, LY)-estructurados

1. Introduccién

Los espacios (LY, LY)-estructurados (o espacios Charming) fue-
ron introducidos por A. V. Arhangel’skii como una generalizacion
de los espacios Lindelof ¥ (ver [2]). La intencién de este capitulo
es presentar los resultados obtenidos por el autor en [6]. Nuestro
estudio se basa en la idea general de que varios de los resultados
validos en la clase de los espacios Lindelof > pueden ser generali-
zados a esta nueva clase, o alguna clase intermedia entre la clase
de los espacios Lindelof 3 y la clase de los espacios (L3, LY)-
estructurados.

Entre otras cosas, demostramos que la clase de los espacios
(LY, LY)-estructurados tiene propiedades categéricas semejantes
a las de la clase de los espacios Lindelof . Por ejemplo, mostramos
que esta clase es cerrada bajo uniones numerables, subespacios
cerrados y bajo imagenes de mapeos compacto valuados superior-
mente semicontinuos.

Algunos otros resultados obtenidos en [6] que nos parece intere-
sante destacar son los siguientes:

(1) Paratodo espacio Lindeldf ¥ X existe un espacio (LY, LY)-
estructurado que no es LY y que cuenta con un nucleo LY
homeomorfo a X (Proposicién 3.13).

(2) La clase de los espacios (L3, LY)-estructurados no es ce-
rrada bajo productos finitos (Ejemplo 3.12).

45
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(3) En la clase de los grupos topolégicos Ng-acotados coinci-
den las propiedades de ser un espacio (IC, LY)-estructu-
rado y ser un espacio LY. (Corolario 3.30).

(4) Para un espacio compacto X son equivalentes: C,(X) es
un espacio (LY, LY)-estrucurado y C,(X) es un espacio
L3 (Corolario 3.34).

Adicionalmente a lo anterior, en [6] también obtuvimos los siguien-
tes resultados:

(5) Sea X un espacio (L3, LY)-estructurado para el cual e-
xiste un nucleo Z con x(Z, X) < k. Si X se condensa en
un espacio monétonamente x-monolitico Y, entonces X
también es mondtonamente x-monolitico (Corolario 3.20).

(6) Sea k un cardinal infinito y X un espacio (K, LY)-estruc-
turado. Si X se condensa en un espacio xk-monolitico.
Entonces X es k-monolitico (Proposicién 3.26).

Es importante mencionar que los resultados (5) y (6) generalizan
los resultados 2.5 y 2.1 de [19].

Terminologia y notacién. A través de este capitulo hace-
mos uso de la siguiente notaciéon. Si X es un espacio topolégico
entonces 7(X) denotard a su topologia. Si A C X entonces
(A, X) ={U € 7(X) : A C X}. Si A = {z}, escribiremos
7(z, X) en lugar de 7({z}, X).

En el resto del capitulo denotaremos con K a la clase de espa-
cios compactos, con ok a la clase de los espacios o-compactos,
M la clase de los espacios metrizables separables, £ la clase de
los espacios Lindelof y con LY a la clase de espacios Lindelof .
Ademas, P y Q denotaran clases de espacios topologicos. Cuando
Y sea un subespacio de X tal que Y pertenece a P, diremos que
Y es un P-subespacio de X.



3.2 PROPIEDADES CATEGORICAS 47

2. Propiedades Categoricas

El siguiente concepto fue introducido por A. V. Arhangel’skii en
[2].

3.1. DEFINICION. Sean P y Q clases de espacios topoldgicos.
Un espacio X es (P, Q)-estructurado si existe un subespacio Y
de X tal que Y € P y para cada vecindad abierta U de Y en
X, el subespacio X \ U pertenece a Q. El subespacio Y se llama
P-nucleo de X.

Es claro que si Py es una subclase de P y Qg es una subclase
de Q, entonces todo espacio (Py, Qp)-estructurado es un espacio
(P, Q)-estructurado.

En el caso particular en que P = Q = L3, obtenemos la clase
de los espacios charming. De forma mas precisa:

3.2. DEFINICION. Un espacio X es (LY, LY)-estructurado (o
Charming) si existe un subespacio Z de X tal que Z € LY. y para
cada vecindad abierta U de Z en X, el subespacio X \ U pertenece
a LY. El subespacio Z recibe el nombre de nicleo LY de X

Evidentemente un espacio (L3, LY)-estructurado puede tener
varios nucleos LY.

Todos los espacios Lindeléf ¥ son espacios (K, LY)-estructura-
dos. En efecto, si X es un espacio LY podemos tomar como ntcleo
LY a cualquier subespacio compacto Z C X, al ser la propiedad
LY preservada por subespacios cerrados, cualquier conjunto de la
forma X \ U, con U abierto, es un espacio LY.

Note que todo espacio LY. es también un espacio (M, LX)-
estructurado, para ello basta tomar cualquier subconjunto finito
como un M-ntcleo.

Una consecuencia inmediata es que todos los espacios metri-
zables separables y todos los espacios Lindelof-p pertenecen a la
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clase de espacios (M, LX)-estructurados. Recordemos que un es-
pacio Lindelof-p es la preimagen perfecta de un espacio metrizable
separable.

Sin embargo, existen espacios (M, LY)-estructurados que no
pertenecen a la clase de los Lindelof .

3.3. EJEMPLO. Sean k > N; v X = L, la Lindel6ficacion del
espacio discreto de cardinalidad k. Entonces L, es un espacio
(LY, LY)-estructurado. Efectivamente, tomemos como niicleo LY
a Z = {oo}, donde oo es el punto no aislado de X. Si U es una
vecindad arbitraria de Z, evidentemente X \ U es un subespacio
numerable de X, pues es un subespacio Lindelof discreto, y por lo
tanto L.

Notemos ahora que todos los posibles nicleos LY de X tienen
cardinalidad a lo m&as numerable. En efecto, si Z es un subespacio
LY de X que no contiene a 0o, al ser un espacio discreto y Lindelof,
debe tener cardinalidad menor o igual a w. Por otra parte, si Z
contiene a oo y no tiene cardinalidad numerable, no es un espacio
LY ya que serfa homeomorfo a la Lindeloficacién de un espacio
discreto de cardinalidad mayor o igual a wy, y estos espacios no
son Lindelof 3.

3.4. OBSERVACION. El espacio L, es también un espacio (K, LY)-
estructurado (de hecho un espacio (M, M)-estructurado) que no
es LY.

Por otro lado, es importante mencionar que existen espacios Lin-
deldf que no pertenecen a la clase de los (LY, LY)-estructurados,
esto serd mostrado mds adelante (cf. Ejemplo 3.12).

Los siguientes hechos se siguen inmediatamente de la Definicién
3.1. Sin embargo, daremos la demostracién ya que seran de mucha

utilidad en el resto del capitulo.

3.5. PROPOSICION ([6]). Sean P, Q C L. Entonces
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(1) Todo espacio (P, Q)-estructurado tiene la propiedad de
Lindelof.

(2) Si adicionalmente M C P, M C Q y son cerradas bajo
imégenes continuas, subespacios cerrados. FEntonces la
clase de los espacios (P, Q)-estructurados tiene las mis-
mas propiedades.

(3) Si ademéds de (2) P y Q son cerradas bajo preimagenes
perfectas, entonces la clase de los espacios (P, Q)-estruc-
turados es cerrada bajo:

e imagenes de mapeos compactamente valuados supe-
riormente semicontinuos
e la construccién del duplicado de Alexandroff.

DEMOSTRACION.

(1). Sean X un espacio (P, Q)-estructurado y C una cubierta
abierta de X. Tomemos un P-niicleo Z de X. Entonces C también
es una cubierta de Z, y al ser Z Lindelof, existe una subcoleccion
numerable C* C C que cubre a Z. Sea V = UC*. Dado que Z
es un P-nicleo de X y V es una vecindad abierta de Z, tenemos
que X \ V es un Q-subespacio de X, y desde luego Lindeldf. Al
ser C una cubierta de X \ V, existe una subcoleccién numerable
C*t C C que cubre a X \ V. Es claro que la subcoleccién C* U Ct
es numerable y cubre a X. Por lo tanto X es un espacio Lindelof.

(2) Sean X un espacio (P, Q)-estructurado, Z C X un P-nticleo
de X y f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva. Entonces
f(Z) es un P-nicleo de Y. En efecto, sea U una vecindad abierta
de f(Z) en Y. Como f es continua y sobreyectiva, tenemos que
f~HU) =V es una vecindad abiertade Z en X y f(X\V) = Y\U.
Al ser Q cerrada bajo imédgenes continuas, se tiene que Y \ U
pertenece a Q, de donde concluimos que Y es un espacio (P, Q)-
estructurado.

Sean X un espacio (P, Q)-estructurado, Z un P-nticleo de X y
F C X un subespacio cerrado de X. Si FF N Z = () entonces F
pertenece a Q y por lo tanto es un espacio (P, Q)-estructurado.
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Si FNZ # (), entonces Zr = F'N Z es un P-subespacio de F.
Afirmamos que Zg es un P-ntucleo de F'. De hecho, sea U una
vecindad abierta de Zr en F', entonces existe un conjunto abierto
WcCXtalque WNEF=U. SeaV =WU(X\F). Notemos que
V' es una vecindad abierta de Z en X y dado que Z es un P-nicleo
de X, X\ V es un Q subespacio de X. Ahora (X \V) = (F\U),
y por lo tanto F'\ U es un Q-subespacio de F.

(3). Sean X un espacio topolégico, Y un espacio (P, Q)-estruc-
turado y p : X — Y un mapeo perfecto. Tomemos un P-niicleo W
de Y. Entonces Z = p~ (W) es un P-subespacio de X. Afirmamos
que Z es un P-nicleo de X. En efecto, sea U una vecindad abierta
de Z y al ser p cerrada, tenemos que p(X \ Z) = F es un conjunto
cerrado de Y tal que FNW = (). Por lo tanto F' es un Q-subespa-
cio de Y. Ahora, p~'(F) es un Q-subespacio de X y al ser X \ U
un subespacio cerrado de p~!(F), tenemos que X \ U pertenece a

Q. O

3.6. OBSERVACION. Si P y Q son como en la Proposicién 3.5
(3), es facil ver que el producto X x K de un espacio (P, Q)-
estructurado X y un espacio compacto K es un espacio (P, Q)-
estructurado. Ademads, como un mapeo multivaluado p : X — Y
es compacto-valuado y superiormente semicontinuo si y sélo si
es la composicién de la inversa de un mapeo perfecto sobre un
subespacio cerrado de X y una funcién continua (ver, e.g., [12]),
tenemos que la imagen de un espacio (P, Q)-estructurado bajo
un mapeo compacto-valuado superiormente semicontinuo es nue-
vamente un espacio (P, Q)-estructurado. Por lo tanto, si X es un

espacio (P, Q)-estructurado, entonces también lo es su duplicado
de Alexandroff AD(X) de X.

Notemos también que la clase de los espacios (K, LX)-estructu-
rados es cerrada bajo imagenes continuas y subespacios cerrados.

En el resto del capitulo supondremos que P y Q son subclases
de la clase de los espacios Lindelof ¥. Y ademéas que Py Q son
cerradas bajo uniones numerables e imégenes continuas.
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2.1. Sumas Topolégicas y Aditividad. Una propiedad que
comparten las clases de espacios Lindelof y LY es que son nume-
rablemente aditivas y las uniones numerables de espacios pertene-
cientes a estas clases, son nuevamente elementos de la clase. Al-
gunas clases de espacios (P, Q)-estructurados también comparten
estas propiedades, como se muestra un poco mas adelante.

En relacién a la suma topoldgica de espacios (P, Q)-estructura-
dos tenemos el siguiente resultado.

3.7. PROPOSICION ([6]). Sea {X,, : n € N} una familia de espa-
cios (P, Q)-estructurados. Entonces X = P{X,, : n € N} es un
espacio (P, Q)-estructurado.

DEMOSTRACION. Dado que cada espacio X, pertenece a la clase
de los (P, Q)-estructurados, podemos tomar un P-nucleo, 7, C
X, v definir a Z = (J{Z, : n € N}. Entonces Z es un P-sub-
espacio de X, al ser uniéon numerable de P-subespacios. Ahora
consideremos una vecindad abierta U de Z en X. Notemos que,
para cadan € N, Z, C U, = (X,, N U) y este conjunto U, es una
vecindad abierta de Z,, en X,,. Al ser Z,, un P-nucleo de X,, se
cumple que X, \ U, es un Q-subespacio de X,,.

Sélo es necesario notar que (X \U) = J{(X, \U,) :n € N}y
hacer uso del hecho que la unién numerable de Q-subespacios es

nuevamente un Q-subespacio para concluir que X es un espacio
(P, Q)-estructurado. =

Ahora estamos en posicién de mostrar la cerradura bajo uniones
numerables de la clase de los (P, Q)-estructurados.

3.8. COROLARIO ([6]). Sean Py Q clases cerradas bajo uniones
numerables, X un espacio y {X,, : n € N} una familia de subespa-
cios de X que son (P, Q)-estructurados. Entonces el subespacio
F =J{X, : n € N} es un espacio (P, Q)-estructurado.
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DEMOSTRACION. Observemos que F* = @{X, : n € N} es un
espacio (P, Q)-estructurado, ademds la funcién

fPpx. - Jx.
neN neN
definida como f(x,n) = x, para z € X,,, es continua y suprayec-
tiva. Finalmente, basta tener en cuenta que la propiedad de ser
(P, Q)-estructurado se preserva bajo imagenes continuas por la
Proposicién 3.5(2). O

Otra propiedad que es importante destacar es la siguiente:

3.9. COROLARIO ([6]). Sean P y Q cerradas bajo uniones nu-
merables y subespacios cerrados, y X un espacio (P, Q)-estructu-
rado. Entonces todo subconjunto del tipo F,, de X es también un
espacio (P, Q)-estructurado.

2.2. Productos. Como mencionamos anteriormente, el pro-
ducto de un espacio (P, Q)-estructurado y un espacio compacto
es un espacio (P, Q)-estructurado. Esto puede ser generalizado de
la siguiente manera.

3.10. PROPOSICION ([6]). Sean P y Q cerradas bajo uniones
numerables, preimagenes perfectas y subespacios cerrados. Si X
es un espacio (P, Q)-estructurado y Z es un espacio o-compacto,
entonces X X Z es un espacio (P, Q)-estructurado.

DEMOSTRACION. Sea bZ una compactacién de Z. Entonces la
proyeccion m @ X X bZ — X es perfecta, y dado que la preima-
gen perfecta de un espacio (P, Q)-estructurado es un espacio que
pertenece a la misma clase, se sigue que X X bZ es un espacio
(P, Q)-estructurado.

Como Z es o-compacto, podemos representarlo como Z = | J{ K, :
n € N} con K, compacto, para toda n € N. Entonces X x K,
es un subespacio cerrado de X x bZ, y por lo tanto un espacio
(P, Q)-estructurado.
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Finalmente, X x Z es la unién numerable de espacios (P, Q)-
estructurados, porque

XxZ=JXxEK,).
neN
Asi que, X X Z es un espacio (P, Q)-estructurado. O

3.11. COROLARIO. Sean X un espacio (LY, LX)-estructurado y
Z un espacio o-compacto. Entonces X x Z es un espacio (LY, LY)-
estructurado.

Una pregunta natural que surge en virtud del Corolario 3.11 es
la siguiente:

. Es el producto de espacios (LY, LY)-estructurados un espacio
(LY, LY)-estructurado?

La respuesta a esta pregunta es en sentido negativo como lo
muestra el siguiente ejemplo.

3.12. EJEMPLO. Sea Y = L, X L, (con k > wy) el cuadrado de
la Lindeloficacién del espacio discreto de cardinalidad . Entonces
Y no es un espacio (LY, LY)-estructurado. Supongamos, para lle-
gar a una contradiccion, que existe un nticleo LY para el espacio
Y que denotaremos por Z*. Dado que la propiedad de ser espacio
Lindelof X se preserva por funciones continuas, tenemos que la
proyeccién de Z* en el primer factor, Z; = m(Z*), es un subespa-
cio LY de L,; por lo tanto debe ser un subconjunto numerable.
Sea y € L, \ Z1 y tomemos como U al conjunto Y \ ({y} x Ly).
Entonces U es una vecindad abierta de Z* cuyo complemento es
homeomorfo a L, el cual no es un espacio LY, y esto ultimo con-
tradice la propiedad de ser nucleo LY de Z* para Y. Por lo tanto,
Y no es un espacio (LY, LY)-estructurado.

No es dificil comprobar que el espacio Y del ejemplo anterior es
un espacio Lindelof. Por otra parte, al ser L, un espacio (IC, LY)-
estructurado (oo es un K-nicleo para L), este ejemplo mues-
tra que incluso la clase de los espacios (K, LY)-estructurados no
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es cerrada bajo productos finitos. Adicionalmente podemos uti-
lizar el ejemplo anterior para mostrar que el producto de espacios
(M, M)-estructurados no necesariamente es un espacio (LY, LX)-
estructurado.

En vista de la Proposicién 3.10 y del Ejemplo 3.12 resulta na-
tural la siguiente pregunta:

. Es el producto de un espacio (L3, LY)-estructurado y un es-
pacio L3 un espacio (LY, LY)-estructurado?

Por el momento no tenemos la respuesta. Sin embargo, tenemos
un interesante resultado parcial.

3.13. PROPOSICION ([6]). Sean P C LY, X un espacio pertene-
ciente a P y k un cardinal no numerable. Entonces L, X X es un
espacio (P, LY)-estructurado.

DEMOSTRACION. Sea oo el punto no aislado de L. El subespacio
Z = {00} x X C L, x X es un espacio en P. Afirmamos que Z
es un P-nucleo de L, x X. Sea W una vecindad abierta de Z en
L, x X. Dado que Z es un espacio Lindel6f, podemos suponer que
W contiene una unién numerable de conjuntos abiertos bésicos de
L, x X que cubre a Z, esto es W D (J{U, xV,, : n € N} D Z.
Ahora, para cada n € N, U, es una vecindad abierta de oo en
L, por lo cual, el conjunto U = (\{U, : n € N} también es una
vecindad abierta de oo en L,,. De modo que el conjunto (L, \U)x X
es un espacio LY. y el conjunto (L, x X)\ W es un subespacio
cerrado de él, y en consecuencia un espacio L. ([l

3.14. OBSERVACION. Notemos que la Proposicién 3.13 nos per-
mite construir ejemplos de espacios (LY, LY)-estructurados que
no son espacios LY. De hecho, por 3.13, dado un espacio X
que sea Lindel6f X, tenemos que L, X X es un espacio (LY, LY)-
estructurado que no es un espacio LY y que tiene un nucleo L
homeomorfo a X.
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3.15. COROLARIO ([6]). Sea P una subclase de la clase de los
espacios LY. Entonces existe un espacio (P, L¥)-estructurado que
no es un espacio L.

El resultado anterior nos parece importante pues nos garantiza,
para todo espacio X € L3, la existencia de un espacio (LY, LY)-
estructurado que tiene un nicleo homeomorfo a X y no es un
espacio LY. Adicionalmente, como veremos a continuacion, nos
garantiza que ciertas subclases de espacios (LY, LY)-estructurados
son no vacias.

Como ya hemos mencionado, en [12] los autores introducen las
clases de espacios LX(< n). Como una aplicacién inmediata del
corolario anterior presentamos el siguiente resultado:

3.16. COROLARIO. Para toda n € NT, la clase de los espacios
(LX(< n), LY)-estructurados es no vacia y no estd contenida en
la clase L.

El mismo resultado nos permite afirmar que la clase de los espa-
cios (LY (< w), LY) es no vacia y que entre los elementos de esta
clase existen espacios que no son L.

3. Levantando propiedades topoldgicas

Es bien conocido que si un espacio topoldgico X se condensa
(esto es, existe una biyeccién continua) sobre un espacio topolégico
Y con alguna propiedad P, esto no implica que el espacio topo-
l6gico X posee la propiedad P. En este sentido, diremos que la
propiedad P no es levantada por condensaciones (por ejemplo, la
recta de Sorgenfrey se condensa sobre R pero la recta de Sorgenfrey
es cerodimensional y R es conexo, de modo que la conexidad no es
levantada por condensaciones). Pero es claro que si X es compacto
entonces esta situacion cambia drasticamente. De modo que, es
natural imponer propiedades cercanas a la compacidad al espacio
topoldgico X.
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En [19] V.V. Tkachuk realizé un primer estudio sistemético de
esta situacién. El demostrd que muchas propiedades topolégicas P
pueden ser levantadas por condensaciones cuando X es un espacio
Lindelof 3.

Dado que la clase de los espacios (L3, LY)-estructurados es una
generalizacién de la clase de los espacios Lindelof ¥, es natural
preguntarse si los resultados de Tkachuk admiten generalizacion a
esta nueva clase de espacios o a alguna subclase que contenga a
los espacios Lindelof .

En esta seccion presentamos resultados que generalizan algunos
resultados de [19]. Por ejemplo, demostramos que si x es un
cardinal infinito y X es un espacio (K, LY)-estructurado que se
condensa en un espacio k-monolitico, entonces X es xk-monolitico.
Ademas mostramos que la propiedad de ser un espacio k-monolitico
puede ser levantada a cierta clase de espacios (LY, LY)-estructu-
rados.

A continuacién presentamos algunos resultados que generalizan
resultados validos en la clase de los espacios LY. Primeramente
establecemos una definicion.

Sea X un espacio topolégico. Una familia G de subconjuntos de
X es una red en el punto z € X si para cada U € 7(z, X) existe
G € G tal que x € G C U. Dado un conjunto A C X diremos que
una familia N es una red externa de A en X si N es una red en
cada punto de A.

3.17. LEMA ([6]). Sea X un espacio topoldgico normal, para el
cual existe una cubierta compacta C y una red A con respecto a
dicha cubierta. Supongamos que f : X — Y es una condensacion
y F es unared para y en Y. Entonces la familia € = {f~(F)NN :
F e F,N € N} es una red para el punto z = f~!(y) en X.

DEMOSTRACION. Sea x = f~!(y) y tomemos un elemento U €
7(z, X). Dado que C es una cubierta compacta de X, existe C,, € C
tal que x € C,. Como la familia F es una red en y, es posible
elegir un elemento F' € F para el cual se cumpla que y € F
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y FNf(C,\U) = 0. Sea G = f~'(F). Entonces se cumple
G N (C, \U) = 0; por la normalidad de X, existe un conjunto
Ve r(C,\U X) tal que VNG = (. El conjunto U UV es una
vecindad abierta de C, en X y como N es una red médulo C,
existe N € N tal que C, C N C (UUYV).

El conjunto £ = G N N es un elemento de £ que cumple la

condicién x € E C U. Por lo tanto, £ es una red para el punto
r=f"y) en X. O

Vamos a demostrar que la propiedad de ser un espacio mo-
noétonamente k-monolitico puede ser levantada en ciertos espa-
cios (L3, LY)-estructurados (cf. Corolario 3.20). Primeramente
recordemos algunas definiciones.

Para un cardinal infinito , diremos que X es mondtonamente
k-monolitico si, para cada A C X con |A| < k, podemos asignar
una red externa 6(A) a el conjunto A de modo que se cumplan las
siguientes condiciones:

(a) 0(A)] < &;

(b) si A C B, entonces 0(A) C 0(B);

(c) si A < Kk es un ordinal y se tiene una familia {A, : o < A}
de subconjuntos de X tales que a < S < X implica A, C Ag,
entonces

O J{ 4o < A}) = J{0(4a) 1 < A}

Un espacio X es mondtonamente monolitico si es mondétonamente
r-monolitico para todo cardinal k. 6 sera llamado operador k-
monolitico de X.

3.18. TEOREMA ([6]). Sean X un espacio topoldgico normal, C
una cubierta compacta de X y N una red mdédulo C de cardina-
lidad menor o igual a k. Si existe una condensaciéon de X en un
espacio monotonamente x-monolitico Y, entonces X también es
mondtonamente xk-monolitico.
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DEMOSTRACION. Sean f : X — Y una condensacién, # un o-
perador k-monolitico en Y. Tomemos un conjunto A C X de
cardinalidad menor o igual a xk y definamos la familia

GA) ={f"(B)NN:NeN,Bci(f(A)}.

Es inmediato notar que la cardinalidad de G(A) es menor o igual
a Kk, y dado que f es una condensacién, las propiedades (b) y (c)
del operador 6 son preservadas por el operador G.

Ahora si z € A, sea y = f(z). Entonces 0(f(A)) es una red
en el punto y, por lo que, aplicando el lema anterior, es posible
concluir que G(A) es una red en x. Con lo que se puede afirmar
que GG es un operador mondétonamente xk-monolitico en X. O

Sean X un espacio topolégicoy Z C X. El cardcter de Z en X
es el nimero cardinal

X(Z, X)=min{|U| :U C7(Z,X) es una base de Z en X},

donde U C 7(Z,X) es una base de Z en X si para cada W €
T7(Z,X) existe U € U tal que Z C U C W.

3.19. OBSERVACION. Si X es un espacio (LY, LY)-estructurado
y Z es un nucleo LY de X de caracter menor o igual a x, entonces
X tiene una cubierta compacta y una red de cardinalidad menor
o igual a k con respecto a dicha cubierta. En efecto, sea B(Z) una
base de X en Z. Dado que Z es un nucleo LY de X, todos los
conjuntos de la forma X \ B con B € B(Z) son espacios LY por
lo que cuentan con una cubierta compacta y una red numerable
con respecto a dicha cubierta. Considerando la unién de todas
las cubiertas obtenemos una cubierta compacta para X y la union
de todas las redes nos proporciona una red con respecto a dicha
cubierta de cardinalidad menor o igual a k.

El siguiente corolario es una ligera generalizacion de un resul-
tado de Tkachuk en [19].

3.20. COROLARIO ([6]). Sean X un espacio (LY, LX)-estructu-
rado para el cual existe un nicleo Z con x(Z,X) < k. Si X se
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condensa en un espacio monétonamente sk-monolitico Y, entonces
X también es mondtonamente sk-monolitico.

3.21. COROLARIO ([19]). Sean X un espacio LY. Si existe una
condensacién de X en un espacio mondétonamente monolitico Y,
entonces X también es mondétonamente monolitico.

A continuacién mostraremos que una variante de la propiedad
Collins-Roscoe puede ser levantada en cierta subclase de los espa-
cios (L3, LY)-estructurados.

Primeramente recordemos la definicion de la propiedad de Collins-
Roscoe. Dado un espacio X, supongamos que, para cada r € X,
es posible asignar una familia numerable de subconjuntos G(z) de
X. Diremos que {G(x) : x € X} es una coleccion Collins-Roscoe
si, para cada x € X y para cada U € 7(x, X ), podemos encontrar
un conjunto abierto V tal que x € V C U y, para cada y € V,
existe un conjunto P € G(y) tal que z € P C U. Si un espacio X
tiene una coleccion Collins-Roscoe, entonces diremos que tiene la
propiedad Collins-Roscoe.

Si en lugar de asignar a cada punto x € X una coleccién nu-
merable asignamos una colecciéon de cardinalidad menor o igual a
k que cumpla las mismas condiciones (es decir, para cada x € X
y para cada U € 7(x, X), podemos encontrar un conjunto abierto
V tal que x € V C U y, para cada y € V, existe un conjunto
P € G(y) tal que z € P C U), diremos X tiene la propiedad
k-Collins-Roscoe.

3.22. PROPOSICION ([6]). Sea X un espacio (LY, LX)-estruc-
turado para el cual existe un nicleo Z con x(Z,X) < k. Si X
se condensa en un espacio Collins-Roscoe Y, entonces X tiene la
propiedad k-Collins-Roscoe.

DEMOSTRACION. Sea C una cubierta compacta de X y N una
red médulo C de cardinalidad menor o igual a k. Sean f: X — Y
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una condensacién y {G(y) : y € Y} una coleccién Collins-Roscoe
en Y. Para cada x € X, definimos la familia

Ga)={f"(F)NN:NeN,FeG(f(x))}

Note que la cardinalidad de G*(x) es menor o igual a &.

Tomemos un conjunto A C X. Ahora, si + € A, entonces
e =J{G(f(2)) : 2 € A} es una red en el punto y = f(z) € f(A),
de modo que, aplicando el Lema 3.17, podemos concluir que la
familia

G' @) = {/ (F)NN: N eN,FeG(f(x)} =
UtG(7(2)) - = € 4}

es una red en el punto z. Es decir {G*(z) : € X} es una coleccién
k-Collins-Roscoe en X O

Un hecho bien conocido es el siguiente; sin embargo, para tener
un trabajo mas completo daremos la prueba del mismo.

3.23. LEMA. Sea X un espacio de peso < k y K C X un subes-
pacio compacto. Entonces x (K, X) < k.

DEMOSTRACION. Sea B = {U, : @ € I} una base para X de
cardinalidad menor o igual a kK y K un subespacio compacto de
X. Sea B la familia de todas las uniones finitas de elementos de
B que cubren a K. Note que

|Bi| < [[B]*| = [B] < &,

por tanto |Bi| < k. Afirmamos que By es una base para K en
X. Efectivamente, sea U € 7(K, X). Para cada z € K sea U, un
elemento de B que cumple z € U, C U. Sea Vi = | J{U, : = € K},
entonces Vi C U y existen {x1,z,...,x,} C K tales que K C
Ui, Uz, C V. Es claro que |J;—, U,, € Bg y ello demuestra que
Bx es una base para K en X. Por lo tanto, x(K, X) < k. O

Recordemos que un espacio topolégico X es k-estable si para
cualquier imagen continua Y del espacio X, si Y se condensa sobre
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un espacio Z con w(Z) < k se tiene que nw(Y) < k. Un espacio
es estable si es k-estable para todo cardinal infinito .

Una propiedad importante de los espacios LY es que son estables
(cf. [1, I1.6.21]). Ahora podemos demostrar una ligera genera-
lizacién de este hecho. Mostraremos que los espacios (IC, LY)-
estructurados también son estables.

3.24. PROPOSICION ([6]). Sea X un espacio (K, LY)-estructu-
rado. Entonces X es estable.

DEMOSTRACION. Sean K un ntcleo compacto de X, f: X — Y
una funciéon continua y ¢ : Y — Z una condensacion de Y en
un espacio de peso menor o igual que k. Se debe mostrar que
nw(Y) < k. Notemos que Y es un espacio (K, LX)-estructurado y
que f(K) es un nucleo compacto de Y (esto se sigue de la prueba
de 3.5).

Dado que K es compacto, K* = g(f(K)) C Z es compacto
y, aplicando el lema anterior, se tiene que x(K*,7) < k. Sea
U = {U, : a < Kk} una base para el conjunto K* en Z. Sea
Vo, = g 1(U,) y consideremos a la familia V = {V,, : a < k},
entonces V cumple (\V = ({V, : a@ < k} = f(K). Si definimos

los subespacios Y, = Y \ V,, podemos escribir a Y como:

Y = JYauf(K).

a<lk

Notemos que cada espacio Y, es LY y al ser f(K) compacto, to-
dos ellos son estables y tienen i-peso menor o igual a k, resulta
que nw(Y) < K y ello demuestra que X es r-estable. Al ser x
arbitrario, podemos afirmar que X es estable 0

Recordemos que un espacio X es k-monolitico si se cumple que
nw(A) < k para todo subconjunto A C X de cardinalidad menor
o igual a k. Un espacio es monolitico si es k-monolitico para toda

K.

Un resultado muy importante de la teoria de los espacios C), es
el siguiente teorema de dualidad de Arhangel’skii:
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3.25. TEOREMA. [1, I1.6.8] El espacio C,(X) es 7-monolitico si
y solo si el espacio X es 7-estable.

Una consecuencia de este resultado es el siguiente corolario.

3.26. COROLARIO ([6]). Sea X un espacio (I, LY)-estructurado.
Entonces C,(X) es monolitico.

Tkachuk demostro en [19, Proposicién 2.1] que si un espacio Lin-
delof ¥ X se condensa sobre un espacio k-monolitico entonces X
también es un espacio k-monolitico. Con ayuda de la proposicién
3.24 podemos dar una generalizacion de este hecho.

3.27. PROPOSICION ([6]). Sean r un cardinal infinito y X un
espacio (IC, LX)-estructurado. Si X se condensa sobre un espacio
r-monolitico. Entonces X es k-monolitico.

DEMOSTRACION. Sea f : X — Y una condensacién de X en un
espacio k-monolitico Y. Sea A C X un subconjunto de cardi-
nalidad menor o igual a x. Entonces A es un espacio (K, LY)-
estructurado que se condensa sobre el espacio Z = f(A). Uti-
lizando el hecho de que nw(Z) < & y la estabilidad de A, con-

cluimos que nw(A) < k. Por lo tanto, X es x-monolitico 0

4. Grupos Topolégicos Ny-acotados y espacios
(LY, LY)-estructurados

El propdsito de esta seccién es estudiar cuando el hecho de ser
un espacio LY. y ser espacio (LY, LY)-estructurado (o pertenecer a
alguna subclase de la clase de los espacios (L3, LY)-estructurados)
coinciden en alguna clase de espacios topoldgicos. Mostramos, por
ejemplo, que es equivalente ser un espacio Lindelof ¥ y ser un
espacio (IC, LY)-estructurado en la clase de los grupos topolégicos
No-acotados. Como consecuencia probamos que, para cualquier
espacio Tychonoff X, el espacio de funciones C,(X) es Lindelof X
si y s6lo si es un espacio (K, LY)-estructurado.
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Recordemos que un grupo topologico G es Ng-acotado si para
toda vecindad U de la identidad de G existe un conjunto numerable
KCGtalqueG=K-U.

3.28. PROPOSICION ([6]). Sean Py Q clases de espacios topo-
logicos. Si Q es cerrada bajo uniones numerables y GG es un grupo
topolégico Rg-acotado tal que G es un espacio (P, Q)-estructurado
con un P-nucleo no denso, entonces GG pertenece a la clase Q.

DEMOSTRACION. Sea K C G un P-nticleo no denso. Entonces
existe un punto ¢ € U = G\ K. Usando la regularidad de G,
podemos encontrar una vecindad abierta V' de g en G tal que
g€V CcV cU. Observemos que G'\ V es una vecindad abierta
de K, por lo tanto V pertenece a Q v, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que V' es una vecindad del elemento identidad
de G. Finalmente, dado que G es Ny-acotado, existe un conjunto
numerable N C G tal que G = N -V, de modo que podemos
representar a G como una uniéon numerable de subespacios de G
tales que cada subespacio pertenece a Q. Por lo tanto, G pertenece

a Q. O

3.29. COROLARIO ([6]). Sea P una subclase de £ y sea Q alguna
de las siguientes clases: o/C, L3(< n), LY (< n), LY(< w), L3(<
w), LY, L. Si G es un grupo topoldgico Ry-acotado que es, ademas,
un espacio (P, Q)-estructurado con un nicleo no denso, entonces
G pertenece a la clase Q.

Dado que todo grupo topologico con celularidad numerable es
Np-acotado, podemos concluir que para cualquier espacio Tycho-
noff X # () su espacio de funciones C,(X) es Np-acotado.

3.30. COROLARIO ([6]). Sea Q alguna de las siguientes clases:
olC, L3(< n), LX(< n), LYX(< w), L3(< w), LY, L. Supongamos
que C,(X) es un espacio (K, Q)-estructurado, entonces C,(X)
pertenece a la clase Q.

Dado que todo espacio L3 es un espacio (K, LX)-estructurado,
tenemos el siguiente resultado.
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3.31. COROLARIO ([6]). Sea G un grupo topolégico Rg-acotado.
Entonces G es un espacio (K, LY)-estructurado si y sélo si es un
espacio Lindelof X.

3.32. COROLARIO ([6]). Sea X un espacio Tychonoff. Entonces

).
Cp(X) es un espacio (K, LY)-estructurado si y sélo si es un espacio
Lindelof .

Cuando el espacio X es compacto, podemos mejorar el Corolario
3.32.

3.33. TEOREMA ([6]). Sea P una subclase de LY. que contiene
a los espacios compactos. Sea X un espacio compacto. Entonces

Cp(X) es un espacio (P, LX)-estructurado si y sélo si es un espacio
Lindelof 3.

DEMOSTRACION. Supongamos que C,(X) es un espacio (P, LY)-
estructurado. Entonces C,(X) tiene un subgrupo denso que es un
espacio Lindelof ¥ ([2, Teorema 5.2]). Pero, al ser X compacto,
el hecho de que C,(X) contenga un subespacio denso Lindelof ¥
implica que C,(X) es Lindelof ¥ ([1, IV.2.11]).

En la otra direccién, recordemos que todo espacio Lindelof X es
un espacio (P, LX)-estructurado pues K C P. 0

En particular, tenemos los siguientes corolarios.

3.34. COROLARIO ([6]). Sea X un espacio compacto. Entonces
Cp(X) es un espacio (o, LY)-estructurado si y sélo si es un es-
pacio Lindelof .

3.35. COROLARIO ([6]). Sea X un espacio compacto. Entonces
Cp(X) es un espacio (LY, LY)-estructurado si y sélo si es un es-
pacio Lindelof 3.

3.36. COROLARIO ([6]). Supongamos que X = @, K, es la
suma topoldgica de espacios compactos. Si C,(X) es un espacio
(LX, LY)-estructurado entonces C,(X) es un espacio Lindelof X.

DEMOSTRACION.  Como [], .\ Cp(K},) es homeomorfo a

Co(P Ea) = G(X),

neN
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tenemos que [[, .y Cp(Ky) es un espacio (LY, LX)-estructurado.
Ahora, para cada m € N, el espacio C,(K,,) es un espacio (LY, LY)-
estructurado al ser C,(k,) imagen continua de [], _Cp(Ky).
Como K, es compacto, por el Corolario 3.35, tenemos que C,(K,,)
es Lindelof X. Se sigue que Cp(X) es un espacio Lindeléf ¥ por la
Proposicién 1.7. ([l

Considerando los Corolarios 3.34, 3.35 y 3.36, las preguntas na-
turales son las siguientes:

3.37. PREGUNTA. Sea X un espacio no compacto. Supdngase
que C,(X) es un espacio (LY, LY)-estructurado. ;Es cierto que
Cp(X) es un espacio Lindelof X7

3.38. PREGUNTA. Sea X un espacio no compacto. Supongamos
que C,(X) es un espacio (oK, LY)-estructurado. ;Debe ser C,(X)
un espacio Lindelof 37

Una primera idea en la buisqueda de la respuesta a la Pregunta
3.38 es notar que si Cp(X) es un espacio (o/C, LY)-estructurado
con nucleo Z, siempre es posible descomponer a C,(X) de la si-
guiente manera:

C(X)=JK.U |J G(X)\V)
neN VeB(Z)
donde B(Z) es una base de Z en C,(X). Note que cada uno
de los uniendos en esta descomposicién es un espacio Lindelof-3;
de modo que si alguno de ellos tiene interior no vacio, podemos
utilizar la propiedad de Ny-acotacién de C,(X) (y el método usado
en la demostracién de 3.28) para concluir que, ademds de ser un
espacio (o/C, LY)-estructurado, es un espacio LY.

En caso contrario, la descomposicién de C,(X) es en conjuntos
cerrados con interior vacio, por lo que sus complementos son con-
juntos abiertos densos. Esto nos sugiere el considerar propiedades
del tipo Baire.
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4.1. La propiedad x-Baire. Recordemos que un espacio to-
polégico X es un espacio de Baire, o tiene la propiedad de Baire,
si para cada sucesién {G,, : n € N} de conjuntos abiertos densos
en X se tiene que ({G, : n € N} también es un conjunto denso
en X.

Un espacio X es de la primera categoria de Baire, o simple-
mente de primera categoria, si se puede expresar como una uniéon
numerable de conjuntos densos en ninguna parte. Un espacio X
es de la segunda categoria de Baire, o simplemente de segunda
categoria, si la intersecciéon de cualquier familia numerable de con-
juntos abiertos densos es no vacia.

Algunos hechos conocidos sobre espacios de Baire son los si-
guientes.

(1) La propiedad de Baire se hereda a los subespacios abier-
tos.

(2) X es de primera categoria de Baire si y s6lo si no es de
segunda categoria de Baire.

(3) Un espacio X no vacio es de Baire si y sélo si todo abierto
no vacio de X es de la segunda categoria de Baire.

(4) En un espacio homogéneo X coinciden las propiedades de
Baire y segunda categoria de Baire.

Las primeras tres propiedades se pueden encontrar en [9, 3.9.]]
y para la propiedad (4) se presenta una generalizacién de la misma
en 3.45.

Una generalizacion a estos conceptos se obtiene al incrementar
la cantidad de conjuntos densos. Con ello surge el concepto de
espacio k-Baire.

3.39. DEFINICION ([10]). Sea s un cardinal infinito. Un espacio
r-Baire es aquel en el cual la interseccién de menos de x conjuntos
densos abiertos, arbitrarios, es un subespacio denso del mismo.

Con esta definicion, los espacios de Baire son los espacios Ni-
Baire.
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3.40. DEFINICION. Sea x un cardinal infinito. Un espacio X
es de la (1,k™)-categoria de Baire, o simplemente de la (1,x™)-
categoria, si es unién de a lo mas x conjuntos densos en ninguna
parte.

3.41. DEFINICION. Sea x un cardinal infinito. Un espacio X
es de la (2, k™)-categoria de Baire, o simplemente de la (2, k™)-
categoria, si la interseccién de cada familia de a lo mas x conjuntos
abiertos densos es no vacia.

3.42. OBSERVACION. Sea X un espacio topolégico. Un conjunto
A es denso en ninguna parte si y sélo si X \ A es denso en X.
Entonces X pertenece a la (1, k™)-categoria de Baire si y sélo
si contiene una familia {G, : @ < k} de subconjuntos densos y
abiertos para los cuales se cumple ({G, : @ < k} = (). Esto es, X
pertenece a la (1, kT)-categoria de Baire si y sélo si no pertenece
ala (2, kT)-categorfa de Baire.

3.43. OBSERVACION. Sean U y V conjuntos abiertos en un es-
pacio topoldgico X, con V' C U. Entonces, si V es de la (2,k™)-
categoria de Baire, U también lo es. En efecto, si {G, : a < k} es
una familia de abiertos densos en U y definimos V,, = G, NV para
cada o < k. Entonces {V, : @ < K} es una familia de abiertos
densos en V. Por lo tanto, ) # ({Va : @ < k} C({Ga : a < Kk}
y esto implica que U pertenece a la (2, k1)-categoria de Baire.

El resto de las propiedades enunciadas para los espacios de Baire
también admiten generalizacion.

3.44. PROPOSICION. Un espacio topoldgico X no vacio es k-
Baire si y sélo si todo subconjunto abierto no vacio de X pertenece
a la (2, k1)-categoria de Baire.

DEMOSTRACION.
= | Sean V un abierto no vacio en X y {V, : @ < k} una
familia de abiertos densos en V. Definimos a los conjuntos G,
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como G, = V,U(X\V), para cada a < x. Dado que {G, : a < k}
es una familia de abiertos densos en X y X es un espacio x"-Baire,
resulta que [J{Gq : @ < Kk} es un subconjunto denso de X y al ser
V un abierto no vacio, resulta que {G, : a < K}V = {Va :
a < k} es denso en V. Por lo tanto, U es k*-Baire y pertenece a
la (2, k1)-categoria de Baire.

< | Sea {G, : a < k} una familia de abiertos densos en X y U
un subconjunto abierto, arbitrario y no vacio, de X. Es inmediato
notar que {G,p : o < k} es una familia de abiertos densos de U,
donde G,y = G,NU para cada a < k. Por hip6tesis, U pertenece
a la (2, k1)-categoria y ello implica que

0#({GanU:a<k}=(|{Ga:a<r})NU.

Por lo tanto, (J{G. : @ < k} es un conjunto denso de X y X es
un espacio x-Baire. O

3.45. PROPOSICION. Sea X un espacio homogéneo, entonces X
pertenece a la (2, k)-categoria de Baire si y sélo si X es k'-Baire.

DEMOSTRACION. Sea X un espacio perteneciente a la (2,x7)-
categoria de Baire. Supdngase que X no tiene la propiedad x™-
Baire. Por la proposicién anterior, existe un conjunto abierto
no vacio U C X que pertenece a la (1,k")-categoria de Baire.
Sea x € U. Entonces x tiene una base de vecindades formada
por abiertos pertenecientes a la (1, k")-categorfa. Dado que X
es homogéneo, podemos tomar una base B para todo el espacio
X, formada por conjuntos pertenecientes a la (1, k™)-categoria.
Por el lema de Zorn, existe una familia maximal v de conjuntos
abiertos disjuntos, todos ellos elementos de B. Se cumple que
Uy = X. Como cada U € 7 es un conjunto perteneciente a
la (1, kT)-categoria, podemos elegir una familia {Gor : o < K}
de abiertos densos en U tales que ([{Gav : @ < k} = (. Sea
Go = U{Guorv : U € v}, para cada o < k. Entonces {G, : a« < k}
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es una familia de subconjuntos abiertos y densos de X, sin em-
bargo:

ﬂ{Gaia</€}=ﬂU{Ga,UZU€7}=Uﬂ{Ga,UZCY<I€}

a<k Uexy

es igual al (), una contradiccién. Por lo tanto X tiene la propiedad
kt-Baire. La otra implicacién es inmediata. O]

3.46. COROLARIO. Sea GG un grupo topoldgico. Entonces G
pertenece a la (2, kT)-categoria de Baire si y sdlo si tiene la pro-
piedad x*-Baire.

En virtud del corolario anterior tenemos que las propiedades
kT-Baire y (2, kT)-categoria de Baire coinciden en los espacios del
tipo Cp(X).

Dado que todo grupo topolégico es un espacio homogéneo, te-
nemos el siguiente resultado relacionado a 3.38

3.47. PROPOSICION ([6]). Sea G un grupo topoldgico Rg-acotado,
(o, LY)-estructurado. Sea Z un nicleo o-compacto de G de
cardcter x(Z,G) = k. Si G tiene la propiedad x*-Baire, entonces
G es Lindelof ¥.

DEMOSTRACION. Sean G un grupo topolégico (o/C, LY)-estruc-
turado y Z = J,,cny K» un niicleo o-compacto de G de cardcter
X(Z,G) = k. Entonces podemos representar a G de la siguiente

forma:
G=(UJr)ulJ@\v),
neN VeB

donde B es una base para Z en G de cardinalidad «. Dado que
todos los elementos de la unién son subespacios cerrados Lindelof
Y, v G tiene la propiedad k*-Baire, existe algtin elemento en la
unién con interior no vacio. Como G es homogéneo y Ng-acotado,
podemos aplicar el método utilizado en la demostracién de 3.28
para mostrar que G es un espacio Lindelof X. 0
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