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Capitulo 1

Introduccion

1.1. EIl amanecer de las ecuaciones diferenciales

Para muchos de los matematicos del mundo (en particular para quien escribe estas
lineas), la historia de las matemdticas podria dividirse en dos grandes capitulos, donde
Sir Isaac Newton (1643-1727) es quien marca el final del primero y el principio del se-
gundo. Comparte el crédito con Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) de haber creado
el cdlculo infinitesimal. Sin embargo, la obra cumbre de Newton, Philosophiae Naturalis
Principia Mathematica, donde describié la ley de gravitacién universal y establecié las
bases de la mecdnica cldsica mediante las leyes que llevan su nombre. Ha sido lo que lo
ha llevado a trascender mas alld del tiempo, pues incluso el matemaético Joseph Louis
Lagrange (1736-1813), dijo que "Newton fue el mds grande genio que ha existido y
también el mas afortunado dado que sélo se puede encontrar una vez un sistema que
rija al mundo".

Como dijimos, el célculo infinitesimal es el punto en la linea del tiempo que muchos
consideran un parteaguas en la historia de las matemaéticas. Revolucioné completamente
el universo matemadtico a tal grado que incluso llevé a una crisis de fundamentos que
comenzé a ser resuelta hasta mediados del siglo XIX, gracias al trabajo de célebres
matematicos como Augustin Louis Cauchy (1789-1857), Bernard Bolzano (1781-1848),
y Karl Weierstrass (1815-1897), quienes le dieron fundamentos sélidos al cédlculo al
precisar sus conceptos, en particular los de limite y continuidad, que a pesar de ser
muy intuitivos, realmente es complicado definirlos. Simplemente a cada estudiante que
se le presenta por primera vez la definicién de limite, conocida como "definicién e-
0", le resulta un poco complicado ver que esta definicién encierre la idea de cercania.
Y han sido este tipo de momentos de crisis los que han llevado a las matematicas a
alturas insospechadas, pues se crean teorias maravillosas para resolver problemas muy

particulares, que tiempo después se aplican en otro tipo de situaciones que en apariencia
1



2 1. INTRODUCCION

no tienen relacion alguna; asi como sentar sobre bases sélidas, toda nuestra teorfa. Y,
en esta tesis, se expone un poco de lo primero.

Las ecuaciones diferenciales aparecen en el momento en el que nace el Célculo,
aunque lo correcto es decir que el Célculo las trajo de la mano. Recordemos la segunda
ley de Newton, F' = ma, que aparece en Principia. "La fuerza es directamente propor-
cional a la aceleraciéon". Escribiendo esta ecuacién con la notacién que hoy conocemos,
obtenemos

d*s

F=m—:,

dt?
donde s = s(t) es una funcién que a cada tiempo ¢ le asigna una distancia s y m es una
constante que representa la masa de un cuerpo. Este es uno de los primeros ejemplos
de ecuaciones diferenciales que aparecieron en la historia y describe un fenémeno fisico.
Puede decirse que el estudio de las ecuaciones diferenciales es tan viejo como el cdlculo
mismo y a la vez, es uno de los campos més amplios que existen y que sigue aportando
frutos a las matemadticas, ya que actualmente hay muchos matematicos investigando
y publicando interesantes trabajos acerca de las mismas desde diferentes enfoques y
puntos de vista.

1.2. Las ecuaciones diferenciales como objeto de es-
tudio

Mencionamos que una de las primeras apariciones histoéricas de las ecuaciones difer-
enciales fue describiendo un fenémeno fisico. La mayoria de los ejemplos cldsicos de
éstas surgen de problemas relacionados con la fisica (potencial electrostético), quimica
(concentraciones quimicas), biologfa (dindmicas de poblacién) e incluso de la economia
(finanzas), modelando matema&ticamente dichos fenémenos. Y un modelo matematico es
una herramienta esencial para poder entenderlos, pues entendiendo el modelo matemati-
co podremos comprender mejor el fenémeno. Debido a la extensa gama de campos donde
aparecen las ecuaciones diferenciales, el interés por estudiarlas es enorme. Sin embargo,
también han sido enormes los retos que han traido. Asi como el Ultimo Teorema de
Fermat en la Teorfa de Nimeros llevé al Algebra desarrollarse ampliamente intentando
probarlo, las ecuaciones diferenciales han logrado desarrollar las mateméticas de una
manera muy extensa, creando ramas tales como el Analisis Funcional, ampliando el Al-
gebra Lineal y los Métodos Numéricos. En esta tesis veremos un poco de eso, es decir,
se resolverd una ecuacién diferencial utilizando varias herramientas que nos brindan
diferentes campos de las matemaéticas, como el ya mencionado analisis funcional y algo
que se denomina "métodos variacionales". El Célculo de Variaciones es un campo de
las matemédticas consistente en buscar maximos y minimos de funcionales continuos
definidos sobre algiin espacio de funciones. Es una generalizacién del célculo elemental



1.3. EL OPERADOR DE LAPLACE 3

de méximos y minimos de funciones reales de una variable real. Utilizando estas ideas,
probaremos que el problema planteado en esta tesis tiene solucién.

1.3. El operador de Laplace

Una de las ecuaciones diferenciales parciales mds importantes y conocidas es la
ecuacion de Laplace

—Au=0 en( .

Una solucién de esta ecuacién es una funcién u : Q — R de clase C? que satisface
esta ecuacién, donde 2 C R es un conjunto abierto y

es el operador de Laplace en RY . Las soluciones de esta ecuacién se llaman funciones
armonicas y un ejemplo de ellas se encuentra en el andlisis complejo, pues la parte real
y la parte imaginaria de una funcién analitica son funciones arménicas. Esta ecuacién
es el ejemplo mas sencillo de una ecuacién eliptica. Para conocer cémo se clasifican
las ecuaciones diferenciales parciales, véase [2]|. Este operador y sus propiedades seran
cruciales en el desarrollo de la tesis, pues serdn el puente que nos lleven a la resolucién
de nuestro problema.

1.4. El problema

Consideremos el problema eliptico nolineal

—Au=uf?u enQ
(P) { u=20 en 0f)

con las siguientes hipétesis:

1. Q es abierto y acotado en RY y 99 es de clase C™.

2. N > 3.

3. 2<p< 2 donde 2* = ]\2,—]172 es el exponente critico de Sobolev.

La condicién que se pide en la frontera, es conocida como condicion de Dirichlet.
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Lo que haremos en los subsecuentes capitulos es construir las herramientas necesarias
para poder hallar soluciones de (P), aunque en realidad lo lograremos a través de lo que
definiremos mds adelante como "soluciones débiles". Como se ha mencionado a lo largo
de este capitulo introductorio, muchas de estas herramientas en un principio no parecen
tener relacién alguna entre si, algunas otras nos presentan las dificultades de generalizar
los conceptos que se tienen para espacios de dimension finita. Sin embargo, es realmente
sorprendente que las ideas originales del calculo infinitesimal y del dlgebra lineal siguen
alli. Por todas estas razones, es que el autor de esta tesis siente fascinacién por el tema,
pues emplea herramientas que provienen de muchas de las ramas matematicas.



Capitulo 2

Espacios de Sobolev

En este capitulo, introducimos los espacios donde vamos a trabajar, los llamados
espacios de Sobolev. En la primera seccién definimos algunos conceptos que nos serviran
para introducir estos espacios de funciones y en la segunda, demostramos algunos teo-
remas fundamentales que se cumplen en espacios de Sobolev.

2.1. Nociones basicas
Definicién 2.1 Sea Q C RY un conjunto abierto y sea k > 0.

1) El espacio de funciones de prueba estd dado por

C2(Q) :={p € C™() : sop(p) es compacto},

donde sop(p) :={z € Q: p(x) #0} NQ.

2) El espacio de funciones localmente integrables en Q) estd dado por

L Q) :={u:Q— R:u es medible y / lu| dx < 0o para todo abierto acotado w con w C §1}.

3) Denotamos por C*(Q) al conjunto de funciones continuas u : Q — R que son k veces
continuamente diferenciables en  y cada una de sus derivadas parciales de orden < k
tiene una extension continua en la cerradura de €.

La férmula de integracién por partes motiva el concepto de derivada débil.
5



6 2. ESPACIOS DE SOBOLEV

Definicién 2.2 Sean u,v; € Li,.(Q2). Decimos que v; es la i-ésima derivada débil de u
en 2, la denotamos D;u := v;, st

8
LA / v,  para toda ¢ € C°(Q).
8ﬂfz Q
Decimos que u es débilmente diferenciable en ) si existe D;u para toda i = 1,---  N.

Definimos el gradiente débil de v como Vu := (Dyu, Dau, - -+ , Dyu).

Proposicién 2.3 (a) Siu € L}, (Q) es débilmente diferenciable en ), entonces Dyu es
unica para casi todo x € 2,1 =1,..., N.

(b) St u, v € Li,.(Q) son débilmente diferenciables en Q y a, B € R, entonces au + v
es débilmente diferenciable en Q2 y

Di(au+ pv) = aDu+ D;v  para todai =1, ..., N.

(c) Si Qo C Q es abierto y u € L}, (Q) es débilmente diferenciable en ), entonces u |q,
es débilmente diferenciable en Qg y

Di(u fa,) = (Diu) lay -
Demostracidn: (a) Supongamos que existen v,w € L}, (Q) tales que

&'0 / vp = — / we, para toda p € C(Q).
axz Q Q

Entonces
/(v —w)p =0, para toda ¢ € C°(Q).
Q

y por el [3, Corolario 19.20] v = w para casi todo = € .

(b) Sabemos que L;, () es un espacio vectorial sobre R por lo que para cualesquiera
v,we L () ya,BeR, av+ pw € L, (). Sean Dyv, Dyw € L} () las i-ésimas
derivadas débiles v y w respectivamente en Q, y ¢ € C2°( Q) Entonces

favtsagl = afvgles [ug
- —a/Q(DZ-v)cp—B/Q(Diw)‘P

= —/(aDiv—}—ﬁDiw)go
Q

Por lo tanto av + fw tiene i-ésima derivada débil en Q aD;v + SD;w parai =1,..., N.
De lo que se concluye por el inciso anterior que au + v es débilmente diferenciable en
Q.
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(c) Sea ¢ € C(£). Extendemos ¢ a todo € poniendo ¢(x) = 0 para cada = €
Q\Qp. De esta manera se tiene que ¢ € C°(Q2). Si D;u es la i-ésima derivada débil de
u en {2 entonces

890 890 B N
8% ag;z /Q (Diu) ¢ = /Q ) (Dsu)p  para toda ¢ € C°(€).

Por lo tanto, u |q, es débilmente diferenciable en € y por a), D;(u |q,) = (D;u) |q,- ®

Proposicién 2.4 Sean ¢ € CL(Q2) y f € CY(Q). Entonces

090

b) S =0Vi=1.N.

8@

Demostracién: Para probar a), identificamos a ¢ con su extension trivial a RY, asf
que ¢ € CHRY) y como 2 es acotado, podemos elegir a > 0 tal que sop(y) C [—a, a]N
Sin pérdida de generalidad podemos elegir que i = 1. El teorema fundamental del
célculo asegura que

a aso

a (331, )dxl = 90<a’7/x\) - SO(_CL7:/U\) =0V = <x27 7‘TN) € RN?l'
T

Por tanto si aplicamos el teorema de Fubini se tiene que

dp ¢ dp .
A proie /]RN o —(x1,7)dx1dT = 0.

Ahora para demostrar b) notemos que el producto f¢ € C!(), entonces si aplicamos
a) a dicho producto se tiene que

= /Q 3((;;9;) :/ 833@

tal y como se querfa demostrar. m
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Proposicién 2.5 Sea u € C'(2). Entonces u es débilmente diferenciable en Q con

i-ésima derivada débil Dyu = %.

Demostracion: Claramente u € L, (). Dado ¢ € C°(Q2), escogemos un abierto
w C Q tal que dw es de clase C* y sop(p) C w. Por la proposicién anterior tenemos que

ou dp
= =1,..,.N

de lo cual se sigue que

(9<p 8g0 ou / ou ,
(9332 83:1 w 8.’]31 14 Q 8:1:1 4 ! T
es decir, u es débilmente diferenciable en 2 con derivada débil D;u = %. [

No todas las funciones débilmente diferenciables son diferenciables, como lo muestra
el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.6 Sea u(z) = |z|, z € R. Notamos que u € L}, (R). Se afirma que u es
débilmente diferenciable en R y que su derivada débil para casi todo x € R es la funcion

() = 1 so O<u
U= 1 s x < 0.

Demostracion: Si ¢ € CX(R) existe a > 0 tal que sop(¢) C [—a,a] y por lo tanto

/ugo'+/vg0 = /ug0+/vg0
R R —a —a

_ /_a—w< )da:—l—/_a—go(x)da:—i-/Oaxgo’(x)dx+/0acp(az)dx.

Dado que ¢(a) = p(—a) = 0, integrando por partes obtenemos que
[ av@drs [ owis = apla) - 000 =0,
. 0 00
/ —x¢(z) dx —i—/ —p(z)dr = —0¢(0) + ap(—a) = 0.

—a —a

Por tanto,
/ up' + / v =0 paratoda ¢ € C(Q),
R R

es decir, Du(z) = v(z). m

Damos ahora un ejemplo de una funcién que no es débilmente diferenciable.
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Ejemplo 2.7 La funcion caracteristica 1(_o0) : R — R no es débilmente diferenciable
en R.

Demostracidn: Argumentando por contradiccion, supongamos que existe v € L}, (R)
tal que
/ l—oo0)f = —/ vy para toda p € CP(R),

entonces se cumple, en particular, que

0 0

/ vp = _/ ¢ =0 paratoda p € C2°(—00,0)

/ v = _/ loony =0  para toda ¢ € C2(0,00).
0 0

Estas dos identidades implican que v = 0 para casi todo x € R. En consecuencia,

0 [e%S)
©(0) = / o = / L~y =0 para toda p € C°(R)

Lo cual es una contradiccion. m

Definicién 2.8 FEl espacio de Sobolev H'(Q) se define como sigue:
HY(Q) := {u € L*(Q) : u es débilmente diferenciable y D;u € L*(Q) para todai=1,...

Siu,v € HY(Q), definimos

(u,v), ::/qu—i—é/ﬂ(Diu)(Div):/qu—l—/QVu-Vv. (2.1)

Claramente la funcién (-,-), define un producto interior en H*(Q) y la norma in-
ducida por (2.1) es

Jul|, = (/Q uz—i—é/gz(Diu)Q) " = (/QuQ—l—/Q]Vu]2)l/2. (2.2)

A continuacién probaremos un resultado sumamente importante para la realizacién
de este trabajo.

Teorema 2.9 (H'(Q2),]]-]l,) es un espacio de Hilbert.

NV,
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Demostracion: Sea (u,) una sucesién de Cauchy en H'(£2) con respecto a la norma
||l, - Entonces las sucesiones (u,) y (D;u,) son de Cauchy en L*(Q) para i =1,...,N.
Como L*(Q) es completo, existen u,v; en L*(Q) tal que u,, — u y D;u,, — v; en L?(Q)
para cada i = 1,..., N. Sea ¢ € C'°(Q2). Usando la continuidad del producto escalar en
L%(9) se tiene que

/u&p —|—/vig0 = Ilim uﬂf)_g0+ lim [ (Dyun)p
Q Q o O

81,’Z- n—oo n—oo [q

Oy /
= lim up—— + [ (Dyuy, so) =0,

es decir, u es débilmente diferenciable y v; = D;u, para cada ¢ = 1,..., N. Por tanto,
u € HY(Q). Ademds

N
lim ||u, —ul/} = lim / |ty — ul? + Z lim / | Diu, — Dyuf* = 0.

En consecuencia, (H'(2),[-]|,) es completo. m

Definicién 2.10 FEl espacio H}(SY) se define como la cerradura de C°(2) en (H*(Q2), ||1],)-

Como todo subespacio cerrado de un espacio de Hilbert es completo, H}(f2) es un
espacio de Hilbert. Por definicién, C5°(€2) es denso en H} (). Dado que la completacién
de un espacio métrico es tnica, Hj(f2) es justamente el espacio de la Definicién 2.10.

Podemos pensar al espacio H}(2) como el espacio de las funciones de H'(Q) que se
anulan en la frontera en un sentido que precisamos a continuacién. Esto lo convierte en
el espacio adecuado para el problema nolineal que consideraremos en esta tesis.

Teorema 2.11 Si ) es de clase C* yu € HY(Q)NC(Q), entonces u € HL () si y sdlo
si u(xz) = 0 para todo x € ON).

Demostracion: Veéase, por ejemplo, [1, Teorema IX.17]. m

Definicién 2.12 Sean X yY espacios de Banach y sea K : X — Y una funcion lineal
y continua. Se dice que K es un operador compacto si, para toda sucesion acotada (uy,)
en X la sucesion (Ku,) contiene una subsucesion convergente en'Y .
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Proposicién 2.13 Sean X,Y espacios de Banach con normas || - ||x v || - ||y respec-
tivamente. Una funcion lineal T : X — Y es continua en X si y sdlo si existe una
constante C' > 0 tal que

| Tz|ly < C|lz||lx  para todo x € X. (2.3)

Demostracion: Supongamos que T : X — Y es continua en X, en particular en
0x,entonces existe 0 > 0 tal que

si ||z]|x < d entonces ||Tz|y < 1.

Si x # Ox tenemos que

0
=3 < 6, lo cual implica que

T

)
H x < 1 para todo z € X\ {Ox},

2|l

2| x

X Y

de lo que se sigue que
|Tz|ly < Cllz||x paratodo z € X\ {0x}

donde C' := 2. Si z = Ox, por ser T lineal, ||Tz||y, = |lz||x = 0, asf que se tiene la
igualdad.

Por lo tanto existe C' > 0 tal que ||Tz||y < C|lz||x Vze X.

Ahora supongamos que existe C' > 0 tal que ||Tz|y < C||z|x para todo x € X.
Sean x¢ € X y € > 0 arbitrarios. Como T es lineal tenemos que

|Tx —Taolly = [T (v —x0)[ly
< Cllz — zollx
<

g,

si ||z — wol|[x <6 := &. Notemos que de hecho T es uniformemente continua.
]

Definicién 2.14 Sean X,Y espacios de Banach con normas || - ||x v || - ||y respectiva-
mente y T : X — Y una funcion lineal. Decimos que una funcion T es un operador
acotado si y sdlo si existe una constante C > 0 tal que

|Tx|ly < Cllz||lx  para todo x € X. (2.4)
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2.2. Teoremas fundamentales

A continuacién enunciamos algunos resultados fundamentales que usaremos en esta
tesis. Una demostracion de ellos se encuentra, por ejemplo, en [1, Teorema IX.9] o [2,
5.6.Theorem 1].

Notacién 2.15 Sea p € [1,00) y sea Q C RY un subconjunto abierto. Denotamos por
LP(Q2) al espacio de Banach

LP(Q) :=={u: Q2 — R:u es medible y / lul” < oo}
Q

= ()

Teorema 2.16 (Desigualdad de Sobolev) Sea N > 3. Eziste una constante C' > 0,
que solo depende de N, tal que

con la norma

lu

1/2
g < C (/ |Vu|2> para todo v € H'(RY),
0

x . 2N
donde 2* = N5

Para dominios acotados se tiene el siguiente resultado.

Corolario 2.17 (Desigualdad de Poincaré) Sea N > 3 y sea Q C RY abierto y
acotado tal que O es de clase C'. Entonces, para cada p € [1,2*], existe una constante
C > 0 que depende de 2 y de p tal que

1/2
lul, < C (/Q |Vu|2> para todo u € Hy(S2),

En consecuencia, H(S)) es un subespacio de LP(Q) y la inclusion HJ(Q2) — LP(Q) es
continua.

Demostracion: Dada u € H(Q), podemos extender la funcién a todo RY como
sigue
ﬂ(:z:):{u s% x e
0 si zeRNM\Q.
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Para poder aplicar la Desigualdad de Sobolev, primero demostraremos que u €
HY(RY). Si u € C(Q) entonces, observamos que 7 € C*(RY) y

ﬁﬂ(x)_ g—; si x €
or; 0 si zeRV\Q. '’

es decir, % = %, de lo cual se deduce que u € H'(RY). Supongamos ahora que
u € HY(Q)\C> (). Sea (u,) una sucesién en C°(Q) tal que u,, — u en H}(€2). Entonces
de la norma que tenemos en definida en H'(RY) se infiere que

ou,,

(9a:i

U, —wen L*(RY) vy — Dyu en L*(RY).

Sea p € C°(RY). De la continuidad del producto escalar en L?(RY) y de la Proposi-
cién 2.5 tenemos que

/ _ Oy . __ Oy
U = lim Up,
R RN

N Ox; n—00 ox;

= lim {—/ 8un90:| = {— D_m80}7
n—00 RN 83:1 RN

es decir D;(u) = Dyuy u € H'Y(RY).
Ahora, como u € HY(RY) por la Desigualdad de Sobolev

1/2
2*§0(/ |vn|2) ,
]RN
A2 1/2
(L) <e(fm)”
RN RN

Como  es acotado y p € [1,2*], sabemos que L* () C LP(Q2) C L'(Q) y por [3,
Corolario 19.7]

[a

es decir,

Vol()] ™" [al, < [Vol(2)] ™ [u

2%

reescribiendo
2 *

[al, < Vol ()] =7 [u

2% -

De esta manera vemos que

2% _p 2% _p 1/2
muswmmwwmrsowmmww(/|wf).
RN
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Pero

()= () v (s - ()"

de esta manera se tiene el resultado donde C := C [Vol (Q)]z*;?p depende de 2 y de p.

Claramente se sigue que Hj(f2) es un subespacio de LP(f2), pues 0 € Hj () y para
cualesquiera u,v € H} () y a, 8 € R y la Proposicién 2.3 nos garantiza que au + (v
es débilmente diferenciable y si tomamos = € 0f,

(au+ Bo) (x) = au(z) + Bv(z) =0,

es decir, au + Bv € Hy ().
Finalmente, la inclusion Hg(Q2) < LP(f2) es lineal, pero por lo demostrado anteri-
ormente existe una constante C' > 0 tal que

B 1/2
|, < T (/ |Vu|2> .
Q
1/2
lul, < 6(/ u2+/ |Vu|2)
Q Q

= C'||ull,, para todo u € Hy(Q),

Entonces

como se querfa demostrar. m

La desigualdad anterior nos permite definir un nuevo producto escalar en H}(Q)
que es equivalente al original y que usaremos en el Capitulo 4.

Corolario 2.18 Se cumple que
(Dyu)(Dyv) = / Vu - Vv
Q

es un producto escalar en H}(Q) y la norma inducida

Jull := (i / <Diu>2) s ([ roar) "

es equivalente a la norma ||ul|, definida en (2.2).
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Demostracion: Demostraremos que (u,v) es un producto escalar en H} ().
Sean u,v € H}(Q). Por definicién H}(Q) es la cerradura de C°(2) en H*(Q) y el
producto escalar en H*(f2) es

(u,v), ::/qu—l—é/ﬂ(Diu)(Div):/qu—l—/QVu-Vv.

Se tiene entonces que fQ Vu - Vv < oo. Por lo tanto (u,v) estd bien definido.
Tenemos que para cualesquiera u,v,w € H} () y A € R

(u,v) = / Vu- Vv = / Vv - Vu=: (v,u),
Q Q
por la simetrfa del producto escalar usual de RY;
(Au,vy @ = / V (Au) - Vo = / A(Vu) - Vo
Q Q
= )\/VU~V1} =: A (u,v),
Q
por las propiedades del gradiente débil y la linealidad de la integral;
(u+w,v) - —/V(u+w)-Vv—/(Vu+Vw)-Vv
Q Q
= /(VU-VU+VM-V0) :/VU-V0+/VUJ-VU
Q Q Q

= :(u,v) + (w,v),

nuevamente por las propiedades del gradiente débil y de la integral; finalmente

(u, u) ::/VU-VUZ/|VU|220.
Q Q

S6lo nos falta ver que (u,u) = 0 si y sélo si u = 0. Supongamos que [, |Vu|2 =0,
entonces usando el corolario anterior para p = 2, se tiene que

|U|2 == O,

lo cual implica que u = 0 pues u € L?(Q).

Por lo tanto (u,v) es un es un producto escalar en H} ().

Ahora probaremos que existen Cy,Cy > 0 tales que C |lul|; < [Jul| < Cs||ul|, para
toda u € H}(RQ).
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Claramente vimos que

||u||2 = (u,u) := /QV’LL -Vu < /Qu2 —l—/QVu -Vu =: (u,u), = ||u||§,

es decir
[Jull < flal]; -

Aplicando la desigualdad del corolario anterior para p = 2, existe una constante C' > 0
B 1/2
lul < C (/ |Vu|2) para todo u € Hy(£2).
Q

Elevando al cuadrado y sumando [, |Vu/® a cada miembro de la desigualdad, tenemos

que
/|u|2+/ |Vu|2§€2/ |Vu|2+/|vu|2:(52+1)/ IVl
Q Q Q Q Q

Asi se sigue que
ul? < (€% + 1) ||ul* para todo u € HX ().

Despejando ||u|| y haciendo C; = (62 +1)"2 llegamos a que
Cullully < llull  Vu € Hy(€).

Por lo tanto, ambas normas son equivalentes en H}(2). =

Teorema 2.19 (Rellich, Kondrakov) Para todo Q C RY abierto y acotado, N > 3
yl<p<2*:= ]\?—JL, la inclusion
Hy(Q) — L7 ()

es un operador compacto.

Demostracion: Véase [6]. m

Un corolario muy 1til del Teorema de Rellich-Kondrakov es el siguiente.

Corolario 2.20 Sean Q C RN abierto y acotado, N >3 y 1 < p < 2*. Entonces toda
sucesion (u,) acotada en H(Q) contiene una subsucesion, a la que por simplicidad
denotaremos también (u,,), con las siguientes propiedades:

u, — u débilmente en Hy(S2),

u, — u fuertemente en LP(Q),

up(x) — u(x) para casi todo x € Q.
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Demostracion: Sea (u,) una sucesién acotada en Hy(f2). Por [3, Teorema 21.8]
existe una subsucesién (u,,, ) C (u,) tal que u,, — u débilmente en H}(Q). Como esta
subsucesién es también acotada en Hj (), por el teorema de Rellich-Kondrakov existe
una nueva subsucesion (uy,,) C (u,, ) tal que u,, — v fuertemente en LP(2). Observe-
mos que forzosamente u,,, — u débilmente en Hj({2).Entonces denotando nuevamente
a esta subsucesion (u,) tenemos lo siguiente:

u, — u débilmente en Hy () y

u, — v fuertemente en LP(12).

Ahora tenemos que demostrar que v = u. Sea ¢ € C°(§2), y consideremos el funcional
L: L*(Q2) — R dado por
Lw = / pw.
Q

Para cualesquiera wq,ws € LP(2) v «, 5 € R, se tiene que

L (awy + pwy) = /@(aw1+ﬁw2) :/0480w1+/590w2
Q Q Q
= 04/9011114‘5/@’602
Q Q
= alw; + BLws,
entonces L es lineal. Ahora, utilizando la Desigualdad de Holder y el hecho de que

C(02) C L) Vg >1

\/ ‘<||\| Lol
Pw| =~ (Wi, |L|, - T — =1,
Q L P q

lo cual nos dice que £ es acotada y en consecuencia continua. Por el Corolario 2.17
v : Hy(Q) < LP(Q) es lineal y continua entonces Loi : Hj(2) — R también es lineal
y continua. Por lo anterior, sabemos que u, — u  débilmente en Hj(Q) si sélo si
Low,, — Low fuertemente en R,es decir,

[ [ o
Q Q

Por otro lado, al ser £ continua y u, — v fuertemente en LP(Q2), Lu,, — Lov fuertemente

en R,es decir,
/goun—>/gov.
Q Q
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Entonces por la unicidad del limite en R llegamos a que
[ew-v=0 voecr@),
Q

lo cual implica que u = v para casi todo = € € ya que C°(2) es denso en en LP(f2).
Por lo tanto, u,, — u débilmente en H}(Q) y u, — u fuertemente en LP(£2).

Sélo nos falta probar que u,(z) — u(x) para casi todo z € Q. Por [1, Teorema IV.9],
Si u,, — u fuertemente en LP(), existe (uy,, ) C (u,) subsucesion tal que u,, (r) — u(z)
para casi todo x € €. Aplicando la unicidad tanto del limite débil como del limite fuerte,
podemos denotar (u,) a esta nueva subsusecién y asi concluimos la demostracién. m



Capitulo 3

Diferenciabilidad en espacios de
Banach

En este capitulo, haremos una generalizacién del concepto de diferenciabilidad a
funciones entre espacios de Banach, probaremos algunas propiedades andlogas a las que
se tienen para funciones diferenciables de RY en RM y al final calcularemos las derivadas
de dos funciones que serdn muy importantes para este trabajo. En la siguiente seccion,
introduciremos las nociones de variedad de Hilbert y su espacio tangente en cada punto,
asf como una caracterizacion muy 1til de éste.

3.1. Funciones diferenciables

Definicién 3.1 Sean XY espacios de Banach con normas || -||x v | - ||y. Denotamos
por
LX,)Y):={T: X =Y | T es lineal y acotado},

Este es un espacio de Banach con la norma

1T ccxyy = IT] == sup [Ty

llzllx=1
A X' := L(X,R) se le llama el dual topoldgico de X.

Definicién 3.2 Sean U un subconjunto abierto de X, ug € U y F : U — Y wuna
funcion. Decimos que F es Gateaux-diferenciable en ug si existe T € L(X,Y) tal que
para todo v € X, se tiene

lim F(ug + tv) — F(ug)

t—0 t
19

= Ty,v.
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AT sele llama la derivada de Gateauzr de F' en ug y se denota por F'(ug) :==T.
Decimos que F es de clase C' en U si es Gateaux-diferenciable en todo punto de U, y
la funcion

F':U— L(X,)Y), u— F'(u),

es continua.

Proposicién 3.3 Toda funcién lineal y acotada T : X — 'Y es de clase C' en X y su
derivada de Gateaux en x es T'(x) =T para todo x € X.

Demostracion: Sean x,v € X arbitrarios.

T(x 4+ tv) — T(x)

T'(z)v = lim
t—0 t
— lm T(x)+tT(v) —T(x)
t—0 t
= T(”)a

Entonces tenemos que 7' : X — Y es Gateaux-diferenciable en uy y su derivada es
T'(z) =T , es decir, la derivada de Gateaux de T' en z es constante, y sabemos que
las funciones constantes son continuas. Por lo tanto T es de clase C' y T'(z) = T para
todozr € X. m

Proposicién 3.4 Sean X, Y espacios de Banach, U un subconjunto abierto de X, ug €
U yF K:U—=Y funciones. Si F' y K son Gateaux-diferenciables en ug € U entonces
para cualesquiera o, § € R, aF + BK es Gateaux-diferenciable en ug. Ademds,

[ F (ug) + BK (u)] v = aF'(ug)v + BK' (ug)v.
Demostracion: Sean o, € R y v € X arbitrarios. Entonces

(aF + BK) (ug + tv) — (aF + BK) (up)

[F (ug) + BK (up)]'v @ = 1128 ;
_ }1_{% aF(uo + tvt) — F(ugp) N BK(UO + tvt) — K (up)

= aF'(up)v+ K (ug)v
= [aF'(ug) + BK'(ug)] v.

Por lo tanto a F+3K es Gateaux-diferenciable en ug y [aF (ug) + BK (ug)]' v = aF' (ug)v+
LK (up)v.
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Proposicién 3.5 Sean X,Y espacios de Banach, U un subconjunto abierto de X, y
F.K :U —Y funciones. Si F' y K son de clase C' entonces para cualesquiera o, 3 € R,
aF+BK es de clase Ct, es decir, el espacio de funciones de clase C* en U es un espacio
vectorial sobre R.

Demostracion: Si F'y K son de clase O, en particular son Gateaux-diferenciables
en todo punto de U, y por la proposicién anterior, aF' + SK es Gateaux-diferenciable
para todo u € U. Ademas F’, K’ son continuas , entonces aF’ + K’ es continua en U.
Por lo tanto aF + 8K es de clase C' en U. m

También existe la versiéon andloga de la regla de la cadena para funciones diferen-
ciables entre espacios de Banach, cuya demostracién puede encontrar en [7].

Proposicién 3.6 (Regla de la Cadena) Sean X,Y y Z espacios de Banach y sean
UcC X,V CY suconjuntos abiertos. Si F : U — Y y G :V — Z son de clase C' en
U y V respectivamente y F(U) CV entonces Go F : U — Z es de clase C* en U y

(GoF) (u) =G'(F(u))o F'(u), para toda u € U.

Proposicién 3.7 Sea H un espacio de Hilbert con producto escalar (-,-) y la corre-
spondiente norma || - ||. La funcion

FiH-R,  F(u)=uf?
es de clase C' en H y F'(u) = 2 {(u,-) para toda v € H.

Demostracion: Primero mostraremos que F' es Gateaux-diferenciable en uy € H
arbitrario. Sean v € H, t € R arbitrarios. Como

luo + tol|* = Jluoll* + 2¢ (uo, v) + |ltv]*,
se tiene que

F - F
F'(ug)v : =lim (uo + tv) (uo)
t—0 t
— lim 2t (g, v) + 12 ||v||”
t—0 t

= %1_1)%2@0,1)}

= 2(ug,v).
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Por propiedades del producto interior, el funcional T': H — R dado por Tv := 2 (ug, v)
es lineal. Falta probar que T es acotado. La desigualdad de Cauchy-Schwarz asegura
que

|Tv| =12 (ug,v)| < 2|Jugl ||v]| para toda v € H.

es decir, haciendo C' = 2 ||ugl|, T es acotado. En consecuencia, T' € H' y F' es Gateaux
diferenciable en ug con derivada de Gateaux F”(ug)v := 2 (ug, v).
Vamos a probar ahora que el operador

H—H, u~—2(u,-),
es acotado y por lo tanto continuo. Nuevamente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
|F'(w)v] =12 (u,v)| < 2u|l|lv|| para cualesquiera u,v € H.
Entonces

| F'(u)] := ”shlgl |F'(u)v] < 2|ju|| para toda u € H.

Ast concluimos que F(u) = ||ul|? es de clase C' en H y F'(u) = 2 (u,-). =

Proposicién 3.8 Sea p € (2,00) y sea Q@ C RY abierto. La funcion K : [P(Q) — R
dada por

K:[’(Q) —R, K(u)= / ul? = |ulh
Q

es de clase C' en LP(Q) y
K'(u)v = p/ [u[P~?uv para todo u,v € LP(S2).
Q

Demostracion: Veamos primero que K es Gateaux-diferenciable en u € LP(£2). Sean
v e LP(Q), t € R. Mostramos a continuacién que

K tv) — K
K'(uuv : =lim (u+ tv) (1)
t—0 t
. u+ tol) — |ul?

t—0 t

= p/|u|p_2uv.
Q

Sea f : [—1,1] — R dada por f(t) := |a + bt|” con a,b € R. Calculemos su derivada.
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Notemos que

)

[MS]

f(t) =la+bt] = [(a+bt)]

entonces

p_
2

Fi(t) = g[( +5t)%]2 7 2 (a+ bt) b

= pla+bt]""? (a+ bt)b,

ast f'(t) € C((—1,1)) ya que p > 2 de lo cual se deduce que f € C*((—1,1)).
Aplicando el Teorema del Valor Medio para 0 < || < 1, sabemos que existe o = a(t)
entre 0 y ¢ tal que

oy f() = f(0)
f (a) - t—0 )
es decir,
la+bt]" — |a”

pla+bal’? (a + ba)b =

t

Ahora tomemos u,v € LP(Q) y x € Q. Como u(z),v(z) € R, podemos sustituir a y
b por u(x) y v(x) respectivamente, entonces tenemos que

f(t) = fu(z) + o)t
f0) = Ju(x)l”
v f(@) = plul@) +o@)al” (u@) + v(@)a)u(z).

Aplicando el Teorema del Valor Medio tenemos que para 0 < |t| < 1 existe a = «a(x,t)
entre 0 y t tal que

[u(@) +o(@)t” — Ju(@)[”
t

plu(z) +v(z)al” (u(@) + v(z)a)u(z) =

Aplicando valor absoluto,

[u(@) +v(@)t]” — fu(@)["|
t

plu(z) +v(z)al’™ |v(z)| =

Pero |a| € (0, 1), entonces
u(z) +o(x)al <fulz)] + |af jo(@)] < |u@)] + [o(z)],
por lo que

[u(z) + v(@)t]" = Ju(z)]”
p <
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En otras palabras, la familia de funciones

Ju(z) + v(@)t]” = |u(@)]”

fi(z) == " , te(=1,1),

estd dominada por la funcién
g(z) = p(Ju(z)| + |v(@))* " |Jv(z)] para todo z € Q.

Ademds u,v € LP(2),entonces u + tv € LP(Q2) para 0 < |[t| < 1 pues sabemos que
LP(£2) es un espacio de Banach. Todo esto implica que

/|u—i—tv]p<oo y /]u\p<oo,
Q Q

es decir, |u + tv|”,|u|’ € L'(Q).Usando un argumento similar al anterior, deducimos
que

t P _ p
) £ oM = W g
Deseamos aplicar el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, por lo que
mostraremos que g € L*(Q).

Observemos que
[ 1l + 1677 = [ (Gl + ol
Q

Q

p—1 T p—1 _p_
y como |(Ju| + [v])’ |2, = / [(lu] + |v]) ] ,se infiere que (|u| 4 [v])P~" € Li-1(1).

Q
Como |v| € LP(Q) v 119 + ’%1 = 1, aplicando la desigualdad de Holder y multiplicando

por p, llegamos a que
p(Jul + [o)P~" o] € LH(Q).

Sea xg € Q fijo, como 0 < |t| < 1 existe @ = «(xo,t) tal que 0 < a(xzg,t) < t
entonces o = «a(xg,t) — 0 cuando t — 0, asi

lim fi(z0) = lmp luo) + v(xo)al”* (u(wo) + v(wo)a)v(wo)
= plu(ao) P~ u(wo)v(xo).
Por lo tanto,

filz) = plu() P u(x)v(z) cuando t — 0 para casi todo z € Q.
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Como se satisfacen las hipétesis del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue

podemos decir que f(z) = p|u(x)" > u(z)v(z) es integrable y ademas 711'[%/]‘}(96) =
Q

[ @

Entonces

K'(u)y = lim / F(2)da

Denotemos por 7' : LP(2) — R a la funcién dada por

Tv:= /p luo[P 2 ugv, v € LP(Q). (3.1)
Q

Evidentemente T es lineal. Probaremos que existe C' > 0 tal que
Tv] <Clf, Vve LP(Q).

Observemos que, como u € LP(€2), la funcién |ug|’ > ug € L7-1(R), ya que

p—2 T N P
uo|"uo|"" = [ (Juo|" )" = [ |uol” < o0.
Q Q

Q

Elevando esta igualdad a la ;%17 obtenemos

p—1

p—2 _ P\ P _ p—1
[fuol” o], = (lwol}) * = ol
Como 7%1 + % = 1, podemos aplicar la Desigualdad de Holder para obtener
/p Juo[" " ugv| < p/ |10~ ugu)|
Q Q
< p ‘|u0|1”_2 U0|L1 v, =p |“0|Z_1 [v],  para todo v € LP(Q2).
-2
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Esto demuestra (3.1). En consecuencia, K es Gateaux-diferenciable con derivada

K'(u)v = /p lulP"?uv,  para cualesquiera u,v € LP(Q).
Q

Podemos aplicar el Teorema de Rezpresentacic’)n de Riesz ya que 1 < p < 0o, sabemos
que (LP(Q)) := L(LP(Q),R) = Lr-1(Q), y existe u € L»—1(£2) tal que el isomorfismo
estda dado por

R(u)v = /uv para todo v € LP(Q)
Q

por lo que podemos ver a K’ como una funcién ® : LP(Q) — L71(€2) dada por u —
lul? ~2 ., asf que ahora tenemos que mostrar que ® es continua.

Sea (u,) C LP(Q2) tal que u, — u en LP(Q2) cuando n — oo. Supongamos que
|unl? 2 up - |[uP2u en L71(R), entonces esto quiere decir que existe £, > 0 y una
subsucesion (v,) C (u,) tales que

P2 v, — |u|p_2u|L > &p. (3.2)

[fon
p—1

Vamos a probar que existe (w,) C (vy) tal que |w,[P 2w, — |ul"u en Lr1(S).
Como (v,) C (un), v, — uen LP(Q), asi que por [1, Teorema IV.9], tenemos que existe
(wy,) C (vy,) tal que

wy(x) — u(x) para casi todo x € Q.

Ademsds, como (u,,) es de Cauchy en LP(£2), se sigue que (w,,) también es de Cauchy en
LP(Q) y gracias a ésto podemos elegir una subsucesién que satisfaga que

1
|wpt1 — wn|p < on para toda n > 1.

Definimos w,, := |wq| + Z;:ll |wj+1 — w;|. Entonces w,, € LP(12), ya que (w,) C LP(£2).
Ademss para m > n,

m—1 n—1
(W = W, = fJwr] + D Jwipr = wy| = Jwi| = > Jwj — w]
=1 =1 »
m—1
< |w3+1
j=n
m—1 1
S ai)
23

<.
Il
3
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es decir, (wy,) es de Cauchy en LP(Q2) y por lo tanto existe w € LP(Q2) tal que w,, — w
en LP(2). Ademds, por unicidad del limite tenemos que

w = |w1] +Z|’Ujj+1 —wj| € LP(Q)

j=1

Por otro lado, dado que podemos ver que w,, = w, —W,_1+Wy,_1—Wy_o+...+ Wy —w1+wr,
entonces

|wn| < |wn - wn—1| + |wn—1 - wn—2| + ...+ |w2 - w1| + |w1|

- W, <,

de lo que se sigue que

lu(z)] < w(x)  para casi todo x € .
Hemos llegado a que:
— — _p_
1) Jwn|” " wy — |uf’ " u € L-1(Q) para todo n € N, de lo que se sigue que

P

-
/Hwn|p_2 Wy, — ]u\p_2u|p < oo para todo n € N,
Q

p
=1
es decir, ||w, [P w, — \u]pﬂu‘p € L'(Q) para todo n € N.

2) [[wa ()" wa(@) = [u(@)" ulz)

u(z) para casi todo = € Q.

’p_l — 0 para casi todo z € Q; ya que w,(z) —
3) [[wn (@)% wy () — |u(x)"* u(x)

P

|1771

<2 ‘w(x) para casi todo x € €2, porque

[lwn (@) wa ()| + |lu(@) P~ u(w)]

<
< @)l + )
.

[lwn (@) wa(2) = u(@)[" u(z)]

< 2 ‘w(x) para casi todo z € Q.

Entonces se satisfacen las hipétesis del Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,
por lo que en este caso tenemos que

_p
™

=0,

n—oo

im0 (o)  [u(@)"* u(z)
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es decir,
i [l @) ) = o) ulo)] =
De esta manera se concluye que |w,, ()P~ wy(z) — |u(x)[P~> u(z) en Lt (Q) contradi-
ciendo (3.2), por lo que ® es continua.
Por lo tanto K(u) = |ufb es de clase C' y su derivada es K'(u)v = p [, [u[P~>uv
para todo u,v € LP(2). m

3.2. Variedades de Hilbert

Definicién 3.9 Sean H un espacio de Hilbert, U un subconjunto de H abierto, F :
U — R una funcion de clase C* en el sentido de la definicion 3.2 y a € R. Decimos que
u € U es un punto critico de F' si F'(u)v = 0 para toda v € H. Decimos que a es un
valor critico de F' si existe u € U punto critico de F' tal que F(u) = a. Decimos que a es
un valor reqular de F' si a no es un valor critico de Fes decir, si F'(u) #0 € L(H,R)
para todo u € F~1(a).

Definicién 3.10 Sean H wun espacio de Hilbert y M wun subconjunto de H.Decimos
que M es una variedad de Hilbert de clase C* si existen U C H abierto, una funcion
F:U — R de clase C* y un valor reqular a € R de F tal que M = F~*(a). El espacio
tangente a M en un punto u € M se define como

T.M :={veH: (F(u),v) =0},
donde (-,-) es el producto interior de H.
Observacion 3.11 De las definiciones anteriores, tenemos
T.M = nicleo (F'(u)).

Ademds, como F'(u) # 0 € L(H,R), T,M es un subespacio vectorial cerrado de codi-
mension 1 de H, de modo que por [1, Teorema 21.4]

H=T,M®& (up),

donde ug € H es cualquier elemento tal que F'(u)ug # 0 y (ug) := {tug : t € R}. Pero
por la manera en que se definié T,,M, también podemos caracterizar a H como

H=T,M& (F'(u)).
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El siguiente resultado, es un caso particular del Teorema de la Funciéon Implicita
(véase, por ejemplo [4]) y nos dard una descripcion de T,,M independiente de F.

Teorema 3.12 Sean M una variedad de Hilbert de clase C', u € M y u, € T,M la
proyeccion ortogonal de u en T, M. Entonces existe una vecindad abierta V en T, M
que contiene a u, y una funcién f:V — R de clase C*, con las siguientes propiedades.

a) ur + f(u:)F'(u) = u.

b) F(v+ f(v)F'(u)) = a para toda v € T, M, donde a es el valor reqular de F tal
que M = F~'(a).

c) F' (u,)v =0 para toda v € T, M.

Demostracion: Como dijimos, es un caso particular del Teorema de la Funcién
Implicita (véase, por ejemplo [4, Teorema 10.2.1]) aplicado a la descomposicién T, M &

(F'(u)). w

Una aplicacion de este teorema se da en el siguiente resultado, que nos caracteriza
el espacio tangente T, M.

Proposicién 3.13 Sean M una variedad de Hilbert de clase C' y u € M. Entonces
T.M ={+'(0) : v €T},

donde T es el conjunto de todas las curvas v : (—e,e) — H de clase C*, & > 0 tales que
v(0) =u y v(t) € M para toda t € (—¢,¢).

Demostracion: Sea v € I'. Por definicién de variedad de Hilbert, existen U C H
abierto, una funcién F : U — R de clase C'y un valor regular a € R de F tal que
M = F~(a). Entonces F oy : (—¢,&) — R es de clase C' y (F o) (t) = a para toda
t € (—¢,¢). Derivando de ambos lados y aplicando la regla de la cadena

(Fon) (t)=F(y(1)Y{t)=0 Vte (—¢e).

Tomando ¢ = 0, se tiene que F'(u)y'(0) = 0, es decir, v'(0) € nicleo (F'(u)) =: T,M.
Por lo tanto, tenemos que {7'(0) : v € '} C T, M.

Para probar la otra contencion, sea v € T,, M. Existe una vecindad abierta V en T,, M
que contiene a u, y una funcién f : V — R de clase C?! tales que F' (v + f(v)F'(u)) = a
para toda v € T,, M. Tomando t suficientemente pequeno para que u, +tv € V, se tiene
que

F (u; +tv+ f(u, +to)F'(u)) = a,
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por lo que si definimos () := (u, +tv + f(u, +tv)F'(u)), v € I', ya que v(0) := (u, +
f(u;)F'(u)) = u por la proposicién anterior, ademds v'(t) := (v + f'(u, + tv)vF’'(u)).
Tomando t = 0,

’7/(0) = (’U, 0),

es decir, v € {#(0) : v € '} . Por lo que hemos probado la otra contencion.
Por lo tanto T,M = {'(0): v€T}. =

Para finalizar este capitulo, demostramos un teorema que serd crucial para resolver
el problema que hemos planteado para esta tesis.

Teorema 3.14 Sean M una variedad de Hilbert de clase C* y F : U — R una funcién
de clase C* definida en un abierto U de H que contiene a M. Siug € M es un minimo

de F' en M (es decir, F(uy) < F(v) para toda v € M) entonces ug es un punto critico
de F|,, .

Demostracion: Sea v € T,,M. Tenemos que probar que F’(u)v = 0. Por la proposi-
cién anterior existe v : (—¢,¢) — H de clase C'tal que y(0) = u, y(t) € M y +/(0) = v.
Como g es mimimo de ' en M, (F o) (0) = 0, entonces

(F09) (0) = F'(7(0))7'(0) = F'(u)v = 0.



Capitulo 4

Existencia de soluciones para un
problema eliptico nolineal

Después de haber construido las herramientas suficientes, en este capitulo probare-
mos la existencia de soluciones débiles para nuestro problema, definiendo previamente
los conceptos de solucién clésica y solucién débil en la primera seccién. Y en la segun-
da seccién, haremos el planteamiento variacional del problema que nos llevaréd a hallar
soluciones débiles del problema.

4.1. Soluciones clasicas y soluciones débiles

Consideremos nuevamente el problema

(P) —Au=|ulf?u enQ
u=20 en OS2
con las siguientes hipétesis:

1. Q es abierto y acotado en RV y 09 es de clase C*.
2. N > 3.

3. 2< p< 2" donde 2% = ]\2,—2 es el exponente critico de Sobolev.

Definicién 4.1 Decimos que u es solucién cldsica de (P) siu € C%(Q) y satisface (P).

Queremos encontrar una solucién clasica de (P). Con este objetivo, veamos qué
condiciones tiene que satisfacer ésta en caso de existir.
31



32 4. EXISTENCIA DE SOLUCIONES PARA UN PROBLEMA EL{PTICO NOLINEAL

Proposicién 4.2 Sean u € C*(2), ¢ € C2(Q) entonces

/Vu -Vpdr = —/Augodx.

Q

Demostracion: Sea f; == g“ i=1,..., N, entonces se tiene que f; € C'(2) para

toda ¢ = 1,..., N y ademds notemos que fch € C°() para toda i = 1,..., N. Ahora
utilizando la Proposicién 2.4 se tiene que

i :O = 1,...,N.
ani(p_'_/ﬂfaj% vi

Sumando todas las igualdades tenemos que

(o[ (S8)«
afi 92y

pero gt = 5.3, por lo que al sustituir se obtiene

/Vu -Vpdr = —/Awpdm.
Q Q

como se querfa demostrar. m

Proposicién 4.3 Siu € C*(Q) es una solucién cldsica de (P), entonces

/Vu -Vodx = / lulP 2 uvdz  para toda v € HY(Q).
Q Q

Demostracion: Sean u € C%(Q) y ¢ € C=(Q). Entonces, multiplicando (P) por ¢

e integrando, obtenemos
— [ (Auw) pdz = | |u]"? updz.
(Au) o @
Q

Q

Usando el resultado anterior obtenemos

/Vu -Vpdr = —/ (Au) pdr = / lufP">updr  para toda ¢ € C®(Q)
0 0

y, como C'>(£2) es denso en H{(2), se obtiene el resultado. m
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Definicién 4.4 Decimos que u es una solucion débil de (P) siu € Hi(Q) y satisface

/Vu -Vodx = / lulP 2 uvdz  para toda v € HY(Q).
Q

Q

4.2. El problema variacional

Consideremos el funcional J : Hj(Q) — R dado por

1 1
Iw) = 5 [ 19l = [
Q Q

1,oo 1,
= 5l = S 1l
Por la Desigualdad de Poincaré, la inclusién H}(Q) — LP(2) es continua para todo

p € (2,2%) y en consecuencia / lul’ < oo y J estd bien definida para todo u € H} ().
Q

Proposicién 4.5 J es de clase C' y su derivada de Gateauz en u € H(Q)) estd dada
por

J' (u)v = /Vu - Vodz — / lufPPuvde Yo € HY(Q).
Q Q

Demostracion: Esto es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.7 y 3.8, pues

podemos ver que J(u) = $F(u) — %K(u), entonces , por el Corolario 3.5, J es de clase

C!, yaque F'y K son de clase C*, y por la Proposicién 3.4 se tiene que,

J(u)y = %F'(u)v—%l{'(u)v

= (u,v)—/|u]p_2uv Vv € HE ().
0

Y como el producto escalar que estamos usando es (u,v) := fQ Vu - Vo, se concluye
que,

J (u)v = /Vu - Vodz — / lufP?uvde Yo € HY(Q)
Q Q
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terminando la demostracion. =

Recordemos que u € HE () es punto critico de J si J'(u)v = 0 para todo v € H} ().
De la proposicién anterior se sigue inmediatamente que

Corolario 4.6 Dada u € H}(Q)) es solucion débil de (P) si y solamente si u es punto
critico de J.

Lo que nos proponemos ahora es demostrar la existencia de puntos criticos del
funcional J. Analizaremos su gréfica tomando u € H}(Q)\ {0} fijo, y estudiaremos su

comportamiento sobre la recta generada por .
Sea J, : R — R dada por J,(t) := J(tu), es decir

1 1 1 1
(0= 00) = el = >y = (5 1l ) ¢ = (5 1 ) 1

Lema 4.7 Si a,b > 0 y p > 2 la funcion f(t) = at®> — b|t|’ tiene exactamente tres
1
puntos criticos: un minimo local en 0 y dos mdzimos en t = & (2ap~*b~1)7=2 y tiene
1
exactamente tres ceros en 0 y en t = & (ab™1)7=2. Ademds,

lim f(t) = —oc.

[t|—o0
Demostracion: Notemos que f(—t) = f(t), asi que podemos restringir nuestro
andlisis para t > 0. Tenemos que f'(t) = 2at — pbt?~!, entonces f'(t) = 0 si y s6lo si

t=002a—pbtP2=0,esdecirt =0yt == (20L]f1(f1)P%2 son los puntos criticos de
f- Dado que f”(t) = 2a — p(p — 1)bt?~2, entonces

£"(0) = 2a > 0,

asf que en ¢ = 0 tenemos un minimo local. Tomando el otro punto critico
17-1\ 75 -1y 55\ P2
f'((2ap™'b~ )P*2) = 2a—plp—1)0 ((2ap_ b~ )7’*2)
= 2(2—pla<0,

1
asf que, por la simetria, en t = 4 (2ap~'b~!)7—2 se encuentran dos mdximos. Hallemos
los ceros de f(t) Tenemos que t? (a —btP™2) = 0 siy s6losit =00 a—btP2 =0, es
1
decir t =0y ¢t = £ (ab~')»=2 . Ahora probaremos que limy ., f(t) = —co. Sea M > 0,

1

-2
=)

si elegimos N = max {( , 1} se tiene que

si |t| > N entonces b|t|" > —a > M
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y de esta manera
at> = b|t]’ < —Mt* < —M,

de lo cual se concluye que
lim f(t) = —o0.

t—o0

Y usando nuevamente el hecho de que f es par se tiene que

lim f(t) = —o0.

[t|—o0

Observacion 4.8 Ahora apliquemos el lema anterior a la funcion

7o) = (5 1?) = (2 ) e (@)

para determinar el comportamiento su grifica para cada direccion u # 0. La funcion
Ju(t) tiene

i) un minimo local y un cero ent = 0,

1
. z - 2 p72
ii) dos mdximos ent =+ (—'IZ:L ) )
p
1

2

P p—2 ,
iii) dos ceros ent =+ (’;‘}Z}L ) , ademds
p

iv) im0 f(t) = —00.

1
2 D—2
Por el lema anterior, t = 0 yt = + (%)p 2, son los ceros de J,, por con-
P
1

2 D—2
tinuidad, el signo de J, (‘m‘p ) ") nos determinard el comportamiento de la grifica
p

pllul? =
en [0, < 2l ) } .
1

ST
Jul 2\ lul,

o

p

2 (nunp)“
o P
ul;
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1

2 D—2

es decir, si t € [0, (@Izlllp)r’ “1', Ju(t) > 0. De esta manera, los incicsos i)-iv) nos
p

indican que para cada direccion u # 0, la grifica de J, es de la siguiente forma:

Definicién 4.9 Definimos N := {u € H}(Q) |u#0 y J'(u)u =0} .

Observacién 4.10 Sea u € H}(Q)\ {0},

lu|® — ul) = /Vu -Vu — / lulP 2 u? = J'(u)u = 0, (4.2)
Q Q

si y solamente siu € N . Ast llegamos a que N' = {u e HY Q) |u#0y ||lu*= |u|§} .

Observacion 4.11 Si u € H}(Q2)\ {0} es punto critico de J entonces u € N, pues
J' (u)v = 0 para todo v € H}(Q), simplemente hacemos v = u.

Observacién 4.12 Seaw € Hj(2)\ {0} . Por la Observacion 4.8, para cadau € H}(Q)
existe una unica t, > 0 tal que t, es un mdximo J,, ya que 4.1 y 4.2 implican que

2 2 -2
0= Jo(tu) = Null™[u]” = July [tul" = J'(tuu)tu,

en particular
J (tyu)t,u =0,

es decir, t,u € N'. En resumen, para cada u € H}(Q) existe una tnica t, > 0 tal que
tyu €N

Teorema 4.13 Sea u € H} (). Entonces u € N si y sélo si max{J(tu) :t >0} =
J(u)
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- 2 .
Demostracién: Supongamos que [lul|” = |u[; . Por la Observacién 4.8, sabemos que

||u|2>(zf2)

lulp

Jy, tiene un méximo en tg = + < = +1. Por lo que se tiene que maz {J(tu) : t > 0} =

J(u). Supongamos que max {J(tu) : t > 0} = J(u). Esto implica que
T (tu)l_y = J'(w) = Jull” = Jufy =0,

de lo que se concluye que |ju* = July .
Por lo tantou € N. m

Teorema 4.14 N es una variedad de clase C* y se le conoce como la variedad de
Nehari.

Demostracién: Definimos F : Hj(2)\ {0} — R dada por
2
F(u) = J'(w)u = Jul]” = [uf}.
Por el teorema anterior claramente se tiene que N' =F~1(0).

Por las Proposiciones 3.7 y 3.8, sabemos que K(u) = |lul|® y L(u) = |ul) son de
clase C' en H}(Q) y ademds que

F'(u)v = Q/Vu -V —p/ luP"?uv  para todo v € HL(Q).
Q Q

Siv=uyu€N, entonces

Flluyu = 2/Vu-Vu—p/|u]p_2uu
Q Q
= 2ul® —plul}
= 2-pllul*#0

pues u # 0 y p > 2. En consecuencia, 0 es valor regular de F.
Por lo tanto N es una variedad de clase C!. =

Teorema 4.15 El campo vectorial u —— u en Hy(2) es transversal a N, es decir,
u ¢ TN para todo u e N.
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Demostracion: Por la Observacion 3.11 sabemos que T, N := nicleoF'(u).

Sea u € N, por el teorema anterior F’'(u)u # 0, por lo que se tiene que u ¢
nicleoF”’ (u).

Por lo tanto u ¢ T,N. =

Definicién 4.16 Sea u € N. Decimos que u es punto critico de J|, : N — R si y
sélo si J'(u)v =0 para todo v € T,N.

Teorema 4.17 Sea v € Hj(Q)\ {0}. Entonces u es punto critico de J : Hy(2) — R
si y sdlo siu € Ny u es punto critico de J|,, : N — R..

Demostracidn: Supongamos primero que J(u)v = 0 para toda v € Hg (). Tenemos
que demostrar que v € Ny J'(u)v = 0 para toda v € T,N.
Por la Observacién 4.11, si u € H(2)\ {0} es punto critico de J entonces u € N.
Ademds, por la Observacién 3.11 H}(Q) = T,N @ (u) , ya que u es valor regular de F.
Entonces, si J'(u)v =0 para toda v € Hj(), en particular se cumple J'(u)v = 0 para
toda v € T,N.
Ahora supongamos que u € Ny que J'(u)v = 0 para toda v € T,N. Sea w € Hj ().
Usando nuevamente el hecho que Hj(Q) = T,N & (u) existen v € TN y a(w) € R
tales que w = v 4+ au. Entonces

J(ww = J(u)(v+ au)
= J(uwv+at (u)u
= 0.

Por lo tanto J'(u)w = 0 para toda w € H}(2). =

El Teorema 4.17 nos da una nueva direccién para la bisqueda de soluciones débiles
de (P): Hay que probar la existencia de puntos criticos de J|,,. Pero al restringir J a
N. se tiene que Yu € N
1 1

2
T () = 5 lull —];IUI,’Z

LDz = (222 g
— _— = u = u .
2 p 2p

O bien,
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Como J|,, > 0, J|,, estd acotada inferiormente, por lo que es natural preguntarnos
si J alcanza su minimo en N. Sabemos que N es homeomorfa a la esfera unitaria en
H}(Q2) y por [1, Teorema IV.5], la esfera unitaria nunca es compacta en un espacio
de dimensién infinita, asi que en este caso no podemos aplicar algiin argumento que
utilice el concepto de compacidad. Sin embargo, ésto no es impedimento para que .J
alcance su minimo en N, pero para poder probarlo, necesitamos un pequeno, pero muy
importante resultado, que enunciamos a continuacion.

Lema 4.18 Eriste p, > 0 tal que ||u|| > p, para toda u € N'. En consecuencia, N es
un subconjunto cerrado de Hg ().

Demostracion: Por el corolario 2.17, existe una constante D > 0 tal que

1 ? ’ -2
1 ||“||2 _ ] - = u?™ P para todou € N,
D Jul} (ufp)?

entonces
po < |lull YueN,

donde p, = D#» > 0. Por lo tanto, tenemos que
N ={ue H®Q) | ull = ooy ul — Jul} = 0}

el cual podemos observar que es un subconjunto cerrado de de H}(2). =

Por fin, tenemos todas las herramientas necesarias para probar el iltimo teorema
de este trabajo, y cuya demostracion engloba los resultados més sobresalientes de cada
capitulo. Asf pues, lo enunciamos como sigue.

Teorema 4.19 J alcanza su minimo en N.

Demostracion: Sea « := inf {J(v) | v € N'} (tiene sentido hablar de « ya que J(v) >
0). Tenemos que a > 0 por definicién de infimo.

a) o >0

Como « :=inf {J(v) | v € N'}, por definicién de infimo existe una sucesioén (u,,) €

N tal que J (u,) — «, dicho de otra manera (”2;1)2) l[tn||? — cv.

p=2
2p
H (), pero como N es cerrado, tendrfamos que 0 € N, lo cual no puede ser por la
manera en que se definié N

Por lo tanto o > 0.

Si @ = 0 entonces ( ) |unl|* — 0, por lo que |[u,|| — 0, es decir, u, — 0 en
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b) (u,) estd acotada en Hg ()

Sea b, := (p_2> ||w,||”. Entonces b, — a en R,de lo que se sigue que existe M > 0

2
tal que |b,| = (’?—2> |, |> < M ¥n € N, de esta manera se tiene que

o
%
[opM
lunll < ¢/ 2= VneN.
p—2

Por lo tanto (u,) estd acotada en Hj ().

Entonces por el Corolario 2.20 (u,,) contiene una subsucesién, a la que por simplici-
dad denotaremos también (u,), tal que u,, — u débilmente en HJ () y por el Teorema
de Rellich-Kondrakov u,, — u fuertemente en L”({2). Entonces

p—2 p—2
- (552 i (5

; ; p—2 P _
lo cual implica que <§> |ul , = «a, entonces

] 2pa
ul = ¢ ——

p p—2
es decir, u # 0.

Ahora, sabemos que u,, — u si y solamente si ||u| < liminf ||u,| por [3, Teorema
n—oo

21.9], entonces tenemos que |ju|* < liminf ||u,||* y lul) = lim |u,[} . Reescribiendo
n—o0 n—oo

1
2

1 1 1
ul* = = |uf’ < liminf = |Ju,]|* = lim = |ul? .
p " 2 p "

J(u) =

Sabemos por la Observacién 4.12 que existe una tnica t,, > 0 tal que t,u € N, entonces

1

2

< lminf (X tan)?) + m (=L )
iminf | = ||t u, im [ —— |t u,

- n—o00 2 n—o0o D p

1 1
< liminf [— [ tutn|* — = ]tuun]p}
n—oo 2 p p

1
a < J(twu) = = |teul? = = tuul;
p

= liminfJ (¢,u,)

n—oo

< liminfJ (u,) = a,

n—oo
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por el Teorema 4.13 y usando el hecho de que J es continua. Entonces tenemos que
J(t,u) = ay t,u € N, de lo cual se sigue que

p—2 p—2

es decir, t, =1, u e Ny J(u) = a.
Por lo tanto J alcanza su minimo en . m

Finalmente, hemos demostrado la existencia de u € A que minimiza al funcional
J|,, es decir, encontramos u punto critico de J|,, : ' — R. De esta manera, todo
nuestro trabajo puede resumirse en el siguiente resultado, con el cual terminamos esta
tesis.

Corolario 4.20 FEl problema (P) tiene una solucién débil en u € Hy(S2).
Demostracion: Por el Teorema anterior existe u € N que minimiza al funcional
J| ), es decir, u es punto critico de J|,, : N'— R, y por el Corolario 4.17, u es punto

critico de J : H}(2) — R. Ahora, por el Corolario 4.6, u es solucién débil de (P), ya
que

/Vu -Vodz — / lufPuvdr = J'(w)v =0 VYo e HYQ),
Q Q
lo cual implica que

/Vu -Vodx = / luf’ P uwwdz Yo e HY(Q).
Q Q

Es decir, u es una solucién débil de (P). =
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Capitulo 5

Conclusiones

Hemos llegado hasta el final de esta jornada. Por ello, es prudente hacer un breve
recuento de todo lo que hemos hecho para llegar hasta aqui, pues se dice que todo
gran viaje comienza con un primer paso y resulta natural el pensar que para llegar
a nuestro destino, todos los pasos subsiguientes fueron de vital importancia y que no
se puede pensar en que alguno de ellos es més importante que los demés. Pero antes,
comentaremos algunos aspectos que no se abordaron en esta tesis.

5.1. Lo que no se vié

Dado que nuestro problema tiene una solucién débil, resulta natural hacerse dos
preguntas:

1. ;Esta solucién débil es una solucién clédsica?
2. (Existen méds soluciones débiles de (P)?

El objetivo primordial de esta tesis fue mostrar la existencia de soluciones débiles
del problema (P) y las dos preguntas anteriores quedaron en segundo plano. Sin em-
bargo, ofrecemos al lector un camino para responder la primera: existe toda una teoria
de regularidad para problemas elipticos ampliamente desarrollada y una referencia muy
completa para consultar este tipo de resultados es el libro Elliptic partial differential
equations of second order de Gilbarg y Trudinger [5], en el que se estudian las condi-
ciones que deben cumplir los operadores elipticos para garantizar que las soluciones
débiles sean soluciones clédsicas. Otra gran referencia es el libro Partial differential equa-
tions de Evans [2], el cual podemos catalogar como un excelente libro de texto para
aquellos que desean iniciarse en el tema y que recomendamos ampliamente.La segunda
pregunta queda sin respuesta, al menos en esta tesis, pero esperamos retomarla en un

futuro cercano.
43
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5.2. Resumen final

Para finalizar este iltimo capitulo y asi concluir la tésis, expondremos un resumen
acerca de qué fue lo que se vi6 en cada capitulo y tratando de ver en perspectiva todo
el camino que se recorrié para llegar hasta el final, que fue el demostrar la existencia
de soluciones débiles. De esta manera se podra apreciar de mejor manera qué fue lo
que se tuvo que hacer para llegar a nuestro objetivo. Por tratarse de un resumen, no se
enunciardn los teoremas de manera fiel, si no que serdn nombrados de manera informal.

En el capitulo 1, se presenté el problema eliptico nolineal (P) que se iba a
tratar en la tesis.

En el capitulo 2, introdujimos los espacios de funciones C°(2) y L;,.(2), para
definir el concepto de derivada débil y probar algunas propieades relacionadas con
ésta. Esto nos di6é paso para definir el espacio de Sobolev H 1(Q) y se probd que es
un espacio de Hilbert con la norma inducida por el producto escalar (u,v), (Teorema
2.9). Como C°(£2) esté contenido en H'(2), se definié H (£2) como la cerradura
de C°(2) en H'(Q). Asi, dado que la completacién de un espacio es tinica y por el
teorema 2.11, H [1)(9) es el espacio adecuado para trabajar en esta tesis.

En la segunda seccién de este capitulo, se probaron varios resultados importantes que
eran necesarios para ver que en H }(£2), la norma inducida por el producto escalar (u, v)
era equivalente a la norma inducida por (u,v), . Utilizamos el teorema de Rellick-
Kondrakov para demostrar el Corolario 2.20 que jugaria un papel determinante al
final del capitulo 4.

En la primera seccién del capitulo 3, caracterizamos a los operadores acotados
entre espacios de Banach como operadores continuos (Teorema 2.13). Luego defini-
mos el espacio L(X,Y), donde X y Y son espacios de Banach, para después definir
la derivada de Gateaux y el concepto de funcién de clase C' y se probaron varias
propiedades relacionadas con ellas. Las proposiciones 3.7 y 3.8 probaron la diferen-
ciabilidad de la norma inducida por el producto escalar en un espacio de Hilbert y de
la norma en L”(€2) vistas como funciones de sus respectivos espacios en R, llegando a
que, vistas como funciones eran de clase C'.

En la siguiente seccién, se introdujo la nocién de variedad de Hilbert y espacio
tangente a una variedad. Se di6 una caracterizacién de este ltimo y se probé el
teorema 3.14, que se usé en el Capitulo 4.

Al inicio del Capitulo 4, se definieron las nociones de solucién clasica y solucién
débil. En la seccién 4.2 se hizo el planteamiento variacional del problema (P)
a través de un funcional J definido en H}(€2) con valores reales y se vi6 que los
puntos criticos de J eran las soluciones débiles de nuestro problema. Luego
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estudiamos el comportamiento de la gréfica de J(tu) para cada direccién fija uw y se
introdujo la variedad de Nehari. Se utiliz6 lo primero para ver que los puntos criticos
de J se encuentran en la variedad de Nehari y que ademds eran puntos criticos de J|,,
(Corolario 4.17). Esto fue lo que nos condujo al dltimo resultado, el teorema 4.19,
que demuestra la existencia de un minimo de J|,,, y con ello, que nuestro
problema tiene al menos una solucién débil.
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Apéndice A

La variedad de Nehari es
homeomorfa a la esfera unitaria en

H ()

Definicién A.1 Sea Q C RY abierto. Se define la esfera unitaria en H §(£2)
St .= {ue HyQ) | |lul| =1}.
Teorema A.2 Sea Q C RN abierto. Las variedades Sy N son homeomorfas.

Demostracion: Definimos ¢ : N' — S'dada por

Noétese que esta funcién hace unitario a cada v € Ny esta funcién es continua.
Por otro lado, se construye la funcién h : S — N de la siguiente manera:

Si tomamos u € S* necesitamos t,u € N que satisfaga
[t,ul® = |t,ul, con t, € (0,00)

entonces
ull = 72 [uf?

despejando t,, y recordando que ||ul|* = 1 se tiene que

1

1 p—2
ta={—5] .
jul,

47



48 A. LA VARIEDAD DE NEHARI ES HOMEOMORFA A LA ESFERA UNITARIA EN H{(R)

De lo anterior podemos definir h : S' — A como

1

1 p—2
h(u)::<W> u Y ucS?
P

y al igual que en el caso de la funcién g, h es continua. Ahora sélo hay que demostrar
que las composiciones g o b y ho g son en realidad las funciones identidad en S* y N/
respectivamente.

Sea u € 8, aplicando g o h se tiene que

(goh)(u) = g (ﬁ) v

(hog)u) = h(ﬁ)
_ 1 “L
=P T

pero usando el hecho que ||ul|® = |ul}

(hog)(u) = (M)ﬁ

(et

_1
()
R

= U.

Por lo tanto, la variedad de Nehari y la Esfera Unitaria son homeomorfas en H§(€2).
n
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Un libro abierto es un cerebro que habla; cerrado, un amigo que espera; olvidado, un
alma que perdona; destruido, un corazén que llora.

Proverbio hindu
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