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Capitulo 0

Introduccion

En el campo de la Topologia se le llaman Hiperespacios a familias de subconjuntos de un es-
pacio topolégico (espacio base) con ciertas caracteristicas particulares, a las cuales se les da una
estructura topoldgica a partir de la estructura ya existente en el espacio base. Los principios de
la Teoria de Hiperespacios se remontan a inicios del siglo veinte, en los trabajos de Hausdorff [9]
y Vietoris [16]. La Teorfa de Hiperespacios ha sido ampliamente estudiada a lo largo de el tltimo
siglo y estd profundamemte relacionada con la Teor{a de Continuos.

Dado un espacio topolégico X y n en los naturales, los hiperespacios méas comunmente estudia-
dos son los siguientes:

= 2%¥ = {A C X|A es compacto y no vacio}.
= C(X) ={A € 2X|A es conexo}.
= Cp(X) = {A € 2X|A tiene a lo més n componentes conexas}.

s Fo(X) ={Ac2X||A] <n}.

En el trabajo ”On symmetric products of topological spaces” publicado por Karol Borsuk y
Stanislaw Ulam en 1931 [3] se define por primera vez F,,(X), que se denomina enésimo producto
simétrico de un espacio topoldgico. En un principio se propone a este espacio como un subespacio
de 2% que, para espacios compactos y de dimensién finita, se asemeja bastante a 2% y se espera
que su estudio ayude a entender la estructura de 2¥. Borsuk y Ulam enfocan su trabajo en listar
qué propiedades topoldgicas resultan invariantes bajo el producto simétrico y dejan como preguntas
abiertas muchas de estas propiedades.

El objetivo de esta tesis es estudiar al producto simétrico en relacién con su espacio base, para
esto retomaremos la idea de Borsuk y Ulam y analizaremos que propiedades topoldgicas bésicas
resultan ser invariantes bajo productos simétricos y cémo se puede inferir la estructura del espacio
base a partir de la estructura encontrada en el Producto Simétrico, esto es, qué propiedades hereda
el espacio base de su producto simétrico.

En el grupo de continuos de la UNAM en el Distrito federal tradicionalmente se han estudiado
las propiedades de los productos simétricos de continuos. Sin embargo, el objetivo de esta tesis es
presentar los resultados de la forma mas general posible, por lo que para nuestros espacios base
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utilizararemos espacios topolégicos con la menor cantidad de estructura posible.

En el primer capitulo definiremos formalmente al producto simétrico, se verd cémo darle una
topologia, propiedades bésicas de dicha topologia y las primeras propiedades del producto simétri-
co. Por tultimo, se daran ejemplos de productos simétricos junto con sus modelos graficos.

En el segundo capitulo definiremos una funcién que nos ayudara a relacionar al producto to-
poldgico con el producto simétrico, veremos las propiedades de esta funcién para después pasar
a ver algunas propiedades estructurales dentro de F,(X). En la tltima seccién de este capitulo
veremos c6mo el producto simétrico de un espacio métrico resulta ser métrico.

El tercer capitulo estd completamente dedicado a los axiomas de separacién, se vera cudles re-
sultan ser invariantes bajo el producto simétrico y si es que estos se heredan del producto simétrico
al espacio base.

En el cuarto capitulo analizaremos las propiedades de conexidad, conexidad local, compacidad,
compacidad local, los axiomas de numerabilidad, separabilidad y la propiedad de Lindelof.

Finalmente, en el quinto capitulo se vera cémo se relaciona la dimensién del espacio base con la
dimensién del producto simétrico. También se veran la contractibilidad, contractibilidad local y se
verd para qué tipo de espacios se preserva la propiedad de ser un retracto absoluto bajo productos
simétricos.

Este trabajo se realizé teniendo en mente a lectores que hayan completado los dos primeros
cursos de Topologia ofrecidos en la Facultad de Ciencias de la UNAM, por lo que se espera que el
lector este familiarizado con los resultados a los que se hace referencia.

0.1. Notacion

A lo largo de este trabajo se utilizara la siguiente notacién:

Sean X un espacio topolégico, A, B C X y f y g funciones.
= IN denota al conjunto de los nimeros naturales.
= () denota al conjunto de los niimeros racionales.

= R denota al conjunto de los ntimeros reales.

|A| denota a la cardinalidad de A.

» ©(A) denota al conjunto potencia de A.
» A—B={ac Ala¢ B}.

n A" =Ax ... xA

n veces

= A denota a la cerradura de A en X.

» Ap denota a la cerradura de A en B.
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» int(A) denota al interior de A en X.

)
nt(A)p denota al interior de A en B.
) denota a la frontera de A en X.

1
» Fr(A
Fr(A)p denota a la frontera de A en B.
» Img(f) denota al conjunto imagen de la funcién f.

» f|4 denota a la funcién f restringida a A.

= f o g denota la composicién de las funciones f y g.
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Capitulo 1

Definiciones y propiedades basicas

En la primera parte de este capitulo se presenta la definiciéon de producto simétrico, en la se-
gunda seccién se vera cémo darle una topologia a este espacio.

En la seccién 1.3 se daran algunas propiedades importantes de dicha topologia. También se
verd cémo se relacionan los productos simétricos de espacios homeomorfos.

Por tdltimo, en la seccién 1.4 se veran algunos ejemplos de productos simétricos junto con sus
respectivos modelos geométricos, en especial veremos los primeros tres productos simétricos del
intervalo [0, 1] y se presentard un resultado interesante a partir de éstos.

1.1. El enésimo producto simétrico

DEFINICION 1.1.1. Sea X un espacio topolégico. Llamaremos el enésimo producto simétrico
de X al conjunto

Fu(X)={AC X [1<|A|<n} C p(X).

En este caso X es llamado el espacio base del F,,(X).

Es importante hacer las siguientes observaciones:

» F,_1(X) C F,(X) para toda n > 1.

» Si A C B, entonces Fy,(A) C F,,(B).
A partir de ahora, siempre que consideremos un conjunto A € F,(X) tal que A = {ay,...,a,}

con r < n, supondremos que a; # a; si i # j.

1.2. Una topologia para el Producto Simétrico

Al enésimo producto simétrico se le puede asociar una topologia a partir de la topologia existente
en el espacio base mediante los siguiente conjuntos.

7
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DEFINICION 1.2.1. Sean U1, Us, ..., Uy, subconjuntos de X. Llamaremos subconjunto Vietérico
al siguiente conjunto:

<U1,U2, ...,Um> = {A € Fn(X) | AC U U,y ANU; ?é @para toda i € {1,2, ,m}}
n=1

PROPOSICION 1.2.2. Sea X un espacio topolégico y n € IN. Entonces, el conjunto
V= {<U1, Us, ..., Um> | m € Ny Uy, Us,..., Uy, son subconjuntos abiertos de X }
forma una base para una topologia en F,,(X).

Demostracion. Para ver que V es base de una topologia necesitamos comprobar los siguientes
puntos [17, 5.3 p. 38]:

1. Para toda A € F,,(X), existe U € V tal que A € U.

2. Dados <V1,V2,...,Vm>, <U1,...,Ul> eVyPe <V1,V2,...,Vm> N <U1,...,Ul>, entonces existe
(W, ..., Wi) € V tal que p € (W, .., Wi) y (Wi, ... Wi) € (V1,Va, ..., Vi) N (U1, ..., Up).

La demostracién del primer punto es bastante sencilla, basta notar que si A € F,(X), entonces
Ae(X).

Para demostrar el segundo punto basta con probar que dados <U1, - Ul>, <V1, . Vm> €V se
!
tiene que <U1, ...,Ul>ﬂ<V1, ...,Vm> = <U1ﬂV,...,UlﬂV, VinU, ...,VmﬂU> €V,donde U= U;
i=1

yV=UV
j=1
Sean <V1, Vo, .., Vm>, <U1, e Ul> € V. Primero probaremos que se da la siguiente contencion,
(Ur, ..Uy N (Vi,..., Vi) (UL NV,..,UNV,ViNU,...,Vy, NU).

l m
Sea K € (Uy,...,U;) N {Vi,...,Vin). Veamos primero que K C (J (U; nV)) U (U (V; N D)).
i=1 j=1
Como tenemos que K € <U1, ey Ul> y K € <V1, ...,Vm>, por definicién de subconjunto Vietdérico
sabemos que K CU y K CV, esto implica que K CUNV.

l m l m
Por otra parte, notemos que |J (U; NV)u Y (V;NnU) =(Vn U U)uUnUYV) =
i=1 j=1 i=1 j=1
l m
(VnU)u(UnV)=UNV. De esto se sigue que K C (J (U;nV))u (U (V;nU)).
i=1 j=1

Veamos ahora que, para toda i € {1,...,1}, se tiene que K N (U; NV) # (. Dada i € {1,...,1},
por la definicién de Vietérico se cumple que K NU; # (). Como K C V, tenemos que ) # K NU; =
(KNV)NnU; =Kn({U;NnV).

Bajo un razonamiento andlogo al anterior se concluye que, para toda j € {1,...,m}, se cumple
que KN (V;NU) # 0. Por lo que K € <U1ﬂV,U2ﬂV,...,UlﬁV,V1 ﬁU,VgﬂU,...,VmﬁU>.

Ahora veamos que <U1 NnNV,..unvvnnu,..V,nN U> - <U1,...,Ul> N <V1,...,Vm>. Sea
K e <U1 NV,U,NV,...UunV,\inUVonU,..,V, N U>. Probemos primero que se cumple que
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l m
KCcUUyKc UV
i=1 j=1
l m
Por la definicién de Vietérico sabemos que K C (J (U;nV))u (U (V;nU)) =UnNV, por lo
i=1 j=1

l m
tanto K C JU; y KC V.
i=1 j=1
Por otra parte, sabemos que, para toda i € {1,...,1}, 0 # KNU;NV C KNU; # (. Por lo tanto,
para toda i € {1,...,1}, tenemos que K NU; # (. Similarmente, para toda j € {1,...,m}, tenemos
que K NVj # (. De esto se sigue que K € <U1, v Ul> N <Vi, v Vm>. Con esto concluimos la prueba
de que <U1, ey Ul> N <V1, ey Vm> = <U1 NnNv,...,unv,vinu, ..V, N U>

De este modo hemos probado que V es base para una topologia en F,,(X).
O

A la topologia generada por V se le conoce como la topologia de Vietoris y la denotaremos
como 7y . A los elementos de V se les llama Vietéricos bésicos.

1.3. Algunas propiedades de la topologia de Vietoris y una pro-
piedad del Producto Simétrico

A continuacién veremos algunas propiedades importantes de la topologia de Vietoris que nos
seran ttiles a lo largo de este trabajo.

LEMA 1.3.1. Sean X un espacio topologico, n € IN y A un subconjunto cerrado de X. Entonces,
1. A~ ={K € F,(X)|[KNA#0} es un subconjunto cerrado en F,,(X).
2. AT ={K € F,(X)|K C A} es un subconjunto cerrado en F,,(X).

Demostracion. Empecemos con la prueba de 1, para ello veamos que F,,(X)— A~ es un subconjunto
abierto en X. Sea C € F,,(X) — A~. Esto implica que CN A = (), por lo que C C X — A. Ademés,
X — A es un subconjunto abierto de X. Entonces, C' € <X — A> el cual es un subconjunto abierto
en F,(X).

Notemos que <X — A> C F(X)—A",yaquesi B¢ <X — A> se tiene que B C X — A. Esto
implica que BN A = (), por lo cual se tiene que B ¢ A~. Por lo tanto F,(X) — A~ es un sub-
conjunto abierto en F,,(X) y, en consecuencia, se tiene que A~ es un subconjunto cerrado en F,,(X).

Probemos ahora el inciso 2, para ello veamos que Fy,(X) — AT es un subconjunto abierto en X.
Sea C € F,(X)— A". Tenemos que C € A , por lo que existe ¢ € C tal que ¢ € X — A. Como A es
un subconjunto cerrado en X, tenemos que X — A es un subconjunto abierto en X. Notemos que
Ce(X,X-A).

Por otra parte, tenemos que <X,X — A> C F(X)— AT yaquesi B € <X,X - A>, entonces
BN (X — A) # 0. Esto implica que existe un b € B, tal que b € X — A por lo cual B € Ay, en
consecuencia, B ¢ AT. De esta forma se concluye que F,(X) — A" es un subconjunto abierto en

F,,(X). Por lo cual tenemos que A" es un subconjunto cerrado en F,(X).
O
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PROPOSICION 1.3.2. Sean X un espacio topoldgico y n € N. Si k < ny Vi, ..., Vj son sub-
conjuntos abiertos de X tales que V; N'V; = 0 si i # j, entonces se cumple que <V1, Vo, ..., Vk> =

(V1,Va, ..., Vi) en Fp(X).

Demostracion. Veamos primero que <V1,V2,.. Vk> - <Vl, Va, ..., Vk> Debido a que se cumple
<V1,...,Vk> C <V1,.. Vk> solamente es necesario comprobar que <V1,V2,.. Vk> es un subcon-
junto cerrado en F,(X) [4, 4.5, p. 70].

Sea A ={ay,...,a,} € Fp(X) — <Vl, Va, ,7@ Entonces, por la definicién de Vietdrico, el que

k
A¢ <71,72, ,W> se debe a dos posibles razones: A ¢ U Vio AOVJ- = () para alguna j € {1, ..., k}.
i=1

k
» Caso 1. A ¢ UVZ

i=1
Este caso implica que existe un a; € A, tal que a; ¢ U V;. Dadai € {1,...,k}, como V; es un

subconjunto cerrado de X, tenemos que existe U; subconJunto abierto en X tal que a; € U;
yU;, C X -V,

k k
Definimos U = () U;. Notemos que U C X — |J V; y que U es un subconjunto abierto en X
i=1 1=1
puesto que es interseccidn finita de abiertos [4, 1.1(2), p. 62].

Consideremos al Vietérico béasico <X U >, se tiene que A € <X U > puesto que A € X UU,
ANX #0y AnU #0.

Veamos que <X U> CF,(X) - <v1,72,.. Vk> Sea B € <X U> Como BNU # 0, tenemos
que existe b € B, tal que b ¢ U C X — U V;, por lo cual B ¢ U V;, esto implica que

B¢ <V1, Va, ... Vk> De esto se concluye que <X U> es un subconjunto ablerto en F,(X), tal
que A € <X U> CF,(X)— <V1,...,V >

» Caso 2. ANV, =) para alguna i € {1,2,...,m}.

Esto implica que A C X — Vj, ademds, se tiene que este tltimo es un subconjunto abierto en
X puesto que V; es un subconjunto cerrado en X. Consideremos al Vietérico bésico <X — V;>,
notemos que A € <X — Vz>

Veamos que <X —Vl> C Fo(X)— <71,72, ,W) Sea B € <X —VZ> Entonces, B C X — Vj,
por lo cual BNV; = (), por lo tanto tenemos que B ¢ <71, Va, ,W> De esta forma he-
mos probado que <X - V¢> es un subconjunto abierto en Fj,(X), tal que A € <X — Vi> -
Fo(X) = (V1,..., V).
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De los puntos anteriores se concluye que <71, Va, ,7@ es un subconjunto cerrado en F,,(X) y
.de esta forma, se tiene que (Vi,..., Vi) C (W4, V3, ..., Vi).

Veamos ahora que <71,,7;€> C <V1,...,Vk>. Sean A = {aj,...,q;} € F,(X) tal que
A€ <71, ,W) yW = <W1, ...,WT> un subconjunto Vietdrico bésico de F,(X) tal que A € W.

Para ver que A € <V1, o Vk>, basta mostrar que <W1, ...,WT> N <V1, - Vk> # 0 [4, 4.3, p. 69].

Como por hipétesis tenemos que vaj = () si i # j, entonces, para cada t € {1,...,1}, se cum-
ple que existe una tnica j € {1,...,k} tal que a; € ?j A partir de este hecho definimos la funcién
f=A1..,1} — {1,...,k} como f(t) es el tinico punto en {1,...,k} que cumple que a; € %
Veamos que f es suprayectiva. Sea j € {1,...,k}. Como A € <71, Va, ...,W>, tenemos que Aﬂvj + 0,
por lo cual existe ¢t € {1,...,1}, tal que a; € V}, esto implica que f(t) = j.

Definimos Wt = N{W;|a; € W;}. Dada t € {1, ...,1}, se cumple que a; € W' n Vi), por lo cual
existe p; € X, tal que p; € Wi N Viw-

Definimos P = {pi,...,p;}. Notemos que | < n puesto que A € F,(X); esto implica que
P € F,(X). Veamos que se cumple que P € <V1, - Vk> N <W1, - WT>.

k
Empecemos por comprobar que P € <V1, . Vk>. Por construccién de P tenemos que P C |J V;.
i=1

Ahora probaremos que para toda i € {1,...,k} se cumple que PNV; # 0. Sea i € {1,...,k}.
Como f es suprayectiva, se tiene que existe t € {1,...,1} tal que f(t) =i, por lo cual a; € V;, y de
esto se obtiene que p; € V;. Por lo tanto P € <V1, e Vk>.

Comprobemos ahora que P € <W1, vy WT>. De la construccién de P también se obtiene que
T
P C |J W;. Veamos que, para toda i € {1,...,r}, se tiene que PNW; # (). Sea i € {1, ...,r}. Como
1=1

A e <W1,...,WT>, tenemos que A N W; # (),entonces existe ¢t € {1,...,1}, tal que a; € W;. Esto
implica que W' C W;, por lo cual p; € W;. De esto se infiere que P € <W1, e WT>.

De lo anterior se concluye que P € <V1, ...,Vk> N <W1, ...,WT>. Asi hemos demostrado que
Ac€ <V1, e Vk>, lo que implica que <71, ,W} - <V1, ...,Vk>. Con esto se concluye que se cumple

la igualdad <71, ,W> = <V1, ...,Vk>.
O

LEMA 1.3.3. Sean X un espacio topoldgico de Hausdorff, n € IN, i un subconjunto abierto de
Fo.(X)y A={ai,...,a,} € F,(X) donde 1 <r <nya;#a;sii#j. Si A€U,entonces existe un
Vietérico bésico V = <V1,V2, ,V}> en Fr,(X) talque Ae V, YV CU, V;NV; =0sii#jy, para
toda i € {1,2,...,r}, se tiene que a; € V.

Demostracion. Por hipétesis tenemos que dados a;,a; € A con i # j se tiene que a; # a;. Esto
implica, dado que X es un espacio de Hausdorff, que existen W} y VVJ’ subconjuntos abiertos de X

tales que a; € WZJ , a; € Wj’ y, ademds, se cumple que VVZ-j N W; # 0.

Definimos a W; = VVij .
JFi
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Notemos que, para toda i € {1,...,7}, se tiene que a; € W; y a; ¢ W; si i # j; de hecho tenemos
que W; N W; = 0 si ¢ # j puesto que si existiera z € W; N W, entonces tendriamos que x € WZJ y
T € I/V]"?7 lo cual es una contradicciéon. Por otra parte, como W; estd definido como una interseccién
finita de subconjuntos abiertos de X, se tiene que W; es un subconjunto abierto en X para toda
ie{l,..,r}[4, 1.1(2), p. 62].

Como U es un subconjunto abierto de F,,(X) se tiene que existe U* = <U1, - Um> un Vietérico
bésico en F,(X) tal que A € U* C U.

Definamos entonces al conjunto V; = W; N ((\{Uk|a; € Uy }). Hagamos las siguientes observacio-
nes:

1. El conjunto V; es abierto en X puesto que es interseccién finita de subconjuntos abiertos de
X [4, 1.1, p. 62].

2. Para toda ¢ € {1,...,7} se tiene que a; € V; ya que, por definicién, tenemos que a; € W; vy,
por la definicién de Vietérico, tenemos que existe j € {1,...,m} tal que a; € Uj.
T
3. Se cumple que A C J V;. Esto debido a que, para toda i € {1,...,7}, se tiene que a; € V.
i=1
4. Se tiene que V; NV; = 0 si i # j. Si existiera z € V; NV} esto implicaria que x € W; N W, lo
cual es una contradiccion.

T m
5. Se da la contencién |J V; C Uj. Esto es claro al notar que, para toda ¢ € {1,...,7}, se tiene
i=1 j=1

m

que V; € |J Uj puesto que se cumple V; C U; para alguna j € {1,...,m}, por como definimos
j=1

a V; (recordemos que por definiciéon de Vietérico a; € U; para al menos una j € {1,...,m}).

Definimos al conjunto V como el Vietérico denotado por <V1, e V}>. De la Observacién 3 y la
definicién de V; se concluye que A € V.

Veamos que V C U. Sea B € V. Por la definicién de los conjuntos Vietdricos tenemos que
T m
B C |J V; de lo cual se puede concluir, junto con Observacién 5, que B € |J Uj.
i=1 j=1
Por otra parte comprobemos que para toda i € {1,...,m} se cumple que B NU; # (). Sabemos
que hay al menos una j € {1,...,r} tal que V; C U; dado que existe al menos una a; € U;. Como
BNV, # (), entonces existe z € B tal que z € U;. Por lo tanto V C U* y esto implica que V C U.
O

TEOREMA 1.3.4. Seann € N y X, Y espacios topoldgicos tales que X es homeomorfo a Y.
Entonces F,,(X) es homeomorfo a F,(Y).

Demostracion. Como X es homeomorfo a Y, entonces existe una funciéon h : X — Y con h con-
tinua, biyectiva y de inversa continua.

Definimos H : F,(X) — F,(Y) dada por H(A) = h[A] donde h[A] = {h(z) € Y|z € A}
Como h es una funcién biyectiva tenemos que |h[A]| = |A] [1, p. 61], entonces 1 < |h[A]| < n por
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lo que H(A) € F,(Y) por lo cual tenemos que H esta bien definida.
Veamos que H es un homeomorfismo.

= H es suprayectiva.
Sea K = {k1,....kn} € F,,(Y). Como h es suprayectiva tenemos que para cada i € {1,...,m}
existe p; € X tal que h(p;) = k;. Definimos P = {p1, ..., pm }. Tenemos que H(P) = K, por lo
tanto H es suprayectiva.

= H es inyectiva.
Sean A, B € F,,(X) tales que H(A) = H(B) esto implica que h[A] = h[B]. Como h es biyec-
tiva, tenemos que A = h™1[h[A]] = h~1[h[B]] = B

= H es continua.
Basta probar que dado <W1, e T/Vl> un Vietérico bésico en F,(Y'), se tiene que H*1(<W1, - VVl>) =
(h=1Wh], ..., k= W)]) [4, 8.1, p. 79].

Veamos primero que H ' ((W1, ..., W;)) C (b [W1], ...,k [W1]). Sea A € HH((Wr, ..., W})).
l

Esto implica que h[A] € <W1,...,VVZ>, por lo que se tiene que H(A) C J W;. Por lo
i=1

1=

! !
cual tenemos que A = H'(H(A)) € H'(UW;) = h'[ U W;], donde tenemos que
i=1 i=1

l l l l
A=t U Wi] = U A W] ya que h es funcién. Por lo cual A C |J 71 [Wy] = U H-H(W;).
i=1 i=1 i=1 =1

Veamos que para toda i € {1,...,1} se cumple que A NA~HW;] # 0. Sea i € {1,...,1}. Como
H(A) € (W, ...,W}), tenemos que que H(A) N W; # 0. Por lo tanto existe a € H(A) tal que
a € W;, entonces h='(a) € h™1[W;] y, puesto que h~'(a) € A, tenemos que AN H~1(W;) # .
De esta forma se obtiene que A € (R [W1],..., H 1 [W}]).

Ahora veamos que <h*1[W1], ey hil[VVl]> - H*1(<W1, ,I/Vl>)

Sea K € <h*1[W1],...,h*1[VVl]>. Basta probar que H(K) € <W1,...,VVZ>. Por definicién
! ! !
de Vietérico tenemos que K C |J h~ W] = h_l[ U WZ] = H_l( U Wi), por lo que
i=1 i=1 i=1

i=1

Por otra parte tenemos que, dada i € {1,...,1}, se cumple que K Nh~L[W;] # (), por lo tanto
existe k € K tal que k € h™1[W;] = H~1(W;). Esto implica que h(k) € W; y en consecuencia
tenemos que, para toda i € {1,...,1}, se cumple que H(K) N W; # (. Asi concluimos que
H(K) e (Wy,..,W).

Por lo tanto tenemos que H ' ((Wy,..., W) = (H-Y(W1), ..., H-H(W))).
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= H~ ! es continua.

De igual forma que con la continuidad en H para probar este punto basta observar que, dado
<U1, ceey Um> Vietérico bésico en F,(X), se tiene que H(<U1, veey Um>) = <h[U1], ...,h[Um]>.

Veamos primero que H((Uy,...,Up)) C (h[U1],..., H[Uy]). Sea A € H({Ui,...,Un)). Esto
implica que H™*(A) € (Uy,...,Un), por lo cual tenemos que H *(4) C |J U;, de esto se
=1

1=
m m

tiene que A = H(H'(4)) C H( 'ml Ui) =h[ U U] = U R[Ui).

= i=1 i=1

Por otra parte, como H~!(A) € <U1, ceey Um>, tenemos que dada i € {1,..,m}, se cumple que
H=1(A)NU; # 0. Por lo que existe a € H!(A) tal que a € U;, por lo cual h(A) € H(U;) =
h[U;). De esta forma tenemos que AN h[U;] # 0, por lo tanto A € (H(Uy), ..., H(Uy,))

Veamos ahora que (h[Ui), ..., h[Un]) € H((Un, ...,Up)). Sea A € (h[Ui], ..., h[Un]). Basta con
m m

demostrar que H'(A) € (Uy, ..., m). Por definicién tenemos que A C |J h[U;] = k| U U;] =
i=1 i=1

H( U U;) por lo cual tenemos que H'(A) C |J U;.
i=1 =1

Por otro lado tenemos que, dada i € {1,2,...,m}, se cumple que ANh[U;] # 0, entonces existe
a € A tal que a € h[U;]; en consecuencia se tiene que h~!(a) € U;, de esta forma concluimos
que H™1(A) = h=HA] N U; # 0. Asf hemos demostrado que H~'(A) € (Uy,Us, ..., Up).

Con esto concluimos la prueba de que H((Uy,Us, ...,Up)) = (H(U1), H({U3), ..., H(Uy,)).

Tenemos entonces que H es una funcién biyectiva, continua y de inversa también continua, por
lo cual H es un homeomorfismo entre F,(X) y F,(Y).
O

1.4. Ejemplos de productos simétricos y sus respectivos modelos
graficos.

A continuacién veremos algunos ejemplos de espacios topoldgicos y sus productos simétricos.
Asimismo construiremos modelos geométricos para dichos productos simétricos.

EJEMPLO 1.4.1. F5([0,1]) donde [0,1] C R con la topologia usual.

Tenemos que F5([0,1]) = {{a,b} | a,b € [0,1]}. Consideremos a la funcién f : F»([0,1]) — R?
dada por f({a,b}) — (min{a, b}, max{a,b}).

Veamos que Img(f) = {(u,v) € R?0 < u < v < 1}. Por una parte tenemos que I'mg(f) C
{(u,v) € R|0 < u < v < 1} ya que, para todo {a,b} € F>(R), se cumple la siguiente desigualdad:
0 < min{a, b} < max{a,b} < 1. Por otra parte, se tiene que {(u,v) € R?|0 < u < v < 1} C Img(f),
puesto que, para todo (u,v) € {(u,v) € R%|0 < u < v < 1}, se cumple que {u,v} € Fy([0,1]).
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Notemos que el conjunto {(u,v) € R?|0 < u < v < 1} nos describe un tridngulo con vértices en
(0,0),(0,1) y (1,1) (Figura 1.1).

Probemos que f es biyectiva. Veamos primero que es inyectiva. Sean {a1, b1 }, {az, b2} € F5([0,1])
tales que f({a1,b1}) = f({az,b2}). Esto implica que (min{ay, b1 }, méx{ai, b1 }) = (min{ag, b2}, max{as, b2 }),
por lo cual tenemos que {a1, b1} = {ag,b2}. Por otra parte, se tiene que f es suprayectiva del hecho
de que, para todo (u,v) € Img(f), se cumple que {u,v} € F5([0,1]).

Veamos que f es continua. Sea {a,b} € F5(]0,1]). Supongamos sin pérdida de generalidad que
a < b. Sea U un subconjunto abierto en I'mg(f) tal que (a,b) = f({a,b}) € U. Queremos ver que
existe V subconjunto abierto en F»([0,1]) tal que {a,b} € V' y f[V] C U [17, 7.1, p. 44]. Como
estamos considerando a R? con la topologia usual sabemos que podemos encontrar un conjunto de
la forma V = (a —e,a+¢) x (b—¢e,b+ ¢) tal que (a,b) € V y V C U. Consideremos al abierto
V={_(a—¢e,a+te),(b—c,b+e))en Fp(X).

Notemos que {a, b} € V, si probamos que f[V] C V C U sabremos que f es continua. Sea {c,d} €
V. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < d. Tenemos que {¢,d} € (a—¢,a+e)U(b—e, b+e),
entonces c € (a —e,a+¢)6ce (b—e,b+e).

» Casol.c€ (a—¢,a+¢).

Tenemos que d € (a —ec,a+¢)od € (b—¢e,b+e). Side (b—e,b+ ¢), tenemos que
(c,d) € (a—¢e,a+¢) x (b—e,b+¢)y por lo tanto f({c,d}) e V CU.

Sidé€ (a—e,a+¢), sabemos que {¢,d} N (b—¢e,b+¢) # D, por loque c € (b—e,b+¢) o
d € (b—e,b+¢), en cualquiera de estos casos se tiene que d € (b—e,b+¢) (puesto que ¢ < d).
Por lo tanto (¢,d) € (a —e,a+¢) x (b—¢,b+¢) y, en consecuencia, f({c,d}) € V C U.

» Caso2.c€ (b—e,b+e¢), tenemos que d € (b—e,b+¢) puesto que ¢ < d. Por otra parte, como
{c,d} € V, tenemos que {c,d}N(a—¢e,a+¢) # 0, entonces c € (a—¢,a+¢€) od € (a—e,a+e).
En cualquiera de los casos se tiene que ¢ € (a — €,a + €) (puesto que ¢ < d). Por lo tanto
(¢,d) € (a—e,a+¢e)x (b—e,b+¢)y, en consecuencia, f({c,d}) e V CU.

De esta forma hemos demostrado que f es una funcién continua.

Ahora veamos que f~! también es continua. Sean (a,b) € Img(f) y U = <U1,...,Un> un
Vietérico tal que f~!((a,b)) = {a,b} € U. Definimos A = N{Usla € U;}, B = N{Us|b € U;},
e =min{d(a,u)|lu ¢ A} y 6 = min{d(b,u)|u ¢ B}. Definimos ahora a v = min{e, §} y consideramos
el abierto V' = (a — 3,a+ ) x (b — 3,b+ ), se tiene entonces que (a,b) € V y por lo tanto
f~Y((a,b)) € f~1[V]. Sélo nos falta comprobar que f~1[V] C U.

Sea (c,d) € V. Entonces c€ (a—3,a+3) CAyde (b—3,b+3) C B, por lo que, a partir de

+
las definiciones de A y B, tenemos que {c,d} = f~1((c,d)) C U U; y que, para toda i € {1,...,n},
i=1

se cumple que {c,d} NU; # 0. Por lo tanto f~! es continua.

Entonces, tenemos que tanto f como su inversa son continuas y, ademas, f es biyectiva. Por lo
que f es un homeomorfismo entre Fy([0,1]) y {(u,v) € R2| 0 <u < v < 1}.
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111:0.1:' (1,1)

Fy([0,1])
0.5

-0.54

Figura 1.1: Representacién grafica del hiperespacio F»([0,1])

Una observacién importante es que Fi([0,1]) = {{a}|a € [0,1]} bajo f va a dar a la diagonal del
tridngulo que es una seccién de la identidad.

(0,1 (11

Fy([0,1])
0.5 1
Fy([0,1])

o L0, 0)

-0.5 1

Figura 1.2: F;(]0,1]) en F»([0, 1])

EJEMPLO 1.4.2. F3([0,1]) donde [0,1] C R con la topologia usual.

Este ejemplo fue dado por Borsuk y Ulam en [3], siendo asi uno de los primeros modelos creados
para el producto simétrico.

Veamos primero de forma intuitiva como se podria construir un modelo para este hiperespacio.

Tenemos que F3([0,1]) = {4 C [0,1] | 1 < |A] < 3}, sea A = {a,b,c} € F3([0,1]) y podemos
suponer sin pérdida de generalidad que a < b < ¢ . Fijemos a y ¢, de este modo obtenemos el con-
junto X = {{a,b,c} C[0,1]|a < b < c} . Si ponemos a correr la b, empezariamos y terminariamos
en {a,c} que es un elemento de F5([0,1]). En el Ejemplo 1.4.1 vimos cémo F5([0, 1]) es equivalente
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a un triangulo rectangulo.

Este comportamiento de empezar y terminar en un mismo punto es algo que podemos carac-
terizar como una circunferencia. Entonces tenemos una circunferencia asociada a cada {a,b} €
F5([0,1]), excepto para los unitarios. Podemos visualizar esto como circunferencias ancladas en
F5([0,1]) donde las circunferencias van disminuyendo su didmetro al acercarse a la hipotenusa que
es donde se encuentran los conjuntos con un solo elemento.

Por lo cual nuestro modelo seria el sélido de revolucion resultante al rotar el tridngulo que es el
modelo de F5([0,1]) usando como eje de rotacién su hipotenusa.

Estas ideas se pueden formalizar de la siguiente manera. Recordemos que sin pérdida de gene-
ralidad podemos describir a F3([0, 1]) de la siguiente manera: F3([0,1]) = {{a,b,c} C[0,1]|0 < a <
b<c<1}.

Definimos a la funcién f : F3([0,1]) — R? dada por f(a,b,c) = (&(a,b,c),n(a,b,c),((a,b,c)),
donde

(c—a)sen (2%%) sic>a
0 sic=a
(c — a)cos (27Ta:

0 sic=a

&(a,b,c) = {

sic>a

‘c-
olo
~

n(a,b,c) = {

((a,b,c) =a

Esta funcién describe un cono en R? con vértice en (0,0, 1) y como base tiene a la circunferencia
unitaria centrada en el origen en el plano XY. Denotaremos con la letra C' a este cono.

-10 -0.5 o0 0.5 Ll

Figura 1.3: Gréfica de f

Notemos que f es una funcién continua puesto que es continua entrada a entrada [15, 4.10(a),
p. 94].

Veamos primero que f es inyectiva. Sean {a,b,c}, {z,y,z} € F3([0,1]) y {a,b,c} # {z,y,z}.
Sin pérdida de generalidad supongamos que a < b < cy z <y < z, tenemos varios casos:
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Caso 1. {a,b,c} N{x,y,z} = 0.
Entonces, a # x por lo que (({a, b, c}) # (({x,y, z}) de tal forma que f({a,b,c}) # f({z,y, z}).

Caso 2. {a,b,c} N{x,y,z} # 0.

Subcaso 2.1 | {a,b,c} N{z,y, 2} |= 2.
Si a # m.entonces tenemos que (({a,b,c}) # (({z,y,2}) y de aqui obtenemos que

f(a,b,c}) # f({z,y,2}).

Si a = x, entonces tenemos 4 posibilidades para los demds elementos:
eb=yyc#z
eb=zyc#y
ec=yyb#z
ec=zyb#y
en cualquiera de estos casos se tiene que £({a, b, c}) # £({z,y, z}), por lo cual se cumple

f(a,b,c}) # f({z,y,2}).

Subcaso 2.2 | {a,b,c} N{z,y, 2} |= 1.
St a # x, entonces (({a, b, c}) # (({z,y, 2}) por lo que f({a,b,c}) # f({z,y, 2}).

Si a =z, tenemos que b # y, b # z, c #y y ¢ # z por lo cual {({a,b,c}) # £({z,y, z})
entonces f({a,b,c}) # f({z,y,z}).

Pudiendo concluir asi finalmente que f es inyectiva.

Veamos ahora que f es suprayectiva. Sea (x,y, z) € C' = Img(f). Buscamos {a, b, c} € F3([0,1])
tal que f({a,b,c}) = (x,y, z). Notemos que para esto es necesario que se cumpla que z = a. Ahora
bien, tenemos dos posibles casos:

Caso 1.  # 0 o y # 0. Medimos la distancia del punto (z,y, z) al eje Z, esto es /22 + y? , tenemos

entonces que \/x2 +y2 =c—a porlo que c = a — /22 + %2 = z — /22 + 2.

Siy # 0, tenemos que y = (¢ —a)cos (QTFE) de aqui se observa que - = cos <27TH>, por

a—c a—c

_ —1 Yy
lo que cos™! (ﬁ) = 2#%. De aqui de obtiene que b = % + ¢. De esta forma
tenemos que f({a,b,c}) = (z,y, 2).
. b—c (a—c)sen’l( z )
Six # 0, tenemos que x = (c—a)sen (277;), de donde se observa que b = ot

De esta forma tenemos que f({a,b,c}) = (z,vy, 2).

Caso 2. Si x = 0, entonces, por las definiciones de £ y 7, tenemos que y = 0 (Notemos que y = 0 de
igual forma implica que x = 0).

Tenemos que z = a , como x = 0 y y = 0, entonces a = c¢. Por lo cual tendriamos que
b= a = ¢, ya que se debe de cumplir que a < b < ¢. De aqui se tiene que f({a}) = (x,y, 2)
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De los Casos 1 y 2 podemos concluir que f es suprayectiva.

Ahora bien, mas adelante en la tesis veremos como la compacidad se preserva bajo productos
simétricos en el Teorema 4.2.2, entonces tenemos que F3([0,1]) es compacto puesto que [0, 1] es
compacto. Por otra parte, tenemos que Img(f) es Hausdorff puesto que es un subespacio de un
espacio de Hausdorff [17, 13.8(a), p. 87]. Entonces, como f es una funcién continua y biyectiva de
un espacio compacto a un espacio de Hausdorff, tenemos que f es un homeomorfismo [4, 2.1, p. 226].

Es importante destacar que en este modelo los unitarios resultan ser todos los puntos sobre el
eje 7.

Al leer los Ejemplos 1.4.1 y 1.4.2 cabria suponer que Fy([0,1]) deberia de poder encajarse en
R* de una manera similar, sin embargo esto no puede hacerse. De hecho para n > 4 se tiene que
F,(]0,1]) no es encajable en R". Veremos el caso para n = 4, pero antes necesitamos conocer el
siguiente resultado.

TEOREMA 1.4.3 (de la Invarianza del Dominio). Sean € IN y consideremos a R con la topologia
usual. Si U es un subconjunto abierto en R", entonces, para cualquier encaje h : U — R", la
imagen h(U) debe de ser un subconjunto abierto en R™.

No probaremos este Teorema puesto que sale de los intereses de esta tesis, la demostracién se
puede consultar en [8, 2B.3 p. 172].

PROPOSICION 1.4.4. F4([0,1]) no se puede encajar en R*

Demostracion. Consideremos al conjunto J = [—1,
lo que tenemos que Fy(J) es homeomorfo a Fy([0, 1]
que Fy(J) no es encajable en R*.

], sabemos que J es homeomorfo a [0,1] por
al aplicar el Teorema 1.3.4. Veamos entonces

1
)
Supongamos que Fy(.J) es encajable en R*. Entonces, existe h : Fy(J) — R* una funcién con-
tinua, inyectiva y suprayectiva en su imagen.
Sea Q = {{z,y,z,m1} € Fy(J)0 <z <y<z<1l,y=zsiyslosizx =y =zy|z; —I—i\ < %}
Definimos ¢ : Q@ — R* dada por ¢({z,y,z,21}) = (€({z, v, 2}), n({z,y, 2}), C({z,y, 2}), 21 + )

donde &,7,( son las mismas funciones utilizadas en el Ejemplo 1.4.2 y que estan definidas de la
siguiente manera:

Eaoy.z) = (z — x)sen <2ﬂZ:z) siz>x
siz==

0.y, 7). = (z — x)cos (277?;:2) siz>uw
0 siz=u

C(x7 y? Z) =T
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Recordemos que la imagen de la funcién f({z,y, z}) = (€({z,vy,2}),n({z,y,2}),(({z,y,2})) es
el cono C, como se vio en el Ejemplo 1.4.2.

Notemos que la imagen de ¢ es C' X [—%, —%] y esto es homeomorfo a [0, 1]*.

Tenemos entonces que int(Q) en Fy(J) es homeomorfo a int([0,1]4) en [0, 1]%, que es un sub-
conjunto abierto en R*. Como ¢ y h son encajes, tenemos que ¢! oh es un encaje de int([0, 1]*) en
R*. De esto se infiere, por el Teorema de la Invarianza del dominio (Teorema 1.4.3), que h[int(Q)]
es un subconjunto abierto en R*.

Notemos que f({3,%,4}) es un punto interior del cono C'y —% es un punto interior de [—1, —3],
por lo que ¢({%, %, %, —i ) es un punto interior de C' x [—%, —%]. Como ¢ es un encaje, de esto se
tiene que {3,1,1, —1} € int(Q),entonces, h({3, 3,3, —1}) € h(int(Q)).

Consideremos la sucesion {p;}7°, donde p, = {%,—i + 55 %} = {%,%,%, %—i— %,—%}.
Observemos que, para toda k € IN, p, ¢ Q.

Como h es un encaje tenemos que, para toda k € IN, h(pg) € R\h[Q] y ka DE = h({%, %, %, —% ) €
— 00

h[int(Q)], lo cual implica que h[int(Q)] no es abierto en R* [17, 10.5, p. 72]. Esto es una contra-
diccién puesto que tenfamos que h[int(Q)] es abierto en R*.

Por lo que no existe un encaje de F;(.J) en R* y en consecuencia no existe un encaje de F4([0, 1])
en R
O

Este resultado se puede generalizar para F),([0,1]) y R™ de la siguiente forma.

Se considera @ = {{z,y,z, 21,22, ... ¥n—3} € Fu(J)[0 # 2 # y # 2z, y = zsiy s6losiz = y =
2y |z + 5| # % para todai € {1,...,n — 3}}. A partir de este conjunto se define la siguiente fun-
cién ¢ : Q — R" dada por ¢({$, Y, %z, 21, "'7$n73}) = (£{$,y7 Z}v 77{337 Y, Z}7 g{x7y> Z}agiaf% "'7£n73)
donde §; = w1 + ; para toda i € {1,...,n — 3}. El resto de la demostracién es andloga.

Otros ejemplos conocidos son F5(Y'), donde Y es un triodo simple y F5(S7), donde Sp es la
circunferencia unitaria centrada en el origen, ilustrados a continuacién. Si al lector le interesa ver
cémo se construyen estas representaciones geométricas puede consultar el libro Hiperespacios de
Continuos de Alejandro Illanes [11].
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,, V’j

(a) El triodo simple Y (b) Representacién geométrica de Fa(Y)

Figura 1.4: El Segundo producto simétrico de un triodo simple.

-
o

~
/

(a) La Circunferencia Sy (b) La representacién gréfica de F(S1) es

una Banda de Mobius

Figura 1.5: El Segundo producto simétrico de una curva cerrada simple.
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CAPITULO 1. DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS



Capitulo 2

La funcién canodnica y algunas
propiedades del producto simétrico

En la primera parte del capitulo definiremos a la funcién canénica ¢, una funcién importante
entre el enésimo producto topoldgico de un espacio y el enésimo producto simétrico de dicho es-
pacio. Esta funcién es una herramienta muy util para diversas demostraciones y nos permite ver
cémo se relacionan estos dos productos.

En la segunda parte de este capitulo veremos algunas propiedades del Producto Simétrico que
son sumamente utiles para diversas demostraciones y nos hablan de la estructura dentro de este
hiperespacio.

Por 1ltimo veremos cémo en los espacios métricos se le puede dar una métrica al Producto
Simétrico a partir de la métrica existente en el espacio base.

2.1. La funcién canonica

DEFINICION 2.1.1. Sea X un espacio topolégico y n € IN. Llamaremos funcion candnica de
X" en F,(X) a la funcién ¢, : X" — F,(X), dada por ¢, (z1, 22, ..., zn) = {21, T2, ..., Tpn}.

Veamos algunas propiedades importantes de esta funcién.

PROPOSICION 2.1.2. Sea X espacio topoldgico y n € IN. Entonces la funcién canénica de X"
en F,(X) es suprayectiva y continua.

Demostracion. Veamos primero que ¢, es suprayectiva. Sea P = {p1,...,p;} € F,(X). Por defini-
ciéon tenemos que | < n.

Consideremos al punto p = (p1,..,p, 1, --01) € X", esto es, el punto en el que para cada
i € {1,...,1} la iesima coordenada es p; y para ¢ > [ la iesima coordenada es p;. De esta forma

tenemos que @, (p) = P. Por lo tanto, ¢, es suprayectiva.

Comprobemos ahora que ¢y, es continua. Sean & = (x1,...,x,) € X"y <U1, s Um> un Vietérico
béasico en F,(X) tal que ¢, (z1,...x,) = {21, ..., 20} € <U1, e Um>. Queremos encontrar un sub-

23
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conjunto abierto V en X™ tal que € V' 'y ¢n[V] C (Ur, ..., Un).

Para cada ¢ € {1,...,n}, definimos V; = ("{U,|j € {1,...,m}yz; € U;}. Tenemos que z; € V; y
que V; es un subconjunto abierto en X puesto que es una interseccién finita de abiertos [4, 1.1(2),
p. 62]. Definimos V' = Vj x ... X V},. Se cumple que (x1,...,2,,) € V' y, ademds, se tiene que V es un
subconjunto abierto de X™.

Veamos que ¢,[V] = pp[Vi X ... x V] C <U1, ...,Um>. Sea (p1,...,pn) € V. Comprobemos que
on((p1y oy pn)) = {p1, -, Pn} € <U1, ...,Um>. Notemos que dada ¢ € {1,...,n}, tenemos que z; € U;
para alguna j € {1,...,m} puesto que {x1,...,x,} € <U1, ...,Um>, entonces, V; C U;. Como p; € V;,

m
esto implica que p; € U;. De esta forma se tiene que {p1,...,pn} C U Us.
i=1

Ahora bien, dada j € {1,...,m}, tenemos que U;N{z1, ...,z } # 0, por lo cual existe i € {1, ...}
tal que z; € U;. Esto implica que V; C U; y, en consecuencia, tenemos que p; € U;. De esto se
concluye que, para toda j € {1,...,m}, se cumple que U; N {p1,...,pn} # 0, por lo cual tenemos que

{p1,..,pn} € <U1, - Um>. De esta forma hemos demostrado que ,, es una funcién continua.
O

PROPOSICION 2.1.3. Sea X un espacio topolégico. Entonces ¢g : X2 —» F5(X) es abierta.

Demostracion. Sea U = Uy x Us un subconjunto bésico en X?2. Veamos que po[U] = <U1, U2>.

Primero comprobemos que <U1,U2> C p2[U]. Sea A € F»(X) tal que A € <U1,U2>. Tenemos
por definicién que [A] <2y ANU; #0 # ANUs.

Si |A| =1, entonces A = {z} para algin x € X. Esto implica que x € Uy y x € Uy , por lo que
(z,2) € Uy x Uz y pa(z,x) = A, de aqui se tiene que A € @o[U].

Si |A] = 2, entonces A = {x1,x2} con 1,29 € X y x1 # x2. Por definicién de Vietérico
tenemos que A C U; U Us. Supongamos sin pérdida de generalidad que x1 € Uy. Hay dos opcio-
nes o € U en cuyo caso tenemos que (z1,z2) € Uy X Uy y @o(x1,22) = A 0 29 € Uy — Uz en
cuyo caso x1 € Uy y, entonces, (2, x1) € Uy xUs y @a(x2,21) = A. De aqui se infiere que A € ¢y[U].

Veamos que @2[U] C (Up,Us). Sea A € ¢o[U]. Entonces, existe (z,y) € U tal que
wo(x,y) = {z,y} = Acon z € Uy y y € Us, esto implica que A € <U1,U2>. De lo que pode-
mos concluir que po[U] = <U1, U2>.

[

A partir de la demostracién anterior uno podria pensar que ¢, deberia de ser una funcién
abierta para n > 2, pero eso no pasa. Esto queda claro mediante el siguiente contraejemplo:

Consideremos X = [0,1] y n = 3. Sean Uy = Uy = (3,1), Us = [0,3) y U = Uy x Uz x Us.
Tenemos que U es un subconjunto abierto en [0,1]* y (1,1,0) € U Notemos que {0,1} € p3(U).

Supongamos que 3[U] es abierto en F3([0,1]). Esto implica que @3 ¢3[U] es un subconjun-
to abierto de [0,1]%, puesto que 3 es continua (hecho que Vimos en la Proposicién 2.1.2). Como
(0,0,1) € goglgog(U) puedo encontrar un punto (z,y,2) € pg gog(U) muy cercano al (0,0,1) que
cumpla que z # y, 0 < x < 3, 0<y< 3, y 3 < z < 1. Por otra parte como (z,y,z) € goglgpg[U],
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se tiene que que ¢3(x,y, z) = p3(a, b, c) para algun (a,b,c) € U.

Entonces, {z,y, 2z} = {a,b,c} con % <a,b<ly0<c< % , por lo que se tendria que cumplir
que z = y = ¢ (por como construimos a (z,y, z) no puede ser que x o y sean iguales a a o b), lo
cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢3 no es una funcién abierta.

La pregunta natural que surge a partir de esto es jla funcién candnica es cerrada para toda n?
La respuesta a esta pregunta fue dada por Ganea [7] y es afirmativa para espacios de Hausdorff.
Para poder demostrarlo antes necesitamos el siguiente lema.

LEMA 2.1.4. Sea X un espacio topoldogico y x € X. Si B es una base local de x y ¢ : B —
{1,...,7} es una funcién, entonces existe k € {1,...,7} tal que ¥~ !(k) es una base local de z.

Demostracion. Dada [ € {1,...,7}, definimos B; = ¢»~!(I). Haremos nuestra demostracién por con-
tradiccion, supongamos que para todal € {1,2,...,7} B; no es una base local de z, esto es, para cada
l € {1,2,...,7}, existe un abierto V; en X tal que x € N; y, para toda V' € By, se cumple que V' ¢ N;.

T
Definimos N = m N;. Notemos que x € N puesto que, para toda i € {1,...,7}, se tiene que
i=1

x € N;.

Ahora bien, como B es una base local, tenemos que existe V' € B subconjunto abierto en X, tal
que z € V y V C N. Esto implica que, para toda i € {1,2,..., }, se tiene que V C N;.

Por otra parte V' € By para alguna k € {1,...,7} y V C Ny, lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto existe k € {1,2,...,r} tal que ¥y ~!(k) es base local de .
]

Este lema nos dice que si tenemos una base local para un punto x y a los elementos de esta
base les asociamos una cantidad finita de indices, entonces va a existir un indice tal que todos los
elementos marcados con él serdn a su vez una base local para el punto x.

PROPOSICION 2.1.5. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y n € IN. Entonces la funcién
canénica @, : X" — F,(X) es cerrada.

Demostracion. Sea A un subconjunto cerrado de X". Veamos que ¢p,[A] = ¢,[A], para ello s6lo
necesitamos probar que p,[A] C ¢, [A].

Sea P ={p1,...,pr} € pn[A]. Queremos ver que P € @, [A], para esto necesitamos encontrar un
p € A tal que ¢, (p) = P. El problema recae entonces en encontrar la forma correcta de acomodar
los r elementos de P en n coordenadas de tal manera que pueda asegurar que p € A. Esto se logra
bajo el siguiente proceso:

Como X es Hausdorff, tenemos que existen W7, ..., W,. subconjuntos abiertos de X tales que
pi €« Wiy WiNW; =0sii#j. Sea W= <W1, ey Wr>. Tenemos que W es un subconjunto abierto
en Fr,(X)y PeW.
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Definimos B = {V C F,(X)|P € V, V C W y V es un subconjunto abierto en F,(X)}. Se
tiene entonces que B es una base local para P en F,(X).

Notemos que para cada V € B, se tiene que P € V N ¢, [A] por lo cual V N @, [A] # 0 [4, 4.3,
p. 69]. Esto implica que existe Qy € p,[A] NV, entonces Qy = ¢,(Gy) para algun gy € X", sin
pérdida de generalidad supongamos que gy = (¢}, ..., ). Estos Qy son puntos “cercanos” a P en
F,,(X) puesto que todos se encuentran dentro de los elementos de la base local B. Observemos que
ya sabemos cémo acomodar sus elementos en n coordenadas de tal forma que el punto gy (formado
con los elementos de Qy) quede dentro de A, a partir de esto podremos saber cémo acomodar los
elementos de P para obtener el p € A que buscamos.

s

Notemos que Qy € V C W, por lo que Qy C |J Wg. Ademds, como W; N W, = () si i # [,
k=1

tenemos que para cada V € By 1 < i < n queda determinado un tnico indice k(i,)) tal que

1< k(i,V) <1y q € Wi

Definimos la funcién ¢; : B — {1, ...,7} como ¥1 (V) = k(1, V). Por el Lema 2.1.4, tenemos que
existe B; C B base local de Py k1 € {1,...,r} tales que, para toda U € By, se tiene que Y (U) = k.

Definimos ahora la funcién ¢y : By — {1,...,7} como 2(V) = k(2,V). Por el Lema 2.1.4,
tenemos que existe By C By base local de Py ks € {1,...,r} tales que, para toda U € Bo, se tiene

que Y(U) = ka.

Siguiendo este razonamiento, definimos la funcién v; : B,_; — {1, ...,7} como ¥;(V) = k(i, V).
Por el Lema 2.1.4, tenemos que existe B; C B;_1 base local de P y k; € {1,...,7} tales que, para
toda U € B;, se tiene que Y(U) = k;.

De esta forma tenemos que B,, C B es una base local de P tal que para toda U € IB,, y para su
respectivo gy = (¢, ..., &), se tiene que ¢ € Wy, para toda i € {1,...,n}.

Si se cumple que {1,...,r} = {ki1,..., kn}, tendriamos una forma de acomodar los r elementos
de P en n coordenadas. Veamos primero que {1,...,7} C {ki,...,kp}. Sean l € {1,...,7} y M € B,,.
Tenemos que Qrq € M C W. Por lo cual Qaq € W, esto implica que Qg N W, # (). Entonces,
existe j € {1,...,n}, tal que q]M € Qar N W;. Por la construccion anterior sabemos que q]M € Wy,
en consecuencia se tiene que [ = k;. De esta forma tenemos que {1,...,r} C {ki,..., k,}.

Por otra parte, por construccién tenemos que para toda k; € {ki,...,k,}, se tiene que k; = j
para alguna j € {1,...,r}. Por lo que {ki,....,kn} € {1,...,r} y en consecuencia tenemos que

{1,..,r} ={k1, ...k }.
Entonces P = {p1,...,0r} = {Pkys - Pk, }- Definimos p = (pg,, ..., px, ). Veamos que p € A = A.
Para esto solamente hace falta ver que, para todo subconjunto abierto U de X™ tal que p € U, se

tiene que U N A # ().

Sea U un subconjunto abierto de X™ tal que p € U. Podemos encontrar subconjuntos abiertos
Ui, ....,U, en X tales que py, e U; y U* =U; x ... x U, CU.

Dada i € {1,...,n}, definimos Ny, = Wi, N (({Ujlpr, € U; vy j € {1,...,n}}. Tenemos que
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N = (Ng,, ..., Ni, ) es un Vietérico en F,(X) tal que P € N. Como B,, es una base local de P,
existe V € BB, tal que V C V.

Tenemos que Qy = {q,...,¢)} €V C N, Qy € pu[A] y Gy € A .Veamos que gy € U* C U.

Dada i € {1,...,n}, como Qy € N, tenemos que existe [ € {1,....,n} tal que ¢¥ € N; C W,.
Ademsds, como V € B,,, tenemos que qlV € Wy,, por lo tanto k; = k;. Como Ny, C U;, tenemos que
1%

De esta forma hemos demostrado que gy = (¢}, ...,q}) € U* C U. Por lo que p € A = A. Por lo
tanto tenemos que ¢, es cerrada.
O

2.2. Algunas propiedades del Producto Simétrico

LEMA 2.2.1. Sea X un espacio topolégico y n € IN. Entonces la funcién f: X — F,(X) dada
por f(x) = {z} es un encaje.

Demostracion. Notemos que Img(f) = F1(X). Veamos que f es un homeomorfismo sobre su ima-
gen.

= f es inyectiva.
Sea z,y € X tal que = # y. Entonces f(z) = {z} # {y} = f(v).

= f es suprayectiva.

Sea A € F1(X). Notemos que A = {x} para algin x € X, entonces f(z) = {z} = A.

= f es continua.

Sean # € X y (Ui,...,Up) un subconjunto Vietérico de F,(X) tal que f(z) = {z} €
(U, ... Un).

m
Definimos U = () U;. Entonces, U es un subconjunto abierto en X tal que z € U.
i=1

Sea y € U. Tenemos que f(y) = {y}, por lo cual {y} € |J U;. Ademas, para toda i €
i=1

{1,...,m}, tenemos que {y} NU; # 0 por lo que f(y) € (Ui,...,Un) entonces f[U] C
<U1, e Um> por lo cual se concluye que f es continua.
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» ! es continua.

Sean {r} € F1(X) y U un subconjunto abierto de X tal que f~!({z}) = z € U. Tenemos
entonces que (U) N F1(X) es un subconjunto abierto en Fy(X) y {z} € (U).

Sea {y} € (U) N F1(X). Entonces f~*({y}) =y € U por lo tanto f~*((U)NF1(X)) CU. En

consecuencia tenemos que f~! es continua.

De los puntos anteriores concluimos que f es un homeomorfismo sobre su imagen, esto es, es
un encaje. Notemos que en consecuencia se tiene que X es homeomorfo a Fi(X).

O

PROPOSICION 2.2.2. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y n € IN. Entonces Fn(X)
es cerrado en F,,(X) para toda m < n.

Demostracion. Para probar esto veremos que F,(X) — F,,(X) es un subconjunto abierto. Sea
A € F(X) — Fn(X). Como tenemos que |A| > m, escojamos 1,2, ..., Tm+1 puntos distintos de
A.

Como X es un espacio de Hausdorff, tenemos que existen Uy, Us, ..., Up 41 subconjuntos abier-
tos y ajenos en X tales que z; € U; para toda i € {1,2,...,m + 1}. Entonces se cumple que
Ae <X, Ui, Us, ..., Um+1>.

Notemos que <X, U1, Us, ...,Um+1> C (Fp(X)—Fp(X)) yvaquesi K € <X, Uy, Us, ...,U,n+1>7 se
tiene que para toda i € {1,2,...,m + 1}, K N U; # 0 por lo que | K| > m.

Esto demuestra que F,(X) — F;,,(X) es abierto y por lo tanto tenemos que F,,(X) es cerrado
en F,(X).
O

2.3. La métrica de Hausdorff

Dado un espacio X con una métrica d se puede definir una métrica para F,(X) a partir de d,
para ello es necesario contar con la siguiente definicién.

DEFINICION 2.3.1. Sean (X,d) un espacio métrico y n € IN. Dadas ¢ > 0y A € Fy(X),
definimos la nube de radio ¢ alrededor de A como el conjunto:

N:(A) = {z € X|existe a € A, tal que d(z,a) < &}.

Notemos que N (A) = |J Bc(a), donde B.(a) es la bola de radio € alrededor del punto a.
acA

Por otra parte recordemos que dada una métrica para un espacio X, ésta siempre puede ser

d
acotada por 1. Para ello basta definir d'(z,y) = % El acotar la métrica de esta manera no
z,Y
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afecta la topologia del espacio [12, V, p. 211]. De ahora en adelante siempre estaremos considerando
nuestros espacios métricos con la métrica d'.

DEFINICION 2.3.2. Sea (X,d’) un espacio métrico y n € IN. Dados A, B € F,,(X), definimos
H(A,B) = inf{e € Rle >0, AC N.(B) y B C N.(A)}

A H se le conoce como la métrica de Hausdorff.

PROPOSICION 2.3.3. Sean (X, d) un espacio métrico y n € IN. Entonces H es una métrica
para Fy,(X).

Demostracion. Sean A, B € F,,(X). Primero notemos que H esta bien definida ya que A C Na(B)

Por otra parte, por definicién tenemos que, H(A,B) >0y H(A,B) = H(B, A).

Veamos que H(A,B) = 0 si y sbélo si A = B. Supongamos que A = B. Entonces, para toda
e > 0, tenemos que A C N.(B) y B C N.(A). De donde se tiene que H(A, B) = 0.

Supongamos ahora que H(A,B) = 0. Veamos que A C B. Sea x € Ay a > 0. Entonces
existe f € R tal que 0 < 8 < o, A € Ng(B) y B C Ng(A). Por lo que existe bg € B tal que
d'(bg,x) < B < a.

Se tiene entonces que bg € By(z), esto implica que By (z) N B # 0, por lo que tenemos que
x € B = B (no olvidemos que estamos trabajando en espacios T, por lo que los conjuntos finitos
son cerrados [4, 1.4(1), p. 139]). De esta forma tenemos que A C B. Andlogamente se prueba que
B C A, por lo tanto A = B.

Ahora veamos que se cumple la desigualdad del tridngulo. Sean A, B,C € F,(X). Queremos
probar que H(A,B) < H(A,C)+ H(B,C). Supongamos que H(A,C) <d§y H(C,B) < ~. Enton-
ces, dado z € A, como A C N§(C) y C C Ns(A), tenemos que existe ¢ € C tal que d'(z,¢) < 0.

De similar forma, dada ¢ € C, existe b € B tal que d'(c,b) < . Como d’ es una métrica, tenemos
que d'(z,b) < d'(z,c) + d'(c,b) < 6+, por lo que A C N;s;(B). Bajo un procedimiento anélogo
obtenemos que B C Ny~ (A), por lo cual se concluye que H(A, B) < 0 + 1.

Entonces tenemos que H(A,B) < inf{d +~v € R|H(A,C) < 6 y H(C,B) < v} =
inf{o6 € RIH(A,C) < ¢} +inf{y € R|H(C,B) < v} = H(A,C) + H(C,B), por lo tanto
H(A,B) < H(A,C)+ H(C, B). De esta forma hemos probado que H es una métrica.

O

Denotaremos como 7 a la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

DEFINICION 2.3.4. Sean X un espacio métrico, n € N, ¢ > 0y A € F,(X). En la métrica de
Hausdorff definimos la Bola de radio épsilon alrededor del A como el conjunto

BH(A) ={B € F,(X)|H(A, B) < ¢}.
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TEOREMA 2.3.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces, Ty = Ty, esto es, la topologia de
Vietoris es igual a la topologia generada por la métrica de Hausdorff.

Demostracion. Veamos primero que 7g C 7y

Sea P = {p1,...,pr} € Fu(X), ¢ > 0. Queremos probar que BI(P) € 7. Consideremos a
<Be(p1), ...,Be(p,q)>, donde, para toda i € {1,...,7}, B:(p;) denota a la bola de radio § alrededor
del punto p; en (X, d). Tenemos entonces que (B:(p1),..., B:(pr)) € v y P € (B:(p1), ..., B:(pr))-
Veamos que <B€(p1), ...,Be(pT)> C BH(P).

,
Sean C € (B:(p1), ..., B«(p;)) y ¢ € C. Por definicién de Vietérico tenemos que C' C |J B:(ps),

i=1
por lo que existe j € {1,...,7} tal que ¢ € B.(p;). Esto implica que d(c, p;) < €, por lo que tenemos

que ¢ € N.(P), por lo tanto C C N.(P).

Sea p; € P. Como C € <Bs(p1),...,BE(pr)> tenemos que C' N B.(p;) # (), por lo cual exis-
te ¢ € C'N B:(p;). Entonces, d(c,p;) < €, lo que implica que p; € N.(C). De esto se sigue que
P C N.(C), de lo cual podemos concluir que H(C, P) < ¢ y, en consecuencia, C' € BH(P). Por lo
tanto (B:(p1), ..., B:(pr)) € BX(P). De esto se concluye que BH (P) € 1.

Veamos ahora que 7y C 7g. Sea U = <U1, ey Um> un Vietérico bédsico de F,(X) y
P = {p1,..,pr} € U. Como X es métrico, en particular es Hausdorff, entonces, por el Lema
1.3.3, tenemos que existe V = <V1, - Vr> Vietérico bésico tal que P CV CU, ViNV; #Dsii# j
y, para toda i € {1,...,r}, p; € Vi.

Como X es un espacio métrico, para toda i € {1,...,7}, existe §; > 0 tal que Bs,(p;) C Vi.
Definimos ¢ = min{dy, ..., d, }. Probemos que B (P) C V.

Sea K € B} (P). Tomemos k € K, como K C Ns(P), existe j € {1,...,r} tal que d(k,p;) < 4.
n

Entonces tenemos que k € Bs(p;) € Bs;(pj) € V;. Por lo tanto, K C |J V;.
i=1
Por otra parte, dada j € {1,...,r}, como P C Ns(K), tenemos que existe k € K tal que
d(pj, k) < 0. Entonces, § # KN Bs(p;) € KN Bs,(p;) € KNVj. Por lo tanto, para toda i € {1,..,7},
se tiene que K N'V; # (), esto implica que K € V C U. Por lo cual tenemos que B (P) C U.



Capitulo 3

Axiomas de Separacion

Los axiomas de separacién son importantes pues nos ayudan a darle estructura a un espacio
topolégico, ya que de esta forma podemos saber como separar o distinguir a dos puntos diferen-
tes a partir del tipo de abiertos que puedo encontrar alrededor de ellos. En este capitulo veremos
qué axiomas de separacién se preservan del espacio base al Producto Simétrico y cuales se heredan
del Producto Simétrico al espacio base.

3.1. T,

DEFINICION 3.1.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio Ty, o de Kol-
gomorov, si para cualquier par de puntos a,b € X tales que a # b, existe U un subconjunto abierto
tal que {a,b} NU # 0y {a,b} € U, esto es, un abierto que contiene a uno de los puntos pero no
contiene al otro.

El primero de los axiomas de separacién no se preserva del espacio base al Producto Simétrico.
Para ver esto consideremos el siguiente ejemplo.

Sea X ={0,1,2} y 7 = {{1},{1,2}, X, 0} la topologia de X. Observemos que X es Tp.

Consideremos a F3(X). Veamos que F3(X) no es Tp, consideremos los puntos {0, 1} y {0, 1,2}.
Probaremos primero que, para todo U subconjunto abierto de F3(X) tal que {0,1} € U, se tiene que
{0,1,2} € U. Sea U un subconjunto abierto en F3(X) tal que {0,1} € Y. Sin pérdida de generalidad

m
podemos suponer que U es un Vietdrico bésico tal que U = <U1, cees Um>. Como {0,1} € U Uj,

7j=1
tenemos que existe ¢ € {1,...,m}, tal que 0 € U;, esto implica que U; = {0, 1,2} (pues es el tnico
m
subconjunto abierto en 7 que contiene a 0). Por lo cual tenemos que {0,1,2} C |J Uj.
j=1

Por otra parte, para toda i € {1, ...,m}, se tiene que U; = {1} o U; = {1,2} o U; = {0, 1,2}. En
cualquiera de estos casos tenemos que {0,1,2} NU; # . Por lo tanto {0,1,2} € Y.

Probaremos ahora que, para todo U subconjunto abierto de F3(X) tal que {0,1,2} € U, se
tiene que {0,1} € U. Sea U un subconjunto abierto en F3(X) tal que {0,1,2} € Y. Sin pérdida

de generalidad podemos suponer que U es un Vietdrico bésico tal que U = <U1, e Um>. Como

31



32 CAPITULO 3. AXIOMAS DE SEPARACION

m m
{0,1,2} € | Uj, tenemos que {0,1} C |J U;.
j=1 j=1

Por otra parte, para toda i € {1, ...,2}, se tiene que U; = {1} o U; = {1,2} o U; = {0,1,2}. En
cualquiera de estos casos tenemos que {0,1} NU; # 0. Por lo tanto {0,1} € U.

De esta forma hemos probado que F3(X) no es un espacio Tj.

Para el tnico producto simétrico que podemos asegurar que esta propiedad se preserva es para
el segundo producto simétrico.

PROPOSICION 3.1.2. Sea X un espacio topoldgico. Si X es un espacio Tp, entonces Fy(X) es
un espacio Tj.

Demostracion. Sean A, B € F»(X) tales que A # B.

» Caso 1. |[A|=1y |B|=1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que A = {a1} y B = {b1}. Como A # B, tenemos que
a1 # b1. Como X es un espacio Tp, existe U subconjunto abierto en X tal que {a1,b1}NU # ()

y {a1,b1} € U. Supongamos sin pérdida de generalidad que a; € U y by ¢ U. Observemos
que Ae (U)y B¢ (U).

» Caso 2. |A| =2y |B|=1.
Supongamos sin pérdida de generalidad que A = {a1,a2} y B = {b1}.

e Subcaso 2.1. B C A. Supongamos sin pérdida de generalidad que by = a;. Como
|A| = 2, tenemos que a; # ag. Como X es Tj, existe U subconjunto abierto en X
tal que {a1,a2} NU # 0y {a1,a2} € U.Siay € Uy ag ¢ U, tenemos que B € (U) y
A¢ <U> Siay € Uy a; ¢ U tenemos que A € <X,U> y B ¢ <X,U>.

e Subcaso 2.2. B ¢ A. Tenemos que by # a1y by # az. Como X es Ty, existe U subconjunto
abierto en X tal que {a1,b1} NU # 0y {a1,01} U.Siby € Uy ay ¢ U, tenemos que
B e <U> yAé <U> Sia; € Uy b ¢ U tenemos que A € <X,U> y B ¢ <X,U>.

» Caso 3. |A| =2y |B|=2.
Supongamos sin pérdida de generalidad que A = {aj,a2} y B = {b1,b2}.

e Subcaso 3.1. AN B # (). Notemos que |[AN B| =1 puesto que A # B.
Sin pérdida de generalidad supongamos que a; = by. Tenemos que a1 # bs. Como X es
Tp, existe U subconjunto abierto en X tal que {a1,bo} NU # 0y {a1,b2} € U

o Supongamos que a3 € U y by ¢ U.
Siaz € U, entonces A € (U) y B ¢ (U).

Si ag ¢ U, como ay # by y X es Tp, existe V' subconjunto abierto en X tal que
{a2, b2} NV # Dy {az,ba} € V.

Siag € Vyby ¢V, tenemos que A € <U,B> y B¢ <U,V>. SibpeVyas ¢V, se
tiene que B € <U, V> yA¢ <U, V>.
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o Supongamos que by € U y a1 ¢ U.
Como ag # ba y X es Ty, existe V subconjunto abierto en X tal que {ag, b2} NV # ()
y {CLQ, bz} g V.

Siby € Vyay ¢V, tenemos que aj,ap ¢ UNV, por lo cual B € <X,UﬂV> y
A¢ (X, UNnV).

Siaj,ag € Vyby ¢V, tenemos que A € <V> y B ¢ <V> Sias € Vyayby ¢V,
tenemos que A € <X, V> y B¢ <X, V>.

e Subcaso 3.2. AN B = (). Tenemos que aj # as # by # bs.

Como ay # by y X es Ty, existe U subconjunto abierto en X tal que {a1,01} NU £ 0y
{a1,b01} € U. Supongamos sin pérdida de generalidad que a; € U y by ¢ U.

Si by ¢ U, tenemos que A € (X, U) y B ¢ (X,U).

Si by € U, como a; # by y X es Ty, existe W subconjunto abierto en X tal que
{ar, b2} "W # 0y {a1,b2} £ W.

Sia; € W yby ¢ W, tenemos que a; € WNU y b,bas ¢ WNU. Esto implica que
Ac(X,WnU)y B¢ (X,WnU).

Siby € Wyaj,az ¢ W, tenemos que B € <X, W> yAd <X, W>

Sibg,ae € Wyap ¢ W, como ag # by y X es Ty, existe V' subconjunto abierto en X tal
que {az, b} NV # 0y {az,ba} Z V.

Siby € Vyay ¢ V, tenemos que by € VNW y aj,aa ¢ V. Lo que implica que
Be(X,VnW)y A¢ (X,VnW).

Siaz €V yby, by ¢V, tenemos que A€ (X,V)y B¢ (X,V).

Siag,by €V y by &V, como ay # by y X es Tp, existe @ subconjunto abierto en X tal
que {a2,b1} NQ # 0y {az,b1} € Q.

Sias € Qy b ¢ Q, tenemos que ap € QNV y b,by ¢ VN Q. Esto implica que
Ae(X,QNV)yB¢(X,QnV).

Sib € Qy az, a1 ¢ Q, tenemos que B € <X,Q> yAé <X,Q>.

Sia; € Q, b1 €Qyby ¢ Q, tenemos que a; € QNU y by, ba ¢ QN U. Esto implica que
AE<X,QDU>yB¢<X,QﬁU>.

Siby € Q,a1 € Qyax ¢ Q, tenemos que aj,bs € QNU y ag ¢ Q NU. Entonces
b € QNUNW y aj,aa ¢ QNU N W, esto implica que B € <X,QﬂUﬂW>y
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A¢(X,QnUnWw).

De esta forma hemos probado que F»(X) es un espacio Tj.

O

TEOREMA 3.1.3. Sea X un espacio topoldgico y n € WN. Si F,,(X) es un espacio Ty, entonces
X es un espacio Tp.

Demostracion. Como F,(X) es Ty, tenemos que Fy(X) es Ty [17, 13B, p. 89] y, puesto que X es
homeomorfo a F}(X) (Lema 2.2.1), tenemos que X es Tp.
O

3.2. Ty

DEFINICION 3.2.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un espacio 711 o un espacio
de Fréchet si para cualquier par de puntos a,b € X tales que a # b, existen U y V subconjuntos
abiertos de X talquea € U, b¢ U, beVyag¢V.

TEOREMA 3.2.2. Sea X un espacio topoldgico y n € IN. Entonces, X es Ty si y solo si F,,(X)
es Ty.

Demostracién. Supongamos que X es T;. Sean A, B € F,,(X) tales que A # B. Entonces A— B # ()
0o B—A # (. Sin pérdida de generalidad supongamos que A—B # ) y B = {b1,...,b;,}. Seaa € A—B
esto implica que, para toda i € {1,...,m}, se cumple que a # b;. Como X es T} tenemos, que para
cada i € {1,...,m}, existen U;, V; subconjuntos abiertos de X, tales que a € U;, b; € Vi, b; ¢ U; y
a¢ V.

Esto implica que a ¢ |J V;, por lo cual A ¢ Vi, de lo que se sigue que A ¢ <V1, ...,Vm>.
=1

=1 7
m
Por otra parte tenemos que B € <V1, - Vm>, puesto que B C |J V; y, para toda i € {1,...,m}, se
i=1
cumple que BN V; # 0.

m
Definimos U = (] U;. Tenemos que U es un subconjunto abierto en X puesto que es interseccién
i=1
finita de abiertos [4, 1.1(2), p. 62], ademds, se cumple que a € U y BNU = (). Entonces A € <X, U>
y B ¢ <X, U>. De esto se concluye que F,(X) es T7.

Supongamos ahora que F,(X) es T;. Esto implica que F;(X) es T1 [17, 13B, p. 89], y, puesto

que X es homeomorfo a F1(X) (Lema 2.2.1), tenemos que X es T7.
O

3.3. T

DEFINICION 3.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es un espacio T», o un espacio
de Hausdorff, si para cualquier par de puntos a,b € X tales que a # b, existen U y V subconjuntos
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abiertos de X talesquea e U, be VyUNV = (.

TEOREMA 3.3.2. Sea X un espacio topologico yn € IN. Entonces, X es un espacio de Hausdorff
st y solo st F,(X) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que X es Th. Sean A, B € F,(X) tales que A # B. Esto implica que
A—B# (o B— A+#(, supongamos sin pérdida de generalidad que A— B # 0y B ={by,...,bn}.
Sea a € A— B. Como X es T, tenemos que, para toda i € {1,...,m}, existen U; y V; subconjuntos
abiertos en X tales que a € U;, b; € V; y U; N V; = (.

m
Definimos U = [ U;. Tenemos que U es un subconjunto abierto en X y a € U. Por lo tan-

=1
m

to, A € <X,U>. Por otra parte tenemos que B C J V; y, para toda ¢ € {1,...,m}, se tiene que
i=1

BnNV;#0.Porlo cual B € (Vi,...,Vin).

Veamos que <X, U> N <V1, . Vm> = (). Supongamos que <X, U> N <V1, ...,Vm> # () y tomemos

Ce <X, U>ﬁ<V1, ...,Vm>. Entonces, CNU # (), sea c € CNU. Como C' C |J V; tenemos que ¢ € Vj
i=1

para algiun j € {1...,m}. Por otra parte, como ¢ € U = () Uj, tenemos que ¢ € Uj, por lo que
i=1

c € V;NUj, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto <X, U> N <V1, - Vm> = () y, en consecuencia,

Fo(X) es Tb.

Ahora, supongamos que F,(X) es Ty. Esto implica que Fy(X) es T [17, 13.8, p. 87], como X
es homeomorfo a F;(X) (Lema 2.2.1), tenemos que X es Tb.
]

3.4. Ty

DEFINICION 3.4.1. Sea X un espacio topolégico T;. Decimos que X es T3, o regular, si para
cada A subconjunto cerrado en X y x € X tal que = ¢ A, existen U y V subconjuntos abiertos en
X talesquex e U, ACV yUNV =0.

TEOREMA 3.4.2. Sea X un espacio topoldgico y n € IN. Entonces, X es T3 o reqular si y solo
st Fr(X) es Ts.

Demostracion. Supongamos que X es regular. Sabemos por el Teorema 3.2.2 que F,(X) es T7.
Sean A = {z1,...,xx} € F(X) yU = <U1, e Um> subconjunto Vietérico bésico de Fj,(X) tal que
A € U. Basta probar que existe V subconjunto abierto en F,,(X) talque A€V CV C U [4, 2.2, p.
141].

Como X es Th, por el Lema 1.3.3, sabemos que existe * = <U1, Us, ..., Uk> talque A e U* C U,
para cada i € {1,...,k}, z; € Uy y UyNU;j =0 si i # j. Como X es regular tenemos que, para cada
i € {1,...,k}, existe V; subconjunto abierto de X tal que x; € V; C V; C U;.
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Consideremos al conjunto V = <V1, e Vk>, por construccién y la Proposicién 1.3.2 tenemos que

Supongamos ahora que F),(X) es regular. Por el Lema 2.2.1 sabemos que F(X) es homeomorfo
a X; ademds, todo subespacio de un espacio regular es regular [4, 2.3, p. 142], por lo tanto Fj(X)

es regular y en consecuencia X es regular.
O

3.5. TS%

DEFINICION 3.5.1. Sea X un espacio topoldgico T7. Decimos que X es T31, o completamente
2

regular, o Tychonoff, si para cada punto x € X y cada F subconjunto cerrado de X tal que x ¢ F,
existe una funcién continua f : X — [0,1] tal que f(z) =0y f(F) = 1.

LEMA 3.5.2. Sean X un espacio topoldgico y n € IN. Entonces, dada una familia de fun-
ciones continuas {f; : X — [0,1]]s € {1,...,n}}, se tiene que h : X — [0,1], dada por
h(z) = min{fi(z)|i € {1,..,n}}, y g : X — [0,1], dada por g(z) = max{fi(z)|i € {1,....,n}},

son funciones continuas.

Demostracion. Veamos que h es continua, para eso basta ver que las imagenes inversas de los
subconjuntos subbdsicos de [0, 1] son subconjuntos abiertos en X [4, 8.3(3), p. 79]. Notemos que
{(a,1]|a € [0,1)} U {[0,b)|b € (0,1]} es una subbase para [0, 1].
n
Sea a € [0,1). Veamos primero que h~![(a,1]] = N f; *[(a, 1]]. Sea y € h~![(a, 1]]. Tenemos que
i=1
h(y) € (a,1], entonces, para toda i € {1,...,n}, se tiene que
a < h(y) < fi(y). Esto implica que, para toda i € {1,...,n}, se cumple que y € f;l[(a, 1]].

Por lo cual y € N f; '{(a, 1]].
i=1

n
Seay € fi_l[(a, 1]]. Tenemos que, para toda i € {1,...,n}, se cumple que a < f;(y); como
i=1
h(y) = f;(y) para alguna j € {1,...,n}, tenemos que a < h(y). Esto implica que y € h~*[(a, 1]]. De
n
esta forma hemos probado que h~*((a,1]] = ) f; *[(a, 1]].
i=1

Sea b € (0,1]. Veamos ahora que h~[[0,b)] = U f;'[[0,b)]. Sea y € h'[[0,b)]. Entonces,
i=1
h(y) < b. Como h(y) = f;(y) para alguna j € {1,...,n}, tenemos que f;(y) < b. Esto implica que
y € f;7'1[0,b)], por lo cual y € 9) £ [0, b))

1=
n

Sea y € U f;'[[0,b)]. Tenemos que existe j € {1,...,n}, tal que f;(y) < b. Por definicién de
i=1

h tenemos que, h(y) < f;(y) < b. Por lo tanto y € h~1[[0,b)]. De esta forma hemos probado que

n
h=1[0,0)] = U f;[[0,b)] y en consecuencia tenemos que h es continua.
i=1

La prueba de que g es una funcién continua es andloga.
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TEOREMA 3.5.3. Sea X un espacio topolégico. Entonces, X es completamente reqular si y solo
si F,(X) es completamente regular.

Demostracion. Supongamos que X es completamente regular. Sabemos por el Teorema 3.2.2 que
F.(X) es Ty. Sean A = {ay,...,ar} € F,(X) y W un subconjunto abierto en F,(X) tal que
A € W. Como X es completamente regular en particular tenemos que X es Hausdorff. Por el Lema
1.3.3, tenemos que existe U = <U1, e Uk> C W un Vietérico bésico en F,(X) tal que, para toda
ie{l,.., k},setiene que a; € U; y UyNU; =D sii # 5.

Para probar que F,(X) es completamente regular, basta ver que existe F' : F,(X) — [0, 1]
una funcién continua tal que F(A) = 0 y, para toda B € F,(X) — U, se tiene que F(B) =1 [5,
1.5.8, p. 39].

Dada i € {1, ..., k}, tenemos que X — U; es un subconjunto cerrado en X y a; ¢ X — U;. Como
X es completamente regular, tenemos que existe f; : X — [0, 1] una funcién continua tal que
fi(a;) = 0y, para toda p € X — U, se tiene que f;(p) = 1.

Definimos h(z) : X — [0, 1], dada por h(x) = min{f;(x)|i € {1,...,k}}. Por el Lema 3.5.2,
tenemos que h es una funcién continua.

Definimos H : F,(X) — [0,1], donde para T = {ti,....tm} € F,(X), se tiene que
H(T) = max{h(t;)|i € {i,...,m}}. Veamos que H es una funcién continua.

Sean T' = {t1,....,tm} € F(X) y € > 0. Definimos V = (H(T) — e, H(T) + ) N [0, 1]. Notemos
que V es un subconjunto abierto en [0,1] y H(T') € V. Para probar la continuidad de H basta ver
que existe W subconjunto abierto de F,,(X) tal que T e Wy HW] C V.

Por definicién de H, tenemos que existe j € {1,...,m} tal que h(t;) = H(T). Como h es conti-
nua, existe U un subconjunto abierto en X, tal que t; € U y h[U] C V.

Definimos O = [0,1] N [0, H(T) + €). Observemos que O es abierto en [0, 1]. Sea W = (X,U) N
(h'[0]). Notemos que W es un subconjunto abierto de F,,(X).

Veamos que T' € W. Tenemos que T € <X, U> puesto que t; € U. Por otra parte, T' € <h_1[0]>
ya que, dada i € {1,...,m}, tenemos que 0 < h(t;) < H(T) < H(T)+e¢, lo que implica que h[T] C O
y, en consecuencia T C h~1[O].

Ahora, veamos que HW] C V. Sea Z € W. Como Z € <X, U>, existe z € Z tal que z € U, por
lo que h(z) € V. Por lo tanto, H(T') — e < h(z) < H(Z).

Por otra parte, como Z € (h™'[0]), tenemos que h[Z] C O. Esto implica que H(Z) € O, por lo
cual H(Z) < H(T') +¢. De aqui se tiene que H(Z) € (H(T) —e, H(T) +¢), por definicién de H se
tiene que H(Z) € [0, 1], entonces H(Z) € V. Por lo tanto H es continua.

Dada i € {1,...,k}, definimos G; : F,,(X) — [0,1], donde dado T = {t1,....,tm} € Fn(X) se
tiene que G;(T) = min{ f;(tx)|k € {1,...,m}}. Veamos que G; es una funcién continua.

Sean T' = {t1,...,tm} € Fp(X) y € > 0. Definimos V = (G;(T) — ,Gi(T) + ¢) N [0, 1]. Notemos
que V es un subconjunto abierto en [0, 1] y G;(T") € V. Para probar la continuidad de G; basta ver
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que existe W subconjunto abierto de F,(X) tal que T € Wy G;[W] C V.

Por definicién de G;, tenemos que existe j € {1,...,m} tal que f;(t;) = H(T). Como h es conti-
nua, existe U un subconjunto abierto en X, tal que t; e Uy f;[U] C V.

Definimos O = [0,1] N (G;(T) — ¢, 1]. Observemos que O es abierto en [0,1]. Sea W = (X, U) N
(h~10]). Notemos que W es un subconjunto abierto de F,(X).

Veamos que T' € W. Tenemos que T € <X, U> puesto que t; € U. Por otra parte, T' € <h_1[0]>
ya que, dada k € {1,...,m}, tenemos que G;(T) —e < G;(T) < fi(t;) < 1, lo que implica que
fi[T] € Oy, en consecuencia, T C f;[O].

Ahora, veamos que G;[W)]

CV.SeaZ € W. Como Z € <X,U>, existe z € Z tal que z € U, por
lo que h(z) € V. Por lo tanto, G;(Z)

< fl(Z) < Gz(T) +e€

Por otra parte, como Z € <h_1[0]>, tenemos que h[Z] C O. Esto implica que H(Z) € O, por lo
cual G;(T) —e < Gi(Z). De aqui se tiene que G;(Z) € (Gi(T) —e,G;(T) + ¢€), por definicién de G;
se tiene que G;(Z) € [0, 1], entonces G;(Z) € V. Por lo tanto G; es continua.

Definimos F' : F,(X) — [0,1], donde dada T = {ti,....,tm} € F,o(X), se tiene que
F(T)=max{H(T),G1(T),...,Gx(T)}. Notemos que, por el Lema 3.5.2, tenemos que F' es continua.

Veamos que F'(A) = 0. Notemos primero que, dada j € {1,...,k}, tenemos que h(a;) = 0, lo
que implica que H(A) = 0. Por otra parte, para toda i € {1, ..., k}, tenemos que G;(A4) = 0, puesto
que f;(a;) = 0. De esto se concluye que F'(A) = max{0,0,0,...,0}, por lo cual se tiene que F(A) = 0.

Veamos que, para toda B € F,(X) — U, se cuample que F(B) = 1. Sea B € F,(X) —U. En-
k

tonces tenemos que B ¢ |J U; o, para alguna i € {1,..k}, BN U; = (. Sin pérdida de generalidad
i=1
supongamos que B = {by,...,by}.

k
» Caso 1. BZ J U;.
i=1
Esto implica que existe j € {1,...,m} tal que, para toda i € {1,..k}, b; ¢ U;, esto es,
bj € X — U;. Entonces, para toda ¢ € {1,...k}, fi(b;) = 1, por lo cual h(b;) = 1. De lo cual
tenemos que H(B) =1y, por la definicién de F, se sigue que F(B) = 1.

» Caso 2. BNU; = () para alguna i € {1, ..., k}.

Esto implica que, dada j € {1,...,m}, b; € X —U;. Por lo cual f;(b;) = 1, entonces, G;(B) = 1.
De esto se sigue, por la definicién de F', que F(B) = 1.

De esta forma concluimos que F),(X) es completamente regular, puesto que F' : F,, (X 1]

) — [0,
es una funcién continua tal que F(A) = 0y, para toda B € F,,(X) — U, se tiene que F(B) = 1.
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Supongamos ahora que F,,(X) es completamente regular, esto implica que F;(X) es completa-
mente regular [17, 14.10(a), p. 95]. Por el Lema 2.2.1 sabemos que Fj(X) es homeomorfo a X y de
esto se concluye que X es completamente regular.

O

3.6. T}

DEFINICION 3.6.1. Sea X un espacio topoldgico T;. Decimos que X es T}, o normal, si dados
Ay B subconjuntos cerrados de X tales que AN B = (), se tiene que existen U y V subconjuntos
abiertos en X, talesque UNV =0, ACUy BCV.

La propiedad de ser un espacio normal no se hereda del espacio base al producto simétrico.
Para poder ver esto es necesario recordar el siguiente resultado.

LEMA 3.6.2 (de Jones). Sean X un espacio topoldgico separable y A un subconjunto cerrado y
discreto de X tal que |A| = |R|. Entonces, X no es normal.

Demostracion. Supongamos que X es normal, lo cual nos debe de llevar a una contradiccién. No-
temos que, para todo B € p(A) — {0}, donde p(A) denota al conjunto potencia de A, se tiene
que B es un subconjunto cerrado y abierto en A puesto que A es discreto en X [4, Ex.2, p. 63 y
Ex.4 p. 78] ; por lo cual A — B también es un subconjunto cerrado y abierto de A y, como A es
un subconjunto cerrado en X, tenemos que B y A— B son subconjuntos cerrados en X [4, 7.3, p. 78]

Por otra parte sabemos que BN (A — B) = () y, como X es normal, se tiene que existen Up y
Vi subconjuntos abiertos de X tales que B C Ug, (A— B) e Vg y UgNVp = 0.

Puesto que X es separable, existe D un conjunto denso y numerable en X. Para toda B €
p(A) — {0} definimos Cp = D N Upg. Puesto que D es denso tenemos que Cp # (); definimos
fp(A) = {0} — (D) — {0} dada por f(B) = Cp.

Veamos que f es inyectiva. Sean By, By € p(A) — {0} donde By # By. Como By # By podemos
suponer sin pérdida de generalidad que By — By # (). Esto implica que () # By — By C Ug, N Vp,,
por lo cual tenemos que ) # DN (Up, N Vp,) = Cp, N Vp,. Ahora bien Cp, N Vg, C Cp, — Cp, ya
que si x € Cp, N Vp, entonces x € Cp, y x € Vp,, por lo que = ¢ Up, y en consecuencia = ¢ Cp,.
De este modo se tiene que Cp, # Cp, y en consecuencia f es inyectiva.

Recordemos que dados dos conjuntos Z y W se tiene que | Z| < |W| siy s6lo si existe una funcién
g : Z — W inyectiva [1, p. 79]. Por lo cual la inyectividad de f implica la siguiente desigualdad:

2R — |o(R)| = |p(4) — {0}] < [p(D) — {0}] = |p(N)] = ||

Lo cual es una contradiccién al Teorema de Cantor [1, p. 67], por lo tanto X no es normal.
O

DEFINICION 3.6.3. Sean R el conjunto de los nimeros reales y B = {[a,b)|a,b € R} donde
[a,b) = {z € R|a < z < b}. Entonces B es base para una topologia 7s (la topologia de Sorgenfrey)
en R. Al espacio topolégico (R, 7s) se le conoce como la recta de Sorgenfrey.
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PROPOSICION 3.6.4. El espacio topoldgico (R, 7s) es separable, Lindel6f y normal.

Demostracion. Veamos en orden estas afirmaciones.

(R, 7g) es separable.

El conjunto de los nimero racionales Q es denso y numerable en R, por lo tanto (R, 7g) es
separable.

(R, Ts) es un espacio de Lindelof.

Recordemos que un espacio topologico de Hausdorff se dice que es un espacio de Lindelof si
para cada cubierta abierta puedo encontrar una subcubierta numerable. Dada una cubierta
abierta podemos pensar a sus elementos como unionesintersecciones de basicos, por lo cual
para probar que un espacio es de Lindelof basta ver que dada una cubierta abierta de basicos,
ésta tiene una subcubierta numerable.

Sean B = {[aqa, ba)}aca una cubierta abierta de bdsicos para Ry T'= |J (aq,ba). Quere-

aEA
mos que B tenga una subcubierta abierta numerable, para ello primero veremos que hay una

subcubierta abierta numerable para R — T y otra subcubierta abierta numerable para T". De
este modo tendremos dos subcubiertas numerables que, al unirlas, nos dara la subcubierta
abierta numerable que necesitamos para R = (R —T)UT.

Veamos primero que R — T es numerable. Sea p € R — T. Entonces, p es la orilla de un
intervalo, esto quiere decir que existe ag € A tal que p = aq,; esto implica que existe ¢, € Q
tal que g, € [, bay) = [@ag, bag)- Observemos que (@ag, qp) € (aag, bag)-

Sea f: R —T — Q dada por f(p) = ¢p. Veamos que f es inyectiva. Sean p;,po € R — T
tales que p; # po. Supongamos sin pérdida de generalidad que p; < ps.

Veamos que esto implica que ¢,, < gp, ¥, en consecuencia, que f(p1) = ¢p; # Gpo, = f(p2).
Supongamos que gp, < gp,. Sabemos que (p1,¢qp,) € T como p1 < P2 y Gp, < qp,, tenemos

que (p2,qp,) C (p1,Gp,). De hecho, pa € (p1,gp,), lo que implica que po € T = |J (@a,ba),
ac€A

esto es una contradiccién puesto que ps € R — T

La inyectividad en f implica que |R — 7| < |Q| = |IN| [1, p. 79], concluyendo asi que R — T
es numerable. Esto implica que existe I' = {«; };ew una cantidad numerable de indices tales
que B* = {[aq,, bi) }ier es una cubierta abierta de R — T'.

Por otra parte T es un abierto en R con la topologia usual, por lo cual tiene una cubier-
ta abierta A = {(ag,bs)}sco. Como R es segundo nimerable, tenemos que T es segundo
numerable [4, 6.2, p. 174]. Esto implica que existe A’ = {(a;, b;) }scv una subcubierta abier-
ta numerable de A para T [4, 6.3, p. 174]. Definimos A* = {[a;, b;) }ic, por construccién
se tiene que A* es una cubierta abierta numerable para T" en R con la topologia de Sorgenfrey.

Finalmente observemos que A* UB* es una cubierta abierta numerable de (R, 7g), puesto que
la unién de conjuntos numerables es numerable [15, 2.12 p. 31]. De esta forma hemos probado
que (R, 7g) es un espacio de Lindeldf.
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» (R, 7g) es normal.

Veamos primero que (R, 7g) es T}. Sean z,y € R tales que = # y. Supongamos sin pérdida

de generalidad que = < y, entonces [y,y + 1) y [z, Z5¥) son subconjuntos abiertos en (R, s)

tales que y € [y,y+ 1), v ¢ [y,y + 1), x € [z, L;y) vy ¢z, L;”’) Por lo tanto (R, 7s) es T1.

Ahora veamos que (R,7g) es normal. Sean A y B subconjuntos cerrados de R tales que
AN B = (. Queremos ver que existen U y V subconjuntos abiertos en X tales que A C U,
BCVyUNnV =40.

Observemos que, para toda a € A, se cumple que a € X — B, donde X — B es abierto puesto
que B es cerrado. Entonces existe z, € X — B tal que el subconjunto [a, z,) se queda conte-
nido en X — B.

Anilogamente tenemos que, para toda b € B, se cumple que b € X — A con X — A subconjunto
abierto puesto que A es cerrado. Por lo cual tenemos que existe x, € X — A tal que [b, z3) se
queda contenido en X — A.

Definimos U = | [a,zq) y V = U [b,@p), U y V son abiertos en (R, 7g) puesto que son
acA beB
uniones arbitrarias de abiertos, por otra parte por definicién tenemos que A C U y B C V.

Veamos que U NV = (), supongamos p € U N V. Entonces p € [ag, x4,) para alguna ag € A
ypeE [bO7$$b0) para alguna by € B. Supongamos sin pérdida de generalidad que by < ag.
Esto implica que [ag, Zq) N [bo, p,) 7 0, 1o cual implica que AN (X — A) # 0 lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto U NV = ) y en consecuencia tenemos que (R, 7s) es normal.

O]

PROPOSICION 3.6.5. Sea n > 2. Consideremos a R con la topologia de Sorgenfrey. F,(R) no
es normal.

Supongamos que F,(X) es normal. Por la Proposicién 2.2.2, tenemos que F»(X) es cerrado en
F,(X), lo que implica que F5(X) es normal [4, 3.3, p. 145].

En la Proposicién 3.6.4 probamos que la recta de Sorgenfrey es separable, entonces, por el Teo-
rema 4.3.7 (que se verd en el siguiente capitulo), tenemos que F5(R) es separable.

Consideremos al conjunto A = {{z,—z}|z € R} C F»(R). Vamos a probar que A tiene la
cardinalidad de R, es discreto y cerrado, lo que nos llevard, por el Lema 3.6.2, a que F»(X) no es
normal, lo cual seria una contradiccién.

Primero veamos que A tiene la cardinalidad de R. Consideremos a la funcién f : A — R dada
por f({x,—z}) = x. Esta funcién es biyectiva por lo cual tenemos que |A| =R [1, p. 79].

Observemos ahora que A es discreto, para esto tenemos que ver que todos sus puntos son sub-
conjuntos abiertos en A. Sea {z,—z} € A. Si z = 0 notemos que {0} = ([0,1)) N A que es un
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subconjunto abierto de A. Si z # 0 notemos que {z, —z} = ([~|z[,0), [|z|, |z] + 1)) N A que es un
subconjunto abierto en A, de esto se concluye que A es discreto.

Finalmente veamos que A es cerrado, para esto comprobaremos que Fh(R) — A es abierto.
Sea {p,q} € F3(R) — A. Queremos ver que existe un subconjunto abierto U en F5(R) tal que
{p.¢} et C Fr(R) — A

m Caso l.p=qyp#0.
Si p > 0, entonces se tiene que {p} € <[p, p+ 1)> y, puesto que no hay nimeros negativos en
[p,p + 1), tenemos que ([p,p+ 1)) N A = 0. Si p < 0, entonces se tiene que {p} € ([p,0)) y
puesto que no hay nimeros positivos en [p,0), tenemos que <[p, 0)> NA# 0.

m Caso 2. p#q,p=0y q+#0.
Si g > 0 tenemos que {0, ¢} € <[0, Dl g+ 1)> y, puesto que no hay nimeros negativos en
[0,4) Ulg, g+ 1), se tiene que ([0, ), [g,q + 1)) N A= 0.

Si g < 0 tenemos que {0,q} € <q, 3 > Veamos que <q, 3 > NA = (. Sea
{z, -z} € A. Supongamos que {z, —x} E <[q, ),00,—9)). Entonces x 6 [q, Hoxel0,-1).
Siz € [g,4), tenemos que z < £, lo que implica que —z > —2, por lo que —z §§ [() —1). Anélo-
gamente, siz € [0, —1), tenemos que —z € [q, ). De esto se concluye que < q,4),10, %)>OA =

0.

= Caso 3. p#0+#4q.

Si p,q > 0, supongamos sin pérdida de generalidad que p < ¢. Entonces, {p,q} € <[p, oo)>,
ademds, como no hay nimeros negativos en [p, c0), tenemos que <[p, oo)> NA=0.

Si p,q < 0, sin pérdida de generalidad supongamos que p < ¢q. Entonces, {p, ¢} € <(—oo, O)>,
ademads, como no hay ntimeros positivos en (—o0,0), se tiene que <(—oo, 0)> NA=0.

Sip#qyp>0,q<0 se tienen dos casos.

El primer caso es |p| > |q|, entonces {p, ¢} € <[q, 0),][ ,oo)>. Veamos que <[q, 0), [p, oo)> NA=
0. Sea {z,—x} € A. Para que {z, —z} esté en ([g,0), [p, 00)) se debe de cumplir que z € [g,0)
ox € [p,oo). Si z € [q,0), tenemos que ¢ < z, lo que implica que —z < —¢ < p, por
lo tanto —x ¢ [p,00), lo que implica que {z,—x} € [¢,0) U [p,o0) y, en consecuencia,
{z,—z} ¢ ([¢,0), [p,)). Andlogamente, si z € [p,00), se tiene que —z ¢ [¢,0) y, en conse-
cuencia {z, —z} ¢ ([¢,0), [p,o0)). Por lo tanto ([g,0), [p,c0)) N A= 0.

Si gl > |pl, entonces {p, a} € ([, Z9), [p, Z59)). Ve e (g, 249), [p. 250y 0 A = 0.
Sea {z,—z} € A. Para que {x,—z} este en < q, _p+q = >, se tiene que cumplir que
x € [q, p+q) oz € [p5). Siz e [ q, 2 t4) tenemos que r < 7p2+q, lo que implica
que —x > por lo que {z, -z} ¢ g, p2 1) U [p, 551) y, en consecuencia, {z, -z} ¢
(la, p+q),[ , > Analogamente six € [p, 551), se tlene que —x ¢ [q, p+q) lo que implica
que {z, -z} ¢ ([¢g, B), [p, 52)). Por lo tanto (lg, B5), [p, 552))y N A = 0.
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De todos los casos anteriores se concluye que F»(R) — A es un subconjunto abierto y en con-
secuencia A es un subconjunto cerrado en F(X). Y asi hemos llegado a la contradiccién que
queriamos.
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Capitulo 4

Conexidad, compacidad y axiomas de
numerabilidad

En este capitulo veremos algunas de las propiedades topoldgicas més importantes. En la pri-
mera seccién veremos cémo es que la conexidad y la conexidad local se preservan bajo productos
simétricos. En la segunda seccion se analizard la compacidad y la compacidad local.

Finalmente, en la seccién 1.3 veremos los axiomas de numerabilidad, la separabilidad y la pro-
piedad de ser un espacio de Lindefof.

4.1. Conexidad

DEFINICION 4.1.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es desconexo si existen A y
B subconjuntos abiertos en X tales que, A# 0, B#0), AnNB=0y X =AUB.

DEFINICION 4.1.2. Sea X un espacio topolédgico. Decimos que X es conexo cuando X no es
desconexo.

TEOREMA 4.1.3. Sean X wun espacio topolégico de Hausdorff y n € IN. Entonces, X es un
espacio conexo si y solo si F,,(X) es conero.

Demostracion. Supongamos que X es conexo. Esto implica que X" es conexo [4, 1.7, p. 109]. Por la
Proposicién 2.1.2 sabemos que la funcién ¢, : X" — F,,(X) dada por ¢, (x1, ..., xs) = {21, ..., Tn}
es continua y suprayectiva, de donde podemos concluir que F,,(X) es conexo [4, 1.4, p. 108].

Demostraremos ahora que el que F,(X) sea conexo implica que X es conexo por contrapositiva,
para ello supongamos que X es desconexo. Esto implica que X = U UV donde U y V son abiertos
no vacios y ajenos entre si.

Notemos que <U > y <X , V> son abiertos no vacios en F,(X). Como U # (), entonces existe un

x € U por lo cual se tiene que {z} € <U> De igual forma como V # (), existe y € V vy, entonces,
{y} € (X, V) concluyendo asi que (X, V) # 0.

45
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Comprobemos que F,(X) = (U)U(X, V). Tenemos que (U)U(X, V) C F,(X). Sea A € F,(X).
Tenemos dos posibles casos:

= Si A C U, entonces tenemos que A € <U> y, por lo tanto, A € <U> U <X, V>.

» Si A ¢ U, entonces existe p € AN (X — U), puesto que estamos suponiendo que X =U UV,
tenemos que p € ANV lo que implica que A € <X, V> y ,por consiguiente, A € <U> U <X, V>.

Veamos que <U> N <X, V> = (). Supongamos que existe A € <U> N <X, V>. Esto implica que
ACUy ANV # (. Entonces existe a € ANV vy, por otro lado tenemos que a € U, lo cual es una
contradiccién puesto que U NV = (.

De esta forma hemos probado que Si X es desconexo, entonces F),(X) es desconexo, lo cual es
equivalente a que si X es conexo, entonces F,(X) es conexo.

4.1.1. Conexidad Local

DEFINICION 4.1.4. Decimos que un espacio topoldgico X es localmente conexo si, para toda
r € X y para todo U subconjunto abierto de X tal que x € U, existe V subconjunto abierto y
conexo en X tal quex € V C U.

TEOREMA 4.1.5. Dada {(Xi,7i)}ieq1,....n) una familia finita de espacios topoldgicos localmente
conexos se tiene que X1 X X9 X ... X X, es localmente conexo.

Demostracion. Sean T = (z1,...,2n) € X1 X ... X X y U = Uy x Uz x ... X Uy, un subconjunto
abierto basico de X1 x ... x X, tal que x € U.

Dada i € {1,...,n}, como X; es localmente conexo y x; € U;, tenemos que existe V; un subcon-
junto abierto y conexo de X; tal que x; € V; C U;. Puesto que el producto de espacios conexos es
conexo [4, 1.7, p. 109], tenemos que V; X ... X V;, es un subconjunto abierto y conexo de X; x ... x X,
tal que 7 € Vi x ... x V,, CU; X ... Xx Uy,. Por lo tanto X7 x ... x X,, es localmente conexo.

O

TEOREMA 4.1.6. Un espacio topoldgico X es localmente conexo si y solo si todas las compo-
nentes conexas de conjuntos abiertos son abiertas en X.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sean U un subconjunto abierto en X, C
una componente conexa de U y x € C. Entonces, existe un subconjunto abierto conexo V en X,
tal que x € V C U. Por lo que V C C y, en consecuencia, C es un subconjunto abierto en X pues
todos sus puntos son interiores.

Supongamos ahora que toda componente conexa de cada abierto en X es abierta. Sea x € X y

U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Sea C'(x) la componente conexa de U que contiene

a z. Entonces, C'(z) es un subconjunto abierto y conexo de X que cumple que =z € C(xz) C U. Por
lo tanto X es localmente conexo.

O
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DEFINICION 4.1.7. Sean X y Y espacios topoldgicos. Se dice que f : X — Y es una funcién
cociente si f es suprayectiva, continua y se cumple que dado U C Y si f~1(U) C X es abierto,
entonces U es abierto en Y. En caso de que exista una funcién de este tipo se dice que Y es un
espacio cociente de X.

TEOREMA 4.1.8. 5i f : X — Y es una funcion cerrada, continua y suprayectiva, entonces f
es una funcion cociente.

Demostracion. Sea O C Y tal que f7![O] es abierto en X, entonces
X — f7YO]J es cerrado en X, entonces como f es cerrada tenemos que f[X — f~1[0]] es cerra-
do en Y y puesto que f es suprayectiva tenemos que f[X — f71[O]] = Y — O, por lo cual O es
abierto en Y y entonces f es una funcién cociente.

O

OBSERVACION 4.1.9. Notemos que la funcién canénica ¢, : X" — F,(X) dada por ¢p (21, ..., #n) =
{x1,...,x,} es una funcién cociente puesto que, como vimos en las Proposiciones 2.1.2 y 2.1.5, es
continua, cerrada y suprayectiva.

TEOREMA 4.1.10. Sea X un espacio topoldgico. Si X localmente conexro y Y es un espacio
cociente de X, entonces Y es localmente conexo.

Demostracion. Sean f: X — Y una funcién cociente, y € Y, O un abierto en Y tal que y € O y
C(y) la componente conexa de y en O. Queremos ver que C(y) es abierto en Y, para ello primero
veremos que C' = f~[C(y)] es un subconjunto abierto en X.

Sea x € C = f1C(y)]. Como f(x) € C(y) C O, tenemos que = € f~1[0]. Puesto que
X es localmente conexo, tenemos que existe U, un subconjunto abierto y conexo de X tal que
re U, C fYO].

Dado que la imagen continua de un conexo es conexa [4, 1.4, p. 108], tenemos que f[U,] es co-
nexo. Ademds, como f(z) € f[Uz]NC(y), tenemos que f[U;]UC(y) es un subconjunto conexo de O.

Por otra parte, recordemos que C(y) es componente conexa de O vy, por lo tanto, es componente
maximal con respecto a la contencién. Entonces tenemos que C'(y)U f(U,) = C(y) y f(Uz) C C(y),
por lo cual U, C f~1(C(y)) = C. En consecuencia z € int(C) y como z era un punto arbitrario de
C, se tiene que todos los puntos de C son interiores y de esto se concluye que C' es abierto en X.

Como f es una funcién cociente, C'(y) es abierto en Y, esto implica, por el Teorema 4.1.6, que
Y es localmente conexo.

O]

LEMA 4.1.11. Sea X espacio topolégico y n € IN. Si C es un subconjunto conexo de F,,(X) tal
que CN F1(X) # 0, entonces | JC es un subconjunto conexo de X.

Demostracion. Supongargos que Ug no es conexo. Entonces, existen A y B subconjuntos de X,
talesque A#0, B0, AnNB=0, BNA=0y|JC=AUB [17, 26.5, p. 192].
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Sea {z} € CNF1(X). Tenemos que z € | JC, por lo cual x € A o x € B. Supongamos sin pérdida
de generalidad que z € A. Definimos K ={K € C|K C A}y L={K € C|[K N B # 0}.

Notemos que:

1.C=KUL.

Por la definiciéon de K y L, tenemos que X U L C C. Veamos que C C K U L. Sea K € C. Si
K C A, se tiene que K € K. Supongamos que K ¢ A. Entonces, existe p € K tal que p ¢ A,
pero puesto que p € | JC tenemos que p € B, por lo cual K N B # (). Esto implica que K € L,
en consecuencia C C KU L y, por lo tanto, C = K U L.

2. K#0y L #0.

Tenemos que K # () puesto que {z} € K. Veamos que £ # (). Tenemos que B # (), entonces
existe p € B, por lo que p € |JC. Esto implica que existe K € C tal que p € K, por lo cual
KN B #(y, en consecuencia, K € L.

3. KNL=0.

Sea G € K. Definimos Z = {K C F,(X)|K C A}. Sabemos que Z es cerrado por lo que
vimos en el Lema 1.3.1 y K C Z, por lo cual K C Z = Z. Esto implica que G € Z, entonces
G C Ay, puesto que AN B = (), tenemos que G N B = (). Por consecuencia G ¢ L, con lo cual
podemos concluir que KX N L = 0.

4. LNK=0.

Sea G € L. Definimos Z = {K € F,(X)|KNB # (}. Sabemos que Z es cerrado (Lema 1.3.1)
y L C Z. Porlo cual L C Z = Z, esto implica que G € Z, en consecuencia tenemos que
G N B # (. Entonces G € A puesto que AN B = (), por ende tenemos que G ¢ K y de esta
forma concluimos que £N K = 0.

Pero de 1, 2, 3, y 4,se concluye que C es desconexo [17, 26.5, p. 192], lo cual es una contradiccién
a nuestra hipétesis inicial. Por lo tanto | JC es conexo en X.

O]

LEMA 4.1.12. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff, n € IN y C un subconjunto abierto en
F,(X). Entonces | JC es un subconjunto abierto en X.

Demostracion. Sea x € |JC. Entonces, por definicién de unién, tenemos que existe K € C tal que
x € K. Supongamos sin pérdida de generalidad que K = {x, k1, ko, ..., k;}. Como C es un subcon-
junto abierto en F,(X), por el Lema 1.3.3 tenemos que existe V = <Vm, Vi, Va, ..., Vl> un Vietorico
béasico en F,(X) tal que = € V,, para toda i € {1,2,...,1}, se cumple que k; € V;, V, NV; = 0,
VinV;=0sii#jy,ademés, K €V CC.

Veamos que V, C |JC. Sea p € V,.. Entonces {p, k1, ks, ....,k;} € V C C, por lo tanto p € | JC. En
consecuencia tenemos que | JC es un subconjunto abierto en X.
O]
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TEOREMA 4.1.13. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y n € N. Entonces, X es local-
mente conexo si y solo si F,(X) es localmente conero.

Demostracion. Supongamos que X es localmente conexo. Sabemos que X™ es localmente conexo
por el Teorema 4.1.5. Puesto que ¢,, : X" — F,(X) dada por ¢, (x1,...,z,) = {21, ...,x,} es una
funcién cociente (Observacién 4.1.9), al aplicar el Teorema 4.1.10 se tiene entonces que F,,(X) es
localmente conexo.

Supongamos ahora que F,(X) es localmente conexo. Sean x € X y U un subconjunto abierto
en X tal que 2 € U. Consideremos {z} € F,(X), entonces {2} € (U); como F,,(X) es localmente
conexo, tenemos que existe V subconjunto abierto y conexo en F,(X) tal que {z} € V C <U > Por
los Lemas 4.1.11 y 4.1.12 se tiene que |JV es un subconjunto abierto y conexo en X.

Ademsds, |JV C U, ya que dado p € |JV, tenemos que existe K € V tal que p € K, y, puesto
que V C <U>, entonces K € <U>, por lo que K C U lo que implica que p € U. Por lo tanto |JV
es un subconjunto abierto y conexo en X que cumple que z € [JV C U, lo cual nos dice que X es
localmente conexo.

O]

4.2. Compacidad

DEFINICION 4.2.1. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Decimos que X es compacto si
cada cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

TEOREMA 4.2.2. Sea X un espacio topologico de Hausdorff yn € IN. Entonces, X es un espacio
compacto si y solo si F,(X) es compacto.

Demostracion. Supongamos que F,,(X) es compacto. Por el Lema 2.2.1 sabemos que X es homeo-
morfo a F;(X) y, por la Proposicién 2.2.2, tenemos que F;(X) es cerrado en F,(X). Esto implica
que F1(X) es compacto [4, 1.4(3), p. 224] y, en consecuencia, X es compacto.

Supongamos ahora que X es compacto. Entonces, X™ es compacto [4, 1.4(4), p. 224]. Sabemos
que la funcién canénica ¢, : X" — F,(X) dada por ¢, (1, ..., xy) = {21, ..., x5} es continua (Pro-
posicién 2.1.2) de donde podemos concluir que F,(X) es compacto, puesto que la imagen continua
de un compacto es compacta [4, 1.4(1), p. 224].

4.2.1. Compacidad Local

DEFINICION 4.2.3. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Decimos que X es localmente
compacto si, para toda ¢ € X y, para todo U subconjunto abierto de X tal que x € U, se tiene que
existe un abierto V tal que x € V CV C U y V es compacto.
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TEOREMA 4.2.4. 5i X es un espacio topoldgico de Hausdorff. Entonces, las siguientes propie-
dades son equivalentes:

1. X es localmente compacto.

2. Para todo compacto C C X y, para todo subconjunto abierto U en X tal que C' C U, se tiene
que existe un abierto V en X tal que C CV CV CU yV es compacto.

3. X tiene una base B tal que, para todo U € B se cumple que U es compacto.

4. Para toda x € X, existe un abierto U en X tal que x € U y U es compacto.

Demostracion. Veamos que 1 implica 2. Sean C' C X compacto y U un subconjunto abierto de X
tal que C C U.

Dada x € C, como X es localmente compacto, tenemos que existe V' (x) un subconjunto abierto
en X tal que x € V(z) € V(z) C U y V(x) es compacto. Entonces, {V(z)|z € C} es una cu-
bierta abierta de C' y, puesto que C' es compacto tenemos que existen n € N y x1,x9,...,z, € C
tales que {V(z;)]i € {1,...,m}} es una cubierta abierta de C. Como V(z;) es compacto, para

n n

toda i € {1,...,n}, tenemos que |J V(x;) es compacto y |J V(z;) C U puesto que, para toda
i=1 1=1

ie€{1,2,...,n}, V(x;) C U. Por lo cual tenemos que C C |J V(z;) C |J V(z;) = U V(zy) C U [4,
i=1 1=1 '
4.5(3), p. 70].

Comprobemos que 2 implica 3. Sean B = {V C X|V es compactoy V es abiertoen X}, v € X
y U un subconjunto abierto de X tal que x € U. Tenemos que {z} es compacto, como {z} C U,
por 2, tenemos que existe V € B tal que {z} C V C V C U, lo cual implicaz € V C V C U por lo
cual B es una base de la topologia.

Ahora veamos que 3 implica 4. Sea x € X. Como X es abierto en X, existe U € B tal que
reU CX.

Finalmente comprobemos que 4 implica 1. Sean z € X y U un subconjunto abierto en X tal
que x € U. Por 4 tenemos que existe W un subconjunto abierto en X tal que z € W C W y W es
compacto. Se tiene que W N U es un subconjunto abierto en W tal que x € W NU. Como W es
Hausdorff [4, 1.3(2), p. 138] y compacto tenemos que es W es normal [17, 17.10, p. 121], en parti-

cular tenemos que W es regular, por lo cual existe G un abierto en W tal que z € G C éW CwWnU.

Sabemos que un subconjunto A de X es abierto si y sélo si, para todo B C X se cumple
que ANB = AN B [4, 4, p. 91]. Tenemos que G = ENW con E un subconjunto abierto en X,
consideremos V = EN W y notemos que éW =GxNW=EnWnWx =EnWxnNnWx =
VxNWx =Vx por lo cual tenemos que z ¢ VCV CWNU CU.

O]

TEOREMA 4.2.5. Seann € N y (Xj, Ti)ieq1,.. ,n} una familia finita de espacios topoldgicos local-
mente compactos y To. Entonces, X1 X ... X X,, es localmente compacto.
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Demostracion. Sea T = (x1,...,2y) € X1 X ... X X;,. Dada i € {1,2,...,n} tenemos que X; es local-
mente compacto y Ts, entonces existe U; abierto en X; tal que x; € U; y U; es compacto.

Tenemos que Uy X ... X U, es un subconjunto abierto en X7 x ... x X, tal que Z € Uy X ... X U,,.
Notemos que Uy X ... x U,, = Uy X ... x U,. Como para toda i € {1,2,...,n}, se tiene que U; es
compacto, entonces Uz X ... X Uy, es compacto [4, 1.4(4), p. 224]. Por el inciso 4 del Teorema 4.2.4

tenemos que X; x Xo X ... X X,, es localmente compacto.
O

LEMA 4.2.6. Sea p: X — Y una funcién cerrada. Dado S C Y un subconjunto cualquiera y un
abierto U C X tal que p~![S] C U, existe un abierto V C Y tal que S C V y p~ (V) C U.

Demostracion. Sea V=Y —p[X —U]. Como p~![S] C U, tenemos que S C V. Por otra parte se tiene
que V es abierto en Y ya que p es cerrada. Finalmente, observemos que p~[V] = X —p~![p[X -U]] C
X—(X-U)=U.

]

LEMA 4.2.7. Sea p: X — Y una funcién. Entonces, p es cerrada si y sélo si, para todo A C X,

se cumple que p(A4) C p(A).

Demostracién. Sea A C X. Supongamos que p es cerrada. Entonces, p(A) es cerrado, y ,puesto que

p(A) C p(A), tenemos que p(A) C p(A4) = p(A).

Ahora supongamos que p(A) C p(A) para todo A C X. Tomemos A un subconjunto cerrado
en X, tenemos que p(A) C p(A) C p(A) = p(A), por lo que p(A) = p(A). Por lo tanto p es una
funcién cerrada.

O]

DEFINICION 4.2.8. Una funcién p: X — Y es llamada perfecta si es continua, cerrada, su-
prayectiva y, para toda y € Y, p~!(y) es compacto.

OBSERVACION 4.2.9. Notemos que la funcién canénica (Definicién 2.1.1) es perfecta. Sabe-
mos que es suprayectiva, continua (Teorema 2.1.2) y cerrada (Teorema 2.1.5). Ademds, para todo
T € F,(X), tenemos que la imagen inversa de T' bajo ¢, es finita y, por lo tanto, compacta.

TEOREMA 4.2.10. Sean X y Y espacios topoldgicos de Hausdorff y p: X — Y una funcion
perfecta. St X localmente compacto, entonces Y es localmente compacto.

Demostracion. Sea y € Y. Como p es perfecta, tenemos que p~!(y) es compacto en X. Entonces,
como p~!(y) € X donde X es abierto, por el Teorema 4.2.4(2), tenemos que existe U subconjunto
abierto de X tal que p~!(y) CU CU C X y U es compacto.

Por el Lema 4.2.6, tenemos que existe V subconjunto abierto de Y tal que y € V y p~ (V) C U.
Tenemos entonces que V = p[p~1[V]] C p[U]. Notemos que, como p es cerrada y por el Lema 4.2.7,
se tiene que p[U] C p(U). Entonces, V C p[U] C p[U]. Tenemos que p[U] es compacto en Y puesto
que es la imagen continua de un compacto [4, 1.4(1), p. 224], por lo cual podemos concluir que V
es compacto en Y [4, 1.4(3) p. 224]. De esta forma hemos probado que Y es localmente compacto.

O
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TEOREMA 4.2.11. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff y n € N. Entonces, X es local-
mente compacto si y solo si F,(X) es localmente compacto.

Demostracion. Supongamos que X es localmente compacto. Por el Teorema 4.2.5 tenemos que X"
es localmente compacto. Sabemos que la funcién canénica es perfecta (Observacién 4.2.9), entonces,
por el Teorema 4.2.10, tenemos que F,,(X) es localmente compacto.

Supongamos ahora que F,,(X) es localmente compacto. Tenemos que F (X)) es cerrado en Fj, (X)
(Proposicién 2.2.2), lo que implica que Fj(X) es localmente compacto [4, 6.5(3), p. 239]. Como X
es homeomorfo a F(X) (Lema 2.2.1), se concluye que X es localmente compacto [4, 6.5(1), p. 239].

O

4.3. Axiomas de numerabilidad

4.3.1. Primer axioma de numerabilidad

DEFINICION 4.3.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es primero numerable (o que
cumple el primer axioma de numerabilidad) si todo punto en X tiene una base local numerable.

LEMA 4.3.2. Sea X un espacio topoldgico primero numerable y A C X. Entonces, A es primero
numerable.

Demostracion. Sea a € A. Tenemos que a € X, por lo tanto existe B(a) = {V;}iew una base local
numerable de a en X. Veamos que B’ = {V; N A},c es una base local numerable para a en A.
Sea W un subconjunto abierto en A tal que a € W. Entonces, W = U N A con U un subconjunto
abierto en X. Como a € U y B(a) es una base local de a, existe V; € B(a) tal que a € V; C U.
Tenemos que a € V; N A C U N A =W. Por lo tanto B’ es una base local de a en A. Observemos
que por construccién se tiene que B’ es numerable, por lo tanto A es primero numerable.

O

TEOREMA 4.3.3. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff y n € IN. Entonces, X es primero
numerable si y solo si Fj,(X) es primero numerable.

Demostracion. Primero veamos que el que X sea primero numerable implica que F,,(X) es primero
numerable.

Sea A = {x1,x9,....,2,} € F,(X). Como X es primero numerable tenemos que, para cada x; € A,
existe una base local numerable B; = {Vji}jem de z; en X.

Sea C = {(Wy,... W,)|W; € By i € {1,...,m}}. Veamos que C es base local para A en Fj,(X).
Sea U un abierto en F,(X) tal que A € U, por el Lema 1.3.3 tenemos que existe <M1, Mo, ..., MT> =
M un Vietérico bésico tal que A € M C U, para toda i € {1,...,r}, se tiene que z; € M; y
MiﬂMj:@Sii#j.

Ahora bien, como para cada i € {1,...,7} se tiene que B; es base local, tenemos que existe
ij € B; tal que z; € V;ZZ C M;. Consideremos al Vietorico <le1,1/]22, ,VJ’;> = V), notemos que
VeCyVCMCU. Por lo tanto tenemos que C es una base local para A en F,(X).
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Veamos que C es numerable. Consideremos a la funciéon f : C — B; x ... x B,, donde
f(<W1, ...,Wr>) = Wi x ... x W,. Veamos que f es inyectiva. Sean W = <W1, ...,Wr>,
Q= <Q1,...,QT> € C tales que f(W) = f(Q). Entonces, W; x ... x W, = Q1 X ... X @, lo cual
implica que,para toda i € {1,...,7}, W; = Q;, por lo que W = Q con lo cual podemos concluir que
f es inyectiva. Esto implica que |C| < |B; x X... x B,| [1, p. 79]. Sabemos que |B; X ... x B,| < |IN|
puesto que el producto cartesiano finito de conjuntos numerables es numerable [14, 5.2.15, p. 113].
Con esta observacién hemos demostrado que F,,(X) es primero numerable.

Supongamos ahora que F,(X) es primero numerable. Sabemos que X es homeomorfo a F;(X)
(Lema 2.2.1). Como el ser primero numerable se preserva bajo subespacios topoldgicos (Lema 4.3.2)

tenemos que F(X) es primero numerable y, en consecuencia, X es primero numerable.
O

4.3.2. Segundo Axioma de numerabilidad

DEFINICION 4.3.4. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es segundo numerable (o que
cumple el segundo axioma de numerabilidad) si X tiene una base numerable.

TEOREMA 4.3.5. Sea X un espacio topologico de Hausdorff y n € N. Entonces, X es sequndo
numerable si y solo si F,,(X) es seqgundo numerable.

Demostracion. Supongamos que X es segundo numerable. Entonces X tiene una base numerable
B = {Ui}ien.

Consideremos a C = {(U;,,Uj,,....,U;;)|Uj, € By 1 <k < n} el conjunto de los Vietéricos
formados con a lo mas n abiertos pertenecientes a B. Veamos que C es una base de la topologia de
F,(X).

Sean A = {x1,...,z,} € F,(X) y V un subconjunto abierto en F,(X) tal que A € V. Por el Lema
1.3.3 tenemos que existe W = <W1, . Wr> un Vietdrico bésico tal que, para toda i € {1,...,r},
x; € Wi, WiﬁWj:@Sii%ijgV.

Como B es base de la topologia tenemos que para cada ¢ € {1,...,r} existe U;, € B tal que
x; € U, € W, esto implica que U™ = <Ull, Uy, ..., U1T> C W C V. Por construccion tenemos que
U* € C, por lo cual concluimos que C es una base de la topologia.

Veamos que C es numerable. Dada k € {1,...,n}, definimos C;, = {(Uj,,...,U;,)|U;, € B}.

n
Observemos que C = |J Cg. Veamos que, dada k € {1,...,n}, C; es numerable. Considere-
k=1

mos a la funcién f : C, — B*, donde f(<W1,...,Wk>) = W1 X ... x Wg. Veamos que [ es
inyectiva. Sean W = <W1,...,Wk>,Q = <Q1,...,Qk> € Cg tales que f(W) = f(Q). Entonces,
Wiy x .. x Wi = Q1 X ... X Q lo cual implica que, para toda i € {1,....k}, W; = @, por lo
que W = Q con lo cual podemos concluir que f es inyectiva. Esto implica que |Cy| < |B¥| [1, p.
79]. Sabemos que |B¥| < |IN| puesto que el producto cartesiano finito de conjuntos numerables es
numerable [14, 5.2.15, p. 113]. Por lo tanto Cj es numerable.

Tenemos entonces que C es una unién finita de conjuntos numerables, lo que implica que es
numerable [15, 2.12 p. 31]. Por lo tanto X es segundo numerable.
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Supongamos ahora que F,(X) es segundo numerable. Por el Lema 2.2.1 sabemos que X es
homeomorfo a Fi(X). Ser segundo numerable se preserva bajo subespacios topoldgicos [4, 6.2(2),
p. 174] por lo cual tenemos que Fi(X) es segundo numerable y, en consecuencia, X es segundo
numerable.

O

4.3.3. Separabilidad

DEFINICION 4.3.6. Sea X un espacio topoldgico de Hausdorff. Decimos que X es separable si
existe D C X tal que D es denso y contable.

TEOREMA 4.3.7. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff yn € IN. Entonces X es separable
st y solo si F,,(X) es separable.

Demostracion. Supongamos que X es separable. Para ver que F,(X) es separable necesitamos ver
que existe un subconjunto en F,,(X) numerable y denso. Como estamos suponiendo que X es se-
parable, existe D C X denso y numerable. Puesto que D C X, entonces F, (D) C F,(X).

Notemos que F,(D) = |J D, donde D, = {Z C D||Z| = r}. Por lo que si probamos que, para
r=1
toda r € {1,...,n}, D, es numerable habremos probado que F, (D) es numerable [15, 2.12 p. 31].

Sean r € {1,...,n} y fr : D, — D" dada por f,({z1,...,2-}) = (21, ..., 2r). Veamos que f es
inyectiva. Sean Z = {z1,..., 2.}, W = {wy,...,w,} € D, tales que Z # W. Entonces, existe z; € Z
tal que, para toda j € {1,...,r}, z; # wj, por lo cual f.(Z) = (21,..., 2r) # (wi,...,w,) = fF(W)
concluyendo asi que f, es inyectiva. Esto implica que |D,| < |D"| [1, p. 79], y puesto que D" es
numerable [14, 5.2.15, p. 113] se concluye que D, es numerable. En consecuencia hemos probado
que F, (D) es un conjunto numerable.

Para concluir esta parte de la demostracién solamente hace falta ver que F,(D) es denso en
F,.(X). Sean un A C F,(X) subconjunto abierto no vacio y B = {b1,ba,...,bx} € A. Queremos
ver que existe P € F, (D) tal que P € A; por el Lema 1.3.3 sabemos que podemos encontrar un
Vietérico bédsico V = <V1,...,Vk> en F,(X) tal que,para cada ¢ € {1,...,k}, b; € V;, V C Ay,
ademds, V; N V; =0 sii # j. Como D es denso en X tenemos que, para toda i € {1,...,k}, existe
p; € V; N D. Esto implica que P = {p1,p2, ...,k } € Fr(D) N <V1, ceey Vk> C A. Por lo tanto, F,(D)
es denso en F,,(X), concluyendo asi que F,(X) es separable.

Supongamos ahora que F,(X) es separable. Entonces, existe C C F,,(X) denso y numerable,
supongamos que C = {C;};cn. Para cada i € IN, escojemos un z; € C; y formamos con ellos al
conjunto D = {z;|z; € C; y i € N}. Notemos que por como definimos a D se tiene que D C X vy,
ademads, D es numerable.

Veamos que D es denso en X. Sean B un subconjunto abierto no vacio de X y b € B. Enton-
ces, <B> es un subconjunto abierto distinto del vacio en F,(X), lo cual implica que existe C; € C
tal que Cj € <B> por lo cual tenemos que C; C B. Esto implica que z; € B, por lo cual tenemos
que BN D # (. De esta forma podemos concluir que D es denso en X y por lo tanto X es separable.

O
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4.3.4. Espacios de Lindelof

DEFINICION 4.3.8. Sea X un espacio topolégico de Hausdorff. Decimos que X es un espacio
de Lindelof si, para toda cubierta abierta de X, tiene una subcubierta numerable.

De manera similar a lo que ocurre con el producto topoldgico, se tiene que el ser un espacio
de Lindel6f no se preserva bajo productos simétricos. Para probar esto necesitaremos recordar el
siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.9. Sea X un espacio topoldgico. Si X es reqular y Lindeldf, entonces X es
normal.

Demostracién. Sean T1,To C X cerrados tales que 1) N5 = (). Necesitamos encontrar Uy, Us C X
subconjuntos abiertos en X tales que Ty C Uy, To C Uy y U1 NU, = 0.

Como X es regular tenemos que, para todo p € 11 y T», existen Uj(p) y Vi(p) subconjuntos
abiertos de X tales que p € Ui(p), To C Vi(p) y Ui(p) N Va(p) = 0. Andlogamente, para todo
q € Ty, y Th existen subconjuntos abiertos Us(q) y Va(q) en X tales que q € Ua(q), Th C Va(q) y
UQ(q) N Vg(q) = 0.

Notemos que {Ui(p)lp € Ti} v {U2(q)|l¢ € T>} son cubiertas abiertas de 77 y T respecti-
vamente. Por otra parte, como X es Lindel6f y 77, T5 son subconjuntos cerrados en X se tiene
que T1 y T» son Lindeldf [4, 6.6, p. 175]; esto implica que existen P = {p;|p; € T1 y i € N} y
Q = {q|qi € Ty y i € N} subconjuntos numerables de puntos en T} y T» respectivamente tales que
{U1(qi)|gi € P} vy {Ua(q)|gi € Q} son cubiertas abiertas de T} y Tb.

Para cada n € IN, definimos los siguientes dos conjuntos:

» Ui(n) = Ur(pn) N Va(q1) N Va(gz) N ... N Va(gn)
= Uj(n) = Ua(gn) N Vi(p1) N Vi(p2) N...N Vi(pn)

Observemos que, para toda n € IN, Uj(n) y Uj(n) son subconjuntos abiertos en X ya que estdn
definidos como intersecciones finitas de subconjuntos abiertos en X.

Veamos que B; = {Uj(n)|n € IN} es una cubierta abierta de Tj. Sea z € Tj. Entonces existe
J € IN tal que = € Uy (p;), como tenemos que, para toda i € IN, T1 C Va(g;), se tiene que = € Ui (p;).
Por lo tanto T} C |JBj, lo que implica que B; es una cubierta abierta para 7. Bajo un razona-
miento andlogo tenemos que By = {Uj(n)|n € IN} es cubierta abierta de T5.

Definimos Uy = |JB1 y Us = |UBa. Por lo anterior sabemos que son abiertos, 77 C U; y
Ty C Us. Si probamos que Uy N Uy = () habremos acabado la demostracion.

Para esto basta ver que, para toda m,n € IN, U{(n) N Uy(m) = ). Sean n,m € Ny x € U{(n).

Casol n<m.

Tenemos que = € U;(p,) y sabemos que Vi(p,) NUi(p,) = 0, por lo que = ¢ Vi(py,). Como
Us(m) C Vi(pn), tenemos que x ¢ Uj(n).
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Caso 2 m < n.

Entonces x € Va(qpm,), sabemos que Uz (gm ) NVa(gm) = 0 por lo que x ¢ Uz(gym,). Por definicién
de Ul(n) tenemos que, Uj(n) C Usz(gm), lo que implica que x ¢ Uj(m).

De forma andloga se prueba que dado y € Uj(m) se tiene que y ¢ U{(n), por lo cual Uj(n) N
Us(m) = 0. De esta forma concluimos que X es normal.
O

El ejemplo clasico para probar que el ser un espacio de Lindelof no se preserva bajo productos
topoldgicos es la Recta de Sorgenfrey. Curiosamente es justamente este espacio el que nos ayudara a
probar que el ser un espacio de Lindel6f no se preserva bajo productos simétricos. Recordemos que
definimos y utilizamos este ejemplo para probar que la normalidad no se preserva bajo productos
simétricos, por lo que se recomienda consultar la definicién y los resultados vistos en la seccién 3,6
de esta tesis.

PROPOSICION 4.3.10. Sea n > 2. El espacio topolégico (R, 7s) (La recta de Sorgenfrey) es un
espacio Lindelof tal que F),(R) no es Lindel6f.

Demostracién. Supongamos que Fy,(R) es Lindeldf. Por la Proposicién 3.6.4 sabemos que (R, 75) es
regular, entonces, por el Teorema 3.4.2, tenemos que F,(R) es regular. Esto implica, por el Teorema
4.3.9, que F,(R) es normal, lo cual es una contradiccién a la Proposicién 3.6.5, donde vimos que
F,,(R) no es normal. Por lo tanto F),(R) no es Lindelof.

O



Capitulo 5

Dimensién, contractibilidad y
retractos absolutos

En la primera parte de este capitulo veremos cémo se relaciona la dimensiéon del producto
simétrico con la dimensién del espacio base.

En la segunda seccién veremos si es que la propiedad de ser un espacio contractil se preserva
bajo productos simétricos, también veremos que pasa con la contractabilidad local.

Por tdltimo se vera en que tipo de espacios se preserva la propiedad de ser un retracto absoluto
bajo productos simétricos.

5.1. Dimension

La teoria de dimensién es una materia de gran importancia con aplicaciones en varios campos
de las matematicas, en particular en diversas areas de la topologia como son la teoria del punto
fijo, la topologia de espacios Euclidianos, los hiperespacios y la teoria de continuos.

Existen tres posibles definiciones para dimensién: la dimensién inductiva pequena (the small
inductive dimension) dada para espacios métricos separables, la dimensién inductiva grande (the
large inductive dimension) dada para espacios normales [6, 1.6.1, p.40] y la dimensién por cubiertas
(the covering dimension) [6, 1.6.7 p.42] desarrollada para espacios normales.

Cada una de estas definiciones genera modelos distintos para la Teoria de Dimensién, siendo el
clasico el modelo generado por la definicién de dimensién inductiva pequena, ademas estos modelos
coinciden para espacios métricos separables y es para este tipo de espacios para los que se tiene
mas resultados. Es por esto que a lo largo de este capitulo trabajaremos exclusivamente con este
modelo. Si se quiere conocer mas sobre las diferencias y resultados existentes para estos modelos
recomendamos consultar [6].

A lo largo de este capitulo usaremos las siguientes abreviaciones: dim es la abreviacion de di-

mensién; dim(X) se refiere a la dimensién del espacio X; finalmente dado p € X la abreviacién
dim,(X) se refiere a la dimensién de X en el punto p.

57
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Antes de empezar recordaremos la definicién de Dimensién para un espacio métrico y separable.
Las primeras dos partes de la definicion de dimensién son inductivas, el resto esta dado en funcién
de las primeras dos partes.

DEFINICION 5.1.1. Sea X un espacio métrico y separable.
1. dim(X) = —1siy sélo si X = (). Ademés, dim(X) < —1 se entiende que implica que X = ().

2. Supongamos inductivamente que hemos definido dim(Y’) < n—1 para todo espacio métrico y
separable Y y para toda n > 0. Decimos que dim,(X) < n si X tiene una base local en p de
tal manera que la dimensién de las fronteras de los elementos de dicha base tienen dimensién
menor o igual que n — 1.

3. dimp(X) =n si dimp(X) <ny dimy(X) £n—1.

4. dimy(X) = oo si dim,(X) £ n para toda n € NU {0, —1}.
5. dim(X) < n si dimp(X) < n para toda p € X.

6. dim(X) =nsi dim(X) <nydim(X)£n-—1

7. dim(X) = oo si dim(X) £ n para toda n € NU {0, —1}.

A continuacién presentaremos resultados de la Teoria de Dimensién que necesitaremos, sin
embargo, no demostraremos algunos de estos resultados en este trabajo puesto que va més alla de
los objetivos que tenemos y se asume que el lector esta familiarizado con ellos. Se proporcionaran
las referencia para su consulta en libros especializados.

TEOREMA 5.1.2. [13, 1.2, p. 6] Sean X yY espacios métricos y separables. Si f : X — Y es
un homeomorfismo, entonces dado p € X tenemos que:

» Sidimy(X) < n, entonces dimys,y(Y) < n.

(
» Sidimy(X) =n, entonces dimys,y(Y) = n.
(

= Si dimp(X) = oo, entonces dim sy (Y) = oo.

» Sidim(X) <n, entonces dim(Y) < n.
» Sidim(X) =n, entonces dim(Y') = n.

» Sidim(X) = oo, entonces dim(Y') = oo.

PROPOSICION 5.1.3. Si X es un espacio topoldgico no vacio, finito, métrico y separable.
Entonces dim(X) = 0.

Demostracion. Como X es finito existe n € IN tal que X = {z1,...,z,}. Sea 2; € X. Veamos que
dimg; (X) = 0. Sean U un subconjunto abierto en X tal que z; € U, p € R con p > 0 tal que la
bola con centro en z; y radio p esta contenida en U, esto es B(xj,p) C U.

Consideremos al conjunto D = {d(z;,z;)|x; € X y i # j} donde d(x;,x;) denota la distancia
del punto x; al punto z;, entonces existe un p’ € R tal que p’ > 0, p’ < p y ademds p’ ¢ D. Se tiene
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que B(zj,p') C B(zj,p) y ademas la frontera de B(x;,p’) es vacia (se infiere del hecho que p’ ¢ D),
por lo cual dimy; (X) = 0. Como esto lo hicimos para un punto cualquiera podemos concluir que
dim(X) = 0.

O

TEOREMA 5.1.4 (Del Subespacio). [13, 3.2, p. 15] Cualquier subespacio de un espacio con di-
mension menor o igual a n tiene dimension menor o igual a n.

TEOREMA 5.1.5 (De la suma para dimensién n). [10, III 2, p. 30] Un espacio que es la suma
numerable de espacios cerrados de dimension menor o igual que n tiene dimension menor o igual
que n.

De este Teorema se sigue el siguiente Corolario.

COROLARIO 5.1.6. [10, Cor.1, p. 32| La suma de dos subespacios cada uno de los cuales tiene
dimensiéon menor o igual que n y uno de ellos es cerrado tiene dimension menor o igual que n.

TEOREMA 5.1.7. [13, 20.2, p. 125] Sean X y Y espacios métricos y separables. Entonces se
tiene que dim(X xY) < dim(X) +dim(Y) si X #0 y Y # 0.

De este teorema se sigue el siguiente Corolario.

COROLARIO 5.1.8. Sea X espacio métrico y separable. Entonces se cumple que dim(X") <
n(dim(X)) si X # 0.

Demostracion. Haremos esta prueba por induccién. Para n = 1 tenemos que dim(X) = 1-dim(X).
Por lo tanto dim(X) < 1(dim(X)).

Supongamos que para n—1 se cumple que dim (X"~ 1) < (n—1)dim(X). Tenemos que dim(X™) =
dim(X™ ! x X), por el Teorema 5.1.7 sabemos que (X" ! x X) < dim(X"!) + dim(X). Por
hipétesis de induccién se cumple que dim(X™ 1) + dim(X)dim(X) < (n — 1)dim(X) + dim(X) =
n(dim(X)). Por lo tanto dim(X"™) < n(dim(X)).

O

TEOREMA 5.1.9. [10, VI 7, p. 91] Sean X y Y espacios métricos y separables. Si f: X —Y
es una funcion cerrada y dim(X) — dim(Y') = k con k > 0, entonces existe un punto en'Y cuya
imagen inversa tiene dimension mayor o igual a k.

Existe una nocién de homeomorfismo mas debil que la definiciéon comtn llamada homeomorfismo
local, la cual definiremos a continuacién, esta definicién es aplicable a espacios topoldgicos en
general.

DEFINICION 5.1.10. Sean X y Y espacios topolégicos. Decimos que f : X — Y es un
homeomorfismo local si, para toda x € X, existe un subconjunto abierto U de X tal que x € U y
se cumple que:

1. f[U] es un subconjunto abierto de Y.
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2. flu : U — f[U] es un homeomorfismo, donde f|y detona a la funcién f restringida al con-
junto U.

Decimos que X y Y son localmente homeomorfos si existe un homeomorfismo local entre ellos.

LEMA 5.1.11. Sean X y Y espacios topoldgicos, f : X — Y un homeomorfismo y A C X.
Entonces, h[Fr(A)] = Fr{h(A)].

Demostracion. Como f es homeomorfismo en particular se tiene que es biyectiva, por lo cual
f(Fr(A) = f(AnX —A) = f(A) N f(X — A).Por otra parte tenemos que f preserva cerraduras
[4, 12.2, p. 89], entonces f(Fr(A)) = f(A)NfF(X —A) = f(ANFX-A) =f(ANY - f(A) =
Fr(f(A4)).

O

TEOREMA 5.1.12. Sean X y Y espacios métricos y separables. Si existe f : X — Y un
homeomorfismo local, entonces dim(X) = dim(Y').

Demostracion. Supongamos que dim(X) = n. Veamos primero que dim(Y') < n.

Sea p € Y. Entonces, existe x € X tal que f(z) = p, como f es homeomorfismo local sabemos
que existe un subconjunto abierto U en X tal que x € U, f[U] es un subconjunto abierto de Yy
flu es un homeomorfismo.

Por otra parte, como dim(X) = n, existe una base local B en X para z tal que, para toda
V € B, se tiene que dim(Fr(V)) <n — 1.

Definimos B’ = {V € B|V C U}, notemos que B’ es una base local para x. A partir de B’
definimos a € = {f(V)|V € B’}. Veamos que C es una base local para p € Y. Sea W un sub-
conjunto abierto en Y. Como f[U] es abierto, tenemos que W N f[U] es un abierto en Y tal que
p € W flU]. Entonces, z € f1(W N f[U]) = f~4(W) N U, tenemos que existe V € B’ tal que
r €V C f~Y(W)NU, de donde se obtiene que f(z) = p € f(V) € W N flU] donde f(V) es
un subconjunto abierto de Y ya que f|y es un homeomorfismo. Ademads, por el Teorema 5.1.2
y el Lema 5.1.11, sabemos que los homeomorfismos preservan fronteras y dimensién por lo que
dimFr(f(V)) <n—1 para toda V € B" y, entonces dim,(Y") < n. Como p era un punto arbitrario
en Y, tenemos que dim(Y') < n.

Veamos ahora que dim(Y) £ n — 1. Como dim(X) = n, existe p € X tal que dimy,(X) £ n— 1.
Como f es un homeomorfismo local, tenemos que existe U subconjunto abierto en X tal que p € U,
f[U] es un subconjunto abierto en Y y f|y es un homeomorfismo, esto implica, por el Teorema
5.1.2, que dim s, (f[U]) £ n—1 de donde obtenemos que dim(f[U]) £ n — 1. Tenemos que f[U] es
un subespacio de Y, si dim(Y’) < n— 1, por el Teorema del Subespacio (Teorema 5.1.4) tendriamos
que dim(f[U]) < n—1 lo cual serfa una contradiccién, por lo tanto dim(Y) £ n— 1. De esta forma
hemos probado que dim(Y) = n.

Veamos ahora el caso para dimensién infinita. Supongamos que dim(X) = oo. Sea n € N U
{0, —1}. Queremos probar que dim(Y) £ n. Como dim(X) = oo, tenemos que existe p € X tal
que dimy(X) £ n. Como f es un homeomorfismo local, existe U subconjunto abierto en X tal
que p € U, f[U] es un subconjunto abierto en Y y f|y es un homeomorfismo, esto implica, por el
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Teorema 5.1.2, que dim g, (f[U]) £ n lo que implica que dim(f[U]) £ n. Tenemos que f[U] es un
subespacio en Y, si dim(Y) < n tendriamos, por el Teorema del Subespacio (Teorema 5.1.4), que
dim(f[U]) < n, lo cual es una contradiccién, por lo tanto, para toda n € INU {0, —1} tenemos que
dim(Y') £ n de donde concluimos que dim(Y") = oo.

]

A continuacién definiremos ciertos subconjuntos de F,(X) que nos seran de gran utilidad al
analizar la dimensién del producto simétrico.
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DEFINICION 5.1.13. Scan X un espacio topologico yn € N. Paran > 2y 1 <i<j3<n
definimos A; ; = {z € X"|z = (21,22, ...,%n) y ; = 25}

A partir de estos conjuntos definimos A= |J A ;.
I<i<j<n

Notemos que A es el conjunto de todos los puntos de X™ que tienen al menos una coordenada
repetida. En consecuencia se tiene que X" — A es el conjunto de todos los puntos en X™ cuyas
coordenadas son todas distintas entre si.

PROPOSICION 5.1.14. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y n € IN. Entonces se
cumple lo siguiente:

1. Consideremos a ¢, la funcién candnica (Definicién 2.1.1). Entonces, ¢,[A] = F—1(X) y
on[ X" — A] = Fo(X) — Fm1(X).

2. Si X es Hausdorff, entonces A es un subconjunto cerrado en X.
3. Si X es Hausdorff, entonces ¢, |xn_4 es abierta y homeomorfismo local.

Demostracion. Empecemos con la demostraciéon de 1. Como A es el conjunto de los elementos
de X™ que tienen al menos una coordenada repetida, al aplicar la funcién ¢, a cualquier pun-
to en A este serd mapeado en un conjunto de cardinalidad menor o igual que n — 1 por lo cual
onlA] C F,—1(X). Veamos que F,,_1(X) C ¢,[A]. Sea P € F,,_1(X). Por definicién de producto
simétrico tenemos que |P| < n — 1, entonces, dado p € ,,1(P) tenemos que p tiene al menos una
coordenada repetida, por lo que p € A. De lo cual podemos concluir que F,,—1(X) C p,[4] v, en
consecuencia, Fy,_1(X) = ¢n[A4].

Por otra parte, tenemos que X" — A es el conjunto de los puntos cuyas coordenadas son
todas distintas entre si, por lo que al aplicar la funcién ¢, a cualquier punto de X" — A es-
te serd mapeado forzosamente a un elemento de F,(X) — F,_1(X), de donde se concluye que
on|X™ — A] C F,(X) — F,,—1(X). Ahora bien, dado P € F,,(X) — F,,—1(X), se tiene que |P| = n.
Esto implica que, dado p € ¢, }(P), se cumple que p tiene todas su coordenadas distintas, por lo
cual F,(X) — F,—1(X) C ¢, [X™ — A]. Por lo tanto ¢, [ X" — A] = F,,(X) — Fr—1(X).

Probemos ahora el punto 2. Veamos que el conjunto A; ; es un subconjunto cerrado en X™ para
cualesquiera i, j € {1,...,n}, para esto basta ver que X" — A; ; es abierto.

Sean i,j € {1,....,n} y p= (p1,....,pn) € X" — A; ;. Entonces, p; # p; y, como X es Hausdorff,
tenemos que existen W, W; subconjuntos abiertos en X tales que p; € W;, pj € W; y W; N W; = 0.

Definimos a V=V x ... x V, donde V), = X sik £ 4,jy Vxy, = Wi sik =1io0k =j. Tene-
mos que V' es un subconjunto abierto de X™ completamente contenido en X" — A; ;, por lo cual
X™—A; j es un subconjunto abierto en X" y, en consecuencia, 4; ; es un subconjunto cerrado en X".

De esto resulta entonces que A es cerrado puesto que es una unién finita de cerrados [4, 4.2(b),
p. 69].
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Por tltimo veamos que ¢,|xn_4 es abierta y homeomorfismo local para de este modo probar
3. Observemos primero que es abierta.

Sean U un subconjunto abierto en X" —Ay P € ¢, [U]. Entonces |P| = n, supongamos sin pérdi-
da de generalidad que P = {p1,p2,...,pn}. Como P € ¢,[U], entonces existe T = (x1,...,x,) € U
tal que ¢, (Z) = P. Puesto que U es un subconjunto abierto en X" — A, que a su vez sabemos es
un subconjunto abierto de X", se tiene que existe un subconjunto abierto basico Uy x Us X ... x Uy,
en X"talquex € Uy x Uy x ... x U, CU.

Como X es Hausdorff tenemos que existen Wi, ..., W,, abiertos tales que z; € W;, W; N W; = ()
sii#jy Wi x..xW, CU x..xU, CU. Ahora bien tenemos que, para toda i € {1,...,n},
se cumple que p; = xj para una unica k € {1,...,n} y, por lo tanto, p; € Wj. De esto se sigue que
P € <W1,...,Wn>. Por otra parte, como Wy x ... x W,, C U; x ... x Uy, tenemos que, para toda
i€ {l,...,n}, W; C U,. Esto implica que <W1,...,Wk> C n[U], por lo que ¢,[U] es abierto. En
consecuencia tenemos que ¢,|xn_4 es una funcién abierta.

Comprobemos ahora que es un homeomorfismo local. Sea = = (21, 22, ..., z,) € X" — A. Como
X es Hausdorff tenemos que existen Wy, ..., W,, subconjuntos abiertos en X tales que z; € W, y
WiNW; = (0 sii # j. Notemos que W1 xWaX...xW,, es un abierto en X" —Ay T € Wi x Wy x...xW),.
Veamos que o, [W7 x Wy x ... x W,,] = <W1,W2, ,Wn>

Veamos primero que @, [W1 x Wa x ... x W,,] C <W1, Wa, ..., Wn> Sea B € pp[W1 x Wa X ... x Wy].
Tomemos p = (p1, ..., pn) € W1 X ... x W, tal que ¢, (p) = B. Como B = {pi, ..., pn} tenemos que,
n
para toda i € {1,...,n}, BNW; # 0. Ademés, B C |J W;, por lo tanto B € (W, ...,W,). Esto
i=1
demuestra que @, [W1 x Wo x ... x W,,] C <W1,W2, ,Wn>

Ahora veamos que <W1,W2,...,Wn> C oW1 x Wy x ... x W,]. Sea B € <W1,...,Wn>. Co-
mo W;NW; = 0sii# jy B € Fy(X), podemos suponer sin pérdida de generalidad que
B = {by,....,b,} con b; € W; para toda i € {i,...,n}. Entonces, (b1,...,b,) € Wi x ... x W, y
©n(b1,....;bp) = B. Por lo tanto B € ¢,[W; x ... x W,,]. Esto finaliza la demostracién de que
<W1,W2, ,Wn> - gon[Wl X WQ X ... X Wn].

Concluimos de esta forma que @, [W1 x Wa x ... x W,,] = <W1, Wa, ..., Wn> y en consecuencia se
tiene que ¢, [W1 x Wa x ... x W,,] es un subconjunto abierto en F,(X).

Veamos ahora que @, |w, xw, x...xw,, €s un homeomorfismo. Se tiene que es una funcién continua
y suprayectiva puesto que ¢, es continua y suprayectiva (Proposicién 2.1.2). Comprobemos que es
inyectiva.

Sean § = (Y1,Y2, ---s Yn), 2 = (21, 22, ...y 2n) € WixWax...x W), tales que v, (y) = {y1,v2, .., Yn} =
{z1,22, ..., 2n} = pn(z). Notemos que, para toda i € {1,2,...,n} z; = y;, puesto que si se tuviera
que y; # z;, entonces se tendria que y; = z; para alguna j € {1,2,...,n} con i # j, por lo cual
tendriamos que y; € W; y y; € W; lo cual es una contradiccién pues W; N W; = (). Esto implica que
Yy = Zz y por consiguiente ¢, |w, xwyx...xWw, €S inyectiva.

Solamente nos falta comprobar que ¢, ! : <W1, e Wn> — W1 x Wy x ... x W,, es continua. Sea
B ={by,...,bn} € <W1, o Wn> Podemos suponer sin pérdida de generalidad que b; € W;.
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Sea V un subconjunto abierto bédsico de Wy x ... x W, tal que ¢, '(B) = (by,....,b,) € V.
Tenemos que V = Vj x ... x V,, donde b; € V; C W, para toda i € {1,...,n}. Consideremos a
Y = <V1,...,Vn>. Veamos que ¢, '[V] € Vi X ... x V,,. Sea K € <V1,...,Vn>, como W; N W; = 0
si i # j, tenemos que V; N'V; # (0 si ¢ # j, entonces, como K € F,(X) podemos suponer sin
pérdida de generalidad que K = {ki,...,k,} con k; € V; para toda ¢ € {1,...,n}. Tenemos que
o W(K) = (ki,...., kn) € V1 X ... x V,, de donde concluimos que ¢, 1[V] C Vj x ... x Vj,. Por lo tanto
@7;1 : <W1, ,Wn> — W1 x Wy x ... x W,, es continua.

O

TEOREMA 5.1.15. Sean n € N y X un espacio métrico separable. Entonces, dim(X™) =
dim(F, (X))

Demostracion. Primero veamos que dim(X") < dim(F,(X)). Para ello supongamos que
dim(F, (X)) < dim(X™). Por la Proposicién 5.1.3, tenemos que, para todo A € F,,(X), se cumple
que dim(p, *(A)) = 0. Por otra parte, por hipétesis tenemos que dim(X™) — dim(F, (X)) = k para
algun k& > 0. Por la Proposicién 2.1.5 sabemos que ¢, : X" — F,(X) es una funcién cerrada,
entonces, por el Teorema 5.1.9, se tiene que existe P € F,,(X) tal que dim(y,,'(P)) > k lo cual es
una contradiccién al hecho de que dim(p;,,t(P)) = 0. Por lo tanto dim(X™) < dim(F,(X)).

Por induccién demostraremos ahora que dim(Fy, (X)) < dim(X™). Paran = 1, del Teorema 5.1.2
y el hecho de que X es homeomorfo a F;(X) (Lema 2.2.1) se obtiene que dim(F;(X)) = dim(X),
por lo cual se tiene que dim(F, (X)) < dim(X™).

Para n > 2 supongamos que dim(F,_1(X)) < dim(X™ !). Notemos que esto implica que
dim(F,_1(X)) < dim(X™) puesto que dim(X" 1) < dim(X") (Teorema 5.1.4). Ahora bien, por la
Proposicién 5.1.14 sabemos que ¢, [ X" — A] = F,,(X) — F,—1 y que ¢, |xn_4 es un homeomorfismo
local, entonces, por Teorema 5.1.12, podemos concluir que dim(F,,(X)—F,,—1(X) = dim(X"—A) <
dim(X™) (Teorema 5.1.4).

Por otra parte notemos que Fy,(X) = (F,(X)—Fp—1(X))UF,—1(X). Por el Lema 2.2.2, sabemos
que F,_1(X) es un subconjunto cerrado en F,(X), entonces, por el Colorario 5.1.6 del Teorema
5.1.5, tenemos que dimF,(X) = maz{dim(F,_1(X)), dim(F,(X) — F,—1(X))} < dim(X™). Por lo
tanto dim(F, (X)) < dim(X"™) y de aqui se concluye que dim(X"™) = dim(F,(X)).

Por el Corolario 5.1.8 del Teorema 5.1.7 sabemos que dim(X"™) < n(dim(X)), por lo cual hemos
probado que dim(F, (X)) < n(dim(X)). O
5.2. Contractibilidad

DEFINICION 5.2.1. Sea X un espacio topoldgico. Decimos que X es contractil si existen a € X
y una funcién g : X x [0,1] — X continua tal que, para toda x € X, se cumple que g(z,0) =z y

g(z,1) = a.

TEOREMA 5.2.2. Sean X un espacio topoldgico y n € N. Si X es contrdctil, entonces F,(X)
es contrdctil.
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Demostracion. Como X es contractil, tenemos que existen ¢ € X y una funcién b : X x[0,1] — X
continua tal que, para toda x € X, se cumple que h(x,0) =z y h(z,1) = a.

Definimos ¢ : F,(X) x [0,1] — F,,(X) de la siguiente forma, dado Z = {z1,..., 21} € F,(X),
9(Z,t) = {h(z1,1), ... h(z1, ) }.

Notemos que, para toda Z € F,,(X), se cumple que ¢(Z,0) = Z y g(Z,1) = {a}, por lo que sélo
falta probar que g es continua.

Sean A = {a1,...,a,} € F(X), tg € [0,1], y M = (M, ..., My, ) un Vietérico bésico en Fj,(X)
tal que g(A,ty) € M. Para probar la continuidad de g, basta ver que existen U un subconjunto
abierto en F,(X) y J un subconjunto abierto en [0, 1], tales que (A,t0) e U x J y gl x J] C M
[4, 8.3(4), p. 79

Como g(A,to) = {h(a1,to), ..., h(ar,to)} € M, entonces por definicién de Vietérico sabemos que,
dadai € {1,...,7}, h(a;, to) € Ms para al menos una s € {1,...,m}. Definimos L; = (\{Ms|h(a;,to) €
M;}. Observemos lo siguiente:

» [; es un conjunto abierto en X, puesto que es una interseccion finita de abiertos [4, 1.1(2),
p. 62].

Dada i € {1,...,7}, como h es una funcién continua y L; es un subconjunto abierto en X,
tenemos que existen U; subconjunto abierto en X y J; subconjunto abierto en [0, 1], tales que

(ai,to) € Ui x Ji y hlU; x J;] C L;. Definimos U = (U1, Us, ..., Ur) y J = ) Ji.
i

=1

Observemos que A € U puesto que, para toda i € {1,...,7}, se cumple que a; € U;. Por otra
parte, tenemos que ty € J puesto que, para toda i € {1,...,7}, se tiene que ¢y € J;. Entonces,
(A tg) eU x J C F,(X) x [0,1].

Veamos que gl x J] € M. Sea (B,t) € U x J, con B = {by,...,b;}. Probemos primero
m

que {h(b1,t),....,h(b;,t)} = g(B,t) € |J M. Como B € U, dada i € {1,...,1}, tenemos que
k=1

b; € U; para al menos una j € {1,...,r}. Ademds, como t € J, se tiene que ¢t € J;. Por lo tanto

m
(bi,t) € Uj x Jj, esto implica que h(b;,t) € h[U; x J;] C L;. Como L;j C |J M}, tenemos entonces
k=1

m m
que h(b;,t) € Ly C |J Mj. Con esto concluimos que g(B,t) C |J M.
k=1 k=1
Comprobemos ahora que, para toda s € {1,...,m}, se cumple que g(B,t) N My # (. Sea
s € {1,...,m}. Como g(A,ty) € M, tenemos que h(ag,ty) € My para alguna k € {1,...,7}, lo
cual implica que Ly C M.
Por otra parte, como B € U, tenemos que b; € Uy para alguna j € {1,...,l} y, puesto que

n
t € J = () J; tenemos que t € Ji. De esto se concluye que (b;,t) € Uy x Ji, y, en consecuencia,
j=i
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h(bj,t) € h[Uy x Ji] C Ly C Mg, por lo que g(B,t) N Mg # 0.
De esta forma se tiene que g(B,t) € M y, en consecuencia, tenemos que gld x J] C M.

Asi concluimos que g es una funcién continua y, con ello, que F,(X) es un espacio contractil.
O

5.2.1. Contractibilidad local

DEFINICION 5.2.3. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es localmente contractil si,
para toda a € X, y para cada subconjunto abierto U de X tal que a € U, existen V un subconjunto
abierto en Xy una funcién continua g : V x[0,1] — U talesquea € V, V C U y, para toda x € V,
se cumple que g(x,0) =z y g(z,1) = a.

TEOREMA 5.2.4. Sean X wun espacio topoldgico de Hausdorff y n € IN. Si X es localmente
contrdctil, entonces F,(X) es localmente contrdctil.

Demostracion. Sean A € F,(X), donde A = {ay,az,...,a,} y VW un subconjunto abierto en F,(X)
tal que A € W. Por el Lema 1.3.3, tenemos que existe U = <U1, o UT> un Vietdrico bésico en
F.(X) tal que AeU, U CW,y, paratoda k € {1,....,7}, ap € U, y Uy NU; =0 sii # j.

Como X es un espacio localmente contréctil, tenemos que, para toda k € {1, ..., k}, existen un
subconjunto abierto V; de X y una funcién continua hy : Vi x [0,1] — Uy tales que a, € Vi,
Vi C Uy v, para toda = € Vi, se cumple que hi(z,0) = x y hg(x,1) = ag.

Definimos V = <V1,V2,...,Vr>. Notemos que A € Vy V;NV; = 0 si i # j, puesto que
UNU; =0 sii# j. Entonces, dado Z = {z1,22,...,21} € V tenemos que z; € Vj para un

tinico k € {1,...,7}. Esto implica que existe un tnico nimero k;(Z) tal que z; € Vj, (). Notemos
que {1,...,7} = {k1(Z), ..., ki(Z)}, lo que implica que {V}, z)li € {1,....,1}} = {Vj|j € {1,...,r}}.

Definimos la funcién g : V[0, 1] — U, dada por g(Z,t) = {hy, (z)(21,1), hiy(2) (22, 1), -y Py (2 (215 1) }-
Notemos que ¢(Z,0) = Z y g(Z,1) = A.

Veamos que g es continua. Sea B = {b1,bs,....,b,} € V, tp € [0,1] y M = <M1,...,Mm> un
Vietdrico bésico tal que y g(B,tg) € M.

Queremos ver que existen N subconjunto abierto en V y J subconjunto abierto en [0, 1] tales
que (B,tg) € N x Jy glN x J] C M.

Ahora bien, como {hy, (gy(b1,t0), A, () (b2, t0); -- B)(bp,to)} = g(B,tg) € M, tenemos que,
para toda i € {1,...,p}, hy, (B (bi,to) € M para algun s 6 {1,...,m}.

Definimos L; = (\{ Ms|hy, (B (bi, to) € Ms}. Observemos lo siguiente:

» [, es abierto pues es interseccién finita de abiertos [4, 1.1(2), p. 62].

m
» L; C U My
k=1
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Por otra parte, dada i € {1,...p}, tenemos que hy,(p) es continua. Esto implica, puesto que
L; un subconjunto abierto en X, que existen NN; subconjunto abierto en Vi, (p) y J; subconjunto
abierto en [0, 1], tales que (b;,t0) € Ny X Ji, y hyy(my[Ni X Ji] C L.

p
Definimos N = <N1,N2, ...,Np> y J = [ J;. Notemos lo siguiente:

i=1
« N CV.
p p P T
Sea P € N. Entonces P C |J Nj, como N; C Vj,(py, se tiene que |J N; € U Viysy = U Vj,
i=1 i=1 i=1 j=1
por lo cual P C U V. Por otra parte, dada i € {1,...,p}, tenemos que P N N; # 0, lo que

implica que PN Vk y # 0. Recordemos que {Vy,(p)li € {1,...,p}} = {Vj|j € {1,...,7}} de lo
cual se observa que P NV; # (0 para toda j € {1, ...,r}.

= J CJ0,1].
= A es un subconjunto abierto en F),(X).
» J es un subconjunto abierto en [0, 1].

" (B,to) eN x J.

Veamos que g[N x J] € M. Sean = {p1,...,pq} € N y t € J. Queremos probar que
{hey Py (P15 2), ooy Py (P (Pgs 1)} = ( )GM

Dada i € {1,...,q}, p; € N; para alguna j € {1, ..., p}, esto implica que p; € V} (p). Como por
definicién p; € Vj,(p), tenemos que k;(B) = k;(P). De esto y el hecho de que t € J C [0,1], se
obtiene que hy (p)(pist) = hi,(p)(pist). Por lo que hy,(py(pi,t) = b,y (pirt) € hy, () [Nj x Jj] C

m m
L; € |J M, concluyendo asi que g(P,t) C |J M;.
=1 =1

Sea s € {1,...,m}. Como h(B,tg) € M,tenemos que existe i € {1,...,m}, tal que hy, p)(bi, t0) €
M, esto implica que L; C M, por lo cual N; C L; C M.

Por otra parte, como P € N, existe p; € P, tal que p; € N;. Entonces hkj(p)(pj,t) =
h.(B) (P> t) € hy, ) [N X Ji] € Li € Ms. Por lo que, para toda s € {1,...,m}, tenemos que
g(P,t) N Mg # 0, por lo tanto g[N x J] C M. Concluyendo asf finalmente que g es continua.

O

5.3. Retractos absolutos

En el paper “On symmetric products of topological spaces” [3] Borsuk y Ulam no sélo intro-
ducen por primera vez el concepto de producto simétrico, sino también plantearon preguntas con
respecto a él. Una de estas preguntas fue: jLa propiedad de ser un retracto absoluto se preser-
va bajo productos simétricos?. En esta seccion veremos la respuesta dada por Ganea en el paper
“Symmetrische Potenzen topologischer Rdume” [7].

Recordemos primero las siguientes definiciones.
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DEFINICION 5.3.1. Sean X un espacio topolégico y A C X. Decimos que A es un retracto de
X si existe una funcién continua f tal que f[X] = Ay, para toda z € A, f(z) = =.

DEFINICION 5.3.2. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es un retracto absoluto (RA)
si para cada encaje cerrado de X en un espacio topoldgico normal Y, la imagen de X es un retracto
de Y.

DEFINICION 5.3.3. Sean X un espacio topoldgico. Decimos que X es un retracto absoluto por
vecindades (RAV) si para cada encaje cerrado de X en un espacio topoldgico normal Y, existe un
subconjunto abierto V' de Y tal que la imagen de X es un retracto de V.

Observemos que ser un retracto absoluto implica que se es un retracto absoluto por vecindades.

TEOREMA 5.3.4. Un retracto absoluto por vecindades es un retracto absoluto si y solo si es
contractil. [2, 9.1, p. 96]

TEOREMA 5.3.5. Sea X un espacio métrico, compacto y de dimension finita. Entonces, X es
un retracto absoluto por vecindades si y solo si X es localmente contractil. [2, 10.4, p. 122]

El teorema dado por Ganea es el siguiente.

TEOREMA 5.3.6. Sean X un espacio métrico, compacto y de dimension finita y n € IN. Si X
es un retracto absoluto, entonces F,(X) es un retracto absoluto.

Demostracion. Tenemos que X es un retracto absoluto, esto implica que es un retracto absoluto por
vecindades. Por los Teoremas 5.3.4 y 5.3.5 concluimos que X es contractil y localmente contractil.
Entonces,por los Teoremas 5.2.2 y 5.2.3, tenemos que F,,(X) es contractil y localmente contractil.

Por otra parte, por los Teoremas 2.3.3, 4.2.2 y 5.1.15, tenemos que F),(X) es métrico, compacto
y de dimensién finita. Entonces por el Teorema 5.3.5, se tiene que F,(X) es un retracto absoluto
por vecindades y al aplicar el Teorema 5.3.4 tenemos que F,(X) es un retracto absoluto.

O]
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