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Introduccion

En este trabajo se presentaran 3 objetos categbricos en dos categorias
de interés, la de grupos y la de R-moédulos. Esto se hara por medio de tres
capitulos, el primero donde se introducen las categorias y se explican lo que
son y como funcionan de manera general los objetos que queremos mostrar:
productos, coproductos y objetos libres.

Una vez que se dan las nociones de estos tres objetos, se presentan en dos
capitulos mas la obtencion y manejo de los objetos descritos en la categoria
GRP de los grupos y en la categoria kRMOD de los R-md6dulos.

En el capitulo 2, destinado a los grupos se omiten las nociones bésicas y el
trabajo se concentra en la construccion de los objetos libres y su coproducto.

El capitulo 3 relativo a R-moédulos presenta conceptos basicos asi como
la construccién de productos y coproductos entre dos R-modulos para poder
generalizarlos a familias arbitrarias. Se presentan los moédulos libres como
una generalizacion de los grupos libres pero con una estructura mayor (se le
dota de una operacion mas).

En los tres capitulos se dan ejemplos trabajados de manera minuciosa
para que el lector se familiarice con estos conceptos.
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Capitulo 1

Categorias

En este capitulo trataremos de dar una breve introduccion a la teoria
de categorias o al menos, lo que se usard en el resto del documento. Es
decir, daremos definiciones, el principio de dualizaciéon, la nocién de objeto,
producto y coproducto en categorias y algunos resultados relacionados con
estos ultimos en la categoria de los grupos (GRP) y la categoria de los
modulos (MOD).

1.1. Conceptos basicos

Las categorias nos proveen de un lenguaje y un contexto general que
relaciona o que comparten numerosos problemas de distintas areas de las
matematicas. La idea intuitiva que subyace a la definicién de categoria es
que la mayoria de los objetos matematicos que ya conocemos como conjun-
tos, grupos, anillos (junto con un conjunto de flechas que seran funciones
entre conjuntos, homomorfismos de grupos, homomorfismos de anillos, res-
pectivamente) tienen numerosas propiedades comunes.

Definicién 1.1.1. Una categoria es una cuarteta C = (OB, hom,id, o) que
consiste de:

1. Una clase de objetos, cuyos miembros son llamados C-objetos y son
denotados por OB .

2. Para cada par (A, B) de C-objetos, un conjunto Hom(A, B), cuyos ele-
mentos son llamados C-morfismos de A en B que son también conocidos
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como el conjunto de flechas de A en B. (Notacion: Cada C-morfismo
deAenBsedenotaréporf:A—>Bc’)Ai>B)

3. Para cada C-objeto A , un morfismo A LN , lamado A-identidad en
C.

4. Una composicion denotada por o que asocia a cada par de C-morfismos

AL B, B -2 C un C-morfismo A LN C, llamado la composicion
de f v g, que cumple con:

a) La o es asociativa es decir, dados los morfismos A 7, B,B-%C
y C -5 D se cumple ho(gof)=(hog)of,

b) C-identidad actia como identidad con respecto a la composicion;

es decir, para C-morfismos A SN B, se tiene que idgo f = fy

foidA:f7

¢) Los conjuntos Hom(A, B) son ajenos dos a dos.

Es conveniente, antes de seguir, mostrar ejemplos de categorias debido a
su importancia y uso.

Ejemplo 1.1.2.

1. La categoria de conjuntos denotada por SET se compone de:

La clase de objetos OBsgr son los conjuntos.

Si A,B € OBggr es decir si A y B son conjuntos, entonces
Hom(A,B) ={f:A— B|f es funcién}.

c. S1 A € OBggr entonces la funciéon identidad es el morfismo A-
identidad en SET

d. Lacomposicion de SET-morfismos es la composicién de funciones.

2. La categoria de espacios vectoriales sobre un campo F' denotada por
VEC se compone de:
a. La clase de objetos OBvygc son los F-espacios vectoriales.

b. SiV,W € OBvygc es decirsi V' y W son F-espacios vectoriales, en-
tonces Hom(V,W) ={T : V — W|T es transformacion lineal}.
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c. SiV € OBygc entonces la transformacion lineal identidad es el
morfismo V-identidad en VEC

d. La composicion de VEC-morfismos es la composicion de transfor-
maciones lineales.

3. La categoria de grupos denotada por GRP se compone de:

a. La clase de objetos OBggrp son los grupos.

b. SiG,H € OBgrp esdecirsi Gy H son grupos, entonces Hom (G, H) =
{f: G — H|f es homomorfismo de grupos}.

c. Si G e OBgrp entonces el homomorfismo identidad es el morfis-
mo G-identidad en GRP

d. La composicion de GRP-morfismos es la composiciéon de homo-
morfismos de grupos.

4. La categoria de los conjuntos parcialmente ordenados POS se compone
de:

a. La clase de objetos OBpos son los conjuntos parcialmente orde-
nados.

b. Si A, B € OBpos es decir si Ay B son conjuntos parcialmente or-
denados, entonces Hom (A, B) = {f : A — B|f es funcién monétona}.

c. Si A € OBpos entonces la funciéon identidad es el morfismo A-
identidad en POS

d. La composicion de POS-morfismos es la composicion de funciones
monodtonas.

Asi como generalizamos muchas de las nociones que tenemos de ciertas
estructuras y ciertas propiedades matemaéticas, es importante dar una inter-
pretacion adecuada del concepto isomorfismo en el lenguaje categorico.

Definicién 1.1.3. Un morfismo f : A — B en una categoria C es una
equivalencia (o isomorfismo) si existe un morfismo g : B — A en C tal
que

gof=iday fog=1idp.

Este morfismo ¢ es llamado inverso de f.
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Sobre esta definicion es facil dar como ejemplo los morfismos identidad en
cualquier categoria C. De los ejemplos 1.1.2, en la categoria SET las equiva-
lencias resultan ser las funciones biyectivas que son precisamente las inicas
con inverso (el concepto de inverso se usa como inverso bilateral, de otra ma-
nera se detallara si es inverso izquierdo o inverso derecho); en el caso de que
la categoria de la que se habla sea VEC entonces las equivalencias resultan
ser las transformaciones lineales biyectivas que también son conocidas como
1somorfismos lineales; si la categoria que estamos viendo es GRP entonces
las equivalencias resultan ser los isomorfismos de grupos y por tltimo en el
caso en el que la categoria estudiada sea POS entonces las equivalencias
resultan ser las funciones biyectivas mondtonas.

Definicién 1.1.4. Dada una categoria C, podemos construir una nueva cate-
goria llamada la categoria opuesta C°F (con “ OP” por opuesta) que tiene
los mismos objetos que C pero tal que:

Homeor (B, A) = Home(A, B),

y cuya ley de composicion se deriva naturalmente de la C. Se dice frecuente-
mente que COF se ha obtenido a partir de C “poniendo las flechas al revés ;
en efecto:

BLAenCOPsiysélosiBéAenC.

1.2. El principio de dualidad

La importancia de la nociéon de la categoria dual u opuesta, es la posibili-
dad de "duplicar", en cierto sentido, cada concepto y cada teorema acerca de
las categorias. Sin mucha dificultad podemos observar que para cada catego-
ria C se tiene que (COT)°Y = C. Entonces cada construccion que se tenga en
C puede considerarse como una construccion en DY, donde D = C°F. Esto
cambia la direcciéon de las flechas o la direccion de los morfismos sin cambiar
las matematicas.

Desde el principio de nuestros estudios, en las matematicas es comun ser
testigos de definiciones que parecen complementarias en algtin sentido. Para
ello es necesario dar una nocioén sobre lo opuesto.



1.2 El principio de dualidad 5

i. Para un concepto P, relativo a una categoria general C, el concepto
dual se obtiene al aplicar este concepto en la categoria dual C°F.

ii. Para cada teorema valido en categorias el teorema dual, que se obtiene
al cambiar todos los conceptos en el teorema original por sus duales, es
también valido.

Aunque el Principio de Dualidad es un tanto informal y vago, sus aplica-
ciones son claras y muy amplias. Algunos conceptos duales de la matematica:

1. En conjuntos el cuantificador universal V su concepto dual es el cuan-
tificador 3.

2. En TOP (la categoria de los espacios topologicos), el concepto dual de
un abierto es el de cerrado.

Demos un método para dualizar una propiedad relativa a objetos en una
categoria arbitraria.

Ejemplo 1.2.1. Sea & una propiedad de objetos en C, donde C es una
categoria arbitraria.

1. Sea X € OB¢, definase la siguiente propiedad (X)) como:

gc(X) =VAecOB:3\f € HOTTL(A,X)

. . L. f
Es decir existe un tinico morfismo A — X

i. Como primer paso hay que sustituir OB, por OB:%" y Hom¢ (A, B)
por Home(A, B)°F | con lo que obtenemos:

PP (X) =VA € OBgor 3If € (Hom(A, X))?F

ii. Sabemos que:
OBCOP = OBCoP = OBC

Y que:
Home (A, B)°Y = Homeor (A, B) = Home(B, A).

De esta manera hay que dar el enunciado logicamente equivalente:

Peor(X) =VA € OBc 3f € Hom(X, A)
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En caso de que existan los objetos que cumplan las propiedades ante-
riores, éstos son conocidos en teoria de categorias como objeto inicial
(el objeto X que cumple (X)) y objeto terminal (el objeto X que
cumple Z°F (X)) respectivamente.

Si pensamos en una categoria especifica como SET la propiedad an-
terior y su dual pueden ser muy ilustrativas, asi pues consideremos
X € OBggr es decir, sea X un conjunto.

f@SET(X) =VA e OBsgr 3! f < Hom(A,X)

Esto significa que dado un conjunto X existe una tnica funcién f de
él a cualquier conjunto A.

Si este conjunto X existiera, y tuviese al menos un elemento entonces
la funcion a cualquier conjunto, con al menos un elemento mas que él,

no serfa tnica. Asi que si tal conjunto X existe debe ser vacio, es decir
X = 0.

La interpretacion del concepto dual en SET:
Pspror(X) =VA € OBggr 3! f € Hom(X, A).

Es decir, dado un conjunto X existe una tnica funciéon f de cualquier
conjunto A a él.

Ahora bien, si este conjunto X existiese, por la definicién de funcion
y debido a que el conjunto A puede ser no vacio entonces X debe ser
necesariamente distinto del conjunto vacio. Si el conjunto X tuviera
méas de un elemento, podrian definirse mas de una funcion (si tiene al
menos dos elementos pueden definirse al menos dos funciones constantes

distintas). Por esta razoén el conjunto X estd forzado a ser unitario
X ={a}.

Entonces hemos encontrado que en la categoria SET existe objeto ini-
cial y objeto final, a saber () y {a} respectivamente. Hay que notar que
el objeto inicial parece ser tinico y se veréd adelante mientras que el final
parece que no. Mas adelante veremos con detalle estas definiciones.

Veamos ahora un par de ejemplos de dualizaciéon de una propiedad de
flechas de una categoria.

. Sean C una categoria arbitraria, A, B € OB¢y f € Hom¢(A, B), defi-
namos la siguiente propiedad de f:
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Pe(f) =39 € Home(B, A) tal que go f = ida.
Sigamos el método para dualizar usado en el inciso anterior:

i. Pe(f)°F =39 € Home(B, A)°F tal que goop f = idqF.

ii. Demos el enunciado logicamente equivalente usando las propieda-
des descritas en la Definicion 1.1.4

Peor(f) =g € Home(A, B) tal que fog=1idg.

Analicemos su significado en la categoria de los conjuntos SET:

* Consideremos pues A, B € SET y sea f : A — B una funcion,
entonces

Pser(f) =3dg € Hom(B, A) tal que go f = idy.

Es decir esta propiedad es la definicién de la funcién inversa
izquierda de f.

* Y claramente el significado de la propiedad opuesta en la ca-
tegoria de los conjuntos es la definicion de funcion inversa
derecha de f.

3. Sea C una categoria, un C-morfismo f : A — B es una retraccion si
existe un morfismo g : B — A tal que

fog=1Idg.
Es decir la propiedad queda como sigue:

Pe(f)=3dg € Home(B, A) tal que fog=idg.

Sigamos el método usado en los incisos anteriores para dualizar:

i. Pe(f)°F =39 € Home(B, A)F tal que foop g = id9F.
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ii. Demos el enunciado logicamente equivalente usando las propieda-
des descritas en la Definicion 1.1.4

Peor(f)=dg € Home(A, B) tal que go f = idy.

Este concepto es conocido como corretraccion.

Asi como en los incisos anteriores, presentaremos una definicion explicita

para una mejor comprension del concepto antes dado.

Tanto la retraccion como la corretraccion son conceptos "abstractos": se
definen tinicamente por medio de propiedades algebraicas de la composicion.
Ahora estamos interesados en su significado concreto, es decir, necesitamos
saber cuales morfismos son retracciones y corretracciones cuando hablamos
de una categoria especifica.

a.

1.3.

Consideremos la categoria C = SET, tal como lo muestra el punto 2
de este ejemplo, las retracciones son precisamente las funciones supra-
yectivas y las corretracciones son las funciones inyectivas.

En la categoria de los espacios topologicos TOP donde los objetos son
parejas (X, a) con X un conjunto y « su topologia, los morfismos de
un espacio (X, a) en el espacio (Y, ) (ambos OBrop) son todas las
funciones continuas, es decir, las funciones f : X — Y tales que la
preimagen de un conjunto abierto es un conjunto abierto

M € B implica que f~1(M) € a.

La composicion es la composicion de funciones continuas.

El término retracciéon proviene de la topolgia general. Un subespacio
(Y, B) de un espacio topoldgico (X, «) es llamado retraccion de (X, «) si
existe una funcion continua f : (X, «a) — (Y, ) con f(z) = x para toda
y € Y. Aqui f es retraccion, y el morfismo inclusion ¢ : (Y, 5) — (X, «)
es corretraccion.

Diagramas

Uno de los aspectos més agradables de pensar y trabajar con categorias es

que esto nos permite hacer analogias que antes no podiamos o no sabiamos
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reconocer. Ademads, pensar categoricamente nos da la oportunidad de ver
a los objetos como puntos y a los morfismos entre ellos como flechas. De
esta manera, debemos dar la formalizacién del concepto de multigrafica y
diagrama.

Definicién 1.3.1. Una multigrafica dirigida G consiste de un conjunto V'
llamado el conjunto de vértices y, para cada pareja ordenada (u,v) € V x V
un conjunto (posiblemente vacio) A llamado conjunto de flechas de u a v.

Definicién 1.3.2. Un diagrama en una categoria C es una multigrafica
dirigida cuyos vértices son C-objetos y cuyas flechas son C-morfismos.
Por ejemplo,

Figura 1.1: Ejemplos de diagramas

Si pensamos en una flecha como en una calle con una sola direccion,
entonces un camino en un diagrama es una "caminata" de un vértice a otro
cuiddndose de no equivocarse de sentido. Un camino en un diagrama se ve
como la composicion de morfismos.

Definicién 1.3.3. Un diagrama conmuta si, para cada par de vértices A
y B cualesquiera dos caminos de A a B son iguales; esto significa que las
composiciones deben ser el mismo morfismo.

Tenemos el diagrama de la Figura 1.2 de la retracciéon definida en el
Ejemplo 1.2.1 inciso 3, donde se tiene que fog = Idg.

En el diagrama de la derecha de la misma Figura 1.2 tenemos el producto
fibrado de dos C-morfismos f: B — Ay g: C — A (este concepto se vera
posteriormente con detalle).
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Idp

Figura 1.2: Ejemplos de diagramas conmutativos

1.4. Producto y coproducto

Al igual que en los primeros estudios de cualquier entidad nueva en las
matemaéticas, es conveniente definir operaciones entre los objetos introduci-
dos, de esta manera podemos dar lo siguiente:

Definicién 1.4.1. Sean [ un conjunto de indices, C una categoria arbitraria
vy {A;]i € I} una familia de C-objetos indexada por el conjunto I. El pro-
ducto de la familia {A;|i € I} es un C-objeto P junto con una familia de
C-morfismos llamados proyecciones, {m; : P — A;|i € I} tal que para cada
C-objeto By cualquier familia de C-morfismos {p; : B — A,;|i € I} existe un
tnico C-morfismo ¢ : B — P tal que 7; 0 ¢ = ; para toda i € I.

El producto P de la familia {A;|¢ € I}, normalmente se denota como

HieI A;.

Usemos lo que hemos aprendido de diagramas conmutativos para describir
la definicion de forma esquematica. En el caso particular donde el conjunto
de indices I = {1, 2}, el producto de {A;, As} es el C-objeto P junto con una
familia de C-morfismos {m; : P — A;|i € {1,2}} = {m, m2}. Si ponemos esta
frase con flechas, obtenemos:

El producto de {A;, A2} es el C-objeto P junto con los C-morfismos

Uy 2

Al P A27

tales que para cualquier otro diagrama de la forma
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A 2 g,

existe un tinico morfismo ¢ : B — P tal que el siguiente diagrama con-
muta:

v
™ Uy

Ay P A

Figura 1.3: Diagrama del producto de dos C-objetos

Si ponemos un conjunto de indices arbitrario obtenemos que el siguiente
diagrama conmuta para cada i:

Figura 1.4: Diagrama del producto de una familia de C-objetos

En ocasiones no existe el producto de una familia, pero hay muchas ca-
tegorias en las que siempre existe. En la categoria SET el producto si existe
y de hecho es el producto cartesiano de conjuntos.

Observacion 1.4.2. Si {A;|i € I} es una familia de conjuntos, entonces su
producto cartesiano [[,.; A; es el producto en la categoria SET.

Demostracion. El enunciado de la observacion obvia los C-morfismos que
se requieren para que se pueda dar la condicion de producto. Para cada j €
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definamos 7; : [[,c; Ai — A; como 7;(a;)icr = a;, con a; € Aj;. Sea B un
conjunto y, para cada ¢ € I consideremos a la familia de funciones {¢;|y; :
B — A; es funcién}. Definamos ¢ : B — [[,c; Ai como p(x) = (¢i(x)),c;
para toda x € B. Verifiquemos dos cosas, la primera es que efectivamente el
diagrama conmuta y la segunda es que ¢ es tnica.

1. Sea x € B entonces (m; o p)(x) = m(p(x)) = m ((goj(x))j> = pi(z),
por tanto m; o ¢ = ; para toda ¢ € I. En términos de diagrama eso
significa que el diagrama conmuta.

2. Finalmente demostremos que ¢ es tinica. Supongamos que

B []A4

el

es una funcién que hace que el diagrama también conmute, esto significa
que (m;0v)(x) = p;(x) para toda i € I. Es decir para cada 4, la i-ésima
coordenada de 1(x) es ;(z) que es también la i-ésima coordenada de
o(z). Por lo tanto ¢ (z) = p(x) para toda = € B, y de esta manera
obtenemos que ¥ = .

Tal como ya se ha expuesto, cada enunciado que se tiene en una categoria
viene acompanado por su dual. Demos el dual de la Definicién 1.4.1.

Definicién 1.4.3. El coproducto, también conocido como suma, de una
familia {A;|i € I} de C-objetos, es un C-objeto S, junto con una familia de C-
morfismos {¢; : A; — S|i € I} llamados inyecciones tales que para cualquier
C-objeto By cualquier familia de C-morfismos {1; : A; — B|i € I} existe un
tnico C-morfismo v : S — B tal que ¢ o 1; = 1; para toda i € I.

La notaciéon para coproducto S = [],.; A;. Al igual que el producto, el
coproducto puede o no existir dependiendo de la categoria.

Pongamos la definicion anterior con un diagrama, primero para el copro-
ducto de {A;, A2} y después para una familia {A;|i € I} de C-objetos, con [
un conjunto de indices:

Demos la observacion dual de la Observacion 1.4.2 pero antes hagamos
una construcciéon que nos dard pauta para dar la observacion dual:
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B
(0 * o
v
Ay n S 2 A,

Figura 1.5: Diagrama del coproducto de dos C-objetos
B

Y'.

(5

Li

A, Hie[ A

Figura 1.6: Diagrama del coproducto de una familia de C-objetos

Consideremos a A; y a Ay dos subconjuntos de un conjunto cualquiera
X, entonces sabemos la forma de definir su interseccién como

AlmAQZ{SEX|S€A1YS€AQ}.

Podemos definir la unién ajena de dos subconjuntos A; y A, que no son
ajenos, realizando un proceso de ajenizaciéon. Consideremos el producto car-
tesiano (A; U Ay) x {1,2}, y consideremos los subconjuntos A} = A; x {1}
y A, = Ay x {2}. Es claro que A} N A, = (). Se suele llamar a A} U A} la
union ajena de Ay y As. Pongamos atencion a las siguientes dos funciones
1 Ay = ALy w0 Ay — Al dadas por 11(s) = (s,1) y wa(s) = (s,2).
Denotamos la union ajena A} U A} por Ay [ [ Aq. Es facil generalizar la ajeni-
zacion a una familia {A4;|i € I} de conjuntos. De esta manera podemos dar
la dualizaciéon de la Observacion 1.4.2.

Observacion 1.4.4. Si {A;|i € I} es una familia de conjuntos, entonces su
union ajena definida en el parrafo anterior [ [,.; A; = (U, A es el coproducto
en la categoria SET.

Demostracién. Sean B un conjunto arbitrarioy ¢; : A; — B una familia de

funciones dadas, entonces existe una funcion v : [],.; A; — B que extiende
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a cada ;. Sea ¢ € [[,.; A;, entonces ¢ = (a;,i) € Aj para alguna i € 1.
Definamos ¥ ((a;, 1)) = ¥;(a;), entonces (o 1;)(a;) = w((az, i)) = v¥i(a;) para
toda a; € A;. Por lo tanto ¥ o «; = 1;, es decir el Diagrama 1.6 conmuta en
la categoria SET. Falta verificar la unicidad de la funcién encontrada:

Supongamos que 0 : [[..; A; — B es una funcion que satisface fo 1; = 1);
para toda i € I, entonces

0((ai, 1)) = 0(ei(a;)) = (00 u;)(a;i) = Yi(ai, i) = Y((ai, 1))

i€l

Por tanto, ¢ coincide con ¢ en [[,.; A; = U,c; A} de ahi que § = 1 y en
conclusion la funcién v es tnica. [ |

Es necesario aclarar que si tenemos dos C-objetos que son productos o co-
productos de una familia en la categoria, entonces dichos objetos tienen que
ser equivalentes. Es decir hay unicidad en el producto y el coproducto. Sola-
mente se demostrard una equivalencia debido a que la otra es analoga y se
puede encontrar en la bibliografia [7] p. 448. Ademas es sencillo generalizar
el resultado para una familia arbitraria pero para fines de claridad se da el
resultado para el coproducto de dos C-objetos.

Teorema 1.4.5. Sea C una categoria y sea {A;|li € {1,2}} C-objetos, en-
tonces cualesquiera dos productos (coproductos) de la familia {A;|i € I}, en
caso de existir, son equivalentes.

Demostraciéon. Supongamos que Py P’ son los productos de los C-objetos
Ay y As. Es decir, el producto de A; y Ay cumple:

Figura 1.7: Diagrama donde P y P’ son los productos de los C-objetos A; y
As.
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P P
™ Q@ s &
v o
T v - ! v 7!
Ay - P 2 Ay Ay & P = Ay

Figura 1.8: Diagrama considerando a B como P’y a B como P del Diagrama
1.7

Considerando a B como P’ y también considerando a B como P en el
Diagrama 1.7 obtenemos el Diagrama 1.8

Consideremos ahora el diagrama que resulta de fusionar la informacion
de los Diagramas 1.8.

P
1 , T2
¥
A @ op|P Ay
¥
™1 o
P

Figura 1.9: Diagrama que resulta de fusionar la informacién de los diagramas
1.8

El Diagrama 1.9 conmuta debido a que:
mo(poy)=(mop)oy =mop =m,
y también
mo(poy)=(mop)oy =mop =m.

Pero claramente, el morfismo identidad Idp : P — P también hace que el
diagrama conmute. Pero por la unicidad de la flecha punteada en el diagrama
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de la definicion de producto (Definicion 1.4.1), ¢’ o ¢ = Idp. El mismo
argumento se aplica para demostrar que @ o ¢’ = Idp. Por tanto ¢ es una
equivalencia. ]

1.5. Funtores

En teoria de categorias los morfismos, mas que los objetos, son los que
tienen un papel fundamental. De hecho, es posible definir "categoria" sin
hacer uso de la nociéon de objeto. Es posible dar también una vision mas
general y considerar a las categorias mismas como objetos estructurados. Los
"morfismos" entre ellas que preservan su estructura son llamados funtores.

Definicién 1.5.1. Sean C y D categorias, entonces un funtor F de C a D
es una funcion que asigna a cada C-objeto A un D-objeto F(A), y a cada

C-morfismo A —5 A’ un D-morfismo F(A) ry F(A’), tal que
1. F preserva la composicion; es decir,
F(fog)=F(f)oF(g)
siempre que f o g esté definida, y
2. F preserva morfismos identidad; es decir,
F(Ida) = idg(a)
para cada C-objeto A.

Normalmente los funtores F de C a D se denotan por F : C — D 6 también

pueden denotarse como C . D. Suele escribirse una notacion simplificada
FC y Ff en lugar de F(C) y F(f). De hecho es comin denotar la accion del
funtor F' al mismo tiempo en objetos y morfismos como:

F<AL>B):FAE>FB.

Hay que hacer notar que un funtor F : C — D es técnicamente una
familia de funciones; de OB(C) en OB(D), y para cada pareja (A, B) de
C-objetos, una familia de hom(A, B) en hom(F A, FB). Debido a que los fun-
tores preservan los morfismos identidad y debido también a que existe una
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correspondencia biyectiva entre la clase de objetos y la clase de los morfismos
identidad en una categoria, la parte del objeto de un funtor esta determina-
da por morfismos. De hecho un funtor entre categorfas puede simplificarse
como una funcion entre las clases de morfismos que preservan identidades y
composicion. Antes de continuar demos ejemplos para entender mejor lo que
es un funtor:

Ejemplo 1.5.2. Sean C y D categorias:

1. El funtor identidad, denotado por ide : C — C definido por
zdc(ALB):(ALB).

2. Dado cualquier D-objeto A’ se define el funtor constante Cy : C — D
con valor A’, definido como

Cu <AL>B) Ny

3. Para cualquiera de los ejemplos 1.1.2, hay un funtor olvidadizo (también
conocido como funtor subyacente) U : C — SET, donde en cada caso
U(c) es el conjunto subyacente de ¢ € C, y U(f) = f es la funcién
subyacente del morfismo f.

4. Para cualquier C-objeto C', existe el funtor hom covariante denotado
por hom(C, ) :C — SET definido por

hom(C, _) (A SN B) = (hom(C, A) hom( &) hom(C, B)>

donde hom(C, f)(g) = f o g.

5. Para cualquier C-objeto C, existe el funtor hom contravariante denota-
do por hom(_,C) : C°F — SET definido en cualquier C°”-morfismo

A L5 B como:
hom(_, C) (A N B) - (homC(A, ) "5 home (B, c>)

donde hom(f,C)(g) = g o f, donde la composicién es la misma que en

C.
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6. El funtor covariante conjunto potencia denotado como P : SET —
SET se define por

P(ALB):PA%PB

donde PA es el conjunto potencia de A, es decir, el conjunto de todos
los subconjuntos de A; y para cada C C A, Pf(C) es la imagen f[C]
de C' bajo f.

7. El funtor contravariante conjunto potencia denotado como Q : SETYY —
SET se define por

Q(ALB):QA%QB

donde QA es el conjunto potencia de A y para cada C' C A, Qf(C) es
la imagen inversa f~'[C] de C bajo la funcion f: B — A.

8. Para cualquier entero positivo n, el funtor n-ésima potencia S™ : SET —
SET esta dado por

st (4L B) = an L e
donde f™(z1,...,x,) = (f(z1),..., f(zn)).

9. El funtor dual para espacios vectoriales sobre los reales denotado por
(") : VEC®" — VEC el cual asocia a cualquier espacio vectorial
V' su espacio dual V' (es decir, el espacio vectorial hom(V,R) con las

operaciones definidas puntualmente) y con cualquier VEC"-morfismo

v L W, es decir cualquier funcién lineal W EIN V', el morfismo

f: V- /V[7, definido por f(g) =go f.

En muchas categorias como las mencionadas en el Ejemplo 1.1.2, todo
objeto en la categoria es de hecho un conjunto y todo morfismo f: A — B
en la categoria es una funcion en los conjuntos subyacentes (que ademas
suelen tener otras propiedades). Formalicemos esta nocion:

Definicion 1.5.3. Sea 2 una categoria. Una categoria concreta sobre
2 es una pareja (C,U) donde C es una categoriay U : C — 2~ es el funtor
olvidadizo. Algunas veces U es llamado el funtor olvidadizo (o también puede
ser llamado subyacente) de la categoria concreta y 2 es llamada la categoria
base de (C,U).

Una categoria concreta sobre SET es llamada construccidn.
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Ejemplo 1.5.4. Tal como ya habiamos mencionado tenemos que:

1. Toda categoria C puede ser vista como una categoria concreta por medio
del funtor identidad (C,id¢) sobre si misma.

2. La categoria de grupos GRP es una construccion.

3. (C,U) es una construccion, por un abuso de notacién se denota sdlo
con C. Por ejemplo, la categoria abstracta de los espacios vectoriales y
la construccién de los espacios vectoriales ambas se denotan por VEC.
Siempre sera claro en el contexto a cuél se estd haciendo referencia.

1.6. Objeto libre

Las construcciones son muy usadas ya que se pueden trabajar no sélo sus
propiedades categoricas, sino que también se tienen propiedades de conjuntos,
subconjuntos, etc.

Definicién 1.6.1. Sean F' un objeto en una construccién C, X un conjunto
no vacio e i : X — F una funcién (de conjuntos). F es libre en el conjunto
X siempre que para cualquier C-objeto A y cualquier funcion (de conjuntos)
f: X — A existe un tnico morfismo en C, f : F — A tal que foi = f (como
funcion de conjuntos X — A).

Figura 1.10: Diagrama donde F' es libre en el conjunto X

Si observamos cuidadosamente la definicion anterior podremos darnos
cuenta que ya hemos visto esto en estructuras conocidas, como los espacios
vectoriales.
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Ejemplo 1.6.2. Esta definicién categoérica tiene una gran variedad de teo-
remas en ramas de las matematicas, nos restringiremos a construcciones:

= En VEC tenemos el teorema que nos dice la manera de construir trans-
formaciones lineales entre espacios vectoriales sobre el mismo campo.
El teorema nos dice que si vq,...,v, es una base del espacio vecto-
rial V' sobre un campo F, W es también un F-espacio vectorial y
{wy,...,w,} C W entonces existe una tunica transformacion lineal
T :V — W con T(v;) = w;. Esto nos dice que las bases son obje-
tos libres en VEC.

» En GRP veamos que Z (el grupo de los ntimeros enteros) es objeto
libre: Consideremos a G un grupo arbitrario y a f : Z — G una funcion
de conjuntos. Fijémonos en el valor de f en 1, supongamos que f(1) =g
para alguna g € G. Definamos f : Z — G como f(n) = ¢g". Claramente
f es un morfismo tnico, ya que por un lado (1) = Z y bajo f se
tiene que 1 — g entonces si hubiese otra funcion k : Z — G tal que
k(1) = g = f(1) entonces k(n) = g" por lo cual f = k. De esta manera
consideremos X = {1} e i : X — Z la funcion inclusion, entonces

(foi) (1) = f(i(1) = f(1) = g = f(1).
Por tanto Z cumple ser un objeto libre en GRP.

= Veamos que en GRP, el grupo aditivo Q no cumple ser un objeto libre:
Consideremos S = {(1),(1 2),(1 3),(23),(123),(132)} € OBgrp
y notemos que en GRP no existe un homomorfismo no trivial de grupos

f:Q—= 53
ya que de haberlo tendriamos:
1. Nucf = Q.
2. Si Nucf = {0} entonces por el primer teorema de isomorfismo de
grupos

Q/Nucf =Q/{0} 2Q = Imf, con Imf < Sj.

Claramente por razones de cardinalidad esto es imposible y por
tanto el ntcleo es un subgrupo propio no trivial de Q.
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3. Por el primer teorema de isomorfismo de grupos sabemos que
Q/Nucf =2 Imf, con Imf < Ss.
Y con los incisos anteriores tenemos que
{0} #Imf < Ss.

4. Sabemos que los tinicos subgrupos propios no triviales de S3 son
(12)) = {(13)) 2 ((23)) =2, y (12 3)) = Zy. Por tanto

Imf = ZQ 6} Imf = Zg.

5. Por teoria de grupos sabemos que si G es un grupoy H J G
con [G : H| = p entonces para cualquier g € G se tiene que gf €
H. (Hay que notar la importancia de la hipotesis de normalidad
porque de otra manera el resultado citado seria falso). Por los
incisos anteriores tenemos que [Q : Nucf] =2 o [Q : Nucf] = 3.

Si [Q : Nucf] = 2 entonces consideremos t € Q — Nucf, es claro
que % € Q. Aplicando el resultado inicial de este inciso tenemos

t

que 2 -5 € Nucf. Esto implica que ¢ € Nucf lo cual es una

contradiccion. Por tanto [Q : Nucf] # 2

De manera analoga se demuestra que [Q : Nucf] # 3. Y con ello
se concluye que no puede haber un homomorfismo no trivial

Q- Ss.

Entonces para cualquier conjunto X, cualquier funcién 2 : X — Q y
cualquier funcion f : X — S3 con f(x) # (1) para alguna z € X no
existe un homomorfismo f : Q — S5 tal que foi = f. Con esto hemos
demostrado que Q no es un objeto libre en GRP.

Es importante saber la relacion que pueden llegar a tener los objetos libres
en nuestras construcciones, demos entonces el resultado de unicidad. De aqui
en adelante y a menos que se especifique lo contrario, consideraremos a la
categoria C como una construccion y la llamaremos simplemente categoria.

Teorema 1.6.3. Si C es una categoria (construccion), F,F' € OB¢ tales
que F' es libre en el conjunto X, F' es libre en el conjunto X' y | X| = |X'|,
entonces F es equivalente a F'.
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Demostracion. Para demostrar que I’ es equivalente a F’, debemos dar la
equivalencia entre estos dos C-objetos. Como | X| = | X’| tenemos entonces la
biyeccion dada por la igualdad de la cardinalidad, nombremos h : X — X' a
tal biyeccion. Como F'y F’ son libres en X y X' respectivamente tenemos:

F F’

A X' A

Figura 1.11: Diagramas donde F' es libre en X y F” es libre en X',

Es decir, que dadas las funciones de conjuntos i : X — Fy j: X' — F'
para cualquier A € OB y cualesquiera funciones de conjuntos f : X — A
y g : X' — A existen tnicos morfismos en C, f : F — Ay g : F' — A tales
que foi= fygoj=g (como funciones de conjuntos X — Ay X' — A.)

Fusionemos ambos Diagramas de 1.11 considerando en el de la izquierda
a A como F’, la biyeccion h : X — X', la funcion j : X' — F’ el tnico
morfismo que existe por ser F’ libre en X' g : F/ — A y la funcién jo h :
X = F'.

X

X/

Figura 1.12: Diagrama 1.11 considerando en el de la izquierda a A como F”,
la biyeccion h : X — X', la funcién j : X’ — F’, el inico morfismo que
existe por ser F’ libre en X' g: F' — Ay la funcién joh : X — F'.

Anéalogamente, como h es una funcion biyectiva, entonces h tiene inversa
h=' : X’ — X, usando el otro Diagrama de 1.11 con A = F, la biyeccién
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h=t: X" — X, la funcién @ : X — F, el Gnico morfismo que existe por ser F'
libreen X f: F — Aylafuncion ioh™!: X' — F.

X' X

Figura 1.13: Diagrama 1.11 considerando en el de la derecha a A como F, la

biyeccion h=1 : X' — X, la funcién i : X — F, el unico morfismo que existe
por ser F libreen X' f: F— Ay lafuncibn ioh™1: X' — F.

Conjuntemos estos dos diagramas obteniendo que,

(fog)oi=fo(goi)
=fo(joh)=(foj)oh
:(ioh_l)oh

También tenemos que Idr o7 = ¢ y sabemos que F' es libre en X lo
que significa que para cualquier C-objeto F y cualquier funcion digamos
1 : X — F existe un tinico morfismo en C, ¢ : F' — F' tal que ¥ oi = i. Pero
en este caso tenemos tanto a f o g como a Idp que lo hacen, por la unicidad
del morfismo del objeto libre tenemos que ¢ = fo g = Idp.

De manera anéloga es claro que gof = Idp: y por lo tanto F es equivalente
a F’.

|

Ya hemos observado que tanto en la demostraciéon del Teorema 1.4.5 como
en la del Teorema 1.6.3 se ha seguido un procedimiento que es importante
mencionar. Un objeto S en una categoria C es llamado solucion o flecha
universal si estda definido por un diagrama donde, no importa si variamos
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fog
g f
h h!

X

X/

W

Figura 1.14: Conjuntando los diagramas 1.12 y 1.13.

el objeto X junto con morfismos del diagrama, existe un dnico morfismo
que hace que el diagrama conmute. El "metateorema'" son las soluciones, si
existen, son Unicas con una equivalencia tGnica. En esta tesis Gnicamente se
dard una nocion esquematica e informal ya que su formalizacion requiere de
abundante material que sale del objetivo de este trabajo, si se requiere la
nocion formal y exacta asi como todo el material aledanio necesario puede
consultarse [5] y [1].

En la demostracion del "metateorema' hay dos pasos. El primero, si tene-
mos dos soluciones C-objetos (en el caso del objeto libre, dos objetos libres)
junto con dos C-morfismos ¢ y ¢ y tenemos que hay un C-objeto en el diagra-
ma que es arbitrario digamos X, entonces lo que hacemos es sustituir a este
C-objeto arbitrario X por la solucién de la que no se habla en el diagrama. Es
decir si se tienen dos soluciones S; y Sy con sus respectivos C-morfismos y un
C-objeto arbitrario X en cada diagrama entonces sustituimos en el diagrama
de S; a X por Sy y en el diagrama de Sy a X por 9;.

El segundo paso es juntar los dos diagramas que se tienen en uno de
manera adecuada. Es decir, se considera un solo diagrama con la solucién

X = 5] en el diagrama de S; pero haciendo uso de las flechas i) o ¢ y con
Idg,.

Ids,

T o~

Sy S Sy
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Ambos resultan ser C-morfismos que hacen que el diagrama para S; con-
mute pero resulta que el C-morfismo que acompana a S; debe ser tnico y
con ello se concluye que i o ¢ = Idg,. Andlogamente se procede para que
¢ oy = Idg, y demostrar asi que 9 es una equivalencia con lo cual resulta
que las soluciones S; y Sy son esencialmente la misma.

1.7. Objeto inicial, terminal y cero

En esta seccién veremos otra perspectiva las Definiciones 1.4.1, 1.4.3 y
1.6.1 ya que en este punto estamos en condiciones de decir que estan defini-
dos por medio de flechas universales. Veremos que esto proviene de un solo
concepto que se mencion6 en el Ejemplo 1.2.1.

Definicién 1.7.1. Sean C una categoria e I € OB¢. Decimos que [ es un
objeto inicial (o universal) si para todo C-objeto C existe exactamente
uno y s6lo un C-morfismo I — C. De manera dual, un C-objeto T se dice que
es objeto terminal (o couniversal) si para cada C-objeto C' existe uno y
s6lo un morfismo C' — T.

Veamos algunos ejemplos para darnos cuenta que ya hemos estado en
contacto con los objetos universales y sus duales.

Ejemplo 1.7.2.

1. Como lo vimos en el Ejemplo 1.2.1 el conjunto vacio () es el tnico objeto
inicial para la categoria SET, de la misma manera el conjunto vacio
parcialmente ordenado es el tinico objeto inicial en POS.

2. Asi como en el Ejemplo 1.2.1 obtuvimos que el conjunto vacio es el
inico objeto inicial en la categoria SET, procedamos para encontrar
el o los objetos iniciales en la categoria GRP.

Sea I € OBgrp, para que [ sea objeto inicial es necesario que cumpla la
Definicion 1.7.1 esto significa que para todo grupo G existe exactamente
uno y sé6lo un homomorfismo de grupos f : I — G. Como [ es un grupo
entonces sabemos que al menos debe tener un elemento (el neutro ey).
Veamos que pasaria si [ tuviera mas de un elemento: Supongamos que
|I| > 1 entonces es claro que si consideramos a G = I entonces se
pueden definir f; : I — I como g + e; para cualquier g € I y por otro
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lado se puede definir f5 : I — [ como fy = Id;. Entonces si [I| > 1, [
no puede ser objeto inicial. Por tanto I = {e} y es la tnica posibilidad,
esto significa que GRP tiene un tnico objeto inicial que es el grupo
trivial.

3. Analicemos ahora si VEC tiene o no objeto inicial: Al igual que en el
inciso anterior sea I € OBvgc, para que [ sea objeto inicial es necesario
que cumpla la Definicion 1.7.1 esto significa que para todo F-espacio
vectorial V' existe exactamente una y sélo una transformacion lineal
T : 1 — V. Aligual que en el inciso anterior sabemos que como [ es un
F-espacio vectorial entonces debe tener al menos un elemento, el cero
07. Veamos que pasaria si I tuviera mas de un elemento: Supongamos
que |I| > 1 entonces es claro que si consideramos a V' = I entonces se
pueden definir 77 : I — I como T; = Tj la transformaciéon lineal cero
y por otro lado se puede definir 7, : I — I como 15 = Id;. Entonces si
|I| > 1, I no puede ser objeto inicial. Por tanto I = {0} y es la tnica
posibilidad, esto significa que VEC tiene un tinico objeto inicial que es
el F'-espacio vectorial trivial.

Veamos ejemplos de objetos terminales:

4. En el Ejemplo 1.2.1 encontramos que los conjuntos unitarios son los
objetos terminales para la categoria SET, de la misma manera el los
unitarios resultan ser los objetos terminales en POS.

5. Hagamos el mismo analisis que en los incisos anteriores pero ahora
para el objeto terminal en la categoria GRP. Sea T' € OBgrp por la
Definicion 1.7.1 para todo grupo G existe un tinico homomorfismo de
grupos f : G — T. Si dicho grupo existiera, debe tener al menos el
elemento neutro. Si este grupo tuviese mas de un elemento entonces
estariamos en la misma situaciéon que en el caso de objeto inicial, por
tanto el objeto terminal existe en la categoria GRP y es el grupo trivial.

6. De la misma manera el objeto terminal en la categoria VEC es el F
espacio vectorial trivial Vj = {0}.

Teorema 1.7.3. Sea C una categoria. Cualesquiera dos C-objetos iniciales
[terminales| son esencialmente inicos, es decir:
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» Si A y B son objetos iniciales [terminales], entonces A y B son equi-
valentes.

w Si A es un objeto inicial [terminall, entonces cualquier otro objeto equi-
valente a A también lo es.

Demostracion. Por definicion de objeto inicial tenemos que si A y B son
objetos iniciales entonces para cualquier C-objeto C existe exactamente uno

y s6lo un C-morfismo A LN/ vy B LN C, utilizando a Ay B en lugar de C'
obtenemos
A5 By B A

Pero de hecho tenemos que hok = 1Idsy koh = Idg ya que Ids y Idg son
los tinicos morfismos de A en Ay B en B respectivamente. Con lo cual k es
un isomorfismo.

Supongamos ahora que A es un objeto inicial y que k : A — A es un
isomorfismo. Debido a que A es un objeto inicial tenemos que para cada
objeto B, existe un tnico morfismo f : A — B, entonces fok : A’ — B es un
morfismo de A’ en B. Para ver que A’ es un objeto inicial basta verificar que
f ok es tinico, para ello observemos que si existiera otro morfismo g : A’ — B
entonces go k™! : A — B pero A es un objeto inicial y sabemos que para
cada objeto B, existe un tinico morfismo f : A — By por tanto gok™! = f,
es decir g = f o k.

|

Con estas dos definiciones de los objetos terminales e iniciales podemos
definir aquellos objetos en las categorias que tienen la propiedad de ser tanto
terminales como finales. Hay que notar que debido a que los objetos termina-
les son los duales de los objetos iniciales, la nocién que se dara a continuacion
es sobre un objeto que es su propio dual, es decir, A tendra la propiedad si-
guiente en C si y solo si la tiene en CO7.

Definicién 1.7.4. Sea C una categoria y sea A € OB¢. Decimos que A es
un objeto cero si A es tanto objeto inicial como objeto terminal.

Ejemplo 1.7.5. De los ejemplos que hemos trabajado es claro que:



Categorias

_~ W

. La categoria SET y la categoria POS no tienen objetos cero.
. En la categoria GRP el grupo trivial es el objeto cero.
. En la categoria VEC el F' espacio vectorial trivial es el objeto cero.

. Construyamos un objeto inicial en una categoria arbitraria que nos dara
una vision general de lo que hemos estado trabajando: Consideremos
C una construccion y F' € OB¢ un objeto libre en el conjunto X con
X — F (tal como se defini6 en 1.6.1). Definamos una nueva categoria
D como sigue:

Los objetos de D son todas las funciones de conjuntos f : X — A,
donde A es el conjunto subyacente del objeto A de C.

Los morfismos en Dde f: X — Aag: X — B los definiremos como
los morfismos h : A — B de C tales que ho f = g es decir, que el
siguiente diagrama conmuta:

/
N

A

X h

B

Veamos que Id§ : A — A es el morfismo identidad de f a f en D, es
decir, que funciona como Id7: Consideremos a h € Homp(f, g), es decir
consideremos h € Home(A, B), f, g € OBp. Por la definicion de Homp
tenemos que f € Home(X,A) y g € Home(X,B) con A, B € OBe.
Hagamos la composicion deseada:

]ngDh:]dBO(jh:h.
De manera analoga obtenemos que
hOD]df = hocfdAZh.

Las composiciones anteriores son claras debido a que C es una cons-
truccion y a que Id, es la identidad para cada A € OB¢. Por tanto
Id§ : A — A es el morfismo identidad f a f en D denotado por ]d?.
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Si h es una equivalencia en D entonces es claro que también lo es
en C. Mostremos que el reciproco también se cumple: Consideremos a
h € Homp(f,g) que a la vez es equivalencia en C, entonces por ser
equivalencia existe un morfismo k en C tal que

hock:IdBkach:[dA.

Hay que verificar que k es también el morfismo inverso de h en D. Basta
demostrar que k € Homp(g, f). Como k es el morfismo inverso de h en
C entonces k € Home (B, A), también como h € Homp(f, g) tenemos
af: X —A g: X — Byg= ho f. Consideremos las funciones
anteriores f y g y hagamos la composicién con k:

kocg=koc(hocf)=(koch)ocf=1Idaocf=F.
Pero esto significa que
k€ Homp(g, f).

Por tanto hemos demostrado que h es una equivalencia en D si y s6lo
si h es equivalencia en C.

Ahora como F' es libre en el conjunto X entonces para cada funcion
f: X — A existe un tnico morfismo f : F — A tal que foi = f.
Pero esto significa entonces que ¢ : X — F es un objeto inicial en la
categoria D.

5. Hagamos otra construccion categorica. Consideremos a la familia de
objetos {A;|i € I} en la categoria C. Construyamos la categoria &
donde:

Los E-objetos son las parejas (B, {fili € I}), con B un C-objeto y para
cada i, f; : B — A; es un C-morfismo.

Los &-morfismos del E-objeto (B,{f;li € I}) al (D,{g;|i € I}) los

definimos como C-morfismo B —= D en C tales que g; oc h = f; para
toda 1 € [.

Verifiquemos que los Ibp son el morfismo identidad de (B, {f;|i € I})
en &: Es claro que ho¢ Ig = h, ademas f; oc Ig = f; y por tanto Ig es
el morfismo identidad de (B, {f;|i € I}) en €.
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Al igual que en el ejemplo anterior veamos que h es equivalencia en C
si y solo si es equivalencia en &:
Consideremos h € Homc((B, {fili € I}), (D, {gli € I})> tal que h es

equivalencia en C, es decir h € Home(B, D) y existe k € Home(D, B)
tal que hoc k = Idp y koc h = Idg. Para cada ¢ € I tenemos que

fiock =(gioch)ock =g;oc(hock)=g;ocldp =g,

por lo tanto

ke Homc<(B, {fili € 1Y), (D, {gili € [})).

Con ello hemos demostrado que h es equivalencia en £ si lo es en C.
Ahora para el reciproco consideremos

h € Homc<(B, {fili € I}), (D7 {gili € [})) equivalencia en &,
entonces por ser equivalencia sabemos que existe

ke Homc<(B, {fili € ]}), (D7 {gili € ]})>

y cumple hogk = Idp y kog h = Idg. Por como esta definido Hom(E)
y la composiciéon concluimos que h es equivalencia en C.

Si el producto (tal como se defind en 1.4.1) de la familia {A;|i € I}
existe en C con las proyecciones 7, : [[A; — A paracadak € [
entonces para toda pareja (B, {fi}icr) en & se tiene que por definicion
del producto existe un inico morfismo ¢ : B — [[ 4; tal que mop = f;
para toda ¢ € I. Pero con la Definicion 1.7.1 sabemos entonces que
(T As, {m|i € I}) es objeto terminal en la categoria &, con esto usando
el Teorema 1.7.3 concluimos que el producto [[ A; de la familia {A;|i €
I} es tnico.



Capitulo 2

Grupos libres

Esta parte del trabajo se concentrard en mostrar que los objetos libres
(lamados grupos libres) existen en la categoria concreta de los grupos (cons-
truccion). A través de este procedimiento se describiran grupos en términos
de generadores y relaciones. Ademés se dara la construccion de coproducto
(producto libre) en la categoria de grupos.

2.1. Construccion de grupos libres

En esta seccion se construird un objeto en la categoria de grupos, se le
brindara una operacion binaria con la que se le dotara de estructura de grupo.
Este grupo se construira con el fin de que cumpla la propiedad categorica de
objeto libre (Definiciéon 1.6.1).

Consideremos un conjunto dado X y construyamos un grupo F' que es
libre en el conjunto X en el sentido de la Definiciéon 1.6.1. Analicemos los dos
posibles casos para el conjunto X:

1. Si X = & entonces definimos a F' como el grupo trivial (e).
2. Si X # @ entonces denotemos por X ! otro conjunto tal que | X! =
| X| (debido a que X es no vacio entonces X ! es no vacio).

Como | X ! = |X] escojamos una biyeccion f : X — X! (observemos
que al menos existe una biyeccion dada por la igualdad de la cardinali-
dad de conjunto), sea x € X y denotemos su imagen bajo la biyeccion
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f como 7. Por tiltimo escojamos un conjunto ajeno a X UX !y que
tenga un elemento, denotemos a este conjunto como 1.

Consideremos la uniéon de estos conjuntos como nuestro conjunto de
trabajo, es decir, consideremos X U X ~'U{1}. Definimos una palabra
en X como la sucesion (aj, ag,...) con a; € X U X1 U {1},para toda
t € N que cumple:

a. Para alguna n € N a; = 1 para toda k > n.

b. La sucesion constante (1,1,...) la llamamos palabra vacia y se
denota como 1.

3. Una palabra (aj,as,...) en X se dice que es reducida siempre que:

i. Para cualquier x € X, x y 7! son no adyacentes. Esto significa
que si a; = x entonces a;.; # vy si a; = 7! entonces a;41 # @
paratodai e Ny z € X.

ii. Siag =1 entonces a; = 1 para toda 7 > k.

Con estas definiciones obtenemos que la palabra vacia es reducida debido
a que a; = 1 para toda i € N y con ello cumple por vacuidad el inciso i de la
definici6on anterior.

Analicemos la forma de una palabra reducida, por el inciso i se tiene
la sucesion (z}',25%,...,23,...) donde n € N, z; € X y \; = £1. Por
convencion tenemos que z' denota a z para toda x € X. Para ser palabra se
requiere que, a partir de algin término se estacione la sucesiéon en 1 y con
la condicién del inciso i los 1 estan acomodados al final de la sucesion, es
decir se tiene que: (xi\l, x%Q, ~..,xd 1,1, ...). Para simplificar la notacion y
sabiendo que cada palabra estd determinada por los términos anteriores al

primer 1 denotaremos a la palabra (xi‘l , xSQ, a1, ) por

A1 A2 An
‘/El x2 "'In .

.. A1 A2 Am 01,02 On 1
Observacu;n A2.1.1.ASean xtwy? - -5xm6 YY) 5y2 ---y,» palabras reducidas.
1 2 m ] 1 2 n 1 A ]
Entonces z7'z3?---x;™ es igual a yi'ys® ---yom si y solo si ambas son 1 o

m=nyx;=1y,\=0parai€{l,... n}

Demostracion.
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—) Supongamos que z}'x)? -z y TRV -y son la misma palabra
reducida.
Siata)? -2 es 1 entonces como 2 y52 - - - % es igual a ella también
debe ser 1.
Supongamos entonces que xi\lx5\2 coeximy y‘flng -y son la misma
palabra reducida y son distintas de 1. Esto significa que las sucesiones
subyacentes

A A 51 8 5
(2?0 y (W et e, 1),
son iguales; es decir, las sucesiones término a término son iguales, :L’;\ =
5; . .
y/ parai €{1,....m}yje{l,...,n}

Si m # n entonces ) # 1y ygj = 1 lo cual es una contradiccion
debido a la igualdad de las sucesiones. Se tiene la misma contradiccion
siad =1y ygj # 1 por lo cual la hipotesis de que m # n es incorrecta,
por tanto m = n.

Por la igualdad de las sucesiones obtenemos también que ¢ = 7 y que

A

x;t = yfi; como \; = 1 = ¢§; podemos analizar dos casos que son

esencialmente el mismo:

Supongamos que \; = 1 entonces z; = yf’ Si §; = —1 entonces z; =
y; ', lo cual es una contradiccién ya que el conjunto X y el conjunto
X! son ajenos.

De manera andloga se obtiene una contradiccion similar cuando A\; =
—1y é; =1, por lo tanto \;=¢; para toda i € {1,...,n}.

Con todo lo anterior obtenemos x; = y; para toda k € {1,...n}.

<) Supongamos que xi\leQ cexhm oy y‘flyg2 -~y palabras reducidas tales
que ambas son lom =ny x; =y;, \;, = parai € {1,...,n}.

En el primer caso si ambas son 1 entonces ambas tienen como sucesion
subyacente a

(1,1,...)
eso quiere decir que son la misma sucesion y por tanto son la misma
palabra reducida.
En el segundo caso, sim =ny z; =y, \; = 6 parai € {1,...,n}
entonces las sucesiones subyacentes son las mismas y por tanto son la
misma palabra reducida.
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Es claro a partir de esta observacién que se puede dar una relacién entre
el conjunto X y el conjunto F'(X) de todas las palabras reducidas en X
obteniendo el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.2. Sean X un conjunto no vacio y F(X) el conjunto de
todas las palabras reducidas en X. Entonces la funcion

dada por

es una funcion inyectiva.

Demostracion. Es claro usando la Observacion 2.1.1 que la funcién esta
bien definida. Por otro lado, si ¢(z) = ¢(y) con z,y € X entonces ! = y' es
decir ambas palabras son iguales y por la Observacion 2.1.1 obtenemos que
sus sucesiones subyacentes son iguales y por tanto z = y. De aqui que ¢ es
una funcion inyectiva.

Identifiquemos a X con su imagen bajo ¢ y de esta manera consideremos
a X como un subconjunto de F(X). Definamos una operacion binaria

«: F(X) x F(X) = F(X)

en el conjunto F(X) de todas la palabras reducidas en X (para reducir nota-
cion y mientras no existan confusiones denotemos a F'(X) por F).

La palabra vacia 1 serd el elemento identidad, es decir, para cualquier
palabra reducida z € F' se cumple que zx1 =1%xx = z.

De manera intuitiva lo que buscamos es dar una operacién sencilla, una
posibilidad es simplemente considerar la yuxtaposicion (es decir, poniendo
una palabra y pegarle la segunda), veamos si esto es posible. Consideremos
xi\lxé\z cexhmy yflySQ .- y° palabras reducidas, consideremos la yuxtaposi-
cion:

AR TS TR T
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El problema principal de esto es que podria darse el caso en el que

x,’){”y‘fl =1, es decir que (x,’\nm)_l = y‘fl y esto significa que la palabra

A1 Am, 01, 62 5

TP X" T Y Yo" Y
no es reducida. Por tanto, no obtenemos una operacion simplemente con la
yuxtaposicion de palabras reducidas. Para quitar este inconveniente pode-
mos simplemente cancelar estos términos, es decir si tenemos las palabras

“1.1, 111 o —1.1.—1_1 —1_1
T TolsTy Ty y Tg T T3 T1T5 Ty entonces

-1,1,1. ~1_1 -1,1,-1.1-1.1y _ ~1.1.1 -1 1
(acl Tol3Ty $8) * (xg T T3 T(Ty x6) =X TyIT5 Tg,

de manera general definamos:

Sean z}'x)? - - - a)m Yoy - - -y palabras reducidas no vacfas en X:

= Si m < n entonces consideremos k el entero mayor (0 < k < m) tal

. . _1 —_ .
que x?n”fj] = (y?ff) = jf{“ para j € {1,...,k — 1}. Entonces

definimos:
A Am—k, Ok+1 Sn .
A N P 5 Ty '”‘r&m—kyk—l—l'“yn st k<m
1 2., .. m 1 2.,.. n — k n . _
(951 ) Tim )*(y1 Y2 yn)_ ykff---yg si k=m<n
1 st k=m=n

= Si m > n entonces consideremos k el entero mayor (0 < k < n) tal

. . _1 J— .
que x;m_’jj = <y§ff) = jf{“ para j € {1,...,k — 1}. Entonces

definimos:
A Am—k  Ok+t1 S
N . s S it eex K1 ceeyonsg k<n
1,72 m 1,02 ., .,0n) — A k— . _
(2 ap” -- wpr) % (91 v ) = R si k=n<m
1 si k=m=n

Esta definicién garantiza la cerradura del producto de palabras reducidas.
Una vez que se tiene la operaciéon en el conjunto, es posible preguntarnos si
el conjunto F' junto con la operacién x tiene estructura de grupo.
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Teorema 2.1.3. Si X es un conjunto no vacio y F' = F(X) es el conjunto de

todas las palabras reducidas en X, entonces ' es un grupo bajo la operacion
* definida antes y F' = (X).

Demostracion. Para verificar que F' = F(X) y la operaciéon * forman un
grupo, hay que verificar tres cosas:

i. La asociatividad de *, es decir que para cada z,y, z € F se tiene que

rx(yxz)=(rx*y)*2;

ii. Existe un elemento e € F, llamado identidad, tal que exx =z = xx*e
para cada x € F

iii. Todo x € G tiene inverso, es decir existe 2’ € F' con x*xx' = e = 2’ xx.

Es claro que dada la definicion de la operacion *, la palabra vacia 1 es

nuestro neutro, es decir 1 = e.

También es claro que si tenemos la palabra reducida xi\lx§\2 <o enton-
ces su inverso serd z, M - -1y ’\Qxl_’\l. Por ello lo tinico que hay que demostrar
es el inciso i.

Esto es posible demostrarlo de dos maneras, una es por induccién sobre
la longitud de la primera palabra reducida y examinando casos y la segunda
es dando una biyeccion de F' y considerar a Sg el grupo de todas biyecciones
de F'. Demos ambas:

a. Consideremos x,y, z € F, entoces x = "2 - - adm, y =y yd? - - -y,
51 0

V2= 212 ---zzp, con \;,vj,0, =*lconl <i<m,1<j<ny
1 <k <p . Procedamos por induccién sobre m:

e Base: m = 1 entonces z = 7', tenemos dos casos:

Caso 1: n<p
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_ M 71 Yn 01 13
w(yh2) =l (e v )
A1 2% Tn—k Ok+1 Sp .
oyt Ry ey 2 st k<n
f) 5 .
= xi‘l*zk]fll---zpp st k=n<p
xi\l*l si k=n=p
S S Pt Tn—k Ok+1 Op . A1 -7
TUYL Y ey e s k<nyai' #y
Y2 Yn—k Ok+1 p . MM
Yo Yk By A St k<77/yx1 =l yn_k’#l
6k+1 617 . >\1_ —71 —
Zktsl...zpé si E<nyax'=1y, yn—ék—l
_ A1 Ok+1 P . . Al —O0k+1
= mlézk+1~~~§zp 51 —n<pyx167£zk+1
g . :n<pya:i\1:zk_+'i“yk—l—1<p
. B A Okt1 _
%\ st k=n<pyr'=z,4 yk+1l=p
! St k=n=p
Por otro lado
_ A1 71 Yn 41 0.
(QE*y)*Z—<$1 *yl ...yn)*zl ...pr
(
A1, M g1 op ; ! N
TUY eyt k2 ez St t F oy
_ Y2 n 01 op ; A,
— y2...yn *21 ;S"Zp S1 :El —yl yn>1
\ Ts 200 zr si M =y M yn=1
AL M Yn—k Ok+1 dp . A1 -M
7'y ~'gén_kzk+1§~~zp st ot Fy tyk<n
A1 Okl » ; A1 e -
7] Zk_,_l)\"‘zp S ZL“%\ #yl vk=n<p
! 5 Sl ' Fy T yk=n=p
_ V2 01 p . Ao ™
— Y32 - ylnt - 2 st =y tyn>1yk<p
b} b} . -
Z 2 51 xi\lzylmyn>1yk::n<p
1 si =y yn>lyk=n=p
F} 1 . Al _
L le...zpp S? atll_yl yn—l,

por lo tanto tendremos que = * (y x 2) = (z x y) * 2.

Caso 2: n > p. Este caso se resuelve de la misma forma que el caso
anterior.
Es claro que
rx(y*xz)=(rxy)*z

para el caso base.
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e Hipotesis Inductiva: Supongamos que T * (y % 2) = (r*y)* 2z para

x de longitud a lo méas m, y = y{'y5° - - yz—zfleQ---zgp,
con \;,v;,0, = £l con 1 <i <m, 1<j<ny1<k:<p.

e Paso Inductivo: Consideremos = = x}'2)? - - ;"_ff, y=yltys -y,
y 2z = z‘flzg?---zip, con \;,7vj,0, =flconl1<i<m,1<j5<n
yl<k<p.

Calculemos = * (y * z) y por otro lado (z * y) * z, consideremos
T = z}ay? - cay = ol w2 = ok x)? - -xfnﬁﬁﬂ claramente

2" es una palabra reducida de 1ongitud m y como x también es
reduc1da y & = 2’ * 2" entonces x' # 25, Observemos que z’
y 2" son palabras reducidas de longitud a 10 més m, por tanto
podremos aplicar hipo6tesis inductiva a ambas:

* (yx2) = (' x2") x (y x 2)
"s (2" % (y x 2)) por hipotesis inductiva aplicada a z’

T
=2’ * (2" x y) * ) por hipdtesis inductiva aplicada a "

= (2/ x (2" x y)) * z por hipdtesis inductiva aplicada a 2’
=((2'*x ) y) * z por hipotesis inductiva aplicada a z”
= (zxy)

Por lo tanto para cualesquiera palabras reducidas x,y,z en X
se cumple que x x (y * z) = (x * y) * z. De esta manera hemos
demostrado la asociatividad por induccién sobre la longitud de la
primera palabra.

b. Consideremos z € X y 6 = 1. Definamos la funciéon ¢,s : ¥ — F
dada por:

20z xt s 20 # a7
Dus (x‘;l X xi”) = 22 adn s 2= yn>1
1 5t x‘sle—‘slynzl
y
Es claro que (b;;l . ' — F esta dada por:
a0 -xl_‘slx_‘s st x0 £ xf‘sl
? 5 ( & :1:‘;") = o ;2 s 2 = x161 yn>1
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De esta manera
Pusds = Prs Pus = Idp.
Esto significa que toda ¢,s es una biyeccion de F'.

Consideremos Sy el grupo de todas las biyecciones de F'y sea
Fy = {{¢.]z € X}) < Sp.

La funcién ¢ : F' — Fj dada por

5 5 Pyor 01 0 Dyt

So(xll...xn): Ty z . (51 5
Id syt =1

Es claramente suprayectiva ya que si o € Fy con o = ¢z, © Qg - .. Pu,,

con Ti,Ts,...T, € X entonces

1

@(x1$m>:¢<x1x}n> :¢$}O¢J}%“'¢$}n:¢$lo¢$2"‘¢xm'

Es claro t(sambién que para cualesquiera wy, wo € F' con wy, = xi\l oegm
y wy = 45" -+ -y se tiene

A Am 13 Im
p(wy * wy) = @ (21" -y + Yyt - yy)
( Am—k 6 .
4 (:Ei\l .- -ﬂfm,kkyklff e yfﬁ) S E<mym<n
= o (w i) si k=m<nym<n
{ (1) st k=m=mn
(G0 0P A, OP 5. 0 0OP 5, Si E<mym<n
Ty Tk Yk+1 Yn
= QD 5441 O 0D bn st k=m<nym<n
yk+l Yn
L Id 51 E=m=n

Como k es el entero mayor (0 < k < m) tal que

-1
Am—j _ [, 05+1 _ 0+
Tm—j = (yj+1 =Yin
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para j € {1,...,k — 1}, entonces gb Am_j = gb —s;41 Y ast:
Tm—j Yj+1
(¢xM O¢Amko]do¢5k+1 "'ogby“n st k<mym<n
1 Yet1 n
= [alogzﬁsk+1 ogbyan st k=m<nym<n
Yk+1 "
L Idold st k=m=n
(
-0 o:+-+0 m O O-+++0 @)
¢xil ¢ :\rl k (gbwjn"i?k(}:)l ) gbx?" ¢yf1 gbyik) ¢ Z’ﬁl
= < (%fl O'”O‘bx?ﬁo%fl O...oquik) Ogbi’fll "'O¢y:in

(o 2w (3= 20

b0 odup)o(dp 0 oap) s k<mymsn

N\ 7~

= qﬁx?lo---ogzﬁx?nm o ¢yf1o"'o¢y;§n st k=m<nym<n

[ G orodnp)oldper-odp) st k=m=n
:<¢xi1O”‘O(bi\nm)o((byflo'..oqbyg")

=t apy) o (y ..yl

= p(w1) o p(ws)

Lo anterior nos dice que ¢ es un homomorfismo, para ver que es inyecti-
vo es suficiente con mostrar que Nucyp = {1r}. Sea © € Nucy entonces
o(x) = Idp,. Como z € F entonces tiene la forma = = 25" - 2%

n ?
sustituyendo obtenemos

p(x) = (27" 2y

= Idp,.

01 5)

Y por definicion de ¢ tenemos que

gp(:v(lsl---xén) = Idp, st a8t =1,

n

por lo tanto
Nucy = {1p}.

- O ¢yiﬂ,
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De aqui que ¢ sea isomorfismo de grupos, por lo cual

F = Fy.

Como F es isomorfo a un grupo, entonces su operacion es asociativa y
debido a que

Fo = ({¢a]r € X}),

entonces es claro que

F = (X).
u

De la Definicion de grupo libre dada en 2.1.3 podemos dar varios resul-
tados claros:

Observacion 2.1.4. Si | X| > 2, entonces el grupo libre en X denotado por
F' es no conmutativo (no abeliano).

Demostracion. Como |X| > 2 entonces existen z,y € X con x # y y tam-
bién por la contruccion de F es claro que x71 # y v y~! # x. Consideremos
el producto

x_l*y_l*x*y,

claramente la palabra obtenida es una palabra reducida debido a las razones
expuestas al principio de la demostracion y ademas o=t xy !t xxxy # 1 si
multiplicamos por x del lado izquierdo por ambos lados de la expresion y
después por y por la izquierda obtenemos que

Es decir, el producto * es no conmutativo. |

Observacion 2.1.5. Sea F' un grupo libre en X, con |X| > 2, entonces para
cualquier x € F' — {1} se tiene que |z| > n para toda n € N, es decir todo
elemento distinto de la identidad tiene orden infinito.
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Demostracion. Sea z € F — {1} entonces z tiene la forma z = 2% - - - 2%m

con x; € X y 0; = +1. Supongamos que x” = 1 para alguna n € N, eso
significa que

" = (([;?1 ...xi;n)n
nvveces
=1.

Esto quiere decir que:
. i —0k
= Sim es par entonces z}" = x, 1" con 1 <k < m — 1, lo cual es una
contradiccion al hecho de que x es una palabra reducida.

. . 5 -5
» 5im es impar y n es par entonces x,* = x, " con 1 <k < m. Lo cual
es una contradiccion al hecho de que X y X! son ajenos.

= Sim es impar y n es impar entonces :ci"‘ =1con 1<k <m,locual es
una contradiccion al hecho de que x es una palabra reducida.

La contradiccion viene de suponer que existe n € N tal que " = 1, de
aqui que para toda n € Ny para cualquier z € F' — {1} se tiene que z" # 1.
Por tanto

|z| > n para toda n € N.

2.2. Objetos libres en la categoria GRP

Hay que verificar que el conjunto, junto con las operaciones que acabamos
de construir cumple con la Definicion 1.6.1, que ademas por el Teorema 1.6.3
es Unico en la categoria GRP.

Teorema 2.2.1. Sean F' un grupo libre sobre el conjunto X ev: X — F la
funcion inclusion. Si G es un grupo cualquiera y f : X — G es una funcion
de conjuntos entonces existe un tinico homomorfismo de grupos f =G
tal que fo L= f. Es decir F' es objeto libre en el conjunto X en la categoria

GRP.
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Demostracion. Construyamos f:

- f(l)zeGya

= Sizl' ... 20" es una palabra reducida no vacia en X, definimos f (' - - - ) =

fl@)® - flan)’

Como G es grupo, f es funcidén y d; = +1 entonces si yc‘fl ceeqln =

Yt ... yo son palabras reducidas obtenemos f(1)% - - - f(2,)% = f(y1)™ - -+ f ()"

por lo tanto f(xil - xfﬁ) = f (yfl T yf{’)

De aqui que f esta bien definida.

Ahora veamos que f es homomorfismo de grupos: Consideremos 331\1 L.y
y y‘fl .o palabras reducidas en X supongamos sin pérdida de generalidad
que m < n entonces:

Am

( f(xi‘l...x;”fkkygiﬁl...yg” si k<m
f(x?l---x?nm*yfl...yi")z f(y,i’fllyz" si k=m<n
\ f1) si k=m=n
(@) () £ (o) o S i) sk <m
= FLg2) - F %) st k=m<n

eqg sl k=m=n

f@@%~f@k$)&ffyﬁ?-mﬂﬁﬁSik<m
k+1

= eq [\ Yptt ---f(yg”) si k=m<n
eqg sl k=m=n

Sabemos que k es el entero mayor (0 < k < m) tal que
)‘m—j ]+1 -1 _ ]+1
x?TL7] yj+1 y]Jrl )

para j € {1,...,k — 1} entonces

A 51 )\m 1 >\m k+1 5}€
Yy =1, x) 1y =1, ...,z 0y =1
por lo cual
)\m—k+1 Am 01 o
T Xty -y =1
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De aqui que:

Am—k 5

) a1 (55) o1 ()

A ; 5

)P () )

m— R Am* 6

;\nf '“) - f (:Umfk’“jf L .y,‘i’“) f <yki+11> e f (yi“)

Por definicion de f obtenemos:

Fatt) o f () F (it byl ) - () - F (i)
= J @) () () ) £ ) r () (s
= f(a) - (o) £ () - f (o)
= f (o) f )

De la misma manera obtenemos que

R S Sy

ec- f (yi’fﬂl) ()

(b ) () - F ()

() £ ) - £ ) f () f (i) - f (i)
() f () ) F (i)

(2 F ).

Anéalogamente si tenemos que

Al /\'m (51 677,_
oty syt = 1

r A A 1) d
ea=1f (acll coexpryt. .yn")

= ()T () ()5 ()
:f(xi\la:;\nm) -f(yfl...yz").
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De aqui que para cualesquiera xi\l Ly yfl ...y palabras reducidas

en X
f(xi‘l-~~x2;"*y‘fl...yg") :f(:vi‘l...x;\,;”) ~f(y‘151...y2”).

Por lo tanto f es un homomorfismo de grupos.
Para ver que es tnico, consideremos a g : FF — G homomorfismo de

grupos tal que gorv= fy xi‘l ... x> una palabra reducida en X entonces:

g (mi‘l .. xi‘n’") =g (xi‘l) ... g (:L’Q{")
=g(z)™ .. g (vm
=gouz)M ... goi(n
= fle)™ .. f ()™

N Am
=f (a3t . apm).
Por lo tanto f es lnica. ]

Con este resultado es facil observar que si tenemos un grupo G y cons-
truyendo de manera adecuada al grupo libre F":

Corolario 2.2.2. Para todo grupo G ea:istef : F' — G morfismo suprayectivo
tal que F' es libre. Es decir, todo grupo G es la imagen bajo un homomorfismo
de un grupo libre F'.

Demostracion. Consideremos a X un conjunto de generadores del grupo
G y sea F el grupo libre sobre el conjunto X. Por el Teorema 2.2.1 la funcion
inclusion de X en G induce un homomorfismo f : F — G tal que f(s) =s
para todo elemento s € G. Como G = (X)) entonces

Im(f) = fIF] = F[{(X)] = (X) = G.

2.3. Generadores, relaciones y presentaciones

Con el resultado anterior podemos deducir facilmente usando el Primer
Teorema de Isomorfismo la siguiente:
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Observaciéon 2.3.1. Si G es un grupo entonces
G = F/N.

Donde G' = (X), F es el grupo libre en X y N es el niicleo del morfismo
suprayectivo f : F' — G del Corolario 2.2.2.

La demostracion de esta observacion se omitird ya que es clara.

En este orden de ideas, para poder describir a un grupo G (salvo iso-
morfismos), necesitariamos determinar el conjunto X, construir al grupo F'
y determinar a V.

Supongamos que w = x‘;l ...x%" € F es un generador de N, entonces
usando el morfismo suprayectivo natural

w|—>x‘151---xfl" = eq.
La ecuaciéon
01
:'Cl « e . a’;’

en G es llamada relaciéon de los generadores z;. Dadas estas observaciones
es claro que un grupo se puede describir completamente dando tinicamente
el conjunto X de generadores de G y un conjunto adecuado R de relaciones
de estos generadores. Claramente esta manera de describir al grupo G no es
unica ya que hay muchas posibilidades para elegir tanto a X como a R para
un grupo G.

Ejemplo 2.3.2. Para ilustrar esto tltimo basta considerar al grupo ciclico
de orden 6 Zg por un lado y por otro a Zy X Zsz que es isomorfo al grupo G
definido por X = {a,b} y R = {a® = b> = a~'b~'ab = e} bajo el isomorfismo
v : G — Zy x Z3 dado por

Es claro que:
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Es decir que en Zy X Z3 se cumplen las relaciones de los generadores (1, 0)
y (0,1).

Y es claro que como (2,3) = 1 entonces Zg X Z3 = Zg.

Pero Zg es isomorfo al grupo generado por X = {c} con R = {c® = e}. De
esta manera tenemos dos maneras de representar al grupo ciclico de orden 6
por medio de un conjunto de generadores y un conjunto de relaciones.

Por otro lado, supongamos que tenemos los conjuntos X y Y de palabras
reducidas de elementos de X. La pregunta natural que surge es ;Existe un
grupo G tal que G es generado por X y todas las relaciones w = e (w € Y)
que son validas (si w = 25" ... 2" entonces w = e representara ' - - - ' = e
el producto en GG)? Es claro que esto es cierto, de hecho esto nos permite tener
en (G elementos de X que son iguales. Este hecho se da ya que si a,b € X y
a'b™! es una palabra reducida en Y, entonces cualquier grupo que contiene
a, by satisface la relacion a'b~! = e; multiplicando por ambos lados del lado
derecho a b obtenemos a = b.

Es decir un grupo definido a través de un conjunto de generadores y un
conjunto de relaciones siempre existe.

De esta manera, dado un conjunto de generadores X y un conjunto Y de
palabras reducidas con elementos de X, podemos construir un grupo de la
siguiente manera:

% Consideremos F' el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F
generado por Y (el subgrupo normal generado por un conjunto S C F
es la interseccion de todos los subgrupos normales de F' que contienen

asS.)

% Sea G = F/N e identifiquemos a X con su iméagen en F/N bajo la
funcion
X C F— F/N.

Como ya se senal6 en parrafos anteriores, esto requerira identificar ele-
mentos de X con otros elementos de X.

% G es el grupo generado por X y construyendo las relaciones w = e
61

que se satisfacen para w € Y. (Si w = 23" ... 2% es un elemento de

Y entonces como N es el grupo normal de F' generado por Y tenemos
que 23" ... 2% € N como w = e tenemos que wN = N sustituyendo el
valor de w y usando las propiedades de clases laterales obtenemos que

2N ... a0 N = N es decir 25" ... 2% = e en G = F/N.)

n
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Definicién 2.3.3. Sean X un conjunto y Y un conjunto de palabras re-
ducidas en X. Un grupo G se dice que es un grupo definido por los
generadores = € X y las relaciones w = ¢ para w € Y siempre que

G = F/N.

Considerando a F' el grupo libre en X y N el subgrupo normal de F
generado por Y. Decimos que (X]Y) es una presentaciéon de G.

Ejemplo 2.3.4. 1. Yase observo en 2.3.2 que Zg puede expresarse usando
un conjunto de generadores y un conjunto de relaciones:

» X ={a,b}y R={a®>=0=a""0"tab=e}.
» X ={c}yR={Ff=¢}.

2. Para n € N el grupo Z,, es isomorfo a un grupo que se define con un
conjunto de generadores X = {a} y un conjunto de relaciones R =

{a™ = e}.

Aunque ya vimos que siempre es posible obtener un grupo a través de un
conjunto de generadores X y un conjunto de relaciones R podemos mejorar
esta descripcion demostrando que el grupo obtenido con estos conjuntos es
el mayor en cierto sentido, veamos en qué sentido.

Teorema 2.3.5. (Van Dyck) Sean X un conjunto, Y un conjunto de pa-
labras reducidas en X y G el grupo definido por los generadores x € X y las
relaciones w = e con w € Y. Si H es un grupo tal que H = (X) y H salis-

face todas las relaciones w = e para w € Y, entonces existe un epimorfismo
G— H.

Demostracion. Sea F' el grupo libre en X, entonces la funciéon inclusion

t : X — H induce un isomorfismo ¢ por el Corolario 2.2.2. Como H satisface

las relaciones w = e con w € Y entonces w € Nuc(p) por tanto Y C Nuc(yp).
Con esto el subgrupo normal N generado por Y en F' cumple que

N C Nuc(yp).

En Teoria de Grupos se ve que si f : G — H es un homomorfismo de
grupos, N < G, M d H 'y f[N] < M entonces f induce un isomorfismo
f:G/N — H/M, dado por

f(aN) = f(a)M.
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De hecho, f es isomorfismo si y solo si (Im(f)UM)=Hy f~1(M) C N. En
particular si f es un epimorfismo tal que f[N] = M y Nuc(f) C N entonces
f es un isomorfismo.

Aplicando el resultado mencionado se obtiene que ¢ induce un epimor-
fismo de F/N — H/{0}. Por 2.3.1 tenemos que G = F/N y es claro que
H/{0} = H con lo cual:

G=F/N 25 H/{0} = H.

Con lo anterior es claro que copo7 : G — H es el epimorfismo buscado.
|

Los ejemplos que se presentan a continuacion ilustran la manera tinica en
la cual se dan las presentaciones.

Ejemplo 2.3.6. Sea G el grupo definido por los generadores a, b y las relacio-
nes a* = e, a’b™2 = e y abab—! = e. Sabemos que Qg el grupo de cuaterniones
de Hamilton es un grupo de orden 8 es generado por los elementos 7, j sa-

tisfacen las relaciones:

it =1, = (=1)(=5)* = (=1)(=1), iji(—j) = k(—ij) = k(—k) = —k* = e.

Por el Teorema 2.3.5 sabemos que existe un epimorfismo ¢ : G — Os.
Por el teorema de cardinalidad de conjuntos de Cantor-Bernstein-Schroeder
tenemos que |G| > |Qg| = 8.

Consideremos a F' el grupo libre en X = {a, b} y al grupo normal N =
({a*,a*h=2,abab™1}) (N es un grupo normal, ya que aN = ({a})), es claro
que los elementos del grupo cociente son de la forma a't’ N con i € {0,...,3}
y 7 € {0,1}. Por tanto estamos con ello diciendo que hay a lo mas 8 clases
laterales. De esta manera como por el Teorema 2.3.5 tenemos que G = F//N
entonces

|G| = |[F/N| <8.

Con ambas desigualdades obtenemos que |G| = 8, por lo cual el epimorfismo

encontrado arriba ¢ es en realidad un isomorfismo. Por tanto el grupo definido
con X ={a, b}, R={a"= a®b™% = abab™! = e} es isomorfo a Q.

Ejemplo 2.3.7. Todo grupo libre F' en el conjunto X es el grupo definido
por los generadores x € X y las relaciones dadas por el conjunto () (basta
recordar que () = (e)).
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El término lLibre proviene de esta libertad de relaciones con la cual se
puede expresar este grupo, es decir, libre de relaciones.

Ejemplo 2.3.8. Es claro que todo grupo G no abeliano de orden 6 cumple
que
G = Ss.

Esto se cumple ya que sabemos que G contiene elementos a, b de 6rdenes 3
y 2 respectivamente. También es claro que (a) <G ya que [G : (a)] = 2y por
tanto el elemento bab~! = a o bab~! = a1

Si bab~! = a entonces G es abeliano lo cual no ocurre por hipétesis, por
lo tanto bab™! = a~! que es la presentacion de Dg y como Dg = S3 usando
a Van Dyck obtenemos un epimorfismo ¢ : Dy — G. Como ambos grupos
tienen el mismo orden entonces ¢ es un isomorfismo.

2.4. Coproductos o productos libres

Concluiremos este capitulo con la construccion del producto libre que es
analoga a la construcciéon de los grupos libres.

Definicién 2.4.1. Sea {G,},.; una familia de grupos, supongamos sin pér-
dida de generalidad que son ajenos dos a dos (sabemos que dada una familia
de conjuntos, siempre es posible ajenizarla tal como se mostré en la explica-
cién previa de la Observacion 1.4.4.) Consideremos X = J,.; G, y sea {1}
un conjunto unitario ajeno a X. Definiremos una palabra en X como una
sucesion (ay, as,...) tal que a; € X U {1} y para alguna n € N se cumple
que
a; = 1 para toda i > n.

Una palabra (a, as,...) es reducida siempre que:
i. Ninguna a; € X es el elemento identidad en su respectivo grupo Gj.

ii. Para cualesquiera ¢z, j > 1 se tiene que a; y a;+1 no estan en el mismo
grupo Gj.

iii. Siap =1 entonces a; = 1 para toda 1 > k.

En particular 1 = (1, 1, ...) es reducida. Toda palabra reducida distinta de 1
puede escribirse de manera tinica como ajas - - - a, = (a1, ag,...,a,, 1, 1,
donde a; € X.

)
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Consideremos el conjunto de todas las palabras reducidas en X y deno-

témoslo por

*

II¢c:

i€l
En caso de que el conjunto de indices sea finito, este producto de denota
como G x Gy x -+ %G,

Definiciéon 2.4.2. Al igual que en la construccion de los grupos libres, de-

finiremos el producto libre o coproducto de la familia {G;},., como: Si

ety admoy ydtys? -y son palabras reducidas en X =

i, Yi € GZ y \i,0; = £1 para toda i, j € I:

.e1 Gi con

= Si m < n entonces consideremos k el entero mayor (0 < k < m) tal

Sj+1 Sj+1

‘ -1
que x’\’"_’? = <ijrl ) =y, paraj € {l,...,k—1} y consideremos

también a [ el entero mayor (0 < [ < m — k) tal que 27" ,ysfll e Gy

para s € {1,...,k— 1} y t € I. Entonces definimos:
)‘WL 6 .
AL ”\ 8§16 5 x%lumg llyzfll"'?/i" St
(292 -y )= (U yo” - ) = Yoyl si l=k=m<n
1 st 1

>\m—l+1

] : .
A T/ D[S la misma manera:

Considerando a ¢; = x

= Sim > n es el caso andlogo a la Definicion 2.1.3 y al caso anterior.

Es claro que cualquier grupo libre puede ser incluido de manera natural
en algtin producto libre de grupos donde él se encuentre, es decir:

Observacién 2.4.3. Si {G,},.; una familia de grupos, el homomorfismo
Lk:Gk—>HGi dado poreg, — lyar—a=(a,1,1,...)
i€l

es un monomorfismo.
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Demostracion. Es claro que si k € 'y Gy, € {G;},., entonces
Nuc (1) = {a € G| ue(a) = 1}.
Consideremos a € Nuc (t) entonces aplicando la definiciéon de ¢ tenemos que
t(a) = (a,1,1,...).

Por otro lado, como a € Nuc (1) tenemos que

también sabemos que la sucesion (1,1,...) corresponde a la palabra vacia
denotada por 1. Juntando esta informacion obtenemos que:

(a,1,1,...)=1=(1,1,1,...).

Sabemos que estas dos sucesiones son iguales si y sélo si a = 1, con lo cual
concluimos que

Nuc (1) ={lg,} .

Y esto es equivalente a que ¢, sea monomorfismo.

Teorema 2.4.4. Sea {G,},.; una familia de grupos y [[;c; Gi su producto
libre. St {1; : G; — H|i € I} es una familia de homomorfismos, entonces
existe un unico homomorfismo ¢ : [[i.; Gi — H tal que v o 1; = v; para
cualquier i € I y esta propiedad determina de manera unica a H:el G salvo
1somorfismos. Fsto significa que H;.kef G; es el coproducto en la categoria
GRP tal como se definio en 1.4.5.

Demostracion. Consideremos {G;},., una familia de grupos, [[;.; G; su

*
i€l

producto libre, {¢; : G; — H|i € I} una familia de homomorfismos. Si a;as . . .

es una palabra reducida en H:el G, con a, € G, , definamos

U (aay ... an) = P (@) Y, (az) - i, (an) -

Veamos que definida asi, 1) cumple ser un homomorfismo tal que vor; = 1;
para toda ¢ € [ y es unico con esta propiedad.
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a.

. . *
Consideremos 1y ... %y ¥ Y12 .- Yn palabras reducidas en [[;.; G;
entonces al calcular

Y (172 Tm) * (11Y2 -+ Yn))

debemos fijarnos en los casos de la Definicion ?.4.2 y retomando esa
misma notaciéon, denotemos x; = 3:;\ yay; = yjj con \;,0; € £1 para
cualesquiera 1 <i<ny 1l <j5<m.

e Si m < n consideremos k el entero mayor (0 < k < m) tal que
. . 71 — .
a;m:j] = <b§ff> = bjfjfl para j € {1,...,k—1} y consideremos

también a [ el entero mayor (0 < I < m—k) tal que a)"*, b;\fll €

Gyparase {l,...,k—1} yt e I. Entonces si ¢, = x;’"_jjjll . .yfl,
calculemos:
. N
o (el ) () = (e e )
sil<k<m
i 5 .
ii. Y ((xilx@? .- x;\nm) * (y‘fly? . -ygn)) =) <yk:+11 . .ygn> sil —
k=m<n
iy (e a2 ) x () = (1) sil =k =m =
n

Aplicando la definicion que dimos de ¢ obtenemos:
. A Am— 0,
1. ¢ <1:11 “'l’millclylf:ll yg”) =

G (22) i () s () i, (0570) - i, () s <
k< m.

ﬁ-¢@ﬁf“ﬁ)=¢m4£ﬁ>~Wﬂﬁﬂ$l:k:m<
n.

iii. (1) = ¢;(1) = 1 para toda i € I y considerando a |l = k =
m = n.

Por otro lado, calculemos 1 (7725 - - - 2 ) %9 (y7'ys? - - yor ) que
por la manera en la que definimos a 1 obtenemos:

(Wi, (237) Wiy (232) i, (20) )2 (g, (031) sy (032) -+ 0, (827))

Sabemos que v; : G; — H son homomorfismos para cualquier
1 € I, entonces si:
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i

ii.

[ < k < m, considerando k el entero mayor (0 < k < m) tal

Am—j 51\ 601\
que 77Z)m—j (am_j ) = ¢j+1 (bj+1> = ¢j+1 <bj+1>
para j € {1,...,k—1} y [ el entero mayor (0 <[ < m—k) tal
que a7, b € Gy para s € {1,...,k—1} y t € I. Entonces

m—s » Ys+1
como ?; : G; — H son homomorfismos para cualquier ¢ € [

obtenemos que ¢,—i11 = -++ = ya que Tpi41,. .., 4 € Gy
para alguna [ € [ y de esta manera:

A s A 5
Y141 (zm_lﬂl) P (yzl> = (Im_sz . -yll> =Y ().
Entonces si calculamos:
b (ay® ) = (y st )

obtenemos, usando la definicion de v y los argumentos ante-
riores:

77Z)i1 (xi\l) s wimfl (xizm—_ll) wil (Cl) 77bil+1 <yl5—li-+11> s wln (ygn) .
Que es justamente
O (@ e )+ (v’ un))

Con esto concluimos que ¥ es un homomorfismo.

[l = k = m < n hacemos las consideraciones anédlogas al caso
anterior y obtenemos que:

p—_— S\
Ym—j Lip—j | = Vi1 Yt
para toda 1 < j < k =m. Con esto y aplicando la definicion
que dimos de 1 obtenemos que

¥ (v an? - ) w o (Y - ylr) =

(1 (27") o (252) - o (2) )% (01 (00") W2 (°) -~ 0w (7)) =

%m <yii+11> e 77ZJ’n (ygn) :

Con lo cual concluimos que ¢ es homomorfismo.
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b.

C.

iii. De manera andaloga al inciso anterior obtenemos que si | =
k = m = n entonces ¥ es homomorfismo.

e De manera analoga se obtiene el caso m > n

Veamos que 1) cumple la propiedad

Yo =1

Consideremos z; € (G; y calculemos usando el hecho de que ¢; es homo-
morfismo de grupos para cualquier ¢ € [ segin la Observacion 2.4.3:

(Y o) (x:) = ¢ (1 (1))
= ((z;,1,1,...))
= (1;)
= 1 (Iz) .

La demostracion de que ) es Ginico con esta propiedad es la misma que
la realizada en el Teorema 1.4.5.
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Capitulo 3

Mobdulos

Los modulos sobre un anillo son la generalizacion de los grupos abelianos
(que son modulos sobre Z). En este capitulo se veran los conceptos basicos
sobre modulos y se dard la generalizacion del concepto de grupo libre pero
en modulo.

3.1. Mobdulos y homomorfismos

Definicién 3.1.1. Sea R un anillo. Un R -médulo izquierdo (derecho)
es un grupo abeliano aditivo M equipado con una funciéon multiplicacién
por escalares R x M — M (M x R — M) denotada por

(rya) — ra ((a,r) — ar)

tal que cumple las siguientes propiedades para cualesquiera r,s € Ry a,b €
M:

(i) r(a+0b)=ra+rb( (a+b)r=ar+br).
(ii) (r+ s)a=ra+ sa (a(r+s) = ar+ as).
(iii) r(sa) = (rs)a ((as)r = a(sr)).

Si R tiene elemento unitario 1g vy

(iv) 1ra = a para cualquier a € M,

entonces se dice que M es un R -moédulo unitario izquierdo (dere-
cho). En caso de que R sea un anillo con division, entonces el R-modulo
unitario izquierdo es llamado espacio vectorial izquierdo.
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Ejemplo 3.1.2. 1. Todo espacio vectorial sobre un campo F es un F-

2.

NOTACION

modulo izquierdo y derecho.

Todo grupo abeliano G es un Z-moédulo usando las leyes de los expo-
nentes.

Todo anillo R es un R-mo6dulo izquierdo o derecho sobre si mismo
definiendo la multiplicacién por escalares como la multiplicacién usual
en R. De hecho, todo ideal izquierdo o derecho I de R es un R-mo6dulo
izquierdo o derecho respectivamente.

Si S es un subanillo de un anillo R, entonces R es un S-moédulo con la
multiplicacién usual.

Si G es un grupo abeliano y End(G) su anillo de endomorfismos, en-

tonces G es End(G)-modulo definiendo la multiplicacion por escalares
-1 End(G) x G — G por

f-a= f(a) para cualesquiera a € Gy f € End(G).

: Es conveniente, con el animo de hacer més fluida la lectura, hacer uso
de la notacién habitual para los R-moédulos.

e Si M es un R-mddulo izquierdo se denotard como
rM.
e Si M es un R-moédulo derecho se denotara como
MR.
e Si M es un R-mddulo derecho e izquierdo se denotara como

RMR-

Construyamos un modulo a partir de espacios vectoriales y esto nos per-
mitird dominar la Definicién 3.1.1:

Observaciéon 3.1.3. Si V es un F-espacio vectorial de dimension finita 'y T :
V' — V una transformacion lineal, entonces V' es un F|x]-modulo izquierdo
y es denotado por V7.
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Demostracion. Definamos la multiplicacion por escalares como la funcion

i Flxlx V=V

definida por: Si f(z) € Flz] esta dado por f(z) = > 1", a’ y v € V entonces

Aqui hay que considerar que 7° = Idy y que recursivamente se define 7"
para i > 1 como 1% =T o T"~!. Es claro que:

» Siv,w e Vy flx) = X", x" € Flz] entonces como T es lineal
obtenemos que:

f(x) - (v+w)

IXm: —l—Z:oleZ
 f@)- vt f@)-u

= SiveVy f(x),g(x) € Fla] con f(x) =31 cua’ y g(x) = 301, B’

(supondremos sin pérdida de generalidad que m < ny param < k <n
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consideraremos oy = 0) entonces como T es lineal obtenemos que:

I
8
+
=
~

Il
3 H M:
—~
£
ﬂ_
_|_
=
S
Nt

- SiveVy f(2),g(z) € Fla] con f(x) = X0 aua' ¥ gla) = Y0y B’

entonces como T es lineal:
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. . R 0 ; ..
= Como F'[z] tiene elemento unitario 1 = ) . 1z* la funcién constante
entonces si consideramos v € V obtenemos:

1l-v= (ilx’) )
:ZlTi(v)

=1T°(v)
= ]dv(U)

= .

Por lo tanto V' es un F[z]-mo6dulo izquierdo. [

Antes de seguir con las definiciones basicas de moédulos es importante
resaltar el siguiente resultado.



62 Moédulos

Observaciéon 3.1.4. Sea R un anillo, entonces cualquier grupo G es un
R-médulo izquierdo (derecho).

Demostracion. Definamos la multiplicacion por escalares - : R x G — G
(+: G x R— G) como:

r-g = 0 para cualesquierar € Ry g € G.

(Anélogamente se define g - r = 0 para cualesquiera r € Ry g € G). Con
esto es claro que para cualquier grupo GG y cualquier anillo R,

G es un R-modulo.

Es importante definir la nocién de homomorfismo en estas estructuras:

Definicién 3.1.5. Si R es un anilloy g M, g N son R-moédulos izquierdos, en-
tonces una funcion f :xg M —g N es un R-homomorfismo de R-médulos
si para cualesquiera my,my € M y toda r € R se cumple que

f(mi+mg) = f(m1)+ f(ma) y f(rmi) =rf(m).

Si R es un anillo con division, entonces un R-homomorfismo de R-mo6dulos
es llamado transformacién lineal.

Cuando el contexto es claro, los R-homomorfismos de R-mo6dulos se lla-
maran simplemente homomorfismos.

Observacion 3.1.6. Si gM y gN son R-médulos y f :g M —g N es
un homomorfismo entonces f es un homomorfismo de los grupos abelianos
aditivos M y N.

Debido a esto, se usa la misma terminologia usada en grupos:

Definicién 3.1.7. Si gkM yv grN son R-modulos v f :g M —r N es un
homomorfismo entonces:

i. Si f es inyectiva, f se conoce como R-monomorfismo.

ii. Si f es suprayectiva, f se conoce como R-epimorfismo.
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iii. Si f es biyectiva, f se conoce como R-isomorfismo y cuando entre dos
R-mo6dulos M y N hay un isomorfismo f se dice que son isomorfos y
se denota como

f
M = N.

También en analogia a los resultados de homomorfismos de grupos se
obtiene:

Definicién 3.1.8. Si zRM y grN son R-modulos y f :g M —g N es un
homomorfismo entonces se define el niicleo de f como:

Nuc(f) ={m e M|f(m) =0xn}.
También se define la imagen de f como:
Im(f) ={n € N|n= f(m) para m € M}.

Teorema 3.1.9. Si gRM y rN son R-mddulos y f :g M —r N es un homo-
morfismo entonces son equivalentes:

a. f es R-monomorfismo.
b. Nuc(f) = {0n}-

Demostracion. Si f es R-monomorfismoy m € Nuc(f) entonces por defini-
cion de nucleo y debido a que cualquier R-homomorfismo cumple f (05/) = Oy
entonces

f(m) =0x = [ (Oar)-
Como f es monomorfismo concluimos que m = 0,; y por lo tanto

Nue(f) = {0m} -

Reciprocamente, si Nuc(f) = {0y} v f(m1) = f(m2) para my,me € M
entonces 0y = f(my) — f(m2). Por ser f R homomorfismo tenemos que
Oar = f (my — my). Usando la hipotesis obtenemos que

my — mg = 0j.

Por lo tanto f es inyectiva y de esta manera f es monomorfismo. |
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Teorema 3.1.10. Si M y rN son R-mdodulos y f :g M —r N es un
homomorfismo entonces son equivalentes:

a. f es R-isomorfismo.

b. Ezxiste un R-homomorfismo de R-modulos g :r N —r M tal que go f =
Tdy y fog=Idn.

Demostracion. Por ser f isomorfismo de grupos existe su inversa (izquierda
y derecha) que es un homomorfismo de grupos que hereda su propiedad de
R-homomorfismo con la propiedad deseada. |

Ejemplo 3.1.11. 1. Como ya vimos los Z-mddulos son los grupos abe-
lianos y claramente los Z-homomorfismos son los homomorfismos de
grupos.

2. Si M es un R-modulo izquierdo y » € R entonces la funcion multipli-
car por r (también llamada homotecia por r)

tr : M — M dada por p,.(m) = rm,
es un R-homomorfismo.
3. Para cualesquiera gk M y g N R-moédulos la funcion
0: M — N dada por 0(m) = Oy para toda m € M

es un R-homomorfismo.

Ademés se puede dar una estructura mas amplia a la familia de todos los
homomorfismos entre dos R-moédulos izquierdos g M y gIV:

Definicién 3.1.12. Sean zkM y g N R-modulos izquierdos, entonces
Hompr(M,N)={f: M — N|f es R-homomorfismo}.

Si f,g € Homgr(M, N) entonces se definen:

1. Una suma
+: Homg(M,N) x Homgr(M, N) — Homg(M, N) dada por:

(f+g)(m) = f(m)+ g(m) para cualquier m € M.
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ii. Una multiplicacién por escalares
-t Rx Homgr(M,N) — Homg(M, N) dada por:
(r- f)(m) = f(rm) para cualquier m € M.

Dadas estas operaciones, podemos demostrar:

Teorema 3.1.13. Si R es anillo conmutativo con unitario, gkM, rN R-
mddulos izquierdos entonces

Hompg(M, N) es R-modulo izquierdo.

Demostracién. Consideremos r,s € R, f,g € Homr(M,N)y m € M,
entonces:

Por lo tanto
r-(f+g)=r-f+r-g

ii. Por ser f homomorfismo se tiene que:

((r+s)-f)(m) = f((r+s)m)
= f(rm + sm)
= f(rm) + f(sm)
=r-f(m)+s- f(m)
=(r-f+s-f)(m).

Por lo tanto

(r+s)-f=r-f+s-f
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iii. Por ser R anillo conmutativo se tiene que:

Por lo tanto

(rs)- f=r-(s-f)
iv. Sea 1p el elemento unitario de R, entonces

(1g - f) (m) = f(1rm)
= f(m).

Por lo tanto
- f= 1
[ |

Ejemplo 3.1.14. Quiza éste es uno de los ejemplos méas conocidos desde
los inicios formativos de todos los matematicos y con el que tenemos una
familiaridad mayor debido a su uso: Si V' es un F-espacio vectorial entonces

Homp(V,F)=V".

El conjunto V* es conocido como espacio dual. De hecho, si consideramos
a V de dimension finita con base f = {vy,...,v,} y si para cada z € V
obtenemos su representacion con respecto a la base (8

n
€r = E U5,
i=1

construimos a f* = {fi,..., fu} donde f; € V* esta dada por f;(z) = «;,
esto es, fi(v;) = d;; para cualquier v; € 8, 1 < j < n. Entonces
« base

g = V.
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De hecho, para cualquier f € V* se tiene que
F=> flxf
i=1

Veamos las subestructuras andlogas a los subgrupos pero en moédulos:

Definiciéon 3.1.15. Si gM es un R-modulo izquierdo, entonces un submo-
dulo izquierdo zpN de gk M denotado por N < M es un subgrupo N de M
cerrado bajo la multiplicacion escalar, es decir:

Para cualquier n € N y r € R se tiene que rn € N.

La definicion de submodulo derecho se hace con la multiplicacion escalar del
lado derecho.

Ejemplo 3.1.16. i. Si M es un R-mddulo izquierdo, entonces {0y} de-
notado simplemente por 0 es submoédulo de M. Complementariamente
se cumple que M es submoédulo de M.

Ambos son conocidos como submodulos triviales. Un submoédulo N

de M tal que 0 # N # M es llamado submdédulo propio no trivial.

ii. Siconsideramos a R como un R modulo sobre si mismo, entonces cada
ideal izquierdo rI de R es submédulo izquierdo, de la misma manera,
si Ir es ideal derecho de R entonces Ii es submoédulo derecho de R.

iii. En los Z-modulos (los grupos abelianos) los submédulos son los sub-
grupos.

iv. En la Observacion 3.1.3 los submodulos de V7T son precisamente los
subespacios W que son T-invariantes (es decir, T[W] C W.)

v. Para R un anilloy f : M — N un R-homomorfismo de mo6dulos
izquierdos, entonces Nuc(f) es submodulo de M y Im(f) es submodulo
de N. De hecho,

si P < N entonces f~'[P] < M,

donde f~'[P] = {m € M|f(m) € P} es la imagen inversa bajo f de P.
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vi. Si I es un ideal izquierdo de un anillo R, gkM un R moédulo y S un
subconjunto no vacio de M entonces

=1

ri €1, mieS,neN—{O}}gM.

Teorema 3.1.17. Sea {B;},.; una familia de submddulos de un R-mddulo
1zquierdo M, entonces
(B <M.

el

Demostracion. Consideremos a € (),.; B; y 7 € R. Sabemos que la inter-
seccion de una familia de subgrupos de un grupo dado es un subgrupo, por
lo cual solo hay que demostrar que (.., B; es cerrada bajo la multiplicacion
escalar.

Como a € (¢,
toda i € I entonces

iel
B; entonces a € B; para toda i € I, como B; < M para

ra € B; para toda ¢ € I.

Por lo tanto
(B <M.

el

Con este sencillo resultado podemos dar lo siguiente:

Definicién 3.1.18. Si R es un anillo, M un R-moédulo izquierdo y X C M
entonces la interseccion de todos los submddulos de M que contienen a X es
llamado el submoédulo generado por X. Se denota este submodulo por

(x) = (AN < M| X € Ny},
i€l
donde [ es un conjunto de indices.

Es importante hacer las siguientes aclaraciones:

Observacién 3.1.19.

i. Si X es un subconjunto finito y (X) = B entonces decimos que B es un
submodulo finitamente generado.
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ii. Si X = () entonces B = 0 el submo6dulo cero.

ili. Si X = {a} entonces (X) es llamado submoédulo ciclico generado por
a.

iv. Si {B;}icsr es una familia de submodulos de un R-moédulo izquierdo M,
entonces el submodulo generado por X = (J,.; B; es llamado suma de
los médulos B;. Si el conjunto de indices I es finito, entonces la suma
de {By,...,B,} es denotada por By + -+ + B,,.

Teorema 3.1.20. Sea R un anillo, M un R-mddulo izquierdo, X C M,
{B;}icr una familia de submddulos M, m € M y Rm = {rm|r € R}. Enton-
ces:

i. Rm<M yV:R— Rm dada por V(r) =rm es un epimorfismo.
ii. ({m}) = Rm

. (X)={>7_,malse N-{0};a;, € X,r; € R}.

w. e Bi= {Z?:l by,

b € By, }.

Demostracion. i. Veamos que Rm = {rm|r € R} es un R-submodulo
de M:

a. Primero verifiquemos que Rm es un subgrupo aditivo de M.

o Como 0 € Ry M es R-modulo izquierdo entonces Ogm = 0y,
por lo cual
0y € Rm.

o Supongamos que a,b € Rm entonces a = rym y b = rom con
r1,mo € R. Si sumamos y aplicamos que m € M obtenemos:
a+b=rm+rom = (ri+ry)m = rm conr € R. Por lo
tanto:

Sia,b € Rm entonces a +b € Rm.

o Consideremos a € Rm entonces a = rm para alguna r € R,
entonces —a = (—r)m ya que R es un anilloy 0y = 0g-m =
(r+ (=r))m = rm+ (—r)m por lo cual:

Para cualquier a € Rm se cumple que —a € Rm.



70 Moédulos

Con esto demostramos que Rm es subgrupo aditivo de M.

b. Veamos que Rm es cerrado bajo la multiplicaciéon por escalares
de R. Consideremos a € Rm y s € R entonces sa = s(rm) para
alguna r € R, ademas como m € M y M es modulo izquierdo
entonces s(rm) = (sr)m con sr =t € R por lo cual

sa € Rm.
Con esto hemos demostrado que

Rm < M.

Para terminar con este inciso verifiquemos que efectivamente ¥ : R —
Rm dada por ¥(r) = rm es un epimorfismo. Claramente ¥ es una
funcion ademas:

a. Si consideramos r,s € R entonces como M es un R-modulo iz-
quierdo obtenemos:

U(r+s)=(r+s)m=rm+sm=VY(r)+ ¥(s).

b. Si consideramos 7,s € R entonces como M es un R-modulo iz-
quierdo obtenemos:

U(rs) = (rs)m =r(sm) =r¥(s).
Con esto demostramos que

VU es un R homomorfismo.

Para verificar que efectivamente es suprayectivo, observemos que

U[R| ={¥(r)|r € R} = {rm|r € R} = Rm.

ii. a € ({m}) si y sélosia € N < M para todo N < M que cumple
{m} C N. Esto significa que como Rm < M y {m} C Rm entonces
a € Rm. Es decir, hemos visto que

({m}) C Rm.
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Para la otra contencion, consideremos a € Rm entonces a = rm para
alguna r € R. Si N < M tal que m € N entonces rm € N por lo tanto
a € Nies {Ni £ M|{m} C N;}. Esto significa que a € ({m}) y con ello
hemos demostrado que

Rm C ({m}).
iii. Sea m € (X), entonces m € (., {N; < M| X C N;}. Esto significa
que como
{Zﬂ'ai S GN—{O},CLZ € X,T’Z' € R} S M
i=1
y

=1

Xg {iriai

sGN—{O};aiEX,riER},

entonces m € {Y ., ra;ls € N—{0};a; € X,r; € R}. Por lo tanto

(X) C {Zﬁ'&i

=1

seN—{O};aieX,n—eR}.

Reciprocamente, consideremos m € {7 r;a;|s € N—{0};a; € X,r; € R}
entonces i
m = Zriai con a; € X,r; € R.

i=1
Consideremos la familia & = {N < M|X C N} entonces r;a; € N
para cualquier N € 7, esto significa que Y ., 7a; € N para cualquier
N € o/ y por lo tanto > ria; € (e, {NV: < M| X C N} = (X)
para algin conjunto de indices I. Con lo que demostramos que

=1

seN—{O};aieX,rieR} C (X).

iv. Este inciso se sigue de la definicion dada en la Observacion 3.1.19 en el
inciso ¢v. y usando el inciso anterior de esta demostracion.

Es importante antes de seguir, recordar una definicion de teoria de grupos:
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Definicién 3.1.21. Si X es un conjunto y GG es un grupo, entonces GG actiia
en X si existe una funcion de G x X — X (usualmente denotada por (g, x) —
gx) tal que para cualesquiera x € X y g1, 92 € G se cumple:

1. ex =z con e el neutro en G.

1. (9192)90 = gl(gﬂ)-

La funcién dada también se conoce como accién del grupo G en el conjunto
X. También suele decirse que X es un G-conjunto.

Teorema 3.1.22. Sea N un submddulo de un R-mddulo M. Entonces el
grupo cociente M /N es un R-mddulo con la accion de R en M /N dada por:

r(m+ N) =rm + N para cualesquiera r € Ry m € M.

De hecho, la funcion 7 : M — M/N dada por m(m) = m + N es un R-
epimorfismo con Nuc(m) = N.

El homomorfismo 7 es llamado epimorfismo canénico 6 proyeccion.

Demostracion. Como M es un subgrupo abeliano aditivo y N <{M entonces
M/N es un grupo abeliano bien definido. Ahora falta ver que con la operacion
definida esto constituye un R-moédulo izquierdo.

Sean m+ N,m'+ N € M/N y r,s € R entonces:

r((m+N)+(m' + N)) =r((m+m)+N)
=r(m+m')+ N
=(rm+rm')+ N
= (rm+ N) + (rm’ + N).

(r+s)(m+N)=(r+sm+N
= (rm+sm)+ N
= (rm+ N)+ (sm+ N).
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(rs)(m+ N) = (rs)m+ N

(r(sm)) + N

=r(sm+ N)
r(s(m+ N))

(1r)(m + N) = (Lgym + N
=(m)+ N
=m-+ N.

Resta ver que 7 es homomorfismo suprayectivo:

= Consideremos m,m’ € M y r € R, entonces
a(m+m')=m+m')+ N

= (m+ N)+ (m' + N)
= m(m) + w(m').

Ademés

n(rm) = (rm)+ N
=r(m+ N)
= rm(m).

Por lo tanto
7 es unR homomorfismo.

= Es claro que

m[M] = {m(m)|m € M}
={m+ N|m e M}
— M/N.
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3.2. Teoremas de isomorfismo de modulos

Con los resultados presentados y las definiciones del cociente de modu-
los podemos presentar las versiones de los tres teoremas de isomorfismo de
grupos:

Teorema 3.2.1. Primer Teorema de Isomorfismo. St f : M — N es un
R-homomorfismo de mddulos entonces existe un R isomorfismo

U M/Nuc(f) = Im(f)

dado por
W(m + Nue(f)) = f(m).

Demostracion. Consideremos kM y r/N como grupos abelianos y es claro
que el isomorfismo que existe entre ellos por el primer teorema de isomorfismo
para grupos ¥ : M/Nuc(f) — Im(f) es también un R-homomorfismo ya
que para n + M € M/N y r € R se tiene que como f es R-homomorfismo
entonces:

U(r(m+ N))=Y(rm+ N)
= f(rm)
=rf(m)
=r¥(m+ N).
|

Teorema 3.2.2. Segundo Teorema de Isomorfismo 5 S, T < M con
M R-modulo izquierdo, entonces

S/(SNT)=(S+T)/T.

Demostracion. Sea w: M — M/T el epimorfismo candnico definido en el
Teorema 3.1.22, entonces Nuc(m) = T'. Definamos h = 7|g la restriccion de
al conjunto S, entonces h : S — M /T y es claramente un R-homomorfismo..

Observemos que Nuc(h) = SNT y Im(h) = (S+T)/T, y por el
primer teorema de isomorfismo 3.2.1 tenemos que existe un R-isomorfismo
U : S/Nuc(h) — Im(h) es decir existe un R-isomorfismo ¥ : S/(SNT) —
(S+T)/T, por lo cual

S/(SNT)=(S+T)/T.
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Teorema 3.2.3. Tercer Teorema de Isomorfismo Si T C S C M es una
cadena de submdodulos de un R-modulo izquierdo M, entonces

(M/T)/(S/T) = M/S.

Demostracion. Definamos g : M/T — M/S como el agrandamiento de
clases, es decir
gm+T)=m+S.

Veamos que g esta bien definida:

Consideremos m +T = m' + T € M/T, entonces m —m' € T y por
hipotesis T C S, por lo tanto m + S =m/ + S.

Ademaés g es un R-homomorfismo con:

Nug(g) ={m+T € M/T |g(m+T) = 0pys }
={m+TeM/T|gm+T)=25}
={m+TeM/Tim+S=5}
={m+T|meS}
= S/T.

También tenemos que

Im(g)={g9(m+T)m+T € M/T}
={m+Sime M}
= M/S,

Usando el primer teorema de isomorfismo obtenemos que existe un iso-
morfismo

U (M/T)/Nuc(g) — Im(g), es decir ¥ : (M/T)/(S/T) — M/S.

Por lo tanto

(M/T)/(S/T) = M/S.
_

Observacién 3.2.4. Sean M y N R-modulos izquierdos, S < Ny f: M —
N un R-homomorfismo, entonces

f7YS] € M, con Nuc(f) C S.
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Demostracion. Consideremos t € f~'[S] y r € R, entonces t € M que
ademds cumple f(t) € S, entonces si hacemos las cuentas:
rt € M ya que M es R — modulo izquierdo
f(rt) =rf(t) ya que f es R — homomorfismo
rf(t) € S yaque S es R — submodulo izquierdo.
Por lo tanto,
s s M

Veamos ahora que Nuc(f) C S:
Consideremos m € Nuc(f), entonces f(m) = Ox como S < N entonces
Oy € S por lo tanto f(m) € S. De aqui que

Nuc(g) C S.
[ |

Teorema 3.2.5. Teorema de la Correspondencia Biyectiva. 5i T < M
entonces hay una biyeccion

¢ : {submodulos intermedios T < S < M} — { submodulos de M/T'}
dada por

S+ S/T.
De hecho, S < S < M siy solo si S/T <S'/T < M/T.

Demostracion. Como todo R-moédulo izquierdo es un grupo abeliano adi-
tivo, entonces todo submodulo es un subgrupo, y por ello podemos usar el
teorema de la correspondencia biyectiva para grupos. En él, se demuestra
que si se define la funcion

¢ : {subgrupos intermedios 7" < S < M} — { subgrupos de M/T'}
dada por
¢(S) =5/T
entonces ¢ es una funcion biyectiva que preserva inclusiones, es decir S C
S"C Msiysolosi S/T CS'/T C M/T. La demostracion es completamente
analoga a la de grupos.
|

Con todas estas herramientas, es posible dar los productos y coproductos
en la categoria RMOD.
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Figura 3.1: Diagrama del Teorema de la Correspondencia Biyectiva
3.2.5

3.3. Producto y coproducto de médulos

La nocién de suma directa se discute en grupos abelianos, y se extiende
a modulos. Un grupo abeliano G es una suma directa de subgrupos S y T si
S+T =Gy SNT = {0}, mientras una suma directa externa es un grupo
abeliano cuyo conjunto subyacente es el producto cartesiano S x T', y cuya
operacion binaria estd dada por la suma coordenada a coordenada, ambas
versiones dadas son grupos abelianos isomorfos. La suma interna y externa
se conserva en modulos y se verd con mas detalle adelante.

Definicién 3.3.1. Si S y 7' son R—modulos, donde R es un anillo, su suma
directa, denotada por SUT, es el producto cartesiano S x T con operaciones
coordenada a coordenada

(s,0) + (s, 1) =(s+ 5, t+1t);

r(s,t) = (rs,rt),

donde s,s" € S, t,t' e Ty r € R.
Hay R—homomorfismos Ag : S — SUT y Ap : T — S UT, dados,
respectivamente, por A\g : s — (5,0) y Ay : t — (0, 1).
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Proposicion 3.3.2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes para R—mddulos

M,S yT.
(i) SUT =M.

(i1) Existen R—homomorfismos inyectivosi: S — M yj: T — M tales
que

M =im (i) +im (j) y también im (i) Nim (5) = {0}.

(7ii) Existen R—homomorfismosi:S — M y j: T — M tales que, para
cualquier m € M, existen s € S yt € T 1unicos que cumplen:

m=i(s) + j(%).

(iv) Ezisten R—homomorfismosi:S — M, j:T — M, p: M — S, y
q: M — T tales que

poi = Idg, qoj = Idp, poj =0, qoir =0, y también iop+joq = Idy,;.

Demostracion.

(i) = (i) Sea ¢ : SUT — M el isomorfismo de la hipotesis, y definamos
i =@og,
con \g : S — SUT dada por A\g(s) = (s,0) vy
J=@oAr

con \r : T'— SUT dada por Ar(t) = (0,1).

Veamos que definidas de esta manera, estas funciones resultan ser R-
homomorfismos inyectivos que cumplen que M = im (i) + im (j) y
también im (i) Nim (j) = {0}:

e Tanto ¢ como j son R-homomorfismos inyectivos ya que son com-
posicion de R-homomorfismos inyectivos.



3.3 Producto y coproducto de médulos 79

e Consideremos m € M, entonces por hipotesis existe una finica
pareja ordenada (s,t) € SUT tal que m = ¢((s,t)). Por la manera
en la que definimos 7 y 7 obtenemos:

m = p((s,1))
= ¢((s,0) +(0,t))
= (poAs)(s)+ (poAr)(t)
= u(s) + j(t).

Ademés es claro que i(s) + j(t) € im (i) + im (j) por lo cual
m € im (i) +im (), es decir M C im(i) + im(j).

También es claro que como i : S — M y j : T — M entonces
im(i) C M y im(j) € M por lo cual

im(i) +im(j) C M.
Con estas dos contenciones obtenemos que
M = im(i) + im(j).

Ahora consideremos x € im (i) Nim (j), esto significa que = €
im(i) y € im(j). Por la Definicion 3.1.8 obtenemos que existen
se€ SyteT tales que

x=1i(s) y z = j(?).
Por la manera en la que se definieron tanto ¢ como j obtenemos:
(0o Ag)(s) = (poAr)(t).

Como ¢ es isomorfismo entonces

y por la definicion de A\g y A obtenemos (s,0) = (0,t) en SUT.
Por lo tanto, s = 0 = ¢t y con ello = Og 7. En conclusion

im (¢) Nim (j) = {Osur}-
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(id) => (iid)

(idd) => (iv)

Sea m € M, por hipotesis tenemos que m = i(s) + j(t) para s € S'y
t € T. Falta demostrar que tanto s como ¢ son Gnicos.

Para ello, supongamos que m = i(s) + j(t) y m = i(s') + j(t') con
s, € Syt t €T. Entonces

(
y por lo tanto i(s — s') = j(¢' —¢).
Como im(i) Nim(j) = {0} y j(t — ') = i(s' — s) € im(i) Nim())
entonces i(s —s') = 0y j(t —t') = 0. Como 4, j son homomorfismos
inyectivos entonces s — s’ =0y t —t' = 0. Por lo tanto
s=s5yt=t.
Es decir, dada m € M existen tnicos s € S y t € T tales que

m =1i(s) + j(t).

Sabemos por hipotesis que para cada m € M existen tinicos s € S, t €
T tales que m = i(s) + j(t). Definamos para cada m € M

p: M —Syq:M— T dadas por:p(m) = sy qg(m) =t.

Claramente p y ¢ son funciones bien definidas. Veamos que son R-
homomorfismos que cumplen las ecuaciones dadas.

e Veamos que p y ¢ son R-homomorfismos. Consideremos m,m’ €
M y r € R. Sabemos por hipotesis que existen tinicos s,s" € S’y
t,t' € T tales que m = i(s) + j(t) y m' = i(s") + j(t’), entonces
como i y j son R-homomorfismos tenemos que m + m' = i(s +
s') + j(t+1t'). Luego

pim+m')=s+4
= p(m) + p(m’).

Y también:
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gm+m') =t+1t
= q(m) + g(m’).

Anélogamente, si € R, entonces rm = r(i(s) + j(t)) como i y j
son R-homomorfismos entonces

rm = i(rs) + j(rt).

Entonces
p(rm) =rs
= rp(m),
y
q(rm) =rt
= rq(m).

Por lo tanto p y ¢ son R-homomorfismos.

e Veamos que pot = Idg. Consideremos s € S entonces:

Por lo tanto
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e Veamos que g o j = Idy. Consideremos t € T entonces:

(qoj)(t)

I
~ R R R R

Por lo tanto
qgoj=Idr.

e Veamos que po j = 0g. Consideremos t € T" entonces:

Por lo tanto
poj=0.

e Veamos que g ot = 0. Consideremos s € S entonces:

Por lo tanto
qgoi=0.
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e Por ultimo, veamos que i o p + j o g = Idy;. Consideremos m €
M, entonces por hipotesis existen tnicos s € Sy t € T tales
que m = i(s) + j(t). Por la manera en la que se definieron los
homomorfismos p y ¢ tenemos que m = i(p(m)) + j(q(m)). Es
decir, para cualquier m € M:

Id(m) =m = (iop)(m)+ (joq)(m)=(iop+joq)(m)
Con ello concluimos que
Idy =i0op+jogq.

(iv) = (1) Definamos ¢ : SUT — M, como ¢((s,t)) = i(s) + j(1).

e Es claro que ¢ es un R—homomorfismo debido a que ¢ y j lo son
y la suma de R-homomorfismos es un R-homomorfismo.

Veamos que @ es inyectiva y suprayectiva:

e Sea (s,t) € Nuc(yp) entonces

Ademés
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Anéalogamente

Il
|
o
—~
Va)

Por lo tanto s = 0g y t = 07 y asi

Nuc(p) = {0sur} -
Por el Teorema 3.1.9

¢ es monomorfismo.

e Para ver que ¢ es suprayectiva, recordemos que por hipdtesis,
lyy =1i0p+ joq, entonces sim € M

iop+joq)(m)
iop)(m)+(jogq)(m)

(p(m)) + j(g(m))

i(s) +4(t) con s =p(m) y t = g(m)
=((s,t))conseSyteT.

m =

(
(

Il
o~

=1

Por lo tanto ¢ es epimorfismo.

Con ello ;
SuUT = M.

Definicién 3.3.3. Los homomorfismos 7 y j del Teorema 3.3.2 son llamados
inclusiones, y los homomorfismos p y ¢ son llamados proyecciones. Las
ecuaciones poi = Idg y qoj = Idr demuestran que los homomorfismos 7 y j
deben ser inyectivos (asi que im(i) = Sy im(j) = T) y los homomorfismos
py q deben ser suprayectivos.
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Definiciéon 3.3.4. Si S y T son submoédulos de un R-modulo izquierdo M,
entonces M es su suma directa interna de S y T si M = SUT con
t: S8 = My j:T — M las inclusiones. Denotaremos la suma directa
interna por

M=SeT.

Solo en esta parte, usaremos la notacién S LT para denotar la suma directa
externa (con conjunto subyacente el producto cartesiano de S y T) y la
notacion M = S@T para denotar la suma directa interna (S y 7" submodulos
de M).

Corolario 3.3.5. Son equivalentes para M un R-mddulo izquierdo con sub-
modulos S y T':

(i) M=SeaT.
(ii)) S+T =M ySNT = {0y).
(iii) Cada m € M tiene una expresion unica de la forma

m=s+tconseSytel.

Demostracion. Usemos el Teorema 3.3.2:

(1) = (i) Consideremos M =S @& T, por la Definicién 3.3.4 M = SUT y por la
observacion de la Definicion 3.3.3 tenemos que im(i) = S e im(j) = T.
En este caso debido a que S,T < M tenemos que im(i) = S y que
im(j) = T. Por el Teorema 3.3.2 se tiene que M = im(i) + im(j) y
también im(i) Nim(j) = {0a}. Entonces

(73) = (i4i) Consideremos S, T < gM tales que M = S+T y SNT = {0u}.
Consideremos también las inmersiones naturales i : S — My j: T —
M dadas por i(s) = sy j(t) = t para cualesquiera s € Syt € T. Es
claro que estamos bajo las hipotesis del inciso (ii) del Teorema 3.3.2,
entonces para cada m € M se tiene que existen tnicas s € Syt e T
tales que:
m =1i(s)+ j(t) = s+t
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(iii) Finalmente por hipdtesis se tiene que para cualquier m € M, m = s+t
con s € SyteT anicos. Es claro que si m € SNT entonces m =
s=s+0ym=1t=0+t pero como la expresion es tinica entonces
s =t =0 Por lo tanto

M=SaT.

Teorema 3.3.6. St M y N son R-mddulos izquierdos, entonces su copro-
ducto existe y es su suma directa C = M L N.

Demostracion. Sea C' = M U N. Siguiendo la Definicion 1.4.3, es necesario
dar momorfismos inyectivos ay f de M a C 'y de N a C respectivamente.
El conjunto subyacente de C' = M LI N es el producto cartesiano M x N y
de esta manera definimos

a: M — C dado por a(m) = (m,0)
y
p: N — C dado por B(n) = (0,n).
Ahora, si X es un R-moédulo izquierdo, f : M — X yg: N — X R-
homomorfismos, entonces definimos
0:C — X dado por 0 ((m,n)) = f(m) + g(n).

Es claro que si m € M entonces

(6 0 a)(m) =6 ((m,0)) = f(m).

De manera analoga, si n € N entonces

(00 B)(n) =0((0,n)) = g(m).
Es claro que 6 es tnica ya que si ¥ : C' — X es un R-homomorfismo
tal que Voa = fy Vo = g entonces ¥V ((m,0)) = f(m)y ¥ ((0,n)) =
g(n) para toda m € M y n € N. Como V¥ es un R-homomorfismo entonces

W ((m,n)) = ¥ ((m,0) + (0,n)
= U (m,0)) + ¥ ((0,n)
= f(m) +g(n)

Por lo tanto ¥ = 0.
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Los Teoremas 3.3.2, 3.3.6 y el Corolario 3.3.5, nos dan la forma que tiene
el coproducto de dos objetos en la categoria pMOD. La pregunta que nos
falta responder es ;Qué es el producto de dos modulos? Para responder esta
pregunta demos la siguiente:

Proposicion 3.3.7. St R es un anillo asociativo con unitario y A, B son R-
modulos izquierdos, entonces el producto de la Definicion 1.4.1 AT B existe

y de hecho,
ANB= AUB.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.2 sabemos que si M € OB, mop es tal
que M = ALIB entonces existen las inmersiones y las proyecciones ¢ : A — M,
j:B—=>M,p: M — Ay q: M — B tales que

poi=1ds, qoj=1Idg, poj =0, got =0, y también iop+joq=Idy,.
Si X € OB,mop » f € Hom(X,A) y g € Hom(X, B) definimos

6 € Hom(X, AU B) como 0(x) = (io f)(x) + (j o g)(x),

ya que
(pof)(z) =p(0(x))
=p((io f)(z)+ (jog)(x))
= (poio f)(z)+ (pojog)(x)
= (Idao f)(z) + (00 g)(x)
= f(z)+0
= f(z),
y también:

(go0)(x) = q(6(z))

q((io f)(z)+ (jog)(x))
goio f)(x)+(gojog)(x)
00 f)(z) + (Idg o g)(x)
=0+ g(z)

= g(x),

=
=
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Figura 3.2: Diagrama del producto de Ay B.

entonces
poll=fyqol=yg.
Esto significa que el Diagrama 3.2 conmuta.
Debido a que
Idaup=iop+jogq,

si existiera ¢ : X — AL B tal que poty = [y qo 1 = g obtendriamos

Y = Ida,p o
=(iop+joq)oy
=(iop)o+(jogq)or
=io(pot)+jo(qgo)
=iof+jog
= 0.

Es decir, 6 es tnica. [ ]

Extendamos la nocién de suma directa de dos modulos a la suma directa
de una familia de médulos:

Definicién 3.3.8. Si R es un anillo asociativo con unitario, y {4;},.; con I
un conjunto de indices y A; R-moédulo izquierdo para toda i € I, entonces el
producto directo denotado por ], ; A; es el producto cartesiano (es decir,
el conjunto de las [-adas (a;) cuya i-ésima coordenada a; € A; para toda
i € I) con una suma y producto por escalares entrada a entrada. Es decir,
para a;,b; € A; y r € R se tiene que
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(ai) + (bi) = (a; + bi)

r(a;) = (ra;).

La suma directa, denotada por ) ., A, (también denotada por €, Ai),
es el un subconjunto de J[,.; A; cuyos elementos son todas las i-adas (a;) cu-
yos elementos no cero forman un conjunto finito.

Teorema 3.3.9. Sea R un anillo y {A;},., una familia no vacia de R-
mdodulos izquierdos, entonces:

(i) Tl,e; Ai es un R-mddulo izquierdo con las operaciones descritas en la
Definicion 3.3.8.

(it) > ier Ai es submddulo de [, A

(iii) Para cada k € I la proyeccion m, : [[,c; Ai = Ax dada por m((a;)) =
ay, es un R-epimorfismo.

(iv) Para cada k € I la inclusion v, : Ay — Y _..; Ai dada por u(a) = (as),
donde a; = 0 para i # k y ar = a es un R-monomorfismo.

Demostracion. (i) Consideremos 7,5 € Ry {a;},{b;} € [[,c; Ai enton-
ces:
[ ]
r({ai} + {bz}) = T{Gi + bl}
= {ra; +rb;}
= {ra;} + {rb;}
= T{CLZ’} + T{bl}
[ J

(r+s){a;} ={(r+s)a;}
= {ra; + sa;}
={ra;} + {sa;}
=r{a;} + s{a;}.
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r(s{a;}) = r{sa;}
= {r(sa;)}
= {(rs)a;}
= (rs){a;}.

1r{ai} = {1ra;}
= {a;}.

Por lo tanto [[,.; A; es un R-médulo izquierdo unitario.

(ii) Es claro que si » € Ry {a;} € > ,.; Ai entonces r{a;} = {ra;} con
a; = 0 para casi toda ¢ € I, entonces ra; = 0 para casi toda ¢ € I, por
lo cual {ra;} € >, A

Por lo tanto

> A <]]A

i€l icl
(iii) Es claro por la definicion que 7 es un R-epimorfismo.

(iv) Es claro por la definicion que ¢, es un R-monomorfismo.

Teorema 3.3.10. Sea {A;},.; una familia no vacia de R-mddulos izquierdos
entonces

Z A; es el coproducto en ;MOD.

i€l

Demostracion. Es claro por la Definicion 1.4.3 que ademés de dar la fa-
milia {A;},., de R-moédulos izquierdos, es necesario dar la familia de los R-
homomorfismos (inyectivos) {ai P A=Y g Ai}. Definamos entonces «; :
A = Y e Ay dada por a;(a;) = {as(a)} € Y ,.; A; donde si a; € A; en-
tonces {a;(a)} es la I-a4da cuya i-ésima coordenada es a; y cualquier otra es
cero.

Consideremos X un R-modulo izquierdo y para cada ¢ € [ sean f; :
A; — X R-homomorfismos. Definamos 6 : >_._, A; — X dado por §({a;}) =

Ziel fl(az)

el
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Hay que hacer notar que ), ; fi(a;) tiene sentido inicamente si a; # 0

para un ntmero finito de 7’s.
Veamos que 0 o o; = f; v que 6 es tnico.

= Consideremos a; € A;, entonces

(0 0 a;)(a;) = O(cvi(a;))
= 0({i(a)})

Por lo tanto
6o o; = fl

= Supongamos que ¢ : Y .., A; = X es tal que ¢ o a; =

1 € I, entonces:

(g

el

= Zw({ai(ai)})

i€l

fi para toda

Por lo tanto 8 = 1. Es decir, 8 es el tnico R-homomorfismo con esa

propiedad.

Teorema 3.3.11. Sea {A;},.; una familia no vacia de R-mddulos izquierdos

entonces
H A; es el producto en ;MOD.

icl
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Demostracion. Al igual que en la demostracion del Teorema 3.3.10 hay
que dar la familia de proyecciones {pj e Ai — Aj}.
Para cada j € I definamos

Dj: HAl — Aj €omo p; ({az}) = a;.

i€l

iel

Consideremos X un R-médulo izquierdo y para cada i € I sean f; : X —
A; R-homomorfismos. Definamos

0:X =[] Ai como 6(z) = {fi(x)}.

el

Demostremos que para cada i € I, p;of = f; y que 6 es un R-homomorfismo
iinico con esta propiedad:

s Consideremos 2 € X entonces

Por lo tanto p; 0 0 = f;.

= Supongamos que ¥ : X — [[..; A; es tal que p;oy) = f; paratodai € I.
Entonces para cada i € I la i-ésima coordenada de ¢(x) es f;(z) que
coincide con la i-ésima coordenada de 6(z). Por lo tanto ¢ (z) = 6(x)
para toda z € X, de aqui que ¢ = 6.

Es decir, 6 es el inico R-homomorfismo con esa propiedad.
[ |

Finalmente, presentaremos el concepto de médulo libre, con lo cual la
comparacion entre grupos libres y mdédulos libres puede concluirse.

3.4. Mobdulos libres

Los modulos mas sencillos son los modulos libres y también tenemos la
propiedad de que todo moédulo es cociente de un moédulo libre.
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Definicién 3.4.1. Un R-moédulo izquierdo F' es llamado R-médulo libre
(F es objeto libre en la categoria gRMOD) si F' es isomorfo a una suma
directa de copias de R. Es decir, existe un conjunto [ tal que

F=> R,
i€l

donde R; = ({b;}) = R para toda i € I.
Suele llamarse a B = {b;|7 € I} una base de F.

Observaciéon 3.4.2. Los Z-mo6dulos libres son los grupos abelianos libres.

Demostracion. Es claro que, debido a que los grupos libres cumplen la pro-
piedad categorica de objeto libre, entonces cuando se extiende su estructura
sigue cumpliendo la propiedad. |

Observacion 3.4.3. Si R es un anillo conmutativo entonces R es un R-
modulo libre (considerando a R como un R-modulo sobre si mismo).

Demostracion. R = ({1}) y con ello cumple la definicion. |

Generalizando la propiedad de objeto libre:

Teorema 3.4.4. Sea F un R-mddulo libre, y sea B = {b;|i € I} una base
para F'. 8§t M es un R-mddulo y siy : B — M es una funcion, entonces existe
un R-homomorfismo g : F — M nico tal que g(b;) = v(b;) para cualquier
1€ 1.

S
B

M

Figura 3.3: Diagrama del médulo libre F

Este resultado puede resumirse diciendo que existe un tinico R-homomorfismo
v que hace que el Diagrama 3.3 conmute.
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Demostracion. Debido a que F' tiene una base B, entonces para cadav € F
existen Gnicos r; € R tales que

v = Z ’f’ibi
donde 7; # 0 para un nimero finito de elementos. Definamos g : F' — M por

g(v) = Z riy (bs) -

el

Con esta definicion es claro que g estad bien definida ya que para cada
v € F su representaciéon con respecto a la base B es tnica.

Consideremos v,u € F' y r € R, con unicas 7},7; € R tales que v =
/ f— . .
Y icrTibi y u =), 7ib;, entonces

g(v+u) = Z (ri +ri)y (b:)

— Z (riy () + iy (b))
- Zm (b;) + Zm (b:)
= g(v) + g(u).

También

olr) =3 (i) v (00
=r Z 7y (bi)
=rg(u).

Sig: F — M es un R-homomorfismo tal que g(b;) = v(b;) para toda
1 € I, entonces
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g(v) = riy(b)

el

= rig)

el

A(5)
el

=g(v).

Otra manera de demostrar este resultado es considerar a F' como el copro-
ducto de {({b;})| 7 € I} con los R-monomorfismos

dados por
a; (szz) = {ribi} s

donde {r;b;} es la [-4da cuyo i-ésimo elemento es 7;b; y cualquier otro es
cero. Por el Teorema 3.3.10 existe un tinico R-homomorfismo 6 : F' — M tal
que 6 (b;) = v (by)- |

Con esto terminamos de presentar los resultados de objeto libre, producto
y coproducto en la categoria gMOD.
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Capitulo 4

Conclusiones

Durante este trabajo se presentaron tres objetos importantes en categorias
concretas:

a)

Sean [ un conjunto de indices, C una categoria arbitraria y {A;|i € I}
una familia de C-objetos con subindices en el conjunto /. El producto
de la familia {A;|¢ € I} es un C-objeto P junto con una familia de
C-morfismos llamados proyecciones, {m; : P — A;|i € I} tal que para
cualquier C-objeto B y cualquier familia de C-morfismos {¢; : B —
A;li € T} existe un tnico C-morfismo ¢ : B — P tal que m; 0 ¢ = ¢;
para toda 7 € I.

El producto P de la familia {A;|i € I}, normalmente se denota como
[Ticr As-

El coproducto también conocido como suma de una familia {4;|i €
I'} de C-objetos, es un C-objeto S, junto con una familia de C-morfismos
{t; + A; — S|i € I} lamados inyecciones tales que para cualquier C-
objeto By cualquier familia de C-morfismos {¢; : A; — Bl|i € I} existe
un tnico C-morfismo ¢ : S — B tal que ¢ o(; = ¢); para toda i € I.

Sean F' un objeto en una construcciéon C, X un conjunto no vacio e
i : X — F una funciéon (de conjuntos). F' es libre en el conjunto X
siempre que para cualquier C-objeto A y cualquier funciéon (de conjun-
tos) f : X — A exista un tnico morfismo en C, f : F — A tal que
foi=f (como funcién de conjuntos X — A).

Una vez que se dieron ejemplos en categorias como SET y VEC, centra-
mos nuestra atencién en hacer la construccion en GRP y R MOD.
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La construccion de las tres estructuras en GRP requirieron una atenciéon
especial debido a que en los cursos formativos poco se da al respecto. Ademas
en esta parte se explicaron ejemplos de manera extensa y precisa para dejar
claro su uso.

El paso de transicion de GRP a RkMOD fue mucho menos complicado
va que con la estructura mayor de los modulos se hace mucho més facil el
manejo tanto de los productos y coproductos como de los objetos libres.

Atn puede ofrecerse un espectro mas profundo en GRP donde se pre-
senten los grupos abelianos libres y dar una mejor caracterizacion. Para los
propositos de este trabajo es suficiente con el material presentado para crear
en los lectores la inquietud de estudiar objetos que se muestran en el capitulo
1 de categorias.

Los grupos y los médulos tienen muchos resultados asociados a las es-
tructuras presentadas pero estas tienen el proposito de caracterizar por un
lado a los grupos y por otro a los anillos.

Es claro por los resultados presentados que la estructura en GRP se
amplia de manera natural a zRMOD y por ello los resultados son casi los
mismos.
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