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Resumen

El objetivo del presente trabajo es recopilar con demostraciones detalladas re-
sultados béasicos de la teoria de esquemas formales desarrollada por Alexander
Grothendieck en [IT]. La idea general es que la exposicién sea autocontenida,
dentro de lo posible.
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Capitulo 1

ESQUEMAS: NOCIONES BASICAS

En este capitulo se hace una pequena recopilaciéon de algunos conceptos y
resultados generales que se usardn en los siguientes capitulos.

1.1. Esquemas

Definiciéon 1.1. Un espacio anillado local es un espacio topoldgico junto con
una gavilla (X, Ox) tal que para todo punto € X el tallo Ox , es un anillo
local.

Un morfismo de espacios anillados locales es un morfismo de espacios anillados
(f, f7) tal que para cada punto x € X el morfismo inducido en los tallos:

7 (f10y)e = Oy ja) = Oxa
es un morfismo de anillos locales.

Dado que podemos tener morfismos de espacios anillados que no son morfis-
mos de espacios anillados locales entonces la subcategoria de espacios anillados
locales no es una subcategoria plena de la categoria de espacios anillados.

EJEMPLO 1.2. Sea A un anillo y tomemos X = Spec(A), sabemos que una
base para la topologia de Zariski en Spec(A) es el conjunto {D(f)|f € A} y si
tomamos Ox (D(f)) := Ay donde Ay es la localizacion de A respecto al conjunto
multiplicativo {f*|i > 0} entonces tenemos un sistema inverso de la siguiente
manera: sea vy : A — Ay el morfismo de localizacion, entonces el morfismo
inducido “vy : Spec(Ay) — D(f) es suprayectivo y como para f,g € A se
cumplen:

1. Ay = A, si D(f) = D(g)

2. D(f) C D(g) si y solo si existe n > 1 tal que f* € Ay siy sélo si
§e(Ap)”

entonces tenemos un unico morfismo de anillos py 4 : Ag — Ay tal que pf g0y =
vy y si D(f) € D(g) € D(h) entonces psq © pgn = pPfh, st tenemos una
estructura de pregavilla que de hecho es gavilla en la base de los conjuntos D(f)
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para la topologia de Spec(A) donde las restricciones son py g y para cada punto
x € X = Spec(A) se tiene:

Ox. = lim Ox(D(f) = lim A7 — Ay,
D(f)>= fEBa

ast, en particular (X,Ox) es un espacio anillado local.

Definicién 1.3. Un esquema afin es un espacio anillado local (X, Ox) que es
isomorfo como espacio anillado local al espectro de un anillo.

Un esquema es un espacio anillado local (X, Ox) tal que todo punto z € X
tiene una vecindad abierta x € U C X tal que el espacio topolégico U junto con
la gavilla restriccién Ox |y es un esquema afin.

Si tenemos un esquema (X, Ox ), llamaremos a X el espacio topolégico sub-
yacente al esquema y a Oy la gavilla estructural. Como abuso de notacién
pondremos X para referirnos al esquema.

Definicion 1.4. Sea S un esquema fijo, un esquema sobre S es un esquema X,
junto con un morfismo X — S.

Si X y Y son esquemas sobre S, un S-morfismo de X a Y es un morfismo
f + X — Y compatible con los morfismos a S, es decir se tiene el diagrama

conmutativo:
f

X——Y

N

S

Denotamos por Sch(S) a la categoria de esquemas sobre S. Si A es un ani-
llo pondremos Sch(A) para referirnos a la categoria de esquemas sobre Spec(A).

Definiremos también una variedad sobre el campo K como cualquier varie-
dad afin, cuasi-afin, proyectiva o cuasi-proyectiva sobre K. Denotaremos como
Yar(K) a la categoria de variedades sobre el campo K. Teniendo esto en cuenta
enunciamos la siguiente proposicién.

Proposicion 1.5. Sea K un campo algebraicamente cerrado, entonces existe
un funtor natural fielmente pleno de la categoria de variedades sobre K a la
categoria de esquemas sobre K

t:Par(K) — Sch(K)

1.2. Esquemas noetherianos

Definicion 1.6. Un esquema X es localmente noetheriano si se puede cubrir por
subconjuntos abiertos afines Spec(A;) donde cada A; es un anillo noetheriano.
Diremos que X es noetheriano si es localmente noetheriano y cuasi-compacto.
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Equivalentemente un esquema X es noetheriano si existe una cubierta finita
de subconjuntos abiertos afines Spec(4;) con cada A; un anillo noetheriano.

Notemos que si X es un esquema noetheriano entonces el espacio topoldgico
subyacente es un espacio topolégico noetheriano pero no inversamente. A con-
tinuacién tenemos una caracterizacion de esquemas localmente noetherianos.

Proposicion 1.7. Un esquema X es localmente noetheriano si y sdlo si para
cualquier subconjunto abierto afin U = Spec(A), A es un anillo noetheriano.
En particular, un esquema afin X = Spec(A) es noetheriano si y sélo si A es
un anillo noetheriano.

1.3. Gavillas coherentes

Definicién 1.8. Sea (X, Ox) un esquema, una gavilla de Ox-mddulos es una
gavilla de grupos abelianos F en X tal que para cada abierto U C X, el grupo
abeliano F(U) tiene estructura de Ox-mdédulo compatible con las restriccio-
nes; es decir, si V' C U son abiertos de X, entonces el siguiente diagrama es
conmutativo:

Ox(U) x F(U) —= F(U)

| |

Ox(V)x F(V) ——=F(V)

Notemos que para cualquier punto del esquema x € X el tallo F, es un
Ox z-médulo. En efecto, sia € Ox 5 y f € Fyz, consideramos U C X vecindad
abierta de x y tomamos s € Ox (U), t € F(U) tales que los gérmenes (s), = a
y (t)z = f; as{ tenemos (s),(t), = (st), usando la accién de Ox (U) en el grupo
abeliano F(U).

Un resultado importante acerca de gavillas de O x-mddulos es el siguiente:

Proposicion 1.9. Sea F pregavilla de Ox-maodulos. Entonces la gavilla aso-
ciadcﬂ FT es una gavilla de Ox-mddulos.

Demostracion. Sea U C X abierto, consideremos b € Ox (U) y s = (s(z))gev €
FT(U). Bastara que definamos la accion Ox (U) x FT(U) — FT(U); pongamos
entonces:

b-(s(x)) = (b)a - (s(x))

asi, por definicién de gavilla asociada podemos elegir un abierto V' C U vecindad
de z y una seccién t € F(V) tal que (t), = (s), para toda s € V, por lo tanto
b-(s(z)) € FH(U). O

1Recordemos que el funtor inclusién de la categoria de gavillas en la categoria de pregavillas
tiene un adjunto izquierdo, que es justamente la gavillificacion de una pregavilla, el cual se
construye de la siguiente manera: a cada pregavilla F sobre un espacio topolégico X le podemos
asociar una tnica gavilla FT sobre X, la cual para cada abierto U C X se define como:

FrU) ={(sz) € H Fz |Vz € U, 3 una vecindad abierta de z, W CU yt € F(W) :Yw € W, sy = tw}
zeU
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Definicién 1.10. Sean A un anillo, M un A-médulo y X = Spec(A). Definimos
la gavilla asociada a M en X, denotada por M como sigue: a cada abierto
distinguido D(f) € X le asociamos M(D(f)) := My = M ®4 Ay el médulo
localizado en f, del ejemplo tenemos que M es pregavilla y considerando
la gavilla asociada M T := M tenemos la gavilla asociada al médulo M, que es
una gavilla de O x-médulos por la proposicién [T1.9]

Denotaremos como A-Mod a la categoria de A-médulos y como Ox-Mod a
la categoria de Ox-mddulos. Algunas propiedades de la gavilla asociada a un
moédulo se enlistan en la siguiente proposicién cuya prueba se puede consultar
en [13] [pp. 110].

Proposicién 1.11. Sea A un anillo y X = Spec(A). Supongamos que tenemos
un morfismo de anillos A — B y el morfismo inducido en los espectros
f: Spec(B) — Spec(A). Entonces:

1. (.) : A-Mod — Ox-Mod es un funtor exacto, fielmente pleno;

2. si M y N son A-mddulos, entonces (M @ N) = M@@X N;

3. si {M;} es una familia de A-mddulos, entonces (©M;) = BM;;

4. para un B-médulo N, se tiene f.(N) = (4N);

5. para un A-mddulo M, se tiene f*(M) >~ (M ®4 B).

Definicion 1.12. Sea X un esquema. Diremos que un Ox-médulo F es cuasi-
coherente si para cada x € X existe una vecindad abierta U de x y una sucesién
exacta de Ox|y-médulos de la forma:

Oxg)—)OXg)%}wU%O

donde I y J son conjuntos no necesariamente finitos.
Si para cada punto z € X existe una vecindad abierta U de x y una sucesién
exacta de Ox-moddulos de la forma:

Ox %]n) — .F|U —0
diremos que F es un Ox-médulo finitamente generado.

OBSERVACION 1.13. Si tenemos una gavilla F de Ox -mddulos, la cuasi-coheren-
cia de la gavilla es una nocion local en el sentido de que si existe una cubierta
abierta {U; }ier de X tal que Flu, es cuasi-coherente como Ox|y,-mddulo, para
cada i € I, entonces F es cuasi-coherente. Ast, es equivalente decir que una ga-
villa F de Ox-mddulos es cuasi-coherente si X se puede cubrir con subconjuntos
abiertos afines U; = Spec(A;) tales que para cada i, existe un A;-mddulo M;
tal que Fly, = ]\A/L; y que F es coherente si ademds cada M; es un A;-mddulo
finitamente generado.
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Para una gavilla F en un esquema X, definimos el soporte como el conjunto:
sop(F) ={z € X |F, # 0}

Lema 1.14. Sea Z C Ox una gavilla cuasi-coherente de ideales en X, entonces
sop(Ox /T) es cerrado en X.

Demostracion. Consideremos una cubierta afin {U; = Spec(A;)} de X y para
cada ¢ consideramos el ideal:

I =T(U;,Z) € I'(U;, Ox

v,) = Ai

y la gavilla cociente Ox /Z que estd determinada por la pregavilla U; — A;/L;
notemos que sop(Ox/I) NU; = V(I;) C Spec(A;). En efecto, si P € V(I;)
entonces P D I, y por lo tanto (A;/I;)p # 0lo cual implica que P € sop(Ox /).
Luego, si tomamos P tal que P ¢ V(I;) entonces P 2 I; y por lo tanto (4;)p =
(I))p =0y asi P ¢ sop(Ox/T). Con esto hemos probado que sop(Ox/Z) es
cerrado para cada U; y por tanto es cerrado en X. O

EJeEMPLO 1.15. En cualquier esquema X, la gavilla estructural Ox es una ga-
villa cuasi-coherente y mds aun, es coherente. En efecto, por definicion la ga-
villa estrucutural de un esquema tiene una cubierta abierta de conjuntos afines
U; = Spec(A;) asi basta tomar A; = M; y es finitamente generada ya que se
tiene una sucesion exacta de la forma:

Ox|8) — OX|U —0

EJEmMPLO 1.16. Si X = Spec(A) y M es un A-mddulo, entonces M es cuasi-
coherente, basta recordar que como todo maodulo es cociente de un libre tiene
una resolucion libre y si consideramos la sucesion:

AD 5 AV 5 M =0

y aplicamos el funtor (.) : A— Mod — Ox tenemos la sucesion exacta:
AT s AU) 5 M =0

como A= Ox y usando tenemos
05? —>0§;’> — M — 0.

Mas ain, las gavillas cuasi-coherentes sobre un esquema afin son de la for-
ma anterior. Para probarlo usaremos el siguiente lema cuya prueba se puede
consultar en [13] [pp. 112].

Lema 1.17. Sean X = Spec(A) un esquema afin, f € A con el abierto dis-
tinguido correspondiente D(f) C X y F una gavilla cuasi-coherente en X.
Entonces:
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1. Sis € T'(X,F) es una seccion global de F cuya restriccion a D(f) es cero,
entonces fs =0 para alguna n > 0.

2. Dada una seccion t € F(D(f)) de F sobre un abierto distinguido D(f),
para alguna n > 0, f™t se extiende a una seccion global de F sobre X.

OBSERVACION 1.18. Si X = Spec(A) un esquema afin y F una gavilla cuasi-
coherente en X sabemos que X se puede cubrir con subconjuntos abiertos afines
de la forma V= Spec(B) tales que F|y = M para algin B-mddulo M y podemos
cubrir cada V' con abiertos distinguidos D(g), g € A; ast, la inclusion D(g) — V
corresponde a un morfismo de anillos B — Ag y usando tenemos F|p(qg) =

(M ®p Ag)~.

Proposicion 1.19. Sea X un esquema. Entonces un Ox-mddulo es cuasi-
coherente si y sdlo si para todo subconjunto abierto afin U = Spec(A) existe un
A-mdédulo M tal que Fly = M. Ademds si X es noetheriano, F es coherente si
y solo si M es finitamente generado.

Demostracion. Sean F cuasi-coherente en X y U = Spec(A) un abierto afin,
usando la observacién X tiene una base de abiertos para los cuales la
restricciéon de F es la gavilla asociada a un médulo. Es decir, F|y es cuasi-
coherente, por lo tanto basta con probar el resultado para el caso de un esquema,
afin X = Spec(A).

Sea M =T'(X,F), entonces existe un mapeo natura a:M—F y como F es
cuasi-coherente en X, X se puede cubrir con abiertos D(g;) tales que F|p(g,) =
M, para algin Agy,-médulo M;; méas atn, usando el lema Flpg) = My, y
por tanto M; = My,; es decir, a|D(gi) es un isomorfismo y como los D(g;) son
cubierta de X entonces « es isomorfismo.

Si X es un esquema noetheriano afin y F es cuasi-coherente, continuando con la
notacién tenemos ademas que, cada My, es un Ay, -médulo finitamente generado.
Debemos probar que M es finitamente generado. Ahora bien como A y A,
son anillos noetherianos entonces los médulos My, son noetherianos, asi pues
probaremos que M es un médulo noetheriano.

Sea N < M submédulo de M y consideremos ¢; : M — Mg, el morfismo
de localizacion para cada ¢ = 1,...,r. Afirmamos que se cumple la siguiente
igualdad:

N =i (9i(N) - My,) (1.1)

la primera contencion es clara, asi que es suficiente ver la otra. Tomemos x € M
tal que = € Ny; *(ps(N) - M,,), entonces

vi(x) =1;/g;"

2Si X = Spec(A) es un esquema afin, M es un A-modulo y F una gavilla de Ox-médulos,
se tiene un isomorfismo natural:

Homa(M,T(X,F)) = Homo, (M, F)
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en My, , donde l; € N y n; > 0, si tomamos n; lo suficientemente grande podemos
fijar el exponente n para toda i, es decir que en M tenemos la expresion:

9" (gi'w —1;) =0

para alguna m; y si nuevamente consideramos m; = m lo suficientemente grande
tendremos ¢/"*"x € N para toda i.

Luego, como los D(g;) cubren X, entonces si tomamos k = m+n existen ciertos
c; € Ai=1,..,r tales que 1 = Zcigf y por tanto:

x:Zcigf:cEN

y as{ (1.1) se cumple.
Finalmente supongamos que tenemos una cadena ascendente de submoddulos de
M:

Ny C N, CN3C ..

entonces para cada ¢, se tiene la cadena:
@i(N1) - My, € i(N2) - Mg, € ¢i(Ns) - My, < ...

de submddulos de M, que es noetheriano y por lo tanto se estaciona, luego
usando la afirmacién (1.1) obtenemos que la cadena original se estaciona, por
tanto M es noetheriano y esto finaliza la prueba. O

Corolario 1.20. Sean A un anillo y X = Spec(A). El funtor (.) : A-Mod —
Ox-Mod nos da una equivalencia de categorias entre la categoria de A-mddulos
y la categoria de Ox-mddulos cuasi-coherentes cuyo inverso es el funtor F
(X, F). Si A es noetheriano la equivalencia es entre la categoria de A-mddulos
finitamente generados y la categoria de Ox-maodulos coherentes.



Capitulo 2

ESQUEMAS FORMALES

En este capitulo definiremos y estudiaremos las principales propiedades de
los esquemas formales noetherianos, gavillas coherentes en esquemas formales y
finalmente estudiaremos la equivalencia de categorias anédloga a [1.20]
Comenzaremos recordando algunas cosas importantes acerca de limites de ga-
villas y completaciones de anillos.

2.1. Completaciones

2.1.1. Limites inversos de gavillas

Recordemos que la existencia de limites inversos depende de la categoria en
la que se esta trabajando. En nuestro caso, tal objeto si existe en la categoria
de gavillas:

Proposicion 2.1. Sea X un espacio topoldgico y sea € la categoria de gavillas
de grupos abelianos en X . Entonces el limite inverso existe en € y, mds aun, si
(Fn) es un sistema inverso de gavillas en X y consideramos

F= @fn
su limite inverso, entonces para cualquier abierto U, tenemos que
(U, F) = T&lF(U, Fn)

en la categoria de grupos abelianos.

2.1.2. Completaciones de anillos

Sea A un anillo conmutativo con uno y sea I un ideal de A, tenemos los
morfismos naturales:
AJT + AJT? < AJT? « ...

lo que nos da un sistema inverso de anillos (A/I™), al limite inverso de este sis-
tema se le conoce como la completacion de A respecto a I o bien la completacion
I-ddica de A; a la cual denotamos como:

A=1lmA/I".
<_
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Si M es un A-médulo, de manera similar definimos la completacion I-ddica
de M como:

M =UmM/I"M
(—
el cual tiene una estructura natural de A-médulo.
Teorema 2.2. Sean A un anillo noetheriano e I un ideal de A, entonces:
1. 1= yLnI/I” es un ideal de A y para cada n, I = I"A y fl/f" > A/I™;
2. si M es un A-mddulo finitamente generado, entonces M= M@y A;

3. el funtor M — M es un funtor exacto en la categoria de A-mddulos fini-
tamente generados;

4. A es un anillo noetheriano;

5. si (M) es un sistema inverso donde cada M, es un A/I™-mddulo fini-
tamente generado, cada morfismo Qum : My, — M, es suprayectivo y
ker(wnm) = I"M,,, entonces M = lim M,, es un A-médulo finitamente
generado y para cada n, M, = M/I"M.

Demostracion. 1,2,3 y 4, ver [7][pp. 108,109,113].
Para 5, ver [§][Cap.IIL,2, no.11, Prop. y Cor. 14]. O

Definicién 2.3. Sean X un esquema noetheriano y Y un subesquema cerrado
dado por una gavilla de ideales Z. Definimos la completacion formal de X a
través de Y como el espacio anillado (X ,O) dado como sigue: consideramos
el espacio topoldgico Y, entonces tenemos las gavillas de anillos sobre Y de la
forma Ox /T*, asi que consideramos el limite inverso:

Oy =limOx/I"

Notemos que la gavilla estructural del espacio (X' ,O%) no depende de la es-
tructura de esquema que tiene Y. Supongamos que J es otra gavilla de ideales
sobre Y, como X es un esquema noetheriano entonces existen enteros m, n tales
que I" C J y J™ C I, es decir los sistemas inversos (Ox /Z™) y (Ox/J™) son
cofinales el uno en el otro y por lo tanto sus limites inversos son isomorfos.

Veamos ahora que en efecto tenemos un espacio anillado local, es decir que
los tallos de O¢ son anillos locales. Consideremos A un anillo, I ideal de A
y el espacio topolégico Uy = Spec(A/I) con gavilla estructural l'&n(’)Un, don-
de U, = Spec(A/I"*1). Observemos que como espacios topolégicos tenemos
U=Uy=U; =..=U, = ..; es decir, las gavillas Oy, son todas gavillas
sobre el mismo espacio topolégico que ademés forman un sistema inverso con
los mapeos correspondientes a los epimorfismos A/I" Tt — A/I™.

Ahora bien, tomemos x € X, como X es un esquema entonces X es local-
mente un esquema afin, y asi para el punto x podemos considerar una vecindad
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U como la descripcién anterior, de esta forma el mapeo O — Oy, induce un
mapeo en los tallos:
OX@ — OUO’I

y dado que Oy, , es un anillo local, consideremos m, la preimagen del ideal
méaximo de Oy, , en OX,z' Afirmamos que éste es el unico ideal maximo de
OX@. Sea f € OX,m tal que f ¢ m,, por definicién de tallo f se extiende a una
seccion de O 4 sobre alguna vecindad de z, que podemos suponer que es la misma
vecindad afin U; de esta manera podemos pensar a f como un elemento en el
limite inverso de O, (U), es decir en el limite inverso de los anillos A/Z"*!.
Como f ¢ m, entonces su imagen en Oy, (U) no es el ideal méximo en z y
haciendo U tan pequena como lo necesitemos podemos suponer también que f
es unidad en Oy, (U) = A/Z, asi f es también unidad en A/Z""! para toda n
y f € lim A/Z"*! por tanto f es unidad en el limite, entonces f es unidad en
O (U), en particular en el tallo OX,x? es decir, OX,a; es un anillo local con ideal
maximo my.

OBSERVACION 2.4. Consideremos A un anillo y su completacion A. Sean X =
Spec(A) y Z = Spec(fl), st nos fijamos en la completacion formal de estos es-
quemas notemos que usando 1 se tiene que X =2.Es decir, la construccion
de la completacion del esquema a través de un subesquema cerrado no cambia

si reemplazamos A por A.

Definiciéon 2.5. Sean X, Y, Z como en la definicién anterior, y sea F una
gavilla coherente en X. Definimos la completacion de F a través de Y, que
denotamos F, como la gavilla sobre Y dada por:

Fi=limF/T"F

la cual tiene una estructura natural de O ¢-moédulo.

2.2. Esquemas noetherianos formales

Definiciéon 2.6. Un esquema noetheriano formal es un espacio anillado local
(%X,0zx) con una cubierta abierta finita {4l;} tal que para cada i se tiene que
(U;, Ox |y, ) es isomorfo como espacio anillado a la completacién de algin esque-
ma noetheriano X; a través de un subesquema cerrado Y;.

Un morfismo de esquemas noetherianos formales es un morfismo de espacios
anillados locales.

EJjempLO 2.7. 1. Si X es un esquema noetheriano y Y un subesquema ce-
rrado, entonces su completacion X es un esquema formal.

2. Si X es un esquema noetheriano y tomamos Y = X, entonces X = X.
Es decir, la categoria de esquemas noetherianos formales contiene a los
esquemas noetherianos.

3. Si X es un esquema noetheriano y 'Y es un punto cerrado P, entonces X
es un espacio unipuntual {P} y la completacién Op del anillo local en P
es su gavilla estructural.
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Definicién 2.8. Un esquema formal afin (noetheriano) es un esquema formal
obtenido de la completacién de un esquema afin noetheriano a través de un
subesquema cerrado.

Sean X = Spec(A), Y = V(I) y ¥ = X; para un A-médulo finitamente
generado M consideremos la gavilla coherente M en X y denotamos M A ala
completacién de M en X. Asi, por definicién M* es una gavilla coherente en X.

Usaremos la notacién A-mod para la categoria de A-mddulos finitamente
generados y Ox-cMod para la categoria de Ox-médulos coherentes.

Proposicion 2.9. Sean A un anillo noetheriano, I un ideal de A y X, Y, X
como en la definicion anterior, entonces:

1. el funtor (-)* : A-mod — Ox-cMod es un funtor evacto;

2. F = I” es una gavilla de ideales en Ox y para cada n tenemos el iso-
morfismo,

Ox/ " = (A/T")
como gavillas en Y ;

3. si M es un A-mddulo finitamente generado entonces:

M> = M@ox Ox.

Demostracion. Primero observemos que como X tiene una base de abiertos
afines cuyas intersecciones con Y forman una base para la topologia de Y y
queremos probar las afirmaciones para gavillas sobre X, entonces basta probar
lo correspondiente en secciones para cualquier abierto afin de X.

1. Tomemos B = Spec(A) un abierto afin de X, J = I'(U,I), M € A-mod y
N =TY(U, M ). Sabemos que B es un anillo noetheriano por ser X un esquema
noetheriano, también que N es un B-mddulo finitamente generado por la pro-
posicién y del corolario @ tenemos que el funtor M — N =T(U, M) es
exacto de la categoria de A-mddulos a la categoria de B-mdédulos.

Para probar la primera propiedad consideremos un A-médulo finitamente gene-
rado M, y por definicién tenemos:

M® = i NI/ AT
usando en cada abierto se calcula como:
D(U, M) =lim T(U, M /T" M)
que es lo mismo que:

lim N/J"N = N
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donde N denota la completacién J-ddica de N (Ver y notemos que como la
asignacion M +— N es un funtor exacto y N +— N es también exacto, entonces
M + T'(U,M*) es un funtor exacto para cada U y por tanto M ~— M* es
exacto.

2. Tomemos U como antes, asi:

DU, 1) = m (U, T/T") = J

(U, 0x) = B.

Notemos que por J es ideal de B; es decir .# = I® es gavilla de ideales en
Ox. Consideremos ahora la sucesién exacta corta de A-mddulos:

0—>I"-A—A/I" =0

aplicando el funtor (-)2 : A-mod — Ox-cMod que es exacto tenemos una
sucesién exacta corta de Ox-mobdulos:

0= 9" = O0x = (A/IM)> =0

y notemos que el sistema inverso que define (A/I™)® como la completacion

de (A/I) es estacionario; es decir, esta gavilla es anulada por I™, por lo tanto
tenemos (A/I™)» = (A/I™) con lo que concluimos

Ox/ I = (A/I™).

Finalmente, para probar la tercera afirmacién observemos primero que como M
y Ox son gavillas sobre X, estrictamente deberfamos poner M* = M|y ®¢ <ly
Ox pero podemos considerar a M* y Ox como gavillas en X mediante la
extensién por cero. Sea M A-médulo finitamente generado, para un abierto

U como lo hemos estado tomando tenemos I'(U, M A) = N; por otro lado,
M ®0, Ox es la gavilla asociada a la pregavilla:

U~ F(U, M) ®F(U,OX) F(Uv7 Ox) =NQ®p B

y_por N = N ®@p B; por lo tanto podemos concluir el isomorfismo M2 =
M ®p, Ox. O

Corolario 2.10. Si X es un esquema noetheriano, Y un subesquema cerrado
yX = X la completacion de X a través de Y, entonces el funtor F — Fes
exacto de Ox-cMod en Ox-cMod. Mds ain si T es una gavilla de ideales en'Y
con T su completacion, entonces:

F/InF = F/I"F

para cada n y F = F Qo Ox.
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Demostracion. Sea 0 — F; — Fo — F3 — 0 una sucesion exacta en Ox-cMod,
asi, aplicando el funtor exacto I'(X, -) tenemos una sucesién exacta:

0—)M1—)M2—>M3—)0

en A-mod, donde M; = T'(X,F;). Como N N es exacto en A-mod entonces
tenemos la sucesién: R . R
0— My — My — M3 — 0;

luego, aplicando el funtor () tenemos la sucesién exacta en Ox-cMod:
0= (M) = (My) — (Ms) — 0

tal que (M;) = F;i. En efecto, por tenemos el isomorfismo M; = M; @4 A y
i

usando (M; ®4 Af%‘ M; @0y (.%A1)~7 y finalmente tenemos los isomorfismos:

M; ®ox (A) =M, Xox OSpec(A) = F; Rox @Spec(A) = ﬁz
El resto del corolario se sigue de la proposicién anterior. O

Definicién 2.11. Sea (X, Ox) un esquema formal noetheriano. Una gavilla de
ideales .# C Ox es llamada wun ideal de definicion para X si sop(Ox/%) =X
y el espacio anillado local (X,Ox/.#) es un esquema noetheriano.

Proposicién 2.12. Sea (X, O0x) un esquema formal noetheriano.

1. Si S, S5 son dos ideales de definicion entonces existen enteros m,n > 0
tales que 1 2 3", Fo O I

2. Existe un unico ideal mdzimo &, caracterizado por el hecho de que (X, Ox /%)
es un esquema reducido. En particular los ideales de definicion existen.

3. Si I es ideal de definicion, entonces S lo es para toda n > 0.

Demostracion. 1. Sean %, %5 dos ideales de definicién, entonces tenemos los
epimorfismos de gavillas de anillos f1 : Ox — Ox/ A v f2 : Ox = Ox/Hs.
Fijemos un punto P € X%, entonces el tallo de % en P, (%) p estd contenido en
el ideal maximo mp del anillo local Ox p. En efecto Ox p/(#2)p es el anillo local
de P en el esquema (X, Ox/#) y en particular, si éste tltimo es distinto de cero
se tiene la contencién (#)p C mp. Consideremos la gavilla de ideales f1(.%)
en el esquema (X, Ox/#1), para cada punto P, el tallo f1(#)p estd contenido
en el ideal méximo mp/(#1)p de su anillo local Ox p/(.#1)p. Entonces toda
seccién local de f1(#) es nilpotente. Para ver esto consideremos U abierto de
Xy s € f1(H)(U) una seccién local; sea P € Uy sp € f1(H)p Cmp/(H)p,
asi para cada n, s% € fi(#2)p Cmb/(A)p, luego

ﬂfl(jQ)?D < ﬂmyzé/(fl)yzé =0

la dltima igualdad debido a que el esquema (X, Ox/-#1) es noetheriano, entonces

existe alguna k > 0 para la cual s¥ — s’}% = 0 y por lo tanto la seccién s



CAPITULO 2. ESQUEMAS FORMALES 15

es nilpotente. Como toda seccién local de fi(#2) es nilpotente y el esquema
(%, Ox/.#1) es noetheriano, entonces f1(-#2) es nilpotente; entonces existe m > 0
tal que ¥ 2 #". Finalmente, por simetria tenemos que existe n > 0 tal que
Sy D I

2. Supongamos que el esquema (X, Ox/#) es reducido, de la prueba anterior
se tiene que f1(#) = 0, por lo tanto & D H; es decir, cualquier otro ideal
de definicién estd contenido en .#; y por lo tanto es el mdximo dentro de la
familia de ideales de definicién. Solamente debemos probar la existencia, la cual
es una cuestion local. Supongamos que X es la completaciéon de un esquema
noetheriano afin X a través de un subesquema cerrado Y = V(I) y pensemos
a Y con la estructura reducida inducida, usando tenemos .# = I® que es
ideal de Oy y también Ox/.# = (A/I) = Oy, entonces .# es ideal de definicién
tal que (X, Ox/.#) es reducido.

3. Sea .# un ideal de definicion y sea % el ideal de definicién maximo, entonces
existe un entero r > 0 tal que .# D &, por tanto .#™ DO Z'". Observemos que
3" es un ideal de definicién, lo cual podemos verificar localmente; pongamos
Sy = I”, usando la notacién de 2), por tenemos que

Ox/I5" = (A/1™)

y entonces (¥, Ox/.#J") es un esquema cuyo soporte es ¥ = X = X. Llamemos
a este esquema Y, si consideramos el correspondiente morfismo de gavillas
f 1 Ox — Oy, entonces (Y, Oy//f(F)) = (X,0x/5), que es noetheriano
por hipétesis y por tanto f(.#) es una gavilla coherente, luego f(#™) = f(F)™
también es coherente y por lo tanto (Y', Oy /f(I™)) = (X,0x/F™) es también
un esquema noetheriano. O

Proposicion 2.13. Sean X un esquema formal noetheriano, . un ideal de
definicion. Para cada n > 0 denotamos por Yy, al esquema (X,0x/5™).

1. Si § es una gavilla coherente de Ox-mddulos, entonces para cada n,
Fn=5/I"F
es una gavilla coherente de Oy, -mddulos y § = ]'&1]—"”.

2. Supongamos que para cada n tenemos un Oy, -modulo coherente F,, junto
con morfismos suprayectivos Ypm : Fm — Fpn para cada m > n que hacen
de (F,) un sistema inverso de gavillas. Supongamos también que para cada
m > n, ker(omn) = I"Fp. Entonces,

§=1lm7F,
es un Ox-mddulo coherente y para cada n se tiene F, 2§/ I"F.

Demostracion. 1. Como es una cuestion local, supongamos que X es un esquema
afin igual a la completacién de X = Spec(A) a través de Y = V(I) y pongamos
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§ = M® para algiin A-médulo finitamente generado, asi, de la prueba de 2)
tenemos que para cada n:

§/ 7" = (M/I"M),

por lo tanto F,, es coherente en Y,, = Spec(A/I") y § = @Fn.

2. De igual forma como es una cuestiéon local supongamos que X es un esquema
afin y usando la observacién también podemos suponer que A es I-adica-
mente completo; es decir, que A = Aesla completacién I-adica.

Para cada n consideremos M,, = I'(Y,, F,,), con esto (M,,) es un sistema inver-
so que satisface las hipétesis de 5), por tanto M = lim M,, es un A-mddulo
finitamente generado y para cada n, M,, 2 M/I"M, como § = @fn es justa-
mente M* entonces es un Ox-médulo coherente y més atin,

§/I7"F = (M/I"M)
como en 1); luego §//"F = F,,. O

Teorema 2.14. Sean A un anillo noetheriano, I un ideal y supongamos que A
es I-ddicamente completo. Sean X = Spec(A), Y =V (I), X = X, entonces los
funtores (-)2 : A-mod — Ox-cMod y T'(X,-) : Ox-cMod — A-mod son exactos
y nos dan una equivalencia categorica. En particular, todo Ox-mddulo coherente
es de la forma M* para algin A-mddulo M.

Demostracién. Sabemos que el funtor (-)2 : A-mod — Ox-cMod es exacto por
[2.9] Probemos que el funtor I'(X,-) es exacto en la categorfa de Ox-mddulos
coherentes. Sea

O—=31—=F2—33—0

una sucesion exacta de Ox-moédulos coherentes, para cada i = 1,2, 3, sea M; =
I'(X,3:), asit M; es un A-médulo finitamente generado, y tenemos la sucesién
exacta izquierda:

0— M, — My — M3,

sea R el conticleo del morfismo M, — M3, aplicando el funtor ()2 obtenemos
la sucesién exacta:

0— MP = M — MY — RA =0

en X; pero cada MiA =~ &, por tanto R® = 0y como R = (%, R”) entonces
R=0.

Veamos ahora que los funtores nos dan una equivalencia categérica. Si M es un
A-médulo finitamente generado entonces:

D(X, M) = lim M/I"M = M

y por 2), como A es completo entonces M = M.
Tomemos ahora § un Ox-médulo coherente y sea .# = I*, entonces de 1),
$= Liin]:n, donde para cadan > 0 F,, = §/-#"F, con esto el sistema inverso de
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gavillas (F,) satisface las hipStesis de 2) y de la prueba de éste, tenemos
que de hecho § = M% para algiin A-médulo finitamente generado. Luego, por
y usando que A es completo:

D(X,5) = im (Y, (M/I"M)) = lim M/I"M = M = M.

Esto prueba que T'(X,§) es un A-médulo finitamente generado y § = I'(X, §)2.
O

Corolario 2.15. Cualquier nicleo, conicleo o imagen de un morfismo de ga-
villas coherentes en esquemas formales noetherianos es, de nuevo coherente.

Demostracion. Como es una cuestion local se sigue del teorema anterior. O

2.3. El espectro formal de un anillo

Sea A un anillo noetheriano, I un ideal y consideremos al anillo A dotado
con la topologfa I-ddica, de esta manera se tiene que {I™},>1 forma un sistema
fundamental de vecindades alrededor del cero y ademaés esta topologia hace de
A un anillo topolégico Hausdorff y completo.

Definimos el espectro formal de A, al cual denotamos Spf(A) como el subcon-
junto del espectro de A formado por los ideales que son abiertos en la topologia
I-4dica.

Para cada n pongamos X,, = Spec(A,) donde A, = A/I"! con esta
notacion definimos:

OSpf(A) = @OXW,

Proposicién 2.16. (Spf(A), Ogprca)) es un esquema formal noetheriano.
Demostracion. Probaremos que (Spf(A), Ogprca)) = (X,Ox) donde X = X =

V(I) con I el ideal que nos da la topologia I-ddica en A.
Notemos que como conjuntos se tiene:

Spf(A) = {P € Spec(A) | P es abierto en la topologia I-adica }
= {P € Spec(A)|3n tal que I" C P}
={P € Spec(A)|I C P}
=V()
y 81 U es un abierto en Spf(A) entonces:

LU, Ospreay) = 1'&11‘(U7 Ox,) =T(U,Ox)
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Asi, en particular tenemos que:

T(Spf(A), Osyp(a)) = imT(Spf(A4), Ox,)
= IHA/I”
~A

como espacios topoldgicos y en fibras se tiene:

Ospra)e = lim  Af
fEA,f(x)#0

Proposiciéon 2.17. Sea A un anillo noetheriano con la topologia I-ddica y
consideremos su espectro formal (Spf(A), Ogps(a)). Para f € A definimos
D(f) = D(f) N Spf(A), entonces el espacio anillado (D(f), Osprcaylpis)) es
isomorfo al espectro formal afin Spf(Ay).

Demostracion. Sea f € A, consideremos la localizacion (A/I); = Ay/I;. Vea-
mos que podemos identificar canénicamente a los conjuntos Spf(Ays) y D(f).
Sea P € D(f) N Spf(A) esto sucede si y s6lo si P € (Spec(A) — V(f)) v
PeSpf(A) e P¢V(f)yP2I< f¢PyP DI Prc Spec(Af) y
P; D Iy, es decir Py € Spf(Ay).

Tomemos ahora un abierto U de Spf(A) tal que estd contenido en D(f), en-
tonces I'(U, Ox,,) = I'(U, Ogpec(ayrn+1y) se identifica con el médulo de seccio-
nes de la gavilla estructural de Spec(Ay/ I}LH) sobre U, por tanto si ponemos
Q) = Spf(Ay) entonces I'(U, Ogp,¢(4)) se identifica con el médulo de las secciones
LU, Osppay))- 0



Capitulo 3

SUBESQUEMAS CERRADOS DE ESQUEMAS FORMALES

En este capitulo definiremos y caracterizaremos los subesquemas cerrados
de esquemas formales, también veremos que la definicién de inmersién cerrada
juega un papel importante en los subesquemas cerrados y veremos que las pro-
piedades que uno espera que se cumplan para inmersiones cerradas en esquemas
formales, son, en efecto ciertas.

Proposicion 3.1. Sea X es un esquema formal noetheriano, entonces la gavi-
lla de anillos Ox es coherente y el ideal de definicion de X es un Ox-maodulo
coherente.

Demostracion. La prueba es local, entonces consideremos X = Spec(A), con A
un anillo noetheriano I-ddicamente completo y Y el subesquema cerrado V'(I), al
igual que en el ejemplo , basta tomar un abierto formal afin i; = @1 Ui n,
donde cada U, es un abierto afin en X, = Spec(A/I"™!) y considerar la
sucesiéon obvia con morfismos identidad restringidos. Para ver que es un Ox-
médulo coherente observamos que J = I y usamos el teorema m O

Proposicion 3.2. Sean X un esquema formal noetheriano y &/ un ideal cohe-
rente de Ox. Si ponemos ) = sop(Ox /), entonces el espacio topoldgico ani-
llado:

es un esquema formal noetheriano.

Demostracion. Tenemos &/ una gavilla coherente de ideales, entonces Ox /o
es una gavilla coherente, y por ser coherente su soporte sop(Ox /<) es cerrado
(1.14). Consideremos J ideal de definicién de X y pongamos:

X, = (X,0x/3")
entonces la gavilla de anillos Ox /.« es el limite inverso de las gavillas:
Ox /(o +3") = (0x/ o) ®o, (0x/T").
La gavilla (&7 + J"*1)/37*! es un Ox-médulo coherente porque I+ es cohe-

rente, y entonces (&7 4+ J"H1) /3" F! es también un Ox /I 1-médulo coherente.

19
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Sea Y,, es un subesquema cerrado de X,, definido por el ideal J"*!, entonces
concluimos que (9),0x/|y) es el esquema formal correspondiente al limite
inverso de los Y,,. O

Con esta proposicion hemos probado cémo son los subesquemas cerrados de
un esquema formal noetheriano y dado que son de la forma:

9, (Ox/4)|y)

con & un ideal coherente de Oz, diremos que este esquema es un subesquema
cerrado definido por <.

Notemos que la correspondencia que define esta asignacién entre ideales
coherentes de Ox y subesquemas cerrados de X es biyectiva.

3.1. Inmersiones cerradas

Definicién 3.3. Un morfismo f : 3 — X de esquemas formales noetherianos es
una inmersion cerrada si se factoriza como:

g J

33— QJ — >
donde g es un isomorfismo del esquema 3 en el subesquema cerrado ) y j es la
inclusién candnica.

Notemos que como j es un monomorfismo de espacios anillados, entonces g
v 2) son necesariamente Unicos.

Definicion 3.4. Sea f : X — 2) un morfismo de esquemas formales noetheria-
nos. Diremos que f es un morfismo ddico si existe un ideal de definicién 22~ de
9) tal que f# (%) = & es ideal de definicién de X.

Proposicion 3.5. Una inmersion cerrada es un morfismo de tipo finito.

La prueba de esta proposicién es un corolario del siguiente teorema que nos
da una caracterizaciéon de los morfismos de tipo finito en esquemas formales, la
prueba puede consultarse en [11] [pp. 439 (1.10.13.1)].

Teorema 3.6. Sean ) un esquema formal noetheriano, & ideal de definicion
de ) y f: X — 2 un morfismo de esquemas formales. Las siguientes condicio-
nes son equivalentes:

1. X es noetheriano, f es un morfismo ddico y si ponemos & = f# (K, el

morfismo fo: (X,0x/5) = (D,09/X) es de tipo finito.

2. X es noetheriano y es el limite inverso de un sistema inverso (X,,) tal que
el morfismo Xo — Yy es de tipo finito.

3. Todo punto de ) tiene una vecindad abierta formal afin V tal que tiene
la siguiente propiedad:
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(P) f~YV) es union de una familia finita de abiertos formales afines
{U;} tales que el anillo T'(U;, Ox) es topoldgicamente isomorfo a un
dlgebra de series formales restringidas en I'(V, Og) para un ideal ne-
cesariamente cerrado.

Lema 3.7. Sean f : ) — X un morfismo de esquemas formales noetherianos
y (Ua) una recubrimiento de f(2)) de abiertos formales afines de X tales que
f~Y(U,) son abiertos formales de ). Entonces f es una inmersién cerrada si
y sélo si f()) es un subconjunto cerrado de X y para cada «, la restriccion
fly=1.) corresponde a un morfismo suprayectivo:

Demostracion. Si f es una inmersién cerrada entonces f se factoriza como
D) fo3 oy
con f(9)) = 3 un subesquema cerrado que es de la forma:

(3,03) = (sop(Ox /), Ox/7)

para . una gavilla coherente de ideales. Entonces se tiene el epimorfismo de
gavillas j# : Ox — Ox/.# y por el diagrama anterior el morfismo f# inducido
en gavillas nos da un epimorfismo f# : Ox — f.(Og), lo cual implica (3.1).
Ahora, supongamos que f(2)) es un subconjunto cerrado de X y que para cada
« la restriccion f|g-1(y, ) corresponde a un morfismo suprayectivo

(U, Ox) —25 T(f1(U,), Oy)

Pongamos para cada o, L, = ker(f,). Definimos un ideal coherente o/ de Ox tal
que |y, = L§ y cero en el complemento de la unién de las U,,. En efecto, como
() es cerrado entonces sop(L5) = U, N £(2), por lo tanto basta probar que
L%y L? inducen la misma gavilla en un abierto formal afin V' C U,NUg. Si K es
el nticleo del morfismo suprayectivo I'(V, Ox) — T'(f~1(V), Og) correspondiente
a esta restriccién, entonces del teorema [2.14 se tiene que L4 y K coinciden en
V. Asi, considerando el ideal & se tiene que f = goj, con j : 3 — X la inclusién
candnica del subesquema cerrado 3 definido por el ideal &7 y g : 3 — 2) es un
isomorfismo de esquemas. O

Proposicion 3.8. 1. Sif:3—9, g: — X son inmersiones cerradas de
esquemas formales noetherianos, entonces go f es una inmersion cerrada.

2. Sean X, Q) y S esquemas formales noetherianos, f : X — & una inmersion
cerrada y g : Y — & un morfismo. Entonces el morfismo X xgY — 2 es
una inmersion cerrada.
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3. Sea & un esquema formal noetheriano y X', )’ dos G-esquemas forma-
les noetherianos tales que X' Xa Q) es noetheriano. Si X, %) son dos
G-esquemas formales noetherianos y f : X — X', g : Y — ' son &-
morfismos que son inmersiones cerradas, entonces f X g es una inmer-
sion cerrada.

Demostracion. En [I1] [pp.33, 0.1.3.9] se tiene un criterio para las pruebas de
morfismos que heredan propiedades, usando esto es suficiente probar 1 y 2.
Para probar 1, supongamos que ) es un subesquema cerrado de X definido
por un ideal coherente .# y 3 un subesquema cerrado de ) definido por un
ideal coherente JZ. Sea 1 : 2 — X el morfismo en los espacios topoldgi-
cos subyacentes, entonces la imagen directa 1,(#) es un ideal coherente de
. (Og) = Ox /S y por lo tanto un Ox-mddulo coherente. Si consideramos el
morfismo p : Ox — (Ox/F) /Y (H) y 1 = ker(p) que también es un ideal
coherente de Ox entonces tenemos que Ox /%] es isomorfo a 1, (Og /") y por
lo tanto 3 es isomorfo a un subesquema cerrado de X y esto prueba 1.

Para 2, tenemos la siguiente situacién:

}:XGE.DH%

b

Y ——7>—6

Para probar que el morfismo punteado es una inmersién cerrada, pongamos
S =S5pf(A), X=5Spf(B)yQ = Spf(C), con A un anillo noetheriano I-adico,
y como se tiene la inmersién cerrada f podemos poner B = A/J con J un
ideal de A y a C un A-dlgebra adica noetheriana. Por el lema anterior, basta
probar que C + (C ®4 B) es suprayectivo. En efecto, se tiene (C ®4 B) =
(C®a(A))) = C®a(A)J) = C/CJ,y por lo tanto se tiene una inmersién
cerrada. O

Corolario 3.9. Con las hipdtesis de [3.8,2; consideremos las proyecciones p :
XxgY X, q: X xgQY — 9, del producto fibrado:

AxeY > X
|
) S

Si F es un Ox-mddulo coherente se tiene un isomorfismo candnico de Og-
modulos:

g (f+(F)) = a.(p"(F)) (3-2)

Demostracion. Queremos definir un morfismo ¢*(f«(F)) — ¢.(p*(F)) que es

lo mismo que definir (f.(F) — g*(q*(p (F))) = f«(pi(p *(}'))) Pongamos u =
f«(p), donde p es el morfismo candénico F — p,(p*(F)). Pongamos a &, X y
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) como los espectros formales de anillos A, By C como en [3.82, y entonces
F = M* con M un A/J-médulo finitamente generado y como los lados de
(3.2) se identifican respectivamente con (C ®4 M)* y ((C/JC) @45 M)=,
basta notar que (C/JC)®4,; M = (C®4(A/J))®4,5 M, que se identifica con
C®a M. O

Corolario 3.10. Sean X un esquema noetheriano, Y un subesquema cerrado
de X, 7:Y — X la inclusion candnica, X' un subconjunto cerrado de X y
Y’ =Y NX'. Entonces j : Y|y — X|x/ es una inmersion cerrada, y para todo
Oy -mddulo coherente F se tiene j*(Fly:) = (j«(F))|x'-

3.2. Avances recientes acerca de esquemas formales

A pesar de que los esquemas formales fueron introducidos por Grothendieck
en [I1], como se desarrollaron en el presente trabajo, no ha sido sino hasta
los tdltimos anos que el estudio de éstos se ha intensificado. Algunos aspectos
categéricos de los esquemas formales han sido estudiados en [6], [I], [2] ¥ [5].
Propiedades de morfismos entre esquemas formales en [16], [3] y [4]. Por supues-
to aqui solamente se mencionan algunos de los articulos que hay al respecto.

Usando la idea de completaciones en [9] se introduce y estudia la nocién de
completacién de una categoria a través de una subcategoria usando categorias
trianguladas compactamente generadas, en particular se obtienen las completa-
ciones de esquemas noetherianos a través de subesquemas cerrados.

Finalmente, cabe mencionar que también existen contribuciones a la teoria
de esquemas formales restringiendo las hipdtesis que se piden originalmente, por
ejemplo en [15] se estudian esquemas formales noetherianos que no son adicos.
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