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1. INTRODUCCION

Los torneos en teoria de digraficas han sido punto de partida para diferen-
tes investigaciones. En el presente trabajo tendremos como objetivo estudiar
aquellos torneos cuyas flechas han recibido una coloracion, a medida que avan-
zamos en el trabajo, dicha coloracién se vuelve especial, pues utilizamos ya sea
un COPO ¢ una digrafica para colorear; ademds exhibiremos algunos de los
principales resultados sobre torneos linealmente coloreados asi como la exis-
tencia (en el torneo) de un conjunto de vértices que sea capaz de absorber a

los vértices que se encuentren fuera de él, via ciertas condiciones.

Si regresamos el reloj a un resultado dado por Camion en 1959 [6], que
quiza sea uno de los resultados més basicos sobre Torneos: Todo Torneo T,
contiene una trayectoria hamiltoniana. Esto nos ayudara a notar posteriomen-
te a que si las flechas de un torneo T estan coloreadas con un solo color,
existird un soélo vértice x en T tal que para cualquier otro vértice y#z en T
existe una trayectoria monocromatica de y a z (tomando z como el ultimo

vértice en la trayectoria hamiltoniana de T).

En el primer capitulo notamos que en 1982 [1]; Sands, Sauer y Woodrow
probaron que cada torneo 2-coloreado, tiene un vértice v tal que para cual-
quier otro vértice = del torneo hay una trayectoria dirigida monocromatica de

zr a v, diremos que una digrafica D es m — coloreada si las flechas de dicha
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digrafica estan coloreadas con m colores distintos o equivalentemente que D
estd linealmente coloreada con m colores distintos, ademas diremos que una
trayectoria es monocromatica si las flechas de la trayectoria estan coloreadas
con un solo color, como no todos los torneos 3-coloreados contienen un vértice
con la propiedad antes mencionada se plante6 lo siguiente: si T es un torneo
3-coloreado que no contiene a C3 (entenderemos a C3 como ciclo dirigido de
orden tres, 3-coloreado) 4T deberia tener un vértice v tal que para cualquier
otro vértice x de T, ewiste una trayectoria dirigida monocromdtica de x a v?
En 1986 [8], Shen Minggang prueba que si T es un torneo m-coloreado que
no contiene ningtn torneo de orden 3 tal que sus flechas esten coloreadas con
colores distintos entonces existe un vértice v tal que para cada z en T-{v}
hay una trayectoria monocromatica de v a z, es decir, Minggang nota que si
pedimos que T no contenga a T3, entenderemos a T3 como el torneo transitivo
de orden tres, 3-coloreado, o a C3 la respuesta seria positiva a la pregunta de
Sands, Sauer y Woodrow.

Mas ain En el 2003 la Dra. Hortensia Galeana y la Dra. Rocio Rojas [2] cons-
truyeron una familia de contraejemplos para responder la siguiente pregunta:
S T es un torneo 4-coloreado que mo contiene a Cs, entonces T tiene un
vértice v tal que para cualquier otro vértice x de T, existe una trayectoria di-
rigida monocromdtica? Probaron asi, que para cada n>6, existe un torneo T
de orden n, 4-coloreado, tal que satisface dos condiciones: 1) T no contiene a
C3 v 2) No existe ningin vértice v en T tal que para cualquier otro vértice
x de T, existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a v. Planteando
el siguiente teorema: Para cada n>0, existe un torneo 4-coloreado de orden n
que satisface las siguientes dos condiciones: 1) T no contiene a C3 y 2) No
existe ningun vértice v en T tal que para cualquier otro vértice x de T, existe

una trayectoria dirigida monocromadtica de T a v.
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En el segundo capitulo damos resultados de Sands y Linek (1994) [9] exten-
diendo los de Sands, Sauer y Woodrow en [1], ademds plantean 3 problemas.
El primero de los problemas que atun sigue abierto es el siguiente:

Problema 1 ;Para cada n>2, existird un entero positivo, f(n), tal que para
cada torneo cuyas flechas esten coloreadas con n colores contiene un conjunto
S de cardinalidad a lo mas f(n) vértices con la propiedad de que para cada
vértice v que no esté en S, hay una trayectoria monocromatica de v a un vérti-
ce de S7

En la extensién que dan Sands y Linek del resultado de Sands, Sauer y Woo-
drow, las flechas del torneo T estan coloreadas con los elementos de un con-
junto P parcialmente ordenado. A una trayectoria dirigida 7 = (vq,va, ..., vy)
la llamaremos mondtona si en P color(v;, vi41) <color(viy1,v;12) para cada i
€{1,2,...,n-2}.

Definimos el nimero de coloracion de un torneo, tc(P), de un COPO P como
el entero positivo méas pequeno, tal que para cualquier coloracion de las flechas
con los elementos de P de cualquier Torneo T, existe un conjunto S de a lo mas
tc(P) vértices de T con la propiedad de que existe una trayectoria mondtona
de cualquier vértice de T-S a un vértice de S, ademés, Sands y Linek caracteri-
zan a estos COPOS finitos con nimero de coloracion 1, de la siguiente forma:
Los siguientes enunciados son equivalentes para un COPO finito P:

(i) te(P)=1;

(ii) P no contiene un subconjunto isomorfo a:

Ic
abc
o000 ° eob e
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(iii) P es una suma lineal de anticadenas de 1 y 2 elementos.

En el capitulo 3 enlistamos y probamos una serie de resultados en los que
se trata de definir el nimero de coloracién de una digréfica:
Lema Si D es una digrafica reflexiva, la cual contiene una digréafica reflexi-
va, simétrica, completa H y tc(D) existe, entonces tc(D/H) existe, mas ain
te(D/H)<tc(D).
Corolario Supongamos que D es una digrafica reflexiva que contiene una
digrafica reflexiva, simétrica, completa H tal que no hay flechas de D entre
vértices de H y vértices que no estédn en H, entonces, tc(D) existe si y sélo si
te(D/H) existe y en su caso tc(D)=te(D/H).
Corolario Si D es una digrafica completa, reflexiva y simétrica, entonces
te(D)=1.
Lema Si H es una subdigréfica generadora reflexiva de una digrafica D tal que
te(H) existe, entonces te(D) existe y te(D)<tc(H).
Corolario Si D es reflexiva en dos vértices entonces tc¢(D)=1.
Lema Si H es una subgréfica reflexiva e inducida de una digréfica reflexiva D
tal que tc(D) existe, entonces tc(H) existe y te(H)<te(D).
Teorema Sea D una digrafica reflexiva en 3 vértices:
1) S D contiene un 2-ciclo entonces te(D)=1.
2)Si D no contiene un 2-ciclo pero D contiene un vértice de ingrado 2 o exgrado

2, entonces tc(D)=1.

En el capitulo 3 se revisa lo que Reid en el afio 2000 en [4] discute; como
algunos resultados obtenidos en 1994 por Linek y Sands en [10], por ejemplo:
si D es la digrafica de anticadena de dos elementos (es decir, D es reflexiva,

disconexa con dos vértices) entonces tc(D)=1. Hasta ahora no se sabe que si
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tc(D) existe cuando D es la digrafica de la anticadena de 3 o més elementos.
Mas adelante se discutiran algunos resultados concernientes a dichas ideas y
también se investigard acerca de tc(D) para digréficas reflexivas con tres vérti-

ces.

En el capitulo notamos algunas observaciones dadas por Arpin y Linek en
el 2004, donde tratan de hallar una manera de unificar resultados mencionados
anteriormente. Nos introducen a los %; con i={1,2,3} y dan resultador no solo
para torneos sino para digraficas en general como el hecho de tomar cualquier
digréfica (ya no solo un torneo) y con sus vértices colorear las flechas de una

multidigrafica.



2. DEFINICIONES

Con el fin de que se familiarice con el lenguaje del presente trabajo, intro-

duciré algunas definiciones.

Definicién 0.1 Una grdfica G es un par ordenado (V(G),A(G)) donde
V(G) es un conjunto finito no vacio de elementos, llamados los vértices de G
vy A(G) es un subconjunto del conjunto de pares de elementos de V(G), a los

elementos de A(G) los llamaremos las aristas de G.

Definicién 0.1.1 Sea G una gréifica, sean z y y € V(G), si tenemos una
arista entre ellos, es decir (z,y) in A(G), entonces diremos que x y y 6 y y =

son veértices adyacentes.

Definicién 1.1 Una digrdfica D es un par ordenado (V(D),A(D)) donde
V(D) es un conjunto finito no vacio de elementos, llamados los vértices de D
y A(D) es un subconjunto del conjunto de pares ordenados de distintos ele-
mentos de V(D), a los elementos de A(D) los llamaremos las flechas de D. A

continuaciéon mostramos algunos ejemplos de digraficas.
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Dli x4

DO: V> .'U4_ Xy
! L
V3 X4 X3
DZ: Z1.=IZZ ZI:I4 Ze
Z3  zg Z7
Definicién 1.1.1 Sea D una digréfica, sean x y y € V(D), si tenemos una
flecha que los une,digamos (x,y) € A(D) entonces diremos que z y y 6y y «

son vértices adyacentes, ademads la flecha de x hacia y la denotaremos (x,y), el

vértice inical de la flecha es z, mientras que el vértice final es .

Definicién 1.1.2 Sea D una digréfica, sea x € V(D), el ingrado de x es el

numero de flechas que tienen a x como su vértice final.

Definicién 1.1.3 Sea D una digrafica, sea x € V(D), el exgrado de z es el

numero de flechas que tienen a x como su vértice inicial.

Definicién 1.1.4 Sea D una digrafica. Una subdigrdfica D* de D es un par
ordenado (V*(D*),A*(D*)) donde V*(D*)CV(D) y A*(D*)CA(D).

Definicién 1.2 Sea D una digrafica. La grdfica subyacente de D, G(D), es
un par ordenado (V(G(D)), A(G(D))) tal que V(G(D))=V(D) y A(G(D)) es
un conjunto de pares no ordenados de distintos elementos de V(G(D)), llama-
dos las aristas de G(D), tal que [u;,u;] € A(G(D)) si (u;,u;) € A(D) 6 (uy,u;)
€ A(D).

A continuacion mostramos las gréaficas suyacentes de las digraficas mostradas
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como ejemplos en la Definiciéon 1.1.

Go 2 g+ G1ix, x5
V1
x
V3 X4 3
Gy: z
2 Zq 2 Zg
Z3 Zsg Y4/

Definicién 1.3 Sea D=(V(D), A(D)) una digréfica. Si (x,y) € A(D), en-
tonces diremos que x domina a y lo denotaremos: x — y de ser necesario.

Consideremos los ejemplos de digréaficas dados en la Definicion 1.1

DO' V) .174_ Dl' X1 X3
41
X
V3 Xa 3
D2! Zy
Z Zy Zg
Z3 2z zZ

En Dgy: v; domina a vy, v9 domina a v3
En D;: 1 domina a x5 y a x4, v4 domina a xs, x5 domina a x3 y x3 domina a
Ty
En Ds: z; domina a z5, 29 domina a 21 y a 23, 25 domina a z4, 24 domina a zg,
zg domina a 27 y z; domina a zs.

Definicién 1.4 Un torneo T es una digréafica en la que cada par de vértices

estan conectados por exactamente una flecha.
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A continuacién damos algunos ejemplos de digraficas que son torneos.

To: Tq: Xs
V1 vy
X1 Xy
U3
. X X
TZ ‘g v, 4 3
T3Z
*—e
zy Z2
V4 U3

Definicién 1.5 Sea T un torneo, diremos que T es un torneo transitivo si
para cualesquiera 3 vértices de T, vy, vy, v3, se cumple que: {(vy,v2), (ve,v3)}
C A(T) tales que (vy,v3) € A(T).

A continuacién se muestras algunos torneos transitivos.

v
PR /] . 1
TO . 1 Tl . Vo
v
v Vs
v3
4
TZ .
L5t )
V3 Vq Vs

Definicién 1.6 Sea D una digrafica. Un camino en D es una sucesién de
vértices C=(uo, ..., u,) tal que cada wu; es adyacente a u; 11 en D, 0<i<n-1.
Supongamos que up=u y u,=v, entonces diremos que C es un uv-camino. El

camino C sera llamado camino cerrado si ug=u,,.
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Consideremos los ejemplos de las digraficas de la definicién 1.1, algunos
ejemplos de caminos son: a;=(vy, v2, v3) es una camino en Dy, ae=(x1, 2, T3,

x4, T2) es un camino en Dy y alphaz=(z1, 22, 21, 22, 23, Z2) €8 un camino en Ds.

Definicién 1.7 Sea D una digrafica. Un camino dirigido en D es una su-
cesion de vértices C=(uo, ..., u,) tal que hay una flecha de u; hacia u;,, para

todo i con 0 < i < n-1. El camino C serd un camino dirigido cerrado si ug=1u,.

Consideremos los ejemplos de las digraficas de la definicion 1.1, algunos
ejemplos de caminos son: en la digrafica Dy a;=(vq, v2, v3) es un camino
dirigido, en Dy as=(x1, xa, T3, T4, T3) es un camino dirigido y en Dy ag=(z1,
29, 21, Z2) €s un camino dirigio.

Definicién 1.8 Sea D una digrafica. Un paseo en D es un camino en el

cual no se repiten flechas.

Definicién 1.9 Sea D una digréafica. Un paseo dirigido en D es una camino

dirigido en el cual no se repiten flechas.

Definicién 1.10 Sea D una digréfica. Un ciclo en D es un camino cerrado

C=(ug, ..., Un_1, up) tal que u; # u; siempre que i # j.

Definicién 1.11 Sea D una digrafica. Un ciclo dirigido en D es un camino

dirigido cerrado C=(uy, ..., u,_1, ug) tal que w; # u; siempre que i # j.

Definicién 1.12 Sea D una digrafica. Una trayectoria en D es un camino

en el cual no se repiten vértices.
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Definicién 1.13 Sea D una digrafica. Una trayectoria dirigida en D es un

camino dirigido en el cual no se repiten vértices.

Definicién 1.14 Sea C'=(uy, ..., u,) un camino dirigido. Definimos a la

longitud de C' como el nimero n.

Definiciéon 1.15 Sea D una digrafica. Una digrdfica simétrica es una
digrafica en la cual para cada par de vértices u, v en V(D) tales que (u,v)
€ A(D) se tiene que (v,u) € A(D). Diremos que una flecha entre dos vértices

u 'y v es simétrica si (u,v) € A(D) siy sélo si (v,u) € A(D).

Definicién 1.16 Sea D una digréfica. Diremos que D es una digrdfica com-
pleta si para cada par de vértices u, v de V(D) tenemos que (u,v) € A(D) y
(v,u) € A(D).

Definicién 1.17 Sea D=(V(D), A(D)) una digrafica. Diremos que H=(V(H),
A(H)) es una subdigrdfica generadora de D si V(D)=V(H) y A(D)CA(H).

Definicién 1.18 Sea D=(V (D), A(D)) una digrafica. H es una subdigrdfica
inducida de D si H es una subdigrafica de D tal que (u,v) € A(H) siempre que
(u,v) € A(D).

Definicién 1.19 Sea D=(V(D), A(D)) una digrafica. Diremos que D es

una digrdfica reflexiva si para todo vértice = € V(D) se tiene que (z,z) € A(D).

Definicién 1.20 Sean D=(V (D), A(D)) y C=(V(C), A(C)). Definimos el
producto lexicogrdfico de D con C como la digréfica D[C] donde V(D[C])=
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V(D)xV(C), (z,y)~(z',y) si y solo si z es adyacente a 2’ en D 0 x=2" e y es

adyacente a ¢’ en C.

2.0.1. Definiciones sobre digraficas m-coloreadas

Ahora abordaremos definiciones sobre digraficas m-coloreadas que nos ser-

viran durante el dasarrollo del presente trabajo.

Definicién 1.21 Sea D una digréafica, diremos que D es una digrafica m-

coloreada si D estd coloreada con m colores.

Definicién 1.22 Sea D una digrafica, sea 7 una trayectoria dirigida en D,
diremos que 7 es una trayectoria dirigida monocromdtica si es una trayectoria

dirigida coloreada con un solo color.

Definicién 1.23 Un torneo T es m-coloreado si las flechas de T estdn co-
loreadas con m colores.

A continuaciéon damos una coloracion para torneo.

T0:
51 1 %)
1
2
U3
TZ: vy 2 .o V2
1 ' 1 T3 1
A. DA
Vg4 3 v3

Aqui T} es un torneo 2-coloreado, T} es un torneo 2-coloreado, T5 es un torneo
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4-coloreado, T3 es un torneo 1-coloreado. Denotaremos como T3 al torneo tran-

sitivo de orden tres 3-coloreado y Cj al ciclo dirigido de orden tres, 3-coloreado.

A partir de este punto las trayectorias monocromaticas, las entenderemos

como trayectorias dirigidas monocromaticas a menos que se diga lo contrario.

Como parte final de la seccion de definiciones, vamos mencionar algunos
puntos de la teoria de relaciones que se pueden ver desde el punto de vista de

la teoria de digraficas.

2.0.2. Relaciones

Para una digréfica D=(V(D),A(D)), el conjunto de flechas A(D), es tam-
bién una relacion sobre V(D), y escribiremos zAy siempre que (z,y) € A(D).
Para esta relacién A sobre V consideraremos cuatro axiomas:
i)xAz para todo z € V(D). (Reflexividad)
ii.i)zAy y yAz implica que 2=y para todo x,y € V(D).(Antisimetria)
ii.ii)x Ay implica que yAz para todo x,y € V(D). (Simetria)
iii)zAy y yAz implica Az para todo z,y,z € V(D). (Transitividad)

Un cuasi orden A, satisface i) y iii) y A es un orden parcial si ademds
satisface ii.i). Un Orden Parcial A se dice que es un Orden Total si para cada
r#y exactamente pasa uno de los dos: Ay 6 yAx. Si A es un orden parcial o
cuasi orden entonces xAy se escribe como z<y 6 y>z, y <y significa que x>y
pero x#y. Podemos observar algunas definiciones en digraficas pero pensando
en relaciones sobre conjuntos; por ejemplo, un conjunto independiente en un

orden parcial o en un cuasi orden es una Anticadena, la cual se ha definido en
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capitulos anteriores. Si < es un orden parcial sobre V(D) entonces un elemen-
to x € V(D) es un maximal si no existe y € V(D) tal que 23y, © € V(D) es
un minimal si no existe y € V(D) tal que ySz. Una relacién de equivalencia

satisface: 1), ii.ii) y iii).

Un cuasi orden, < sobre V(D) da paso a una relacién de equivalencia de
manera natural, y subsecuentemente existen dos maneras de asociar un orden
parcial a un cuasi orden dado. Sea xAy, esto significa que z<y y y<z, entonces
A es una relacién de equivalencia en V(D), y la clase de equivalencia de z mdédu-
lo A es [x|a={y € V(D): xzAy}. Definamos el Cociente de V mddulo A como
V/R={ [x]a: x € V(D)}. Si definimos [x]4 < [y]4 siempre que =<y entonces <

es un orden parcial sobre V/A, el Cociente del orden parcial del cuasi orden <.



3. TORNEOS M-COLOREADOS LINEALMENTE.

En este primer capitulo abordaremos de los primeros acercamientos y resul-
tados en torneos linealmente coloreados (con colores sin ninguna restriccién).
En 1982, Sands, Sauer y Woodrow probaron en [1] que cada torneo 2-coloreado
tiene un vértice v tal que para cualquier otro vértice x del torneo hay una tra-
yectoria dirigida monocromatica de z a v. Como no todo torneo 3-coloreado
T contiene un vértice v tal que para cualquier otro vértice x de T existe una
trayectoria monocromatica de = a v, entonces Sands, Sauer y Woodrow plan-
tearon el siguiente problema:

Sea T un torneo 3-coloreado que no contiene a C3 ;T deberia tener un vértice
v tal que para cualquier otro vértice x de T, existe una trayectoria dirigida

monocromdtica de x a v?
Observemos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 1 La siguiente digrafica 3-coloreada, no contiene a Cj3 y existe un

vértice v tal que para cualquier otro x existe una trayectoria monocromatica

de z hacia v.
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Obsérvese que el vértice v, satisface que para cualquier otro vértice x de T
hay una trayectoria monocromatica dirigida de x hacia vy.

En 1986, Shen Minggang prueba en [8] que si T es un torneo m-coloreado
que no contiene a T3 ni a (3, entonces existe un vértice v tal que para cada
z en T-{v} hay una trayectoria monocromatica de z hacia v. Con esto Shen
Minggang da una respuesta positiva a la pregunta de Sands, Sauer y Woodrow

bajo ciertas condiciones.

Asi obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 1.1 Sea T un torneo m-coloreado que no contiene a C3, ni a
T3, entonces hay un vértice v € V(T) tal que para cualquier otro vértice z €

V(T)-{v} hay una trayectoria monocromatica de z hacia wv.

Demostracion.
Procederemos por induccion sobre la cardinalidad de los vértices del torneo.

1) Para n=1 y n=2 es claro.
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2) Hipo6tesis de induccién: Sea T’ un torneo m-coloreado de orden menor que
n tal que no contiene a C3 ni a T3, entonces hay un vértice v € V(T7) tal que
para cualquier otro vértice € V(T’)-{v} hay una trayectoria monocromatica

de z hacia v.

3) Por hipétesis de induccién por cada vértice v en T existe un vértice f(v)
en T tal que para cada vértice z de T-{v} hay una trayectoria monocromaética
de z hacia f(v).

Consideremos 3 casos sobre f(v) y v:

Caso 1) Si existe una trayectoria dirigida monocromética de v a f(v).

Por hipétesis f(v) tiene la propiedad de que para cada vértice z de T-{v}
existe una trayectoria dirigida monocromatica de z a f(v) y como existe una
trayectoria dirigida monocromatica de v hacia f(v), entonces para todo x €
V(T)-{v} existe una trayectoria monocromdtica de x a v y la afirmacién queda
demostrada.

Caso 2) Si f(u)=f(v) para algin uwv.

Notemos que por hipédtesis de induccién f(u) tiene la propiedad de que para
cada vértice z de T-{u} existe una trayectoria dirigida monocromética de z
a f(u), en particular existe una trayectoria dirigida monocromética de v a
f(u), pero f(u)=f(v) entonces también existe una trayectoria dirigida mono-
cromética de v a f(v) y por el Caso 1) se sigue la afirmacién.

Caso 3) Si f(u)#f(v) siempre que u##v y no existe una trayectoria dirigida
monocromatica de v a f(v).

Notemos que f es inyectiva pues f(u)#f(v) siempre que u#v, ademds el con-
junto de vértices es un conjunto finito por lo que f es una funcién inyectiva
de un conjunto finito en si mismo, por lo tanto, f es una biyeccién. Es decir,

f es una permutacion.
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Afirmacion. Se pueden reetiquetar los vértices de T de la siguiente ma-
nera f(v;)=v;41 y de esta forma, estos se parten en ciclos (con respecto a la
permutacion f) 1 = (v1, 02, -, Uny )y Y2 = (Vnga1s Ungt2s s Ung ) 5--

donde f(v1) =va, ooy f(ny) =01, f(Vn41) = Unya2 5 oo f(Uny) = Upya1

Demostracion de la afirmacidn.

fw)=v,
fs(Vl) =v7

fZ(Vl) =7V3

f3(V1) = Vs fS(Ul) = Vs
fw) = vs

Notemos que no existe trayectoria monocromatica de vy a f(v1) en particular
no existe flecha de vy a f(vy), pero como T es un torneo, entonces entre cada par
de vértices existe exactamente una flecha por lo que (f(v1),v1) € A(T). Ahora
observemos a f(v;), sabemos de igual forma que no existe flecha de f(v;) a
f(f(v1))=f*(v1)=v3 por lo que (f(v3), f(v1)) € A(T). Observemos de igual
manera a f2(vy)=f(v3), de forma andloga a los anteriores (f(f(vs)), f(v3)) €
A(T). Asi, siguiendo el proceso anterior y como la grafica es finita v;=f(f*(v1))
para algtin 7>1 y como no existe trayectoria de f(v;) a v;=f(f*(v;)) entonces
(f(f(v1)), fi(v1)) € A(T) pues T es torneo.

Sea v1 = (v, f'(v1), f" (v1).oy f(v1),01). Si [V(71)|=|V(T)| entonces la afir-
macién queda demostrada. Si |[V(v;)| < |V(T)|, entonces sea wy € V(T)-V (7).
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Sabemos que no existe una trayectoria monocromética de wy a f(w;) y en par-
ticular (wy, f(w;)) no pertenece a A(T), entonces (f(w;), wy) € A(T), notemos
que f(w;) no pertenece V() pues si f(wy) € V(m), f2(v1)=f(w;) pero f es
biyeccién y en particular es inyectiva, entonces f/~!(v;)=w; lo cual es una
contradiccién pues wy € V(T)-V(71). De esta manera hemos formado un ciclo
que inicia en wy ajeno a ;. Si |V(71)|+|V(y2)|=|V(T)| hemos terminado si no,

continuamos formando ciclos y el procedimiento termina pues V(T) es finito.

Afirmacion. Existe un solo ciclo.

Demostracion de la afirmacion.

Supongamos que hay mas de un ciclo.

Por hipotesis de induccion sabemos que para un torneo de orden menor que
n se tiene que existe x en T tal que para cualquier otro vértice v de T existe
una trayectoria monocromatica de v a x; podemos pues, aplicar la hipdtesis
de induccién a un ciclo, sin pérdida de generalidad se lo aplicamos al ciclo ;.
Ahora observemos a f*(v;) en 4, vértice distinguido tal que para todo vértice
x € V(71)-{ f*(v1) } existe una trayectoria monocromdtica de = a f*(v;), en
particular existe una trayectoria monocromatica de f*~1(v;) a f*(v1) lo cual
no puede ser por la construccién del ciclo pues no hay trayectoria de v a f(v),

por lo tanto existe exactamente un ciclo.

Sea v = (v1, Vg, ..., Uy, ) €l ciclo en T. Como no hay una trayectoria mono-
cromatica de v; hacia v;; 1 por la construccion del ciclo, esto implica que hay fle-
chas (vq,v1), (v3,v2), ...y (U, Vn_1), (v1,v,) y digamos que dichas flechas estan
coloreadas con colores aq, as, ..., a, respectivamente. Si a; = ay = ... = a,, en-

tonces v, puede alcanzar a v; mediante la siguiente trayectoria monocromatica
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p = (Vn,Up_1, ..., V2, v1) con color ay, lo cual contradice nuestra suposicién que
no hay trayectorias monocromaticas de v, hacia v;, entonces, aq,as, ..., G,_1
no pueden ser todos iguales. Deben existir ay y as_; distintos. Sin pérdida de
generalidad supongamos que as_1 = 1y as = 2. Existe un color b de tal manera
que existe una trayectoria monocromatica de vs_; a vsy;. Notemos ahora que
b#1 pues si b=1, entonces existe una trayectoria monocromaética de vy a vsy1,
lo cual es una contradiccién, ademds, b#2 pues si b=2, entonces existe una
trayectoria monocromatica de v,_; a v, lo cual también es una contradiccion,
entonces b=3. Tomemos ahora 7 = (u1, ug, ..., u;) la trayectoria monocromatica

mas corta de vs_1 a vy con color 3, aqui u; = vVs_1 ¥ Uy = Vsyy.
Vs

@
(1)

>@-c>E . @-O>@—®
us

u u
1 U U3 Ur—q t

Consideremos el color de la flecha que conecta a v, con us:

Caso 1) Si la flecha va de uy hacia vs. Notemos que la flecha no puede ser de
color 3 pues habria una trayectoria monocromatica de color 3 de vs_1 a v, lo
cual es una contradiccién. Notemos también que la flecha no puede ser de color
2 pues de lo contrario tendriamos a C'3 y también seria una contradiccion.
Caso 2) Si la flecha va de vs hacia uy. Notemos que la flecha no puede ser de
color 3 pues tendriamos una trayectoria monocromatica de vs hacia vs1 lo
cual es una contradiccién. Notemos ademas que no puede ser de color 2 pues
de lo contrario tendriamos a 75 en T, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto que dicha flecha que conecta a v, con us tiene que ser de color 1.
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Uq

Consideremos ahora el color de la flecha que conecta a vs con ug de manera
analoga a los casos de la flecha anterior, notemos que no puede ser de color
3 pues habria una trayectoria monocromatica de color 3 de v,_1 a vs lo cual
es una contradiccién. Ademas observemos que no puede ser de color 2 pues si
(vs,uz) € A(T) entonces tendriamos a T3 en T lo cual es una contradiccién y
si (us,vs) € A(T) entonces tendriamos a Cj y también tendriamos una contra-
diccién; por lo que dicha flecha tiene que ser de color 1 en T. Podemos seguir
con este proceso, afirmando que toda flecha que entre vy y u; con, 1<i<t-1
es de color 1. Finalmente notemos que si (vs,u;—1) € A(T) entonces (vs, us_1,
ug, vs) es un ciclo de orden tres, 3-coloreado lo cual es una contradiccién a
la hipdtesis, ahora bien, si (u;_1,v5) € A(T) entonces (v, us_1, U, vs) €8 un
torneo de orden tres 3 coloreado lo cual también es una contradiccion a la

hipétesis. Asi el teorema queda demostrado. B

Una vez demostrado lo anterior podemos notar el siguiente corolario:

Corolario 1.1 Supongamos que T, Hy, H»,... , H, son torneos m-coloreados
que no contienen a C3 ni a T3, donde V(T)={ uy, us, ... ,u, }. Sea T’ un torneo
formado de la siguiente manera: reemplazamos cada u; con H; y dejamos que
las flechas entre H; y H; sean del mismo color que la flecha entre u; y u; pero

con direcciones arbitrarias, esto implicara que T’ contiene un vértice v tal que
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para cualquier otro vértice x de T’ existe una trayectoria monocromatica de x
a .

Demostracion.

Notemos que para cualesquiera tres vértices v, vy y v, en T7 el ciclo con 3
vértices que se pudiese formar entre ellos no es 3-coloreado pues:

Caso 1) Supongamos que v;, vx y v, se encuentran en H; para algin i €
{1,2,...,n}, como H; es un torneo m-coloreado que no contienen a C3 ni a T3,
entonces el tridngulo formado por v;, v; y v; no puede ser C3 ni T5.

Caso 2) Sin pérdida de generalidad, supongamos que v; se encuentra en H; y
Uk, v estdn en Hy para algun i, t € {1,2,...,n} y t#i. Notemos que la flecha
entre v; y v, esté coloreada del mismo color que la flecha entre v; y v; entonces
el tridngulo formado por v;, v y v; tiene al menos dos flechas del mismo color
por lo que no es ni C3 ni T5.

Caso 3) Supongamos que v;, vg, v; estan en H;, H, y H;, notemos que el
triangulo formado por estos tres vértices no es Cs, ni T3 pues en caso contrario
esto implicaria que T (el torneo original) es un torneo m-coloreado que con-
tiene a C5 y a T3 lo cual es una contradiccion.

De esta forma por el Teorema 1.2 el resultado se obtiene. l

En un resultado mas reciente, en 2003 la Dra. Hortensia Galeana y la Dra.
Rocio Rojas en [2] probaron que para cada n>6, existe un torneo T de orden
n, 4-coloreado, tal que satisface dos condiciones: 1) T no contiene a C3 y 2) No
existe ningin vértice v en T tal que para cualquier otro vértice x de T, existe
una trayectoria dirigida monocromatica de x a v. Construyeron una familia
de contraejemplos para responder la siguiente pregunta: ;Si T es un torneo
4-coloreado que no contiene a (3, entonces T contiene un vértice v tal que

para cualquier otro vértice x de T, existe una zv-trayectoria dirigida mono-
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cromatica? Planteando el siguiente teorema:

Teorema 1.2Para cada n>6, existe un torneo 4-coloreado de orden n que
satisface las siguientes dos condiciones: 1) T no contiene a C3 y 2) No existe
ningun vértice v en T tal que para cualquier otro vértice x de T, existe una

trayectoria dirigida monocromdtica de x a v.

Demostracion.
Para n=6, notemos que el siguiente torneo T, 4-coloreado, no contiene un
ciclo de longitud 3 que sea 3-coloreado y no contiene un vértice v, tal que para

cualquier otro vértice x en T exista una trayectoria monocromatica de = a v.

21

Ve

De hecho notemos que v;11 no puede alcanzar a v; via trayectorias mono-
cromaticas, donde la notacién es tomada médulo 6, con i={1,2,...,6}. Por
ejemplo, las trayectorias de vy hacia vy son: ay={ vg,03,04,V5,01 }, aa={ v2,03,05,-
Vg,U1 }7 &3:{ V2,V3,V4,U5,V6,U1 }, (14:{ V2,V3,VU4,Vg,U1 }, 055:{ V2,V4,V6,U1 }, Qg=—
{ va,v4,05,01 }, ar={ va,v5,06,01 }, ag={ va,v5,0; } de las cuales ninguna es tra-
yectoria monocromatica. Podemos construir torneos mas grandes 4-coloreados
con las mismas propiedades que el torneo construido anteriormente. Simple-

mente anadiendo un vértice a T y conectando dicho vértice a todos los vértices
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anteriores y coloreando las flechas de color 1. H

Por otro lado observemos que es importante pedir en las hipotesis del teo-
rema 1.2 que el torneo no contenga a 73, ni a C3. Si solamente pedimos que
T no contenga a C5 en el teorema, el resultado no seria cierto, pues notemos

por ejemplo el siguiente torneo, llamémoslo Gf:

)

Notemos que G5 es 5-coloreado, de orden 5, no contiene a C3 y contiene a
T35, sin embargo no existe vértice v tal que para cualquier otro vértice  de Gj
hay una trayectoria monocromatica de z a v. Se pueden construir contraejem-
plos mas grandes con m=>5 anadiendo un vértice a G5, conectando el nuevo
vértice con flechas de color 1 a todos los vértices anteriores.

De igual forma si solamente pedimos que T no contenga a T3 el resultado no
se tendria. Por ejemplo: Sea D,, el torneo 4-coloreado con vértices vy,vs,...,U,
tal que las flechas (vy, v2), (ve,v3) v (vs,v1) estdn coloreadas de color 1, 2y 3
respectivamente y todas las demas flechas estan coloreadas de color 4 y diri-

gidas (v;, v;) si i>7.

Afirmaciéon. D, es un torneo 4-coloreado, no contiene a T3 y contiene a

(3 pero no contiene ningun vértice v tal que para cualquier otro vértice x haya
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una trayectoria monocromatica de x a v.
Demostracién de la afirmacion.
A D, lo podemos ver de la siguiente manera, separando los vértices de D,-Cj

y Cs:

U2

U3

4 (@ (4

Notemos que el vértice distinguido, es decir el que absorbe, digamos v, no
puede ser vy, v9 0 v3, pues si v=vy, entonces tendria que haber una trayectoria
monocromatica de cualquier otro vértice de D,, hacia v{, notemos que no hay
trayectoria monocromaética de vy a v.

Si v=ws,, entonces tendria que haber una trayectoria monocromatica de cual-
quier otro vértice de D, hacia vy, notemos que no hay trayectoria mono-
cromatica de v a vs.

Si v=v3 entonces tendria que haber una trayectoria monocromatica de cual-
quier otro vértice de D, hacia vs, notemos que no hay trayectoria mono-
cromatica de v; a vs.

Notemos ahora que v; € D,,-C3 no puede ser el vértice distinguido v, pues no
hay flechas que vayan de C5 a D,,-C's entonces no hay trayectorias dirigidas de

los vértices de (5 a los vértices de D,,-C}.



3. Torneos m-coloreados linealmente.

12




4. TORNEOS COLOREADOS CON COPOS.

Tratando de extender a los torneos linealmente coloreados, en este segundo
capitulo tocaremos a los torneos coloreados linealmente por conjuntos parcial-
mente ordenados, introduciremos el nimero de coloraciéon del torneo y daremos
una caracterizacién para cuando éste es uno, tc(P)=L.

En 1994, Sands y Linek en [10] dieron una extensién del resultado de Sands,
Sauer y Woodrow en [1], ademds plantean 3 problemas, el primero de ellos,
que aun sigue abierto, no es de su autoria, en realidad fue planteado por Paul
Erdés sin embargo la primera vez que se publicé (impreso) fue en [1].
Problema 1 ;Para cada n>2, existird un entero positivo, f(n), tal que para
cada torneo cuyas flechas esten coloreadas con n colores contiene un conjunto
S de vértices de cardinalidad a lo mas f(n) con la propiedad de que para cada
vértice v que no esté en S hay una trayectoria monocromatica de v hacia un
vértice de S7

En la extension que dan Sands y Linek del resultado de Sands, Sauer y Wood-
row, las flechas del torneo T estan coloreadas con los elementos de un conjunto
P parcialmente ordenado (6 COPO por sus siglas). A continuacién vamos a
recordad la definicion de un COPO.

Sea R una relacién binaria sobre un conjunto P, diremos que (P,R) es un con-
junto parcialmente ordenado si R que cumple las siguientes tres propiedades:
i)z Rz para todo x € P. (Reflexividad)

i)z Ry y yRx implica que z=y para todo x,y € P.(Antisimetria)
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iii)rRy y yRz implica xRz para todo x,y,z € P. (Transitividad)

A una trayectoria dirigida 7 = (v, vs,...,v,) la llamaremos mondtona si
color(v;, v41) <color(viy1,vi42) bajo el orden parcial sobre P, para cada i €
{1,2,...,n —2}. Notemos que las trayectorias monocromaticas son monétonas
y coinciden cuando P es una anticadena, recordando que una anticadena, A,
se define en un COPO P y es un subconjunto de P, ACP, tal que cada par de
miembros de A son incomparables con relacién al orden sobre de P, es decir,
para cualesquiera x, y en A, se tiene que ni z<y ni y<u.

Definamos ahora el nimero de coloracién de un torneo, tc(P), de un COPO
P como el entero positivo mas pequeno, tal que para cualquier coloracién de
las flechas con los elementos de P de cualquier torneo T, existe un conjunto S
de a lo més tc(P) vértices de T con la propiedad de que existe una trayectoria
mondtona de cualquier vértice de T-S a un vértice de S. Retomando [1] Sands,
Sauer y Woodrow probaron que cada torneo 2-coloreado tiene un vértice v
tal que para cualquier otro vértice x del torneo hay una trayectoria dirigida
monocromatica de z a v lo cual nos dice que te(P)=1 cuando P es una antica-
dena de dos elementos y notemos entonces que el Problema 1 nos pregunta
si tc(P) existe para P una anticadena finita con méas de dos elementos.

Sands y Linek caracterizan a estos COPO’s finitos con niimero de coloracién
1.

Teorema 2.1 Los siguientes enunciados son equivalentes para un COPO finito
P:

(i) te(P)=1;

(ii) P no contiene un subconjunto isomorfo a:
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(iii) P es una suma lineal de anticadenas de 1 y 2 elementos.

La suma lineal de 2 COPQ’s disjuntos P; y P5 es el COPO con elementos P; U
P; y relaciones de orden, la union de las relaciones de orden de P, y P, junto
con 1 < x5 para todo x1 € P;, x5 € P,. La suma lineal de n COPO’s se define
inductivamente.

Para poder demostrar el teorema anterior necesitaremos utilizar el siguiente
teorema fuerte:

Teorema 2.2 (Sands, Sauer, Woodrow) [1] Sea D una digréfica finita cuyas
flechas estan coloreadas con 2 colores. Entonces existe un conjunto S de vérti-
ces de D que satisface:

a) Para cada vértice v de D-S existe una trayectoria monocromética de v hacia
un vértice de S;

b) No existe una trayectoria monocromaética en D entre cualesquiera 2 vértices
de S.

Notemos que si D es un torneo, S debe consistir en un sélo vértice.
Demostracién del Teorema 2.1

(i) implica (ii) La demostracién se hard por contrapuesta, es decir, demos-
traremos que: Existe un torneo (T) y una coloracién de las flechas de T con los
elementos de P tal que no existe un vértice v con la propiedad de que existe
una trayectoria mondtona de cualquier vértice de T-{v} hacia v. Supongamos
que P contiene una copia de alguna de las graficas exhibidas en las figuras 1.1
y 1.2. Consideremos T un torneo de 3 vértices y coloreado como se muestra

en la figura 1.3.
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Figura 1.1 Figura 1.2 Figura 1.3

Observemos que a partir del vértice v; no hay trayectoria mondtona hacia vy,
a partir del vértice v3 no hay trayectoria monodtona hacia v; y a partir de vy
no hay trayectoria monétona hacia vs. Asi, T muestra que tc(P)>2.

(ii) implica (iii) Sea M el conjunto de los elementos minimales de P.
Afirmacién M| <2.

Demostracién de la afirmacion.

Supongamos por contradiccion que |M| >3, esto es; M tiene al menos 3 ele-
mentos, digamos { mg, my, me } C M. Como los tres elementos son minimales,
entonces no existe elemento en P estrictamente menor que cualquiera de ellos,
por lo que estos elementos no estan relacionados entre si, por lo tanto estos
son 3 puntos aislados en P, lo cual es una contradiccion pues P no tiene sub-
conjunto isomorfo al exhibido en la figura 1.1, por lo tanto |M| <2.

Primero que |M|=1, entonces consideremos lo siguiente:

Afirmacion: Podemos ver a P como suma lineal de M y P-M. Probaremos
que si { my }=M, entonces mq estd relacionado con cada elemento de P-M.
Por contradiccion, supongamos que existe algin elemento, py, en P-M que no
esta relacionado con my.

Afirmacién. [P-M| >2.

Demostracién de la afirmacién. Si { p; }=P-M, entonces p, tendria que
ser elemento minimal pues recordemos que estamos suponiendo que existe un
elemento en P-M que no esta relacionado con myg, es decir, pg € M, lo cual

es una contradiccién por lo tanto |P-M| >1. Tomemos pues zo € P-M, xy #
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Do, podemos considerar los siguientes dos casos. Probaremos primero que xq
estd relacionado con myg, supongamos por contradiccién que xg no estd rela-
cionado con my:

Caso 1) Si pp no esté relacionado con z.

Entonces { xg, po, mo } serfa un subconjunto de P isomorfo a la figura 1.1, lo
cual seria una contradiccién a nuestra hipdtesis. Si pg si esta relacionado con
xo tendriamos un subconjunto isomorfo a la figura 1.2.

Caso 2) Si pg estd relacionado con x.

Entonces tendriamos en P un subconjunto isomorfo a la 1.2, lo cual también es
una contradiccién a nuestra hipétesis. Por lo tanto en este caso pg esta relacio-
nado con zq, entonces por transitividad podemos notar que x, esta relacionado
con my y como xq fue tomado arbitrariamente entonces cualquier xy en P-M,
esta relacionado con mg lo cual es una contradiccion pues supusimos que xg
no esté relacionado con my.

Por lo que si { my }=M, entonces my estd relacionado con cada elemento de
P-M-{ po }.

(i) Si xg < po-

Por un lado sabemos que xy esté relacionado con mg, mas ain zy no es mas
chico que my. Como xg < py este ultimo no es mas chico que mg pues este
ultimo es un elemento minimal, entonces my < pg por lo tanto mg esta rela-
cionado con pg, lo cual es una contradiccion pues mg no esta relacionado con
Do-

(11) Si pg < xp.

Notemos que py < x¢ para todo zo en P-M-{ py }, por lo que py es un elemento
minimal, lo cual es una contradiccién pues |M|=1.

(iii) Si pp no estd relacionado con algin x.

Como my esta relacionado con zy entonces tendriamos en P un subconjunto
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isomorfo a la figura 1.2, lo cual es una contradiccién. Si |M|=2, digamos { my,
my }=M, sea py € P-M, si mg y m; no estan relacionados con py entonces { my,
m1, po } es un subconjunto de P isomorfo a la figura 1.1; si pg sélo estuviese
relacionado con un elemento de M, sin pérdida de generalidad digamos my,
entonces existiria en P un subconjunto isomorfo a la figura 1.2, lo cual seria
una contradiccién a nuestra hipétesis. Por lo tanto P es suma lineal de P y
P-M, asf (ii) implica (iii).

(iii) implica (i) Lo que se quiere demostrar es que para cualquier coloracién
de las flechas de cualquier torneo T con elementos de P, existe un conjunto
S de cardinalidad a lo mas 1 con la propiedad de que existe una trayectoria
mondétona de cualquier vértice de T-S hacia S. Para esta implicacién procede-
remos por induccién sobre la cardinalidad de P.

a) |P| =2y [M|=1, recordemos que M es el conjunto de los elementos minima-
les de P, sabemos que P es suma lineal de M y P-M. Sea T un torneo cuyas
flechas estan coloreadas con P, entonces las flechas estan coloreadas con 2 co-
lores. Consideremos a la subdigréafica generadora D de T tal que las flechas de
D son todas las flechas en T con color M, entonces podemos aplicar el Teorema
2.2 y encontramos a S un subconjunto de vértices de D tal que: a) Para cada
vértice v de D-S existe una trayectoria monocromatica de v hacia un vértice
de S; b) No existe una trayectoria monocromatica en D entre cualesquiera dos
vértices de S. Fijémonos en T[S] como subtorneo de T, notemos que sus flechas
estan coloreadas con un solo color, a saber, el color es el inico elemento de P-
M. Entonces existe un vértice z € V(T[S]) tal que para cada u € V(T[S])-{z}
existe una uz-trayectoria dirigida monocromatica en T[S].

Afirmacion Para cada x € V(T)-{z} existe una zz-trayectoria monétona en
T.

Demostracién de la afirmacion
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Esto es pues, la trayectoria monocromatica esta coloreada con un elemento
en M, es decir un elemento minimal y después por un color de P-M, el cual
no es un elemento menor que el minimal, por lo cual tenemos una trayectoria
mondtona en T.

b) | P | =2y |M|=2.

Este hecho se sigue del teorema probado por Sands, Sauer y Woodrow, dado
en el primer capitulo, que si se tenia una 2-coloracién en un torneo, entonces
un vértice v tenfa la propiedad de que para cualquier otro vértice u existia
una trayectoria monocromatica de u hacia v. Notemos que esta trayectoria es
mondtona pues como |M|=2 quiere decir que T esté coloreado con una anti-
cadena pues tiene dos elementos minimales (sin relacién entre ellos).

2. Hipétesis de Induccion. Para |[P| <n, si P es suma lineal de anticadenas de
1 y 2 elementos, entonces tc(P)=1.

3. Por demostrar. Para |P|=n, Si P es suma lineal de anticadenas de 1- y 2-
elementos entonces tc(P)=1.

Sea T un torneo, P un COPO, M conjunto de minimales. Coloreamos las fle-
chas de T con los elementos de P. Por otro lado, sabemos que |M| < 2, entonces
consideremos D la subgrafica generadora de T cuyas flechas son todas las fle-
chas de T con color en M. Podemos aplicar a D el teorema 2.2 y asi podemos
encontrar un subconjunto S de D tal que: a) Para cada vértice v de D-S existe
una trayectoria monocromatica de v hacia un vértice de S; b) No existe una
trayectoria monocromatica en D entre cualesquiera dos vértices de S. Conside-
remos ahora a T[S] como subtorneo de T, notemos que las flechas de T[S] estan
coloreadas con elementos de P-M; aplicamos pues, la hipotesis de induccion
con lo cual existe s en T[S] tal que existe una trayectoria monétona dirigida
de cualquier otro vértice de T[S] a s. Tomemos ahora un vértice cualquiera v

de T-{s}, por el inciso a) del teorema 2.2, sabemos que existe una trayectoria



4. Torneos coloreados con COPOS. 20

monocromatica (coloreada por un elemento de M) de v hacia un vértice w de
T[S], cuando v € V(T)-T[S], digamos 7,=(v=uy,...,w=u;) y una trayectoria
mondtona de w a s, digamos mo=(w=uy,..., S=ug4;), por lo que 7 U 75 es un
vs-camino el cual contiene una vs-trayectoria monoétona de v hacia s. Por lo
tanto tc(P)=1. B

El siguiente torneo de 9 vértices dado en [1] demuestra que tc(P)>3: Donde el

COPO P es:

vértices: a1, aq, as, by, ba, b3, c1, ca, C3
flechas: (aq,as), (b1, b2), (c1,ce) Coloreadas con ¢

(ag,as), (ba,bs), (ca,c3) Coloreadas con b
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(as,a1), (bs,b1), (cs3,c1) Coloreadas con a
(a;, bj) Coloreadas con ¢ V i,
(b, ¢;) Coloreadas con b V i,j
(

¢;, a;) Coloreadas con a V i,j

Pues, notemos que tc(P)%3. Supongamos que tc(P)=1; { a1 } # S pues as
no alcanza a a; via una trayectoria monétona, { as } # S pues a3 no alcanza
a ap via una trayectoria monétona y { az } # S pues a; no alcanza a az via
una trayectoria mondtona. Del mismo modo { b; } # S pues by no alcanza a
by via una trayectoria monétona, { by } # S pues bg no alcanza a by via una
trayectoria mondtona y { bs } # S pues b; no alcanza a bs via una trayectoria
mondtona. Ademds { ¢; } # S pues ¢z no alcanza a ¢; via una trayectoria
mondtona, { ¢y } # S pues ¢3 no alcanza a ¢y via una trayectoria mondtona y
{ ¢5 } # S pues ¢; no alcanza a ¢z via una trayectoria monétona. Por otro lado
supongamos que tc(P)=2; si{ a1, as } # S, by no alcanza a a; o a as via una
trayectoria mondétona, por la misma razén { az, ay } #Sy { a1, a3 } #S. Si
{b1,b2} # S, entonces ¢y no alcanza a by 0 a by via una trayectoria monétona,
por la misma razén { bs, bs } # Sy { b1, b3 } #S. Si {c1,c2} # S, entonces ay

no alcanza a ¢; o a ¢p via una trayectoria monétona, por la misma razén {cs,

c2} # Sy {c,est #S.

Asi, el siguiente problema no pasa desapercibido; Problema 2: ; Existe el
nimero de coloracion del COPO con el que se colored la digréfica anterior?
iSera 3 el numero de coloracién de dicho COPO? Por cierto, podemos notar
que el teorema 2.1 y el ejemplo anterior muestra que no existe un COPO P
tal que tc(P)=2, pues notemos que el teorema 2.1 nos dice que si tc(P)=1siy

s6lo si P no contiene subconjuntos isomorfos a la figura 1.1 y 1.2, si pensamos
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en que tc(p) fuese dos entonces P podria contener subconjuntos isomorfos a
las figuras antes mencionadas, sin embargo las flechas del torneo anterior estan
coloreadas arbitrariamente con un COPO isomorfo a la figura 1.2 y tc(P)£3.
Se puede dar una observacién mas fuerte en la cual reemplazamos el COPO
P por una digrafica D (con un lazo en cada vértice), coloreamos las flechas de
un torneo T con los vértices de D y en lugar de tomar trayectorias mondtonas
consideramos ”D-trayectorias”. Una D-trayectoria es una trayectoria 7=(vy,
Vg, Us, ..., Up) que satisface que ((color(v;, v;11), color(v;y1, v;12)) es una flecha
o un lazo de D para toda i € {1,2,...,n-2}. Aqui los cambios de color en la
trayectoria estan permitidos sélo si los vértices de D correspondientes a estos
colores son adyacentes. Definiremos el niimero de coloracion de D de la misma
forma que lo definimos anteriormente para un COPO. Hasta ahora no sabemos
cudles digréficas D satisfacen que tc(D)=1. Ni siquiera sabemos cudles grificas
G satisfacen que tc(G)=1, donde las aristas de G las tomamos como flechas
simétricas.

Observemos que para cualquier C,,, donde éste es un ciclo de n vértices, tene-
mos que tc(C3)=1=tc(Cy), porque el nimero de coloracién de las siguientes
figuras es el mismo, mas aun, éste es 1, por teorema 2.1, pues no contienen

subconjuntos isomorfos a las figuras 1.1 y 1.2.

I

y ademads tc(D)>3 siempre que D contenga un conjunto independiente de tres
vértices, pues el numero de coloracién de la figura 1.1 es mayor o igual a tres.
Entonces tc(C,,) >3 para n >6. Sin embargo podemos darnos cuenta que Cj

no ha sido mencionado, jsera cierto que tc(Cs)=17?
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5. TORNEOS COLOREADOS CON DIGRAFICAS.

En el presente capitulo ya no solo colorearemos linealmente los torneos con

conjuntos parcialmente ordenados sino que ahora sera con digraficas, incluso
algunas de ellas reflexivas.
Recordemos algunas definiciones que se revisaron en el capitulo anterior. Si D
es una digrafica reflexiva y T es un torneo cuyas flechas estan coloreadas con
los vértices de D, una D-trayectoria mondtona en T es una trayectoria dirigida
Qen T, en la cual (color (z,y), color (y,z)) es una flecha en D para cualesquiera
dos flechas consecutivas (z,y) y (y,2) en Q; enseguida expondremos un ejemplo
para que quede mas clara dicha definicién.

Consideremos la siguiente digréfica reflexiva D:

D:a

(@]

Consideremos un torneo T y coloreamos sus flechas con los vértices de D.

T: 1 a 2
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Las trayectorias en T son: Ql:(154)5 QQZ(]-’Z)’ de(lag)a Q4:(274)7 Q5:(273))
Q6:(473)7 Q7:(17274)7 Q8:(17473)7 Q9:(17274a3)7 Q10:(17273)7 Q11:(27473) . Las

trayectorias monétonas son: QQ1,Q2, Q3, Q4, Qs, Qs, Q7, Q10-

Sean T un torneo y D una digrafica tal que las flechas de T estan colo-
readas con los vértices de D. Diremos que SCV(T) es un conjunto absorbente
por D-trayectorias mondtonas si para cada vértice z € V(T)-S existe una D-
trayectoria monétona de z a algin vértices de S. El nimero de coloracién del
torneo T respecto a D, denotado por tc(D), es el menor entero positivo (si
existe) tal que para cualquier coloracién de las flechas de cualquier torneo por
los vértices de D, existe un conjunto S absorbente de a lo mds tc(D) vérti-
ces. Ried en el afio 2000 en [4] discute algunos resultados obtenidos en 1994
por Linek y Sands en [10], por ejemplo: si D es la digrafica de anticadena de
dos elementos (es decir, D es reflexiva, disconexa con dos vértices), entonces
tc(D)=1. Hasta ahora no se sabe que si tc(D) existe cuando D es la digrafica
de la anticadena de 3 o més elementos. Més adelante se discutiran algunos re-
sultados concernientes a dichas ideas y también se investigard acerca de tc(D)

para digraficas reflexivas con tres vértices.

5.0.3. Accesibilidad Monocromética.

Tal vez el teorema mas basico sobre torneos es el siguiente:

Teorema 3.1: Todo torneo T, contiene una trayectoria hamiltoniana.

Demostracidon.

Lo probaremos por induccién sobre la cardinalidad del conjunto de los vértices
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de T.

1) Base de Induccion |V(T)|=2.

Entonces T esta conformado por dos vértices y una flecha entre ellos, entonces
existe una trayectoria hamiltoniana.

2) Si T7 es un torneo tal que |V(T’)|=n, entonces T’ contiene una trayectoria
hamiltoniana.

3) Demostracién.

Sea T un torneo con |V(T)|=n + 1 vértices. Demostraremos que T contiene
una trayectoria hamiltoniana. Consideremos T'= T-{v} donde v es cualquier
vértice del torneo. Como T’ es un torneo con n vértices entonces podemos
aplicar nuestra hipotesis de induccion, de esa forma 7™ tiene una trayectoria
hamiltoniana digamos Q=(vy, va, ..., v,). Consideremos el dltimo vértice v; de
la trayectoria tal que existe la flecha (v;, v), notemos que si todas la flechas
salieran de v tendrfamos ya una trayectoria hamiltoniana Q*=(v, vy, vg, ...,
vy,). Por otro lado si v;=v,, entonces tomamos la trayectoria Q*=(vy, va, ...,
Un,v). Asi que para vy, con j # n, tenemos la flecha (v, vj11), podemos to-
mar la trayectoria Q'=(v1, va, ..., Vj, U, Uj41, ..., V), la cual es una trayectoria
hamiltoniana para cuando |V(T)|=n + 1 y asi queda demostrado. B

Esto implica que si las flechas de un torneo T estan coloreadas con un solo
color, existira un solo vértice z en T tal que para cualquier otro vértice y #
x en T existe una trayectoria monocromética de y a z (tomando z como el
ultimo vértice en la trayectoria hamiltoniana de T).

Como se ha mencionado antes, en 1982, B. Sands, Sauer y Woodrow, probaron

lo siguiente para dos colores:

Teorema 1.0 Si las flechas de un torneo T son coloreadas con dos colores,

entonces existe un vértice x en T tal que para cada vértice y # = en T hay
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una trayectoria monocromatica de y a .

Este teorema 1.0, como ya se habia hecho notar anteriormente, es un
corolario del resultado de Shen Minggang en [8]. Mds adelante se esbozard una
prueba del teorema 1.0, dada por Bisalostocki. Sin embargo se debe hacer no-
tar que no es necesariamente cierto que un sélo vértice del torneo T es un
conjunto absorbente por trayectorias monocromaticas, si se usan tres o mas
colores para colorear las flechas de T, esto se puede ver mas claro con el si-

guiente ejemplo:

Ejemplo. Considérese a C3 un ciclo dirigido de orden tres, 3-coloreado. Sean
D= (5 y T=D[C}), el producto lexicogréfico de C3 con Cj3, con la coloracién
inducida, es decir, cada vértice de (3 es reemplazado por una copia de C3 y
siempre que se tenga una flecha (z,y) en D entonces las 9 flechas que unen a
la copia de C5 que reemplazo6 al vértice z de D y a la copia de (5 que reem-
plazo al vértice y de D son del mismo color que la flecha (z,y) en D. Entonces
un sélo vértice no puede funcionar como conjunto absorbente por trayectorias
monocromaticas, por lo siguiente.

Sea S un conjunto absorbente via trayectorias monocrométicas. Si S ={ v; },
entonces al menos v;,1 no alcanza a v; via trayectoria monocromatica, donde
1<i<8 (notacién mdédulo 3). Andlogamente para v} y v+;. Si S ={ v;,v; },
entonces al menos vk, no alcanza a S via trayectoria monocromatica, donde
1<4,j<3 y 1<k<3. Andlogamente para S'={ vj,v} } y S*={ v¥;vx; }. SIS =
{ vi,v} }, entonces al menos v;;1 no alcanza a S via trayectoria monocromética,
donde 1<i,j<3. Analogamente para S’={ v},v%; } y S*={ v;,u%; }. Si denota-
mos C3 [C3]:=C%, notaremos entonces que para n>3, C¥ que, como lo hemos
denotado, serfa C3 [C5~"] muestra que existen torneos arbitrariamente gran-

des cuyas flechas estan coloreadas con 3 colores para los cuales no existe un
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conjunto de 1 o 2 vértices que sirva como conjunto absorbente via trayectorias

monocromaticas.

A continuacién se puede observar a C3 con un ejemplo de coloracién con
tres colores distintos, ademas construimos el producto de C5 con C5 para dicha

coloracion.

*3

No se sabe para k>3, si existe un entero positivo fijo f(k) tal que las fle-

chas de cualquier torneo T estan coloreadas con k colores, entonces existe un
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conjunto S de a lo més f(k) vértices en T tal que para cada vértice y en T
que no pertenece a S existe una trayectoria monocromatica de y a S. Incluso
si f(3) existe, no se sabe si f(3)=3 o no. Bialistocki mostr6 que cualquier con-

traejemplo para f(3)=3 debe tener al menos 19 vértices.

Por otro lado, si T es transitivo, entonces un solo vértice basta para absor-
ber a los demas vértices via trayectorias monocromaticas, sin importar cuantos
colores estemos usando, esto pasa gracias a la transitividad de torneo y que

ademas las flechas pueden ser tomadas como trayectorias monocromaticas.

Ha habido cierto progreso en algunas condiciones para asegurar la existen-
cia de un solo vértice que funcione como conjunto absorbente para todos los
demas vértices, via trayectorias monocromaticas.

En 1996 Hortensia Galeana Sanchez [4] define un ciclo linealmente coloreado
que sea un ciclo casi-monocromdtico si con a lo mas una excepcion todas sus
flechas estan coloreadas con el mismo color y probé lo siguiente:

Teorema 3.3 Si T es un torneo cuyas flechas estan coloreadas con m colores
tal que cada ciclo de longitud a lo mas 4 es un ciclo casi-monocromatico, en-
tonces existe un vértice z en T tal que para cada vértice y # x en T existe

una trayectoria monocromatica de y a .

5.0.4. El nimero de coloracion para un COPO finito.

Si X es un conjunto y T un torneo con conjunto de flechas F(T), entonces
una funcién de F(T) a X decimos que es una coloracién de las flechas de T por

los elementos de X. Si (P,<) es un COPO finito y T es un torneo cuyas flechas
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estan coloreadas por los elementos de P, una P-trayectoria monoétona en T es
una trayectoria dirigida, Q, en el cual color(z,y)<color(y,z) en P para cuales-
quiera dos flechas consecutivas (x,y) v (y,z) en Q. El niimero de coloracién de
P, denotado como tc(P), es el entero positivo més pequenio (si existe) tal que
para cualquier coloracion dada por los elementos de P, de cualquier torneo T,
existe un conjunto S de a lo mas tc(P) vértices de T con la propiedad de que
para cada vértice x que no estd en S existe una P-trayectoria monétona de x

a S. Estas definiciones fueron dadas por Linek y Sands en [9].

Linek y Sands notaron que la coloracién de Cy [C3] en el ejemplo de la sec-
cién, muestra que si P; o denota el orden parcial de 3 elementos que consiste
de un orden lineal de dos elementos y un elemento aislado, entonces tc(P; o),
si existe, tiene que ser al menos 3. Entonces se plantearon lo siguiente:

Problema: ;Existird tc(P;2)?, Si existe, serd cierto que te( Py 2)=37

5.0.5. El nimero de coloracion de torneo para una digrafica transitiva.

Si D es una Digrafica reflexiva y T es un torneo cuyas flechas estan colorea-
das por los vértices de D, una D-trayectoria mondtona en T es una trayectoria
dirigida Q en T para la cual (color(x,y), color(y,z)) es una flecha en D para
cualesquiera dos flechas consecutivas (z,y) y (y,2) en Q. Por supuesto, los la-
zos en cada vértice de D son considerados como flechas en D, asi que en una
D-trayectoria mondétona, cualquier color puede repetirse en flechas consecuti-
vas. El nimero de coloracién de D, denotado te(D), es el entero positivo més
pequeno (si existe) tal que para cualquier coloracién de las flechas de T por

lo vértices de D, existe un conjunto S de a lo méds tc(D) vértices de T con
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la propiedad de que para cada vértice y de T que no esté en S existe una
D-trayectoria mondtona de y a S. Asi que si D es la digrafica de un COPO P,
entonces tc(D)=tc(P).

Supongamos que D es una digrafica reflexiva que contiene una digrafica refle-
xiva, simétrica completa H. Crearemos ahora una nueva digrafica a partir de
D, denotada por D/H, de la siguiente manera: Tomamos a D y borramos a H
de D, asi como todas las flechas de D incidentes con al menos un vértice = de
V(H), anadimos un nuevo vértice z, creamos un lazo en z y por cada vértice z
de {V(D)-V(H)}, si algtn vértice de H domina a z, anadimos la nueva flecha
(z,x) a D/H, si algin vértice de H es dominado por z, anadimos la nueva
flechas (z,z) a D/H.

A continuacién, se ha construido un ejemplo de D/H, dada D.

V2

VU3

V1

Vs V4

V3

vy

D/H:
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Lema 1. Si D es una digréafica reflexiva, la cual contiene una digrafica
reflexiva, simétrica, completa H y tc(D) existe, entonces tc(D/H) existe, més
aun tc(D/H)<tc(D).

Demostracion.

Sea T un torneo cuyas flechas estan coloreadas con los vértices de D. Sea Q una
D-trayectoria monétona en T. Consideremos D/H, como la hemos construido
en el parrafo anterior. Ahora reemplazamos con el color z todas las ocurrencias
de los colores de H que hayan sido usados sobre una flecha de T. Entonces T
esé coloreado con los vértices de D/H, ademas:

Afirmacion. Q es una (D/H)-trayectoria mondtona de T.

Demostracién de la afirmacion.

Caso (i) La trayectoria ), como D-trayectoria monétona, esta solamente co-
loreada con colores de H, entonces Q, como (D/H)-trayectoria estd coloreada
sOlo con el color z, entonces ( es mondtona.

Caso (ii) Q, como D-trayectoria, esta coloreada con colores (vértices) de D-H,
como cuando construimos a (D/H) los colores de esta trayectoria no cambian,
es decir, sigue siendo del mismo color, entonces Q es una (D/H)-trayectoria
monocromatica.

Caso(iii) Q, como D-trayectoria mondtona estd coloreada con colores de D
(es decir también tiene colores de H), no sabemos cémo estéan dichos colores
acomodados, pero sabemos que (color(z,y),color(y,z)) € A(D), siempre que
(z,y) v (y,2) sean flechas consecutivas, por ser Q mondtona. También sabemos
que para construir D/H, si algtin vértice de H domina a x, anadimos la nueva
flecha (z,2) a D/H y si algtin vértice de H es dominado por z, anadimos la
nueva flecha (z,z) a D/H, esto nos obliga a que el orden de los colores en la
trayectoria se preserve, entonces () es una trayectoria monétona.

Esto implica que si S es un conjunto de tc(D) vértices de T que sirven como con-
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junto absorbente por D-trayectorias monoétonas de los vértices de T-S, también

absorbe por (D/H)-trayectorias monétonas, entonces tc¢(D/H)< |S|=tc(D). B

Corolario 1. Si D es una digréfica reflexiva que contiene una digrafica
reflexiva, simétrica, completa H tal que no hay flechas de D entre vértices de
H y vértices que no estdn en H, entonces, tc¢(D) existe si y sélo si te(D/H)
existe y en su caso tc(D)=tc(D/H).

Demostracioén.

Sea D una digrafica reflexiva que contiene una digrafica reflexiva, simétrica
completa H tal que no hay flechas de D entre vértices de H y vértices que no
estdn en H, construimos D/H como anteriormente.

Primero vamos a demostrar que:

1) Si te(D/H) existe, entonces tc(D) existe.

Demostracién. Sea T cualquier torneo cuyas flechas estan coloreadas con los
vértices de D/H. Supongamos que tc(D/H) existe, esto es, para cualquier colo-
racién de cualquier torneo con los vértices de D/H, t¢(D/H) es el menor entero
positivo tal que existe un conjunto SCT con cardinalidad t¢(D/H), que absorbe
a todos los vértices de T-S via (D/H)-trayectorias monétonas. Recordemos que
en la construcciéon de D/H hemos anadido un vértice z. Notemos que éste es un
vértice aislado en D/H pues no habia flechas entre vértices de H y vértices de
D-H en D, entonces en la construccién de D/H no se anadieron flechas entre z y
los vértices de D-H, por lo que cualquiera de las (D/H)-trayectorias monétonas
de T que use una flecha coloreada con z, debe tener todas las flechas colorea-
das con z, pues no hay relaciéon entre z y otro color, entonces la tinica manera
de tener una trayectoria mondtona que lo involucre es comparandolo consigo
mismo. Asi, si reemplazamos cada ocurrencia del color z en las flechas de T

con cualquier vértice de H, por lo que estas (D/H)-trayectorias monétonas son
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ahora D-trayectorias mondétonas y S es un conjunto que absorbe a los vértices
de T-S via D-trayectorias mondétonas, asi tc(D) existe y te(D)< |S|=tc(D/H)
y por el lema anterior t¢(D/H) < t¢(D) entonces te(D/H)=tc(D).

2) Si te(D) existe, entonces tc(D/H) existe.

Demostracién. Supongamos que tc(D) existe, entonces por lema 1, te(D/H)
existe y ademas tc(D/H) < t¢(D). Pero en la primera parte de la prueba
tenfamos que tc(D) < te(D/H), entonces tc(D)=te(D/H). B

Corolario 2. Si D es una digrafica completa, reflexiva y simétrica, entonces
te(D)=1.

Demostracién. Sea D una digrafica completa, reflexiva y simétrica.
Afirmacion: D/D es un sélo vértice con un lazo.

Demostracién de la afirmacién. DCD, construyamos D/D, esto es, borra-
mos todos los vértices de D y todas las flechas que inciden en D, entonces
nos hemos quedado sin vértices y sin flechas. Agregamos un nuevo vértice z y
creamos un lazo en z.

Notemos ahora que t¢(D/D)=1 pues como sélo tenemos un vértice con un lazo
para colorear un torneo T y sabemos que un torneo contiene una trayectoria
hamiltoniana (ver teorema 3.1) entonces tomamos el tltimo vértice de la tra-
yectoria hamiltoniana como conjunto absorbente. Ademas por corolario 1 sa-
bemos que t¢(D) existe si y s6lo si te(D/D) existe y en su caso te(D)=te(D/D),
entonces tc(D)=1. &

Lema 2. Si H es una subdigrafica generadora reflexiva de una digrafica D
tal que tc(H) existe, entonces te(D) existe y te(D) < te(H).
Demostraciéon. Sea T cualquier torneo cuyas flechas estan coloreadas con los
vértices de D. Como H es subdigrédfica generadora de D, esta coloracién en

particular es una coloracién con los vértices de H. Como tc(H) existe, entonces
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existe un conjunto S de tc(H) vértices de T que absorbe a los vértices de T-S
via H-trayectorias mondtonas, pero cada H-trayectoria mondtona en general
es una D-trayectoria mondtona, pues H es subdigrafica generadora de D y el
conjunto de las flechas de H est& contenido en el conjunto de las flechas de S.
Entonces tc¢(D) existe y ademés tc(D)< |S|=tc(H). B

Corolario 3. Si D es reflexiva con dos vértices entonces tc(D)=1.
Demostracién. Sea D digrafica reflexiva con dos vértices. Notemos que si D
es completa, reflexiva y simétrica no hay nada que hacer pues por corolario
2 tenemos que tc(D)=1. Si solamente es reflexiva, entonces D es la grafica con
uno de los dos ordenes parciales con dos elementos, es decir:

1) El primero es una anticadena de dos elementos.

2) El segundo es un orden lineal con dos elementos.

Notemos que en cualquiera de los dos casos D contiene una anticadena gene-
radora, es decir, una subdigréfica generadora, H, con dos elementos. Asi tc(H)
existe y ademés tc(H)=1 por teorema 1.0 entonces tc(D)< te(H) por lema

2 y como tc(H)=1, concluimos que tc(D)=1. B

Lema 3. Si H es una subdigrédfica reflexiva e inducida de una digrafica
reflexiva D tal que t¢(D) existe, entonces tc(H) existe y te(H)<te(D).
Demostracion. Sea T cualquier torneo cuyas flechas estan coloreadas con los
vértices de H, notemos que esta coloracién es una coloracion que utiliza algu-
nos de los vértices de D. Como t¢(D) existe, entonces existe un conjunto S con
|S|=tc(D) vértices de T que sirve como conjunto absorbente de D-trayectorias
monotonas de vértices de T-S, como sélo los colores de H utilizados para colo-
rear las flechas de T y cada flecha de D entre vértices de H es también una flecha
de H, cualquier D-trayectoria mondtona también es una H-trayectoria mondéto-

na entonces S sirve como conjunto absorbente de H-trayectorias monétonas de



5. Torneos coloreados con digraficas. 36

vértices de T que no estan en S, entonces tc(H)< [S|=te¢(D). B

Una vez teniendo los resultados anteriores, estamos listos para poder tratar

las digraficas reflexivas con 3 vértices.

Teorema 3.2 Sea D una digrafica reflexiva con 3 vértices:
1) Si D contiene un ciclo dirigido de longitud 2, entonces tc(D)=1.
2)Si D no contiene un ciclo dirigido de longitud 2 pero D contiene un vértice

de ingrado 2 o exgrado 2, entonces tc(D)=1.

Demostracion.
1) Sea D digréfica reflexiva con 3 vértices. Sea D; una digréfica reflexiva que
tiene dos componentes: la primer componente, la denotaremos como H y ésta
contendra un ciclo dirigido de longitud 2 y 2 lazos y la segunda contendra un

vértice aislado con un lazo.

D1:

vy V2 U3

&/ &

Consideremos D;/H que a continuacién se ha construido.

Dl/H:

o o
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Afirmamos que D;/H es la digréfica de una anticadena de 2 elementos pues
son dos puntos con sus respectivos lazos y no hay flechas entre ellos, por lo
que no son comparables. Entonces tc(D;/H) existe, mas atn tc¢(D;/H)=1 por
lema 1 y por el Teorema de Sands, Sauer y Woodrow. Ademés por corolario
1 te(Dy) existe y te(Dy)=tc(D1/H) pero te(Dy/H)=1, entonces tc(D;)=1.
Supongamos ahora que D contiene un ciclo dirigido de longitud 2, entonces
D contiene a D; como subdigrafica generadora y hemos probado que tc(D;)
existe. Entonces por Lema 2 tc(D) existe y ademas tc(D) < tc(D;), como
te(Dy)=1, entonces te(D)=1.

Nota: Si D fuera completa, simétrica y reflexiva con 3 vértices, entonces tc(D)=
1 por el Corolario 2.

2) Si D no contiene un ciclo dirigido de longitud 2 pero contiene un vértice de
ingrado 2 o exgrado 2, entonces D es una de las siguientes 3 digraficas:

a) La digrafica del orden parcial obtenida de tomar la suma lineal de una
anticadena con 2 elementos y una anticadena de un elemento (Si D tiene un
vértice de ingrado 2).

b) La digrafica del orden parcial obtenida por tomar la suma lineal de una
anticadena de un elemento y una anticadena con dos elementos (si D tiene un
vértice de exgrado 2).

c)La digrafica de un orden lineal obtenido por tomar la suma lineal de tres
anticadenas y las tres con un sélo vértice.

En cualquier caso, D es la digrafica de una suma lineal de anticadenas de 1

o0 2 elementos, entonces por teorema 2.1 del Capitulo 2 tenemos que t¢(D)=1. R

Existen 27 diferentes digraficas etiquetadas que son reflexivas con 3 vérti-
ces pero s6lo 16 que no son isomorfas. El teorema 3.2(1) trata 9 de estos 16,

que acontinuacién mostramos:
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AO:a b & Al:a b . A, b .
A3 A4_'a c A é c
a b C
! E E b
A6 A7: A8

. ¢ a C a c
Por otro lado el teorema 3.2(2) trata 3 mdas de estas 16 digraficas no

isomorfas, que son las siguientes:

B(): 31: le

a C a C a C

bi/ﬁ bi/& bz ; &
Finalmente, si ignoramos los lazos por un momento, podemos considerar

la existencia y el valor de t¢(D) para las siguientes 4 digraficas con 3 vértices

(indexados por el numero de flechas que tienen):
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Dq:
Oa b
® O

Dz: D3: ‘
a b C
*—0—0 aAb

El problema de la existencia y el valor de tc(Dy) es el problema de deter-

Dl:
a b
*—0

®-
®-

minar si existe una clasificacion para una versién de tres colores del Teorema
1.0. El problema de la existencia y el valor de tc(D;) es sélo determinar la
existencia y el valor de tc(P; 2), recordando que P; 5 denota el orden parcial
de 3 elementos que consiste de un orden lineal de dos elementos y un elemento
aislado. El ejemplo que dimos anteriormente en este capitulo, donde se dio
una coloracién de flechas de T=C3 [C3] con tres colores también demuestra
que si te(D3) existe, entonces te(D3)>3. Si te(Dy) existe, entonces por lema
2, te(Dy), te(Dy), te(Ds) existen y 3< te(Ds3)< te(Dq)< te(Dy)< te(Dy), pues
Dy es subdigréfica generadora de Dq, D; es subdigréafica generadora de D y

Dy es subdigréfica generadora de Ds.

Problema 1. jtc(D3)=37

Problema 2. jtc(D9)=37

Problema 3. jtc¢(D) existe para toda digrafica reflexiva D que no contiene

ciclos dirigidos de longitud mayor a dos y conjuntos independientes de 3 0 mas

vértices?
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5.0.6. El nimero de coloracion de torneo para una grafica.

Si G es una grafica, denotemos como D la digrafica reflexiva obtenida de
G al reemplazar cada arista [z, y| de G por las dos flechas (x,y) y (y,z) y anadir
un lazo en cada vértice de G. Entonces el nimero de coloracion de G, denotado
por te(G), que estard definido por tc(Dg), es decir el entero positivo més chico,
k, tal que para cualquier coloracion de cualquier torneo T con los vértices de
G, existe un conjunto S con a lo mas k vértices de T con la propiedad de que
para cada vértice y de T-S existe una Dg-trayectoria monoétona de y a S. Estas
definiciones fueron dadas por Linek y Sands y notaron que tc(Cs)=tc(Cy)=1y
para n =6, y toda vez que tc(C,,) exista, tc(C3)>3. Entonces se preguntaron:

Problema ;tc(C5) existe? ;Serd que te(Cs)=17

Sélo para dejar constancia, afirmamos lo siguiente:

Lema 4. a) tc(K,)=1
b) tc(K;2)=1
¢) te(Kaz)=1
Prueba. a) Es resultado de corolario 2.
b) Se sigue del teorema 3.2(1).

¢) Fue notado por Linek y Sands, como hemos dicho anteriormente. B
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5.0.7. Prueba del Teorema 1.0.

A. Prueba de Bialostocki del Teorema 1.0: Si las flechas de un torneo T
estan coloreadas con dos colores, entonces existe un vértice x en T tal que para

cada vértice y # x en T hay una trayectoria monocromaética de y a z.

Demostracion.
Sea T un torneo, supongamos que las flechas de T estan coloreadas con dos
colores, digamos rojo (R) y azul (A). Diremos que un vértice x en T es un pozo
monocromdtico para T si por cada vértice y # = en T existe una trayectoria
monocromatica de y a x. Supongamos que en T no existe un pozo mono-
cromatico. Consideremos un vértice en T, digamos x;. Como T no tiene un
pozo monocromatico, en particular x; no es un pozo monocromatico, entonces
debe haber otro vértice zs tal que no hay una trayectoria monocromaética de
T9 a x1, pero al ser T torneo debe existir una flecha entre ellos, entonces x;
domina a w9, es decir, (x1,r2) es una flecha en T. Como x5 tampoco es un
pozo monocromatico, debe haber otro vértice x3 tal que no hay una trayecto-
ria monocromatica de x3 a xo, entonces una vez mas r, domina a x3. Como
T es una digréafica finita, si repetimos el proceso anterior, obtenemos un ciclo
C=(z1,x2,23,..., Tm,x1), tal que no hay una trayectoria monocromatica de xy a
Zk_1, donde 2<k< m, ademas no hay trayectoria monocromatica de z; a x,,,
a este tipo de ciclo se le llama NMPB ciclo (No Monochromatic Path Back,
6, Sin trayectoria monocromatica hacia atrds). Asumamos que C es el ciclo
NMPB mas pequeno. Notemos que m =3, pues si coloreamos las flechas de
un ciclo de 3 vértices con 2 colores tendremos una trayectoria monocrométi-
ca de longitud 2, es decir, si C3=(a,b,c) es el ciclo dirigido de longitud tres,

podemos suponer que las flechas coloreadas del mismo color son (a,b) y (b, c).
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Entonces encontrariamos un pozo monocromatico. Ademas notemos que C no
es monocromatico ya que de lo contrario habria una trayectoria monocromati-
ca de vy a vy, lo cual es una contradiccién, pues entonces v; seria un pozo
monocromatico. Entonces debe haber una arista de color distinto conforme se
avanza en el ciclo C. Sin pérdida de generalidad, digamos que (z1,r2) es R
y (x9,23) es A. Notemos ahora x3 no domina a z; pues de ser asi existe una
trayectoria monocromética roja de longitud 2 de x3 a x5, si la flecha (x3,21)
es de color rojo 6 una trayectoria monocromaética azul de x5 a x; si la flecha
(x3,x1) es color azul),lo que serfa una contradiccién a la construccién de C.
Asi que 7 domina a x3. Como C era el ciclo NMPB mas pequeno, el nuevo
ciclo C'=(z1,z3,..., Tm,r1) no es un ciclo NMPB. Esto ltimo no es por las
flechas de C’ pues todas son flechas de C, entonces, es por la flecha (z1,73),
esto es, deberia haber una trayectoria monocromatica P de x3 a x;. Si P es
una trayectoria monocromatica roja ¢ una trayectoria monocromatica azul en
su caso, entonces anadiendo la flecha roja (x;,z2) (la flecha azul (z3,x3) res-
pectivamente) a P, produce una trayectoria monocromatica roja de w3 a
(una trayectoria monocromética azul de x9 a x1), lo cual es una contradiccién
por como escogimos x3 (por la eleccién de xq, respectivamente), entonces debe

existir un pozo de trayectorias monocrométicas en T.



MULTIDIGRAFICAS COLOREADAS CON DIGRAFICAS.

Con el fin de ahondar mas alla de los torneo y finalizar con una extension,
en el presente capitulo ya no solo colorearemos torneos linealmente sino ahora
consideraremos multidigraficas para colorear, introduciremos algunas nuevas
definiciones y cerraremos mencionando un par de problemas que aun siguen
abiertos.

Consideremos una digrafica D y sea M una multidigrafica cuyas flechas estan
coloreadas con los vértices de D. A continuacién damos un ejemplo de una

digrafica D y una multidigrafica M cuyas flechas estdn coloreadas con V(D).

D: : %

oA

121 U4 . Vg
>®
L)
VU3 Vg

o
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Diremos que un camino dirigido W en G es un D-camino si los colores conse-
cutivos que encontremos sobre W también forman un camino dirigido en D,
por ejemplo, dadas la digrafica y multidigrafica anteriores algunos D-caminos
dirigidos son: Wo=(z1, xa, x2), Wi=(x3, T4, T4, x¢), Wo=(x4, x4, T5).
Diremos que un subconjunto SCV(G) es un D-pozo si todo vértice z € V(G)-
S alcanza a algun vértice y € S, via un D-camino. Dado el ejemplo anterior,
consideremos el conjunto de vértices 0={ x7, x4, x5,21 }, el cual es un ejemplo
de un D-pozo.

Diremos que S es un conjunto independiente si para cualesquiera dos vértices
distintos en S no existe una flecha que los una. Algunos ejemplos de conjuntos
independientes en G son: To={ x1, x4, 27 }, T1={ 29, x5, 26 }, To={ w3, 27,
Tg }

Diremos que S es conjunto D-independiente si para cualesquiera dos vértices
distintos en S no existe un D-camino entre ellos. Como ejemplo de conjunto
D-independiente en G, tenemos a I'y={ 1, x4, 7 }, pues entre cualesquiera
dos vértices en I'y, no existe un D-camino que los una.

Diremos que D € %, si para toda multidigrafica finita G, cuyas flechas estén
coloreadas con los vértices de D, G siempre contiene un D-pozo independien-

te. Diremos que D € %5 si para toda multidigrafica finita G, cuyas flechas
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estén coloreadas con los vértices de D, entonces G siempre contiene un D-pozo
D-independiente. Diremos que D € %; si para todo torneo finito T, cuyas
flechas estan coloreadas con los vértices de D, entonces T siempre tiene como
D-pozo a un solo punto. En [1] Sands demostré que si D tiene un conjunto
de vértices V(D)={rojo, azul} y conjunto de flechas A(D)={(rojo,rojo), (azul,
azul)}, entonces D € A3, tomando un D-camino como un camino dirigido mo-
nocromatico.

Daremos una caracterizacién de %s, y algunos avances en las caracterizaciones
de A5 y de %, ademés probaremos las siguientes contenciones %3 C HBy C
B .

Rédei prob6 que cada torneo tiene una trayectoria hamiltoniana y nosotros en
el capitulo anterior hemos dado una prueba. Landau en [5] probé que cada
torneo tiene un 2-Rey y definié un 2-Rey de la siguiente manera: Sea T un
torneo, sea x € T, se dice que x es un 2-Rey si es alcanzado por todo vértice

de T via una trayectoria de longitud a lo mas 2, en seguida daremos la prueba.

Teorema 4.1 Todo torneo tiene un 2-Rey.
Demostracion.
Sea T un torneo. Sea z € T tal que z es un vértice de ingrado maximo. Supon-
gamos por contradiccion que z no es un 2-rey. Entonces existe un vértice y €
T tal que y no domina a x y ¥ no domina a ningin vértice que domine a z, es-

to significa que y es dominado por cada vértice que domina a z y £ domina a y.
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Por lo tanto, 0~ (y) > d~(z), lo cual es una contradiccién pues z era un vértice

con ingrado maximo. Entonces, z es un 2-rey en T. B

En seguida damos tres ejemplos de torneos Dy, Dy y D3 con uno, tres y
tres 2-reyes respectivamente.

™

Dl: U2 Dz: 2 D3:

¢! U3 " 4
D tiene un 2-rey que es el vértice vz, Do tiene dos 3-reyes que son los vértices
w3, wy y D3 tiene tres 2-reyes que son los vértices r3, 1o y 4.

Notemos que hay algo que nos impide incrementar el nimero de tales es-
tructuras, es decir de 2-reyes y de trayectorias hamiltonianas, pero ;Cual es
ese impedimento? Notemos que si no tenemos vértices de ingrado cero, en-
tonces tenemos al menos tres 2-reyes y trayectorias hamiltonianas. En seguida

daremos un ejemplo de tal manera que podamos notar mas claro lo dicho.
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TO*: vt

Vg vy

Senalemos los 2-Reyes del torneo, sin vértices de ingrado cero, anterior; vy, vs,
U3, Vg Y Vs, son 2-Reyes. Veamos ahora que 7] tiene al menos 3 trayectorias
hamiltonianas dirigidas 7 =(v1, ve, v3, Vs, V4), To=(Vs5, V4, Vo, V3, V1) ¥ T3=(v1,

V2, Vs, U4, 1}3)'

Estos resultados deberian mitigar la sorpresa de un resultado dado por
Sands: Si las flechas de un torneo estan coloreadas por dos colores, entonces
siempre existe un vértice que absorbe a todos los demés via trayectorias mono-
cromaticas. Si las flechas de un torneo reciben ciertos tipos de m-coloraciones
entonces existe un vértice que absorbe a los demés via trayectorias mono-
cromaticas. Siguiendo esa linea de investigacion, Minggang mostrd que si un
torneo no contiene a C3, ni a T3, entonces existe un vértice que sirve como po-
z0, es decir, que absorbe por trayectorias monocromaticas a los demas vértices.
La Dra. Hortensia Galeana mostré que si todos los k-ciclos tienen al menos
k — 1 colores idénticos para k=3,4, entonces existe un vértice que sirve como
pozo. Recientemente Hahn ha unificado y generalizado estos resultados. En
[9] las flechas de un torneo se colorearon con los vértices de un COPO y un
camino (trayectoria) es mondtono (mondtona) si los colores encontrados obre
el camino (trayectoria) forman una sucesién no decreciente en el orden parcial

(esto se ha explicado con mayor detalle en el capitulo 2). Se ha probado tam-
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bién que los conjuntos 1-sumergibles, es decir aquellos para los cuales existe
siempre un soélo vértice como pozo en el torneo sobre trayectoria mondtonas,

son precisamente la suma lineal de anticadenas de 1 y 2 elementos.

Algunos de estos resultados son casos especiales de resultados mas gene-
rales que han sido aplicados a torneos. De hecho Chvatal y Lovasz en 1972
[9] mostraron que cada digréfica tiene un conjunto independiente que puede
ser alcanzado desde cualquier vértice por trayectorias de longitud 1 ¢ 2.Sands
probo que cualquier multidigrafica cuyas flechas estan coloreados con 2 colores
(aunque con algunas restricciones para el caso infinito) contiene un conjunto
S que es alcanzado por cualquier otro vértice via trayectorias monocromaticas
tal que los distintos vértices de S no tienen trayectorias monocromaticas entre

ellos.

A continuacion se tratara de hallar una manera para unificar y tratar todos
los resultados mencionados anteriormente.
Coloreemos las flechas de G con los vértices de una digrafica D y consideremos
los D-caminos en G, es decir, caminos W=(vy, vs,...,0,,) tal que (color(v;,v;1),
color(v;11,v;42)) es una flecha o un lazo en D, para todo i. Aqui los cambios
de colores en el camino sélo estan permitidos si los vértices de D correspon-
dientes a estos colores son adyacentes. Retomemos las definiciones del inicio
del capitulo, un conjunto de vértices es D-independiente si no existe algin
D-camino entre ellos, un D-pozo en G tiene la propiedad de que todo vértice v
que no esté en el pozo esta conectado a un vértice del pozo por un D-camino.
Sea A3 la clase de todas las digraficas D tal que cualquier multidigrafica G
linealmente coloreada con los vértices de D tiene un D-independiente D-pozo.

El resultado de Sands, Sauer y Woodrow entonces diria que si Dg tiene como
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conjunto de vértices V(Dg)={rojo,azul} y conjunto de flechas A(Dg)={(rojo,rojo),

(azul,azul)}, entonces Dg € As.

DS:
Rojo Azul

& &

Sea %, la clase de todas las digraficas D tal que cualquier multidigrafica G
linealmente coloreada con los vértices de D tiene un D-pozo independiente. Al
final tenemos a %, la clase de todas las digraficas D tal que cualquier torneo
linealmente coloreado con los vértices de D tiene un solo vértice como D-pozo.
Uno podria interpretar algunos de los resultados mostrando que la digrafica

Dg, con V(Dg,)={rojo} y A(D)={(rojo,rojo)} es 1-sumergible 6 ;.

Anteriormente ya hemos dado un ejemplo de Multigrafica sin embargo para

que quede mejor cimentado el concepto de daremos un ejemplo mas:
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Con el ejemplo podemos notar que en una Multidigréfica podemos tener mas
de una flechas en la misma direccién entre dos vértices, por ejemplo las flechas:
(v1, v2), (v7, v) v (v4, vg).

Siguiendo una linea de definiciones, sea G una multidigrafica, si SC V(G)
entonces a la multidigréfica inducida de S la denotaremos (S)¢ y tiene V({S)5)=S
y A((S)a)={(z,y) € A(G): z,y € S}.

Por ejemplo consideremos la siguiente multidigrafica G:

X4

X3 X
X5

Tomemos al conjunto S como: S={ z1, x7, x4, s }, €l cual es un subconjunto

de V(G), la multidigréfica inducida por S, en este caso, es:

G*:

x1. &x

N

Xg

Adicionalmente diremos que un subconjunto SC V(G) es independiente si
las tnicas flechas en (S)¢ son los lazos. Asi, en el ejemplo anterior, S no es
independiente.

Anadamos una definicion mas, sea D una digrafica en la cual todos sus

vértices tienen lazos, es decir, reflexiva, supdéngase que:
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i) V(D)=C; U Cy U...U C,, donde cada C; es no vacio y C; N C; =0 siempre
que i),

ii) (z,y) € A(D) siempre que z#y y z,y € C;, para algin 1,

iii) C; x C; € A(D) siempre que i#j y (C; x C;) N AD) # 0 oi=jy (z,x)e
A(D) para algin x en C;.

Entonces a la digréfica D’ con V(D")={ C},...,C,, } v (C;,C;) € A(D’) si y sélo
si (C; x Cj) N A(D) # 0 serd llamada una contraccion de D.

A continuacién consideremos dos digraficas D y H justo como nos la describe
la definicién anterior, asi como a su contraccion:

Consideremos la siguiente digrafica D con la siguiente particion de sus vértices:

Entonces la contraccion de D son los cuatro vértices C, Cy, C3, Cy con sus

respectivos lazos.

Dl

e e
C3 6 &C‘l

Ahora ilustremos la digrafica H, con su respectiva particién de vértices:
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C, C3

Retomemos las definiciones en multidigraficas con una defincion mas, la
multidigrafica D, e Dy es la suma lineal de D; y de Dy y lo definimos de
la siguiente manera: V(D; e Dy)=V(D;) W V(D3) (unién disjunta) y A(D,
e Dy)=A(D;y) U A(Ds) U (V(Dy1) x V(Dsg)). Una suma lineal de 2 érdenes
parciales o dos cuasi 6rdenes es otra vez un orden parcial o un cuasi orden.

Consideremos las siguientes dos digraficas:

. . V4
Dyt 5, D,:

U3
V2 Vs

La suma lineal de las digraficas anteriores es:
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D1 .D2:

vq Yy

Uy 5

5.0.8. Jerarquia de Problemas de Accesibilidad

Sea D una digréafica y sea G una multidigrafica cuyas flechas estan colorea-
das con los vértices de D. Sea ®: A(G)— V(D). Un camino o una trayectoria
(uo,uy ..., up) en G es un D-camino o una D-trayectoria si y sélo si (¢((uo,u1)),
d((u1,u2)),..,((tn—1,u,))) es un camino en D. En este caso debemos también

decir que el camino o la trayectoria es D-admisible.

[lustremos lo anterior con una digrafica H con cuyos vértices coloreamos

las aristas de una multidigrafica M, quedando de esta forma definida &:

H: Xo

X1

X7

X3

Xg
X4
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Consideremos las trayectorias A;:(ve,v3,06), Ao:(Us,01,04), A3:(Vs,02,06,04) ¥
Ay:(vs,02,06), las cuales en efecto son H-trayectorias y asi también son H-
admisibles. Consideremos las trayectorias Ai.:(v1,03,06,07,07), Aox:(V4,04,08,08),
Agi:(V2,v1,04,04), las cuales no son ni H-caminos, ni H-trayectorias de acuerdo
con nuestra definicién. Si consideramos una vez mas una digrafica D y G una
multidigréfica. Un conjunto de vértices SCV(G) es D-pozo si para cada z €
V(G)-S existe un D-camino de z a algin punto de S. De la misma forma SC
V(G) es D-fuente si para cada z € V(G)-S existe un D-camino de algin punto
de S a z, lo cual nos recuerda de manera dual a un D-pozo, que hemos definido
anteriormente.

[lustremos lo anterior con una digrafica H con cuyos vértices coloreamos las

aristas de una multidigrafica N, en la cual una H-fuente es S={ vy,v7 };
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X1

X7

X3

Xg

X5

Nuevamente, consideremos una digrafica D y M una multidigrafica; un conjun-
to SC V(G) es D-independiente si no existe un D-camino entre cualesquiera
dos vértices distintos de S y S es independiente si no existe una flecha de G
entre cualesquiera dos vértices distintos de S. En el ejemplo anterior pode-
mos ver que S={ wvy,v7 } es un conjunto independiente, sin embargo no es
D-independiente pues notemos la siguiente trayectoria 7+=(v7,v3,09), la cual
es una D-trayectoria entre vy y v7. Debemos hacer notar que en general la
existencia de un D-camino entre dos vértices no garantiza la existencia de una

D-trayectoria entre esos mismos vértices, aunque para algunas digraficas D,
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esto es cierto.
Ademas, existen ejemplos donde la concatenacién de dos D-trayectorias es un
D-camino, pero no existe una D-trayectoria entre los puntos terminales, de

ahi nuestra preferencia por los D-caminos en las definiciones.

A continuacién recordemos la definiciéon del ntimero de coloracion de un
torneo para que después notemos un lema. Sea D una digrafica, diremos que
ésta tiene numero de coloracion de un torneo, k, si cualquier D-coloracion de
flechas de cualquier torneo finito siempre tiene un D-pozo de tamano a lo mas
k, si este ntimero es alcanzado, escribimos tc¢(D)=Fk en este caso, y ,tc(D)=00
en cualquier otro caso. También diremos que D es k-sumergible si tc(D)=k.

De esta manera tendremos:

Lema 4.1 La afirmacién uno implica la segunda y la afirmaciéon dos im-
plica la tercera. Sea D una digrafica y G una multidigréfica.
1) Cualquier multidigrafica G, D-linealmente coloreada, contiene un D-pozo
D-independiente.
2) Cualquier multidigréfica G, D-linealmente coloreada, contiene un D-pozo
independiente.

3) D es 1-sumergible.

Demostracion.
1) implica 2) Es claro pues, sea G una multidigrafica, D-linealmente coloreada.
Como ésta ya contiene un D-pozo D-independiente entonces, sea S dicho D-
pozo, entonces no existe un D-camino entre cualesquiera dos vértices en S, en
particular podemos notar que una flechas es un D-camino. Por lo cual, entre

cualesquiera dos vértices en S no existe flecha entre ellos. Por lo tanto S es
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independiente.

2) implica 3) Sea T un torneo y D una digrafica, donde T estd D-linealmente
coloreado, con un D-pozo independiente, llamémosle S* a dicho D-pozo. Recor-
demos qué significa que D sea 1-sumergible, que D sea 1-sumergible significa
que el nimero de coloracién de D es 1, es decir, que cualquier torneo coloreado
linealmente con los vértices de D, tiene un D-pozo de cardinalidad uno. La
afirmacién 2) nos estd asegurando que existe un D-pozo, es decir, que existe
un conjunto S de vértices de T que absorbe a los demés vértices, la cardinali-
dad de ese conjunto es uno pues si fueran dos o méas vértices querria decir que
no existen flechas entre ellos, lo cual es una contradiccién pues en un torneo

entre cualesquiera dos vértices existe exactamente una flecha. ll

La clase de todas las digraficas D que satisfacen la primera propiedad del
lema 4.1, recordando la definicién, denotan a %3;. A esas digraficas D que
satisfacen la segunda afirmacién constituyen a % y a esas digraficas D que
satisfacen la iltima propiedad forman a %;. Entonces tenemos la jerarquia %3

C By C H.

Lema 4.2 Las siguientes propiedades se preservan:
1. Si D € %, 1=1,2,3, entonces cada vértice de D tiene un lazo.
2.SiD € %;,i=1,2,3 y Dy es una subdigréafica inducida de D entonces D; €
B;.
3. Sea D’ una contraccion de D. Entonces D € %, si y s6losi D’ € %, 1=1,2,3.
4.51D € %;,i=1,2y V(D,)=V(D), A(D)CA(D,) entonces D, € %,.

Demostracién.

1) Siz € V(D) y (z,2) ¢ A(D), entonces coloreando cada flecha de C5 con z,
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nos muestra que D ¢ A, entonces D ¢ %;, i=1,2,3, por Lema 4.1.

2) Se debe notar que cualquier contraejemplo que demuestre que D; ¢ %;
también muestra que D ¢ %;, i=1,2,3. Es decir, se probaréd por contrapuesta,
pues que Dy ¢ %, quiere decir que la subdigréfica inducida de D, donde los
V(D1)=V(D) y A(D1)C=A(D) no esté contenida en %, lo cual de manera
intuitiva reduce el problema a estudiar una digraficade cierta forma, mas " pe-
quena” (por las flechas). Por ejemplo, sea D; subdigrafica inducida de D y sea

M una multigréafica tal que esté coloreada con Dy:

Dli vy D vy

v3

2 ® v3

U3
. X1 U1 N X2
r
U3 V3
7 “
X4 -
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Notemos que con la forma en la que hemos coloreado a M con Dy; Dy ¢ %;.

3) Sean D una digréfica y D’ su contraccién. Sea V(D)=C; U Cy U...U C,, la
particién tal que V(D")={ C4,...,C,, }. Sea G una multidigréfica, supongamos
que las flechas de dicha multidigrafica G estan coloreadas con los vértices de
D’. Si una flecha de G estd coloreada con C; € V(D’), entonces recoloreamos
esta flecha con (cualquier) ¢ € C;. Es claro que existe un D’-camino de = a
y respecto a la primer coloracion si y solo si existe un D-camino de z a y
con la nueva coloraciéon. Conversamente, sean las flechas de la multidigrafica
G coloreadas con los vértices de D. Si una flecha de G esté coloreada con ¢
€ V(D,) entonces recoloreamos esta flecha con el tunico C; tal que ¢ € C;.
Claramente existe un D-camino de z a y con respecto a la vieja coloracién si
y solo si existe un D’-camino de x a y en la nueva coloracién. De estas dos

observaciones obtenemos que D € %; si y solo si D’ € %;, i=1,2,3.

4) Es claro pues cualquier D-camino es también un D;-camino, pues si
existe un D-camino, donde D es una digrafica ¢ontenida.®® D; o dicho de otra
forma como V(D;)=V (D) y A(D)CA(D) entonces este D-camino es claramen-
te un D;-camino, es decir, la accesibilidad de D; es mayor que la accesibilidad

de D.

Lo que se acaba de demostrar es que cada %; es cerrado bajo contracciones
y subdigraficas inducidas, mientras que %, y %, son cerrados bajo la opera-

cién de anadirle flechas a cualquiera de sus puntos.
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5.1. La clasificacion de %s

Es mucho mas claro estudiar a %, al iniciar el analisis de los 4; por la
razén de que la clasificacién de %, esta completa y la caracterizacién no es

dificil de determinar.

A continuacién daremos dos resultados, sin prueba, con respecto a la clasi-
ficacion de %y, los cuales fueron presentados con més detalle en [5] por Arpin

y Linek.

Lema 4.3 Si Dy, Dy € %, entonces D, @ Dy € HB>.

Teorema 4.2 Son equivalentes:
1. D € %,.
2. D¢, el complemento de D, no tiene ciclos impares.
3. D es generado por un cuasi-orden cuyo orden parcial cociente es una suma

lineal de anticadenas de uno y dos elementos.

Notemos también que hemos dado ya varios resultados tanto para %, como
para A3, no asi para %, que es donde se encuentran involucrados los objetos

de estudio del presente trabajo, los torneos.

5.1.1. Problemas Abiertos

Por tltimo cerraremos con un par de problemas que dieron Arpin y Linek

y que involucran torneos que a la fecha son problemas abiertos.
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1. Si T es un torneo 3-coloreado tal que ningiin C3 contenido en T esté colo-
reado con 3 colores distintos, entonces jtendra T un pozo via trayectorias
monocrométicas de un solo vértice? (Recordemos que la respuesta es no

si més de cuatro colores estdan involucrados).

2. Clasificar los lenguajes 1-sumergibles en un alfabeto de dos letras. Esto
es, encontrar todos los LC {r,b} tal que cualquier torneo cuyas flechas

estén coloreadas con r y b tiene un pozo via L-caminos.
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