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Resumen

El grupo de renormalizacion es una teoria que describe como los sistemas fisicos cambian al variar la esca-
la de energia o distancia. Goza de enorme potencial de aplicabilidad y es una herramienta muy poderosa
para extraer dindmica a bajas energias cotejables con el experimento. El grupo de renormalizacién puede
implementarse geométricamente en la llamada correspondencia AdS/CFT o dualidad hologréfica. Esta
teoria permite explorar el régimen de acoplamiento fuerte de una teoria cuantica de campos definida sobre
un espacio plano d-dimensional utilizando una configuracién gravitacional asintéticamente anti de-Sitter
(d + 1)-dimensional. La coordenada extra define una escala de energia caracteristica y su variacién en el
fondo gravitacional codifica de manera natural como la teoria d-dimensional y sus acoplamientos cambian
con la escala.

Tal variacion de los acoplamientos o funciones beta, se modelan en el fondo gravitacional a través de
una ecuacion de Hamilton-Jacobi para la accién de frontera que a su vez, implementa las condiciones
de frontera de los campos que se propagan en el fondo [4; 5]. En [4] se report6 esta técnica aplicada al
campo escalar y vectorial mientras que en [1] se realiz6é para el campo fermidnico con algunos ejemplos
de deformaciones que rompen simetrias de la teoria de campo y que son modeladas en la accién de
frontera. Es interesante este ltimo ya que se ha reportado en [32] que puede constituir una herramienta
para describir, al menos cualitativamente, sistemas de materia condensada fuertementa acoplada como
superconductividad. Los acoplamientos de estas teorias pueden cambiar con la escala y la herramienta
del grupo de renormalizacién holografico es entonces aplicable.

En este trabajo se revisaron las ideas del grupo de renormalizacién holografico para fermiones siguien-
do primordialmente a [1] y a diferencia de este, fue utilizada en esta tesis una accién fermiénica no
antisimetrizada llegando a los mismos resultados. Se agregd en este trabajo la discusién en torno a la
naturaleza de las condiciones de frontera del espinor que presenta sutilezas respecto a los campos esca-
lares y vectoriales debido al grado de la ecuacién de movimiento reportado en [9; 12; 3] e implementado
aqui sistematicamente. Se anadié también una revisién de [7] sobre la renormalizacién hologréfica de las
funciones de correlacién para espinores siguiendo primordialmente a [21; 11]. Finalmente, para definir el
campo fermiénico en anti de-Sitter, fue necesario hacer revisién y calculo explicito de la conexién de espin
y la derivada covariante para la métrica de anti-de Sitter y calcular la ecuaciéon de movimiento emergente
en esta configuracion.

Palabras clave: holografia, funciones beta, campo fermioénico.



Abstract

The renormalization group is a the theory that describe how a physical system changes as a function

of distance (or energy) scale. Has a great potential aplicability and is a powerfull framework to extract low
energy dynamics explorable in experiments. The renormalization group can be applied to in the context
of the so-called AdS/CFT correspondence or holographic duality. This theory allow to explore the strong
coupling regime of a quantum field theory defined on d-dimensional flat spacetime using a gravitational
configuration asymptotically (d 4 1)-dimensional anti de-Sitter. The extra coordinate is interpreted as a
distance (or energy) scale and his running over the bulk spacetime encoded, by a natural way, how the
quantum field theory and their couplings run with scale.
The running of the couplings (beta functions), are modeled by Hamilton-Jabobi equation for the boun-
dary action that, by the way, implement the boundary conditions of the fields that propagate in the bulk.
[3] discusses this ideas to scalar and vector fields and [1] reports for fermion fields whith some examples of
deformations codified in the boundary action that break certain symmetries. The last paper is interesting
because [32] explore holographic fermionic fields to describe, qualitatively at least, condensed matter
systems like superconductivity in strong coupling regime. The running of the couplings can ocurr and
the renormalization group flow can be applied.

The present thesis explore the previous ideas following [1] with the difference that this work used
non-antisymmetrized action for Dirac fields and arrive to the same results. The present work incorporate
a review of boundary conditions that spinor fields must obey following [9; 12; 3] and implement here
systematically. The thesis added a review based on [7] on holographic renormalization of correlation fun-
ctions applied for fermions followig [21; 11]. Finally, the dirac fields in anti de-Sitter spacetime need a
well defined spin conection and covariant derivative so this thesis calculated them explicity.

Keywords: Holography, beta-functions, fermionic field.
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Capitulo 1

Introduccion

Discutiremos brevemente la correspondencia AdS/CFT. Esta teoria es la clase de ejemplos mejor
establecida dentro del contexto de la dualidad norma/gravedad. De acuerdo con esta dualidad, una teoria
gravitacional en un espacio asintéticamente anti de Sitter (aAdS) producto con una variedad compacta
M, es exactamente equivalente a una teoria de campos (QFT) que vive en la frontera de aAdS. También
llamada correspondencia holografica, permite igualar el régimen de acoplamiento fuerte de la teoria de
campos con el régimen de acoplamiento débil en la teoria de cuerdas y viceversa. La equivalencia de ambas
teorias implica, al menos en principio, la posibilidad de obtener informacién completa de un lado de la
dualidad realizando céalculos en el otro lado. En este trabajo interesa la correspondencia entre una teoria
conforme de campos (CFT) llamada Super Yang Mills con N = 4 supersimetria y grupo de norma SU(N)
definida sobre Minkowski (3 4 1) dimensional y la teoria de Cuerdas tipo IIB (9 + 1) dimensional, de
los cuales, 5 dimensiones corresponden a un espacio-tiempo asintéticamente anti de Sitter y las restantes
codifican una esfera 5 dimensionall. Exploremos en este capitulo las principales caracteristicas de esta
teoria.

1.1. Super Yang-Mills N/ = 4 SUSY

Super Yang-Mills (SYM) es una teoria supersimétrica remotamente similar a Cromodindmica Cuanti-
ca (QCD). Considerando que el grupo de norma es SU(N), su contenido consiste en

» Campo Gludnico (A,(z))ez que transforma en la representacién adjunta de SU(N) con ¢, & =
1,...N

» 6 campos escalares reales sin masa? (®¢(z)).» en la representacién adjunta de SU(N) cone = 1,...,6

= 4 espinores de Weyl izquierdos sin masa® (¥/(z)).= en la representacién adjunta de SU(N) con
f=1,..,4

Los campos A, ®°y U/ se acoplan con términos cibicos y cudrticos que dan lugar a un lagrangiano
que generaliza al de Yang-Mills?.

1Se discute en esta introduccién las dimensiones esténdar, en el capitulo 5 no obstante, se trabaja con AdS,

20 equivalentemente 3 campos escalares complejos

3Los cuatro campos de Weyl son equivalentes a 2 campos de Dirac si descomponemos este como espinores de Weyl
izquierdo y derecho y trabajamos en la base de Weyl.

4
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1.1.1. Simetrias

La teoria es invariante bajo transformaciones que mezclan a los campos bosénicos y fermiénicos con
4 supercargas Qé (f = 1,...,4) fermiénicas®. Todos los campos de la teoria estdn emparentados entre
si a través de la supersimetria, por tanto forman un solo multiplete conocido como multiplete vectorial
N =4.
Las funciones de correlacién de los campos basicos de la teoria son finitos, es decir, no poseen divergencias
al calcular los diagramas de Feynman asociados. Para funciones de correlaciéon de estos campos bésicos,
la teorfa es finita a todo orden y su funcién beta asociada es nula® incluso a nivel no perturbativo’. La
finitud de la teoria sucede por la supersimetria y por la simetria ante reescalamientos:

xt — sxt. (1.1)
El generador D de la transformacién (1.1), satisface
(D, P,] = —iP,, [D,J.]=0.

En donde P, y J,,, son los generadores traslaciones, rotaciones y boost respectivamente y forman el grupo
de Poincaré (que también es, por supuesto, una simetria de la teoria). Es comun utilizar una base de
operadores que posean eigenvalor definido A bajo D, llamado dimension de escalamiento o simplemente
dimensién. Un operador transforma bajo (1.1) de acuerdo con

O(x) = O'(z) = s2O(sz). (1.2)

Se incluye en la lista de simetrias las transformaciones conformes especiales que transforman las coorde-

nadas como )
zH + blx
TN 1.3
v 14 2b,z¥ + b2x2 (1.3)

Con generadores K, que verifican

Ky, K] =
(S, K] = =i (mua Ky — nuaKy) (1.4)
[Py, K, = 2iJ,, — 2, D

D, K] =iK,.

Todos los 15 generadores cierran entre si y forman el dlgebra conforme que codifica la tabla de multiplicar
del Grupo Conforme. En efecto, definiendo

1 1
j,uZ/Ejl/ua ju4£§(K,u,_P,u)a j455D7 ju5£§(KM+PM)7 (15)

puede verse que Jyn (M,N = 0,...,5) satisfacen el dlgebra de Lorentz [2.5] pero con métrica nyn =
diag(—1,1,1,1,—1). En otras palabras, el grupo conforme en (3 4 1)-dimensiones es isomorfo al grupo
SO(4,2). Por esta razén SYM es una teoria de campos conforme. Las teorias conformes son de interés
intrinseco ya que describen teorias de campo en el régimen de ultra altas (bajas) energias codificadas a
través del punto fijo UV (IR) del grupo de renormalizacién (ver seccién 3.5). Podemos incorporar en el
grupo conforme a los generadores de la supersimetria Q7 y sus conjugados complejos Q f8. Al ser genera-
dores fermidnicos, obedecen relaciones de anticonmutacién (impares) entre ellos y junto con las relaciones

5De aqui el nombre N = 4

Sver seccién (3.3)

"Las divergencias que ocurren en teorfa de campos se analizan en el capitulo 3.
8Qf (Qy)transforma en la representacién fundamental (antifundamental) de SU(4).



de conmutacién bosénicas (pares) cierran completamente para formar una super algebra gradada llamada
stiper Poincaré. Mds atin, incorporando los generadores D y K, el algebra cierra con nuevos generadores
fermiénicos Suy y 5’(’; llamados supercargas conformes y nuevos generadores bosénicos R4 (A =1,...,15)
en el dlgebra de SU(4) llamados cargas R que deja invariante al campo gluénico (A4,(x)) ., pero rota
entre sf a los 4 campos fermiénicos (¥/ (2)), v mezcla entre si a los 6 campos escalares (®°(z)).. El
algebra resultante codifica la teoria superconforme, contiene una subélgebra SU(4)r ~ SO(6)r llamada
simetria R que es interna global.

1.1.2. El Limite de N Grande

Como se mencioné en las secciones anteriores, al generalizar Yang-Mills consideramos el grupo de
norma de como SU(N). La teoria con ntimero de colores arbitrario mantiene la libertad asintética y el
confinamientol[3.3]; propiedades esenciales de Yang-Mills. Otro posible reescrito de la teoria es tomar el
limite de 't Hooft:

N =00, con M=giyN fija (1.6)

Donde X es llamado acoplamiento de 't Hooft?. La expresién anterior implica que g% uv — 0. A pesar
de ello la teoria no se vuelve libre y la funcién beta asociada sigue siendo finita y negativa, es decir,
mantenemos la libertad asintdtica y el confinamiento. Este reescrito de la constante de acoplamiento
permite considerar a 1/N como pardmetro pequeio en el desarrollo perturbativo!?. Para analizar como
intervienen los factores de N y A en el desarrollo perturbativo conviene reescribir los campos de la teoria.
Por ejemplo, para el campo gludnico, el reescrito A, — gy A, permite sacar un factor global en la
accion de Yang-Mills,

Syar ~ o Tr [F ). (1.7)

9y m

El factor global es 1/ g%, u = N/A. Con esta notacion, el correlador de dos puntos adopta la forma

14 v )‘ 77/“/ 1
<AcE’ (x)AdJ’(O)> 0.8 N? 6cd55/J/ — Nécéléddv . (18)

Enfaticemos que el campo gluénico [A,,(x)].z porta dos indices de color y anticolor!'!. Para seguir la pista
a esta estructura de color, es de utilidad considerar la notacion de doble linea sugerida por 't Hooft.
Consiste en dibujar la linea asociada a un gluén como un par de lineas de quark-antiquark (asociados a
los indices ¢ y ¢)

quark

antiquark

gluon

El diagrama de Feynman de un lazo correspondiente a la auto energia del gluén contiene dos vértices y
un indice de color libre y por tanto su amplitud escala como 932/ uN,

9Si incluimos quarks en la teorfa también consideramos el niimero de sabores fijo.

10 Ademas, la diferencia entre SU(N) y U(N) se vuelve imperceptible en este limite ya que el nimero de campos de norma
independientes escala como (N? — 1)[22].

" E] primer (segundo) fndice del campo gluénico transforma en la representacién fundamental (antifundamental) de SU(N)



jk

Los vértices de gluén y quark-antiquark dibujados en notacién de doble linea se muestran en la figura
(1) mientras que la auto energia del gluén esta esquematizada en la figura (2).

Figura 2: Auto energia del gluén en notacién de doble linea[22].

Los diagramas que contribuyen a la amplitud de vacio (funciones de cero puntos), cominmente llamadas
burbujas de vacio, pueden reescribirse también[22],

© 0

e .flfw\rf{ = ’\\:2

~ .(/t\r\'rj = ’\2‘\12



Los pardmetros que ocurren en los correladores en el desarrollo perturbativo para las burbujas de vacio,

genéricamente escalan de acuerdo con
)\ a N b
(&) (3) e

Donde a es el nimero de propagadores, b el niimero de vértices y ¢ los lazos de quark cuyo color queda sin
determinar. Los ejemplos de la figura anterior corresponden a diagramas planares definidos como aquellos
que pueden dibujarse sin cruzar lineas. A L lazos su conteo de potencias es proporcional a N2AX~!. Existen
diagramas que no son planares que estdn suprimidos por factores adicionales de 1/N? respecto a los
planares si N es grande. Lo interesante de este analisis es que en el limite de 't Hooft la teoria se simplifica
ya que elimina todos los diagramas no planares, siendo los planares los que dominan la dindmica'?. Més
atin, en el limite de N grande, las glubolas'® no interactiian entre si y estdn débilmente acopladas. De
igual manera los mesones se vuelven libres e interactian débilmente, mientras que los bariones se vuelven
infinitamente pesados y solo son visibles como objetos soliténicos[37]. Es el acoplamiento de t’Hooft el
que se considera como parametro para el desarrollo perturbativo en la teoria de super Yang-Mills.

1.2. Generalidades de Teoria de Cuerdas I1IB

La teoria de cuerdas es un formalismo en el cual, se considera a una cuerda como objeto bésico.
La cuantizacion de esta produce una torre infinita de campos cuyas excitaciones bésicas pueden verse
como estados de particula. Uno de esos estados, corresponde al campo de espin 2 llamado graviton. En
este formalismo, por tanto, el propio espacio-tiempo es dinamico. El enfoque de la teoria es considerar
la relatividad general como una teoria efectiva (descripcién aproximada) a bajas energias que hace falta
modificar para describirla cudntica y perturbativamente a distancias pequeiias'*. Este enfoque es el punto
de partida que termina siendo un candidato a describir la gravedad cudntica. A este respecto, los agujeros
negros deben formar parte de la descripcién de una teoria cuantica de la gravedad en virtud de la teoria
de Hawking. En esta seccion revisaremos brevemente los principales caracteristicas de la teoria de cuerdas
IIB por su relevancia en la correspondencia AdS/CFT.

1.2.1. El espectro de IIB

La teoria de cuerdas IIB posee supersimetria A/ = 2 y es quiral. Su espectro se obtienen de los sectores:

» Sector NS-NS. (Neveu-Schwarz-Neveu-Schwarz)

¢(x) Dilatén

hyn(z)  Gravitén

Byn(z)  Campo de Kalb-Ramond Antisimétrico
» Sector R-R. (Ramond-Ramond)

C(X) Escalar R-R o Axién

Cun(z) 2-forma R-R

Cirn po(z) 4-forma autodual de Hodge

120tro aspecto interesante es que el desarrollo perturbativo para la amplitud de vacio tiene la misma forma que el desarrollo
para la amplitud de vacio de una teorfa de cuerdas cerradas (y abiertas si incluimos quarks).

130peradores compuestos con los campos bésicos que forman productos invariantes de norma. En QCD, un operador
G ~ Tr[F?] actiia sobre el vacio para crear glubolas.

14En el contexto de teoria cudntica de campos, la accién de Einstein-Hilbert es perturbativamente no renormalizable (3).



= Sector NS-R y R-NS
AL )\g/ Dilatinos. Espinores de Majorana-Weyl de la misma quiralidad

X}w g X?\/l g Gravitino. Vector x espinor de Majorana-Weyl

+ . . . .
Los campos Byn, C, Cyn vy CMNPQ son de norma con intensidades de campo asociadas. A bajas

energias (E < ;1) la accién de cuerdas IIB se reduce a una accién efectiva que sélo involucra estados
no masivos,

St1iBef = SsuGra + S (1.9)

Donde el primer término domina a bajas energias y es conocida como Supergravedad (SUGRA) tipo 11B
en (94 1) dimensiones cuya accién es pesada con 1/167Gy y

167Gy = 2r3, = (21)"g212

Cada solucién a las ecuaciones de movimiento de (1.9) define un fondo, es decir, una asignacién especifica
de los valores esperados para cada uno de los campos de la teoria. Sobre este fondo se propagan las
cuerdas que representan pequenas fluctuaciones al rededor del valor promedio.

Una solucién particularmente relevante en AdS/CFT es la p-brana negra, que en el caso extremal adopta

la forma15

H(r)™Y2 (=dt? + dad + ...+ da?) + H(r)Y? (dr? + r2dQ3_,)
H(r) (3-p)/4
(

Cro.p=g: (1 - ) (1.10)

‘ (’Ji)

-1

| |
—_

Propiedades de la p-brana negra

La solucién (1.10) es independiente de t, 21, ..., 2, y posee simetria esférica en la esfera S87P. Se reduce
a Minkowski (9 + 1)-dimensional cuando r > L,r), y posee un horizonte de eventos en r = r,, — 0 con
topologia S8P x RP.

15Ta brana negra extremal se encuentra en equilibrio debido a que la atraccién gravitatoria (debido a su masa) se compensa
NVol(p)

con la repulsién debido a la carga. Las branas extremales saturan la desigualdad BPS: M > @m)rgelt )
T)"Gelp



omitiendo t, x*,..., x*

“garganta” <

r=r, horizonte

La solucién (1.10) es un objeto soliténico que generaliza a p dimensiones al agujero negro de Reissner-
Nordstrém con carga eléctrica RR1

B (T—p)%_p (L (7—-p)
2= Gnmng \i. )
La carga del objeto estd cuantizada!”
LTP) ~ g dPIN. (1.12)

Esta solucién no radia, su entropia y temperatura es cero si el horizonte de eventos es cero (como es el

caso extremal)'®.

1.2.2. D-Branas

La teoria de cuerdas IIB incluye otros tipos de soluciones como la solucion de cuerda negra carga-
da bajo Bpn. En el caso extremal puede mostrarse que su masa y carga estan dados por M = nVT
donde T es la tension de la cuerda. Fisicamente representa una coleccién de cuerdas apiladas (es un
estado 1/2BPS) y estiradas. Todas las branas de la teorfa estdn emparentadas entre si a través de dua-
lidad S que posee la teorfa IIB con grupo discreto SL(2,7Z)Y. Dado que la solucién de cuerda negra
(1-dimensional) representa a los campos macroscépicos de muchas cuerdas fundamentales apiladas, pare-
ce natural buscar soluciones que generalicen tal sistema a p-dimensiones. Estas son las llamadas D-branas.

Las D(p)-branas son objetos extendidos en p dimensiones con grosor infinitesimal en las direcciones
(9 — p) restantes. Sus excitaciones se describen a través de cuerdas abiertas cuyos extremos tienen liber-
tad de deslizarse a lo largo de las direcciones paralelas a la brana (i.e. condiciones de Neumann) y se
mantienen fijas en las direcciones transversales (i.e. Condiciones de Dirichlet) manteniendo a la cuerda

16,3 carga total se obtiene con ley de Gauss integrando el flujo de la intensidad de campo asociado Gro1..p ~ 0-Co1.. p.

17 Argumento de discretizacién de Dirac

13Fn el caso no extremal, la radiacién de un agujero negro puede verse como la creacién y aniquilacién de particulas
y un efecto de tunelaje en el horizonte de eventos. La entropia de un agujero negro se calcula con la célebre ecuacién de
Bekenstein-Hawking (1.48).
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adherida a la brana. Las cuerdas abiertas sélo pueden existir en presencia de una Dp-brana, como con-
secuencia de su definicién. La tension de la cuerda es la misma que la cuerda cerrada, 1/2712; sus puntos
internos son indistinguibles (es una cuerda fundamental) y se pueden mover en todas direcciones. En la
teoria de cuerdas, las D-branas son soluciones no perturbativas, es decir, son solitones. Los modos de
excitacién sin masa de la D-brana estdn asociados a campos definidos sobre ella?’, por ejemplo, campos
escalares ®(z"); campos de norma U (1), A,(z¥) y campos espinoriales ¥(z").

Calculando amplitudes de dispersion de cuerdas abiertas, podemos determinar las interacciones entre
ellas y construir la accién que describe su dindmica. A bajas energfas, donde E << I !, las interacciones
se pueden resumir en una accién efectiva (con campos no masivos descritos arriba): Serr = Sppr + Sa-
Donde

Sper = —Tpy / dea\/—det (O XMOgXNnyn + 272 F,5) + fermiones, (1.13)

es la accién de Dirac-Born-Infeld (DBI) supersimetrizada?!. La tensién de la brana (energfa por unidad
de volumen p-dimensional) esta controlada por Tp,. La accién completa incluye una serie infinita de
correcciones en potencias de [. y cuando los campos son constantes, representa la acciéon exacta. En
caso contrario, contribuyen términos de altas derivadas (por ejemplo 0,03F,s ) codificados en la acciéon
Sa[37]. Es posible acoplar los modos de supergravedad generalizando la acciéon DBI a Sppr + Swz.cs
donde Sy zcs denota la accién de Wess-Zumino (o Chern-Simons),

Sper+ Swz = —Tp, / dp+lae_¢\/—det [0 XM XN (gvn + Bun) + (2712) Fop]

) (1.14)

+Tpyp / Fo Y Clppny A BT 4
p'<p

Donde By es el campo de Kalb-Ramond antisimétrico y C,11) es la forma Ramond-Ramond (1.2.1).
La presencia de este iltimo implica que la D-brana tiene carga RR y su densidad de carga es igual a su
tensién T, (es un estado BPS). La tensién controla la manera en que la D-brana se acopla a la métrica
y por tanto su amplitud para emitir gravitones. Por tanto es posible inferir su valor a partir del calculo
de la amplitud de emisiéon de un gravitén,

Dpl

Dp2

20F] espectro cudntico de la cuerda abierta da lugar a una torre infinita de estados con m? = n?/I2 con n = 0, 1...

21E] primer término dentro del determinante es la métrica inducida sobre la D-brana, mientras que el segundo es la
intensidad de campo 9, Ay — OpAq.



Es decir, la amplitud puede calcularse e interpretarse de dos maneras distintas. Por un lado, la amplitud
de que las dos D-branas interactien a través del intercambio de una cuerda cerrada y por otro inter-
pretar el mismo proceso como un lazo de cuerda abierta que se extiende de una D-brana a la otra y su
correspondiente anticuerda (seguida de la aniquilacién del par):

ﬁ.'j‘ﬂ ‘_,‘1—\
\ \
L—J
\ \
| |
— S —

La amplitud resulta ser nula por una cancelacién de lazos de bosones y fermidnes en la descripcién de
cuerda abierta o entre la atraccién gravitacional (y dilaténica) y la repulsién del campo RR en la descrip-
ci6én de cuerda cerradal37]. Mds atn, las cuerdas abiertas y cerradas pueden dar descripciones alternativas
de un mismo proceso, propiedad llamada dualidad de cuerdas abiertas y cerradas. Comparando ambas
descripciones Joseph Polchinski demostré que

1

Tpp = ———1>
g (QW)pgclg+1

(1.15)

en donde I, es la longitud de cuerdas??. En Presencia de N Dp-branas paralelas, las cuerdas abiertas
tienen la posibilidad de conectar sus puntos extremos en distintas D-branas ademas de las cuerdas que
conectan a cada D-brana consigo misma (figura 1.1). Existe un total de N? tipos de cuerda abierta,
etiquetadas con numeros IJ tales que el extremo inicial esté en la D-brana nimero I y el extremo
final termine en la D-brana nimero J con 1 < I,J < N. Al cuantizar el sistema, tendremos ahora N 2

Figura 1.1: Se toma en cuenta las orientaciones de las cuerdas abiertas.

estados y los campos correspondientes seran matrices N x N: ®(z), AY,(z), Uy (). Si las D-branas se
encuentran exactamente en el mismo sitio, la longitud minima de todos los tipos de cuerda abierta es
cero y todos los estados IJ son intercambiables entre si. El campo de norma A¢;(x), que es ahora una
matriz, indica que el grupo de norma asociado es no abeliano? y las transformaciones de los campos y
estados se pueden hacer localmente. FEn sintesis, la dindmica de una pila de N Dp-branas se describe por
una teorfa de norma con grupo U(N)?. En el caso supersimétrico, la accién efectiva para N Dp-branas
(bajas energias) es super Yang-Mills N' = 207-P)/2 en (p + 1)-dimensiones con grupo de norma U(N) y
acoplamiento

9)2/M = (27r)p_29cl€_4'

22En un mundo 4 dimensional, I, ~ 10™33¢m.

*3Los estados |p,IJ,..) transforman de acuerdo con U Uy |p,IJ) y los campos como ®r; — U11/<I>IJU;}, con U
generadores del grupo U(N).

24La accién no abeliana de la pila de N D-branas es DBI con traza, andlogo a TT[FQ] de QCD.



1.3. Espacio Anti de Sitter

La geometria del espaciotiempo anti de Sitter (AdS) juega un papel protagénico en holografia®s.
Uno de los aspectos méas importantes es la relacién existente entre la compactificaciéon conforme de AdS
y la correspondiente para el espacio plano. En el caso de signatura FEuclidiana, el espacio R™ puede
compactificarse a una n-esfera S™ anadiendo un punto en infinito. Por otro lado, el espacio hiperbdlico
(n+1)—dimensional, que es la version Euclidea de AdS, puede mapearse conformalmente en el disco Dy, 41
(n 4+ 1)-dimensional. La frontera del espacio hiperbédlico compactificado es entonces el espacio Euclidiano
compactificado. Una relacién similar se verifica en el caso de signatura Lorentziana[28].

Anti de Sitter es la solucién maximalmente simétrica a las ecuaciones de Einstein[29],

1
167G N

SeEH =

/ e/ =g(R — A)

donde G es la constante de Newton y A la constante cosmolégica negativa (tensor de energia momento
constante). La curvatura del espacio L es constante y negativa donde —6/L? = 2A%6,

Discutiremos el caso AdS5 a pesar de que la mayoria de las propiedades son independientes de la dimen-
sién. Algebraicamente, AdS5 estda dado por la hipersuperficie

~ =X+ X2 - X2 - X2, (1.16)
Para alguna constante L. La métrica en AdSs es inducida de la métrica
ds® = —dX?, —dXZ +dX?... +dX3,. (1.17)

que describe un espacio seudo Fuclideano R** 6-dimensional. Por construccién, el espacio AdSs tiene
isometria SO(2,4) ya que el espacio ambiente R?# tiene como algebra de Lie

[(TaB, Ic) = napIsc + npcIap —nacIsp — NBpJAC (1.18)

con Jap dados por (1.5). A su vez, AdS es homogéneo e isotrépico[28].

1.3.1. Coordenadas Globales

Una parametrizacién del hiperboloide (1.16) se obtiene con las coordenadas globales:

X_1 = LcoshpcosT,
Xo = LcoshpsinT, (1.19)
X; = LsinhpQ;, i=1,...,3.

Donde ; parametriza la esfera 3-dimenional de radio unitario ;' = 1,0 < p < 00, —00 < 7 < 0.
Bajo estas coordenadas, la métrica inducida sobre el hiperboloide a partir de la métrica (1.17) es

ds%gs, = L*(— cosh® 7% + dp* + sinh? pdQ3) (1.20)

Tomando 0 < py 0 < 7 < 27, la solucién (1.20) cubre el hiperboloide completo, por esta razén las
coordenadas (7, p, €;) son llamadas globales. Cerca de p = 0 la métrica se comporta como ds? ~ L?(—d7%+
dp? + p2dQ?); el hiperboloide tiene topologia S' x R* con S' representando curvas tipo tiempo cerradas
en la direccién 7. Para obtener estructura causal, desenrollamos el circulo (—oo < 7 < 00) para obtener

25 A pesar de que existen otras teorfas holograficas con fondos méis generales.

d—1)(d—-2
26Para Ade+1, 2A = _%.
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la cubierta universal del hiperboloide. Al analizar la estructura causal de AdSs, es ttil introducir la
transformacién tan o = sinh p con 0 < a < /2. La métrica (1.20) adopta la forma

L2

ds® = ——
COS” &

(—dr? + da® + sin® ad3) (1.21)

Implementamos un reescalamiento de la métrica multiplicAndola por L2 cos?

Weyl?7) para eliminar el factor global respetando las direcciones nulas[37],

a (transformacién de

ds? = —dr? + da® + sin® ad3 (1.22)

Que es la métrica del universo estdatico de Finstein que también aparece en la compactificacién conforme
de R'™ (Minkowski): ds?> = —dr? 4 df? + sin? QdQ}%fl. Para este ultimo, la coordenada 6 toma valores
[0, ) mientras que en el caso de (1.22) los valores de « corren en el intervalo [0,7/2). Lo anterior indica
que AdSs puede mapearse de manera conforme a la mitad del universo estatico de Einstein con topologia
R! x S*. En general, un espaciotiempo que puede mapearse conformalmente a una regién que tiene la
misma frontera que la mitad del universo estético de Einstein, es llamado asintéticamente AdS?8. En vista
de que la frontera se extiende en la direccién tipo tiempo etiquetada por 7, necesitamos especificar una
condicién de frontera sobre R! x S* en av = 7/2 para tener definir el problema de Cauchy. Un resultado
importante es que la frontera de AdSs compactificado conformalmente es idéntica a la compactificacion
conforme del espacio de Minkowski (3 + 1)-dimensional. Esto juega un papel crucial en AdS/CFT. Una
bondad de la métrica transformada (1.22) es que podemos visualizar al espacio AdS completo en una
regién finita; su diagrama de Penrose (figura 1.2). En un corte vertical del diagrama de Penrose (figura
1.3) podemos notar que el infinito espacial (y nulo) es una superficie tipo tiempo y la luz toma un tiempo
finito en llegar a la frontera ubicada en p = oo (v = 7/2) a pesar de que ésta se encuentra a una
distancia propia infinita. En efecto, tomando la métrica (1.20) a 6; = cte y L = 1, las trayectorias nulas
son p? = cosh? p7? y, por otro lado, una traslacién temporal (en la coordenada 7) conserva la energia®,
resultando cosh? p7 = E. Combinando ambas ecuaciones obtenemos,

E? d
.2 .
= —sinhp = +F 1.2
cosh? p - ) P (123)
Para rayos de luz salientes (signo +), obtenemos
sinh p(A) = E(A — Xo), (1.24)

y por tanto p — oo es alcanzado por valores infinitos del parametro afin, A — oco. Para la coordenada
temporal, sin embargo, encontramos,

E

=
cosh? p

= tanT = \— . (1.25)
Estas geodésicas nulas comienzan en p = 0 en 7 = 0 y alcanzan la frontera (p = o00) en 7 = 7/2
independientemente de los valores de E y Ag. Esto implica que, para determinar la evolucién de una
sefial no basta dar su condicién inicial sino también especificar condiciones de frontera como sefialamos

anteriormente en el mapeo al universo estatico de Einstein?'.

2T Aqui adoptamos la convencién de que, una transformacién de Weyl es un reescalamiento local de la métrica, g(z) —
g'(xz) = Q*(x)g. En la reparametrizacién conforme,g(z) — ¢'(z’') = w?g(x). La composicién de ambas deja invariante a la
métrica si Q(z) = w(z) ™' y llamamos a esta, transformacién conforme.

28Bajo este criterio, un espacio es asintéticamente plano si posee la misma estructura de frontera que la de un espacio
plano compactificado conformalmente (universo estdtico de Einstein)

29Gi la métrica es independiente de x° = t, la energfa se conserva: po = go,z” = —F

390 1o que es lo mismo, AdS no es globalmente hiperbélico: La evolucién de una hipersuperficie de Cauchy requiere ademés
de condicién inicial, una condicién de frontera.
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(p=w0)

! 2(p

a=

Figura 1.2: Diagrama de Penrose en coordenadas globales (1.22) [37].

t=n/2

Cono luz l T T
|

a=n/2(p=w)
a=x/2(p=w)

| v=-ni2 |

Figura 1.3: Corte vertical de 1.2. Aqui la coordenada 7 es periédica[37].

1.3.2. Coordenadas de Poincaré

Las coordenadas de Poincaré u horosféricas (u,t,Z) parametrizan el hiperboloide (1.16) de acuerdo
con[37]

U
X_ 1= ft’
L2 r 2
Xo=5- 1+Q£4(L2+f2—t2)} ,
u
L ou (1.26)
X=-7
L 9
L? [ u?
Xo=— |14+ — (-L*+ 2 -t} .
4= 5, _ + L4( +x )
Con 0 <u< o0, —00<t,x,..,xr3 < 00, la métrica adopta la forma
u? i L?
ds* = 3 (—dt* + di?) + ﬁduQ. (1.27)

Estas coordenadas cubren sélo una porcion del hiperboloide llamada cuna de Poincaré, como se muestra
en (1.4). En esta forma, (1.27) tiene manifiesta isometrias con subgrupos 1SO(1,4) (Transformacién de
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| —u=e

u=0
f——= u=const

Figura 1.4: AdS> se mapea conformalmente a R x [—7/2,7/2]. (u,t) cubre la regién triangular (cuna de
Poincaré)[28].

Poincaré) y SO(1,1) de SO(2,4). La simetria I150(1,4):
(t, ,u) — (ct,c@ ¢ u), c>0 (1.28)

juega un papel importante en AdS/CFT; es identificada con las dilataciones D del grupo conforme de
R1P[28]. M4s atin, el tiempo de Poincaré coincide directamente con el tiempo en la CFT.

2
Para el propdsito de este trabajo, conviene utilizar una coordenada radial invertida, r = —, de modo
u
que la frontera de AdSs quede determinada en r = 0 (u — 00). La métrica toma la forma
2 _ L 2 2 2
ds* = — (—dt* + dZ* + dr?) (1.29)

A tiempo fijo, podemos esquematizar la métrica (1.29) como la figura (1.5.4)

1.4. La Correspondencia AdS/CFT

La motivacién a la correspondencia AdS/CFT comienza con una comparacién entre las Rp-branas
negras y las Dp-branas. Para las primeras, las branas negras extremales (1.10) tienen la masa minima
posible para la carga dada y satura la desigualdad BPS. Por otro lado, una pila de N Dp-branas sin
excitar posee exactamente la misma carga y masa[23]. Esto sugiere que la brana negra son los campos
macroscopicos de SUGRA generados una pila de D-branas. Para g.N >> 1, el radio de curvatura de
la Rp-brana negra es muy grande (1.12), por lo que la solucién (1.10) es confiable a nivel de célculos
perturbativos3! (en este régimen las cuerdas son pequefias comparadas con el radio de curvatura). Por
otro lado g.IN controla el desarrollo perturbativo de las cuerdas abiertas (excitaciones de las D-branas)
incluyendo la emision de gravitones por parte de la pila de D-branas. Si g.N << 1 podemos entender
a la pila de D-branas como viviendo en un fondo plano y describir sus excitaciones perturbativamente
(incluyendo modos de SUGRA).

Una conclusién natural a ese anélisis es que la brana negra y la D-brana (en fondo plano) son descripcio-
nes alternativas del mismo sistema fisico pero vélidas en regimenes mutuamente excluyentes ( g./NV << 1
para la D-brana y g.N >> 1 para la brana negra) llamado principio de correspondencia[37; 24]. En
otras palabras, una pila de N D-branas inmersas en el fondo de SUGRA que ellas mismas generan
y dependiendo de g.N una descripcién se vuelve mas relevante respecto a la otra. Podemos imaginar
extender la descripcién de cuerdas cerradas (brana negra) al régimen no perturbativo g.N 2 1y, similar-
mente considerar la descripcién de cuerdas abiertas (pila de N D-branas) en el régimen no perturbativo
gcN < 1. En este régimen el principio de correspondencia seria una dualidad, es decir, descripciones
alternativas de un mismo sistema en regiones mutuamente incluyentes. En favor de esta dualidad, se ha
mostrado que ambas descripciones conducen a los mismos resultados para las amplitudes de dispersion de

3197 ademds la constante de cuerdas gce¢s << 1.
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cuerdas abiertas a bajas energias y para la amplitud de absorcién de cuerdas cerradas[37; 25]. Ademés,
el sistema de D-branas reproduce la radiacién de Hawking de la brana negral26; 37]. La dualidad de
cuerdas abiertas y cerradas es otra manifestacién de la habilidad de las cuerdas abiertas para reproducir
geometria curva. Juan Maldacena tomo como punto de partida esta dualidad para deducir la correspon-
dencia AdS/CFT|27] como revisaremos a continuacién.

Para p = 3, la R3-brana negra (1.10) tiene al dilatén constante y mantiene excitados sélo a la métrica y
la, 5-forma, GMNPQR:

ds® = H(r)"Y? (—dt* + da? + dad + dad) + H(r)Y/? (dr® + r2d03) (1.30)
donde
Cois =g, (L=H ™)), Gronas =g. 'H(r) *H'(r), Go,. 05 =g; 'r°H (r)V(Qs),
H(r)=1+ (f)4 L* = 47 Ng.l2, (131)

y V(€5) es el volumen de la esfera unidad. Para que esta solucién sea confiable en necesario pedir que
gcN >> 1 (curvatura pequena) y g. << 1 (cuerdas débilmente acopladas).

Minkowski + N D3
R3

o

Bajo control cuantitative si g<<1, gN==1 Bajo control cuantitative si ge<<l, gN<<l

Considerando el sistema a ultra bajas energfas, E << 1/l.,1/L, en vista de que L = (4wg.N)"/*l. tenemos

1<<1
L le

siempre que g.N >> 1 o bien

—_

1>>
L

~
o

siempre que g.N << 1.

En ultra bajas energias, tanto en la R3-brana negra como en la pila de N D3-branas obtenemos dos
sistemas desacoplados. En la R3 la seccién eficaz de absorcion de modos no masivos por parte de la
brana negra es o o« (EL)® y parece que la brana negra absorbe cualquier materia. Sin embargo hay que
resaltar que su tamano caracteristico es L y resulta por tanto invisible para modos con longitud de onda
1/E >> L. Los modos de SUGRA en el exterior de la garganta (r < L) se propagan esencialmente como
en un fondo plano y no pueden penetrar el interior. Inversamente, los modos en el interior de la garganta
no tienen suficiente energia para escapar del potencial gravitacional hacia el exterior. Las dos regiones
no se pueden comunicar una con otra. De lado de las D-branas, la probabilidad de absorcién es la misma
e igualmente obtenemos dos sistemas desacoplados: las cuerdas cerradas en el fondo plano no pueden
convertirse en abiertas ni viceversa.

En cada lado de la dualidad, la dindmica se simplifica drasticamente. De lado de las D-branas, las cuerdas
cerradas IIB en fondo plano se reducen a SUGRA libre y las cuerdas abiertas sobre las D3 se reducen
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a los modos masivos descritos por SYM con supersimetria N’ = 4 y grupo de norma U(N) en (3 + 1)-

dimensiones. En las R3, hay un efecto de corrimiento al rojo en virtud de que gy = — (1 + L4/ 7“4)71/ %,
un objeto con energia propia £, en un punto r tiene energia

—1/4
Foo =v=gub, = (1+ L*/r*) /" B,

seglin un observador en infinito®?. En cualquier posicién r > L, pedimos que la energfa E, << 1/l.,1/L
para reducir a SUGRA libre (cuyos modos se propagan en un fondo plano).
En la regién cercana al horizonte r << L, podemos tener I, arbitrariamente grande y ain asi satisfacer

1 4
E « %Ep << R Mi4s atin, en esta regién, H(r) oc — de tal modo que el fondo se simplifica:
c r
o 1P 2 2 L o 202 r? L 2 102
ds® = Iz (—dt” + dz®) + oy (dr® +r2dQz) = (Bdm#dx“ + Tder ) + L°dQg (1.32)

Reconocemos el primer término de lado derecho en (1.32) como el espaciotiempo anti-de Sitter (4 + 1)-
dimensional con radio L y el segundo término como una 5-esfera de radio L33. Este espacio AdSs x S°
estd cargado bajo el campo Ramond-Ramond (contiene N unidades de flujo RR a través de la S°) y en él
se propagan todos los modos de IIB incluyendo los no perturbativos como las D-branas. Lo que estamos
considerando estd representado esquemaéticamente en la figura (1.5). En el limite de ultra bajas energias

X
r Minkowski + N D3 Q

E<< 1/Lc, 1/L

Desacoplo

/T

SUGRA libre (9+1) dimensiones SUGRA libre (9+1) dimensiones

IIB SYM SU(N) en Minkowski 3+1

Figura 1.5: El desacoplo de SYM y IIB[37]

las dos componentes que representan a SUGRA libre en Minkowski (9+1) dimensiones en ambos lados de
la dualidad, obviamente coinciden. Si nos aventuramos a concluir que las dos componentes desacopladas
restantes también son equivalentes en este limite, tendriamos:

32La energia Fo es la que estd condicionada a ser E << 1/lc,1/L ya que la nocién de tiempo en la R3 cuando r — oo es

el que coincide con la nocién de tiempo en las D3
4 3
33Ademés Gro123 = 9;1%7 G@l...95 = 9514L4V(Qs)
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Teoria de Cuerdas IIB en AdSs x S° con N unidades de flujo RR sobre la S° es equivalente
a SYM con grupo SU(N)** en Minkowski (3 + 1) dimensional.

La deduccién es en términos de la descripcién a ultra bajas energias, sin embargo, el enunciado puede
volverse exacto en el limite El., EL — 0. Para analizarlo conviene formular la idea en términos del limite
de Maldacena®®,

lc — 0 mientras mantenemos fijo ¢g.N (= L — 0)

Bajo este criterio, E puede ser arbitrariamente grande sin que regresemos a la correspondencia de cuerdas
abiertas/cerradas original; tiene sentido considerar IIB en el fondo (1.32) y a SYM con energias arbitra-
riamente altas y sostener la afirmacién de Maldacena, es decir, su validez se mantiene para cualquier valor
de E, g. y N3%. Para ahondar més en este punto, si consideramos esqueméticamente la accién completa
de la pila de N D3-branas,

Sps o /d4a: {Tr (F*+.)+1Tr (F*+..) + ..}

Donde el primer término corresponde a SYM N = 4 con acoplamientos marginales?” y el segundo
término de lado derecho da correcciones a la intensidad de campo con acoplamientos de dimensién
negativa (irrelevantes). A bajas energias Sps se reduce a Sgy s lo cual se hace evidente en el limite de
Maldacena, ya que E puede ser entonces arbitraria[37]. La teoria obtenida en este limite es invariante
bajo reescalamientos, es decir, un punto fijo no trivial®® ya que continiia siendo interactuante.

De lado de la R3, atin cuando en la deduccion consideramos /L — 0, después del limite de Maldacena
podemos tomar r arbitrario en la geometria emergente AdS (incluyendo r >> L) sin que ello implique
regresar a la region asintéticamente plana; cualquier punto en AdS, corresponde a estar todavia dentro
de las D3 a nivel de SYM.

Si en verdad IIB=SYM completa, entonces la parte gravitacional debe considerar no solo a la geometria
(1.32). Deformaciones arbitrariamente grandes de ella deben incorporarse a la descripcién, incluyendo
agujeros negros. A pesar de ello, no podemos cambiar la geometria en el infinito (frontera) ya que
ello requeriria una energfa infinita. El aserto de la dualidad es entonces que la informacién de SYM
estd codificada en un espacio aAdSs x S°, donde aAdS se refiere a un fondo asintéticamente anti de-
Sitter. Las deformaciones o fluctuaciones del fondo pueden ser pequenas (descritas por cuerdas cerradas)
o grandes en cuyo caso los valores de fondo de los campos de la teoria de SUGRA pueden modificarse
sustancialmente y deformar el fondo,

34El grupo original de la dualidad es U (N). Los grados de libertad correspondientes al grupo U(1) corresponden a posiciones
del centro de masa de la pila de D3 branas que estdn desacoplados del resto en la descomposicién U(N) ~ U(1) x SU(N) y
es valido omitirlos. En la R3 tales grados de libertad corresponden a la posicién en el espacio de la garganta.

35limite de desacoplo o cercano al horizonte

36 Andlogo a la obtencién de la teorfa de Dirac y Maxwell al hacer E — 0 en la teorfa completa de QED sin masa y
considerar Spirac + SMazwell @ cualquier energia

37ver seccién 3.5.

38 A diferencia de un punto fijo trivial o Gaussiano donde la teoria se vuelve libre
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r=0(frontera)

IR 5o UV )

siempre conservando el mismo comportamiento asintético en la frontera de AdS; la teoria de cuerdas al
ser una teoria de gravitacion, la geometria es dinamica.

1.5. Diccionario de la Correspondencia AdS/CFT

En general cualquier proceso o estado de un lado de la dualidad tiene su correspondiente estado o
proceso de lado de SYM. Es comin hablar de un diccionario que traduce informaciéon de un proceso o
estado de un lado a otro de la dualidad. Por ejemplo, en la seccién anterior mencionamos la posibilidad de
hacer fluctuaciones grandes de los campos de SUGRA conservando la estructura de AdS en la frontera.
El fondo (1.32) sin excitaciones de ningun tipo (conservando el flujo RR) corresponde al estado de minima
energia en SYM, es decir al vacio. Fluctuaciones pequenas o grandes por encima de (1.32) corresponden
a otros estados en SYM.

1.5.1. Correspondencia entre Parametros

Conviene hacer mencién de los diversos pardametros de las teorias. De lado de SYM, el rango del grupo
de norma N (numero de colores) o, equivalentemente, el numero de D3-branas apiladas corresponde, bajo
la dualidad, al niimero de unidades de flujo del campo Ramond-Ramond a través de la S°. Equivalente-
mente es la carga que posee la R3-brana negra bajo el campo Ramond-Ramond (RR).

El acoplamiento de SYM, gy s, equivale al valor de fondo del dilatén (campo de SUGRA) y a su vez
esta relacionado con la constante de acoplamiento de cuerdas g,

g%y = Ange = 4me®|,—.

El acoplamiento de 't Hooft (1.6) sobre el cual se realiza el desarrollo perturbativo en SYM corresponde
al cociente entre el radio de curvatura de AdS y la longitud de cuerdas,

I

)
C
A este respecto, la teorfa de cuerdas estd bajo control (perturbativamente) si el espacio estd débilmente
curvado y las cuerdas estan débilmente acopladas, es decir, cuando
Iz

77 << 1, ge<<1

Lo cual implica que,
A=g’N>>1, N>>1
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Es decir, cuando IIB estd bajo control, SYM posee muchos colores y con fuerte acoplamiento (como QCD
a bajas energfas). En el limite (N, \) — oo, si tomamos g. — 0, la teorfa IIB es libre/clasica (nivel arbol).
A su vez, sil./L — 0, IIB se reduce a supergravedad IIB (SUGRA). En estos limites, la correspondencia
AdS/CFT es operativamente manejable para explorar la regién de acoplamiento fuerte de la teoria de
norma SYM?3?.

1.5.2. Correspondencia entre Simetrias

SYM es una teoria de campos conforme, invariante bajo el grupo conforme SO(4,2) en (3 + 1)-
dimensiones. De lado de AdS, estas mismas simetrias codifican el grupo de isometrias de AdSs, es decir,
los difeomorfismos que dejan invariante la forma de la métrica. SYM posee una simetria interna global
llamada simetria R con grupo SU(4) ~ SO(6). En la pila de D3 branas sobre un espacio plano, el grupo
SO(6) se origina por los generadores de rotaciones en las 6 direcciones transversales a las D3-branas. De
lado de la R3, la S® estd asociada a las direcciones que rodean a la garganta. En el limite de desacoplo,
el fondo (1.32) hereda los grados de libertad S° y sus isometrias forman el grupo SO(6). IIB posee
32 supersimetrias?? codificados en 2 espinores de Majorana-Weyl en 9 + 1 dimensiones. La R3 es un
estado (1/2)BPS y es invariante ante 16 supersimetrias. Sin embargo, en el limite cercano al horizonte,
(1.32) es maximélmente supersimétrico e invariante ante las 32 supersimetrias. SYM posee una simetria
discreta global llamada dualidad S (1.1.1) con grupo SL(2,Z). La teoria de cuerdas IIB posee la misma
simetria (y dualidad T') que mezcla/intercambia los campos Byry v Carn (1.2.1). Respecto a las simetrias
locales, no existe una correspondencia entre ellas en AdS/CFT. El grupo de norma SU(N) de SYM y
correspondientemente los difeomorfismos (No los de S%) en aAdS® x S° no les corresponde nada en SYM.
Recordando que las invariancias locales no son simetrias en el sentido de que mapean estados fisicos en
otros, sino una manifestacién de la redundancia de la teorfal!, la informacién fisica debe estar contenida
en cantidades invariantes de norma. A nivel de estas cantidades debemos empatar en ambos lados de la
dualidad (ver seccién 1.5.3).

Correspondencia entre coordenadas

De la comparacién entre las D3-branas y las R3-branas que condujo a la correspondencia AdS/CFT,
tenemos que las coordenadas x# = (t,Z) del espaciotiempo de Minkowski 3 + 1-dim donde estd defi-
nida SYM coincide directamente con las coordenadas x* (salvo la coordenada radial) en la cuna de
Poincaré (1.3.2). Como anticipamos en la seccién (1.5.2), las coordenadas 6; en la S® de IIB no son coor-
denadas espaciales en SYM, sino que parametrizan el espacio interno (simetria global) asociado al grupo
SO(6) con nimeros cudnticos bien definidos bajo SU(4) ~ SO(6) (armonicos esféricos sobre la 5-esfera).
Falta el mapeo de una coordenada mas, que hemos llamado radial. Por su particular importancia en este
trabajo (y en general para AdS/CFT) la revisaremos en la seccién (1.5.4).

1.5.3. Correspondencia entre Estados/Operadores

Como mencionamos en la seccién (1.5.2), los operadores relevantes en SYM son aquellos invariantes
de norma. La correspondencia AdS/CFT debe asignar a cada operador invariante de norma en la CFT,
un campo bésico en IIB*2. Antes de tomar el limite de Maldacena, cuerdas cerradas pueden excitar a la
pila de D3-branas en puntos especificos convirtiéndose en cuerdas abiertas vibrando sobre la brana. De
la misma manera, es posible arrojar cuerdas cerradas a la garganta de la R3-brana negra. Una cuerda

39Tnversamente, los calculos perturbativos en SYM en la regién A << 1, N >> 1 codifican informacién de la teoria de
cuerdas débilmente interactuantes en un fondo altamente curvado.

4011 hace referencia al grado de supersimetria local /' = 2 en 9+1 dimensiones.

“1Hay mas variables que grados de libertad fisicos.

42 Anjlogamente, existe una correspondencia entre estados de ambas teorfas que puede entenderse bajo el mapeo estado-
operador de la CFT.
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cerrada vibrando de manera especifica corresponde a un campo de IIB. En el limite de bajas energias el
campo de IIB, ¢(x), se acopla a cierto operador local O(z) en SYM. El valor de ¢(x) ubicado en la D3 se
convierte en una fuente de los campos de SYM a través del operador O(z). A su vez, el valor de ¢(x) que
produce excitaciones en la R3, es el que el campo tiene en la frontera de AdS ya que ese es el punto de
entrada a la garganta (o lo que queda de ella después del limite de Maldacena). La identificacién univoca
O — ¢ puede exhibirse analizando la accién de las D3. Para el dilatén o, que aparece en la métrica de
las D3,

Sp3 = —T/d4m€_¢sTr\/—det (v + 2712 F 0 + . {

al expandir la exponencial, habrda un término que acompana a (:
Sp3 D /d4:1:g0T7’ (EuFH 4 )

El operador dual a ¢ sera

0Sp3

Tr(F?>+..) ~ i _
r(E7 )~ dim =S o
Es decir, el dilaton es dual a la densidad lagrangiana de SYM. Otro campo relevante, el gravitén, aparece

también en la acciéon de la D3: gyyny = nun + hun,

Sp3 = —T/d4:nsTr{ —det (g + ...) + }

La métrica en la accién es la inducida sobre la brana, de modo que las componentes p, v del gravitén son
duales al tensor de energia-momento de SYM.

Oh,,, (z) ~ lim 05p3

lim 08y = T, = T (Fj‘Fy,\ + ) .

Recordando que todos los campos en SYM transforman en la representacién adjunta (1.1), los operadores
invariantes de norma son de la forma

O(x) ~ Tr (M (x)My(z)...), (1.33)

siendo M (z) cualquiera de los campos de SYM y/o derivadas covariantes de ellos. Los operadores de una
sola traza como el anterior son relevantes para este trabajo y corresponden a operadores de glubolas. De
lado de IIB, los campos béasicos, denotados colectivamente como ®, que crean estados de una particula y
son ellos los duales a operadores de una traza. Productos de tales campos bésicos (que crean estados de
varias particulas) seran duales a operadores multitraza.

Otro aspecto importante de esta identificacién es que los operadores estéan localizados en las coordenadas
de Minkowski, pero no en las coordenadas 6; que parametrizan el espacio interno S° asociado a la simetria
R (ver seccién 1.5.2). Los operadores duales, mas bien, poseen nimeros cudnticos bien definidos bajo la
simetria SO(6)*3. De lado de gravedad, el espacio S° codifica propiedades de transformacién de los
campos ®(z) bajo el grupo de isometrias asociado. Cada campo (9 4 1)-dimensional, se descompone en
una torre infinita de modos de Kaluza-Klein (KK) sobre la 5-esfera,

(™, 60%) = dr(a™)Vi(6%),
k

donde Y}(6°) son los arménicos esféricos sobre la 5-esfera. Son los modos ¢y (z™) los que son duales a
operadores en SYM.

43Es decir, pertenecen a alguna representacién especifica del grupo S 0(6); el dilatén, dual a la densidad lagrangiana son
escalares bajo este grupo.
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Dada la correspondencia entre simetrias, los operadores de ambas teorias también se organizan en mul-
tipletes de estas simetrias. En SYM, tales multipletes estdn generados por operadores BPS (o primarios
superconformes) que dan lugar a operadores primarios con dimensién A determinada sélo por sus propie-
dades de transformacién bajo Lorentz y simetria R y no recibe correcciones (dimensiones anémalas) para
cualquier valor del acoplamiento A. De lado de IIB, el espectro completo sobre AdSs x S° se desconoce
pero, en el limite de muchos colores, se reduce a SUGRA IIB libre. A partir de esta accién desarrollada
hasta orden cuadrético y descomponer en modos KK sobre la 5-esfera, es posible obtener el espectro
de masas para las torres KK. Si k representa el momento angular sobre S°, los campos ¢ y C tienen
masas m?L% = k(k 4+ 4),k > 0, By, verifica m?L? = (k — 2)(k + 2),k > 1, etc.[45]. Genéricamente, en
AdSs5 global, la dimensién conforme A en la CFT corresponde a la energia asociada al tiempo global 7
en AdSs*,
Espm 06 2: m?L? = A(A —4)

Espin 1/263/2: |m|L=A—-2 (1.34)
p-forma: m?L%? = (A —p)(A+p—4)

1.5.4. Conexién UV/IR

En la seccién (1.5.2) mostramos como se mapean 9 de las 10 coordenadas de (1.32). La coordenada
restante, llamada radial, juega un papel preponderante en AdS/CFT. De la métrica (1.29) podemos notar
que el reescalamiento o dilatacion en SYM,

(t, @) — (st, sT),
que pertenece al grupo conforme SO(4,2), corresponde en IIB al difeomorfismo
(t,Z,7) — (st, s, sr),

que es una isometria de AdSs. Ademés, de (1.29) podemos notar que, debido al factor L?/r2, la distancia
propia d en el bulto y la distancia d.f; en las coordenadas de Minkowski?® estdn relacionadas: d =
(L/r)dcft 0 bien, en términos de energia, £ = (r/L)E.f.

Al explorar distancias més pequenias o més grandes en SYM, estamos explorando en IIB ubicaciones con
menores o mayores valores de la coordenada radial r. Una foliacién radial de AdS a distinto valor de r
(o distinto valor de u) codifica informacién de SYM a distintas escalas de distancia (o de energfa, con
u=L?/r en 1.27),

r=0(frontera)
2 '
P \
IR UV ) \ 1'
Y &
r
|
|f/ . X\| %
~
f r =ool horizonte )
UV (IR )

44 La deduccién de esto no es evidente a partir de lo expuesto hasta ahora.
451dentificando Minkowski como la frontera de AdSs.
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Figura 1.6: La teoria definida en la hipersuperficie roja describe exitaciones en la region IR, mientras
que la hipersuperficie en azul, en la regiéon UV. Véase también [30; 37].

La regién cercana a la frontera de AdS, corresponde al IR de la teorfa gravitacional (volumen infinito) y
del otro lado de la dualidad, esta misma regién corresponde al UV de la teoria de norma,

r <— escala de distancia ¢ % = % < escala de energfa. (1.35)
Esta es la llamada conexion UV/IR[44; 37]. En la frontera de AdS, r — 0, estaremos describiendo
excitaciones completamente localzadas de SYM bajo la dualidad. Podemos elegir otra foliacién radial
que nos permitird describir la teoria de norma en un espaciotiempo distinto (hasta una transformacién
de Weyl). Los difeomorfismos en AdS que mezclan Z con r cambian la foliacién radial y con ello pueden
cambiar la métrica de SYM por una transformacién de Weyl“.

1.5.5. Funciones de Correlacion - La prescripcion GKPW

Los objetos mas importantes en toda teoria de campo son las funciones de correlacién (o correladores).
La correspondencia AdS/CFT implementa una receta para hallar los correladores de la CFT utilizando
una funcional generadora del lado gravitacional*’. En la seccién (1.5.3) mencionamos que la fuente .J;
asociada a un operador O(z) en la D3-brana, corresponde a encender el campo de IIB correspondiente en

puntos apropiados de la frontera de AdS. Tales fuentes estan empaquetados en la funcional generadora
de la CFT,

Zeyml|i) = /DAulD(PeD\Iera:p iSSYM+iZ/d4xJi(’)j(x) (1.36)
J
A partir de la cual, los correladores se obtienen por derivacién funcional,
(05 (2105 (20) = 52 O Zsyul) (137
P I nI ona [0] 8601 (1) 08 T () Y M =0 '

De lado de gravedad, la funcional generadora posee fuentes que son los valores de frontera de los campos
de 1IB*8:

Zas(0)) = / D DR DB™...expliSiiB], (1.38)

con la condicién ¢ (z#,r = 0) ~ Y (2#)*9. El subindice | denota el modo KK sobre la 5-esfera. En el caso
gravitacional, tales condiciones de frontera estan restringidas por las ecuaciones de movimiento (eom).
Los valores asintdticos (cerca de la frontera) de un campo de IIB, genéricamente se comportan como

¢ =r0 r52¢0 (a) (1.39)

Donde A es justamente la dimensién conforme del operador dual O y por tanto verifica las relaciones
(1.34) correspondientes. Las ecuaciones de movimiento (libre) pueden ser de segundo orden (como el
dilatén) y por tanto existen dos posibles comportamientos asintéticos (Ay = Ay A_ =4 — A, )%, Para
el campo escalar,

Ay =244 +m2L? (1.40)

46Pasar de coordenadas de Poincaré a coordenadas globales es un ejemplo de esto. La CFT vivir en el universo estatico
de Einstein (1.22)

4"En toda QFT, las amplitudes de dispersién se obtienen de considerar los estados asint6ticos. En una CFT no existe un
limite de esta naturaleza ya que no hay una escala caracteristica donde podamos definir tal limite.

48Como se mencioné en la seccién 1.3, AdS no es globalmente hiperbélico y es necesario imponer condiciones de frontera.

19FEstamos considerando solo condiciones de frontera para el dilatén. Los otros campos poseen condiciones similares.

*0Este no es el caso del Campo de Dirac que es de primer orden. Especial cuidado se debe tener para este caso (ver seccién
2.6).
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Denotando la configuracién de frontera de algin campo como ¢_ y ¢4, podemos formar su producto
interno ||¢+||?> = (¢+,¢+) y evaluar el comportamiento de este producto en la frontera como funcién
de la dimensién A®!. Genéricamente, los valores asintéticos ¢+ se agrupan en modo no normalizable y
modo normalizable dependiendo de los valores de A, es decir, la dimensiéon impone cotas a los valores
asintoticos para ser normalizables o no normalizables.

Al cuantizar el campo ¢(z*,7), los modos normalizables son los que pueden fluctuar y asociarlos a
operadores de creacién y aniquilacién que especifican un estado de la teoria. Los modos no normalizables,
en cambio, tienen comportamiento muy violento y no pueden fluctuar (Se requiere una energia infinita
para ello) representando un fondo fijo que define la teoria y sobre el cual ocurren las fluctuaciones
dindmicas[37]. En este contexto, la correspondencia opera a nivel de un espacio asintéticamente anti de-
Sitter, lo cual significa que s6lo los modos no normalizables estdn apagados. Los modos no normalizables
encendidos implicarfan cambiar o deformar la teoria. Son los modos no normalizables los que juegan
el papel de fuentes de SYM a nivel de la correspondencia AdS/CFT. La funcional generadora (1.36)
posee fuentes que se pueden considerar como deformaciones de la teoria®®. Andlogamente, los modos no
normalizables pueden verse como deformaciones de la teoria IIB que modifican las condiciones de frontera
y cambian la teorfa. Con estas ideas, se propone entonces la identificacién (GKPW?3)

Zsym[Ji] = ZaaslJi = 89]. (1.41)
En las condiciones de frontera®

H_I}I(l) (bj(a:“)TA"" = qﬁ?(:ﬁ“) = Ji(zh),

y el valor de frontera del campo ¢;(z#,r) se interpreta como la fuente J;(z#) = qﬁ?(az“) del operador dual
O;(zH).
En general es imposible calcular la funcional (1.38). En el limite A >> 1, podemos restringir IIB a

SUGRA (9 + 1)-dimensiones
1 /
Siip = /dlox —g(lo) R(IO) — s
167G { }

y descomponer en modos KK,

Siip = M/df’x\/ —g(®) [R(E’) - ]

1 _ Vol(S%) = L°Q;  N? (1.42)
167GY  167GL\Y 167G (Y 8Tl ‘
En el limite de muchos colores (N — 00), la accién anterior se vuelve muy pesada y la funcional generadora
puede calcularse en la aprozimacion de punto silla (o aproximacion de fase estacionaria)

donde,

Zaas[#]) = exp {iSSUGRA {dﬁl [¢0]} } ; (1.43)

donde ¢§l es la solucidn clasica a las ecuaciones de movimiento de SUGRA en las condiciones de frontera
especificadas. Por tanto, para A\, N >> 1 podemos determinar los correladores de SYM resolviendo las
ecuaciones de movimiento clasicas de SUGRA.

S1E] producto interno de Klein-Gordon es la componente temporal de la corriente de Noether.
52 Al calcular los correladores, eventualmente se apaga esta deformacién.

53Por los apellidos Gubser, Klebanov, Polyakov y Witten.

54E] subindice en A,, se refiere al modo no normalizable.
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1.5.6. Holografia y el Grupo de Renormalizacion

La dualidad AdS/CFT implementa geométricamente el enfoque del grupo de Renormalizacién de
Wilson (-Kadanoff)[30]. Para motivar esta idea®, consideremos un sistema no gravitacional en una red
de espaciamiento a y Hamiltoniano

H=> Jiz,a)0 (). (1.44)

Tt

Donde x denota los sitios de la red e i etiqueta una coleccién de operadores O'. El factor J;(x,a) son
las constantes de acoplamiento (o fuentes) de los operadores en el punto x de la red. El argumento a en
las fuentes hace énfasis en el espaciamiento caracteristico sobre el cual definimos la teoria. En el grupo
de Renormalizacién®® sustituimos la red incrementando el espaciamiento y reemplazando los miltiples
sitios (etiquetados con x) por uno solo que representa el valor promedio de todo un conjunto de sitios en
la red original. En este proceso, el Hamiltoniano (1.44) retiene su forma original pero los operadores son
pesados distinto. En consecuencia, los acoplamientos J;(x, a) cambian. Suponiendo que el espaciamiento
se duplica en cada proceso, los acoplamientos cambian bajo la sucesién,

Ji(z,a) = Ji(x,2a) = Ji(xz,4a) — ... (1.45)

Entonces el acoplamiento adquiere en este proceso una dependencia en la escala (el espaciamiento en la
red) y podemos considerar tal dependencia como J;(x, z) siendo z = a, 2a, 4a, .. la escala de longitud a la
cual se analiza el sistema. La evolucién de estos acoplamientos estd determinada por una funcién beta®?,

zaazJi(a:, z) = Bi (Ji(z, 2), 2) . (1.46)
En la regién de acoplamiento débil, las funciones  pueden ser determinadas pertutbativamente. Sin
embargo, en el régimen de acoplamiento fuerte, la correspondencia AdS/CFT propone considerar z como
una dimensién extra (la coordenada radial inversa en (1.29)). La sucesién de redes a diferentes valores de
z corresponden entonces a diferentes hipersuperficies de un espacio de dimensién mayor (ver figura 1.5.4).
Las fuentes J;(z, z) son identificadas como fuentes en el espacio con coordenada extra z: J;(z, z) = ¢i(z, 2)
y gobernadas por una accion gravitacional, es decir, por una métrica.

La dualidad hologrdfica puede entenderse entonces como una geometrizacion de la dindmica cuantica
codificada en el grupo de renormalizacién[30]. Los acoplamientos (microscépicos) en el UV pueden iden-
tificarse con los valores de los campos del bulto en la frontera del espacio con dimensién extra (anti de
Sitter).

Holografia

Considerando una teoria cuantica de campos en d dimensiones con dual gravitacional, el nimero de
grados de libertad de un sistema es medido por su entropia (cantidad extensiva). Si R4_1 es una regién
(d — 1)-dimensional a tiempo constante, su entropia seria proporcional al volumen,

SQFT X VOl(Rd_l). (1.47)

La teoria gravitacional dual vive en (d 4 1) dimensiones y atn asi contiene la misma informacién que la
QFT de dimensién menor. Por otro lado, la entropia en un volumen dado en una teoria gravitacional
esta acotada por la entropia de un agujero negro que encierra tal volumen. De acuerdo al principio

5En la seccién (4.3) se analiza con mayor detalle
Sver seccién (3.5)
5Ver seccién (3.3)
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Hologrdfico, la entropia de un agujero negro es proporcional al drea de su horizonte de eventos®® (la

ecuacién de Bekenstein-Hawking),

1
Spy = ——A 1.48
BH = oy (1.48)

Utilzando esta expresién, si Ry es una regién espacial en la teorfa gravitacional (d + 1)-dimensional y
asumiendo que R, estd acotada por una variedad (d — 1)-dimensional R4_1, es decir, R4g_1 = 9Rgq,
entonces la entropia asociada a R4 escala como

Sar(Ra) o< Area(dRy) o Vol(Rg—1)

En acuerdo al comportamiento de la QFT (1.47). En general, el principio hologréfico establece que una
regién del espacio cuya frontera tiene area A, puede ser descrita de manera exhaustiva por no més de
A/AG N grados de libertad, es decir, por aproximadamente un grado de libertad por drea de Planck.

8Una revisién de estas ideas estd contenida en [44].
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Capitulo 2

Campo de Dirac en AdS

En este capitulo daremos una breve revisiéon al campo de Dirac en AdS. Los vielbein, necesarios para
definir localmente a los campos en geometrias generales, adquieren una expresién sencilla en anti de
Sitter. Teniendo estos objetos podemos hacer contacto con las algbras de Clifford curvas para construir
la ecuacion de Dirac y su derivada covariante via la conexion de espin. Finalmente, al ser anti de Sitter
un espacio con frontera y el campo de Dirac un objeto que obedece una ecuacién de primer orden en
derivadas, es necesario tener cuidado al establecer condiciones de frontera (Dirichlet o Neumann).

2.1. Vielbein

Para un espaciotiempo curvo, necesitamos un referencial ortogonal en cada punto sobre el cual definir
la regla de transformacién de los campos (en este caso del fermién). Debido al principio de equivalencia,
podemos hallar, en un punto arbitrario zo, un conjunto de coordenadas &5 (a = 1,...,dimM) locales e
inerciales en xg. La métrica en cualquier sistema no inercial estara dado por

gun () = napely(2)eb (2)

Donde €%, (z) = &, ()" es el Vielbein. Indices M hace referencia a las coordenadas del espaciotiempo
del bulto mientras que indices a estdn asociados a un referencial ortonormal local y plano (LP). Bajo una
transformacién general de coordenadas x — 2/, los vielbein se comportan como un vector contravariante

N
ox™

a !/ a
e — € = ——56€
M M 9Z‘IM N

y bajo una rotacién local, transforma como

efr — ey = (L7} (2)), by (2)

La matriz L} € SO(1,d — 1) o SO(d) representa una transformacion de Lorentz local tal que,

NabLE (2) L (%) = Nea

Es conveniente definir los vielbein inversos E = e L.

By () = napg™ ™ (2)ely ()

y el vector dual a la 1-forma e®,

9
oxM

'a métrica Nap puede ser reemplazada por su versién euclidiana dqp

Eq(z) = By (x) € Tp(M)
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El vielbein y su inverso satisfacen las relaciones
¢ By =ey By =68 Bllel =08 nw = gun(2)Ey (2) B (x) (2.1)
En el parche de Poincaré (1.29), los vielbein adoptan la forma,

L
e =20, BN = ol (2.2)

2.2. Matrices Gamma en d-+1 dimensiones

En electrodindmica cuédntica, interesa hallar representaciones del grupo de Lorentz SO(1,3) correspon-
dientes a particulas de espin 1/2. Si existe un conjunto de matrices I'* € M,,,.,,(K) tales que satisfacen
el algebra de Clifford

{TH, T} =THTY + TVT* = 20" X 1pan (2.3)

decimos que proveen una representaciéon n-dimensional del dlgebra de Lorentz definiendo [16]
SH = % ", T (2.4)
Ya que S* satisfacen el dlgebra de Lorentz
(1, 597] = " PSHT — PS4 S — S, (2.5)

Viélidas en cualquier dimension Lorentziana o Euclidiana. Las matrices de Dirac junto con la identidad
generan el algebra de Clifford C, definida como el conjunto de todas las combinaciones lineales de todos
los productos formados de los elementos de C' = 1,T°,T'', ..., !. Donde n es la dimensién del espacio-
tiempo.
Una base para C' es[35]

{1,7°,191%, . T ...T%, . T°Tt...T"" 1}

Donde 0 < a; < ag < --- < n — 1. La representacién espinorial del grupo de Lorentz no es unitaria.
Al ser (4°)2 = =1y (7%)? = 1, los eigenvalores son imaginarios y reales, respectivamente (en la signa-
tura (-,+,+...). Entonces, podemos tomar ~¥ anti hermitiana y consecuentemente, +* hermitiana?. Estas
relaciones se condensan en

(T = rorer? (2.6)

Resulta relevante para el propésito de esta tesis analizar los casos de dimensién par e impar de la teoria de
frontera. Si la dimensién del espacio es n, requerimos n matrices que cierren el dlgebra (2.3). El tamano
minimo de las matrices sin embargo, es 2"/ x 2[*/2] donde [n/2] es el entero mis grande no mayor que

n/2).

2.2.1. d par

Si la teoria de frontera es de dimension par, podemos escoger las matrices gamma planas en el bulto
como|3]
_ d+1 _
FM:'YM:P#, " =A%t :Fg (2.7)

Donde v**! es el andlogo de 7° para d = 4. El subindice en (2.7) es por que tal matriz satisface el
algebra de Clifford plana. En esta representacién las dos componentes que resultan del espinor de Dirac,
14, transforman como espinores de Weyl d dimensional de quiralidad opuesta. Por tanto, en la teoria de
frontera, el operador dual asociado es un espinor quiral.

2La representacién quiral o de Weyl tienen esta propiedad.
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2.2.2. d impar

Cuando la teoria de frontera es de dimensién impar es conveniente trabajar con la representacién en

el bulto
1 0 0 A*
o -
l“77 = (0 _1> , Fn = ('y“ 0) (2.8)

Que satisfacen (2.3). En esta base las componentes ¢4 transforman cada como un espinor de Dirac d
dimensional. Se sigue que el operador dual asociado en la frontera es también de esta clase. En cualquier
dimension, el operador dual asociado al espinor del bulto tiene la mitad de las componentes.

Una representacién relevante para espinores en AdSy es

0 A 1 0 s_ (0 1
L — T — —
I (v“ 0)’“ 0,1,2, I7 <0 _1>, r <_1 0> (2.9)

Donde v* = (io?3, 0!, 0%) proporciona una representacién del algebra de Clifford d = 3 dimensional[1].

2.2.3. Algebra de Clifford curva

Con ayuda del formalismo de los vielbein podemos extender el dlgebra (2.3) al caso en que la métrica

gMN (x) codifica un espacio-tiempo curvo en general dependiente de la posicién. Las matrices de Dirac
curvas estan relacionadas con sus similares planas por
M M

I, =E, (x)I‘% (2.10)

En cuyo caso, las algebras curva y plana estan dadas, respectivamente, por las relaciones de anticomnu-
tacién,
M PN\ _ o, MN M PN\ _ o, MN
{00y =2¢""1, {100} =21 (2.11)

2.3. La conexion de Espin

En un espacio-tiempo curvo, es necesario definir la diferenciaciéon tomando en cuenta la variacién de los
vectores base que generan localmente un referencial en el espacio tangente a una variedad diferenciable[41].

Dy VN =9y VN 4T3, VE

Donde 1"% 1, es la conexién de Levi-Civita y VM es un vector en T »M . Gracias a los Vielbein, es posible
escribir V' con indices a del espacio localmente plano y a su vez, usando las matrices gamma, cambiar
estos ultimos a indices espinoriales, es decir

Dy Ve =0y Ve + i, V0
La cantidad w$;, es llamada conezion de espin. Consistencia de ambas ecuaciones implica
Dy Ve = %Dy VN

En cuyo caso, la conexién espinorial tiene la forma3

2wl = elNa <8Melj’v - 8Nelj’\4> — e (Oprely — Onely) — eP e (Operg — Orepq) €l (2.12)

Con esta estructura de los vielbein (2.2), podemos calcular explicitamente los términos en (2.12).

L 1 /L 1
el = —7255@5;”” = <T5§’V> o = —;5346*]@

3La demostracién rigurosa escapa al objetivo de esta tesis, una revisién puede econtrarse en [15]
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1
Operd = Op (ndht‘i@ = nandpely = —;5?36}}'%%(1

Y la conexién de espin adopta la forma

1 1 1 1 1 1
2 = N (<ol + Tokehy ) - e (< afiek + ok ) - eoet® (= ohehma + Lohebma) s
r T r r r r

(2.13)
Es de utilidad considerar la identidad,
eNagel, = 0268, (2.14)
Ya que con ella, los términos de lado derecho en (2.13) resultan,
2rwih = 5204, — 53,08 — 0808, + 84,08 — 83,08 + 028%, = 2086 + 6%,
O bien,
1 la
Wi = ;(;L) 5% (2.15)

Finalmente, contraemos los indices del espacio LP con la representacién del dlgebra de Lorentz (2.4),
para obtener

1
Dy = 0p + Zwﬁgo’ab (2.16)

1
Con o, = 1 [I‘“, Fb]. Explicitamente, para AdSzy1 en la métrica (1.29),

1
Op+ —[I",TH] si M=p
D — 4r
M=
O si M=r.

2.4. La accion Fermidnica

Con las herramientas descritas en las secciones anteriores, estamos listos para escribir la accién para
fermiones a orden cuadrético en AdS[1; 3; 11; 12],

S=N / d™ xy/=gith [[M Dy — m] b + Sp. (2.18)

Con las matrices gamma dadas por (2.11) y la derivada covariante por (2.16). En (2.18) la derivada cova-
riante actua a la derecha. Las componentes del campo de Dirac son complejas, por tanto, es formalmente
equivalente considerar la parte real e imaginaria de v, independientes o bien, tomar el par (1,%) como
campos independientes donde ) = ¢ T'0.

El complejo ¢ aparece como factor global debido a que permite escribir la accién en signatura euclidiana
como,

Sp = —N/dd+1:c\/§ (I Dagp — mapp) (2.19)
considerando las continuaciones analiticas[3]
t — —iT, w—iwg, 1S — —Sg, Y= —iy", Tt — —il'", ¢ — —it.

El factor A/ en (2.18) sélo contribuye por un factor global en los correladores pero su signo esta fijo
por unitariedad en el bulto? y en lo sucesivo se omite. Finalmente, Sp en (2.18) denota los términos de
frontera requeridos para satisfacer el principio variacional[12] como veremos en la seccién (2.5) y (2.6).

* El argumento es considerar la cuantizacién canénica de (2.18) imponiento relaciones de anticonmutacién a tiempos
iguales, {1 (z),I(z")} = i6(x,z). I es el momento conjugado respecto al tiempo, entonces IT = —iN/—gt’. Si requerimos
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2.5. Variaciéon de la Accion

Efectuando la variacién de (2.18) tenemos?,

5(Sy+ Sp) = / A" ay/=gi {(69) TM Dagyp — PTM Dpgdep — m (690) o + mipdrp } + 6Sp
_ / e/ gi {56 [TM Dy — m] b — §TM Dyysip + mipéy + 655
Integrando por partes Dy, (@I‘sz) = (DM@) Moy — pTM Dyyéep ©

5(Sy + Sp) = / " /=gi {5¢(comup) — (eomd)§¢ + Das (VIM¢) } + 855

. L . . o,
Del teorema de la divergencia, con el unitario 1, = — (0,0, ...,1) la accién del bulto sélo da contribucién
T

radial

68y =i / ) A/ =T 60
= z/ ddasf( > T80
=i / dda/—~ ( > PENTI6Y (2.20)
— / ~ diz /=~ <r> @z%gra(sw
=i / ) o /=T 60
La variacién de (2.18) es entonces -
5(Sy+ Sp) = i/ddxm PT700 + 65 + ...(2.21)
Donde los puntos suspensivos refieren a los términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento y

al exigir que éstas se verifiquen debemos proponer un término de frontera Sp tal que su variaciéon 6Sp
cancele el término de variacién del bulto.

2.6. Condiciones de Frontera

En una teoria cuantica, la funcional generadora

2~ [Dviea (;SM)

posee toda la informacién relevante de la teorfa. El método de fase estacionaria (aproximacién de punto
silla (1.43)) permite que, en el limite 7 — 0,

Z ~ e:zp%Sc

que el conmutador sea positivo (estados de norma positiva en el Hilbert) encontramos que esto fija el signo de N a ser
negativo. En [3], se reporta que con este argumento, resultan positivas las densidades espectrales de la teoria de frontera a
través de los correladores.

®El operador § cambia el signo de las variables de Grassmann,[34]

DT =0
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Donde S, es el valor de la accién funcional S[¢] evaluada en la trayectoria clésica, es decir, en las soluciones
clasicas de las ecuaciones de movimiento,

68

5o
Como se anunci6 en la seccidon anterior, es un hecho genérico que en un espacio con frontera la variacion
de la acciéon produce, ademas de términos proporcionales a las ecuaciones de movimiento, términos de
frontera que no se cancelan al imponer (2.22)[12]. Resulta crucial entonces colocar un término de frontera
Sp tal que §(S + Sp) = 0. Por otro lado, Sp es el objeto méas importante para reproducir dindmica
en la teoria de frontera en el contexto de AdS/CFT. Como se mencioné en (1.5.5), esta teorfa permite
calcular las funciones de correlacion de la teoria de campo dual utilizando la accién de gravedad clésica.
Se vuelve crucial entonces que se verifique (2.22) para todos los campos involucrados y ademdas Sp sea
capaz de generar funciones de correlacion de operadores duales. Existe una estrecha relacién entre Sp y
las condiciones de frontera en el infinito de AdS como revisaremos a continuacién.

0 (2.22)

2.6.1. Condiciones de frontera de Dirichlet

La ecuacién de Dirac contiene derivadas de primer orden. El momento canénico asociado a 1 es
proporcional a ¥ y por tanto no podemos fijar por completo todas las componentes del espinor en la
frontera simultdneamente[9]. En otras palabras, §1 = 0 (que son condiciones de frontera de Dirichlet), fija
por completo al espinor y a su momento canénico. Por tanto, sélo podemos fijar un conjunto completo de
variables que conmutan (e.g. las coordenadas ¢’'s o los momentos p’s). Resulta til entonces descomponer
el espinor como 1) = 14 +_, donde 1)1 son proyecciones de 7 debido a los proyectores I'+”,

Yy =Tat) = % (1417, Th=Ty, (2.23)

Es decir ¢4 es eigen-espinor de I'" con eigenvalor £1 (2.23), la variacién (2.20) puede reescribirse

05y = 2'/716 d*o/= (Y + ) T7 (504 + 60 )
Efectuando los productos, podemos notar que los términos con mismo signo se anulan,
Pl 00y = py T T30 = +ITLTOT L6 = £ TOT 16y = 0.
Mientras que los términos con signo distinto pueden ser maés sucintos,

&ﬂzrr&ﬂ? = q:l/_}i(sl/}ﬂp

La expresion (2.20) adopta la forma,

Sy =i [ oy [5-00s — By5v-] (2.24)

Si proponemos la accién de frontera[l; 9; 12] que preserva la invarianza conforme,

Salr=d =1 /  dia/ i (2.25)

Su variacién resulta® )
Salr = = —5 [ dloy=7[(50) v - G60] (226)

"Los Proyectores satisfacen : (T'1)? =T, (T4)! =Ty, T4T'x = 0. Ver (2.9).

2N\ d/2
8/—7 = (—2) es la métrica inducida en r = € en el parche de Poincaré (1.29).
€
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Notemos que el primer término del lado derecho puede reescribirse como sigue

30y = (30) 1% = (%) = — (w1 (099)) = - (w/0%0) = — (ow)".  (227)

Y, al ser )¢ variable de Grassmann® tenemos

5Splr=¢ = % / ) A%/ =200 (2.28)

En términos de los eigenespinores de I'+ reescribimos la variacién

5Splr =€ =i / /T [+ D] (2.29)

Con estas consideraciones, la variacién total de la accién (bulto + frontera) es
5(Sp+ Sp) = 2i / dln/—yh_ 51y (2.30)
r=e

Si han de verificarse las ecuaciones de movimiento, debemos imponer como condicién de frontera dyp4 = 0.

Notemos que, si proponemos la accion de frontera con signo opuesto
7 _
Sulbr=d = [ dlay=riu (2:31)
=€

La variacién total de la accion resulta

5(Sp+ Sp) = —2i / a0 (2.32)

r=

En cuyo caso, es d1_ = 0 la condicion de frontera a satisfacer.

Cuél de las dos condiciones d1p1 = 0 tomar estd determinada por el comportamiento asintético (r — 0)
del espinor en la frontera'?. En modos de Fourier en las direcciones transversales,

w_(kﬂ,) — A(k)rd/2me + B(k)rd/2+mL+1 + ..

2.33)
¢+(k‘, 7") — D(k)Td/2+mL + C(kj)?"d/z_mL—H + o (
Los espinores A, B, C'y D estén relacionados (sustituyendo estas asintéticas como ¢4 + ¢ = 1 en la
ecuacién de Dirac y colectando potencias en r),
il -k Lk
D=——F-(2 1B C= 2.34
L em 1B, L (2:34)

La componente temporal de la corriente de Noether asociada al Lagrangiano de Dirac es la energia
(producto interno de Dirac),

1 7 _
£~ / _dregs [ACerLH — DByttt (2.35)

Si mL > 1/2 el término DB es normalizable mientras que AC es no-normalizable!!. Esto significa que
A no puede fluctuar dindmicamente sin invertir una energfa infinita. En este caso, estamos obligados

9Un binomio es de Grassman imaginario si (@zp)* =) = — (@w)* — ) = =24
YA su vez, determinado por las relaciones (1.34)
"Ver seccién (1.5.5).
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a imponer ¢_ = 0 como condicién en la frontera. Inversamente, si mL < —1/2, el término DB es no
normalizable y debemos imponer entonces 1, = 0 en la frontera. Algo interesante ocurre en el intervalo
0 < mL < 1/2: todos los términos en la asintética (2.33) son de hecho, normalizables'?. En este caso
podemos fijar una u otra condiciéon con libertad. Las teorias de campo en la frontera que resultan son
genéricamente diferentes[13], referidas comtinmente como cuantizacion estindar y alternativa's.

En cuantizacién estandar, el coeficiente A(k) representa la fuente del operador dual Oy en la teoria de
frontera, mientras que, el coeficiente D(k) representa el vev del operador dual. Por tanto, si mL > 1/2,
debemos imponer como condicién de frontera 1y = 0 y asf fijar la fuente. En la frontera, la teoria es de
campo conforme e invariante de Lorentz y contiene operadores fermiénicos O, con dimensién escalamiento
Ay =d/2+mL.

En cuantizacién alternativa, se fija ¢y = 0. D(k) es interpretado como la fuente del operador dual y
A(k) como el valor de expectacién asociado. La teorfa de frontera resultante es conforme e invariante de
Lorentz y el operador fermiénico tiene dimensién de escalamiento A_ = d/2 —mL. Fijar un modo u otro
como la fuente y vev conduce a dos teorias de campo en la frontera, diferentes entre si cuyas funciones
de correlacion estan vinculadas a través de una transformada de Legendre[13].

2.6.2. Condiciones de Frontera de Neumann

Las condiciones d1+ = 0 y d3_ = 0 sobre las componentes del espinor son de Dirichlet. Podemos
trabajar con condiciones de Neumann, que fijardn el comportamiento del momento candnico en la frontera

0SB
T o _ [A—
I, = R Hi =0 (2.36)
Donde el indice superior r refiere a la componente radial. Tal componente es de mayor interés en este
trabajo. Lo interesante de las ecuaciones (2.36) es que con ellas y la accién de frontera Sp propuesta
podemos codificar el tipo de cuantizacién (estdndar o alternativa) que resulta en la frontera. Para tal
efecto, reescribamos el término de frontera en (2.25) como

Safr=d =1 / /Y (2.37)

Donde f es un acoplamiento a determinar. La condicién de Neumann que resulta de esta 1iltima expresion
14
es
0SB . -
Por otro lado, el momento canoénico radial asociado a 1 se obtiene directamente del Lagrangiano del
bulto(2.18)
Ep _
I = ——— = —i/—gyYI" 2.39
AT (239

Comparando estas dltimas ecuaciones, se verifica que

¢ [V - vary] =0,

d (d+1) d (d+1)
St () ] o[ (5 4 (5 ] -o

12E] andlogo a este intervalo de valores para el caso del campo escalar es —d?/4 < m?L? < —d?/(4 4 1) en AdSgi1.
13E] término cuantizacién se refiere a que la teorfa de campo dual, es cudntica.
1E] factor de 2 es debido a la ecuacién (2.27).

o bien
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es decir .
¢ [f1-T}] =0. (2.40)

De esta tdltima expresion, si f = +1, tenemos
Y(EL-T") =+ (L FI7) = 4207+ = £2¢y =y =0 (2.41)
En AdSy y con las matrices gamma (2.9), la condicién ¢+ = 0 implica que Y+ =0, ya que
W g 0 7"
b= (wf = ot = (vlul) = o= (ulol) (o 7)) = (ef0 i)
Es decir, I'’ mezcla los espinores /4. Resumiendo,

-1 = Y4(r—0)=0 Cuantizacion Alternativa

f=

1 = ¢_(r—0)=0 Cuantizacion Estindar

La eleccion del valor de f nos permite elegir en que cuantizacion, estandar o alternativa, estamos traba-
jando para la ventana de valores 0 < mL < 1/2 donde los términos dominantes en el desarrollo asintético
de los campos son todos normalizables. Al analizar la dindmica de la accién de frontera en el contexto
de la renormalizacién holografica de Wilson, este acoplamiento codifica el flujo entre puntos fijos de la
teoria de frontera.
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Capitulo 3

Renormalizacién en Teoria de Campos

3.1. Introduccion

Es un hecho conocido que las teorias fisicas dependen fuertemente de la escala de energia o distancia
a la cual se exploran los sistemas fisicos. El éxito de la Relatividad General para describir la interaccién
gravitacional es valida en regimenes desde el sistema solar hasta cimulos de galaxias. Por otro lado, la
mecéanica cudntica, describe los sistemas microscépicos con alto grado de precisién. La idea, por demés
sensata, de construir teorias que se reduzcan bajo ciertos limites a teorias que tenemos bajo control
experimental es consecuencia de ello. La dependencia en la escala es también muy contundente en el
contexto de la teoria cudntica de campos (QFT), que describen las interacciones microscopicas probadas
hasta energias de 15 TeV. Por arriba de este valor, no tenemos por qué confiar que la estructura formal
de la teoria siga siendo valida ni tampoco probar lo contrario sin alguna herramienta extra. Por otro
lado, QFT adolece de divergencias, que aparecen en calculos de correcciones radiativas codificadas en los
diagramas de Feynman. Las correcciones radiativas, son en esencia, correcciones cuanticas al valor semi
clasico. Genéricamente, los cédlculos se traducen en integrales sobre el espacio de momentos asociados a
las particulas virtuales que nacen del vacio cudntico. Como el valor de los momentos virtuales pueden ser
arbitrariamente altos (o bajos), las integrales son divergentes. Llamamos divergencias Ultravioleta UV
(infrarroja IR) al infinito o divergencia que surge al integrar sobre excitaciones muy localizadas (muy
espaciadas) del espacio tiempo.

La catastrofe de las divergencias en QFT, fue sanada por un método que a priori parece ser un simple
artificio matemético: absorber los infinitos en cantidades que no son fisicas u observables'. El resultado de
este truco es una cantidad finita y observable. Este proceso, llamado Renormalizacion no es, sin embargo,
una simple providencia. Ha probado ser una herramienta muy poderosa para controlar las divergencias en
QFT, su taxonomia y lo mas importante para el propdsito de este trabajo: implementar sistematicamente,
ecuaciones para los acoplamientos de las teorfas como funcién de la escala. Estas ecuaciones, llamadas
funciones beta, mapean las divergencias de la teoria en flujos de los acoplamientos con la escala energética.

Un paso més all4, es la implementacién de Wilson del proceso de renormalizacién?. La idea de Wilson
consiste en reconocer que cualquier teoria es valida dentro de un rango de escala energética, por encima
(o debajo) de la cual, nueva fisica puede emerger. Los grados de libertad fuera de esta escala deben ser
codificados dentro de la descripcion de tal manera que su influencia sea despreciable al hacer fluir la teoria
lejos de la escala limite. Llamamos teoria efectiva a la que resulta de implementar estas ideas. Basado en
la integral de trayectoria, el origen de las divergencias puede ser abordado considerando la dependencia
de los parametros del lagrangiano con la escala, aislando su dependencia funcional con el corte UV y
construyendo nuevos diagramas de Feynman que resultardn en flujos de los acoplamientos en el espacio

D Esconder los infinitos debajo de la alfombra’
2Una revisién de las ideas de Kenneth Wilson est4n contenidas en K.G.Wilson y J. Kogut, Phys. Repts. 12C, 75 (1974)
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de posibles teorias.

Es posible ademas, codificar toda la dependencia de las funciones de Green renormalizadas con la
escala. En el proceso de renormalizacion, es necesario imponer una escala de corte para regular las
divergencias. Tal corte o regulador debe mandarse a infinito para obtener una entidad independiente del
corte. La fisica dependera de la escala de renormalizacion p. La ecuacion de Callan-Symanzik codifica
cémo varian las funciones de Green de la teoria con la escala de renormalizacién.

Este capitulo describimos con un ejemplo particular, como surgen las divergencias en el célculo de
amplitudes y las técnicas para regularlas y renormalizarlas. Daremos una breve discusion sobre la sis-
tematizacion de las divergencias para una teoria genérica, donde surgen la evidencia incuestionable de
absorber tales infinitos en los constantes de acoplamiento. Esta es la llamada Teoria de Perturbacio-
nes Renormalizada. Revisaremos del Grupo de Renormalizacion y funciones 8 que nos permite deducir
cuando y por qué una teoria es renormalizable en funcién de la escala.

3.2. Divergencias y Renormalizacion

En electrodindmica Cuédntica (QED), un proceso dispersivo tipico es la aniquilacién de un par electrén-
positrén para crear un par muén-antimuén e~et — pTp 7. A nivel drbol? el diagrama que contribuye al
proceso es ilustrado en (3.1). Correcciones radiativas a orden e* requiere considerar 7 diagramas méas. Uno

Figura 3.1: Dispersion a nivel arbol o a orden lineal en potencias de e

de ellos representa la polarizacién del vacio o auto energfa del fotén*. El diagrama (3.2) puede verse como

Figura 3.2: Correccion radiativa a orden e* en la expansién perturbativa

una modificacion a la estructura del foton debido un par virtual protén-positron. Este diagrama altera el

3Consideramos el orden dominante, al nivel 4rbol y subdominante a un loop en los diagramas de Feynamn
4Los diagramas restantes corresponden a correcciones por auto energia del electrén y correccién de vértice
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campo A*(x) visto por el electrén dispersado. Puede cambiar la intensidad del campo electromagnético
y ademds su dependencia en x[16]. Analizaremos de manera sucinta este efecto en esta seccién como
proposito de exhibir las divergencias. En la figura (3.2), el lazo interno esta codificado en el tensor de
polarizacion del foton,

k+q
i

d*k Y i
rry v =(=ie)’(-1) /(211-)’1 tr[’y” ¥ — m’ i+ ;’— m

= 115" (q)

Podemos generalizar el diagrama considerando las contribuciones de todos los diagramas cuya topologia
es irreducible por una particula (IP1), en cuyo caso I15”(g) es la contribucién a orden subdominante en
potencias de e del tensor IT*”(q). Debido a la identidad de Ward, la estructura de IT*” es de la forma

" (q) = (¢°g" — ¢"¢")1(¢*) (3.1)
Donde II(g?) es regular en ¢?> = 0. El propagador exacto puede reescribirse como

— _iguu
v @*(1-Ti(g%)

que siempre tendrs un polo en ¢> = 0 con residuo

1

) =Z4. (3.2)

Esto sugiere que la amplitud del proceso dispersivo a cualquier orden, resulta en un cambio en el propa-
gador relativo a la aproximacién de nivel arbol,

rflﬁ\-,
o 5

2
€ G Zne® g,

q? g’

Si codificamos este cambio en una sustitucién del valor de la carga eléctrica por e — v/Z e, paso co-
nocido como renormalizacion de la carga, podemos argumentar que el valor fisico u observable de este
pardmetro es \/Z se al incluir las correcciones radiativas. Definimos entonces, el valor desnudo de la carga
a la cantidad que aparece como parametro en el lagrangiano como eqg y el valor fisico como simplemente

e. La relacion entre ambas serd
e =/Zyeg (3.3)

A nivel arbol, Zy =1y e = eg.

36



3.2.1. ; Constantes de acoplamiento variables ?

El fenémeno de la polarizacion del vacio puede entenderse con las ideas anteriores. El valor medible
de la carga eléctrica resulta de considerar el efecto de la creacién de pares virtuales eT™e™ que apantallan
el valor desnudo. A medida que penetramos en el medio circundante, este se comporta efectivamente
como dieléctrico debido a las particulas virtuales (ver fig.3.3). Al explorar energias cada vez mas altas, el
apantallamiento del medio es menor y nos aproximamos al valor desnudo e infinito de la carga eléctrica.
La constante de acoplamiento efectiva resulta®

(6]
1— %log[—QQ/Amz]

acrr(q?) = (3.4)

Con A = exp(5/3). La expresion es infinita para un valor finito de ¢?, llamado Polo de Landau, que

.
NS

Figura 3.3: Los pares virtuales ete™ se comportan como dipolos efectivos de longitud ~ 1/m y nublan
el valor desnudo del electrén

sucede a energias del orden de 1027”7 GeV >> 102GeV (escala electrodébil). Al descender en la energia,
consideramos cada vez mas la contribucién de esta nube de particulas virtuales, resultando en una dismi-
nucion del valor de la carga, que es el valor medible cuyo comportamiento asintético a bajas energias es
1/137. Fijando ¢ = 1/r, el comportamiento de la constante de acoplamiento como funcién de la distancia
estd esquematizado en (3.4).

Xeff [‘.l')

r=1/m
Logr

Figura 3.4: Descripcién Cualitativa de la constante de acoplamiento efectiva generada por el efecto de
polarizacién del Vacio

5a es proporcional a la carga eléctrica: o = e? /AT
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3.3. La funcién g

No obstante el éxito del proceso de renormalizacién en subsanar las divergencias, es un hecho conocido
actualmente que esta técnica estd intimamente ligada a la manera en cémo las teorias fisicas se compor-
tan dependiendo la escala de energia (o de distancia) a la cudl se extrae informacion relevante para la
descripcién de un fenémeno fisico. A través de la renormalizacion, podemos codificar las divergencias en
una dependencia explicita de los parametros de la teoria con la escala de energia como sugiere la secciones
anteriores. La variacién de los pardmetros, o mas generalmente, de los acoplamientos de la teoria con la
escala, estd contenida en la llamada funcién beta®

_ 9
B(g)—udu

(3.5)
En Electrodindmica Cudntica, la funcién beta calculada a partir del proceso de dispersién e~ e™ — up~
a orden e (1 lazo) en la expansién perturbativa tiene la forma

e3

9.2 (3.6)

Ble)eep =
El hecho de que B(e) > 0 significa que, si comenzamos con una energia donde el acoplamiento es pequeno
tal que el método perturbativo es vélido, la carga efectiva crece al incrementar la energia. Decimos
que QED es seguro en el infrarrojo (IR), ya que la aproximacién perturbativa ofrece cada vez mejores
resultados a medida que disminuye la energia. De hecho, en vista de que el electrén es la particula mas
ligera cargada eléctricamente y tiene masa no nula, el corrimiento de la constante de estructura fina’ se
detiene a la escala m, en el valor 1/137. A medida que incrementamos la escala de energia, e(u)? crece
hasta que, en cierto valor, el acoplamiento es de orden uno y la expansién perturbativa deja de ser valida.
En QED tal valor es llamado polo de Landau. Un calculo que incluya el efecto de todos los fermiones
del Modelo Estandar muestra que en el polo de Landau Ay, ~ 103*GeV[43]. Sin embargo, en esta escala,
se espera que QED esté unificada con las otras interacciones del Modelo Estandar en el contexto de las
teorias de gran unificacidn. Si este no es el caso, el polo de Landau entra en el territorio de la Gravedad
Cuéntica, con energfas del orden de 10'9GeV . Las teorfas de Norma no abelianas como QCD presentan
el caso opuesto, 5(g) < 0. Lo cual significa que a medida que incrementamos (disminuimos) la energia,
el acoplamiento decrece (aumenta). Este fenémeno llamado Libertad Asintdtica es la razén por la cual,
los quarks estan unidos en combinaciones neutras bajo la carga de color a escalas menores a 200MeV
(confinamiento). A altas energias, en la region ultravioleta (UV) de la teoria, el acoplamiento de QCD
se aproxima a cero mientras que a bajas energias se vuelve fuertemente acoplada. Decimos que QCD es
esclavizada en IR.
En general, las propiedades UV e IR que posee una teoria estan controladas por los puntos fijos de la
funcién beta, definidos como aquellos valores del acoplamiento para los cuales

Blgx) =0 (3.7)

QED y QCD presentan puntos fijos con gx = 0, llamados triviales o gaussianos. Cerca del punto fijo,
si la funcién beta es negativa (como el caso QCD) el acoplamiento tiende a su valor critico, gx = 0 al
incrementar la energia. Esto significa que el punto critico es un punto estable en el UV, o bien, es atractor
a medida que g evoluciona a altas energias. Por el contrario, si la funcién beta es positiva (como el caso
QED) el acoplamiento se aproxima al valor critico al disminuir la energia. Decimos en este caso que el
punto fijo es estable en IR.

Las teorias que poseen acoplamientos sin dimensiones son invariantes de escala a nivel cldsico debido a

5,1 representa la escala de energia en un experimento mientras que A la escala de corte
"La constante de estructura fina y la carga eléctrica estdn relacionadas por aem = 62/471’
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que la acciéon no contiene parametros con dimensiones. En este caso, la variaciéon de los acoplamientos
con la energia puede verse como el resultado del rompimiento a nivel cuantico de la invariancia cldsica de
escala; diferentes escalas de energia en la teoria se distinguen por diferentes valores de sus acoplamientos®.
Podemos entender esta anomalia conforme notando que el proceso de regularizacién privilegia una escala,
que es la de corte. Sin embargo, la invariancia de escala se recupera a nivel cudntico justamente en
los puntos fijos donde, por definicién, el acoplamiento no cambia. Genéricamente, la variacion de los
acoplamientos en una teoria interactuante destruye la invariancia clasica de escala a nivel cuantico. A
pesar de esto, en los puntos fijos de la funcién beta asociada, las funciones de Green escalan ahora con
dimension

Aanémalo = A + 7 (3.8)

La dimension de escalamiento de los campos es corregida por v* llamada dimensiéon andmala.

3.4. Ecuaciéon de Callan-Symanzik

El programa de renormalizacién habitual en teoria de campos consiste, en escencia, de dos pasos.
Primero, las divergencias que surgen en el calculo de diagramas con lazos son controladas introduciendo
un regulador A. El segundo paso consiste en absorber las divergencias (A — o00) en los pardmetros
que aparecen en el lagrangiano. Esto conduce a interpretar tales parametros como los acoplamientos
dependientes de escala. En QED, ademas de las funciones eg(A) y mo(A), los campos de la teoria adquieren
un factor de normalizacién global. En otras palabras, los campos desnudos 1o (z) y Aou(z) del lagrangiano,
adquieren una dependencia en A de la forma,

Yo, A) =/ Zyp(M)p(z),  Aou(z,A) = /Za(A)Au(z), (3.9)

donde ¢ (z) y A, (z) son los campos renormalizados e independientes del regulador. Las divergencias son
absorbidas por los factores de normalizacién en el proceso perturbativo y el lagrangiano adopta la forma,

T 1 _
Lren = Zy(M)¢ [i" 0 — mo(A)] = 7 Za(A) F 2 — eo(N) Z(A)V/ Za(A)Appyty. (3.10)
Imponiendo condiciones de renormalizacion controlamos la divergencia en el factor de normalizacién?,
Za(A) = — (3.11)
A T T (0, A) ‘

que coincide con la expresion (3.2). Otra manera practica de implementar el programa de renormalizacién
completamente equivalente a la sistematica anterior, es bajo el esquema de teoria de perturbaciones
renormalizada. Esta técnica utiliza, en lugar de acoplamientos desnudos, aquellos renormalizados que son
independientes del corte. En el caso de QED, el punto de partida es la accién escrita en términos de los
campos, masa y carga renormalizados.

L= ("0, —m)p — iFQ — eA Pyt (3.12)

Las divergencias que aparecen en las correcciones radiativas son tratadas de la siguiente manera. Para cada
diagrama IP1 infinito, anadimos un contratérmino a la accién de manera que el nuevo vértice inducido
cancele la divergencia. Este proceso puede realizarse sistematicamente a todo orden en el desarrollo

8El rompimiento de la invariancia clasica de escala a nivel cudntico es una simetria anémala.
9Para la renormalizacién de la carga, la condicién de renormalizacién es que el propagador exacto se comporte como el
propagador libre cerca del polo.
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perturbativo, en potencias de los acoplamientos. Por construccién, después de anadir los contratérminos
a (3.12), las funciones de Green se calculan a partir del lagrangiano renormalizado

ﬁren =L+ 'Cct (313)

y son completamente finitas al retirar el corte. Para QED, el lagrangiano de contratérminos tiene la
formal[42]

. - - 1 _
Loy = 1AM 0u) = mB(A)Pp — L C(A)F? — eD(A) "y (3.14)
Anadiendo este lagrangiano a la expresién (3.12) y comparando con la forma que tiene (3.10), se verifica
1+ B
eo(A) = e— 1D
Tt avito (3.15)
Zy(A) =1+ A
Za(N)=1+C

QED y en general las teorias de Yang-Mills, pertenecen a la clase de teorias llamadas renormalizables. Esto
significa que los operadores que aparecen en el lagrangiano de contratérminos tienen la misma estructura
que aquellos del lagrangiano original. Este no es el caso para otras teorias donde la eliminacién de diver-
gencias a altos ordenes en el desarrollo perturbativo requiere la introduccion de nuevos operadores cuyos
acoplamientos absorben las divergencias. Cuando el nimero de estos acoplamientos crece con el orden
del desarrollo perturbativo, decimos que la teoria es no renormalizable. En los inicios de este programa,
se crefa que tales teorfas eran inconsistentes. Sin embargo, actualmente se reconoce que las teorias no re-
normalizables son perfectamente consistentes y pueden ser utilizadas para calcular observables a energias
por debajo de cierta escala natural, como veremos en la siguiente seccién. Como mencionamos, el pro-
grama de renormalizaciéon depende de las condiciones de renormalizacion. Gracias a ellas, los pardmetros
desnudos de la teoria son relacionados con cantidades renormalizadas. Para QED, la renormalizacién en
la capa de masa (on-shell) define los pardmetros renormalizados evaluando la correspondiente funcién
de Green para valores on-shell de los momentos externos. Podemos empero, implementar un cambio en
el esquema de renormalizacion. Para QED, este cambio de esquema involucra definir la masa y carga
renormalizada en términos de otro valor de momento, sea fisico o no, p> = p2. El cambio de esquema
puede arrojar valores diferentes para las funciones de Green asi como los pardmetros renormalizados, a
pesar de que todas las cantidades deben ser independientes de la eleccién del esquema de renormaliza-
cién. La dependencia en p de las funciones de Green (funciones de correlacién) estd dada por la ecuacién
de Callan-Symanzik. Consideremos una teoria con campo ¢(z) e ignoremos todos sus posibles indices.
Hemos visto que el campo renormalizado adquiere un factor de normalizacién respecto al valor desnudo,

¢o() =1/ Zs(A) (). (3.16)

Donde A constituye el regulador y ¢(z) es el campo renormalizado. Con diagramas de Feynman, las
funciones de Green desnudas de n puntos adoptan la forma

Gr(P1y ooy Pr; Ao (2m) 6@ (py + ... + pn)

- /d4$1---d4xne"(”1’“+“'+p”'r") (QT[do(x1)..-Po(n)][S2)

(3.17)
Calculadas orden por orden en el desarrollo perturbativo con acoplamiento desnudo go(A). Por otro lado,
la funcién de Green renormalizada, Gy, (p1, ..., Pn), €s independiente del regulador pero si depende de la
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escala de p en donde las condiciones de renormalizacién se implementan. De la expresién (3.16), hallamos
que se verifica la siguiente identidad,

Gn(p1, ooy P Mo = Zo(A)2Gr(p1, o, P 1) (3.18)

Las funciones IP1, T',,(p1, ..., pn), pueden obtenerse de la ecuacién anterior tomando en cuenta que, al
pasar de las funciones de Green a las funciones IP1 debemos remover la contribucién de los propagadores
externos cuya contribucién individual es un factor Z(A). Obtenemos

Cn(p1y -y pn; Ao = Z¢(A)_"/2Fn(p1, vy Py ) (3.19)

La funcién del lado izquierdo depende explicitamente del regulador e implicitamente a través de mo(A) y
go(A). Por otro lado, la funcién del lado derecho sélo depende de pardmetros renormalizados y la escala
73

Podemos ahora averiguar cémo I'y, (p1, ..., pp; ) cambia con la escala p. Manteniendo fijos los pardmetros
desnudos mo(A) y go(A) mientras variamos p resulta en un cambio en los pardmetros m, g y Z4(A).
Recordando que el lado derecho de (3.19) es independiente de u, tenemos

a4

y usando la dependencia en p de m, g y Z4 arrivamos a la ecuacién de Callan-Symanzik

[Z6(A) 200 (pr, s pai )| = 0

g+ 800) g ) 3 1) 1) =0 (3.20

Reconocemos la funcién S de la seccién anterior que gobierna la evolucion de los acoplamientos con la
energfa y la dimensién anémala ~(g),

_ 99
B(g) "o
om

’Ym(g) = M(’Tu (3-21)

3.5. El grupo de Renormalizacién

En las seccidnes anteriores senalamos que la cancelacion de las divergencias UV es esencial si una teoria

ha de tener capacidad predictiva y que al implementar el proceso de renormalizaciéon, los cudntos virtuales
de arbitrariamente alta energia se codifican en una dependencia de los acoplamientos con la escala de
energia. Es un hecho bastante sorprendente que, en una teoria renormalizada, tales cuantos virtuales
tengan poco efecto en la dindmica a bajas energias[16]. Esta simplificacién inusitada y contra intuitiva
puede ser abordada con el esquema Wilsoniano del proceso de renormalizacién, donde se interpreta de
manera sistematica cémo los acoplamientos de una teoria renormalizable pueden verse como entidades
dependientes de la escala y ademas provee de un marco tedrico para describir cuantitativamente el origen
de las divergencias. La escala de corte que implementa Wilson tiene significado fisico. Por ejemplo el
espaciamiento atémico en un imén provee una escala de corte natural.
En la seccién (1.5.6) consideramos un sistema cudntico genérico descrito por el Hamiltoniano (1.44), con
acoplamientos J;(z,a). Al iterar el espaciamiento en la red (1.45), los acoplamientos pueden verse como
funciones del espaciamiento, J;(x, z). Si llamamos a tal proceso decimacion D, eventualmente existird un
hamiltoniano H, invariante ante la decimacién,

HEBHy B Hy B . B HLSBH,
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Es decir, la teoria con dindamica descrita por H, es un punto fijo en el espacio de teorias. En este punto
fijo, H, es invariante de escala ya que D no cambia ya la teoria codificada en sus acoplamientos.

El espacio de Hamiltonianos puede parametrizarse especificando los valores de las constantes de acopla-
miento. Denotando O%(x) a todos los términos de interaccién (posiblemente hay infinitos de ellos), el
Hamiltoniano més general para el sistema puede escribirse como

H=> Jiz,a)0 (z) (3.22)

x,0

donde J; son los acoplamientos correspondientes y representan las coordenadas en el espacio de Hamil-
tonianos. La decimacion por tanto, define un mapeo sobre ellos,

D:J— I

D puede entenderse entonces como un cambio en las constantes de acoplamiento, en remembranza con
lo visto en las secciones anteriores. Nuestra ignorancia en la Fisica a cortas distancias resulta en una
renormalizacion de las constantes de acoplamiento y el nuevo Hamiltoniano describe el sistema a distancias
grandes. La transformacién en el espacio de teorias bajo D constituye el llamado flujo del grupo de
renormalizacion.

Supongamos que describimos un sistema con un Hamiltoniano de punto fijo H* e implementamos una
perturbacién, cambiando las constantes de acoplamiento asociadas a un término de interacciéon O. Es
decir consideramos,

H = H, + 6)0 (3.23)

Pensando en A como coordenada en el espacio de Hamiltonianos, la interaccién O corresponde a un
desplazamiento o flujo, separando la teoria (sin perturbacién) del punto fijo. Nos preguntamos entonces
sobre las posibilidades que tiene el sistema perturbado para fluir!®

= Kl flujo del grupo de renormaliacién regresa el sistema al punto fijo. En este caso, decimos que la
interaccién O es irrelevante.

= Kl flujo del grupo de renormalizacién aleja al sistema de su punto fijo. Decimos que la interaccién
O es relevante.

= A primero orden, la perturbaciéon no aleja al sistema del punto fijo. Llamamos a O, deformacién
marginal. Serd necesario consisderar términos méas altos en la expansién para determinar el flujo.

En la figura (3.5) se esquematiza un ejemplo del flujo del grupo de renormalizacién en el espacio de
acoplamientos. La teoria presenta dos acoplamientos A1 y A2 y dos puntos fijos; en el origen 0 (Gaussiano)
y en el punto F' (no trivial). Las flechas indican la direccién en la cual el flujo actia. La teoria libre
(A1 = A2 = 0) es un punto fijo estable ya que cualquier perturbacién dA;, A2 > 0 hace fluir la teoria de
regreso al caso libre para distancias grandes. Por otro lado el punto F' es estable respecto a cierta clase
de perturbaciones (flechas entrantes), otras perturbaciones pueden hacer fluir a la teorfa lejos del punto
fijo o incluso llevarla al origen, donde vive el sistema libre.

3.5.1. Grupo de Renormalizacién en Teoria de Campos

En teoria cuantica de campos el grupo de renormalizacion estd construido en el esquema de integral de
trayectoria, en donde los grados de libertad son variables de integracién. Todas las cantidades importantes
se obtienen de la funcional generadora

2] = / Doeap [z / (£+J¢)} _ <Hk / dgb(k)) cxp [z / (£+J¢)] (3.24)

0Consideramos la perturbacién-deformacién O a primer orden en .
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Figura 3.5: Ejemplo del flujo del grupo de renormalizacién. [42]

Donde en el lado derecho hemos considerado componentes de Fourier. Al estar interesados en la des-
cripcién de la teoria por debajo de cierta escala A, imponemos el corte. De acuerdo con Wilson, las
fluctuaciones cudnticas de exitaciones grandes estan representadas por componentes de Fourier cerca del
corte!!. La descripcién a bajas energias es tomar el limite 1 << A. Para establecer el flujo de la teoria
desde A hasta cierta escala de renormalizacién p < A, podemos implementar en la integral de trayectoria
algo andlogo a la decimacién de la seccién anterior. Primero, definamos la medida con corte A

[Dgla = [ dok) (3.25)

|k|<A

Ahora dividamos las variables de integracién en dos grupos tomando un pardmetro b < 1. Variables
¢(k) en el intervalo bA < |k| < A son asociadas a grados de libertad de momentos grandes que serdn
integrados. Definase el soporte

R o(k) para bA < |k| <A
3(k) = (3.26)

0 €.0.Cc

Con esto podemos reemplazar el lagrangiano original por aquél con ¢ + (/5 y reescribir la funcional como

Z - / Déexp ( / c) / Déexp < / 2L+ gum (¢"$m)> (3.27)

Las integrales sobre los a(k) se llevan a cabo usando las reglas de Feynman adaptadas a la integral
funcional'?, obteniendo
Lers = Lo+ (suma de diagramas conectados) (3.28)

Donde Ly representa el lagrangiano original. Con L.y se pueden calcular funciones de correlacién de los
¢ y como estos incluyen momentos hasta bA, los diagramas con lazos son integrados hasta este corte.
En general, este procedimiento provoca la aparicion de operadores de alta dimension. Estas piezas no
renormalizables surgen en la integracién de las variables ¢. Sin embargo el esquema mantiene estas con-
tribuciones bajo control. Mas atn, el andlisis implicaria la presencia de interacciones no renormalizables

11 En Minkowski, k2 < A% no es muy efectivo en controlar variables de momentos grandes ya que en direcciones tipo luz
las componentes de k pueden ser muy grandes y atn asf tener k? pequefio. Después de una rotacién de Wick, la integral
funcional es Euclidiana y k% < A% controla bien los momentos.

12No llevaremos a cabo la derivacién ya que solo pretendemos ilustrar el método
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en el lagrangiano original para valores muy grandes del corte A, pero con efecto despreciable en la fisica
a energias muy por debajo del corte.
Al reescalar distancias y momentos de acuerdo a

K =k/b, 2'=uab, = |K|<A, (3.29)

y considerando como caso particular la teorfa ¢*, el lagrangiano efectivo (3.28), puede escribirse es-
queméticamente como

/dd:c[,eff = /ddx [;(1 + AZ)(9,0)* + %(m2 + Am?)¢?

(3.30)
1
+ O+ AN ¢! + AC(0,¢)* + AD¢® + ...].
En términos de la variable reescalada x’,
/ R TTE / ddaz'b4 [;(1 + AZ)(0,,0)* + %(m2 + Am?)¢?
(3.31)

1
+ 70+ AN)¢* + ACH!(0,,0)* + AD¢® + ...
Esta ultima expresién lleva al mismo propagador que el lagrangiano original si reescalamos los campos
¢ =1+ A2) % (3.32)
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Y la accién regresa a su expresiéon original °, mientras que las perturbaciones se transforman

— d/l//2 1/2/2
Eeff—/da: [2(8u¢) +2m ¢

(3.33)
1 114 1ol 4 ! 116
+ 4)\qﬁ +C"(0,9')" + D'¢" + ...
Los nuevos parametros del lagrangiano seran ahora
m? = (m* 4+ Am?)(1 + AZ)"1b72,
N=\+AN1+ A7) 2, (3.5
C'=(C+AC)1+AZ) %Y, '
D' = (D+ AD)(1+ AZ)3p?46,

Todas las correcciones, Am?, A\, etc, derivan de diagramas correctivos y por tanto son pequefias com-
paradas con los términos dominantes!?.

Combinando la operacién de integrar grados de libertad cerca del corte con el reescalamiento (3.29), el
lagrangiano sufre una transformacién en sus parametros. Sucesivas integraciones producen més iteracio-
nes en (3.34). Tomando b cercano a 1, las capas de momento se vuelven infinitesimalmente pequenas y
la transformacion se vuelve continua. El resultado neto es un flujo o trayectoria en el espacio de posibles
lagrangianos (como en la seccién anterior del modelo de red). Las transformaciones continuas del lagran-
giano generadas por este proceso se conoce como el grupo de renormalizacion'®.

El grupo de renormalizacién estd relacionado con el proceso de renormalizacién. Si deseamos calcular

la funcién de correlacién de campos cuyos momentos p; son mucho menores que A existen dos caminos:

13En el caso de ¢*, L ~ (86)* +mg¢? — (\/4)p*
1E] lagrangiano original tiene C=D=0, pero las mismas ecuaciones aplican si fueran no nulas.
15E] grupo de renormalizacién no es un grupo en el sentido formal ya que no es invertible.
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perturbativamente usando el lagrangiano original o el lagrangiano efectivo obtenido después de integrar
capas de momento hasta la escala del momento externo p;. Ambos procedimientos arrojan los mismos
resultados[16]. En el primer caso, los efectos de las correcciones permanecen ocultas hasta que se calculen
los diagramas subdominantes. En el segundo caso, los efectos de las fluctuaciones han sido ya absorbidos
en los nuevos acoplamientos (m/, N, etc) y su influencia puede verse directamente del lagrangiano. Sin
embargo, los pardmetros del lagrangiano efectivo pueden diferir de aquellos del lagrangiano original ya
que debemos iterar la transformacién (3.34) muchas veces para obtener sus valores desde la escala A
hasta el valor experimental tipico. Mds atin, podemos estudiar como el lagrangiano tiende a variar bajo
el grupo de renormalizacién, en analogia con los sistemas estadisticos. El caso més simple es tomar un
lagrangiano en la vecindad del punto m?> = A = C = D = ... = 0, donde todas las perturbaciones se
anulan. Es decir, para el campo escalar, el término cinético,

£y = 500V (3.35)

es un punto fijo bajo el grupo de renormalizacion. En la vecindad de Ly, podemos ignorar los términos
Am?, AN, etc, en (3.34). Los pardmetros transforman ahora como

m? =m2b2, N=x"1* o =0, D =Dvb etc.

Ya que b < 1, aquellos parametros multiplicados por potencias negativas (positivas) de b creceran (dismi-
nuiran). Si el lagrangiano contiene coeficientes crecientes, eventualmente llevaran al lagrangiano lejos del
punto fijo Ly. Es convencional que los términos en el lagrangiano efectivo sean vistos como operadores
locales aniadidos como perturbaciones o deformaciones al lagrangiano original £y. LLamamos relevantes a
estos operadores cuyos coeficientes crecen durante el proceso de recursiéon. Operadores irrelevantes seran
aquellos cuyos coeficientes decrecen y marginales si los coeficientes asociados estan multiplicados por
(50)16.

La aplicacién del grupo de renormalizacion en teoria cuantica de campos profundiza el significado fisico
de una teoria renormalizable. Dada una teoria definida por su lagrangiano

Llg] = Lo +’§£:£hch[¢]

Al intentar remover los infinitos de la teoria, imponemos un regulador A y los valores de los acoplamientos
cambian al variar la escala. Si deseamos calcular la dindmica efectiva de la teoria a una energia p < A,
solo debemos integrar grados de libertad con energias entre el corte A y u. la accién efectiva que resulta
de esta integracién, S[¢, u| a la escala u, queda codificada en la funcional generadora,

R / DepeiSIo:A] (3.36)
p<p<A

Donde,
Slp, A] = / diz {L«M + Zgi(A)Oi[Qﬂ} (3.37)

es la accién a la escala de corte. Y

ﬂ&M—/%{MM+Z%w@w} (3.38)

16E] operador de masa ¢? en el campo escalar es siempre relevante mientras que el operador ¢* es relevante si d < 4 y
marginal en d = 4.
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la accién efectiva que depende de la escala p y el campo renormalizado ¢'.

La interpretacion Wilsoniana de la renormalizacién ofrece una explicacion a la otrora perspicaz remo-
cién de infinitos: Las constantes de acoplamiento que corren con la energia pueden entenderse como una
manera de incorporar en la accién efectiva a la escala u, los efectos de excitaciones del campo a altas
energias F¥ > p considerando a su vez, que toda teoria cudntica posee un corte A que tiene un significado
fisico.
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Capitulo 4

Renormalizacion Holografica

Para sistemas con dual gravitacional, la correspondencia AdS/CFEFT provee un descripcién geométrica
del proceso de renormalizacién. Recordemos del capitulo I que un mapeo esencial de la teoria es la
igualdad en las funcionales generadoras (receta GKPW 1.5.5). Sin embargo, esta expresion es formalmente
divergente; en la descripcién de campo en la frontera, la divergencia es UV debido a excitaciones muy
localizadas mientras que en el bulto, la divergencia es IR debido al volumen formalmente infinito[7].
Renormalizar Hologrdficamente recae en la simetria conforme de la CFT, cuyo dual es la isometria
r = Ar, x* — Ax* y que motiva la identificacién de la coordenada radial en el bulto con una escala de
energia en la teoria de frontera; A ~ 1/r . En este capitulo abordaremos el método para renormalizar
las funciones de correlacion de la CFT de manera holografica, es decir, implementando un proceso de
regularizacién y renormalizacion en el bulto. Una intepretaciéon Wilsoniana del proceso de renormalizacién
es posible considerando la variacién de la accién de frontera en la coordenada radial[4; 5]. En todos los
ejemplos conocidos de teorias con dual gravitacional en aAdS Poincaré, la componente gy es una funcién
monotémicamente decreciente en la coordenada radial r, lo cual implica que los intervalos temporales en la
frontera At tienen corrimiento al rojo comparado con el tiempo propio local A7 ~ ,/g;yAt al incrementar
el valor r. Por tanto, procesos de baja energia en la teoria de frontera, corresponden a procesos en el
bulto muy en su interior. La conexién UV/IR otorga la interpretacién natural de la coordenada radial r
como la escala del grupo de renormalizacién en la teorfa de frontera (ver seccién (1.5.6)).

4.1. Funciones de Correlacion Renormalizadas

En esta seccién revisaremos el método general para obtener correladores renormalizados de la CFT
utilizando la accién del bulto[7]. De acuerdo con AdS/CFT, a cada campo del bulto ® se le asocia un
operador de frontera invariante de norma Og?2. La funcién de particién del bulto es una funcional de los
campos y parametrizada por condiciones de frontera. De acuerdo a la prescripcion GKPW, el valor de
frontera de los campos son identificados con la fuente que se acopla al operador dual y la funcién de
particién en la capa de masa se identifica con la funcional generadora de las funciones de correlacién en
la CFT (1.41).

Zsveralon] = |  Dbesp(=S(o]) - <exp (— | ¢00> >CFT (4.1)

Donde el valor de expectacién de lado derecho es sobre la integral de trayectoria en la CFT. En la
aproximacién de punto silla (1.43), la expresién anterior resulta

Son-shell[#o] = —Werr[do] (4.2)

La llamada conexién IR/UV de la seccién 1.5.4.
2En particular, campos de norma en el bulto corresponden a corrientes en la frontera, con sus simetrias asociadas
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Donde S _ohel1[®o] es la accién de supergravedad en la capa de masa y Weorr|¢o] la funcional generadora
de diagramas conectados. Las funciones de correlacién de algiin operador O se obtienen por diferenciacién
funcional respecto a la fuente,

_ 9nshell
<O($)>_ (5253?1‘? |¢0:0
_ %Sonshell
(O(2)O(z2)) = W%Iqsozo (4.3)
53Sonshell

500(x1)...600(2n) lgo=0

Las funciones de correlacion genéricamente divergen y (4.2) no estd bien definida sin renormalizacién
como mencionamos al inicio de capitulo. Para subsanar los infinitos en el bulto, el primer paso consiste
en considerar el desarrollo en series de potencias en la coordenada radial cerca de la frontera para los
campos del bulto, que denotaremos genéricamente con F(z,7),

F(z,r) =1""(fi0)(@) + foy(@)r® + ... + r*"(fon(z) + ZOQTQf(zn)(ﬂf)) +...) (4.4)

Donde 7 es la coordenada radial en AdS usando coordenadas de Poincaré (1.29). En las siguientes secciones
revisamos la técnica general de renormalizacién presentada en [7].

4.1.1. Analisis Asintético

Las ecuaciones de campo son ecuaciones diferenciales de segundo orden® en r con dos soluciones
independientes. El comportamiento asintético (cerca de la frontera r = 0) es 2™ y r™*" respectivamente.
En el desarrollo asintético, la forma del término subdominante estda determinada por las ecuaciones de
campo. Si n no es entero, el término logaritmico f(2n) no estd presente. Aqui supongamos que n es entero.
El valor de frontera del campo f(g) que multiplica el factor dominante 2™ es interpretado como la
fuente del operador dual. En el andlisis, se resuelve las ecuaciones de movimiento de manera iterativa
considerando la variable r como parametro pequeno. Este proceso arroja ecuaciones algebraicas para
f2k), £ < m que determina univocamente a fo;) en términos de f(g) y sus derivadas hasta orden 2k,
dejando indeterminada a f(9,) que es la condicién de frontera de Dirichlet para la solucién linealmente
independiente de aquella cuya forma asintética dominante es 7. fo;) estd relacionada con el vev o
funcién de un punto del operador dual correspondiente. El término logaritmico en (4.4) estd relacionado
con anomalias conformes en la teorfa dual y es determinado por f(. En resumen|7],

= f(0)(z) es la fuente de la teorfa de campo frontera,

- f(2) (), ey f(gn,Q) y f(2n) se determinan completamente por las ecuaciones de movimiento y son
funciones locales de fq),

* f(2n) estd relacionado con anomalias conformes,

= f(2n)(z) queda indeterminado por el andlisis asintético.

4.1.2. Regularizacién

El siguiente paso es calcular el valor de la accién en la capa de masa, es decir, la acciéon evaluada en
las ecuaciones de movimiento (eom). Si estas se verifican la accién del bulto es nula quedando solo la
accién de frontera,

S, = / ey gleom®] + Sp[Ra(r = ) (4.5)

3Como excepcién el campo de Dirac que trataremos més adelante.
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Donde ®.; denota la solucién clésica a las ecuaciones de movimiento. La accién de frontera queda auto-
maticamente regularizada en r = € y la definiremos entonces como Sp = S;.¢4. Esta accién puede contener
divergencias al hacer ¢ — 0. Un ntimero finito de tales términos divergentes puede ser aislado

Sreglf(0); €] = / de/ = ind |:€VCZ([)) + 6_(”+1)a(2) + ... — logea(a,y + O(eo)] (4.6)

Donde v > 0 depende de la dimensién de escalamiento del operador dual y a(o) son funciones locales de
la fuente f(g). La divergencia logaritmica esta directamente relacionada con la anomalia conforme(8]. Las

divergencias no dependen de f(a,), es decir, de los coeficientes que el andlisis asint6tico no determina.

4.1.3. Contratérminos

La accién de contratérminos esta definida como
Sct|F(z, €); €] = —términos divergentes deSyeq[fo; €] (4.7)

Donde los términos divergentes son expresados en términos de los campos F(z, €) que habitan en la hiper
superficie r = €, ya que son ellos los que transforman de manera covariante. Por tanto debemos invertir
la expresién (4.4) hasta el orden requerido para obtener f(g) = f(o)(F(z,€),¢€) e insertarlos en (4.6).

4.1.4. Accién en la Capa de Masa Renormalizada

Definimos la accién sustraida como
Ssub[F(ma 6); 6] = Sr‘eg[f(O); E] + Set [F(l’, 6); 6] (48)

Esta expresién tiene limite finito cuando € — 0. La accién renormalizada serd una funcional de las fuentes
definida en este limite,

Sren [f(O)] = 11,_{% Ssub[F; 6] (49)

La distincién entre Syen ¥ Ssup €S necesario ya que las derivadas funcionales requeridas para obtener los
correladores son efectuadas antes de tomar el limite.

4.1.5. Funciones de 1 punto

La funcién de un punto o VEV del operador Op en presencia de fuentes es

1 557571 , 1 1 5Ssub
— - — 4.1
<OF>,3 /7_f}/ind 5f0 GEE(I) (ed/Q_m \/,7 5F($, 6)) ( 0)
La evaluacién explicita de tal limite arroja
(OF)s ~ fan) + C(f)- (4.11)

con C(f()) una funcién que depende localmente de las fuentes y por tanto da términos de contacto
para funciones de n puntos. La forma exacta de C(f(g)) depende de la teorfa bajo consideracién y es en
general, dependiente del esquema de sustraccion. El coeficiente de f(2,) depende también de la teoria
bajo consideracién pero es independiente del esquema de sustraccion.
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4.1.6. Correladores de n puntos

Para calcular funciones de n puntos (o correladores) necesitamos soluciones a las ecuaciones de mo-
vimiento con la condiciones de frontera prescritas. Dada una solucién exacta podemos determinar el
coeficiente f(2,) como funcién de f(g) considerando la asintética de la solucion. El correlador de n puntos
se calcula entonces con®,

0" fiom)
d.f(0)(#1)---0 f(0)(@n)

(0(21)...0(20)) ~ |foy=0 (4.12)

4.1.7. Callan-Symanzik Holografica

Como hemos visto, la escala de energia en la teoria de frontera estd asociada con la coordenada radial
en el bulto. Transformaciones del Grupo de Renormalizaciéon pueden ser estudiadas desde el punto de
vista geométrico. Consideremos la isometria

r—Ar, ot — A\t (4.13)

Sabiendo como transforman los campos del bulto bajo difeomorfismos podemos calcular cémo la funcién
f(2n) (v por tanto el correlador de n puntos 4.12) transforma bajo (4.13) y observar su variacién a medida
que variamos el regulador € ( escala de energia 1/€ en la CFT).

4.2. Renormalizacion Holografica para el Campo de Dirac

Apliquemos las ideas de las secciones anteriores para obtener el correlador de dos puntos fermidnico
renormalizado [11; 12; 7; 21]. Para ello escribamos explicitamente la ecuacién de Dirac en una base
adecuada. La obtencion de correladores involucra resolver la ecuacién de movimiento en el bulto bajo
condiciones de frontera prescritas.

4.2.1. Ecuacién de Dirac en AdS

La ecuacion de movimiento de Dirac es EMT*Dys1p —map = 0. Tomemos el radio de curvatura de anti-
de Sitter como la unidad, en cuyo caso EM = r§M. Adem4s, conviene trabajar en la versién Euclidiana
de AdS,

1 o
ds?® = = (6ijda’da’? + dr?) (4.14)
. ) 1 )
Las componentes de la conexién de espin no nulas son (w;),; = —6;;. Asi que D, = 0, y las componentes
r

restantes son )
Di=0;+ - [I", I (4.15)

r

La ecuacién de Dirac se simplifica,
0=EMIDyrp — myp
1. .
M
=rI"™ opmy + ZFZ [FT,I"] P — map (4.16)

= rrMaM_ng—m P

4Si no hay solucién exacta como en el caso de varios campos acoplados, el problema de Dirichlet no es tratable en general.
Se procede a linealizar las ecuaciones y hallar el propagador bulto-frontera.
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Trabajemos con un solo modo de Fourier, 1 — €**%4, donde hemos considerado el modo en direccién z°.

La ecuaciéon de Dirac es entonces
d
[TFT& +ikrI" — ifr - m} P =0 (4.17)
Una base explicita para las matrices I' hermitianas,

—03 0 op 0 —o2 0
r’“:(o _03), rt:<0 0_1), W:(O @) (4.18)

Donde o; son las matrices de Pauli estdndar. En esta base, los proyectores I'y (ver seccién 2.6), son
diagonales

0 1
J— 1 T\ ]‘ J— 1 T\ O
F+:§(1+F)— 0 , 12:2(1—1“)— 1 . (4.19)
1 0
Las ecuaciones de movimiento expresadas en términos de ¥+ = "1 son
d
fr&«—i—m w.;.—i-k?"dgw_ :0,
d (4.20)
<r&n —3 + m) Y_ + krosgyr =0
Que dan lugar a una ecuacién de segundo orden
d 1 d d
2 2 2 _
El comportamiento asintético de 1)+ es,
i = ca(k)rHm 4 O (pl/2r1Em) (4.22)

Donde ¢4+ son espinores que verifican 'y .cq4 = :l:ci(k)7.

Identificamos el operador dual O como el coeficiente del término dominante (modo no normalizabe) en
la asintética (4.22) con 7 — 0. Tal término es %2~ con el cual identificamos c¢_ (k) como la fuente para
O. En otras palabras, fijemos 1_8,

4.2.2. Prescripcion

Como se mencioné en las secciones anteriores, al evaluar la accion de Dirac en la solucién, el término
del bulto se anula. La contribucién no nula a la accién on-shell proviene del término de frontera Sp que
involucra términos localizados en la hiper superficie r = €. Al ser formalmente divergente, esta accién
debe separarse en dos partes,

5’7‘eg = SB = Svar + Sct (423)

Donde S, contiene los términos requeridos para satisfacer el principio variacional y S es la accién de
contratérminos. El objetivo de la renormalizacién holografica es entonces, obtener explicitamente tales

5Sin pérdida de generalidad.

SE] comportamiento asintético se obtiene al analizar el desarrollo en series de las funciones de Bessel modificadas para
argumento pequeno, ver apéndice (A).

"La notacién utilizada aqui difiere de (2.33) por comodidad.

8E] comportamiento asintético depende del valor de m, aqui lo consideramos entero positivo.
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términos que cancelen las posibles divergencias en .S,,,-. La accién renormalizada S, estd definida como
en (4.9) y con ella, podemos obtener correladores renormalizados bajo la prescripcion GKPW,

e—sren[cﬂéf} — <e;pp [/ ddl’(éfo + OC:|> (4'24)

Tomando menos el logaritmo en ambos lados, encontramos que la accién del bulto on-shell es el generador
de correladores conectados. Sabemos ya que el caso del campo de Dirac presenta sutilezas respecto al
Klein-Gordon?. Los campos ¥4 v ¥ no son independientes y cada uno determina el momento canonico
asociado al otro[3; 12]. En el problema de Dirichlet entonces, no podemos fijar los valores asintéticos 4 (k)
simultdneamente y después permitir que el campo varie. Para que la accién permanezca estacionaria bajo
variaciones, debemos anadir el término de frontera,

Svar = /ddx\ﬁw+w—a (425)

y cancelar las divergencias con S¢. Con la accién renormalizada (discutida en el apéndice, ecuacién A.10)

Sren = / dize,c_ (4.26)

Los correladores renormalizados se obtienen derivando funcionalmente,

A OSren _
(O0),..=— 5o = O+ (4.27)

El proceso de obtencion de la accién renormalizada se revisa en el apéndice. Utilizando el hecho de que
la accién del bulto on-shell es hermitiana, S = ST, tenemos,

Sren = Sien = /ddl’ [E+C,]T = /ddZIIéCJr,

En cuyo caso, hallamos también

5Sren
<O>7‘6n = — e = —C4. (428)

Con la segunda derivada obtenemos funciones de dos puntos, por ejemplo,

= 5287-671 - 5C+
(00)er, = CSc_éc. e

(4.29)

Las ecuaciones de movimiento junto con la condicién de regularidad en el interior del espaciotiempo (r —
oo) relacionan cy y c_. Al ser la ecuacion de movimiento lineal, la relacién entre estos sera también lineal:
cy = —G(k)Tc_, siendo la matriz G(k) la funcién de Green Euclidieana!®. Finalmente, el correlador
renormalizado es,

TEeEN

(00) =Gk, <OOT> — G(k). (4.30)

9Ver seccién 2.6
108e incluye el factor I'* ya que en realidad, la funcion de Green es <OOT> que difiere de <OO> por I't.
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4.2.3. Correlador Renormalizado

En AdS441 puro (no aAdS), la solucién (A.1) dada en el apéndice, resuelve la ecuacion de Dirac para
toda r y no solo la solucién asintética. Por otro lado, el correlador renormalizado se calcula con ci’ en
términos de ¢, (4.29). Para hallar la relacién entre estas debemos imponer la condicién de regularidad
en el interior del bulto (O region IR). Muy en el interior, donde r — oo, las soluciones (A.1) divergen
a menos que C} = (—1)m+1/ 2Cy . Trasladar esta condicién a una condicion sobre las ¢; o se realiza con
ayuda de (A.3),

cf = -2 (2m — 1)%1{%—%; (4.31)

Utilizando (A.6) para escribir ¢j en terminos de ifc, obtenemos el correlador de 2 puntos renormalizado,

(00) = 2—2ka2m—lik. (4.32)

Que es la forma correcta (hasta una constante de normalizacién) para el correlador de dos puntos en el
espacio de momentos para operadores cuasi primarios de dimensiéon A = d/2 + m.

4.3. Implementacién del Grupo de Renormalizacion de Wilson en Ho-
lografia

Recordemos de la seccién (3.5.1) que la renormalizacién en el esquema de Wilson involucra considerar

un sistema fisico definido hasta un corte Ag. La teoria efectiva que resulta de integrar grados de libertad
por debajo del corte 4 < Ay mediante capas de momento induce un flujo en el espacio de posibles
lagrangianos parametrizado por constantes de acoplamiento que corren con la energia.
Un esquema Wilsoniano puede implementarse en AdS/CFT][3; 5]. Identificando la teorfa de frontera
definida con un corte Ag con una teoria en el bulto definida en la regién del espacio tiempo r > €, (figura
4.1). Integrando grados de libertad en la CFT desde Ay hasta algin A’ < Ay es entonces asociado a la
integraciéon de grados de libertad en el bulto desde r = ¢y hasta algun valor r = ¢ > €. La integracién
en el bulto sobre la regién ey < r < € resulta en una accién de frontera Sp(r = €’) definida en la hiper
superficie r = € que codifica condiciones de frontera sobre los campos que se propagan en el bulto en
la regién r > €. En [3], se propone que Sp puede ser entonces identificada con la accién Wilsoniana de
la teorfa de frontera a la escala A’, donde los acoplamientos en Sp corresponden a aquellos asociados a
operadores unitraza y multitraza inducidos en la teoria de frontera. Puede establecerse una ecuacién que
describe el flujo (Wilsoniano) de Sp en la coordenada radial r , requiriendo que la accién completa sea
independiente del corte €.

4.3.1. Formulacion del Flujo Holografico Wilsoniano

Consideremos una teoria definida por su integral de trayectoria por debajo de un corte UV A,

2= [ Docaplit.gslo.A] (4.33)
A

Donde ¢ denota toda una coleccién de campos de la teoria. La accién efectiva I.f¢[¢, A] a la escala A,
puede escribirse como

Ieff[¢, A] = IO[¢] + IUV[¢? A] (434)

"En el régimen de gravedad clésica las ecuaciones que resultan de este proceso deben verse como el flujo de acoplamientos
en limite de N grande de la CFT.
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Integracién de grados delibertad
Coordenada radial

Figura 4.1: Descripcién esquemética de la integracién en capas en la teoria de frontera (esquema superior)
y su correspondiente dual en el bulto (esquema inferior)[4]

Donde Iy[¢] es la accién original (microscépica y/o desnuda) e Iy surge de integrar grados de libertad
arriba de A. Si Z ha de ser independiente del corte, Iy debera satisfacer una ecuacién del grupo de
renormalizacién. Al expandir Iyy en términos de un conjunto completo de operadores invariantes de
norma O, este flujo Wilsoniano otorga las funciones 3 para el conjunto de acoplamientos que acompafian
a cada término en la expansion.

La accién del bulto genérica para un campo ¢ en la métrica de Poincaré es

S = / dd+1m\/ng(¢, o) + Sp. (4.35)
r>e€

Donde Sp define condiciones de frontera para el campo ¢ en r = € y puede verse como la especificacién
de un estado de frontera para la teoria del bulto definida en la regién r > €. A su vez, puede interpretarse
como el resultado de la integracién de grados de libertad de ¢ para r < e.

En [3; 5] se propone que el término de frontera Sp[¢, €] puede ser interpretado como el dual de la parte
UV de la accion efectiva (4.34), es decir, el término Iryy. Tal asociacién es més clara en cuantizacion
alternativa, donde el valor de frontera del campo ¢ es identificado (en ausencia de Sp) como el valor
de expectacién del operador dual[14]. En este caso, Sg[¢, €] es directamente identificada con Iy en la
teorfa de frontera'?. Si desarrollamos Sp en serie de potencias del campo ¢, el término lineal corresponde
al operador dual O; ¢? le corresponde un operador de doble traza O? y en general, ¢" esta asociado a

2Hasta una constante de normalizacién.
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operadores multi traza O™. En contraste, en cuantizacién estandar, donde el valor de frontera del campo
¢ es intepretado como la fuente del operador dual, el término Iy debe identificarse con la transformada
de Legendre de Sp[14]'3.

4.3.2. Flujo RG - Hamilton-Jabobi

Derivemos ahora una ecuacién de flujo para Sp para el campo de Dirac, requiriendo que los observables
fisicos sean independientes de ¢ al variar radialmente la accién total S = Spyuo + S5. La correspondencia
AdS/CFT mapea la variacién de Sp a una ecuacién de flujo RG para los acoplamientos de la teoria de
frontera considerada en el limite (planar) de N grande.

Con la accién de Dirac (2.18) hallamos las ecuaciones de movimiento,

[ —mlip =0 (4.36)
En las condiciones de frontera de Neumann
) B 5SB
. =28 - = =2 4.

Consideremos una variacién infinitesimal en la coordenada radial evaluada en r = e!4.

Sle + de] — S[e] = - drd®z/—gL — / b drd®z\/—gL
e+0e €
+Sp [¢ (z, e+ 0¢€) ;€ + de] — Sl (x,¢€) ;€]

Que podemos escribir como'®

e+de
Sle + de] — S[e] = —/ drd®z/—gL

+Sp [ (z, e+ 0¢€) ;€ + de] — Sl (x,€) ;€]

desarrollando a primer orden en de, tenemos'®
dS d d 0SB -0Sg 0Sp
o — ——29, ) —— R 4.
= /ng:c\/ gﬁ—i-/redw( 50 w—i-ﬁw(w))%- 5 | (4.38)

Notemos que, las derivadas funcionales de la accién Sp son los momentos canénicos de los campos,
debido a que trabajamos en condiciones de Neumann. Sustituyendo tales momentos, la expresién es la
transformada de Legendre del lagrangiano (2.18).

as _
de

ddx”H + % |r:e
. Oe

r=
Finalmente, de acuerdo a la interpretacién Wilsoniana del proceso de renormalizacién, esperamos que la

d
accién total sea independiente del corte UV[4], es decir d—s =0.
€

8SB o d
o = /T_edaﬂ-[ (4.39)

13Cerca del punto fijo de la teorfa, las dos identificaciones es precisa. Sin embargo, lejos del punto fijo, la identificacién
posee ambigiiedad y dependerd del esquema de renormalizacién.
1480lo aparece aqui el campo 1) y su dependencia en e por comodidad

5 )
B = S == () =

16T as variables son de Grassman por tanto de debe tener cuidado en el orden
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Donde H es la densidad Hamiltoniana para la evolucién en la coordenada radial r. El flujo es generado
por el Hamiltoniano y gobernado por una ecuacién de Hamilton-Jacobi.

El Hamiltoniano radial serd la transformada de Legendre del Lagrangiano, considerando que los momentos
canénicos son tomados respecto a la derivada radial de los campos. De (2.18)

ar iy

= = —iy/—gylY, 15 = = 4.4
v=amwy - Ve = gm0 70 (440
Y la densidad Hamiltoniana adopta la forma!”,
H =~} D¢ + DTIZJH:Z —v/—gL (4.41)

Cuando Sp se expande en serie de potencias del campo v, la ecuacién (4.39) especifica como los coefi-
cientes de la expansién (acoplamientos) fluyen con e.

4.3.3. Consideraciones Finales al Capitulo

Anédlogo al caso de teoria de campos de la seccién (3.5.1), el enfoque Wilsoniano en holografia es
particularmente ttil para extraer la dindmica IR de la teoria de frontera a través de los correladores
efectivos. Recordemos que en la formulacién estandar de AdS/CFT, los correladores renormalizados (4.1)
se obtienen a través de la funcional generadora

Z[J] = ') = <ef J0> = lfm eSewléd (4.42)
e—0
Donde Sy es la accién definida en (4.8). El campo ¢, es la solucidn clésica a las ecuaciones de movimiento.
Las condiciones de frontera son, genéricamente, regularidad en el interior y valor asintético especificado
por la fuente J, que define el problema de Dirichlet (o Neumann).
En el enfoque Wilsoniano[4], la funcional generadora se divide en tres partes|5]

Z[J] = /D¢(r<l)D¢ID¢(T>I)€iSMgm (4.43)

En donde ¢; = ¢(r =1) y [ = A~! es la escala de corte. Sea,

p(e,m)~vel =2

Qv (J, d1) =/

D¢(T§l)€i55ug7‘a Q)IR(¢I) = / D¢(r21)eissugv“a (444)
(l,z)=¢

o, z)=d1 ()
Donde en la primera integral, ¢ se aproxima a cero después de anadir contratérminos como comanda
(4.9). Identificamos

SN2 d .16—d
q)IR(¢l) — <ezN fd xl ¢AO>CFT7A:l_1 (445)

Donde el lado derecho es la funcional generadora de funciones de correlacion en la CFT con corte. La
integral de trayectoria completa es ahora,

Z[J] = /D¢Z(I)UV(J7 o) Prr(é1) (4.46)

El célculo de ®¢y identifica los acoplamientos en la CF'T en términos de los parametros de la funcional
®rrv. Por ejemplo, si la parte UV tiene perfil Gaussiano'®

1 2
_ - A72d d—A
Pyv(dr) = exp [ZN YN FICEN (@ -1 )\> } ; (4.47)

17Kl signo menos en el primer término del lado derecho es por el cardcter Grassmanniano. Ver (4.38).
18Como el caso del campo escalar libre.
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donde h y A son funciones de [. Insertando (4.45) en (4.46), la integral completa se escribe[18]

Z= <6:Ep [iz\ﬂ / dix (AO + ;LOQ)] >CFT’A (4.48)

Esta es definida como la acciéon Wilsoniana con acoplamientos A(l) y h(l) para operadores unitraza y
doble traza respectivamente 7.
En el limite de N grande, la funcional ®;y puede escribirse como

dyy = B (4.49)

Donde Sp obedece la ecuacién (4.39) y provee un conjunto de ecuaciones del grupo de renormalizacién
para los acoplamientos \(1) y h(l). Al estar interesados en obtener correladores para momento arbitrario,
(4.48) no ofrece simplificacién respecto a (4.42): resolver Sp con (4.39) es equivalente a resolver la ecuacién
cldsica de movimiento en la regién integrada hasta e. Lo mismo ocurre en teoria de campo: integrar capas
de momento no simplifica en ningtin modo los calculos si uno esta interesado en extraer la dindmica
a escalas arbitrarias. Sin embargo, (4.48) si ofrece simplificacién en extraer el comportamiento a bajas
energias de los correladores. Para tal propdsito, podemos desarrollar Sp analiticamente en frecuencias (o
momentos) pequenos en analogia con el proceso de extraccién de la accién efectiva Wilsoniana en teoria
de campo.

Otro aspecto importante es que el desarrollo en frecuencias pequenas (y/o k pequenos) puede coadyuvar
a determinar donde colocar la superficie de corte » = ¢; esta debe colocarse en la frontera de alguna
regién IR donde el desarrollo de potencias en w o k deja de ser bien portada u holomorfa. En ese lugar, la
no analiticidad senala la presencia de nuevos grados de libertad que deben ser retenidos en la dinamica
a baja energfa y no deben ser integrados[4].

Un punto importante estriba en la correspondencia entre Sp y ®yy. Es decir, identificacién de integrar
grados de libertad del bulto en r < € con integracién de grados de libertad (en la CFT) por arriba de
algun corte A. Cualquier proceso fisico (de energia arbitraria) en la teoria de frontera involucra todas las
regiones del bulto. En particular, I;jy tiene expansién analitica bien portada en términos de operadores
locales e invariantes de norma pero esto no es necesariamente el caso de Sg. Se conocen ejemplos donde
existen modos gapless?” en la regién UV y modos de Goldstone?! en rompimientos de simetria de fase.
Integrar estos modos puede inducir términos no locales en Sp. En orden de tener una descripcion sensata
de la dindmica IR, debemos aislar tales modos de Sp y tratarlos separadamente[4]. En ausencia de tales
modos, se espera que la identificacién en las acciones en algin esquema de corte especifico este bien
definido.

En el parrafo anterior, mencionamos que el desarrollo de Sp en frecuencias pequenas w puede puede dejar
de ser analitica para algtin valor del corte. Si el modo asociado al rompimiento de la expansién analitica
es un modo gapless debe tratarse separadamente y si este no es el caso, es preciso retenerlos como parte
de la dindmica IR.

La conexién IR/UV ofrece la identificacién natural de la coordenada radial con la escala del grupo de
renormalizacién en la teorfa de frontera. Para AdS puro, es cierto que g oc 7=2 y 7 o< 1/A. No obstante,
para una métrica genérica, tal relacion puede ser muy complicada. La escala A puede ser estimada en
términos de una geodésica que conecta dos puntos en la frontera y baja hasta un radio r [6]. El mismo
orden de magnitud se obtiene considerando la extensién en las coordenadas x* del cono de luz desde un
punto en la frontera cuando este intersecta en r = ¢€[5] (ver figura 4.2). Resultando que la distancia propia
correspondiente al corte A es del orden del radio de AdS a tal escala y es consistente con un grado de

9Dada una coleccién de campos matriciales ®;, el operador asociado en una teorfa en el limite de N grande es de la forma
O = (1/N)TrFa(®;), con F, una funcién arbitraria de los ®; y sus derivadas que no posee dependencia explicita en N ni
trazas. Tal operador es de una traza o unitraza

20Modos tales que con un monto arbitrariamente pequefio de energia es posible excitar el sistema

2! tipo gapless que existe debido a rompimiento esponténeo de simetria
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libertad por drea de Planck[6]: N? = L' /L¢™!, en términos de la longitud de Planck d+ 1 dimensional.
En la accién Sp es posible agregar términos que corresponderan a deformaciones de la teoria de frontera

Figura 4.2: La escala A en donde la accién Wilsoniana estd localizada[5]

y calcular las funciones 8 que codifican el flujo de la teoria hacia o desde un punto fijo. Si bien, tenemos
plena libertad de agregar tales términos (siempre que respeten las simetrias de la teoria) en general no
es sencillo deducir la forma de su dual en la CFT. Las deformaciones doble traza para el caso del campo
escalar surgen al momento de desarrollar Sp hasta orden cuadrético en los campos (4.47) y es posible
hallar las ecuaciones de flujo de sus acoplamientos asociados[4; 5]. En [17] se halla que las deformaciones
doble traza inducidos en el campo escalar presentan flujos resonantes entre dos puntos fijos del grupo de
renormalizacién correspondientes a dos CFT?2. Abordaremos este tema en el capitulo siguiente para el
caso de deformaciones fermidénicas en el campo de Dirac.

22Las condiciones de frontera especifican dos tipos de teorfas distintas
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Capitulo 5

Funciones Beta Holograficas

En este capitulo implementaremos las ideas de [3] para el caso del campo fermiénico libre que nos
permitird hallar la funcién beta asociada a la masa del espinor. A su vez, siguiendo a [1] calcularemos
funciones beta para un conjunto de deformaciones de la teoria de frontera codificadas en la accién de
frontera del bulto, Sg.

5.0.4. Hamilton-Jacobi y flujo RG

De acuerdo con la correspondencia AdS/CFT, un campo fermiénico ¥ en AdS, de carga q y masa
m, es dual a un operador fermiénico O de dimensién conforme A y misma carga en la frontera. Si d es
impar, O corresponde a un espinor de Dirac. Con d par, corresponde a un espinor quiral[11]. La relacién
de dispersién entre la masa del espinor y la dimensién de su operador dual es (1.34),

A= g +mL (5.1)

Donde d, es la dimensién espacial de AdSz+1. En la métrica (1.29), construyamos la ecuacién de Hamilton-
Jacobi (4.39). Los momentos canénicos radiales son (4.40),

Iy, = —iy/—gyTy, Iy = 0, (5.2)
bajo los cuales, la densidad Hamiltoniana (4.41) es,
H = iy/—g [¢T D) — TM Dt + mapy)] (5.3)

Interesantemente, la componente radial que surge del momento canénico se anula con el término radial
de la densidad Lagrangiana,

H = iy/=g [T Dyp — T Dytp — T Dyt + )]

- - 0.4
= iv/=g [0y Dyt + mipy] (5.4)

Donde los indices v = t, x, y, z, es decir, sin la coordenada radial. Armados con la densidad Hamiltoniana
y la accién de frontera (2.25), podemos construir la ecuacién de Hamilton-Jacobi (4.39),

a5 [ vt si] = =i [atey=g [0riDu -+ mi] e

O bien,
Oc [/ A5 = 2iv/=g [FTY Dyt — mal)] |r—e. (5.5)
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Para el flujo en el estado de minima energfa o vacio superconforme’, los campos del bulto son constantes
en direcciones de frontera?(etiquetadas con v)[1], en cuyo caso la tltima expresién es més sucinta:

9 [ivArdw] = ~2imy/ g,

Consideremos ahora la parte 0,41 del lado izquierdo que puede manipularse considerando las ecuaciones
de movimiento. De (FMDM — m) 1 = 0. tenemos

I*Detp = myp — TV Dyt = map,

TTDetp = mI.

Y del algebra de Clifford (d + 1)-dimensional curvo
2
Do = m (L> <y,
€

Anslogamente, de v (FM 3 M — m) = 0, tenemos
2
5D, =m (’Z) Jre

La conexién de espin se anula en la direccién radial (2.17) por lo que las derivadas son parciales (no
covariantes). Obtenemos

o (0) = m (£) [rew ] =o.

Arribamos finalmente a una expresion tipo funcién beta para fy m,

2 (L) =—=(5)"m (5.6

Cuantizacion estandar

Al iniciar el flujo desde la CFT UV (e — 0) tomamos como condicion incial f(e) = 1, que corresponde
a fijar ¢»_ = 0 en la frontera®. El operador dual O, tiene dimensiéon A, = d/2+ mL y la fuente asociada
es A(k) con valor de expectacién D(k) en el desarrollo asintético (2.33). Ver ademas (1.5.5). Con estas
consideraciones, la expresion (5.6) se reduce a

) (f(@) _2mL 5

Oe ed ed+1

con solucién trivial f(e) = 2mL/d = d = 2mL. La dimensién A del operador dual serd Ay = 2mL y la
teoria de frontera se mantiene conforme. La solucién corresponde a un punto fijo y el término de frontera
(2.25) es irrelevante en el limite de N grande?.

!Correspondiente a la métrica (1.29) sin deformar el fondo. Ver también seccién (1.1.1).
2([4]) relaja esta restriccion.

3Cuantizacién esténdar

4La teorfa que estamos considerando es Dirac libre.

60



Cuantizacién Alternativa

En cuantizacién alternativa, f = —1, fija el espinor ¥, = 0. Los papeles de ¥ y 91 se intercambian.
La fuente del operador dual O_ es D y su valor de expectacion es A en el desarrollo asintético (2.33). El
operador dual tiene dimensién A_ = d/2 —mL = —2mL con d = —2mL. En conclusién, el acoplamiento

f en la accién Sp es irrelevante y no hace fluir la teorfa manteniendose conforme en el punto fijo en
ambas cuantizaciones.

5.0.5. Deformaciones

Consideremos deformaciones de la accién de frontera (2.25) por operadores relevantes y analicemos
sus flujos RG asociados[1; 4; 18; 17]. Comenzando con la CFT UV codificada en f = 1, podemos seguir
la pista al flujo que tales deformaciones inducen en la teorfa. Algunos operadores bilineales® invariantes
de Lorentz que se pueden construir con los campos en la teoria de frontera ¥ son|[l]

» Deformacién de Dirac WO, Preserva conjugacién de carga y rompe paridad.

» Deformacién Majorana (O + h.c.. El espinor conjugado es ¥(¢) = C'0U*, donde C' = o. Preserva
paridad y rompe la simetria global U(1) que rota la fase de .

Para AdS,, podemos tomar el algebra de Clifford (2.9). Para todas las deformaciones anteriores, la
dimension del operador es 2A_ = 3 — 2mL en alternativa y es relevante para 0 < mL < 1/2.

Deformacién de Dirac

En el estado de minima energia (fuentes apagadas), la teoria puede ser deformada por el operador

rele\/ante,
Dirac (2 )3 ) N

con « constante. En [1]7se propone que esta deformacién estd modelada por la accién de frontera (2.25)
afiadiendo el término gy,

Sp =5 [ AoV 00 + (00T (59)

El término extra junto con 1) rompen paridad en la accién del bulto (Sp — —Sg) que se hereda en U
en la frontera. Més atn, en la teorfa alternativa, el espinor A en (2.33) estd relacionado con el operador
dual via A ~ (¥) y por tanto, el término T ~ AT40A contiene dos copias del operador que es la
propiedad clave para perturbaciones doble traza escalares en [31; 13]7. La condicién de Neumann (2.36)
para la accién de frontera (5.9) es,

— iy/=gUTy = —iv/=y1) [ f1 4 gI°] (5.10)
Que codifica la ecuacién matricial,

U [f()1 4T} —g(e)T°] =0 (5.11)

5La accién de Dirac es bilineal en los campos y por eso basta agregar a la accién deformaciones de ese orden.

SEste término no es de masa ya que los campos de frontera son genéricamente operadores compuestos y transforman en
la adjunta de SU(N).

"En este sentido, el término ) ~ AT'yOD no tiene la estructura apropiada para ser perturbaciéon doble traza.
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La condicién de frontera requiere fijar la mitad de las componentes del espinor (ver seccién 2.6) por lo

cual, la ecuacién (5.11) debe ser de rango 2. Esto se verifica si®
f@?+g(e)> =1 (5.12)
La ecuacién de Hamilton-Jacobi (4.39) es entonces®
o (LY B o (L8 s LA+l _
De (edf> VY + De <edg> Yoy = —QWGdTﬂ”/} (5.13)
Donde el término 9 (1)T'51)) se anula idénticamente en vista de que I'"T'® = —T°T"". De la condicién de

frontera de Neumann, puede mostrarse que I = 0y fy) + gipI'®p = 0. De estas tltimas y de (5.12),
podemos reescribir (5.13) en términos de f(e),

5]
e—i::—%nLO:—f% (5.14)
Oe
con solucion .
1 — ™™
f&%ZTIEQEE. (5.15)

El coeficiente o de (5.8) reaparece como constante de integracién. La solucién se comporta como lo
esperado interpolando los acoplamientos desde el punto fijo UV (en f = 1) en € = 0 a el punto fijo IR
(con f=—1) en e — oo.

f(e)

1.0 \\\
(] \

[
=
o
o

-05F

-10t

La funcién g(e) es el coeficiente del operador doble traza anadido, para f > 0, su funcién beta es

e? =2mLg\/1 - ¢?, (5.16)

€

El coeficiente g se incrementa monotonicamente hasta g =1y f = 0. En este punto f cambia de signo y

e@ = —2mLg+/1 — g? (5.17)

Oe

la funcién beta es remplazada por

La solucién para el flujo completo es
4a62mL

9(9) = 4 4+ a?etml
2mL

Al iniciar el flujo RG, g estd relacionado con el coeficiente del operador doble traza mediante g ~ ae"™".
Al ser g adimensional, la constante de integracién debe tener dimension 2mL como corresponde a (5.8).

(5.18)

8Construyendo la forma de Jordan de 5.11, puede verse que, al multiplicar por el espinor (14,%-), esta proyecta sobre
1+ si se verifica la constriccién de los acoplamientos
9 Anslogo al analisis que condujo a la ecuacién 5.6, consideramos AdS puro y campos constantes en direcciones de frontera:

8, = 0.

62



En contraste con f, el flujo del acoplamiento g no es monoténico; g — 0 en ambos puntos fijos IR y UV.
De hecho, esto es necesario para asegurar que los puntos fijos son invariantes bajo paridad a pesar de que

el flujo RG no lo es.

g(e)

0sr )
04

03 | II'EI

Flujos debido a deformaciones de Dirac mas generales pueden considerarse si llevamos la teoria fuera del
estado base, es decir, agregando fuentes en el lagrangiano de la teoria de frontera,

3
ASuentes = i / (37]‘;3 (7060 (k) + B (k)n(k).(5.19)

Las fuentes rompen la invariancia traslacional pero los operadores multitraza que ellos inducen no([4; 5].
La simetria traslacional rota, mas bien, se manifiesta en la necesidad de encender operadores descendien-

tes que contienen términos con derivadas de alto orden, U@¥, WO?U, WH2JU, ...
De lado de gravedad, operadores de la forma ¥9?"¥ en Sp pueden agruparse convenientemente si pro-
movemos la constante ¢ a una funcién de k? = ky Kkt = —w? + k2. Términos sucesivos en el desarrollo de

Taylor de g(k?) estan relacionados con la torre de operadores de derivadas de alto orden. Sin embargo,
para codificar en Sp términos de la forma ¥9?"@¥ debemos anadir a la accién de frontera un término
diferente cuyo coeficiente es una funcién h(k?). Dicho todo esto, la forma general de la accién de frontera

Sp = [ d'av/= L1000+ 92T + () o — 7 = ] (5.20)

Donde § = k,I'* con suma sobre matrices del bulto sin coordenada radial. La estructura espinorial del
término asociado a h(k?) es de la misma forma que el correspondiente a g(k?). Incluye A'k,7*A en lugar

de ATD del término f(k?). La condicién de frontera de Neumann sobre el espinor es
(5.21)

SM =7

con
M = f1T" + gI° + ihf. (5.22)

Surge una sutileza. La fuente en (5.19) es un espinor de 2 componentes mientras que 7 en (5.20) es
de 4 componentes. La discrepancia se resuelve si consideramos 7 en (5.21) proyectado en la imagen de
la matriz M de rango 2. La fuente debe ser embebida en un subespacio de dimension 2 apropiado. El

embebimiento rota bajo el flujo RG.
Nuevamente, el requerimiento de que la ecuacién (5.21) no fije todas las componentes del espinor es
equivalente a pedir que la matriz M tenga rango 2. Es decir,

(5.23)

P+ +rk =1
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Sustituyendo (5.20) en la ecuacién de Hamilton-Jacobi (4.39) esta vez reteniendo el término cinético en

H,
of -+ g - oh - on -0
2 5+ 205y + i gy — 20y — 20
Oe Oe Oe Oe Oe (5.24)
- - 3 - ‘
= 2ieky — 2mLd — 5 (m + )
Mediante (5.21), los términos bilineales estan relacionados,
_ _ - 1, _
F + guTy + ikl = o (79 + ¥n) - (5.25)

Con esta constriccién podemos eliminar un término. Los coeficientes remanentes proveen las funciones
beta (acopladas),

on 3 mL € Of
an _ (2 =2 2
“De <2+ 7 +2fae>” (5:26)
Y las funciones beta para g y h resultan
fe@ — geg =2mLg
Oe Oe
oh of (5.27)
fe— — he—=— =2¢ef +2mLh
Oe Oe

Deformacién de Majorana

Para la deformacién de Majorana, consideramos unicamente el flujo en el estado base (sin fuentes) y
deformaciones doble traza,

@’k 7 ] : (5.28)

ASMajorana = Z/ (27T)3 [Q\P(C)(—k)\ll(k) + C*\I/(—k;)\lj(c)(k)

nuestra convencién es ¥(®) = C'¥ con C = ¢!. El signo (—) en el argumento de ¥ radica en la definicién
de la transformada de Fourier. Genéricamente, el coeficiente { € C pero su fase puede ser eliminada por
una rotacién de fase en W. Tomando en cuenta esta libertad, tomamos ¢ € R.

La conjugacién de carga del espinor en el bulto es 1)(9) = C¢* con C = I''T2. En [1] se propone el dual
gravitacional a esta deformaciéon como,

Sp = 5 / V= {fww + %g&@r% + %gzﬁ%@ : (5.29)

Esta deformacién es la dinica que preserva (y rompe) las mismas simetrias que (5.28). Como es usual en
el término de masa de Majorana, tratamos 1 como objeto Grassmanniano. La condiciéon de Neumann
para la accién (5.29) verifica

(FL4+T7) e 4 g9 =0 (5.30)

Las condiciones para las cuales (5.30) fija solo la mitad de las componentes del espinor puede hallarse
insistiendo que el complejo conjugado de (5.30) sea él mismo. En efecto, tomando el complejo conjugado,

(f1+T%) ) 4 gr% =0

y multiplicando por (f + I'")I'® regresamos a (5.30). Imponiendo ahora la misma restriccién que en el
caso de deformacién de Dirac (5.12) obtenemos,

e? =2mLg+\/1 - ¢?, (5.31)
€
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que difiere por un signo respecto a (5.16). La equivalencia de la funcién beta de Dirac y Majorana es
poco intuitiva ya que los flujos mismos son distintos. El flujo de Majorana rompe la simetria U(1) en
todas las energias exceptuando los puntos finales. Sin embargo, la tasa a la cual el flujo RG sucede es
el mismo. Esto sugiere que la funcién beta es una propiedad general de los operadores fermiénicos doble
traza en N grande.
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

En esta tesis hemos revisado el formalismo basico para obtener funciones beta de una teoria de campos
de manera hologréfica basados en la correspondencia AdS/CFT. La entrada del diccionario que permite
la dualidad entre la evolucién radial de la accién de frontera y el flujo RG de los acoplamientos en la
teorfa conforme fue expuesta aqui basado en [1; 2; 3; 4; 5]. A diferencia de [1], la accién de Dirac en esta
revisiéon no estad antisimetrizada. Esto condujo a obtener solo una condicién de Neumann, es decir solo
un momento canénico (el asociado a v). Esperando que ambas aproximaciones conduzcan a los mismos
resultados, se revisé toda la teoria subyacente en torno a la naturaleza Grassmanniana del espinor de
Dirac y su estructura holografica emergente haciendo énfasis en las condiciones de frontera que, en el
caso de espinores, presentan sutilezas en relacién con el campo escalar expuesto en [4]. Para exhibir tales
sutiliezas se revisaron los articulos pioneros en torno a espinores en AdS y sus condiciones de frontera,
[12; 9; 3]. En particular, la ecuacién que codifica el valor del acoplamiento f en (2.40) y en (5.11) es
una ecuacién matricial para v a diferencia de [1] llegando a los mismos valores para f y para f + g,
respectivamente. Las condiciones de frontera para el espinor expuestas en el capitulo II, fueron revisadas
cuidadosamente contribuyendo este trabajo a identificar sisteméticamente que proyeccion del espinor fijar
en la frontera en términos de la accién de frontera (ver seccién 2.6.1 especificamente las expresiones (2.30)
y (2.32)).

La renormalizaciéon holografica Wilsoniana también permite considerar deformaciones de la teoria

conforme y analizar sus flujos RG. En general, no es una empresa sencilla modelar tales acoplamientos
mediante la adicién de términos en la accién de frontera Sp. Basados primordialmente en [1], revisamos
sus propuestas de deformaciones de Dirac y Majorana obteniendo los mismos resultados aqui. En [16]
(capitulo 12) se discute la conexién entre renormalizacién y el grupo de renormalizacién. Esperando una
relacién andloga para el caso holografico hemos revisado el enfoque de [7] para obtener correladores de
dos puntos para el caso de fermiones (4.2) y su relacién con las ideas Wilsonianas del grupo de renorma-
lizacion hologréfico.
La tecnologia revisada aqui puede extenderse al caso de otros fondos ttiles para acercarnos cualitativa-
mente a sistemas reales. Por ejemplo, en [32] se reporta una nueva clase de liquido no-Fermi usando la
correspondencia Norma/Gravedad. La configuracién gravitacional utilizada es AdS4 con agujero negro
cargado que agrega un término a la derivada covariante fermidnica en la geometria debido a la pre-
sencia de un campo electromagnético no nulo. Esta configuracién es dual a un sistema fermidénico de
densidad finita. Explorar esta teoria mediante deformaciones analizando sus flujos RG puede ayudar al
entendimiento de sistemas de materia condensada.
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Apéndice A
Accion de Contratérminos

En este apéndice revisaremos el procedimiento para obtener los contraterminos de la seccién (4.2)
y asi calcular correladores renormalizados. Seguiremos primordialmente el procedimiento presentado en
[21; 11] y basado en [7] tomando en cuenta las sutilezas emergentes para el caso de Dirac expuestas en
[12; 9].
La ecuacién (4.21) puede resolverse analiticamente en AdS4y;. La forma de la solucién depende de m. Si
m no es semi entero, la solucién de (4.21) es',

G = 1V CER) s o (VER2T) 4+ CF )Ty (VR2T) ] (A1)

Donde J son las funciones de Bessel de primer tipo, CljE y 6’2jE son espinores de la misma quiralidad que
1. El desarrollo en series de la funcién J,(z) para cualquier n es,

T\ — —1)k x
h@)=(3) 2 l<:'1“(l(f+1>n+1) (5)" (A-2)

/| 2
Para argumento grande x >> 1 la serie tiene desarrollo asintético J,(x) ~ 4/ — cos <w — % — %)
T
Reescribiendo las soluciones (A.1) utilizando el desarrollo en series,
G = P2 [ (R T2 (14 5, K)) + e (k)T (14 ()| s

— cit(k)rd/2+m$1/2+1/2(1 + Sai(h k)) +c§t(k)rd/27mil/2+l/2(1 + 82:(’!”, k))
Se han absorbido varios factores en CfQ y reetiquetado entonces con cfQ. A su vez, se definen la series

(=1)/T(1 + (m F1/2))
J1220(j + 1+ (m F1/2))

sE(r k) = iaf(m)(—kQ)jr%, ajc(m) = (A.4)
j=1

sp y bj son similares a las expresiones anteriores pero con el intercambio (m F 1/2) — —(m F 1/2).
Se han aislado las potencias dominantes de r cerca de la frontera. Las sumas s, involucran términos

subdominantes de r. Como se menciond en la seccién (4.2), los coeficientes c;t no son independientes.
Insertando la suma ¥4 + ¥_ = 9 en la ecuacién de Dirac (4.21) utilizando las expresiones (A.3) y

colectando potencias de r tenemos?,

0= [(=2m+ 1)c5 (k) + ikcy (k)] lmm+d/2

(A.5)
+ [—(2m +1)cy (k) + zk’cT(k)] pltm+d/2 L 0 (7“2_7”+d/2> .
2
Solo consideramos el caso de m entero. La ecuacién (4.21) puede llevarse a la forma, 2 % + (2p+1)x3—9y€ +(a?z* 4%y =

0 que es la ecuaciéon diferencial de Bessel-Bowman.
2Qeneralizamos kI'® —
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se concluye que

() = g ke (), e () = 5 —ikes () (A.6)

En lo sucesivo nos restringimos a valores positivos de m (y mantenemos la suposicién de no semi-entero).
Para recobrar resultados para m negativo, procedemos como sigue. Para m no semi-entero, si m < 0
insertamos m = —|m/| en (A.1) para obtener,

b = 12 [CER) T o (V=RPT) + CE(R) Tty (V=R )|
= pd/2+1/2 [Cf[(k)J_(|m|i1/2)\/—T€27“ + O3 Jjmj1/2 (\/—77627")} -

Para obtener resultados con m negativo, podemos trabajar con m positivo tomando en todas las ecua-
ciones m — |m| e intercambiando CF (k) +— C5 (k), que significa

(A7)

E(k) — e (k), cF(k) — ¢f(k), m no semi-entero. (A.8)

Determinando los contratérminos

Colocando las soluciones (A.1) en (4.25) de la seccién (4.2.2) y aislando todos los términos que divergen
al hacer » = ¢ — 0 podemos introducir S.; con términos que cancelan los divergentes de Sy, de acuerdo
con (4.7). Las expresiones contenidas en la accién de frontera deben respetar las simetrias de la accién
en la capa de masa S,q v son construidos solo con 1_. Insertando las soluciones® 14 de (A.3) en Syqr
tenemos,

1
Svar = /ddl'ed [E;rc;ed(l + fa‘*’b‘ (6, k)) + E;C;6d+2(1 + fa—b+ (6, k))
+ e er PPN oo (e, k) + e ey TN - (6,F)),

donde hemos considerado como notaciéon més sucinta: f,+,- = st +s, +s5 s, y similarmente para fy+j-,
fatv— Y fa-p+. Todas ellas son sumas de potencias de €2. En (A.9), el primer término permanece finito por
cancelacién de €?; el segundo y tercero se anulan como € y €2™*! respectivamente. El comportamiento
del cuarto término depende del valor de m. Si m < 1/2, el cuarto término se anula como e 2"+ y no
habra divergencia alguna, c’est fini. Sin embargo, para m > 1/2, el cuarto término en (A.9)puede tener
uno o mas términos divergentes liderados por e 2"*1. En este caso es necesario afiadir contratérminos.
Suponiendo que hemos logrado construir contratérminos y m > 1/2, la accién renormalizada es?

(A.9)

1 _
Sren = /Edcgﬂcg )ed (A.10)

Para construir la accién de contratérminos asumamos ahora que m > 1/2 en lo sucesivo.
Usando las constricciones (A.6), reescribimos la accién en la capa de masa,

1 1
Spar = /dda;d [cfcz_ed + 5 162‘i;éc2‘ed*2m“(1 + foip-(6,k)) + O <ed+2)] , (A.11)
€ m —
recordando que los espinores ¢ dependen de k. Aislados los términos mal portados, construimos la accién

de contratérminos que los cancele. Como se menciond en el cuerpo de esta tesis, la accién esta construida
con el valor de frontera de ¢_. S¢; es de la forma[21]

St = /ddx\f'yz a;(m)_@ e = /dd:celeeszaj(m)z/)_aDjdj_, (A.12)
j=0 Jj=0

3Insistiendo en tomar m no semi-entero y positivo
4La accién renormalizada es Sye,, definida como el limite cuando € — 0 de Syar — Set
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con @, = €@ y 0! es la j-ésima potencia del Laplaciano escalar [J. en 7 = €. Al evaluar en ¢ las derivadas
actian solo en las direcciones transversales, i.e, . = €29%. En componentes de Fourier, ¢ — e**%q),
(A.12) verifica

Set = / ddweid ]Z:% 2 oy (m)d_ ik (—k2) 0, (A.13)

y, sustituyendo las soluciones 4, hallamos

1 & ,
Sc _ dd - 1+25
o= [l 3 aym|

+ eTPMEE (=R el (14 fama- (6,F))
+ et iR ey (1+ fomp(6, k)
+ e Gk (k) el L+ fr-o- (6, k)
+ T2 G ik (—k?) ey (1 + fy-p (€, k)]

(A.14)

El término potencialmente divergente cuando € — 0 es el asociado a €4~?™. El procedimiento ahora es
fijar el coeficiente aj(m) tal que, los términos divergentes en (A.11) y (A.14) se cancelen uno al otro. Es
decir,
1
2m —1

(L+ frrp-(6.5) + D aj(m) (k) (1 + fy—p- (e, k), (A.15)
j=0
1
Co2m—1

debe anularse orden por orden en —e2k? hasta el orden €™~ 1. Puede verse que ag(m) = . Mas

aun, una relacién recursiva puede determinar todos los coeficientes, a saber,

aj=—5 —7|b to + > b; bj—l] - [%j—z' + Db bjik] ) (A.16)
k=1

i=1 i<j

considerando bf(m) =0 si j < 0. Los primeros coeficientes resultan®

ag(m) = _le— 1
ap(m) = —
(@m — 1)2(22m =3) (A.17)
as(m) = (2m — 1)3(2m — 3)(2m — 5)
( ) 17 — 10m
a3(m) =

(2m — 1)4(2m — 3)2(2m — 5)(2m —7)

5En esta expresién, e aparece por los Veilbein inversos.
5Con ayuda de las expresiones explicitas para bli de A.4.
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