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Introduccion

En la actualidad la optimizacion dindmica ha cobrado una gran relevancia en
economia cuantitativa. Prueba de ello, es la inclusién de esta materia en los
planes de estudio de otras instituciones desde el nivel licenciatura (UAM, ITAM,
ITESM); a diferencia de los planes de estudio en la UNAM donde tnicamente
se trata lacénicamente como un sélo tema entre varios topicos de la materia
Matematicas IV. El presente trabajo tiene como objetivo principal proveer al
estudiante de una guia metodoldgica y autocontenida para introducir, a nivel
licenciatura, algunos de los temas mas relevantes de la optimizacion dindmica
en economia, y presentar una perspectiva general de esta potente herramienta
matematica al estudiante de esta carrera —que al no estar incluida como una
materia per se en nuestra facultad, por lo general desconoce por completo—
y pueda en un futuro profundizar, si asi lo desea, en esta apasionante rama
de la economia cuantitativa a nivel posgrado o la aplique directamente en su
desarrollo profesional como economista.

La mejor forma de comprender la necesidad de que un estudiante de economia
aprecie la importancia que tiene la teoria de optimizacién dindmica, es mostrando
el tipo de problemas que se pueden plantear y resolver mediante esta herramienta
matematica. Comenzamos, entonces, con dos problemas representativos que
pertenecen, respectivamente, al calculo de variaciones y a la teoria de control
6ptimo; los temas principales de esta guia. Unicamente se hard el planteamiento
matematico y posteriormente, en las secciones 6.3 y 10.2, se resolveran por com-
pleto ambos problemas.

Dinamica de un monopolista

Una empresa monopolista produce una sola mercancia, con un costo total por
unidad de tiempo que es una funcién cuddratica de la cantidad producida por
unidad de tiempo, wu:

q(u) = Au* + Bu + C,

con A, B y C constantes positivas. La cantidad demandada por unidad de
tiempo, y, estd en funcién del precio p(t) y de su tasa instantdnea de cambio
p(t) de acuerdo a la relacién

y=ap+b+hp
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donde a < 0, b > 0y h # 0. Puesto que la empresa tiene el monopolio del
producto, u = y y la ganancia, por unidad de tiempo, estd entonces dada por

T = pu—gq
= py—q
= plap +b+ hp) — (Au® + Bu+ C)
= plap+b+hp) — Alap + b+ hp)?> — Blap+ b+ hp) + C

Luego, la ganancia total en un intervalo de tiempo [0, 7] es

T
J(p):/ (plap + b+ hp) — Alap + b+ hp)* — Blap + b + hp) + C)dt
0

El objetivo es encontrar una funcién p = p(t) para hacer méxima la ganancia
de la firma en el intervalo [0, T si el precio inicial es p; y el final es py; es decir,

T

maximizar  J(p) = / (p(ap + b + hp) — A(ap+ b+ hp)® — Blap+ b+ hp) + C)dt
0
: p(0) = m
sujet
sujeto a { oT) = pa

Un problema de inversion

Una firma tiene una produccién que depende tinicamente de su reserva de capital
K dada por
QK)=K — aK?

donde a > 0y Q(K) es la cantidad producida por unidad de tiempo. Suponiendo
que el capital se deprecia a una razén d, entonces el ritmo de variacién del capital
estd dado por

K=1-46K
donde I es la inversién de la firma. Si el precio unitario de produccién de la
firma es de una unidad monetaria y el costo de inversién es de I? unidades
monetarias, entonces la ganancia instantédnea de la firma es

r=K—aK?-1?

La firma desea conocer las funciones K = K(t) e I = I(t) que debe establecer
para maximizar su ganancia en un intervalo de tiempo de longitud T si tiene
un capital inicial K. Entonces, en un intervalo de tiempo [t,t + dt] la firma
tiene una ganancia dada por dJ = (K — aK? — I?)dt y, por tanto, la ganancia
total en el intervalo [0,T] es fOT(K —aK? — I?)dt. Asi, la firma debe encontrar
una par de funciones K = K(t) y I = I(t) que hagan méximo el valor de esta
integral; es decir, resolver el problema

T
maximizar J(K,I) = / (K —aK? —I?)dt
. 0
I —

sujeto a K 0K
J K(O) = K O
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Para asimilar el material de esta tesina se requiere s6lo un minimo de con-
ceptos matematicos por parte del lector que son: cédlculo diferencial e integral de
una variable y conocimiento elemental de derivacién parcial. Ya que la primera
parte de este texto —elementos bdsicos— contiene el desarrollo de los temas
matematicos necesarios y suficientes para la comprensién de la optimizacién
dinamica; estos son: espacios y subespacios vectoriales, espacios normados, ma-
trices, determinantes, sistemas lineales, valores y vectores propios, y ecuaciones
diferenciales. Naturalmente, el lector puede omitir los temas que él considere
o consultarlos en el momento que los requiera; sin embargo, se sugiere por lo
menos una lectura rapida de este apartado con el fin de conocer las notaciones
y jerga béasica que se emplea en todo el resto del texto. Este segmento no es un
simple compendio de resultados a manera de resumen; sino que consta de cuatro
capitulos escritos con detalle y suficientes ejemplos para su total comprensién.

La segunda y tercera parte contienen los temas principales de este trabajo:
calculo variacional y control éptimo; desarrollados de manera formal con la es-
tructura de los textos de mateméticas' en esta 4rea, con definiciones, teoremas,
ejemplos, ilustraciones geométricas y aplicaciones a la economia. Unicamente
se han omitido las demostraciones y resultados que por su dificultad estan fuera
del alcance de un trabajo como éste; remitiendo al lector a la bibliografia para
su consulta.

La parte IV, contiene los resimenes didacticos de la segunda y tercera parte,
a manera de esquemas matematicos simplificados de los métodos de calculo
variacional y control 6ptimo para la soluciéon directa de problemas sin recurrir
al material tedrico del texto.

1De hecho, todos los capitulos de esta tesina estan escritos con esta estructura formal.
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Capitulo 1

Espacios vectoriales

Los problemas que se resuelven en optimizacién tienen solucién en subconjun-
tos de ciertos conjuntos —generalmente espacios de funciones— que tienen una
estructura algebraica andloga a la que poseen el plano cartesiano y el espa-
cio tridimensional, llamados espacios vectoriales; al estudio de sus principales
caracteristicas estéd dedicado este capitulo.

1.1 Definiciones y ejemplos

Definicién 1.1 Un espacio vectorial es un conjunto no vacio, E, en el cual se
han definido dos operaciones, suma entre sus elementos, u + v, y producto de
escalares con los elementos de E, \u, que satisfacen las siguientes propiedades:

1. La suma es cerrada: u+veE Vu,ve E.

2. Asociatividad en la suma: v+ (v+w) = (u+v)+w Vu,v,weE.

3. Conmutatividad de la suma: u+v=v+u Yu,v € E.

4. Erzistencia del neutro aditivo: existe Og € E tal que u+0g =u VYV u € E.
5

. Existencia del inverso aditivo: para cada uw € E existe —u € E tal que
u+ (—u) = Og.

D

. El producto con escalares es cerrado: \u € E VA € R, Vu € E.

7. Asociatividad del producto por escalares: A(fu) = (AB)u VA, B € R,
VueE.

8. Distributividad del producto con respecto a la suma de vectores:
Mu+v) =+ v VAeR, Yu,v€E.

9. Distributividad del producto con respecto a la suma de escalares:
A+ pu=Xu+puVA\ B R, VueE.

10. Preservacion de la escala: lu=uVu e E.
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A los elementos de un espacio vectorial les diremos vectores o puntos; mien-
tras que a los numeros reales, en contraposicion, les llamaremos escalares. Se
puede probar que Og es el tinico elemento que cumple la propiedad 4 y que, para
cada u € E, —u es tnico. Ademds, si u y v son cualquier par de elementos de
un espacio vectorial E, se define u — v, el vector diferencia, como u + (—v).

Ejemplo 1.1 (el espacio R™) Sea n un entero positivo dado, se define
R" ={u=(x1,22,....,2,) | 2; ER,i =1,2,..,n}

El nidmero real x; es la i-ésima coordena del vector @. Si @ y v € R™, @ = (a1,
Toy T3y.eny Tn)y T= (Y1, Y2, Y3y -+ Yn), U="T siy sélo s7 x; =y; Vi=1,..,n.
Se definen, si @ = (L1, T2y, Tn), T= (Y1, Y2,---,Yn) Y A € R,

U+7 = (v1+yL,T2+Y2, o Tn + Yn)
M = (Az1, Aza, ..., A\xy).
Es fdcil comprobar que con estas operaciones R™ es un espacio vectorial; donde
Og» = (0,0,...,0) es el neutro aditivo y, para cada 4 = (x1,x2,...,x,) € R",
———
n
—U = (—l’l, — L2y .y —xn).

Geométricamente R? es plano cartesiano y R3 el espacio tridimensional en el
que habitamos como se ilustra en la figura 1.1

A RQ A R3
X9 B

T3
. _-'J: (.131,332,3)3)

)

Y
Y

Z1

I

Figura 1.1: Los espacios vectoriales R? (el plano cartesiano) y el espacio tridi-
mensional R3.



1.2. SUBESPACIOS VECTORIALES 9

Ejemplo 1.2 (espacio de matrices) Se denota por M ,x, al conjunto de
matrices reales de tamano m X n con las operaciones usuales, esto es', si

A = [ai;], B = [bi;] son elementos de My,xn y A € R:

A+B = lai;+byl,
A = [/\aij] .

Entonces My,xn €s un espacio vectorial. En este caso el neutro aditivo de
Mpxn €8 la matriz de tamano m X n que tiene todas sus componentes nulas, y
el inverso aditivo de una matriz A = [a;;] es la matriz —A = [—a;;].

Espacios de funciones

Sean A y B un par de conjuntos no vacios; una funcién con dominio A y valores
en B es una regla que a cada elemento a de A le asigna un unico elemento
b = f(a) del conjunto B. Para representar que f es una funcién con dominio
A y valores en B utilizaremos la notacién f : A — B o también a — f(a). Si
frg: A— B, f =gsiysolosi f(x) = g(x) para todo = € A.

Denotamos F(A) al conjunto de las funciones f : A — R, siendo A un
conjunto no vacio. Si f,g € F(A) y A € R, se definen f+¢g: A —> Ry
Af:A— R como

(f+9)(x) = flz)+g(x)VreA
(M)(z) = AXf(z)Vxe A

Se puede probar que F(A) con las operaciones f+g y Af es un espacio vectorial.
En este espacio el neutro aditivo, #, es la funcién constante cero en el conjunto
A; es decir, 8(x) = 0 para todo = € A; mientras que, para cada f € F(A), —f
es la funcién dada por (—f)(x) = —f(z) para todo x € A.

1.2 Subespacios vectoriales

Los ejemplos de espacios vectoriales que se vieron en la seccién anterior son muy
generales y, por lo mismo, demasiado grandes para que sean de utilidad. Son
ciertos subconjuntos particulares que, con las mismas operaciones son también
espacios vectoriales, los que se utilizan en las aplicaciones y a su estudio nos
enfocamos en esta seccién.

Definicién 1.2 Sea E un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de E.
S es un subespacio de E si con las mismas operaciones de suma y producto
por un escalar de E restringidas a los elementos de S, es también un espacio
vectorial.

Se utiliza la notacion: S < E, para indicar que S es un subespacio de E. Para
probar que S < E, necesitamos mostrar que los elementos de S, con la suma y

LCf. seccién 3.1, pp. 25
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la multiplicacién por un escalar definidos en E, satisfacen las diez condiciones
anteriormente dadas en la definicién de espacio vectorial. Sin embargo, las
propiedades de asociatividad para la suma y el producto por un escalar, las
de distributividad, conmutatividad y preservacién de la escala, son propiedades
que se heredan de E, ya que S C E. Por lo tanto, para que un subconjunto S
de un espacio vectorial E sea un subespacio y, por ende, un espacio vectorial,
es necesario y suficiente que se cumplan las siguientes tres condiciones:

1. Og € S.
2. la suma es cerrada en S: u+v € S,Vu,v € S.

3. la multiplicacién por un escalar es cerrada en S: A\u € SVA € R, Vu € S.

Ejemplo 1.3 Sea m un nimero real y S = {@ € R? | 4@ = (z,mz);x € R}; esto
es, S es una linea recta que pasa por el origen. Entonces:

1. Og> = (0,0) = (0,m-0) € S.

2. Siu,7e€S, u=(zr,mzx), U= (y,my),
i+v = (z,mz) + (y,my) = (x +y,mz+my) = (z+y,m(x+y)) €8.

3. SixeRyd=(z,mz) €S, du=Az,mz)= Az, \mz) = (Az,m(A\z)) €
S.

Por tanto S < R2. Es decir, toda linea recta que pasa por el origen es un
subespacio de R?.

Ejemplo 1.4 Sea S = {ﬁe R? | @ = (2,y), T €ER yy=4dx+ 1}. Puesto que
Opz = (0,0) # (0,4(0) + 1) = (0,1), Og> ¢ S y, entonces, S no es un subespacio
de R?,

Los espacios C*[a, b]

Definimos Cla,b] = {f : [a,b] — R| f es continua en todo punto de [a,b]}.
Puesto que la funcién constante cero es una funciéon continua, la suma de fun-
ciones continuas y el producto de un escalar por una funcién continua dan como
resultado también funciones continuas, Cla,b] < F([a,b]).

Sea k un entero no negativo y C*[a, b] el conjunto de funciones f : [a,b] — R
que son derivables con continuidad hasta el orden k en el intervalo [a, b]. Es decir,
f € CF[a,b] si y sélo si f y todas sus derivadas hasta el orden k son funciones
continuas en todo punto del intervalo [a,bl]; sin embargo, ya que derivabilidad
implica continuidad, basta que la funcién f*) = i—,{ exista y sea continua en
todo punto del intervalo [a,b] para que f pertenezca a este espacio. Por otra
parte: la k-ésima derivada de la funcién constante cero es también la funcién
constante cero, que es una funcién continua en todo punto, luego § € C*[a, b];

si f,g € C*[a,b] y A\ € R, entonces las funciones = — f®)(z) y 2 — ¢ (x),
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las k-ésimas derivadas de f y g, respectivamente, son funciones continuas en
todo punto de [a, b] y, puesto que (f +g)* (z) = fF) (z) +g®) (2), A )F) (z) =
AfR) (z), la suma de funciones continuas es una funcién continua y el producto
de un escalar por una funcién continua es una funcién continua, se tiene que
0,f + g, \f € Ckla,b]; esto es, C¥[a,b] es un subespacio vectorial de F([a, b])
y, por tanto, C*[a,b] es un espacio vectorial, con las operaciones usuales, para
todo entero no negativo k (por conveniencia C°[a,b] se define como Cla,b]).
Geométricamente Cla,b] es el conjunto de todas las funciones continuas cuyas

A

Figura 1.2: Algunos elementos del Cla, b].

gréficas estdn contenidas en la franja [a,b] x R del plano cartesiano R?, como
se ilustra en la figura 1.2. Asi, la funcién 6, el neutro aditivo de este espacio,
corresponde al segmento de recta entre a y b; mientras que el neutro aditivo
de una funcién f se obtiene reflejando la grafica de esta funcién sobre el eje
de las abscisas como se muestra en la figura 1.3. El espacio C*[a,b] tiene una
interpretacién analoga, excepto que todas las graficas corresponden a funciones
suaves hasta el orden k; por ejemplo, la funciéon cuya gréfica tiene un pico en
la figura 1.2, aunque pertenece a C[a, b], no pertenece a C'[a,b], porque en la
abscisa de ese punto no es derivable.

Finalmente, es costumbre decir que una funcién es de clase C-k en [a, D]
cuando pertenece al espacio C*[a, b]; también es conveniente observar que

C*[a,b) c C*Ma, b C --- C Ca,b] C Cla, b]

para todo entero positivo k.
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Figura 1.3: Representacién del neutro e inverso aditivos en C|a, b].



Capitulo 2

Espacios Normados

Para establecer el concepto de extremo relativo es necesario primero definir
con precision el significado de proximidad entre vectores de un espacio; esto
se puede realizar de manera analoga a como se hace en el plano y en el espa-
cio tridimensional: por medio de la idea de distancia entre vectores; lo cual
es posible efectuar generalizando el concepto de norma (magnitud) a espacios
vectoriales abstractos. A estos conceptos estd dedicado el presente capitulo.

2.1 Normas

Definicién 2.1 Sea E un espacio vectorial. Una norma en E es una funcion
que a cada u € E le asigna un nimero real, denotado por ||u||, que satisface las
stguientes propiedades:

1. |lu|]| > 0 Yu € E.

2. ull =0 < u=0g.

3. Mull = M |lu]] YA ER, YueE.
4 Mu ol < Jluf + ol Vu,v € B

Al numero real no negativo, ||ul, se le llama norma o médulo del vector u y,
cuando es conveniente, para representar diferentes normas en un mismo espacio,
se utilizan subindices. Si en un espacio vectorial se ha definido una norma, se
dice que éste es un espacio vectorial normado.

Norma euclidiana o candnica

En R"™ se define, para cada @ = (21,22, ...,%n),

" 1/2
litlls = /a2 + a3+ +a2 = (fo>

13
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A R2 A RS
- U= (21, 12)

€3

Ao,
&

\ﬁ = (561,332,1'3)

\\(»\\q‘

X2

Y
Y

T

T1

Figura 2.1: ||ii]2 en R? y R? es la longitud del segmento de linea que une al
origen con el punto «.

Entonces ||@]|2 es una norma en R"™, la norma euclidiana o candnica (cf.
referencia bibliografica [26], pp. 2-4).

En R? y R? la norma euclidiana de un vector no es otra cosa que la longitud
del mismo, como se ilustra en la figura 2.1

Ejemplo 2.1 En R%,

1(=1,2, =3, 4)|a = /(=12 + (2)2+ (-3) + (42 =V1+4+9+16 = V30

En general, se puede probar! que si p > 1 es cualquier nimero real,

n »
(1, zn)llp = <Z | @i |”>
i=1

es una norma en R™, llamada la norma p.

Ejemplo 2.2 EnR3, ||(1,-1,2)|ls = (|1|°> 4+ | — 1| + [2°)'/> = 341/5,
Norma cubica

Para cada @ = (z1,z2,...,%,) € R", se define

lilloo = max o]

(el valor médximo del conjunto de los nimeros reales {|x1], |x2|, ..., |Tn|})- || oo
es una norma en R™, llamada norma ciibica. En efecto:

LCf. referencia bibliografica [26], p. 7 y pp. 175-177.
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1. Sid = (z1,22,...,2Zn) € R",||¥]|co = méx {|x1], |22|,...,|zn|} > 0.

2. ||0gn oo = 1(0,0,...0)|, = méax{[0],[0],...,[0]} =0. Sit = (z1,x2,...,%p)
Y lldlle = 0, 0 < |zi] < max{l|z1], |z2|,...|zal} = [ldllc = 0 VK =
1,2,...,n; por tanto, |zg| = 0 Vk y, entonces, @ = Ogn.

3. SiAERyﬁ:(l‘l,IEQ,...,l'n)GR”,

[Alloo = mdx |Axi|
1<i<n

= max |A| |z
1<i<n

= |\ max |z
1<i<n
= [Allullo-

4. Por las propiedades del valor absoluto (|a + b| < |a| + |[b|Va,b € R), si
U= (x1,T2,...,Tn) v U= (y1,Y2,.-.,Yn) son dos vectores en R,

|z +yi| <lag|+|yi | Vi=1,2,...,n.

Dado que para cada ¢ = 1,2,...,n, se tiene |z;| < ||d]| v |vi] < 7],

i+ yil < il + |y | <l + 1191l
para todo #; de donde
[ ' 1<l -
méx [z -+ il < [l + 1.
es decir,
17+ V]| o < (|l oo + 119]] o -

Ejemplo 2.3 En R4> ”(717 2,-3, 4)”@@ = méx{|*1| ) |2| ) |73| ) ‘4|} =4.

Norma || - |1

Sea @ = (r1,%2,...,%,) € R", se define ||d||; = |z1| + |z2|+ -+ |2, |. Entonces
| - ||1 es una norma en R™:
. n
L. Sl U= (xth?"'axn)a ||U1H - Z |$z| Z 0 .
i=1

2. Claramente ||Og»

1=0. Sid=(x1,22,...,2,) y ||@]]1 =0, entonces

n
0< fexl < 3 Joal = 1@l = 0;

i=1

de donde |zx| =0 Vk=1,2,...,n, por lo tanto, 4 = (I
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3. Sean A € Ry @ = (x1,%2,...,%,) € R", entonces:

Aully = [[(Az1, Aza, .. Az |1

n

= > il
1=1

= > Wizl

i=1

= A lail
i=1

= [Alllal-

4. Sid=(z1,22,...,Zn), U= (Y1,Y2,---,Yn) € R™

n
[@+d] = Z |z + yil
i1

n

> (il + Jvil)

i=1

n n
i=1

i=1
=l + 1912

IN

Ejemplo 2.4 Si (—1,2,-3,4) € R, ||a]l; = [|(=1,2,-3,4)|1 = |-1| + |2] +
|[-3|+ 4] =1+2+3+4=10.
Norma uniforme

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza
su valor maximo en este intervalo. Puesto que la funcién valor absoluto es una
funcién continua, la funcién x — |f(x)| es continua en todo punto; asi que ésta
alcanza su valor mdximo en el intervalo [a, b]. Sea

[fllee = méx |f(x)] = méx{[f(2)] : = € [a, 8]}
a<z<b
Mostremos que || - ||« €s una norma en Cfa, b], el espacio de funciones continuas
en el intervalo [a, b]:
L Si f € Cla,b], [|fllec = mdxa<a<y [ f(x)] = 0.

2. Claramente ||f||cc = 0 donde @ es la funcién constante cero. Supongamos
que f € Cla,b] y que ||f|loo = 0, entonces, puesto que para todo x € [a, b],

F@)] < mix /@) = £ =0
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se tiene

|f(z)] =0 Va € [a,b].

Por tanto, f = 6 la funcién constante cero en [a, b].

3. Sean f € Cla,b] y A € R, entonces
IMlloe = mdx |Af(x)]

= méx |[A|[f(2)|

a<lz<b

= Al mdx [f(x)|

a<z<b

= (Ao

4. Si f,g € Cla,b], entonces, para cada = € [a, b],
|f(@) +g(@)] < |f(@)] +[g9(x)] < [|flloc + [l9lloo

Por tanto,

1 + glloe = max 1) + 9] < oo + gl

A ||f|loo se le dice la norma uniforme de la funcién f. Geométricamente || f|| oo
es la maxima ordenada que alcanza la funcién = — |f(x)| en el intervalo [a, b],
como se muestra en la figura 2.2

Figura 2.2:
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Método para calcular ||f||e

Si f es una funcién derivable en todos los puntos del intervalo (a,b) y continua
en todo punto del intervalo [a, b], se puede hallar || || de la siguiente manera:

1. Si f tiene puntos criticos en el intervalo (a,b), digamos, c1,ca, ..., Cm,

[flloe = méx{[f(a)], |f(cr)l, [f(ca)ls- - [f(em)], [ (D)}

2. Si f no tiene puntos criticos en (a,b), entonces

[flloc = max{|f(a)], | £ ()]}

Ejemplo 2.5 Sea f(z) = 3z — 2% € C[-2,2]. Entonces f(:r) = 3 — 322; asi,
los puntos criticos en (—2,2) son x = £1. Puesto que f(—2) =2, f(—1) = =2,
fA)y=2yf(2)=-2,

[flloe = max{|f(=2)[,[f(=DI, [f(D], )}
2

Ejemplo 2.6 Si f(z) = ze” , f € C[-1,1]. Ya que f(z) = (1+222)e”", f no
tiene puntos criticos en (—1,1), por tanto

[flloo = max{|f(=1)], |f(1)[} = max{| — e[, [e[} = e.

Norma en C¥|a,b]

Es f4cil probar que si ||| v |||l77 son dos normas en un mismo espacio E,
entonces ||ul| = ||ullr + ||ullrr ¥ [Jul| = méx{||ulr, ||u|lrr} son también normas
en el espacio E.

Sea f € C*[a,b], entonces, fffe o f® (la funcién f y sus primeras k
derivadas) son funciones continuas en [a, b], por tanto las funciones |f], |f|, ||,
w5 | f®)] alcanzan su valor maximo en el intervalo [a,b]. Se define, para cada
f € C"a,b],

I£1l = mésx{|l flloos 1 Fllos [ Flloos - -5 I1F*) oo}
Por lo precedente, f + ||f|| es una norma en C*[a,b]. En todo lo que sigue,

ésta serd la norma con la que trabajaremos en el espacio C*[a,b] atin si no se
hace explicito este hecho?

k
2Una norma que también se emplea usualmente en este espacio es || f|| = g 1£ 100 s
m=0
que es equivalente, para los fines de optimizacién dindmica, a la norma que se ha decidido
usar en este trabajo.
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Método para calcular || f|| en C¥[a,b]

Para calcular la norma de una funcién clase C-k se procede de la siguiente
manera:

1. Se encuentran || f|lso, || Fllocs | fllocs - - - 1/ *||so, utilizando el método de
la pagina 18 para calcular ||g|| -

11 = max{|| oo, Il flloos 1 llsos - 1P lloc}

Ejemplo 2.7 Sea f(x) = xe™*, entonces

fe) = e (@-1),
fa) = e @-2)y
fl@) = —e*(x-3).

Claramente f € C*[—4,5]. El sinico punto critico de f en (—4,5) es x = 1; por
lo que

[fllee = max{|f(=4),|F(D)][f5)[}
= {464,6_1,56_5}

= 4et.
El dnico punto critico se f en (—4,5) es x = 2; por tanto,

1£ 1|0

mis {| /(=) 1/ 21,115}
= méx {5e*, e %, de "} .

= 5et

El dnico punto critico de f en (—4,5) es x =3, por lo que

1l = {IF LI I}
= {664,6_3,36_5}
= 6et.
Por tanto
1A = o (U loes | Flloes 1 Flc

= max {4647 5e?, 664}

= 6et

en C?[—4,5].
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2.2 Distancia en espacios vectoriales normados

Definicién 2.2 Si E es un espacio vectorial normado, con norma || ||, y u,v €
E, se define la distancia entre u y v como

d(u,v) = [Ju —of.
Puesto que ||[v —ul| = || = L(u —v)|| = | = 1||ju — v|]| = |Ju — v]|, se tiene
d(u,v) = d(v,u).
Ejemplo 2.8 EnR2, con la norma euclidiana || ||2, sii = (—1,2) y o = (2, —2),
d(@,9) = |l@—dl
1(=1,2) = (2, =2)[|2
1(=3,4)l2
= VI
)

que es la longitud del segmento de recta que une a los puntos @ = (—1,2) y

7= (-3,4).

En general, en R? (y en R?) d(i, ¥) = ||ii — ¥]|2 es la longitud del segmento de
recta que une a los puntos ¥ y ¥ como se ilustra en la figura 2.3.

A
0l
\\U
u
Figura 2.3:
En Cla,b], d(f,g) = ||f — 9|l es el valor maximo de las distancias entre las

ordenadas de los puntos (z, f(z)), (z,g(x)) en la grificas de las funciones f y ¢
en el intervalo [a, b] como se muestra en la figura 2.4. Dado que |f(z) — g(x)| <
éxacc ()~ 9(@))| = 1~ glloes 5i A(f, 9) = |f — glloo 5 pequeira, entonces
los valores f(x) y g(x) serdn cercanos entre si; es decir, las gréficas de las
funciones f y g son proximas puntualmente y, por tanto, mientras mas pequena
sea d(f,g), més préximos serdn los valores f(z) y g(x) para cada x € [a,b].
Esta es la razén por la cual la distancia inducida por la norma uniforme mide
la cercanfa entre funciones en Cla, b].
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Figura 2.4: En Cla,b], d(f,9) = | — gllcc = arggzvii(b |f(z) — g(z)]|.

x, f,g € C[0,1]. Entonces, si

Ejemplo 2.9 Sean f(z) = 22 y g(z) ;
= ~2, por lo que el inico punto

Y
h(z) = f(z) — g(x) = 2* — Vz, V()

x)
eritico de h en (0,1) es x = (i)%, luego

Wl
—

—(PH = 4

Illoc = méx{[h(0)], [P((1/4)3)], ()]} = |( T

Por tanto,

3

Bolas en espacios vectoriales

Definicién 2.3 Sea ug un vector del espacio normado E y r > 0 un numero
real, el conjunto
B(ug,r) ={veE: |up—v| <r}

es la bola abierta de centro ug y radio r.

En R2, B(ig,r) es el conjunto de puntos cuya distancia a iy son inferiores
a r, por tanto, este conjunto consiste en todos los puntos dentro del circulo de
centro @y y radio r como se ilustra en la figura 2.5 (a); de manéra andloga, en
R3 la bola de centro @ y radio r es el conjunto de todos los puntos dentro de
la esfera de centro g y radio r que se muestra en la figura 2.5 (b). Debido
a la forma esférica que tiene este conjunto en R? es que, por generalizacién, a
B(ug,r) en cualquier espacio vectorial normado se le dice bola de centro ug y
radio 7.
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Y

Y

(a) (b)

Figura 2.5: Bolas abiertas en R? y R?

Por otra parte, si @iy = (a,b) € R?, r >0y @ = (z,y) € R?, entonces

@ —dolle = l(z—ay=0)lle <7
S |jx—al<ry ly=bl<r
S a—r<z<a+rya—-r<zcz<a+r

es decir, respecto a || || oo,
@€ B((a,b),r) a—r<z<a+r y a—-r<z<a+r

Lo precedente significa que el punto (z,y) debe estar dentro del cuadrado de
centro (a,b) y lado 2r que se ilustra en la figura 2.6. Andlogamente, la bola
de centro iy y radio 7 en el espacio R3 consiste de todos los puntos que estdn
dentro del cubo de centro wy y arista 2r. Esta es la razén por la que || ||oo se
llama norma cubica.

Bolas en C|a, b]

Sean fo,f € Cla,b] y r > 0. Entonces, ya que ||f — foll.o < r equivale a
|f(z) = fo(z)| < r para todo z € [a, b], lo cual significa, a su vez, que fo(x)—1r <
f(z) < fo(z)+r para todo = € [a,b], se tiene: f € B(fo,r), respecto a la norma
uniforme, si y sélo si la grafica de f estd entre las graficas de las funciones fo—1r
y fo+ 7. Asi, la bola de centro fy y radio r en Cl[a,b] es la regién entre las
graficas de las funciones fy — 7 v fo + r que se muestra en la figura 2.7.
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LB

b+r—1

b—r—

Figura 2.7: Bola de centro fo y radio r respecto a la norma uniforme |||/« en

Cla, b).
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Capitulo 3

Matrices, determinantes,
sistemas, valores y vectores
propios

3.1 DMatrices

Una matriz A de tamafio m x n es un arreglo rectangular de mn nimeros reales
ai; con m filas y n columnas de la forma

ai;p a2 QAin

a21 a22 a2n
A= .

am1l  Am2 Qmn

Asi, con esta notacién, el nimero a;; representa la componente de la matriz A
que se encuentra en la fila ¢ y en la columna j. Para escribir en forma compacta
la matriz A se utiliza la notacién

A = [ay]
Ejemplo 3.1 La matriz
-1 2 3
A=) os
-3 2 1
es una matriz de tamano 4 X 3; y, en este caso, a;1 = —1, agz = 2, az; = 1,

etc.

25
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Suma

Si A = [a;;] y B = [bi;] son matrices del mismo tamano, se define la suma de
estas matrices como

Por ejemplo, si A = { -1 21 } y B = { 3 2 ;l }, entonces

A+ B

I
| —

|
W =

|
=N
N O O =
—_

' +
L —
DN W
[
— DN

|
[NCITSN
—_

Producto de un escalar con una matriz
Sia € R es un escalar y A = [a,;] es una matriz, se define el producto a4 como

aA = [aa,j)

4 -1 2| 4 -8
-5 3| |20 -—-12 |-
Producto de una matriz fila con una matriz columna

by

bo
Si F = [ ai as -+ ap ] es una matriz filay C = . es una matriz

Asi, por ejemplo,

by,
columna, ambas con el mismo numero de componentes, se define el producto
FC como
by
ba
FC’:[al as -+ an] .
bn,
n
= ) ab
k=1
= a1b1+a2b2+-~+anbn.

Por ejemplo,

[-1 2 4] ; = (D@ + @M+ *)(©2)
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Multiplicacién de matrices

Si A = [a;5] y B = [b;;] son matrices de tamafios m X n y n X p, respectivamente;
esto es, el numero de columnas de la matriz A es igual al nimero de filas de la
matriz B, se define el producto (o multiplicacién) de la matriz A con la matriz
B como

AB = [Cij]

donde cada c¢;; es el resultado de multiplicar la fila ¢ de la matriz A con la
columna j de la matriz B; es decir,

blj
ba;
cj=[an az -~ am ]| .
bnj
Por lo tanto, si las filas de la matriz A se denotan por F;, i = 1,2,...,m y las
columas de la matriz B por Cj, j =1,2,...,p,
nC, FCy -+ FC,
G, FCy - FC,
AB = ) ) . .
F,C, F,Cy --- F,C,

y la matriz producto tiene tamano m x p. Por jemplo,

-1 2 0 1 1 4 FC, FCy FCs FCy
2 3 |: 1 0 2 = FQC1 FQCQ FQCg FQC4
-3 1 Fgcl F302 F303 F304

(D2 +(2)(=2) (DD +2)M) (D) +(2)(0) (=1)(4) +(2)(2)
= @)@+ E)(=2)  @ED+E)M) @M +B)0)  (2)(4)+(3)(2)
(=32 +M(=2) (BEH+MA) ()M + M) (=3)4) + (1)(2)
-6 3 -1 0
= -2 1 2 14

3.2 Calculo de determinantes por cofactores

1. Si A= [ Z Z } es una matriz cuadrada de orden 2, el determinante de

esta matriz es

det(A) = ‘ = ad — bc

b
d

a
c
2. Si A = [ai;] es una matriz cuadrada de orden n (una matriz con n filas y n

columnas) el determinante de esta matriz se puede calcular desarrollando
por cofactores por cualquier fila o columna de la siguiente manera:
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(a) Por una fila: Sea F; = [ a1 Qi v Qp, ] una fila (cualquiera)
de A, y sea A;; el determinante de la matriz (n — 1) x (n — 1) que
resulta de suprimir la fila ¢ y la columna j, j = 1,2,...,n, de la

matriz A; entonces
det(A) = (—1)i+1ai1Ai1 + (—1)i+2ai2Ai2 + . + (—1)i+nainAin

El A;; es un determinante de una matriz de orden (n — 1) x (n — 1)
al cual se le puede aplicar el mismo procedimiento para calcularlo
como suma de determinantes de 6rdenes (n — 2) x (n — 2); al aplicar
sucesivamente este procedimiento se llega al calculo de determinantes
de orden 2 x 2 que estan definidos en el inciso 1.

aij
az;
(b) Por una columna: Sea C; = ) una columna de A, y sea A;jel
Anj
determinante de la matriz (n — 1) x (n — 1) que resulta de suprimir
la fila ¢ y la columna j, i = 1,2,...,n, de la matriz A; entonces

det(4) = (=17 *ay; Ay + (<) 2ag; gy + -+ (1) an, A

El A;; es un determinante de una matriz de orden (n — 1) x (n — 1)
al cual se le puede aplicar el mismo procedimiento para calcularlo
como suma de determinantes de 6rdenes (n — 2) x (n — 2); al aplicar
sucesivamente este procedimiento se llega al calculo de determinantes
de orden 2 x 2 que estan definidos en el inciso 1.

Ejemplo 3.2 ‘ :g le ’ =(-2)4)— (1)(-3)=-5

Ejemplo 3.3 Calcular, desarrollando por una fila o por una columna, el deter-
minante de la matriz

-1 2 1 0
-3 2 1 -2
A= 2 4 =2 1
-3 0 1 0

Solucién: » Ya que la tdltima columna tiene dos elementos nulos, conviene
desarrollar el determinante por cofactores por esta columna (o por la cuarta
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fila), entonces

-3 2 1
-3 2 1 -2
5 4 o 1 = (“D*Y0)| 2 4 -2
-3 0 1 0 301
-1 2 1
+(=D*3W)| -3 2 1
-3 0 1
-1 2 1
= (—D)**2%(—2)| 2 4 -2
-3 0 1
-1 2 1 -1
= 2| 2 4 -2 |—| -3
-3 0 1 -3

-1 2 1
DA2(—2)| 2 4 -2
-3 0 1
-1 2 1
Ao -3 2 1
2 4 -2
-1 2 1
+ (D3| -3 2 1
-3 0 1
1
1
1

Ahora desarrollamos por cofactores los determinantes 3 x 3 por la tercera fila:

-1 2 1 0 P .
-3 2 1 -

= —2| 2 4 —2|—| -3
2 4 -2 1 30 1 I
30 1

2 1 -1
(]2 ]+
4
= —2(24-8)—14
= —36. <

Ya que (—1)i7 es 1 0 —1 si i+ es par o impar, respectivamente, una manera
simple de evitar el calculo de estas potencias de —1 es por medio de una matriz
de signos; la cual es una matriz del mismo tamano que la matriz a la cual se
le va a calcular el determinante. La primer componenete de la matriz designos
es el signo +, después se alternan —en las demés componentes— los signos + y
— con la condicién de que al lado y abajo deben siempre estar signos distintos;

por ejemplo,

+ —
- +
+ —
- +

+

_|_

+

+

son matrices de signos para matrices de érdenes 3 y 4, respectivamenete. En-
tonces, para calcular el determinante de una matriz A por una fila o columna
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se forma la matriz de signos del mismo tamano que la matriz A, y en lugar de
calcular (—1)"*7 en (—1)"*7a;;A;; se observa el signo que tiene la componente
iJ en la matriz de signos.

Ejemplo 3.4 Al desarrollar por la primera fila utilizando la matriz de signos
de orden 3:

—2 -3 -1

12 4 2 4 -1
4 -1 2| = (—2)’1 1’—(—3)‘2 1’+(—1)‘2 1‘
2 —1 1
12 4 2 4 -1
= _2’—1 1‘*3‘2 1’_‘2 —1‘
= 2.143-0—(-2)
0

3.3 Sistemas lineales

Un sistema lineal de m ecuaciones y n incégnitas tiene la forma

a1x1 +ai®e + -+ apT, = b
a21%1 + a2z + -+ + a2y, = ba
am1T1 + Am2T2 + -+ Amndn = bm

donde los coeficientes a;; y los términos independientes b; son nimeros reales
dados. El sistema se puede escribir en forma matricial como

AT =1}
X1 b1
T2 . b2
donde A = [a;;] es la matriz de coeficientes, & = N E
T bim

Método de Gauss
Para resolver un sistema lineal AZ = l_;, se procede de la siguiente manera:
1. Se forma la matriz ampliada
aix  Qi2 - Qi by

asy G2 -+ Q2p bo

am1  Am2 ot Gmn bm
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2. Se aplican de manera conveniente las operaciones de fila

intercambio de filas: F; <+ F}: la fila ¢ se intercambia con la fila j.

cambio de escala F; <> aF;: la fila ¢ se multiplica por el escalar o € R,
a#0.

suma de filas F; <+ aF; + fF}: la fila i se cambia por el resultado de la
operacion aF; + fF;, a,B € R, a # 0.

hasta obtener un sistema equivalente (con las mismas soluciones) en forma
escalonada; esto es, un sistema [E | ¢] donde la matriz ampliada cumple
las siguientes condiciones:

e si tiene filas nulas éstas estdn por debajo de las filas no nulas

e el primer elemento distinto de cero de cada fila no nula se encuentra
a la derecha de los primeros elementos distintos de cero de las filas
anteriores

Al primer elemento distinto de cero de una fila no nula de un sistema
escalonado se le llama pivote de esa fila. A las variables que corresponden
a columna con pivote se les dice variables basicas o ligadas y a las que no
corresponden a pivote, se les dice variables libres. Por ejemplo, el sistema

lineal
T, — 209 +3x3 —4xy — x5 = 2
To — 3$4 = -5
x4 t+a5 = —1

tiene matriz ampliada

1 -2 3 -4 -1 2
0 1 0 -3 0 | =5
0 0 0 1 1] -1

por tanto estd en forma escalonada con variables ligadas: x1, 2 y x4; y
variables libres: x3 y x5.

3. Se resuelve el sistema escalonado resultante utilizando sustitucion regre-
siva: despejando la variables ligadas de abajo hacia arriba y sustituyendo
los resultados obtenidos en las ecuaciones precedentes considerendo lo si-
guiente:

e Si el sistema tiene una fila con todos sus registros nulos a la derecha
de la ampliacién y un registro distino de cero en el lado derecho,
entonces el sistema no tiene solucién, es inconsistente; en caso con-
trario el sistema es consistente y puede tener una tnica solucién o
una infinidad de soluciones. Por ejemplo, el sistema escalonado

1 -1 2 1 2
0 -1 2 3 4
0 0 0 0| -3
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no tiene solucién (sistema inconsistente)

e Si el sistema escalonado tiene pivote en toda columna y es consistente
(no se sucede el caso anterior), entonces tiene solucién tnica. Por
ejemplo, el sitema escalonado

1 -1 2 1 7
0 -1 2 3 9
0 0 -2 2 2
0 0 0 -2 | -4
0 0 0 0 0

es consistente y al hacer sustitucién regresiva:

—4
T4 = ?2:2
_ o 2-2w_2-4
BT T T T T
9— 215 —3
Ty = %:_(9_2(1)—3(2)):—1
xrT = 7+$2—2$3—$4:7—1—2(1)—2:2

y podemos expresar la tnica solucién del sistema en forma matricial

como
X1 2
o _ —1
T3 - 1
Xy 2

e Si el sistema es consistente y tiene variables libres, entonces tiene una
infinidad de soluciones. Por ejemplo, el sistema escalonado

1 -1 2 1 1 ]1
0 1 -1 2 2 |5
0 0 01 -1 10

es consistente, las variables ligadas son z1, zo y x4; mientras que
las variables libres son x3 y z5. Por tanto tiene una infinidad de
soluciones. Al hacer sustitucién regresiva

Ty = s
Ty = b+x3—2x4— 205

= 5+ x3—4xs
ry = 14+x9—2x3— 24— 25

= 14+5+4+x3—4x5 — 2x3 — 225
= 6-1’3—61’5
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Entonces, por ser x3 y x5 variables libres, pueden tomar cualquier
valor y el conjunto de soluciones del sistema se puede expresar en la

forma,
T 6—s—6r
To 5+s—A4r
I3 = S
T4 r
x5

conr,s € R.

Ejemplo 3.5 Resolver el sistema
T1— Ty +2x3 =
2(E1 — T2 + 3(E3 =
*3171 +2172+5£E3 = 6
Sx1 —4x0 —x3 = —4
Solucién: » La matriz ampliada de este sistema es
1 -1 2 1
2 —1 3 3

-3 2 5 6
5 —4 -1 | -4

Apliquemos el método de Gauss:

1 -1 2 1 1 -1 2 1
2 -1 3 3 (a) 0o 1 -1 1
3 2 5 6| 7 |lo -1 1] 9
5 —4 -1 | —4 0 1 —11 | -9
1 -1 2 1
®) 0o 1 -1 1
0 0 10 10
|0 0 —10 | —10

1 -1 2 1

«© 0 1 -1 1

0 0 10 |10

L0 0 0 0

El sistema tiene solucién tnica que se obtiene al hacer sustitucién regresiva:

r3 = 1

T = 1+ux3
= 2

Ty = 14 x9—2x3
= 14+2-2

= 1«
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Obsérvese que para obtener el segundo sistema equivalente, se utilizé el
primer elemento de la primera fila del, sistema original, para transformar en
ceros los elementos que estdn por debajo de él con las operaciones: (a) Fs «
—2F) + Fy, F53 <> 3F1 + I3y Fy <> —5F) 4+ Fy; mientras que el segundo sistema
se obtuvo utilizando el primer elemento de la segunda fila para transformar a
ceros los elementos que estdn por debajo del mismo con las operaciones de fila:
(b) F3 +» Fy + F3, Fy <> —F5 + Fy; y el sistema final se consiguié mediante la
operacién (¢) Fy <> Fy+ F5. En general, cuando se utiliza el primer elemento no
nulo de una fila de una matriz ampliada para convertir en ceros los elementos
que estan por debajo de él, mediante operaciones de renglén, se dice que se
efectiia con éste un pivote. Este es, en esencia, el método de Gauss.

Ejemplo 3.6 Resolver el sistema

201 —x9+x3—3x4 = T
3r1+x9 —2x3+22x4 = -2
21+ 20+ 234+234 = —2
2x1 +4x9 + 64, = -8
Solucion: »
2 -1 1 -3 7 [2 -1 1 -3 7]
3 1 -2 2 -2 (iQ 0 5 =7 13 —25
-2 1 2 1 —2 0 0 3 =2 5
2 4 0 6 -8 | O 5 —1 9 —15 |
[2 -1 1 -3 7]
(i; 0 5 =7 13 —25
0 0 3 =2 5
| O 0 6 —4 10 |
[2 -1 1 -3 7]
(ig 0 5 =7 13 —25
0 0 3 =2 5
| O 0 0 0 0 |

[(a) Fg A d —3F1 + 2P’27 F3 < F3 + Fl, F4 — —F1 + F4; (b) F4 < —Fg —|—F’47
(¢): Fy +» —2F3 + F4.] Las variables ligadas son z1, x2 y x3; la variable libre
es x4. El sistema tiene una infinidad de soluciones, que se obtienen al hacer
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sustitucién regresiva:

5 2
r3 = §+§934
X2 = 754’3137*1'4
) 5
= -5 + Z <5 2564) - EJM
59\3 3 )
8 5
= T3 gn
7 1

7 1 8 b 1/5 2

-2 2( 3 34)‘2(3+3“)+2“

401

= 3tg™

esto es,

T %—l—%r
T2 . —%—%T
T3 - g—f—%’l‘
T4 r

donde 7 es cualquier ntimero real. <«

3.4 Valores y vectores propios

Si A es una matriz cuadrada de orden n, A € R es una valor propio' de esta
matriz si exite un vector 4 € R"™ — {6Rn}, tal que A4 = M. En tal caso, el
vector i es un vector propio® de la matriz A asociado o correspondiente al valor
propio A. Para calcular los valores propios y vectores propios correspondientes
de una matriz A se procede de la siguiente forma:

1. Los valores propios de la matriz A son las raices reales de la ecuacién
caracteristica:
det(A—\,) =0

donde I,, es la matriz identidad de orden n; esto es, I,, es la matriz con
todos los elementos de su diagonal iguales a uno y todos los elementos
fuera de la diagonal iguales a cero.

2. Si A = «a es un valor propio de la matriz A, los valores propios asociados
a « son las soluciones no nulas de la ecuacién

A— Otfn = 6]Rn

1Se usan también los términos equivalentes valor caracteristico o eigenvalor o autovalor
para valor propio; y vector caracteristico o eigenvector o autovector para vector propio, en la
literatura de algebra lineal.
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Se puede demostrar? que det(A—\I,,) es en todo caso un polinomio de grado
n en Ay, por tanto, tiene a lo méds n raices reales. Asi, toda matriz cuadrada
de orden n tiene a lo més n valores propios. Sin embargo, cuando la matriz
es simétrica; esto es, cuando coincide con su transpuesta®, entonces todos los
valores propios de la matriz seran nimeros reales y tendrd, por tanto, n valores
propios exactamente si se cuentan con multiplicidades.

Ejemplo 3.7 Calcular los valores y vectores propios correspondientes de cada
valor propio de la matriz

2 10
A= -1 0 1
1 3 1
Solucién: »
2—A 1 0
det(A — A3) = -1 0—-2AX 1
1 3 1—-2AX
2—A 1 0
= -1 =X 1
1 3 1=\
-2 1 -1 1
SRR ISR B R
= 2-N)AA-1)=-3)—-(A\=-1-1)
= —A=2)NM=2-3)-(A—-2)
= —(A=2)(M*=X—-3+41)
= —(A=2)(\?=X-2)
= —(A=2)A=2)(\+1) =
implica que Ay = —1, Ay = A3 = 2 son los valores propios de la matriz A; A = 2
con multiplicidad dos y A = —1 con multiciplidad uno.

2Cf. referencia bibliografica [2], p. 127.
3Si A es una matriz, su transpuesta es la matriz cuya primera columna a la primera fila
de A, la segunda columna es la segunda fila de A, etc.
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Para hallar los vectores propios correspondientes a A1 resolvemos el sistema
homogéneo (A — A113)@ = Ogs:

2- M 1 0 310
-1 0-X\ 1| = | -1 11
1 3 1-X\ 13 2|
[ 13 2]

- | -1 11
| 31 0 |
(13 2
- [0 4 3
0 -8 —6

(1 3 2

— |0 4 3

[0 0 0

al hacer sustitucién regresiva (el sistema es homogéneo y, por tanto, los términos
independientes son cero),

3
T2 = _sz
ry = —3$2 — 2373
9
= 1.133 - 2133
1
= -z
1 %s
luego, los valores propios asociados a Ay = —1 son los vectores de la forma
X1 r/4 1/4
9 | = | =3r/4 | =r | —=3/4 | conr # 0. Para el valor propio Ay = 2,
T3 T 1
2— X 1 0 [0 1 0]
-1 0— X 1 = -1 -2 1
1 3 1—X ! 3 -1 ]
- e
— -1 -2 1
| 0 1 0 |
[ 1 3 —1]
— 0 -1 0
- O 0 -
[ 1 3 —1]
— 0 -1 0
| 0 0 0
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entonces,
T2 = 0
ry = —3£C2 + 3
= 0+ x3
= Jjg

y, por tanto, los vectores propios correspondientes a Ao = 2 estan dados por
T S 1
g | =] 0] =5 0] cons#0. «
T3 S 1



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales

4.1 Ecuaciones diferenciales de primer orden

Una funcién ¢, definida en un intervalo I, es una solucién de la ecuacién dife-
rencial de orden uno

T = f(t,x)
si:
1. (t,¢(t)) € Dy para todo t € I, donde Dy es el dominio de la funcién f.
2. ¢(t) = f(t,¢(t)) para todo t € I.

Separacién de variables

Una ecuacién diferencial de primer orden es de variables separables si se puede
escribir en la forma

&= f1(t) f2(x)

donde f; es una funcién que depende tnicamente de t y fo es una funcién que
depende unicamente de xz. Si este es el caso, la ecuacién diferencial se resuelve
separando variables:

1. La ecuacion se escribe en forma diferencial:

d
d7j = f1(t) f2(x)
2. Se separan variables: J
x
fa(z) = filt)di

3. Se integra
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Ejemplo 4.1 Resolver la ecuacion diferencial
. x
T=—-
t
Solucién: » La ecuacion es de variables separables con f1(t) = =1/t y fa(x) =

2. Entonces, al aplicar el método,

dx oz
at  t
dr dt
x t
dr dt
x t
implica
Inz=—-Int+C
y, por tanto,
Inz=Int"'+C
de donde,
. elnt*1+c
_
ot
Luego,
A
t) ==
v(t) =5
con AcR. «

Ecuaciéon diferencial lineal de primer orden
Una ecuacion diferencial que se puede escribir en la forma

&+ a(t)z = b(t)

donde a y b son funciones que dependen tnicamente de ¢ (en particular pueden
ser funciones constantes) es una ecuacién diferencial lineal de primer orden. La

solucién general de esta ecuacion esta dada por
2(t) = ——— [ b(t)ed it
T oS alt)dt

donde [ a(t)dt es cualquier antiderivada de la funcién a y, por tanto, esta tltima

integral se toma sin constante de integracién.
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Ejemplo 4.2 La ecuacion diferencial tt —x = tInt se puede escribir como

T — —x=Int
t

y como a(t) = =1/t y b(t) = Int dependen inicamente de t, esta ecuacion es
lineal. Entonces,
-1
eJadt _ —Int _ elnt*1 _ %

por tanto,

1 Int
i t

1
= t§1n2t+Ct

4.2 Ecuaciones diferenciales orden superior

Una funcién ¢, definida en un intervalo I, es una solucién de la ecuacién dife-
rencial de orden n

2 = flt,x,a,... 7:1:("*1))
drx

donde 2z = T si:

L (t,0(t),p(t), ..., D(t)) € Dy para todo t € I, donde Dy es el dominio
de la funcién f.

2. oM (1) = f(t, (1), o(t), .., "D (t)) para todo t € T
La ecuacion diferencial mas simple de orden superior es la que tiene la forma
" = f(t)

la cual se puede resolver integrando sucesivamente n veces. Por ejemplo, la
ecuacion diferencial
T =6t

se puede resolver integrando sucesivamente dos veces:

/ 6tdt

= 32+

T

y, por tanto,

r = /(3t2+01)dt
t3 4+ Oyt + Oy
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Ecuacion diferencial lineal homogénea de segundo orden con coefi-
cientes constantes

Una ecuacion diferencial que se puede escribir en la forma
asx +a1x +axr =0

donde a2, a; y ag son constantes, es una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden con coeficientes constantes. Para resolver este tipo de ecuaciones
se procede de la siguiente manera:

1. Se forma la ecuacién caracteristica: aom? + aym + ag = 0 y se calculan
sus soluciones: mi y ms.

2. De acuerdo a la naturaleza algebraica de éstas se forma la solucién general
de la ecuacion diferencial del siguiente modo:

(a) Simy,ma € Ry my # ma, entonces
x(t) = Cre™t 4 Che™2t
(b) Simqi,me € Ry my =mg = m, entonces
x(t) = Cre™ + Cote™
(¢) Simy = a+ i, me = a— i son raices complejas, con 8 > 0, entonces
x(t) = (Cy cos(Bt) + Cy sen(Bt))e™
Ejemplo 4.3 Resolver las ecuaciones diferenciales
1. £ -5t 4+6x=0
2. x—43+4x =0
3. i+x+x=0
Solucién: »
1. La ecuacién caracteristica para esta ecuacién es

0 = m>2—5m+6
= (m—2)(m—23)

con soluciones m; = 2 y mg = 3 (caso a), por tanto

J](t) = 01€2t + 0263t
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2. Ecuacién caracteristica

0 = m2—4m+4
= (m—2)?

por tanto, m; = mg = 2 (caso b), entonces

z(t) = Cre® + Cyte?

3. Ecuacién caracteristica: m? +m + 1 = 0, por tanto,

—1+v1-4
2
—1++/-3

luego,

(caso c) entonces,
x(t) = (Cl cos(?t) + Cs sen(?t)) e 3t

<

Ecuacién diferencial lineal no homogénea

43

Una ecuacién diferencial lineal no homogénea con coeficientes y término inde-

pendiente constantes tiene la forma

A% + a1 + agx = b

(4.1)

donde a9, ay, ag y b son numeros reales. Esta ecuacion se resuelve con el

siguiente procedimiento:

1. Se encuentra la solucién general, x, de la ecuacién diferencial lineal ho-

mogénea asociada
as® + a1 + apx = 0.



44 CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES

2. Siag # 0, sea T = b/aop; entonces la solucién general de (4.1) estd dada
por

x(t) =zp(t) + 7

b
3. Siap =0y a; #0, sea T = —t, entonces la solucién general de (4.1) es
ay

z(t) =xp(t) + &
4. Siag = a; = 0, se integra dos veces como se hizo al inicio de esta seccién.

Ejemplo 4.4 Resolver la ecuacion diferencial
F—t—2x=4
Solucién: » En este problema, la ecuaciéon homogénea asociada es
T——2x=0
con ecuacién caracterfstica m? —m —2 = (m —2)((m + 1) = 0, por lo que
z, = Cre”t + Coe?
Puesto que ag = —2 # 0, para este caso, T = —4/2 = —2 y, entonces

x(t) = Cre™" + Coe® — 2

Ejemplo 4.5 Resolver la ecuacion diferencial
T —4z =16

Solucién: » La ecuacién caracteristica, en este caso es, m? —4m = m(m—4) =
0, por lo que

xp =C1 + Cge4t

16
Puesto que ag =0y a1 = —4, 2 = _Zt y, por tanto,

$(t) = Cl + 0264t — 4t
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4.3 Sistemas lineales en el plano

Un sistema lineal de ecuaciones diferenciales en el plano (dos ecuaciones difer-
enciales con dos incdgnitas) tiene la forma

T1 =  anTi+ al (4.2)
Ty = Q21%1 + A22%22

donde los coeficientes a;; son nimeros reales dados. El sistema lineal se puede
escribir en forma matricial como

1
T

donde:ﬁ'—[ngl },i’—{

- ] yA= { @ i } es la matriz de coeficientes.
2

a21  a22

Método de solucién

Para resolver el sistema lineal (4.2) se calculan los valores propios de la matriz
de coeficientes del sistema, A1 y Ao, y de acuerdo a su naturaleza algebraica se
procede de la siguiente manera:

1. Si A1 y Ao son reales y A1 # Ag, sean iy y s vectores propios correspon-

dientes, respectivamente, y M = [@; 3] la matriz que tiene por columnas
a estos vectores, entonces la solucién general del sistema lineal (4.2) esta

dada por
I _ 016)\11‘/
o]l o]

Ejemplo 4.6 Resolver el sistema

jZ‘l = X1+ X9
j?Q = 4.’1)1—2.%2
Solucién: » En este problema A = { i _; ] ; por tanto,
1—-A 1
0 = 4 _2_)\‘(1)\)(2>\)4

= M+r-2-4

= M4+A-6

= (A 3)(A—-2)

implica Ay = =3 y A2 = 2. Ya que

11—\ 1 B
4 —2-xn | T

> i~
— =
—_
2
1
S
O =
| IS
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los vectores propios correspondientes a A\; = —3 tienen la forma { uu } =
12

{_7;/4]:r{_11/4],c0nr7é0;Puest0que
1=\ 1 -1 -1 1
4 —2=X | | 4 =4 |7 ] 00

. . 3 u s
los vectores propios asociados a Ay = 2 tienen la forma { u21 } = [ s } =
22

] { } } ,con s # 0. Tomando r =4y s = 1, la solucién general del sistema
xr1 _ -1 1 C’le_3t
X9 - 4 1 02€2t

z1 = —Cre 3 4+ Oye?

Ty = 40167375 + C2€2t

esta dada por

es decir,

<

. Si A =a+ fiy Ay = a— Pison nimeros complejos con S > 0, sea

M:|:a11—06 —ﬂ:|

any 0
entonces, la solucion general del sistema esta dada por

v oy roe®t cos(Bt + 0)
x9 | roe®t sen(St + o)

donde 1y y 0y son constantes reales o, al utilizar identidades trigonométricas,

o oy (Cy cos Bt — Cy sen fBt)e™
To | (Cy cos St + C1 sen Bt)e™

con C1,Cy € R.

Ejemplo 4.7 Resolver el sistema

.i’l = 4331 — 23’,‘2
.’tz = 5CE1 + 2%2
Solucién: »

(4—N)(2=)\) +10

A —61A+18=0
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implica
6+ /36 — 72
6+ \/3736
2
6 + v/36i%

2
3E31

luego A1 =3+ 3i y Ao =3 —3i. Entoncesa =3, =3y

M = [ aj] —« *ﬂ :|
L a1 0
 [4-3 -3
— |l 5 0
1 =3
~ |5 0

y, por tanto,
71 B 1 -3 (C1 cos(3t) — Cysin(3t))e3t
{ T ] - { 5 0 ] [ (Cy cos(3t) + C sin(3t))e3! }
B { ((C1 — 3Cq) cos(3t) — (3C1 + C3) sen(3t))e3t ]
N (5C cos(3t) — 5Cq sen(3t)) e3¢

<

3.Si A== R, seau= [ le ] un vector propio correspondiente a
21

U1 C
U221 d

Ao, v sean c¢,d € R cualquier par de nimeros tales que M = [

tenga determinante no nulo:

(a) Si M~*AM = [ )(\)O N ], entonces
0
T | (01 + Ogt)e)‘ot
o]
A 1 0
! _ o 7 _
(b) Si M AM—{O )\O]Confyyél,seaMl—M[O 1/7],
entonces
X o (Cl + CQt)ert
][
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Ejemplo 4.8 Resolver el sistema

1 = bxy+4xs
.’tz = —x1+ 22
Solucion: »
5—A 4
‘ . 14‘ = (5-MN(1-)\)+4
A —6A49
= (A=3)?%=0

implica Ay = A2 = 3. Ya que

5—3 4 _ 2 4 1 2
-1 1-3 | | -1 =2 0 0]’
los vectores propios correspondientes a Ao = 3 estan dados por

[ :j } = [ _2: ] = r[ _i ]; con 7 = 1 se obtiene el vector propio

Uil _ 72 _ — 1 ) _
tor —{ 1].SeaM—[ 1 1},entoncesdet(M)— 140

e = 53 4[24
A
<[40 ]

-3 1]

=l ]
<[ 2]
<[]

1Si A= [ Z Z :|y|A|=ad7bc7507entoncesA_1:i{ _d -0 :|
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y, por tanto,
Ty _ (Cl + Cgt)GSt
o] -G
. -2 1 (Cl + Cgt)egt
- 1 -1 02€3t
B (—2C7 + Ca(1 — 2t))e3
- (Cl +02(_1+t))€3t
<«

4.4 Sistemas afines en el plano

Un sistema de la forma

=AZ+0b (4.3)
donde A = [ @ a2 ],f { 1 } T = [ o } yl_;: { b ],esunsistema
a1 a22 T2 Ta bo

afin de ecuaciones diferenciales. Para resolver este tipo de sistemas se procede
de la siguiente manera:

1. Se calcula la solucién general, Z,, del sistema lineal asociado ¥ = AZ.

2. Se calcula una solucién Z = [ ;1 ]del sistema lineal de ecuaciones AT =
2
—b.
3. La solucién general del sistema afin de ecuaciones diferenciales (4.3) estd
dada por
=T+ z
Ejemplo 4.9 Resolver el sistema
T = T1+xz2—6
’i;’g = 4$1 - 2562 + 18

Solucién: » Por el ejemplo 4.6 la solucion general del sistema lineal asociado
esta dada por
7 = —016_3t + C2e2t

h — 4016_3t + 02€2t

Puesto que

1 +x9 = 6
4$1—2£L’2 = —18
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tiene solucion

6 1
—-18 -2
X1 =-1

1 1

=
1 6

4 —18

Tg=t— 1 =7

1 1

4 =2

la solucién general del sistema estd dada por

1 _ —016’73t + 0262t n -1
T2 - 40167& + CQ@Zt 7
—C’le_?’t + 0262t -1
- 4016_3t + 026% +7

<

4.5 Enfoque cualitativo

Consideremos un sistema lineal de segundo orden

T1 = anw +ap (4.4)
T2 = 02171 + a22%2
. .. R - a11 Q12 .
o escrito en forma matricial £ = AZ, donde A = [ a u es la matriz
21 @22

de coeficientes. Existe un método alternativo para analizar geométricamente el
sistema sin necesidad de resolverlo explicitamente, llamado enfoque cualitativo.
El objetivo fundamental de este método es comprender el comportamiento que
tienen las soluciones del sistema, en conjunto, a largo plazo; es decir, cuando la
variable independiente ¢ —que en la mayoria de las aplicaciones en economia re-
presenta el tiempo- tiende a infinito. Supongamos que (z1,z2) = (x1(t), 22(t))
es una solucién del sistema que satisface la condicién inicial x1(tp) = « y
z2(to) = f; entonces el conjunto de pares ordenados (x1(t), z2(t)), t € [to, 00),
describe una curva en el plano cartesiano x1,x2 —llamada trayectoria— que
comienza en el punto (¢, 8) como se ilustra en la figura 4.1.

Podemos observar el comportamiento de ambas funciones, x1 y 2, por medio
de una flecha en la trayectoria que nos indica el crecimiento de ambas funciones
conforme ¢t aumenta. En la figura 4.2 (a) la flecha indica que x; y z2 son
crecientes; en (b) que ambas funciones son decrecientes; en (¢) que x; crece y
x9 decrece y en (d) que z; decrece y xa crece.

Todo sistema lineal tiene por lo menos una solucién constante: x(t) =
0, z2(t) = 0 para todo t, como ficilmente se puede comprobar sustituyendo en
el sistema (4.4). A toda solucién constante (c1,c) de un sistema lineal se le
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x2
zo(t){------ -
B, L -
> T1
Figura 4.1:
T2 x2
Ba%
BA%
| o — @
O ®
T2 xr2
B
Ba%
| x1 — 21
“© (d)
Figura 4.2:

dice punto de equilibrio (o punto critico o fijo) de ese sistema; de esta manera,
(c1,¢2) es un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales si y
s6lo si (e1,¢2) es una solucién del sistema lineal homogéno AZ = 6R2; es decir,
cuando (c1,co) pertenece a la interseccién de las rectas ajjxy + ajpx2 = 0y
a01x1 + agexs = 0. Si el determinante de la matriz de coeficientes es diferente
de cero, (0,0) es el tnico punto de equilibrio que tiene el sistema; cuando esto
sucede se dice que el sistema es simple. S6lamente se estudiaran sistemas lineales
simples; esto es, supondremos siempre que el determinante de la matriz de
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coeficientes es no nulo. El tnico punto de equilibrio, (0,0), de un sistema lineal
simple es la base para el andlisis cualitativo del sistema y al bosquejo de las
trayectorias en el plano se le dice retrato de fases del sistema o plano de fases
del sistema. Ilustramos algunas de las ideas elementales del andlisis cualitativo
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.10 Consideremos el sistema lineal

j?l = —Tq (4 5)
C.Cg = —QIQ ’
Para conocer las trayectorias del sistema resolvemos la ecuacion diferencial

@ _dxg/dt 2
dl‘l B d.’L‘l/dt a —T1

esto es,

diEQ - 2.’E2

doy a1
para eliminar el pardmetro t y encontrar una relacion entre las variables xo y
x1. Entonces, al separar variables,

dry _ o [ doy
i) o X
se obtiene
Inze = 2Inz+C
= ha?+C
de donde
xy = Ca?.

Luego, las trayectorias del sistema lineal son: pardbolas con vértice en el origen,
y las rectas xo = 0 y x1 = 0 —pues, como fdcilmente se puede comprobar al
sustituir en (4.5), (e7%,0) y (0,e72!) son soluciones de ese sistema— como se
ilustra en la figura 4.3. Por otra parte,

T = —x1>021<0
To = —215>0&29<0

por tanto, x1 y Ty son crecientes en el tercer cuadrante; decrecientes en el
primer cuadrante; x, es creciente y xo es decreciente en el sequndo cuadrante;
y x1 es decreciente y xo es creciente el el cuarto cuadrante. Esta situacion se
representa geométricamente en la figura 4.3 mediante flechas perpendiculares
que coinciden en un punto comiun donde la horizontal indica que x1 es creciente
si estd orientada a la derecha o decreciente si estd orientada a la izquierda;
mientras que la vertical indica que xo es creciente si estd orientada hacia arriba
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Figura 4.3:

y decreciente si estd orientada hacia abajo. De estd manera, el bosquejo de las
trayectorias en la figura 4.3 muestra que cualquier solucion (x1,x2) del sisterma
de ecuaciones diferenciales (4.5) cumple

dpm@ =0
A =0

Si toda trayectoria tiende al origen cuando ¢ tiende a infinito, en un sistema
lineal simple, se dice que el punto de equilibrio (0,0) —el origen— es estable. Si
toda trayectoria tiende ya sea a 0o 0 a —oo cuando ¢ tiende a infinito, el punto
de equilibro es inestable por definicién. Sin embargo, existen otros compor-
tamientos cualitativos que no entran en estas dos clasificaciones.

Ejemplo 4.11 Analizar cualitativamente el sistema simple

fCl = —XI

.’bQ = X2
Solucién: » En este caso,

dl‘g T2

dl‘l I
Al separar variables se obtiene

daig dl‘1

T2 Z1
que resulta en

Inzg = —lnz+C

= lnz'+C
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y, por tanto, las trayectorias son las hipérbolas

Tro = —
T
bosquejadas en la figura 4.4. Es claro que (0,C2¢e') y (C1e™t,0) son soluciones
de este sistema; por tanto, los ejes, que son las asintotas de las hipérbolas
xy = C/x2, son también trayectorias, llamadas separatrices del sistema para
este punto de equilibrio; que en este caso es denominado un punto de silla.
Haciendo un andlisis de signos, por cuadrantes —como se realizd en el ejemplo
anterior—, las trayectorias quedan orientadas como se ilustra en la figura 4.4.
Es importante notar que en este caso —punto de silla— una de las separatrices
converge al punto de equilibrio mientras que la otra diverge. Esto significa que
cualquier solucién particular que satisface una condicién inicial z1(tg) = a y
xa(tg) = b, con (a,b) en la separatriz, cuyas direcciones senalan al punto de
equilibrio, satisface lim; o, x1(t) = 0 y lim; o x2(t) = 0; mientras que si (a, b)
pertenece a la otra separatriz, entonces x; y xo divergen —simultdnamente— a
00 0 —00. «d

Figura 4.4:

Clasificacién de sistemas lineales

Afortunadamente, sélo existe un niimero finito de posibilidades para el retrato de
fases de un sistema lineal; es decir, todo sistema lineal simple tiene un retrato de
fases similar (“muy parecido”) geométricamente a uno y sélo uno de los retratos
de fases que se ilustran a continuacién.
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Nodos:
T2 €2
A
| | | X |
Y
Estable Inestable

Figura 4.5:

Nodos impropios:

2 x2
\\ T - > T
Estable Inestable

Figura 4.6:



56 CAPITULO 4. ECUACIONES DIFERENCIALES

Nodos estrella:

xZo X2
Y

A

> T <

Y

A
Estable Inestable
Figura 4.7:
Centros:
T

ANV,
N

Figura 4.8:

T
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Focos:

X9 €2

Estable Inestable
Figura 4.9:

Puntos de silla:

T2

T

P/
W

Figura 4.10:

Un aspecto fundamental de cualquier sistema lineal de ecuaciones diferen-
ciales es que dado cualquier punto (a,b) del plano existe una tnica solucién del
sistema cuya trayectoria pasa por ese punto. En consecuencia, las trayectorias
del retrato de fases de cualquier sistema lineal no se intersecan entre si y llenan
el plano.
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Ejemplo 4.12 Bosquejar el plano de fases del sistema lineal
.1'71 = —I
Ty = —I1+ T2

Solucién: » Las trayectorias satisfacen la ecuacién diferencial

dLCQ —x1 + X2 1 )
dxq - 1

esto es, la ecuacién diferencial lineal de primer orden

da?g 1
— 4+ —ax2 =1
dl’l T
Ya que
dzy
ef T = e = 1

la solucién de esta ecuacion esta dada por

1
To = — .131d.’131
Mo
1 n C
= —XT —_—
27

Por tanto, las trayectorias son las curvas dadas por

1 C
= - — 4.6
T2 2.1‘1 + o ( )

Para bosquejar estas curvas consideremos lo siguiente:

e SiC >0y x >0, entonces lim,, ,o C/x; = 0 implica que zo — %xl
cuando z; tiende a infinito; y ya que lim,, o+ 2 = 00, se concluye que la

grafica de la funcién x, tiene por asintotas a las rectas zo = %xl yx1 =0.

e SiC <0y xz >0, entonces lim,, o, C/x1 = 0 implica que x2 — %ml

cuando z; tiende a infinito; y ya que lim,, _,o+ T2 = —00, se concluye que
la grafica de la funcién xo tiene por asintotas a las rectas xo = %:cl y
Tr1 = 0.

e SiC >0y x <0, entonces lim,, ,o C/x; = 0 implica que zo — %xl

cuando z; tiende a infinito; y ya que lim,, _,o- £2 = —00, se concluye que
la grafica de la funcién zo tiene por asintotas a las rectas zo = %xl y
xry = 0.

e SiC <0y xz <0, entonces lim,, oo C/x; = 0 implica que %xz — T
cuando z; tiende a infinito; y ya que lim,, o+ 2 = 00, se concluye que la
grafica de la funcién x5 tiene por asintotas a las rectas o = x1 y 1 = 0.
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e Si x; = 0, entonces @5 = T y, por tanto, o = Csye; luego, la asintota
z1 = 0 es una trayectoria

e Al resolver la primera ecuacién del sistema (4.6) se obtiene x; = Cye™t;
entonces, si zp = 371 = £Cre’,

—r1+Ty = *$1+§$1
1
= —=z
571
1
= ——C =t
21

por lo tanto, la asintota x5 = %xl es una trayectoria.

e &1 >0 < x1 <0; por lo que z7 es creciente si y sélo si x1 < 0.

e 5 >0 & x9 > x1; por tanto xy es creciente si y sélo se x5 se encuentra
por encima de la recta xo9 = x7.

e Puesto que
dzo —x1 + X2
dl’l —X1
las trayectorias que cruzan la recta xo = x1 lo hacen con pendiente nula.

e Las trayectorias que cruzan la recta z; = 0 lo hacen con pendiente infinita;
sin embargo ésta es una trayectoria y, por tanto, ninguna otra la interseca.

El bosquejo del retrato de fases de este sistema est contenido en la figura 4.11.
<

2

Figura 4.11:
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El retrato de fases del ejemplo anterior coincide, en simulitud, al plano de
fases de un punto de silla. En todo punto de silla exiten dos trayectorias que son
las separatrices (asintotas) de todas las demds trayectorias y s6lo una de ellas
estd dirigida hacia el punto de equilibrio; a esta tltima se le llama trayectoria

1
estable del sistema. En el ejemplo anterior las rectas 1 = 0y 2 = —x; son las

separatrices y la segunda recta es la trayectoria estable. De hecho, si (1, ¢,)
es cualquier solucién particular de un sistema lineal de ecuaciones —cuyo punto
de equilibrio es un punto de silla— pasa por un punto (a,b) que pertenece a la
trayectoria estable, entonces las funciones ¢; y ¢, tienden a cero a cuando ¢
tiende a infinito.

Localizacién en el plano traza-determinante

Para analizar cualitativamente un sistema lineal de ecuaciones diferenciales, =
AZ, sin tener que realizar un procedimiento —que puede resultar muy complejo—
como el que se hizo en el ejemplo anterior, se utiliza el esquema grafico contenido
en la figura 4.12, el cual clasifica los sistemas de acuerdo a los valores que tienen
la traza y el determinante de la matriz de coeficientes. Recordemos que la traza
de una matriz es la suma de los elementos que se encuentran en su diagonal y
se representa por el simbolo tra(A). El diagrama traza-determinante es emplea

det(A) = itraQ(A)

N2

/(

»tra(A)

N7

Figura 4.12:

de acuerdo a los siguiente criterios:

1. Si det(A) = (1/4) tra?(A), entonces el retrato de fases se encuentra en la
parabola de la figura 4.12 y, por tanto, corresponde a un nodo impropio o
a una estrella. Para saber si es inestable o estable se observa el signo de
tra(A), si es positivo es inestable y si es negativo es estable?.

2En general, en las aplicaciones, es suficiente saber si hay estabilidad o no y la informacién
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2. Si 0 < det(A) < (1/4)tra?(A) y tra(A) > 0, entonces el retrato de fases
se encuentra por debajo de la pardbola de la figura 4.12 en el primer
cuadrante y, por tanto, corresponde a un nodo inestable.

3. Si 0 < det(A) < (1/4)tra?(A) y tra(A) < 0, entonces el retrato de fases
se encuentra por debajo de la parabola de la figura 4.12 en el segundo
cuadrante y, por tanto, corresponde a un nodo estable.

4. Si det(A4) > (1/4)tra?(A) y tra(A) > 0, entonces el retrato de fases se
encuentra por arriba de la pardbola de la figura 4.12 en el primer cuadrante
y, por tanto, corresponde a un foco inestable.

5. Sidet(A) > (1/4)tra%(A) y tra(A) < 0, entonces el retrato de fases se en-
cuentra por arriba de la pardabola de la figura 4.12 en el segundo cuadrante
y, por tanto, corresponde a un foco estable.

6. Sitra(A) =0y det(A) > 0, entonces el retrato de fases corresponde a un
centro.

7. Sidet(A) <0, el retrato de fases corresponde a un punto de silla.

Ejemplo 4.13 Determinar el tipo de retrato de fases al que corresponde el
punto de equilibrio del sistema lineal del ejemplo 4.12 utilizando el diagrama
traza-determinante.

. . -1 0
Solucién: » En este caso A = 1 1 |por lo que det(A) = —1 y, por tanto,
corresponde a un punto de silla. <«

Ejemplo 4.14 Determinar el tipo de retrato de fases, utilizando el diagrama
traza-determinante, que corresponde a los siguientes sistemas:

1 j]l = 2.’E1 —+ X9

’ i’z = x1+ 2.’E2
2 Z-L’l = 2501 —+ X9

’ ig = X1 — 3.’E2
P) Z-L’l = X1 — 4.%2

’ 1"2 = 2$1 — X2
4 i’l = 2.%2

’ 1"2 = —3(E1 — X2

que se da en este inciso es suficiente para este fin; sin embargo, si se requiere de més precisién
se utiliza lo siguiente: los valores propios de la matriz de coeficientes, en este caso, son iguales;
(a) si la matriz de coeficientes es diagonal, es un nodo estrella; (b) si la matriz de coeficientes
no es diagonal en un nodo impropio.
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Solucion: »

1 2
por tanto, 0 < det(A) < (1/4)tra?(A) y, entonces, el retrato de fases
corresponde a un nodo inestable.

1A= [ 21 ] det(A) = 3, tra(A) = 4, tra2(A) — 4det(A) = 16 — 12 > 0;

2. A= [ ? _;) ], det(A) = —7 < 0; por tanto, el retrato de fases corre-

sponde a un punto de silla.

2 -1
corresponde a un centro.

3. A= [ - }, det(A) = 7 y tra(A) = 0; por tanto, el retrato de fases

4 A= [ o] ] det(A) = 6, tra(A) = —1 < 0, tra2(A) — 4det(A) =

1—24 = —23 < 0; por tanto, det(A) > (1/4) tra?(A) y, entonces, el retrado
de fases corresponde a un foco estable.

<

4.6 Sistemas autémos no lineales
En general, un sistema auténomo de ecuaciones en el plano tiene la forma

1 = fi(x1,22)
&y = fo(wy,@2) (47)

donde f; y f2 son funciones de dos variables que supondremos tienen primeras
derivadas parciales continuas en la interseccién de sus dominios de definicién.
Un punto de equilibrio (punto critico o fijo) del sistema (4.7) es una par de
funciones constantes (c1, c2) que es solucién de este sistema. Entonces (c1,cz) es
un punto de equilibrio si y sélo si (¢, ¢2) es una solucién del sistema simulténeo
de ecuaciones algebraicas (no necesariamente lineal)

filzr,2) = 0
fo(z1,22) = 0

En consecuencia, el conjunto de los puntos de equilibrio del sistema auténomo
de ecuaciones diferenciales (4.7) estd conformado por los puntos de interseccién
de las curvas fi(z1,22) =0y fo(z1,22) = 0. Asi, un sistema auténomo puede
tener mas de un punto de equilibrio, en contraposicién con los sistemas lineales
simples que sélo tienen uno. Nuevamente, una trayectoria del sistema (4.7) es
la gréfica de una solucién particular, (z1,z2) = (21(t), x2(t)) que satisface una
condicién inicial x1(tg) = a y za2(tp) = b orientada con una flecha que indica
la direccién de crecimiento de x; y 2. Aunque el aspecto geométrico de las
trayectorias de un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales no lineal puede
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ser muy complicado, generalmente, en la proximidad de cada uno de sus puntos
de equilibrio, se comporta como si el sistema fuera lineal y por ende coincide
con uno de los retratos de fases que se analizaron en la seccién anterior. Esto
es, para cada punto de equilibrio (¢, ) existe un § > 0, tal que en el disco de
centro (c1, c2) y radio d, la forma de las trayectorias son las de un nodo, un nodo
impropio, un nodo estrella, un centro, un foco o un punto de silla, trasladado al
punto (c1,c¢z) y con las trayectorias orientadas de la misma manera. El retrato
de fases que tiene el sistema en ese disco se denomina el comportamiento local
cualitativo en el punto de equilibrio (¢, c2). Este importante resultado se precisa
en el siguiente teorema.

Teorema 4.1 Sea (c1,c2) un punto de equilibrio del sistema de ecuaciones
diferenciales (4.7). Se supone que f1 y fa tienen primeras derivadas parciales
continuas en todos los puntos de un conjunto abierto que contiene a (c1,c2) y
que

0
Do) e
0o e i |7
8$1 ’ 8952 ’
Al sistema lineal
) 0 0
T = %(01702)3314-87]:;(61,62)%2
1
) 0 0
Ty = 872(01702)%4-872(01,02)362

se le llama la linearizacién del sistema (4.7) en (c1,c2). Entonces eziste § > 0
tal que:

1. Sila linearizacidn del sistema en (c1,c2) es un nodo, un nodo impropio, un
foco o un punto de silla, en el origen, entonces la forma de las trayectorias
del sistema (4.7) en el disco con centro (c1,c¢2) y radio § es la de un nodo,
un nodo impropio, un foco o un punto de silla respectivamente, trasladado
al punto (c1,c2) y con las trayectorias orientadas de la misma forma que
las de la linearizacion correspondiente.

2. Si la linearizacion del sistema en (c1,c¢2) es un centro, entonces la forma
de las trayectorias del sistema (4.7) en el disco con centro (cy,c2) y radio
0 es la de un nodo impropio o un foco.

Ejemplo 4.15 Analizar cualitativamente el comportamiento local del sistema
no lineal de ecuaciones diferenciales

x1+:c2—|—xf
T2 — 1

1
To

(4.8)
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Solucién: » Los puntos de equilibrio del sistema estan dados por las soluciones
del sistema simultdneo de ecuaciones algebraicas

T F+aot+ai = 0
To—x1 = 0
Al despejar xo = x1 de la segunda ecuacién y substituir en la primera se obtiene
z1(x1+2)=0

y, por tanto, los puntos de equilibrio son (0,0) y (—2,—2). En este problema
filxy, ) = 21 + 22 + 22 y fo(w1,m2) = 22 — 1; por lo tanto,

of of
Or1 Oxo | _ | 1+2z 1
O 0k |~ -1 1
31'1 81'2
e En el punto de equilibrio (0,0)
0 0
9 (0,0 YLio,0) -
8.1'1 8332 — =9 75 0
%(0 0) %(0 0) -1 1
6$1 ’ 8172 ’
por lo que la linearizacién del sistema en este punto es el sistema lineal
T1 = T1+ To
To = —x1+To
con matriz de coeficientes A = _} i ] . Entonces det(A) = 2, tra(4) =

2 > 0y, por tanto, ;tra?(4) =1 < 2 = det(A), el retrato de fases de
la linearizacion corresponde un foco inestable; luego, el comportamiento
local del sistema no lineal (4.8) en el punto de equilibrio (0,0) es el mismo.

e En el punto de equilibrio (-2, —2)

0
Oh(a2) Moa| |,
Dz, 0z =~ =-34+1=-2+#0
02 Lo gy 925 o -1l
81‘1 ’ 81‘1 ’
por la que la linearizacién del sistema en este punto es el sistema lineal
1 = —3x1+ 29
C.UQ = —x1+ X9
-3 1

con matriz de coeficientes A = ] . Entonces det(4) = -2 <0y,

-1 1
por tanto, el retrato de fases de la linearizacién en el punto de equilibrio
(=2, —2) corresponde a un punto de silla. En consecuencia, el compor-
tamiento local del sistema no lineal (4.8) en el punto de equilibrio (—2,2)
es el mismo. <«
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El bosquejo de las trayectorias del sistema auténomo de ecuaciones diferen-
ciales del ejemplo precedente —realizado con el programa numérico e interactivo
pplane en JAVA de la péagina electrénica de John C. Polking:
http://math.rice.edu/ polking/— se encuentra contenido en la figura 4.13.

4 ,‘Zﬂ
— = p—
7 = — >
8 = = — —
=== G
2 7 =7 P R S|
- = —_— —> —> —>
1 = — s s s
— —_ = s
- e e N
> 0 - \)\x—
— ~ ~— T T
-1 - NN T RN T
—= < N2 O NN s
2 - < LN N
- < Sl NN
of - ARV
VA 1 AV
- = =~ P SV SV Loy N
il e N VAN A A v
= : : :

Figura 4.13:
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Capitulo 5

Optimizacion de funcionales
y condicion de Euler

En este capitulo se presentan los conceptos de extremos relativos y absolutos
de funcionales en espacios vectoriales normados e inmediatamente se establecen
condiciones necesarias para que cierto tipo de funcionales integrales, que se
utilizan con frecuencia en economia matematica, alcancen valores 6ptimos.

5.1 Extremos relativos y absolutos de funciona-
les

Funcionales

Definicién 5.1 Sea E un espacio vectorial. Un funcional en E es cualquier
funcion J con dominio contenido en E y valores reales.

Ejemplo 5.1

1. Sea Jy : R* — R, definido Jy(i0) = ||i]|, entonces J1 es un funcional en
RY, ysid=(-1,2,1,2), Ji(d) = [[(-1,2,1,2)|| = V10.

2. Sea Jy : C[0,1] = R, definido por Jo(f) = f(1/2), J2 es un funcional en
Cl0,1] y si f(t) =12 y g(t) = sen(nt), entonces Jo(f) = f(1/2) =1/4 y
Ja(g) = sen(w/2) = 1.

3. Sea Js : C[—1,1] — R, definido por J3(f) = f_ll f(t)dt, J3 es un funcional
en C[-1,1] y si f(t) =€, J5(f) = fil eldt =e—e™ L.

Extremos relativos y absolutos

Definicién 5.2 Sean E un espacio vectorial normado, con norma ||-||; J un
funcional en E definido en todos los puntos de un subconjunto no vacio 2 del
espacio E y fo € Q.
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1. J(fo) es un mdzimo relativo (local) de J en Q, si existe 6 > 0 tal que
J(fo) = J(f) para todo f € B(fo,7) NQ.

En tal caso, se dice que J alcanza un mdzimo relativo (local) en el punto
fo € Q.

2. J(fo) es un minimo relativo (local) de J en Q, si existe 6 > 0 tal que
J(fo) < J(f) para todo f € B(fo,r) N

En tal caso, se dice que J alcanza un minimo relativo (local) en el punto

fo € Q.

3. Si J(fo) es un mdzimo o un minimo relativo de J es Q, se dice que J(fo)
es un extremo relativo de J en 0 y que éste se alcanza en fy.

Definicién 5.3 Sean E un espacio vectorial con norma ||-||, J un funcional en
E definido en todos los puntos de un subconjunto no vacio, €2, del espacio E y
fo el

1. J(fo) es el mdzimo absoluto de J en Q si J(f) < J(fo) para todo f € Q.
2. J(fo) es el minimo absoluto de J en Q si J(fo) < J(f) para todo f € Q.

3. J(fo) es un extremo absoluto de J en  si J(fo) es un mdzimo o un
minimo absoluto.

Evidentemente, si J tiene un maximo (minimo) absoluto en () éste es tnico.
Sin embargo, un funcional puede tener méas de un maximo (minimo) relativo.

Ejemplo 5.2 Sea J : C[—1,1] — R el funcional definido por J(f) = f_ll[f(t)]2dt.

Puesto que fil[f(t)]zdt > 0 para toda f € C[—1,1], se tiene que J(0) = 0, donde
0 es la funcidn constante cero en [—1,1], es un minimo absoluto (y relativo) de
J en Q= C[-1,1].

Ejemplo 5.3 Sean Q = {f € C?*[-1,1]: f(-1) = f(1) =0} y J : C?[-1,1] —
R el funcional definido por J(f) = fil[f(t)]‘gdt, Sean, para cadan € {1,2,3,...},
gn(t) = n(1 = %) y hy(t) = —gu(t). Claramente g, € C?*[~1,1] y ga(—1) =
gn(1) = 0, luego g, € Q para todo n y, por tanto, h, € Q para todo n. Puesto
que

1

; _ ; 301 _ 12)\3
L O A
.32 4
35"
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se tiene que
lim J(h,) = —o0.

n— oo

En consecuencia, J no tiene extremos absolutos en ). Mds adelante, en el
ejemplo 5.5, se mostrard que J no tiene tampoco extremos relativos.

Ejemplo 5.4

1. Sea J : R — R definido por J(t) = t2, entonces J(0) = 0 es el minimo
absoluto de J en R; pues J(0) = 0 < t? para todo t € R.

2. Sea J : R — R definido por J(t) = t3. Entonces, si e > 0 es cualquier
numero real,

Je) = >0
JO) = 0
J(—e) = —€3<0

Por lo tanto,
J(—e) < J(0) < J(e)

Por lo que J(0) = 0 no es un extremo relativo de J en R. Y ya que

lim # = +o00
t—+oo

J no tiene extremos absolutos en R.

3. Si J(t) = cost, entonces 1 y —1 son, respectivamente, el mdzimo absoluto
y el minimo absoluto de J en R; los cuales se alcanzan en los puntos 2nm
y (2n+1)m, n =0,%£1,4+2,..., respectivamente. De hecho, también son
extremos relativos. Asi, una funcion puede alcanzar extremos relativos o
absolutos en puntos distintos entre si; incluso en una infinidad de puntos
como es en este ejemplo.

5.2 Condicion de Euler

Muchos problemas de optimizacién se reducen a encontrar extremos relativos de
funcionales de la forma J(f) = fj F(t, f(t), f(t))dt donde F es una funcién real
de tres variables con condiciones adecuadas de suavidad, y las funciones sobre
las que actia J satisfacen la condicién de frontera f(a) = 29 y f(b) = yo. Para
resolver esta cuestién, primero se reduce éste a un problema de optimizacién de
variable real y después se buscan condiciones necesarias, sobre f, para que en
esta funcién J alcance un extremo relativo. La estrategia se encuentra contenida
en la siguiente proposicién.
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Proposicién 5.1 Sean a,b,xg,yo € R, cona < b; Q= {(p € C?%a,b] : p(a) =10,
o(b) =yo}; J : @ — R un funcional; fo € Q; n € C?la,b] cualquier funcion
que satisface ||n|] <1 yn(a) =nd) =0; y J, : R = R definido por J,(a) =
J(fo+an). SiJ tiene un minimo (mdzimo) relativo en fo, entonces J, tiene
un ménimo (mdximo) relativo en o = 0.

Demostraciéon: Sea § > 0 tal que J(fy) < J(¢) para toda ¢ € Q con
lo — foll < 6. Entonces, si |a] <,

[fo+an—fol = llan]
= laf|n]

il
5

IN A

¥, puesto que (fo + an)(a) = fo(a) + an(a) = 2o +0 = zo y (fo + an)(b) =
fo(b) +an() =yo+0=1yo, fo+taneQy

Jy(0) = J(fo) < J(fo+ an) = Jy(a)

Lo cual demuestra que J,(0) es un minimo relativo de .J,,. W

La interpretacion geométrica de la precedente proposicién tiene el signifi-
cado siguiente: Suponiendo que J alcanza un extremo relativo en fy, diga-
mos un minimo, el valor de J aumentard si fy se perturba ligeramente; estas
perturbaciones se construyen tomando cualquier funcién n € C?[a,b] tal que
n(a) = n(b) = 0 que tenga norma —en C?[a,b]— pequeiia y sumando a fy un
multiplo constante de 7, la funciéon fy + an, como se ilustra en la figura 5.1.
Entonces, el funcional J, (o) = J(fo + an), puesto que J alcanza un minimo en
fo, debe tener un minimo en o = 0.

Sean Q = {f € C?[a,b] : f(a) = xo, f(b) =0}, F : [a,b] x Rx R — R una
funcién con primeras derivadas parciales continuas en todo punto del conjunto
[a,b] x R x R, J: Q — R el funcional definido por

b .
ﬂﬁ=/FwNWﬂm%

n € C?[a,b] cualquier funcién que satisface n(a) = n(b) =0y |n|| < 1. Si J
alcanza, por ejemplo, un minimo relativo en fy en Q, por la proposicién (5.1)

b
M@=ﬂhﬂm:/ﬁmmw+mmﬁw+mww
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fo+an

fo

/ \\
a b
Figura 5.1:

alcanza un minimo relativo en @ = 0. Ya que F' tiene primeras derivadas
parciales continuas, por la regla de Leibiniz!, Jy es derivable en todo punto a y

jn(a)

b
/a % (F(t’ Folt) + an(t), fo(t) + om(t))) dt

b [ Fit folt) + ant), folt) + ain(®)0
[ R g0+ an). 1o(0) + i) | ae
“ N\ FF3(t, fo(t) + an(t), fo( )+ an(t))n(t)

_ /b< Fa(t, fo(t) + an(t), folt) + an(t))n(t
a +F3( ) 0( ) + 0”7(75)7 0( ) + 0”7(75))77(

Puesto que o = 0 es un minimo relativo y J,, es derivable, jn(O) = 0. De aqui,
ya que 7 es una funcién arbitraria,

b
/ (Bat, folt). fo®)n(t) + Fat, folt). fo®)i()dt =0 (5.1)

para toda 7 € C?[a,b] tal que n(a) = n(b) = 0y ||| < 1. Por otro lado, si
1, € C?[a,b] es cualquier funcién con n;(a) = n;(b) = 0 y n; no es la funcién
constante cero, sea n = 1,/ ||n;]|, de esta manera n € C?[a,b], n(a) = n(b) =0

1Sean (a,t) G(a t) una funcién con derivadas parciales continuas en un subconjunto
del espacio R? y ®(« f G(a, t)dt. Entonces ® es derivable y

. e
@(ao):/ 2% (a0, )t
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v [Inll < 1, por tanto n satisface la relacién (5.1); esto es,

0

b
/ (Fa(t, fo(t)s fo(0))n(t) + Fa(t, fo(t) +n(t), fo(t) +i(t))i(t))dt

m(t)

o] T Fat folt), fo) 1)t

[l

b
/ (Ba(t, folt). folt))

b
= o [ R R0, SO0 + Fle o0 )i )

Es decir, la relacién (5.1) se cumple para toda n € C?[a, b] tal que n(a) = n(b) =
0. Al integrar por partes el segundo término del integrando en (5.1), se obtiene
(haciendo u = F3(t, fo(t), fo(t)) v dv =7, (t))

t=b

b
/ Fy(t, fol), fo))in (Ot = Fx(t, fo(t), fo())n(t)

t=a

_/ab;t (F3(t, fo(t),fo(t))) n(t)dt

b
= 0 [ SRR, hE)md

- -/ " (Batt folt) o)) nity

Entonces (5.1) se reduce a

[ (Bt o0, o) & (R 50, 09 ) iy =0

para toda n € C?[a, b] tal que n(a) = n(b) = 0. Se puede probar (cf. referencias
bibliograficas: [23] p. 94; [24] pp. 29 v 32) que esto sucede si y sélo si el primer
factor en el integrando de la precedente igualdad es la funcién constante cero.
Se resume este resultado en el siguiente teorema.

Teorema 5.1 (Condicién de Euler) Sean a,b € R, a < b, xg,y0 € R dos

puntos dados, (t, f, f) — F(t, f, f) una funcién con primeras derivadas parciales
continuas en la region [a,b] x R x R del espacio R3, Q = {f € C?[a,b] : f(a) =
xo, f(b) =yo}, y J : Q@ = R el funcional definido por

b
a0 = [ Fe ), fa)ar (52)
Si J tiene un extremo relativo en fo € €, entonces fo satisface la ecuacion

diferencial
oF d (OF
ar = (57) )

con las condiciones de frontera

f(a) = o, f(b) = yo. (5.4)
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Definicién 5.4 A toda funcion f € C?[a,b] que satisface la condicion de Euler;
es decir, la ecuacidn diferencial (5.3) con las condiciones de frontera (5.4), se
le llama punto critico o funcion estacionaria del funcional® (5.2).

Debe observarse que el teorema anterior inicamente establece condiciones
necesarias para que el funcional (5.2) alcance un extremo relativo, que no son

suficientes en todos los casos. Es decir, si J = f; F(t, f(t), f(t))dt alcanza un
extremo relativo en fq, entonces fy satisface la condiciéon de Euler; sin embargo,
el hecho de que una funcién fj satisfaga la condicién de Euler no garantiza que
en este punto J alcance un extremo relativo.

Ejemplo 5.5 Sea Q@ = {f € C?’[-1,1] : f(-1) = f(1) =0} y J : Q = R el
funcional definido por J(f) = fil [f(£)])? dt. En este caso

F(t.f,f)=f°

Entonces,

oF oF d (OF
—— =3f2 — =0 0rtant0(.>:0
a7 7y Y P it \ 57

De esta manera la condicion de Fuler se traduce a

f2=0, con f(=1)=0= f(1).

Es evidente que la unica funcion que satisface este requisito es la funcion cons-
tante 0(t) = 0, t € [-1,1]. Sin embargo, si & es cualquier nimero real po-
sitivo, sean gs y hs las funciones definidas por gs(t) = g(l — %) y hs(t) =

ié(tQ — 1) = —g5. Entonces, por ser éstas funciones polinomiales pertenecen a
C?[—1,1] y ya que gs(£1) = hs(E1) = 0, también pertenecen a Q; vy, puesto que
gs(t) = 2 (1 —t2) es una pardbola con vértice en (0,6/4), gs(t) = —5t es una

recta y gs(t) = —8/2, se tiene que ||gs5|| = 6/4.l19s/l.c = /2 ¥ Hg'5|\00 =4/2;
1
por tanto, ||hs| = |lgsl| = /2. Y ya que f_l(g(;(t))?’dt = 7—1063,

J(hs) < J(0) < J(gs),
luego, J(0) = 0 no es ni mdximo ni minimo relativo.

En todo lo que sigue se empleard la notacion méas cémoda y compacta

b
J(f) = / F(t, f, f)dt en lugar de J(f) = / F(t, f(t), f(t))dt cuando sea con-

a a
veniente. También emplearemos, como es natural, distintas letras para denotar
a la funcion variable f.

2A toda funcién f € C2[a,b] que satisface la ecuacién diferencial (5.3) sin considerar la
restricién en la frontera (5.4), se le dice extremal del funcional (5.2). Sin embargo, en varios
textos de la materia a los puntos criticos (funciones estacionarias) de este funcional también
les llaman extremales del mismo.
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Ejemplo 5.6 Encontrar las funciones estacionarias de los siguientes funciona-
les:

40 -2
1 J(@) = / 2t 2(0) = 20 y 2(40) = 0, en [0, 40,
0

0
2. J(x) = /1 @x +2d + 4 + ;xQ) dt, x(—=1) = 0 y z(0) = 1 en C?[-1,0].

3. J(x) = /O1 (4% + 24 + 2%) dt, (0) = 1, z(1) = 1 en C?[0,1].

Solucién: »

-2

1. En este caso F(t,x,1) = —%, por lo que
oF .
o ’
a(oFy |,
a\oz) —
OF
o
or

v la ecuacién diferencial a resolver es
oF _d (oF
ox  dt \ 0i

i =0,

es decir,

luego, & = ¢ y, entonces,
x(t) = /cldt =cit + co.

Por la condiciones de frontera dadas, x(0) = 20 y x(40) = 0,

c1-0+ca = 2(0)=20
40cy +¢c2 = 2(40)=0
que al resolver produce ¢; = —% y co = 20. Por tanto,

1

es la dnica funcién estacionaria de este funcional.
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2. Aqui, F(t,z,z) = %a: +rT+ T+ %1‘2, por lo que

OF .

R = z4+zx+1,
d (OF L

oF _ .

oz~ 217

y la ecuacién diferencial a resolver es

oF _d (oF
dr  dt \ 9z

esto es,
.1
==
2
luego,
(t) 1t +
z(t) = = c1,
B 1
entonces,

1
x(t) = ZtQ + 1t + co.

Por la condiciones de frontera dadas, z(—1) =0y z(0) = 1,

1
1 ate = z(—-1)=0
o = z(0)=1

Al resolver el sistema obtenemos co = 1 y ¢; = %, por lo que la tnica
funcién estacionaria de este funcional es

1 5
x(t) = th + ot L

3. En este caso F(t,z, &) = #* + 24 + 22, por lo que

oF .
O gy
dt \ o)

oF

% = 2z

y la ecuacién diferencial a resolver es

or _d (or
Or  dt \ 9%
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es decir,
x—ax=0,
., s 2 s
con ecuacién caracteristica A —1 = 0 y raices Ay = 1 y Ay = —1; por
tanto,

z(t) = cre’ + cre”t.

Por la condiciones de frontera dadas, z(0) =1y z(1) =1,

caate = z2(0)=1
cre+cqe”t = z(1) = 1.
Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos ¢y = ﬁ Y €2 = 145, con

lo que el Unico punto critico de este funcional es

et + el*t

2(t) = 1+e



Capitulo 6

Condiciones suficientes para
integrandos convexos

En la segunda seccién de este capitulo se establecen condiciones suficientes
para que, por medio del andlisis de convexidad del integrando, el funcional
b

J(f) :/ F(t, f(t), f(t))dt, sujeto a la condicién de frontera, f(a) = xg y

fb) = y(g, alcance un extremo en una funcién estacionaria fy. La primera
seccion es una breve introduccién al tema de funciones convexas; mientras que
en los tultimos dos segmentos se aplican los conceptos del capitulo 6 y la seccién
7.2 del presente capitulo—condiciones necesarias y suficientes— a la resolucién
de dos problemas en economia: dinamica de un monopolista —planteado en la
introduccién— y planeacién de produccién para un costo minimo.

6.1 Convexidad y funciones convexas

En este segmento se presentan las principales caracteristicas de conjuntos con-
vexos y funciones convexas y concavas.

Convexidad

Definicién 6.1

1. Sean 1,V € R™. Se define el segmento de linea que une a estos dos puntos
como el conjunto

[@,0) = {@=a+t(T—@): 0<t <1}

2. Sea A un subconjunto de R™. A es convezo si [4, V] C A para todo par de
vectores U, v € A.

79
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Geométricamente, en el plano R?, [, 7] es el conjunto de todos los puntos que se
encuentran entre i y ¥ en la linea recta que une a estos puntos como se ilustra
en la figura 6.1 (a); mientras que, como se ilustra en la misma figura (b), un
conjunto es convexo si para cada par de puntos en éste, el segmento de linea
que los une estd completamente contenido en ese conjunto.

A A convexo no convexo

TR

<

S

Y

Y

Figura 6.1:

Ejemplo 6.1 @ y R™ son convexos.

Ejemplo 6.2 Sea @ € R™ y r > 0, entonces B(d,r) es un conjunto convezo.
En efecto: sean 4,7 € B(d,r), w =4+ t(V — ) € [4, 7], entonces ||t —a| <r,
|0 —dl| <ry0<t<1; por tanto,

[w—dl = [a+tv—a)—ad
= ||@+t({@—u)—a+ta—td
= ||@+t0—ti —a+ta — td
= |1 -t)d+t(@—a)— (1—t)d|
= [[(1=t)(d—a)+ v —a)
< [[A=t)(@—a)|l+ It[@ - a)|l
= (I-t)fla—al+t]v—a
< (1=t)yr+tr
= r

Funciones convexas

Definicién 6.2 Sea F': D C R™ — R una funcion real de varias variables. Sea
C C D un conjunto convezo.

1. La funcion F' es convexa en C' si

F(@+t(0— 1)) < F(@) + t(F(0) — F(@)) Yi,0eC,Vtelo,1].

2. La funcion F es concava en C si

F(@+ 17 — @) > F(@) + t(F(7) — F(@) Ya,7eC,vtelo1].
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Geométricamente, una funcién de dos variables z = F(z,y), es convexa
cuando, para cualquier par de puntos en i, v € C, el segmento de linea [F(@), F(7)]
estd por encima de la gréfica de la funcién F si ésta se evalda en los puntos del
segmento [u, 9] como se muestra en la figura 6.2; mientras que la funcién es
céncava en caso contrario; esto es, si —F es convexa.

Figura 6.2:

Se puede probar (cf. referencia bibliografica [9] pp. 74 a 78) que si F tiene
segundas derivadas parciales continuas en todo punto del conjunto convexo C
y para todo punto 4 € C' la matriz hessiana

Fi (@) Fip(d) - Fip(a)
Fo1(@)  Fao(@W) -+ Fy,(d)
Fur(@) Fual@) - Fon®)

0*F
8xj8xi
5 C. A dicié i ficiente?
convexa (céncava) en C. A su vez, una condicién necesaria y suficiente® para
que una matriz sea semidefinida positiva (negativa) es que todos sus valores
propios sean no negativos (no positivos).

donde F;; (%) (@), es semidefinida positival (negativa), entonces F es

Ejemplo 6.3 Consideremos la funcion z = F(x,y) = 22 + y?, entonces, para
todo (z,y) € R?,

1Una matriz cuadrada A de orden n es semidefinida positiva (negativa) si #tAZ > 0 (< 0)
para todo & € R"™.
2%ib. p. 78, 0 [2] p. 378



82 CAPITULO 6. CONDICIONES SUFICIENTES

men = 5en wem )= [6 3]

Ast, el polinomio caracteristico de esta matriz es

=] 50,0 = e

Por tanto, los valores propios de H(x,vy), para cualquier (z,y) € R?, son A\ =
2>0y X =2 2>0; por lo que H(x,y) es semidefinida positiva para todo
(z,y) € R%. Luego, F es conveza en R2.

6.2 Condiciones suficientes para integrandos con-
Vexos

b
Cuando el integrando del funcional J(f) = F(t, f, f)dt es una funcién con-
vexa o concava para cada valor de la variable i?ldependiente t y el funcional tiene
una funcién estacionaria fo; es decir, fy es solucién de la ecuacién diferencial
(5.3) y satisface las condiciones de frontera (5.4) (p. 74), es posible demostar
(cf. referencias bibliograficas [24] pp. 258-259; [5] pp. 81-82) que el funcional
alcanza un extremo absoluto en fy como se establece en el siguiente teorema.

Teorema 6.1 Sean F : D C R?® — R una funcion con primeras derivadas
parciales continuas en todo punto del conjunto [a,b] x R? y fo una funcion

estacionaria del funcional J = / F(t, f(t), f(t))dt en el conjunto

Q = {p € C?a,b] : p(a) = 0, 5(b) = o }-

1. Siparacadat € [a,b] la funcién (f, f) — F(t, f, f) es convexa en el espacio
(convexo) R?, entonces J(fo) es un minimo absoluto de J en ().

2. Siparacadat € [a,b] la funcién (f, f) — F(t, f, f) es céncava en el espacio
(convexo) R?, entonces J(fo) es un méximo absoluto de J en Q.

Para aplicar el precedente teorema en la practica se utilizan los valores propios
de la matriz hessiana como se hace patente en el siguiene corolario.

Corolario 6.1 Sean F : D C R3 — R una funcién con segundas derivadas
parciales continuas en todo punto del conjunto [a,b] x R? y fo una funcion

estacionaria del funcional J(f) = fab F(t, f(t), f(t))dt en el conjunto
Q= {p e C?a,b: p(a) =20, (b) = yo}-

1. Si para cada t € [a,b] la matriz
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es semidefinida positiva en todo punto (f, f) € R?, entonces J(fy) es el
minimo absoluto de J en ().

2. Si para cada t € [a,b] la matriz

Fff(t>faf) Fff(t7faf)
Fes(t, 1, f) Fyp(t, f, f)

es semidefinida negativa en todo punto (f, f) € R?, entonces J(fy) es el
maximo absoluto de J en €.

Demostracion:

1. La hip6tesis implica que, para cada ¢t € R, la funcién (f, f) — F(t, f, f)
es convexa en el espacio (convexo) R?, y el resultado es consecuencia del
primer inciso del teorema precedente.

2. La hipdétesis implica que, para cada t € R, la funcién (f, f) — F(t, f, f)
es céncava en el espacio (convexo) R?, y el resultado es consecuencia del
segundo inciso del teorema precedente.

Ejemplo 6.4 En el inciso 8 del ejemplo 5.6, p. 76, el funcional
1 t 1t
J(x) = / (&% 4 2@ + x?)dt, tiene a x(t) = ete
0 l1+4e
estacionaria que satisface la condicion de frontera z(0) = 1 y (1) = 1. En
este caso F = 2% 4+ 2& + 22 y, por tanto,

il

Entonces, el polinomio caracteristico de H estd dado por

como la Unica funcion

2—-A 0

det(A— AIQ) = ‘ 0 2 _ )

‘—(2—>\)2;

asi que los valores propios de H son Ay = Ay = 2 > 0 y, por tanto, en x(t) =
et 4 el-t

g el funcional J alcanza su minimo absoluto.
e

Ejemplo 6.5 Resolver el problema
mazimizar J =

sujeto a { xé

xT

S—
hR
—
=
\ o
+
.
[\v]
+
~
SN—
Q
=~

0
1

NN
|
=
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Solucién: » En este caso F' = 22 + ©2 + ¢, por lo que

oF

% = 2%,

oF .

% = 2%,
d (OF .

De esta manera, la ecuacién diferencial (ecuacién de Euler) a resolver es
z—z=0

que tiene ecuacién caracteristica m? — 1 = 0 con soluciones m; = 1 y mog = —1.
Por tanto, la solucién general de la ecuacion de Euler es

z(t) = Cre' + Coe™ .

Puesto que z(0) =0y z(1) = e~ ! —e¢,

Ci+Cy = 0
Cie+Che™t = e l—e
Entonces, Cy; = —C1 y al sustituir esta relacién la segunda ecuacién se obtiene

Cile—e ) =et—¢

de donde C; = —1 y C; = 1. Luego, la tnica funcién estacionaria para este
problema de optimizacion es

2(t) =t — el

Ya que F = 22 4+ 32 + ¢,

los valores propios de H son A1 = Ay =
minimo en z(t) = e~ —e’. «

6.3 Dinamica de un monopolista

En la introduccién se planted la cuestion de encontrar la funcién de precio que
maximiza la ganancia en el problema de dindmica de un monopolista (p. 1). En
este apartado se da la solucién a este modelo utilizando la condicién de Euler y
el analisis de convexidad del integrando.

Recordemos que en este problema el objetivo es encontrar una funcién p =
p(t) para hacer méxima la ganancia de la firma en el intervalo [0, T si el precio
inicial es py y el final el po; es decir,
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T
maximizar  J(p) = / (p(ap + b + hp) — Alap+ b+ hp)® — Blap+ b+ hp) + C)dt
0
: p(0) = m
sujeto a { p(T) = ps

En este caso, F(t,p,p) = p(ap+b+ hp) — A(ap+ b+ hp)? — Blap+ b+ hp) +C,
por lo que

%—F = 2ap+b+ hp —2Aa(ap+ b+ hp) — Ba,
P
aai = hp—2Ah(ap+ b+ hp) — Bh,
P
d (OF
A (OFN o An(ar -
o ( 9 > hp h(ap + hp)

Entonces, la ecuacion de Euler para este problema es
2ap + b+ hp — 2Aa(ap + b+ hp) — Ba = hp — 2Ah(ap + hp)

que equivale a
2AR*p + 2a(1 — Aa)p = 2Aab + Ba — b. (6.2)

La ecuacién caracteristica de la ecuacion diferencial homogénea asociada esta
dada por

2Ah*m? + 2a(1 — Aa) =0
1 Ja(Aa—1)

Ih A
ecuacion diferencial homogénea asociada es

cuyas soluciones son m = y —m; por lo tanto, la solucién de la

PH = Clemt + Cge_mt.

Puesto que el coeficiente de p en (6.2) es distinto de cero, una solucién particular
de esta ecuacion diferencial estd dada por

2Aab+ Ba —b
Po = m
Luego, la solucién general de (6.2) es
p(t) = C1e™ + Cae™ ™ + py
Puesto que p(0) = p1 y p(T') = p2, se tiene

Ci+Cy = p1—po
™0+ Coe™™T = py—po
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Entonces

pe—po e ™7
1 1

emT e—mT

‘pl—po 1

e (py —po) — (p2 — p1)

e—mT _ emT

1 —po) — (P2 —p1)
e—mT(l _ 6anT)

e—mT(

p1 —po — (p2 — p1)e™”
1— e2mT

1 pi—po
e py—po
1 1

emT e—mT

p2 —po — (p1 — po)e™”

e—mT _ emT

p2 —po — (p1 — po)e™”

,emT (1 _ ef2mT)

p1 —po — (p2 — po)e” ™

1— e—2mT

Entonces, si J tiene un extremo, éste se debe alcanzar en

p(t) = C1e™ + Cae™ ™ + py

con
_ 2Aab+ Ba—b
po 2a(1 — Aa)
1 Ja(Aa—1)
o = PLTPo~ (p2 — p1)e™”
. =
1— eQmT
c, = PiTho— (p2 = po)e ™"
2
1— ef2mT
Ahora bien, ya que
F,, F,;
H = pp  Lpp ]
{ Fop Fpp

_ 2a — 2Aa? 0
o 0 —2Ah?
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los valores propios de H son \; = 2a — 24a? y Ay = —2Ah?; puesto que a < 0
y A>0, A\ =2a—2A4a% <0y Ay = —2A4h% < 0. Por tanto, J alcanza su valor
méaximo en p(t) = Cre™" + Cae™™ + py.

6.4 Planeacion de produccién para un costo mi-
nimo

Una firma tiene una orden de un volumen B para ser liberada en un tiempo
T. Desean planificar la produccion para satisfacer a tiempo el pedido con un
costo minimo. Sea z el volumen total acumulado del producto al tiempo t.
El costo para cumplir con la orden proviene de dos fuentes: (1) el costo de
produccién por unidad, cp, el cual la empresa calcula que crece linealmente en
funcién de la velocidad de produccién & y (2) el costo unitario por almacenar el
inventario que crece linealmente con el tiempo. Por la condicién (1), ¢, = k1%
para alguna constante k1 > 0. Por la condicién (2), si C, es el costo por unidad
por almacenar el inventario, entonces C, = kot para alguna constante kg > 0;
por tanto, ¢, = C, = ko es el precio por almacenar una unidad por unidad de
tiempo. De esta manera, en un intervalo de tiempo [t,t + dt], de longitud dt,
un diferencial de tiempo, la empresa tiene un costo total

dJ = (cpt+kox)dt
= (/4113:‘2 + k2$) dt.

Asi, el costo total para entregar el producto es
T
J(z) = / (k12 + ko)t
0

Entonces, la empresa debe resolver el problema de hallar una funcién de planeacién
de produccién x = z(t) para resolver el problema

T

minimizar J(x) = / (k1d% + kox)dt
0
. z(0) = 0
sujeto a { «(T) = B
En este caso F(t,z,1) = kyi? + kox; por lo que
oF
= -k
8217 25
oF
— = 2kqd
0i .
d (OF
a (oF _ ok
dt ( i ) fd
Luego, la ecuacién de Euler en para este problema es
. ko
@

T 2k
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cuya solucién (al integrar dos veces sucesivamente) es
o) = 222 L ot o,
4k

Puesto que 2(0) =0y x(7T') = B, entonces

Cy =0
ky o
B = ——=T“+C/T
o
por lo que
B ko
Ci=——-—
YTT aky
y, por tanto,

ke » (B ko
t) = —t — — —T |t <t<T
(1) = +(T Ak )’0 =5

es la funcién estacionaria para este problema. Ya que

H{FZ Fm]{o 2/{:1]

tiene los valores propios Ay = 0y Ao = 2k; > 0, en z(t) = fﬁﬁ + (% — fT21T) t

se alcanza el costo minimo. Asi, la empresa tiene que producir

k., Bk
x(t)_%l T~ 4k

articulos por unidad de tiempo.



Capitulo 7

Frontera variable

En la primera seccién de este capitulo se plantean los llamados problemas con
frontera variable y en la segunda seccién se aplican estos conceptos a la resolu-
ciéon de un problema en economia.

7.1 Condiciones necesarias y suficientes para pro-
blemas con frontera variable

En esta apartado trataremos problemas de optimizacién del funcional
T
J(f) = / F(t, f, f)dt donde el extremo derecho del intervalo [a,T] y/o el valor
a

de f(T') pueden ser variables y estableceremos condiciones necesarias, llamadas
condiciones de transversalidad, para que el funcional J alcance un extremo.
Para la deduccién y comprobacién de estos resultados se pueden consultar las
referencias bibliogréficas [5] pp. 59-64 y [15] pp. 55-60.

I. Linea terminal vertical: En este problema T = b estd fijo, pero f(T)
es variable (libre); es decir, se desea resolver el problema

b .
optimizar J = / F(t, f, f)dt
. f(c:) =z
sujeto a { F(T) libre

Esto significa que el conjunto de funciones admisibles esta conformado por todas
las funciones suaves hasta el orden 2 cuyas gréficas empiezan en el punto (a, z)
y terminan en la linea vertical x = b, como se muestra en la figura 7.1. Para que
J alcance un valor 6ptimo en una funcién fy, ésta debe satisfacer las siguientes

89
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o (-

Figura 7.1:

condiciones:

oF d (OF
1. fo es una solucién de la ecuacién de Euler: = ( )

o @i \of
2. la condicién de frontera: fola) = xq
- . OF :
3. la condicién de transversalidad: o7 (b, fo(b), fo(b)) =0

IT. Linea terminal horizontal: En este problema T es variable y f(T) = yo
es fijo; es decir, se requiere resolver el problema

T

optimizar J = / F(t, f, f)dt
fla) =z
sujeto a T libre
fF(T) =yo

Aqui,las gréficas de todas las funciones admisibles empiezan en (a,xo) y termi-
nan en la linea horizontal y = yo como se ilustra en la figura 7.2. Para este caso

A

Yo

o |-

a T

Figura 7.2:

las condiciones que debe cumplir una funcién fy para que en ella se alcance un
valor éptimo son:
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Fd F
1. fo es una solucién de la ecuacién de Euler: oF _ (6 )

of —dt \of
2. la condicién de frontera: fola) =z
fo(T) = Y
3. las condiciones de transversalidad: [ F— jy(T) gf; ] — 0

donde @ = (T, fo(T), fo(T))

ITI. Sin linea terminal: En este problema Ty f(7T') son variables; es decir,
se quiere resolver el problema:

T

optimizar J = / F(t, f, f)dt
a
fla) =0
sujeto a T libre
f(T) libre

Para este caso las gréaficas de las funciones admisibles comienzan en el punto
(a,x0) v pueden terminar en cualquier punto como se ilustra en la figura 7.3.
Las condiciones que debe cumplir una funcién f, para que en ella se alcance un

Lo




92 CAPITULO 7. FRONTERA VARIABLE

valor éptimo son:

oF d (OF
1. fo es una solucién de la ecuacién de Euler: = ( )

or ~ @ \of
2. la condicién de frontera: fola) = xq
oF .
—(T T T) =0
3. las condiciones de transversalidad: of (T, fo(T), fo(T))

F(T, fo(T), fo(T)) =0

Se puede probar (cf. referencia bibliografica [5] pp. 82-83) que si el inte-
grando del funcional J en cualquiera de los tres anteriores casos es convexo

(céncavo); es decir, para cada t € [a,T] la funcién (f, f) — F(t, f, f) es convexa

. - . . . T
(concava) y f es una funcién estacionaria del funcional J(f) = fa F(t, f, f)dt
—en el sentido de que satisface las tres condiciones de alguno de los tres casos
precedentes—, entonces J(f) es un minimo absoluto (maximo absoluto).

Ejemplo 7.1 Hallar el valor extremo del funcional
1
)= [ s i
0
sujeto a f(0) =1 y determinar si es mdximo o minimo absoluto.

Solucién: » Aqui f(1) es libre; por tanto es un problema de linea vertical
terminal (caso I). F(t, f, f) = t?> + f? + f 2; entonces

oF

87‘]0 = 2fa
oF .
87']('. - 2f7

d (OF -
2 (2= = of
dt \ 0f
Por lo que la ecuacién de Euler es f — f = 0; que tiene polinomio caracteristico
A2 — 1, con rafces \; = 1 y A2 = —1. Por tanto,
f(t) = C’let + Cgeit.
Puesto que f(0) =1, se tiene

Ci+Cy=-1
v ya que
oF .
0P| g
Of ly=r—1
= Clet - Cge_t‘tzl

= (Chie— 02671
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se debe cumplir

Ci+Cy = 1
C’le - 026_1 = 0
que tiene por solucién Cy = ej-% y Cy = ﬁ%; por lo que
et 62715
)= —— + ——
fO=1rstire

Finalmente, ya que
SEEAREH
tiene los valores propios Ay = Ao =2 >0, J(f) es el minimo absoluto. <«

Ejemplo 7.2 Hallar el valor extremo del funcional

T
J(f) = / (tf + f )t

sujeto a f(0) =1, f(T) =10 y determinar si es mdzimo o minimo absoluto.

Solucién: » En este ejemplo 7" es libre y f(7) = 10, por lo que es un problema
de linea terminal horizontal. Para este caso F(t, f, f) = tf + f2; por lo que

oF
- =0,
of
13 .
of
d (OF n
— | — = 142
ﬁ(w) w
y la ecuacién diferencial de Euler que corresponde es, entonces,
N 1
f=-3.

Al integrar dos veces
1
ft) = _ZtQ + Cit + Cs.

Puesto que f(0) =1,
1
ft) = —ztr" + Cht + 1.

En este caso se debe cumplir

10 = f(T) = —iTQ +CT+1 (7.1)
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0- [F—f‘”] — THT) + FAT) - F (T)(T + 24(T)).
o |, r

La 1ltima expresiéon se reduce a

~H(T)=0
esto es,

1

_T —0:

5 +Cp =0;

de donde,
1

C]_ == §T

Al sustituir Cy en (7.1) se obtiene
T% =36

por lo que T' = 6 y, entonces, C; = 3; por lo tanto,
1
ft) = —1t2 + 3t + 1.

Finalmente, puesto que

REE AR
Ir If

tiene los valores propios A\; = 0 y A2 = 2, ambos no negativos, J alcanza su
minimo absoluto en

1
f(t):fzt2+3t+1,0§t§6.
<

Ejemplo 7.3 Hallar el valor extremo del funcional

J(f)=/0 (F+ 2+ t)dt

sujeto a f(0) =0, y determinar si es mdzimo o minimo absoluto.

Solucién: » En este ejemplo Ty f(T') son libres, entonces las condiciones de
transversalidad corresponden a un problema sin linea terminal. Aqui, F' =
f+f2+t, porlo que

oOF
- =1
af ’
Oy,
of

0 (OF ..
8t<af> =
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Entonces, la ecuacion diferencial de Euler que corresponde es

f=0

que tiene solucién general

1
flt) = 1t2 + C1t + Cs.

La condicién de frontera f(0) = 0 implica Cy = 0, y las condiciones de trans-
versalidad

oF
of Ir
Flp =0

se traducen a

2f(T)
fM)+(f0)*+T =

esto

1
5T+C1 = 0 (7.2)

1
1T2 +CiT+T

Il
o
—~
I
w
~

Al despejar Cy de la ecuacién (7.2) y sustituir en (7.3) se obtiene

1 1
ZTQ——TQ—#T:O

2
de donde )
T--T%=
4
y, por tanto,
T=4 y Cl = -2
Entonces,

1
f(t):ZtQ—Qt,Ogtgél

es la funcién estacionaria para el funcional J. Puesto que

(2 ][]
I f
tiene los valores propios A\; = 0 y Ay = 2, J alcanza el minimo absoluto en

H=12 -2t 0<t<4. <«
4
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7.2 Planeacion de produccién para un costo mi-
nimo con tiempo de entrega libre

En la seccién 6.4, p. 87, analizamos el problema de una firma que quiere mini-
mizar su costo de produciéon para entregar un volumen B de un articulo en un
tiempo T predeterminado. Ahora supongamos que la empresa no tiene restric-
cién de tiempo para la entrega de este pedido; es decir, T es libre. Entonces,
se tiene que encontrar, para este caso, una funcién de planeaciéon de produccion
x=uxz(t), 0 <t <T, que resuelva

T
minimizar Jz/ (kyd? + kox)dt
0
z(0)=0
sujeto a T libre
z(T)=1B

Este es un problema con linea terminal horizontal; la ecuacién de Euler es la
misma que en el problema original y, por tanto, su solucién general :

k
x(t) = ﬁtQ + Oyt + Cy;

pero ahora se deben cumplir las condiciones de frontera y transversalidad que
vimos en en el caso IT (p. 90); esto es,

z(0) = 0
z(T) = B

[F_g;«a},’} _ 0
0t |,_r

La primera relacién implica Co = 0. Al sustituir (T) y ©(T) en la dltima
ecuacion se obtiene

0 = m(2rior) kn(2ric i
= K2 ey 1 1 o, 1
2

k‘% 2 k2 2 2
_ M2 _ M2 _ _
= r T+ ko C11 1 1 ko Ch1 k101

= —kCH
de donde C7 = 0. Por tanto,

k
B=ux(T) = 4—]:1T2

implica T' = 2+/k1 B/ka; luego, la funcién estacionaria es

2 1B
x(t)zr];t2,0§t§2 ;—2
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Finalmente, ya que

. 0 O
a 0 2k

tiene valores propios A\; = 0y Ay = 2 > 0, J alcanza su valor minimo en .
Entonces la empresa debe producir
. ko
z(t) = —1
) =5,
articulos por unidad de tiempo en el intervalo [0,T], T = 2+/k1B/ks, para
satisfacer el pedido del volumen B en ese intervalo de tiempo a un costo minimo.






Capitulo 8

(Generalizaciones

En este capitulo se presentan algunas generalizaciones a problemas de opti-
mizacion para funcionales integrales que contienen més de una variable o derivadas
superiores de una misma funcién.

8.1 Condiciones necesarias para funcionales de
varias variables

Supongamos ahora que se requiere optimizar un funcional de la forma

b
J(Jc,y):/ F(t,z,&,y,y)dt

donde las funciones admisibles pertenecen al espacio C?[a, b] y satisfacen z(a) =
x1, x(b) = 2, y(a) = y1 vy y(b) = y2 y la funcién F tiene segundas derivadas
parciales continuas respecto a todas sus variables en un conjunto que contiene
a [a,b] x R*. Sean 7, y 17, un par de funciones en C?[a,b] tales que n,(a) =
n1(b) = na(a) =ny(b) =0y ®(a) = f; F(t,x+amn, & +ai, y+any, y+any)dt.
De manera andloga al caso de una sola funcién del apartado 6.2, si J(z,y) tiene
un extremo relativo en (z,y), ® tiene un extremo relativo en = 0. Entonces,
puesto que

. F2(t7x+0”717$'J_FQT']1ZZJ+Q77273)J_F0”'72?771_
() :/ FE(t @+ oy, &+ ail,y oy, g+ aip)in |
Y +Ey(t, x + any, &+ oy, y + ang, § + aijg)n,
+E5(t, x + anq, &+ aiyy, y + ang, ¥ + aijg)i,

se debe tener,

b
O:/ (Fz(tvxvi‘ﬂ% Z/)Th + F3(t7xvi’.ay7y)7.71 + F4(t,ZC,:'E,y, 9)772 + F5(t7$7j75y7y)7.72) dt

Al integrar por partes —los términos que contienen a Fs y Fs— se obtiene, ya que
n1(a) = n1(b) = na(a) = ny(b) =0,

99
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b . .
/ ( (Fg(tx,x,y,y)— %F?)(t%x,y’y)) Ust ) dt =0
. . d . . =0U.
a +(F4(t,x,x,y,y)fEF5(t,x,x,y,y)) M2
Puesto que 7n; y 71y son arbitrarias, la precedente igualdad se cumple para
todo par de estas funciones en C?[a,b] que cumplan con la condicién 7,(a) =
n;(b) = 0, ¢ = 1,2. Por tanto, los factores que multiplican a estas funciones
3

tienen que ser nulos; esto es
or _ d (oF
or dt \ 0%
or _ d(oF
oy  dt \ 0y
En general, para que el funcional

b
J(x1,.. 0, 2n) :/ F(t,x1, ..., &n,d1,...,&n)dt
a

alcance un extremo relativo en (z1,...,x,) es necesario que
OF d (OF
—— i=1,2,...,n. 8.1

Como se observa, esta es una generalizaciéon directa de la condicién de Euler
para el caso de un funcional con una sola variable.

Ejemplo 8.1 Encontrar el par de funciones (x,y) donde el funcional

1 yQ
J(@,y) = / <2t:r—:'c2 - 3) dt
—1

posiblemente alcance un extremo relativo, que satisfacen las condiciones de fron-
tera: z(—1) =2, z(1) =0, y(-1) = -1 yy(1) = 1.
)

Y
2 ER entonces

Solucioén: » Para este caso F = 2tx — &

aj
or
aj
oz

4 (oF = -2
dt \ 9& ] ’

OF
dy
OF
5

d (oFN
at\oy)

= 2,

= 2

= 0’

w| Do

Y,

wl N
<
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El sistema a resolver es entonces:

r = -t
= 0
que tiene solucién general
L3
z(t) = _Bt + Cit + Oy,
y(t) = Cst+ Cy.

1
—C1+Cy+ =

5 = z(—1)=2
01+Cg—é = 1’(1):0
Ci=C3 = y(-1)=-1
C3+Cy = y(1)=1

que al resolver produce
5
01:—6,02:1703:1}704:0.

Las funciones buscadas son

8.2 Condiciones suficientes para varias variables

De manera analoga al caso de un funcional de una sola variable, si en el funcional
b .
(@) = / P(t, 7, 7)dt
a

Z=(T1,...,Tn), = (Z1,...,4n), el integrando es convexo (céncavo); esto es,
la funcién t — F(t,Z, f), es convexa (céncava) en R?" y 7* es una funcién
vectorial estacionaria para J; es decir, sus funciones coordenadas satisfacen
la condicién de Euler (8.1), y cumple con las condiciones de frontera dadas,
entonces J(Z*) es el minimo (maximo) absoluto de J. Asi, si para todo t € [a, ]
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la matriz hessiana

Fﬂﬁ1901 lein F901501 FIlI'n
H = Fopo, - Fope, Fopey - Fauug,
Fi1901 T Fj;l‘/l;’n Fﬂhﬂh T Filin

L Fiper o Fipe, Faey o Fina,

tiene todos sus valores propios mayores o iguales a cero (menores o iguales a
cero), entonces J(Z*) es el minimo (méximo) absoluto.

Ejemplo 8.2 Consideremos la funcion estacionaria, t — (z(t),y(t)), z(t) =
f%t‘g — %t +1y y(t) =t, del ejemplo 8.1 (p. 100) para el funcional J(z,y) =

1 9 9
o2t —i? — g)dt. En este caso F = 2tx — 2 — E
H = Fyo Fyy Fyi Fyy
[0 0 0 0
_ 0 0 O 0
- 00 -2 0
00 0 -2
cuyos valores propios son \y = Ao =0, A3 = =2 y \y = —2/3, todos menores o
iquales a cero; por lo que J alcanza su mdzrimo absoluto en r = —%t?’ — %t +1,

y=_t.

8.3 Condiciones necesarias para funcionales que
contienen derivadas superiores

Consideremos el funcional J(z) = F(t,x,2,%), y sea n una funcién suave tal
que 7(a) = n(b) = i(a) = n(b) =0y sea

b
Iy (o) = / F(t,x 4+ an, & + an, & + ai)dt.
a
Nuevamente, si J alcanza un extremo relativo en x, entonces J, alcanza un

extremo relativo en a = 0. Ya que

b
Jy(a) = / (B (t,x + an, &+ an, & + o) n+ F3(t,x + an, & + an, & + aij)n
a

+ Fu(t,z + an, @+ an, & + ai)i) dt
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se debe tener
b
/ (Fo(t, =, &, 3)n + Fs(t, 2, @, &) + Fy(t, z, 4, #)ddoteta)dt = 0 = J,(0).

Al integrar por partes se obtiene, ya que n(a) = n(b) = n(a) = 7(b) = 0,

b 2
dF; d°F.
[ (5 Y g

dt dt?

para toda n € C?[a,b] tal que n y 7 se anulan en los extremos del intervalo y

esto es posible sélo si
d*F, dF:
CR L N )
dt? dt
De esta manera, una condicién necesaria para que el funcional J(z) = F(t, z, &, &)
alcance un extremo relativo en x es que esta funcion satisfaga la llamada ecuacion

de Euler-Poisson (orden 2):

@ (OF\ d (0F\ OF
dt2 \ 9% dt \ 0% or

En general, la ecuacién de Euler-Poisson para el funcional

b
J(x) :/ F(t,x,&,...,2™)dt
adquiere la forma
@_i 3£ +i2 8£ _..._|_(_1)”di oF =0
Jx dt \ 0% dt? \ 0% dtn \ oz(n) |

Ejemplo 8.3 Encontrar la funcion estacionaria —es decir, la funcion que satis-
face la ecuacion de Euler-Poisson—, para el problema de optimizar el funcional

b
1 1
J(z) = / (25@2 + 3% + 2x2> dt
a

que satisface la condicién de frontera z(0) =0, ©(0) =1, z(1) = e~ !, (1) = 0.

Solucién: » En este caso

oF

(’9:5_36’
OF ,
e
oF .
0 "

y, por tanto, la ecuaciéon de Euler-Poisson que corresponde es

@ — 25 +2=0.
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El polinomio caracteristico para esta ecuacion diferencial es
Moal41 = (-1
= A+ -1)7
cuyas raices (dobles) son , A = £1; luego,
z(t) = Cret + Cote! + Cze™" + Oyte™

Ya que

0 = z(0)=C1+0Cs,

1 #(0)=C1+Co—C3+Cy

- (1)

e = 2(1)=Cle+ Cre + Cze ™t + Cue !
0 = (1) =Cie+2Ce —Cze !

el sistema para hallar la funcién estacionaria con las condiciones de frontera
dadas es

Ci+C3 = 0
Ci4+C,—C34+Cy =1
Cie+ Coe+Cse P+ Chet = et
Cie+2C5e — 036_1 = 0
Apliquemos el método de Gauss:
1 0 1 0 0 (1 0 1 0 0
1 1 -1 1 1 1 1 -1 1 1
e e el el |e? 1 1 e 2 e 2|e2
e 2 —et 0 0 i 1 2 —e2 0 0
1 0 1 0 0
0 1 -2 1 1
0 1 e2-1 e2|e2
| 0 2 —e2-1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 —2 1 1
0 0 e241 e?2—-1]e?2-1
0 0 —e2+3 -2 -2
1 0 1 0 0
0 1 —2 1 1
~ 0 0 1 e ?-1 e ?2-1
e 241 e—241
|0 0 —e 243 -2 -2
1 0 1 0 0
01 -2 1 1
~ e ?-1 e ?-1
0 0 -2 672+l2 -2 72+—2
00 0 (e7*—1)(e"*=b) (e7*—1)(e”*=5)
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y, entonces,
Ci=1,C3=0C,=C; =0.

Luego,la funcién estacionaria para este problema es

z(t) =te "






Capitulo 9

Restricciones integrales y
horizonte infinito

En este apartado estudiaremos problemas de optimizacién de funcionales in-
tegrales que contienen una restriccién —para las funciones admisibles— que in-
volucra una integral definida; y funcionales integrales donde el limite superior
de integracién es infinito, el cual es conocido como problema con tiempo de
horizonte infinito.

9.1 Problemas con restricciones integrales
Ahora consideremos el problema de optimizar el funcional

b
J(f) = / F(t, f. f)dt

sujeto a la condicién de frontera f(a) = zg, f(b) = yo y con la restriccién

integral fab G(t, f, f )dt = L, donde F'y G son funciones con primeras derivadas
parciales continuas y L es una constante. Sean 7;,15 € C?[a,b] dos funciones
que satisfacen 1, (a) = n;(b) = ny(a) = ny(b) = 0y sea ¢(a1,asz,) = f; F(t, f+
11y + aony, f +ari), + asi,)dt. Se puede probar (cf. [5] pp. 139-141) que si J
alcanza un valor éptimo en f, sujeto a la restriccién integral, entonces la funcién
¢ alcanza un valor 6ptimo, sujeto a la restriccién (o, as) = fj G(t, f+ain +
Qany, [+ a1y + aoiy)dt = L, en (a1, as) = (0,0). Entonces, por el método de
multiplicadores de Lagrange

a .
P (¢, ) + Mp(ar, az)) =0,1=1,2.
Qi (a1,02)=(0,0)

107
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Sea u(t) = (¢, f(t) + a1y (t) + cans (1), f () + cwipy (8) + aziiy(t)); puesto que

d o [°
aai (d)(ala 042) + M/’(Oél, 052)) = 6(11 o (F(U(t)) + )\G(U(t)) dt
_ "( F (w)n; + Fa(u)h; + MG (u)n;
B /a < 2 +§G3(U)hi 2 ) i

y, al integrar por partes,

5 b Fs(u) + AGa(u)
D (@1, az) + YA(a, a2)) :/a < /\% (F3(u) + AG3(u)) n; > i
entonces,

b

Luego, si ® = F + \G,

brod  d (0D ,
[5G mamoimra

para todo par de funciones 1, € C?[a,b] que se anulan en los extremos del
intervalo. Lo cual sucede sélo si el integrando es nulo. Asi, una condicién
necesaria para que se alcance un valor éptimo en f es que esta funcion sea
solucién de la ecuacién diferencial

0P d (0D 0
of dt\oaf)
Resumimos este importante resultado en el siguiente teorema.

Teorema 9.1 Sean F' y G funciones con primeras derivadas parciales contin-
uas, St

b
J(f) = / Ft. f. f)dt

alcanza un valor dptimo en fo, sujeto a la restriccion integral

/abG(t,f, H=1r,

con las condiciones de frontera f(a) = xo y f(b) = yo, entonces fy satisface la
ecuacion

d (o2 0% _

at\af) of

®=F+)G.

donde
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Ejemplo 9.1 Encontrar la funcion donde posiblemente el funcional
1
J(z) = / 24t
0
alcance un valor optimo sujeto a la restriccion

1
/ xdt =1
0

con las condiciones de frontera x(0) =2 y (1) = 4.

Solucién: » En este caso ® = ©2 + A\z. Entonces

0P
%~ N
0P
= = 94
o L

por tanto la ecuacion diferencial a resolver es
2% — A = 0;

que tiene solucién general

A
x = Zt2+01t+02.

Las condiciones de frontera implican

2 = J,‘(O) = CQ,
A
4 = 1‘(1):14—014-02;

mientras que de la restriccion integral se obtiene

L/
1 = /(t2+01t+2)dt
O 4

1 1

Por tanto,
A
-+C; = 2
1 + C1
1 1
que al resolver produce A = 48, C; = —10. Entonces,

x(t) = 12t — 10t + 2

es la funcién estacionaria para este problema. <«
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Ejemplo 9.2 Una compania minera vende, tan pronto como lo extrae, un re-
curso mineral. La mina cuenta con una cantidad B de este mineral. La ganancia
es invertida instantdneamente a una tasa de interés r. La compania sabe que
la razon instantdanea de las ventas por el mineral crece a una escala logaritmica
en funcion de la rapidez con la que se vende el recurso. Hallar la planeacion de
la extraccion y, por tanto, de la venta de todo el mineral en un lapso de tiempo
T para mazimizar el ingreso total por la inversion de las venta del mineral.

Solucién: » Sea z(t) la cantidad total del mineral que la compania ha vendido
hasta el instante ¢, entonces la corriente de ingreso que invierte la compania
estd dada por s(t) = In(z); asi que el valor futuro de esta corriente de ingreso
(el capital total por la inversién) desde ¢ = 0 hasta t = T estd dado por

T
/ e In(x)dt.
0

Ya que la cantidad total con la que cuenta la mina es B, entonces

T
/ zdt = B.
0

Asi, lo que se requiere es maximizar el funcional

T
J(:c):/o e In(i)dt

sujeto a la restriccion integral

T
R
0

O = e In(z) + A3

En este caso

entonces

o

~—— =0

ox ’

0P ert

Z— = 4\

pE z T
d (9PN _ (ri—i)e"
dt \ o0& ) %2

Por lo que la ecuacién a resolver es
T —rz =0
cuya solucion general estd dada por

l’(t) = Cl + Cge”.
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Puesto que
z(0) =0
Yy
T
/ zdt = z(T) = B,
0
se tiene
Ci+Cy = 0
C1 + CQGTT = B

Por lo que Co = -Cy y Cy = B/ (1 — eTT); y, entonces,

z(t) = % (1 — e”)

es la funcidén estacionaria para este problema. Notemos que fOT zdt = B equivale
a la condicién de frontera con valores fijos z(0) = 0 y z(T) = B; por lo que,
en este caso, el problema es equivalente a un problema de maximizaciéon con
condiciones en la frontera dados. De esta manera podemos determinar si en
la funcién estacionaria el funcional alcanza su maximo absoluto analizando los
valores propios de la matriz hessiana para el integrando F = €™ In(%). En
efecto, ya que

F, F,
H — T rr
o
= rt
0 <
los valores propios se H son A\; = 0y Ao = 7%7:, ambos menores o iguales a
cero para todo valor ¢ € [0,T] y para todo (z,4) € R%. Luego J es maximo en
B

_ t
o) = T (1—e).
Entonces, la compania debe extraer el mineral a un ritmo

—rB
1—eT)"

P = rt

por unidad de tiempo, para maximizar su ingreso por la inversién en el periédo
[0,7]. «

9.2 Horizonte de tiempo infinito

El objetivo es optimizar el funcional
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sujeto a la condicién de frontera x(a) = xo. En este caso T es libre y, por tanto,
la condicion de transversalidad, del problema con linea terminal horizontal,

OF
0% Jir
se debe cumplir en T = oo; esto es,
oF
lim {F — :v] =0.
T—00 Ot |,_r

Ademas se tiene que cumplir al menos una de las siguientes condiciones (cf. [5]
pp. 98-103)

lim (T) = =
T—o0
o lim {aF] = 0.
T—o0 ax =T

Es decir, la funcién estacionaria converge asintéticamente o cumple, en el limite,
la condicion de transversalidad para el problema de linea terminal vertical. En
resumen:

Teorema 9.2 Sea F una funcion con dominio en R® y primeras derivadas
parciales continuas en todo punto del conjunto [a,00)xR2. Para que el funcional

J= /Oo Pt o, 3)dt (9.1)

sujeto a x(a) = xg, alcance un valor dptimo en una funcidn x es necesario que
ésta satisfaga:

d F F
1. La ecuacion de Euler 7 ((?33@> — (27 = 0.
2. La condicidon de frontera x(a) = xg.

{ _OF

3. lim F—x] =0.
t=T

T—o0

o0&
4. Una (por lo menos) de las siguientes condiciones:
(a) lim z(T) =2z € R.
T—o0
oF
|:.:| - 0'
Ot |,_p

Conservando la jerga anterior, toda funcién que satisfaga las condiciones del
precedente teorema es una funcién estacionaria del funcional (9.1).

(b) lim

T—o0
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Ejemplo 9.3 Encontrar una funcion estacionaria del funcional
> 1
J(z) = / e 2 <x2 +z+d+ 8502) dt
0
sujeto a la condicion x(0) = 0.

Solucién: » En este caso F = e~ 2 ((E2 +r4+2+ %552)7 por tanto

oF
% = (21’ =+ 1)6_2t,
oF 1
i — 1 i —2t
0 (L4 gd)e ™,
d (OF 1 1
| — Z5—92— 4 —2t.
dt ( i ) (3% phe
Entonces, la ecuacion de Euler es
1 1
(zfé —2- 5:&)6*% =2z +1)e
que equivale a
1

1

esto es,
T — 22 — 8x = 12.

La ecuacion caracteristica es

M2 -8=A-4)(A+2)=0

y, por tanto,
z(t) = Cre™ 4 Cpe — ;
Por otro lado,
lim z(t) =z € R,
T—o0
se cumple si Co =0, con & = —3/2. Y ya que z(0) = 0,
3
0 - 01 - 5
por lo que C; =3/2y
3
x(t) = 3 (e7 —1)
Finalmente, ya que
oF 1 1
lim |F —3—— = lim |(2®+o+i+-i?—2(1+-2))e ?
To0 O |,_p T—o0 8 4 t=T
1
= lim {(ﬁ z— = 2) e_Qt}
T—o0 8 =T
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z(t) =3 (e72" — 1) es una funcién estacionaria para el funcional J. <

9.3 Un modelo de inversién

Una empresa tiene como unico insumo el capital K = K(¢). La funcién de
ganancias brutas estd dada por G(K) = AK — BK?; mientras que la firma
estima que la funcién de costos de inversién varia en forma cuadrética respecto
a la variacién del capital de acuerdo a la relacion C’(K) = aK? + BK. El
problema que tiene la empresa es encontrar la funcién de capital que maximice
el valor presente a largo plazo

/0 OC(G(K) — C(K))e "tdt

con K(0) = 0. Se supone que B >0, a>0,r>0y A—fBp>0.
En este caso F = (G(K) — C(K))e™". Entonces, ecuacién de Euler para

este problema es
oF _d (OF\_,
0K dt \oK /)

G(K)e™ ™ + % (C(K)e—”) —0

esto es

es deCir’ . . . . . .
G(K)e + (C(K)K — rC(K))e™™ =0

que equivale a

C(K)K + G(K) —rC(K) = 0.

Al sustituir G(K) = AK — BK? y C(K) = aK? + SK, en la anterior ecuacién
se obtiene ) _
20K + A—2BK —r(2aK + ) =0

que equivale a ) )
20K —2raK —2BK =rB— A

que, al normalizar, se transforma en

Kok Brg_ri-A
o 2«

La ecuacién caracteristica es, en este caso

que tiene las soluciones

m = 3 (r+V/ETBa) >0
mg = %(r—m><0
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Por tanto, la solucion general de la ecuacién diferencial homogénea asociada es
Ky = Cie™" + Coe™?
Ya que B # 0, una solucién particular de la ecuacién diferencial (9.2) es

_ A-rB
K =
2B

Asi, la solucién general de (9.2) estd dada por

A—-rB

K(t) = Gt + Coemat 2

Para que -
lim K(T)=K,
T—o00

se requiere que C7 = 0; pues m; > 0. Puesto que K(0) =0,

rB—A
C =
7 2B
Por tanto,
A-rB m
()= 222 (1= emy.
Ya que
. —mg(A — ’I“B) t
K({t)= ————=¢™
(t) 5B e
se tiene
, A—rB
AR = g
lim K(T) = 0
T—o0
Por lo tanto,
lim F(K(T)) = (AK ~ BK? — (aK%+ 51’()) et =0,
T—00
'3 .
lim 8— = lim (2aK + B)e” " =0,
T—oo QK T—o0
luego
lim (F-KFg) =0
T—o0 t=T
Asi,
A—-rB m
K(t) = 5B (1—e™") (9.3)

cumple con las condiciones del teorema 9.2 y es, en consecuencia, una funcién
estacionaria el funcional J. Es decir, si el valor presente alcanza un valor
maximo, éste se obtiene con una corriente de capital dada por la funcién (9.3).






Parte 111
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Capitulo 10

Problema basico y principio
del maximo

En la introduccién se planteé un problema de inversién donde se tenia que en-
T
contrar un par de funciones, I y K, para maximizar J = / (K — aK? — I2)dt
0

que cumplieran con las condiciones K(0) = Ky y K = I — K. Este tipo de
problemas pertenece a la teorfa de control éptimo y en este capitulo se daran
herramientas generales para poder resolver problemas como éste y otros mas
que se presentan con frecuencia en Economia.

10.1 El principio del maximo de Pontryagin

El problema bésico en la teoria de control éptimo es

T

maximizar J(m,y)z/ F(t,z,y)dt
0
: &= gty (10-)
sujeto a 2(0) = 0

donde = y y son funciones clase C? en el intervalo [0,T]. A la funcién z se le
acostumbra llamar variable de estado; mientras que a la funcién y se le dice
variable de control. F'y g son funciones dadas con primeras derivadas parciales
continuas y los valores zg y 7' > 0 son numeros reales también dados.

LCf. referencia [13], pp. 842-844, para una deduccién y comprobacién de los resultados de
este apartado
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El hamiltoniano
Para resolver el problema basico de la teoria de control 6ptimo se emplea la
funcién —el hamiltoniano de este problema de control—

H = F(t,l‘,y) + )‘(t)g(trxay)v

donde X es una funcién por determinar, a la cual se le dice variable de coestado?.

Condiciones necesarias y suficientes

Las condiciones necesarias y suficientes que deben cumplir las variables de es-
tado, de control y de coestado, para que el problema bésico de control éptimo
(10.1) tenga solucién, estédn contenidas en los siguientes dos teoremas; el primero
es conocido como principio del mdximo de Pontryagin.

Teorema 10.1 (Condiciones necesarias) Sien el problema de control dptimo
(10.1) J alcanza un valor mdzimo, en (z,y), entonces se deben cumplir las sigu-
ientes condiciones:

oM

1. 87y70.
_ oA
2.7 Oz
i = gty
3 z(0) = xo
CXMT) = 0

Teorema 10.2 (Condiciones suficientes) Si (z*,y*, \*) satisface las condi-
ciones necesarias del teorema anterior y se cumplen las dos siguientes:

1. Para cada t € [0,T] la funcidn (z,y) — F(t,x,y) es cdncava.

2. Una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(a) Para cada t € [0,T] la funcion (z,y) — g(t,z,y) es lineal®.

(b) Para cadat € [0,T)] la funcion (z,y) — g(t,z,y) es céncava y X*(t) >
0 para todo t € (0,T).

(¢) Para cadat € [0,T] la funcion (z,y) — g(t,z,y) es conveza y X\*(t) <
0 para todo t € (0,T).

Entonces el problema de control éptimo (10.1) tiene solucion en (x*,y*).

2Esta funcién juega un papel semejante a un multiplicador de Lagrange.
3Una funcién de dos variables (z,y) — ¢(z,y) es lineal, si se puede escribir en la forma
g(z,y) = ax + by donde a y b son constantes.
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Ejemplo 10.1 Resolver el problema de control éptimo

1
maximizar Jz/ (x —y?)dt
0

. T = vy
sujeto a {m(O) — 9

Solucién: » En este caso el hamiltoniano esta dado por

H=z—-y*+\y

Ya que
OH
— = 2y+ A
ay y+ b
OH
2 - 1
ox ’
se debe cumplir
A—2y = 0,
L L
Por tanto,
At) = —t+Ch,
1 1 1
i = -A=—-t+=C1.
v 2 SR

Entonces, al integrar,
1 1
t)=——t*+ -C1t + Cs.
x(t) 1 + 51 + 02

Puesto que z(0) = 2, se tiene 2 = Cy y ya que A(1) =0, C1 = 1; luego,

1, 1
x(t) = _Zt + §t+ 2
y, entonces,
Yy=a= —lt + E
2 2
Como

L E -l ]

Fyo Fyy 0 -2

tiene los valores propios 0 y —2, F es céncava; y puesto que la funcién g(¢, z, y) =
y es lineal, el problema de control éptimo tiene solucion en

1 1
) = -2+ t+2
x(t) 1 + 5 +
1 1
) = —=t+-
y(t) 5t 15

contef0,1]. «
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10.2 Un problema de inversion
En la introduccién (p. 2) se plante6 un problema de inversiéon donde una firma
tiene que hallar las funciones K = K(t) e I = I(t) para
T
maximizar J(K,I) = / (K —aK?®—1T1?)dt
0
I -0K

sujeto a K
) K(0) = K,
donde a > 0y d > 0. En este caso el hamiltoniano viene dado por
H=K —aK?—-I* + \(I - 0K).

Puesto que se debe cumplir

0= —=-2T+ X\
a1 A
el sistema a resolver es
. oH

K

1
I-0K = 5)\ — 0K
es decir, el sistema lineal no homogéneo,

AN = SA+2aK—1

. 10.2
K = %)\ — 0K (10.2)
El sistema lineal asociado correspondiente es
Al [6 2 A
K| |3 -] K
Los valores propios de la matriz de coeficientes, A = [ i 362 ] , de este sistema,
2

estan dados por las raices del polinomio caracteristico

det(A_rfz)_“Sjr 52“ =—(@-r0+r) —a
3 —0 —7T

es decir, las soluciones de la ecuacion
2
=6 —a=0

que son

V& +a

ro = -1

1
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2 . . .
Sea r = v/~ +a. Los vectores propios asociados a r; = r de la matriz de
coeficientes A, son las soluciones no nulas del sistema homogéneo (A—rI3)Z = 0;
y, puesto que,

[5r % } N [ 1 2(5+r)}

i —d—r o—r 2a
N 1 —=2(6+r)
0 0 ’

son todos los puntos de la forma

3)-[*17]

con s # 0. Ya que

0—ro 2a [ o+ 2a
% -0 — 1o - L % -0+
[ 1 2(=0+r)
| 0+ 2a
N (1 2(=5+7)
| 0 0
los vectores propios correspondientes a ro = —r estdn dados
1 o 2(5 — T)C
T2 ¢
con ¢ # 0. Entonces, eligiendo s = 1 y ( = —1, la solucién del sistema lineal

homogéneo es

[Ah] _ [2@5) z(5+r)Hclert]

Ky -1 1 Coe™
B Cy (2r +28)e™ — C1 (26 — 2r) e~
- Czert . Cvlefrt
Ya que
0 2a 1 1 =25 |0
3 =6 |0 6 2a |1

tiene por solucién

eI
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la solucién general del sistema 10.2 es

A B 2(r—0) 2(r+9) Cre "t n A
K o -1 1 Cye™ K
B 2(r —6)Cre™" +2(r + 6)Cae™ 4 X
B —Cre7" + Coe™ + K ‘

Sustituyendo las condiciones K(0) = Ko y A(T") = 0, se obtiene el sistema

-Ci1+Cy = Ky—K
201 (r — 0)e " 4205 (r + 6)e’T = —X
Por tanto,
Co=C1+ Ky — K
y _ -
201 (r —0)e ™" +2(Ch + Ko — K) (r+0)e"™ = =X
por lo que

2(r = 8)e ™ +2(r + 8)e™)C = —2(Ko — K)(r +0)e"™” — X,

luego, - -
—2(Kog — K)(r+8)e™ — X

C1= 2(r —8)e T +2(r + §)erT

—2(Kog— K)(r+6)e™ =X\ _
Gz = 2(7'(— 5)6—7’7)1(4— 2(7‘)—1- 8)er” T Ro— K
—2(Ko —K)(r+8)eT —X+2(r—8)e " (Ko — K)+2(r +6)e" (Ko — K)
2(r—96)e T +2(r + 0)e™”
2(r —0)e "I (Kog — K) — A
2(r = 0)e T + 2(r + d)erT

Puesto que, en este caso, F = K — aK?2 — I?,

Frrx Fkr
H =
[ Frx  Fip ]
_ —2a 0
o 0 —2

tiene los valores propios —2a, —2, la funcién F' es céncava; y ya que G = I — K
es lineal, el funcional J alcanza su valor méximo en la (K, ) con

K = 2(r—48Cie " +2(r+6)Cee™ + A,
1 1 —r r [
I = 5)\25(—016 t+026t+K)
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donde

o = —2(Ko — K)(r +9)e’™ — A
LT 20— 8)e T+ 2(r + 0)e'T Y
2(r —8)e "I (Ko — K) — A
2(r—0)e T +2(r +0)er ™’

Cy =

Es decir, la firma alcanza su méxima ganancia, en el intervalo [0, T], definiendo
su capital y su inversién de esta manera.






Capitulo 11

Control 6ptimo para
problemas con factor de
descuento

A pesar de que en el capitulo anterior se resolvieron problemas de control 6ptimo
de la forma basica

T
maximizar J(x,y):/ F(t,z,y)dt
0
, &= gty
sujeto a {x(O) —

en economia es mas frecuente que se presenten aplicaciones donde aparece un
factor de descuento en el integrando; es decir, donde se optimiza un valor pre-
sente. En este segmento nos abocaremos a resolver este tipo de problemas
cuando las funciones involucradas son auténomas.

11.1 Problemas con factor de descuento autéono-
mos
En varios modelos de economia se presentan modelos donde se requiere optimizar

funcionales que contienen un factor de descuento e=?¢, donde p > 0 es la tasa
de descuento; esto es, resolver problemas de control 6ptimo de la forma

T
maximizar J(x,y):/ F(t,z,y)e Ptdt
. 0 (11.1)
sujeto a & = gt zy)
z(0) = xo

Por desgracia en la mayoria de estos problemas, cuando una de las funciones F
o g depende de t, el sistema de ecuaciones diferenciales que resulta, utilizando

127
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las condiciones necesarias del teorema 10.1 (p. 120) aplicadas al hamiltoniano
H = F(t,z,y) + M\g(t,x,y), no es auténomo'; cuando esto sucede el sistema
puede ser sumamente complicado de resolver (incluso imposible) y es muy dificil
aplicar técnicas cualitativas para analizar su comportamiento. Sin embargo, si
F y g son funciones auténomas; esto es, ambas no dependen de la variable
independiente t: F = F(x,y), g = g(z,y), entonces, modificando ligeramente
el hamiltoniano, es posible deducir —mediante las condiciones necesarias del
teorema 10.1-, un sistema de ecuaciones diferenciales que si es auténomo para
resolverlo directamente o utilizar el enfoque cualitativo para su andlisis. En
efecto, sea H =F(x,y)e " + Ag(z,y) el hamiltoniano del problema de control
6ptimo con factor de descuento (11.1), y sea Hy = He’?, entonces

0= oH — aHle—pt

oy dy
implica
Ot
—_— = 11.2
=0 (11.2)
Y OH oH
\— 't \ = 2t -t
A p = A g e

Sea u = Ae”!, entonces A = ue~"%; por tanto,

A= (jt— pp)e "

Luego,
(o —pu)e " = A
_ _87—[1 —pt
Ox ’
esto es,
PO /Y
fv— pp Fr

Ya que pu = Aef?t,
Hi = F(z,y) + pg(z,y)

y el sistema que se debe resolver para solucionar el problema es

S 9
popi = o (11.3)
@ = g(z,y)

Ahora despejemos la variable de control y de (11.2), digamos y = ¢(x, 1) (supon-
dremos que esto siempre se puede realizar), y sustituyamos en los lados derechos
de las dos igualdades de (11.3), entonces obtenemos el sistema auténomo

1Un sistema de ecuaciones difernciales es auténomo si es de la forma ¥ = f(&); es decir,
aunque las funciones componentes de & = (21, ...,%n) dependen de la variable independiente
t, la funcién f no depende de t.
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o,
B oz T PH

= gz, p(z,p))

A la variable p = \e?! se le llama el valor actual (presente) de la variable de
coestado A y a H; el valor actual (presente) del hamiltoniano H del problema
de optimizacién. En resumen:

Teorema 11.1 (Condiciones necesarias) Si el problema de control dptimo
con factor de descuento

T
mazimizar J(J:,y):/ F(z,y)e *tdt
0

: & = g(zy)
sujeto a {x(O) -
tiene solucion (x,y), entonces ésta satisface:
Ot _ 0
dy
- _ Oy
pmpp = ==
& = gl e(z,pm)
wT) = 0

donde H1 = F(x,y) + pg(z,y) es el valor actual del hamiltoniano de este pro-
blema, u = \e?t es el valor actual de la variable de coestado X\, yy = ¢(z, 1) se

obtiene al despejar y de % =0.
Y

Por otra parte, ya que el hamiltoniano #; inicamente se utiliza para obtener
un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales en términos del valor presente
de la variable de coestado de la variable de estado, p y x, respectivamente, y
la concavidad de la funcién F' = F(z,y) implica la concavidad de la funcién
z = F(x,y)e*!, las condiciones suficientes establecidas en el teorema 10.2, p.
120, siguen siendo vélidas al aplicarlas a las funciones F = F(z,y), g = g(z,y)
y A= ue~Pt. Bs decir:

Teorema 11.2 (Condiciones suficientes) Si (z*,y*, \*) satisface las condi-
ciones necesarias del teorema 11.1 y se cumplen las dos siguientes:

1. La funcién (z,y) — F(z,y) es cdncava.

2. Una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(a) La funcion (z,y) — g(x,y) es lineal.
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(b) La funcion (x,y) — g(z,y) es concava y A(t) > 0 para todo t € (0,T).
(¢) La funcion (z,y) — g(x,y) es conveza y A(t) < 0 para todot € (0,T).

Entonces el problema de control dptimo (10.1) tiene solucion en (z*,y*).

Ejemplo 11.1 Resolver el problema de control dptimo con factor de descuento

1
mazimizar J = / (zy —y?* — x?)e *dt
0

sujeto a & = rry
g z(0) = 14 ie?

Solucién: » En este caso u = \e?' y

Hi=ay—y* — 2+ p(z +y);

por lo que
Oty T+ W
0=——=2—-2 =y = .
By T y+pu=1y B)
Entonces
OH1
M (=2
o (y — 2z + p)
= —I+’u—|—2x—u;
2
por lo tanto
Ly, - 9
2
se reduce a
_§$+H
H=3%7 5
y
T=x+y
a
.3 +1
T=—-x+ =
2t T ok

Y, en consecuencia, el sistema (auténomo) a resolver es

o= qutge

i = Luid, (11.4)
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Los valores propios de la matriz de coeficientes de este sistema estan dados por
las soluciones de la ecuacion

1_ 3 3 1 3
0 = 27" ;2 |=(2=r)(==r)-2
Vot sG-S
= r2—2r
= r(r—2)
que son ;1 =0y ro = 2. Para r; = 0 el sistema homogéno
1 3 1 3
CR AN = 1270 .2 ‘
3 3N 3 30
1 3
- (14
2 2
1 3
0 0

tiene solucion [ &1 ] =a [ _13 ] , a € R; mientras que para 7o = 2 el sistema

3
1 3 1 3
’ 27, 2 ~ 272 2 ]
7 g2 7 372
_3 3
~ 2 A }
L 2 2
1 -1
0 0
tiene solucién [ gl ] =b [ 1 }, b € R. Por tanto la solucién general de (11.4)
2

esta dada por
. -3 1 & . -3C1 + 02€2t
Tz | 1 1 Cg€2t o Ci+ Cg€2t
Por las condiciones, z(0) = 1 + ge? y pu(1) = 0, se tiene

—301+0262 = 0
1

Ci+0Cy = 1—|—§€2

cuyas soluciones son Cy = %62, Cs = 1. Por tanto,
z(t) = 162 + %t
-3

y, en consecuencia, la variable de control resulta ser

y() = (1) — a(t) = e — éeZ.
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Finalmente, en este caso, F = xy — 32 — 22

Foo Foy | [-2 1
Fpe Fpy || 1 =2

tiene polinomio caracteristico

; entonces

(_2 - T)2 - 1a

y sus valores propios son, por tanto, 11 = =1 < 0y ro = =3 < 0, por lo que F
es céncava; y ya que la funcién & = g(z,y) = x + y es lineal, las funciones = y
y resuelven el problema de maximizacién dado. <«

11.2 Un problema de produccién con factor de
descuento

Una firma tiene una rapidez de produccion que depende tinicamente de la mano
de obra L, dada por L — %LQ, y el precio por unidad de producto es constante
e igual a una unidad monetaria. La firma paga una cantidad fija de 2 unidades
monetarias de salario, por unidad de tiempo, a cada trabajador; e incurre en
gastos de contratacién por unidad de tiempo de %H 2 unidades monetarias
si realiza H contrataciones por unidad de tiempo. La empresa pierde mano
de obra en proporcién constante a la cantidad de empleados por unidad de
tiempo con constante de proporcién é La firma desea encontrar la funcién de
contrataciones H = H(t) que maximice sus ganancias si se considera que hay
un factor de descuento e~ 5* en el intervalo de tiempo [0, 10].

Puesto p = 1 es el precio por unidad del producto, entonces la ganancia total
por la venta de éste desde t =0 hasta t =10 es fow(L —L1? 2L - LH?)e 5dt.
Ya que realiza H contrataciones por unidad de tiempo, y la empresa pierde éL
empleados por unidad de tiempo, entonces L =H- %L. Asi, se tiene que
resolver el problema de control éptimo con factor de descuento

T
1 1
maximizar J = /0 (—L — TOLZ _ EH2)6_%tdt
H - %L
Lo

sujeto a L
! L(0)

donde Ly es la mano de obra con la que cuenta la firma en ¢ = 0. En este caso

1 1 1
=—L- —IL*—- —H? H—-L
a2 10 ol A =5
por lo que
OH1 1
0 = —=--H
om 5 tH
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Por otra parte,
OH1 1 1
— =-1—-L——p.
oL 57 5"
Entonces, el sistema de ecuaciones a resolver es
1 1 1
1——-pu = -—L+ - 1
o5 prtEh T
i o= m-1
5
1
= 5u——-L
o5
esto es,
2 1
b= gptzL+1
i B — %L (11.5)
El sistema - -
EESIHAEEY
5 —z L 0
tiene solucién
-1 1
5
) ’ 0 —: 5
H= T2 1 =5
£ E 27
5 -
2
1
= 125
Tt
5 51
5 —5
2 1
Por otra parte, los valores propios de { g 5 } estan dados por las soluciones
5
de la ecuacién
2 _ 1 2 1
5 T 5 — (20— —
s | = Gy
5 25
que son:
re = 1 + i\/ 109
! 10 10
1 1
= ———V1
2 0 10V
Para ry = 1—10 + % 109,
2 1 3 1 1
ER R _ | 10~ V109 5
5 —i-n 5 & — 5v/109
3 1 1
~ | 101V 3
0 0
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por lo tanto, los valores propios correspondientes a r; estan dados por

1
a[ 7%+% 109 },Q#O. Mientras que para 7’2:%7% 142,

2 1 3 1 1
55 _ | &5+ 5V109 5
5 -5 5 — 15 + 15109
3 1 1
~ | 0tV 5 |
0 0|’
por lo que los valores propios correspondientes a ro satisfacen
I6] [ 3 11 169 } , B # 0. Entonces, la solucién general del sistema (11.5) estd
272
dada por
" . [ 1 1 Cie n M
L| = | =2+3V109 —3—3V109 | [ Cpe™ L
[ 1 1 Cpemt —=2
= . + T
RPN NE
. [ Clerlt + 026 5 ]
= _ (% /7109 . %) Clerlt ( /109 + ) C erzt 1275 |

Ya que pu(T) =0y L(0) = Ly, C; y Cs son las soluciones del sistema

. i 5
671T01+672T02 — ﬁ
1 3 1 3 125
—v109 — = — | =V1 - = —
(2 09 2)0 <2 09+2>C2 o7
esto es,
5 eT‘zT
27
’ 57— (3V109+3) ‘
Cl = erlT ergT
‘ (3V109-3) = (3v109+3) '
B 1225 Tr2+5\/w+18
C 3eTm — 3eTra 4 L/100eTm 4 13/109eTT
7‘1T i
1 < 12275
(3v109—-3) 2
Cy T
et e

’I"zT
’ (3v109-3) —(3v109+3) ‘
L mem gy g
3eTr — §eTT2 + 3V109eT + 1/109¢7"2
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Finalmente, ya que F = —L — %LQ — 1—10HZ7 la matriz
Frp Frg | _ -3 0
Fur Fun 0 :
tiene los valores propios l; = lo = —é < 0, entonces la funciéon F' es concava; y

. 1
puesto que —en este problema—g =L = H — gL es lineal, la funcién de ganancia

alcanza su valor méximo en el intervalo [0, 7] si
H =5u

donde pu = Cre™t + Che™t — 2%, r1, T2, C1 y Cy son los valores que se calcularon
anteriormente.

11.3 Un problema de inversién con analisis cua-
litativo

En la introduccién se planteé el problema de inversién J = fOT(K —aK?—1?)dt
sujeto a K = I — 0K, K(0) = Ko y en la seccién 9.2 se resolvi este problema.
Ahora supongamos que en lugar de la funcién de producciéon Q(K) = K — aK?
tenemos una funcién més general Q = f(K) que cumple con las siguientes
condiciones: f es clase C? en [0,00); f(K) > 0, para K > 0; f(K) < 0, para
K > 0; limg o f(K) = 0o y limg 00 f(K) = 0 (es decir: f es creciente y
coéncava en el primer cuadrante; mientras que f es decreciente y tiene como
asintotas a los ejes de coordenadas en el primer cuadrante) y que la firma ahora
necesita resolver el problema con factor de descuento:

T
maximizar J:/ (f(K) - I*)e Ftdt
0

sujeto a = I-4K o
! K©0) = K,
Entonces
Hi = f(K)—I? 4+ u(I — 0K)
por lo que
OHq
= — =-2]
0 ol +u
implica I = %u; y ya que
OHy .
—————=—f(K)+9¢
3K F(K) + op,
el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver es
. OH .
p=pp = _87(1 = —f(K) +op

: 1
K = I-0K= p-dK
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esto es, ]
K = 6K + 3h '
foo= @+pp — f(K)
Puesto que no conocemos a la funcién f, no se puede resolver explicitamente el
sistema?, entonces aplicaremos técnicas cualitativas para analizar la solucién de
este problema:s:

(11.7)

Punto de equilibrio: El punto de equilibrio, (K, fi), estd dado por la solucién
del sistema

1
—K+-p =0
2
(6+pu—f(K) = 0
que se encuentra en la interseccion de las graficas de las funciones p = 26 K

fK

yu= e que se ilustra en el bosquejo gréfico de la figura 11.1.
p

Naturaleza del punto de equilibrio: En este caso, para el sistema no lineal
(11.7), fi(K,p) = —6K + ipy fo(K,p) = (6 + p)u — f(K); por lo que

o of -

== (K, p) (K, ) _ 1 L
gﬁ _ 38}‘/2 _ _| ..5, 2 :—5(5+p)+%f(K)<()
%(Kw) ETy(K,u) —f(K) d+4p

) (11.8)
porque 6 > 0, p > 0y f(K) < 0 para todo K > 0. Por lo tanto, la
linearizacién del sistema (11.7) es

K = —6K+%u
o = —fK)K+(+p)n

y, por (11.8), el punto de equilibrio (K, /i) corresponde localmente a un
punto de silla.

Bosquejo del retrato de fases:

Isoclinas De (11.7) se deduce que

dp (04 p)p — f(K)
dK —6K + $p

2De hecho, aunque se diera en forma explicita esta funcién, probablemente no seria posible
resolver el sistema . Por ejemplo, f(K) = In(K) cumple con las condiciones dadas, y el sistema
que resulta es

. 1
K = —§K+§p,

A 1
Bo= (B+pp %

el cual no es lineal y no se tiene una herramienta general para resolver este tipo de sistemas.
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d
Por lo tanto, i 0 si

dK

dp .
— = o0 si
Y aK
©w=20K.
Esto significa que toda trayectoria que cruce la recta y = 20K lo
hard con pendiente infinita y toda trayectoria que cruce la curva
1

=5 f(K) lo hard con pendiente cero como se ilustra en la figura

11.1.

Direcciones de las trayectorias: Puesto que
. 1
K = —6K+§u>0<:>u>26[(,

i = G4 = () > 06 > ()

las direcciones de las trayectorias estan determinadas por las regiones
que se encuentran por encima o por debajo de las curvas = 20K y
w= m f (K), representadas por un par de flechas que parten de un
punto comin como se muestra en le figura 11.1

Separatrices: Puesto que el punto de equilibrio (K, /i) corresponde a
un punto de silla, existen un par de trayectorias que equivalen a las
asintotas de un punto de silla en un sistema lineal y que pasan por el
punto de equilibrio y corresponden a una trayectoria que es estable
y a otra que es inestable; las cuales se ilustran en la figura 11.1 como
las curvas S1 y Ss.

Anadlisis cualitativo de la solucion: En el plano de fases bosquejado en la
figura 11.1 se observa que la solucién al problema 11.6 sélo puede ser una
trayectoria que esté por debajo de la separatriz Ss por la condicién de
transversalidad ;(T') = 0. Por tanto, para un valor inicial K(0) = Kq < K
y un T" dados, la solucién K = K (t), 0 <t < T, comienza en Ky, puede ser
que crezca un lapso de tiempo y después decrezca para tomar un valor final
K(T) en algunos casos menor que K y siempre menos que éste si K > K.
Este comportamiento puede ser muy rapido o mas lento dependiendo de
la longitud del intervalo [0, T7]; esto se ve reflejado geométricamente en la
longitud de las trayectorias de las posibles soluciones. En la figura 11.2 se
bosquejan estos dos casos para una condicién inicial Kq e Ij.

En contraparte, si Ko < K, I = I(t) decrece hasta que vale cero; mientras

que exhibe el mismo comportamiento si Kg > K e Iy < f(5+ ) (figura

11.3 (a)) y crece un lapso de tiempo y después decrece hasta valer cero en

T si Iy > f;i“p)) (figura 11.3 (b)).
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Figura 11.1: Plano de fases
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K(T)A/\
Ko Ko

K(T)1

Ko

K(T)+

Figura 11.2: Bosquejo de la posible variable de control éptima K = K (t) : Los
incisos (a) y (b) se dan cuando Ko < K e Iy > §Ko; mientras que (c) sucede si
Ko< K ely<§Kgocuando Ky > K.

To
Io

(2) (b)

Figura 11.3: Bosquejo de la posible variable de control 6ptima: (a) I = I(t) si

Ky < Ko Ko > K eIy < g((gj?g), (b) I:I(t) si Ko > Ke Iy > Qf((;jf;)))







Capitulo 12

Condiciones terminales
alternativas

En este capitulo se plantea la forma en que se debe modificar el principio del
maximo de Pontryagin para obtener condiciones necesarias en problemas de
control 6ptimo cuando el valor final de la variable de estado, z(T), o el propio
valor en el extremo derecho del intervalo, T, es fijo o no, o tienen algin tipo
de restriccion. Para la deduccién y comprobacion de los resultados que en este
apartado se establecen, se recomienda consultar las referencias bibliograficas
[13] pp. 864-866, [5] pp. 240-243.

12.1 Condiciones de frontera sobre x(7)

En esta seccién se analiza el problema de optimizacién donde T es fijo, el valor
terminal z(T') = b es fijo o debe satisfacer una restriccién de la forma z(7T") > b
para un valor dado b.

Punto terminal fijo

El problema a resolver es:

T
maximizar J:/ F(t,z,y)dt
0

i = g(t,z,y) (12.1)
sujeto a z(0) = o
z(T) = b

donde T y b son fijos; es decir, la grafica de la variable de estado 6ptima debe
empezar en el punto (0,x0) y terminar en el punto (7', b) como se ilustra en la
figura 12.1. En este caso las condiciones necesarias del principio del maximo de
Pontryagin son las mismas, cambiando la condicién de transversalidad A\(T") = 0
por la condicién de frontera x(T') = b; es decir:

141
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ro —

Figura 12.1:

Teorema 12.1 Si el problema de control éptimo con punto terminal fijo 12.1
tiene solucion dptima en (x,y) y H = F(t,z,y) + Ag(t, z,y) es el hamiltoniano
de este problema, entonces se cumplen las siguientes condiciones:

OH
oy
__oH
2 T oz
&= g(t,z,y)
3 z(0) = o
z(T) = b

Naturalmente, si en lugar de un problema béasico de control éptimo se tiene un
problema con factor de descuento

T
maximizar J:/ F(z,y)e Pdt
0

&= glxy)
sujeto a z(0) = xo
z(T) = b

las condiciones necesarias del teorema 11.1, p. 129, siguen siendo validas uni-
camente cambiando la condicién de transversalidad p(T") = 0 por la condicién
de frontera 2(T) = b. Por otra parte, las condiciones suficientes de los teoremas
10.2, p. 120, y 11.2, p. 129, son aplicables en cada caso.

Ejemplo 12.1 Resolver el problema de control dptimo
1
mazximizar J:/ (z —y?)dt
0
T = vy
2

sujeto a z(0) =
z(l) = 4
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Solucién: » En este caso H = z — y? + Ay y en el ejemplo 10.1 (p. 121) vimos
que la solucién estd dada por z(t) = =22 + 11t + O, y =& = -3t + 10,
Entonces z(0) =2 y x(1) = 4 implican

2 = (9
1 1

4 = —=+ =
4+201+CQ

por lo que Cy =2y C; = 9/2. Por tanto,

1, 9
)= -2+t 42

x(t) 1 +4+

Y 19
t)=—-t+-

y(t) 5t t 7

Puesto que F es céncava (cf. ejemplo 10.1, p. 121) y g(z,y) = y es lineal, z y
y resuelven el problema. <«

Linea terminal vertical truncada

El problema a resolver es

T
maximizar Jz/ F(t,z,y)dt
0

z = g(ta X, y)
sujeto a z(0) = o
z(T) > b

es decir, la gréfica de la variable éptima de estado debe empezar en (0,xzq) y
terminar en algin punto cuya ordenada, z:(T'), tiene un valor al menos igual a
b como se ilustra en la figura 12.2.

Figura 12.2:
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En este caso el problema se resuelve de la siguiente manera: Se aplican las
condiciones necesarias del teorema 10.1, p. 120 (o teorema 11.1, p. 129).

e Si la variable de estado encontrada satisface la restriccién xz(T") > b, ésta
es la solucién al problemal.

e Si la variable de estado encontrada no satisface la restriccién z(T') > b,
entonces se cambia la condicién de transversalidad A(T) =0 ( u(T") = 0)
por la condicién de frontera z(T) = b. La variable de estado que se
encuentre con este criterio es la solucién del problemal

Ejemplo 12.2 Resolver el problema

1
maximizar J:/ —y2dt
0

T = z+4+y
sujeto a z(0) = 1
z(l) > 3

Solucion: » En este caso
H=—y"+Az+y)

Entonces 5
I oy a=0
y

implica y = %/\ y el sistema a resolver es

. OH
S
r = T+vy
esto es
A= =A
1
T = z+ 5)\
Por tanto, al separar variables,
A=Chet

y, en consecuencia,

1
r = —Cre .
x :E+2 1€

INaturalmente, si se satisfacen condiciones suficientes.
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Por lo que

La condicién de transversalidad A(1) = 0 implica C; = 0 y, por tanto,
z(t) = Cye’.

Por la condicién inicial z(0) = 1, se tiene Cy = 1, luego

sin embargo,
z(1) =e< 3.

Entonces, se debe susutituir la condicién de transversalidad A(1) = 0 por la
condicién de frontera x(1) = 3 y, asi, C7, Cy son las soluciones del sistema

1
1 = z(0)= —101 + Co
1
3 = z(1)= —101671 + Che
que estan dadas por
‘ 1
3 e 12 — 4e
Cl = 1 = 1
-7 1 e—e
—%e‘l e
1
P, 1
—=e~ 3 _ p—
Gy = : 1 - 6—1
-7 1 e—e
—ie‘l e

Asi que,
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1
= -\
y 2
1
= cheit

112 —4e _,
- e
2e¢—e1
6—2 _,

= e
e—e 1l

son las variables de estado y de control éptimas, respectivamente, de este pro-
blema, porque F = —y? es una funcién céncava y ¢ = = + y es una funcién
lineal. «

12.2 Condiciones de frontera sobre T

En esta seccion se analiza el problema de optimizacion donde T' es variable y el
valor terminal z(T') = b es fijo o T' debe satisfacer una restriccién de la forma
T < Tmsx para un valor dado Ty,sx.

Linea terminal horizontal

El problema a resolver es

T
maximizar J:/ F(t,z,y)dt
0
& = g(tzy)
sujeto a z(0) = =xo
z(T) = b

donde b es un valor dado y T es libre (variable). Es decir, en este tipo de
problema se permite escoger el valor de T para poder alcanzar el nivel objetivo
x(T) = b, como se ilustra en le figura 12.3

En este caso la condicién de transversalidad de la variable de coestado
MT) = 0 (o u(T) = 0, si el problema es con factor de descuento) se susti-
tuye por la condicién de transversalidad sobre el hamiltoniano H (o Hi, si el
problema es con factor de descuento):

H(T) =0

(o H1(T) = 0, si el problema es con factor de descuento) y las demds condiciones
del teorema 10.1, p. 120 (o teorema 11.1, p. 129, si el problema es con factor
de descuento) permanecen iguales. Obviamente las condiciones de los teoremas
10.2, p. 120, y 11.2, p. 129, son aplicables en cada caso.
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| | |

T T T
T T> T

Figura 12.3:

Ejemplo 12.3 Resolver el problema de control éptimo

T
mazximizar J:/ —(t? + y?)dt
0
T =y
sujeto a z(0) = 4
z(T) = 5

donde T es libre.

Soluciéon: » En este caso

Por lo que
OH
— =2 A=0
Jy vt
implica
1
Y73
y el sistema a resolver es, entonces,
: OH
A= ——=0
Or
1
Luego,
A= O

147
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Por lo tanto, el sistema a resolver, para encontrar Cy, Cy y T es

4 = CC(O):CQ
5 = z(T)= %ClT+C2
1 1
0 = H(T)=—(T?+ (§>\)2) +A(5N)
1 1
= (1" + 40D + 507
1

esto es,

Cy, = 4
1
§ClT +Cy = 5

1
—-T2 4+ 1012 =0

que tiene por solucién (recordando que T'> 0) Cy =4, C; =2y T = 1. Por
tanto,

son, respectivamente, las variables de estado y control éptimas de este problema?
en el intervalo [0,1]. <«

Linea terminal horizontal truncada

El problema a resolver es

T
maximizar Jz/ F(t,x,y)dt
0

i = g(t,z,y)
. z(0) = 9
sujeto a 2(T) — b
Tngéx

donde el valor b es dado y T es libre (variable); pero T no debe pasar de un
valor fijo Tinsx. Es decir, en este tipo de problema se permite escoger el valor de
T para alcanzar el nivel objetivo 2(T") = b, pero T debe satisfacer 0 < T' < Tpax
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| | | >
T T ;

T
T1 T2 Tm ax

Figura 12.4:

como se ilustra en le figura 12.4. Nuevamente, como en el caso del problema
con linea horizontal terminal, la condicién de transversalidad de la variable de
coestado A(T') = 0 (o u(T) = 0) se sustituye por la condicién de transversalidad
sobre el hamiltoniano H (o H1):

H(T) =0

(o H1(T) = 0) y las demds condiciones del teorema 10.1, p. 120 (o teorema 11.1,
p. 129), permanecen iguales. Si el valor T’ que se calcula con este procedimiento
es menor que Tyix, €l problema estd resuelto; en caso contrario, se toma T, 45
como valor fijo y se resuelve con la técnica para el problema de punto terminal
fijo con 2(Tmax) = b.

Ejemplo 12.4 Resolver el ejemplo 12.3 con la condicion 0 < T < %

Solucién: » En el ejemplo 12.3 se encontré la solucién 6ptima x = t + 4
y T =1 que no es menor a 1/2. Por tanto, hacemos Thsx = 1/2 el extremo
derecho del intervalo y se resuelve el problema con la técnica de punto terminal
fijo con z(1/2) = 5. En ese ejemplo se vio que z(t) = $C1t + Cy; asf que el
sistema a resolver es

4 = $(0):CQ
1
x(1/2) = 101 + O

o
I

cuya solucién es Co = 4 = Cy; por lo que la variable de estado éptima es
x(t)=2t+4,t€[0,1/2].

<

20bsérvese que F = —t? — y? es céncava y que g = y es lineal.
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12.3 Un modelo de consumo 6ptimo

Supongamos que una persona tiene una cantidad inicial zy de capital en un
banco que posteriormente crece instantaneamente en forma proporcional al cap-
ital con constante de proporcionalidad r > 0. El individuo tiene un tinico con-
sumo cuya rapidez en el tiempo esta dado por la funcién ¢ = ¢(t). Todo lo que
no consume lo reinvierte. De esta manera la rapidez con la que aumenta su
capital en el banco estd dada por

T =rx—ec.

El individuo desea elegir la funcién de consumo c¢(t), en tiempo de vida T,
que maximice la utilidad total, si tiene una funcién de utilidad instantanea
U(c) = lnc y un factor de descuento con tasa p > 0; ademds, al final tiene que
conservar una cantidad fija b en el banco. Es decir, quiere resolver el problema

T
maximizar J:/ In(c)e Pdt
0

T = rr—c
sujeto a z(0) = o
x(T) = b

En este caso

Por lo que
OH,4 _ 1 —0
dc c
implica
1
c=—
1
y, por tanto, el sistema a resolver es
SR/
fimpp = —p ==
. 1
T = re—c=rr— —
7
esto es,
o= (p—r)u
1
& = rox——
I

La primera ecuacion del sistema anterior tiene solucion

p= Cyelp—mt
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y, entonces, la segunda ecuacién se transforma en

T —rx= —ie(’“_p)t
1

cuya solucién esta dada por

1 1
_ = (r=p)t —rt
x = e*”/ Cle PIlte™"dt
1 1
= ———e Pldt
e~ Tt / Cl €
1 1
- e Pt
e Tt |:Clpe + 2:|
1
_ (r—p)t rt
= ——e + Coe™.
pC1 ?
Al sustituir las condiciones en la frontera obtenemos el sistema
1
T z(0) oCh + C2
1
b = T = — (r—p)T C rT
x(T) e e + Cse
Sea A = p%l, de esta forma el sistema anterior se transforma en el sistema lineal
A+Cy = xg
AeT=PT 4 Che™™ =
cuya solucién esta dada por
o 1
Ao b T _ b— xpe™ T
1 1 e(r=p)T _ orT
6(7"7p)T erT
1 )
oo e(r=p)T b zoer=PT
2 1 1 Celr=p)T _ T
e(r—p)T erT
Por tanto,
1 (r—p)T _ rT
Cy 2 -
pA  p(b—xeeT)
y entonces
1
ct)y = —=
L
B 1
o Cle(P*T)t
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es la funcién de consumo que resuelve el problema (porque F' = In(c) es concava
y g = rx — c es lineal).

Ejemplo 12.5 Supongamos que ahora, en el problema precedente, el inversio-
nista desea dejar al menos b unidades monetarias al final del tiempo de vida T';
es decir, se tiene que resolver el problema de linea terminal vertical truncada

T
maximizar Jz/ In(c)e™"'dt
0

by = rz—c
sujeto a z(0) = =9
x(T) > b

1
Ast, por lo anterior, p = CrelP="t ¢ = = y x(t) = p—éle(r”’)t + Coe™ y la

condicion de transversalidad p(T) = 0 implicaria C1 = 0 lo cual no es posible
porque entonces x no estaria definida; por tanto, el problema se debe tratar con
la estrategia de punto terminal fijo con x(T) = b, que produce la misma solucion
que encontramos anteriormente.



Capitulo 13

Problemas con horizonte de
tiempo infinito

En este capitulo se estudiaran los problemas de control éptimo que tienen hor-
izonte de tiempo infinito; es decir, problemas donde se requiere maximizar un
o0

funcional de la forma J(x,y) = / F(z,y)e " dt.
0

13.1 Horizonte de tiempo infinito con puntos
terminales fijos

El problema a resolver en este caso es

o0
maximizar J:/ F(z,y)e "dt
0

& = 9(z,y)

sujeto a z(0) = o
lim z(t) = b
t—o00

donde el valor b es dado. Es decir, la gréafica de la variable de estado comienza
en punto (0, zg) y converge asintoticamente al nimero real b. Para resolver este
tipo de problemas se aplican las mismas condiciones del teorema 12.1, p. 142,
cambiando la condicién de frontera x(T) = b por la condicién de convergencia
asintética thj& z(t) =b.

Ejemplo 13.1 (Consumo éptimo con horizonte de tiempo infinito)

Consideremos el modelo de consumo dptimo que se tratd en la seccion 12.3 (p.
150), pero ahora supongamos que el capital del banco tiende a cero cuando t
tiende a infinito si se supone, para este fin, que r < p; es decir, resolvamos el

153
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problema con horizonte de tiempo infinito

mazimizar J:/ In(c)e P dt
0

T = rx—c

sujeto a z(0) = o
lim z(t) = b
t—o0

En la seccion 12.3 se encontraron las soluciones generales

1
Jf(t) = pﬁe(rfp)t + Cgert
1
1
oty = St

1
Como )
0= lim z(t) = lim ——e" P! 4 Che™

t—o00 t—o0 pCl

entonces Cy debe ser cero. Con la condicion x(0) = xg, obtenemos

1
To = —
0 pC1
de donde )
C,=—
PTo
y, por tanto,
z(t) = zoel" P!
c(t) = proe" P = pa(t).

13.2 Horizonte infinito con puntos terminales li-
bres

El problema a resolver en este caso es

maximizar J(x,y):/ F(z,y)e "dt
0

& = g(z,y)
sujeto a z(0) = o

lim «(t) libre

t—o0

Para solucionar este tipo de problemas se plantea el sistema de ecuaciones difer-
enciales que produce las condiciones 1 y 2 del teorema 12.1, p. 142, y, en general—
cuando p es suficientemente pequenio—, el punto de equilibrio (Z, 1) corresponde
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a un punto de silla; entonces, cuando esto sucede, las condicién de frontera que
se utiliza para encontrar la solucién 6ptima del problema de control es

Jim +(1) =3

Es decir, cuando el punto de equilibrio (Z, i) corresponde a un punto de silla,

entonces la trayectoria estable (z*,p*) = (2*(¢), u*(t)), la tnica que satisface,

en el plano de fases, lim z*(t) = Z, lim p*(t) = [, es la trayectoria éptima,
t—o0 t—o0

esto es: dada una condicién inicial 2(0) = zg,u(0) = pg, las funciones que

resuelven el problema y satisfacen esta condicién, x, y p,, son z.(t) = *(t) y

p(t) = p(t) con (27(0), u*(0)) = (o, pro)-

Ejemplo 13.2 (Inversién con horizonte de tiempo infinito) Resolver el
problema de inversion de la seccion 10.2, p. 122, con factor de descuento p y
con horizonte de tiempo infinito; esto es, solucionar el problema
o0
mazimizar J = / (K —aK? —I*)ePtdt
.Jo

= [ -90K
{K(O) = K

Solucién: » En este caso, el hamiltoniano presente es

sujeto a

Hi=K —aK? - I* + u(I — 0K)

por lo que
Ot
0=——=-21
oI TH
implica
1
= 2/1,.
Entonces, el sistema a resolver es
K = —-6K+1
1
= 0K+ =
+ 2u
o = 9
B pH oK
= —(1—-2aK — pud)
esto es,
K = —0K + 3H
. 13.1
o= 2aK + (p+dp — 1 (13.1)

La solucién del sistema lineal

o ode LR ] =11
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estd dada por

1
R
_ + 1
K = 4 1 = 2
2a¢ p+56
-5 0
B 2a 1 1)
K= § 1 )
- b 1) + p5 +a
2a p+56
5 1
. . . 3 .
Los valores propios de la matriz A = [ % pid } son las soluciones de la
ecuacién
—5-¢ 1 =02 —pl— (82 +pS+a)=0
2a p+o—1¢
que son
p P A+ 00+ a)
/L = =+ >0
2 2
P2 +4(5% + pd + a)
by = B — \/ <0
2 2
Para /4
—§— 1 % N 1 p+ga—h N 1 p+3a—€1
20 p+do—10 —6—0 3 0 0
p+é—4£y
por lo que los vectores propios asociados a 1 estan dados por « [ Eal ] ,

a # 0. Para £y

Sb-t L ][ 1 e=m] [ etn
2a p+d6—4 —0 — 4 % 0 0
pt+d—~s
por lo que los vectores propios asociados a {5 estan dados por f [ ial ],

B # 0. Por tanto, la solucién general del sistema (13.1) es

+0—4¢ +5—¢ V4 7%
K _ P o 1 14 o 2 016 1t n K
w -1 -1 Coe’2t I
esto es

51 51 .
K = 20 0ene 0,000 0 i
2a 2a

M — _Cleelt _ CQefgt + /1
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Puesto que
AR
‘Qa p+6‘——6(5+p)—a<0

el punto de equilibrio (K, 1) corresponde a un punto de silla ; K debe cumplir

lim K(t) = K
t—o0

y ya que £1 > 0, 5 < 0, entonces C tiene que ser cero; luego,

K:CQip_‘_(s_g?ebt—‘rk
2a

y como K(0) = Ky,

2@(K0—K)
Cp= 2202/
p+5—€2
Asi,
Kt) = (Ky—K)e?+K
o ZG(Ko—K) Ot _
1 a(KO—K) Vot _
I = — = — - ‘e*2
(1) = gult) = T e

resuelven el problema. <«

13.3 Modelo neoclasico de crecimiento econé-
mico

En este modelo se supone que los agentes econdémicos —poblacién y firmas— son

racionales y que la poblacién hace sus elecciones tomando en cuenta a toda su

descendencia. La produccién Y es una funcién linealmente homogénea' de dos
insumos, capital K y mano de obra L:

Y = F(K,L)

con las propiedades F, > 0, Fix >0, Fr.;, <0y Fxg < 0. Entonces, siy =Y/L
es el producto per cépita,

1Una funcién de dos variables z = g(z,y) es linealmente homogénea si es homogénea de
grado uno; esto es, g(az, ay) = ag(zx,y).
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por ser F' una funcién linealmente homogénea. De esta manera, si k = % es el
capital per capita

y = f(k)
donde f(k) = F(k,1). El producto total ¥ se consume o se invierte, por tanto,
si 0 es la tasa de depreciacién del inventario de capital K, C' es el consumo e [
la inversién, el crecimiento del capital estd dado por

K = I-0K
Y -C-90K
por lo que
K _ Y C (K
L L L L
= y—c—0k
f(k) —c—dk

donde ¢ = C/L es el consumo per cdpita. En este modelo se supone que toda
la poblacién trabaja y crece proporcionalmente a la misma con una tasa de
crecimiento n; esto es, L = nL. Entonces

. d (K
k_dt<L>

KL - KL
K LK
- L LL

K

= f(k)—c—3d6k—nk

por lo tanto,

k= f(k)—c—(6+n)k.
De esta manera, si U = U(c) es una funcién instantdnea de binestar social
(expresada en téminos per cépita) que satisface: U(c) > 0, U(c) < 0; p > n es
la tasa de descuento social (tasa del factor de descuento) y la poblacién inicial
se normaliza a uno; entonces la utilidad intemporal estd dada por

/ U(c)e™e Ptdt :/ Ul(c)e=(P~mtqt
0 0
y el problema a resolver en este modelo es, por lo tanto,

maximizar J:/ Ulc)e Pty
0

. = flk)—c—(5+n)k
sujeto a {k(O) —
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En este caso,
Hi=U(c)+ u(f(k) —c— (6 +n)k)

por lo que
% =U(c)—p=0
implica
p="Ulc);
de donde al despejar c,
c=¢(n)

y, por tanto, el sistema de ecuaciones que se obtiene es

ko= k)= o(n) — (6 +n)k

fr=(p—m)pn = —%%
= —(f0) -G +m)
esto es, .
ko= f(k)—o(p) — (@ +nk (13.2)

G +p— f(k)u

=
|

Puesto que 1 = U(c), .
L=U(c)e,

entonces, la segunda ecuacién diferencial del sistema (13.2) se puede escribir
como )

;o Z(©)

c=00+p— f(k)=
6 +p = F) g
y el sistema que analizaremos cualitativamente en lugar (13.2) es el sistema
equivalente

ko= f(k)—c—(5+n)k
(6+p— fOD5Y 15

El punto de equilibrio del sistema (13.3) es la interseccién de las curvas

¢

S+p—fk) = 0
fBy—c—(0+n)k = 0

Al despejar k de la primera ecuacién se obtiene la recta vertical
k=k
y al despejar ¢ de la segunda ecuacién se obtiene la curva

c= f(k)— (6 +n)k
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Puesto que f(k) = Frx(k,1) <0,

d?c

w:f'(k‘)<0

asf que ¢ = f(k)— (6 + n)k es una funcién céncava. El bosquejo de las gréaficas
de la curva ¢ = f(k)— (6 + n)k y de la recta k = k se encuntra ilustrado en la
figura 13.1; el punto de interseccién de éstas, (k, ¢), es el punto de equilibrio del
sistema (13.3). Por otra parte,

de O+p— k)G
dk ~ f(k)—c— (6 +n)k

asf que las trayectorias del sitema atraviesan con pendiente cero a la recta k = k
y con pendiente infinita a la curva ¢ = f(k)— (J + n)k como se ilustra en la
figura 13.1. Por otra parte,

o .

a5 (k) —c= (0 +n)k) e Ffk)y=(64n)=0

Dy —e—rmm| =

(k.c)

4 o ) U@

P <(5+p_f(k))t](c)> . = f(k)U(a)

0 o Ue) B e O (U _

8c<(5+p_f(k))0(c)> . = (6+p—f(k) 66(0(@)‘6_6_0
entonces,

o -1 .- U(@)
A U(E =—f(k)= 0
|f< e o | =W <

porque f(k) = Fgr(k,1) <0,U >0y U < 0; por lo tanto, el punto de
equilibrio (k,¢) correponde a un punto de silla. Luego, la trayectoria estable
del diagrama de fases es la trayectoria 6ptima del problema como se ilustra
en la figura 13.1. En este bosquejo se han considerado las direcciones de las
trayectorias considerando que

k=fk)—c—(0+nk>0sc< f(k)— (5 +n)k

é:(5+p—f(k))ggg>0<:>5+p—f(k)<0<:>k<E

_ En el plano de fases se puede observar que si ko < k es un valor cercano a
k, entonces la funcién éptima de capital per cépita k* = k*(¢) toma este valor
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trayectoria estable

Figura 13.1:

inicial en t = 0 y crece conforme ¢ aumenta tendiendo a k cuando ¢ tiende
a infinito; y de manera andloga se comporta la funcién de consumo 6ptimo
¢* = ¢*(t), tomando un valor inicial ¢g y tendiendo de manera creciente a ¢
cuando t tiende a infinito. En contraparte, si ko es un valor cercano mayor a k,
entonces la trayectoria éptima (k*,c¢*) = (k*(t), k*(t)) converge decreciendo al
punto de equilibrio (k, ¢).
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Capitulo 14

Calulo de variaciones

14.1 Frontera fija, frontera variable

Problema general

T

optimizar J = / F(t, f, f)dt
fla) = o
sujeto a T fijo o libre

f(T) fijo o libre

Las posibles combinaciones producen los siguientes casos de interés: frontera
fija, linea terminal vertical, linea terminal horizontal y sin linea ter-
minal. Para resolver el problema, en cualquiera de sus variantes, se procede de

la siguiente manera:

1. Se resuelve la ecuacién de Euler (ecuacién diferencial homogénea de se-

gundo orden):
4 (0F\ oF
dt\oaf) of

2. Se utilizan las condiciones de frontera y transversalidad, dadas en la tabla’
14.1, para determinar las dos constantes que aparecen en la solucién ge-
neral de la ecuacion de Euler y el valor de T' —si se requiere—, segin sea el
caso. A la funcién f* que se obtenga se le llama funcién estacionaria (o

extremal)
3. Se calcula la matriz hessiana: H = [ ?1 ?2 } .
21 22 (t,f,f)
Wonde Fol,_q = Fa(TJ@D).JT), [F-fR|__ =

JOR(T, f(T), {(T)) y F(T) = (T, f(T), /(T)).

165

F(T,f(T), (T)) —



166 CAPITULO 14. CALULO DE VARIACIONES

(a) Si para cada ¢ y para todo par (f, f) los valores propios de la matriz
hessiana son mayores o iguales a cero, entonces se alcanza un minimo
absoluto en f*

(b) Si para cada t y para todo par (f, f) los valores propios de la matriz
hessiana son menores o iguales a cero, entonces se alcanza un maximo
absoluto en f*

Caracteristicas Condicién de Condicién de
frontera transversalidad
Frontera T fijo fla) =xo
fija f(T) = yo fijo f(T) =yo
Linea
¢ T =Ty fijo
terminal . fla) = =0 Fal,_r=0
vertical F(T) libre
. Linea : T libre fa) F(T) = o
ermina _ . a) = xo g _
horizontal F(T) = yo fijo [F fFQ] = 0
Sin
. T libre F|,_.=0
linea . f(a) = o el
terminal F(T) libre F(T)=0
Tabla 14.1:

14.2 Funcionales de varias variables

Para resolver el problema

b
optimizar J:/ F(t,x1,22...,&p,&1,%2,...,&,)dt
a

zi(a) = «
sujeto a x;(b) = B,
i = 1,2,....n

se procede de la siguiente manera:

1. Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales de Euler
d(oF_oF _
dt 81‘1 83:1 B

d(OF\ _OF
dt 83.32 6332 -

d(oF\ _or _
dt \ 0k, Or,
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2. Se utilizan las condiciones de frontera z1(a) = a1,x1(b) = B1,22(a) =
ag, x2(b) = By, ..., xn(a) = ap,x,(b) = B,, para determinar las 2n cons-
tantes de la solucién general del sistema de ecuaciones de Euler del inciso
anterior. A la funcién f* que se obtenga se le dice funcién estacionaria.

3. Se calcula matriz hessiana

Foizy - Fxlxn Foiiy - wa’cn
H = Fa:nm e Fwnwn Fa:nah e Fwn:fvn
iz Fi’ll'n Filil Fi‘li'n
(a) Si para todo t € [a,b] y para todo (z1,...,Zn,&1,...,%s) la matriz

hessiana H tiene todos sus valores propios mayores o iguales a cero,
en f* se alcanza un minimo absoluto.

(b) Si para todo ¢ € [a,b] y para todo (z1,...,2Zn,21,...,4y,) la matriz
hessiana H tiene todos sus valores propios menores o iguales a cero,
en f* se alcanza un méximo absoluto.

14.3 Funcionales con derivadas superiores

Para encontrar una funciéon donde posiblemente el problema

b

optimizar J = / F(t,x,i,%,... ,x(”))dt
.IT(CL) = Qo, x(b) = ﬁo
x(a) = ag, ‘T(b) =B

sujeto a
2" D(a) = ap-1, 2" V(a) = B,
tenga una solucién, se procede de la siguiente manera:

1. Se resuelve la ecuaciéon de Euler-Poisson
OF _d (OF\  d (OF\ . (0F
Oox dt \ 0% dt? \ 0% dtn \ 9z(n) |

2. Se utilizan las condiciones de frontera z(*)(a) = ay, 2 (b) = B, k =
0,1,...,n — 1, (donde (9 (ty) = x(tg)) para calcular las 2n constantes
que aparecen en la soluciéon general de la ecuacion de Euler-Poisson
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14.4 Restricciones integrales

Para encontrar una funciéon donde posiblemente el problema

b
optimizar J :/ F(t, f, f)dt

Yo fae = ¢
sujeto a fla) = xo
) = o

tenga solucién, se procede de la siguiente manera:

1. Se resuelve la ecuacion diferencial
d(omy _oe
dt \ of of

2. Se utilizan las condiciones de frontera f(a) = zo, f(b) = yo y la resriccién
integral fab G(t, f, f)dt = L para plantear un sistema de ecuaciones y en-
contrar las constantes C7, Co —que aparecen en la solucién general de la
ecuacion diferencial del prime inciso— y el multiplicador A.

donde ® = F + \G.

14.5 Horizonte de tiempo infinito

Para encontrar una funciéon donde posiblemente el problema

o0

optimizar J = / F(t,z,z)dt

a
sujetoa  z(a) = «

tenga una solucion, se procede de la siguiente manera:

1. Se resuelve la ecuacién de Euler
d (OF\ OF
dt \ 0% or

2. Se establecen restricciones sobre alguna de las constantes que aparecen en
la solucién general, x(t), de la ecuacién de Euler, para que

lim «(T) =%

T—o0

sea un numero real y se utiliza la condicién de frontera z(a) = « para
determinar la otra constante.

3. Se verifica que la funcién z* que se encontré con lo dos incisos anteriores
cumpla con al menos una de las siguientes dos condiciones:
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@) Jim [F@.2@),54@) - @) 2 (@205 @)| =0

) 1im 2w (), 1)) =0

T—o00 O






Capitulo 15

Control 6ptimo

15.1 Problema basico

Para resolver el problema

T
maximizar J:/ F(t,z,y)dt
0

: T = g(tz,y)
sujeto a {:c(O) - 2

donde T es dado, x es la variable de estado y y es la variable de control, se
procede de la siguiente manera:

1. Se define el hamiltoniano del problema
H=F(txzy)+Ag(t,z,y)

donde A = A(t) es una funcién por determinar llamada variable de coes-
tado.

2. De la ecuacion % = 0 se despeja la variable de control y.

3. Se sustituye, donde aparezca, la variable de control que se despejé en el
inciso anterior en el sistema

. OH
AT T
T = g(tz,y)

para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales donde no estd presente
la variable de control.

4. Se resuelve el sistema que se obtuvo en el inciso anterior y se utiliza la
condicién de frontera z(0) = xg y la condicién de transversalidad \(T") =
0 para encontrar las constantes que aparecen en la solucién general del
sistema de ecuaciones.

171
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5. Sea (z*,y*,\") la solucién que se obtiene en el inciso precedente. Se
verifican las siguientes dos condiciones:

(a) Para cada t € [a,T] la funcién (z,y) — F(t,z,y) es céncava.
(b) Una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

i. Para cada t € [a,b] la funcién (z,y) — g(t,z,y) es lineall.
ii. Para cada t € [a,b] la funcién (x,y) — g(t,z,y) es céncava y
A*(t) > 0 para todo t € (0,T).
ili. Para cada t € [a,b] la funcién (x,y) — ¢(¢,z,y) es convexa y
A*(t) < 0 para todo t € (0,T).

15.2 Problemas autonomos con factor de des-
cuento

Para resolver el problema

T
maximizar J:/ F(x,y)e Pdt
0

sujeto a { To= gy)
z(0) = xo

donde T es fijo y p es la tasa del factor de descuento, se procede de la manera
siguiente:

1. Se define el valor actual del hamiltoniano del problema,

donde 1 = Xe”? es el valor actual de la variable de coestado \.

oH
2. De la ecuacién —+ = 0 se despeja la variable de control y.

dy

3. Se sustituye, donde aparezca, la variable de control que se despejé en el
inciso anterior en el sistema

S !

= g(z,y)

para obtener un sistema de ecuaciones diferenciales donde no esta presente
la variable de control.

Ly = p(x,y) es lineal si se puede escribir en la forma ¢(z,y) = az + by para ciertas
constantes a, b € R.
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4. Se resuelve el sistema que se obtuvo en el inciso anterior y se utiliza la
condicién de frontera x(0) = xg y la condicién de transversalidad u(T") =
0 para encontrar las constantes que aparecen en la solucién general del
sistema de ecuaciones.

5. Sea (z*,y*,\") la solucién que se obtiene en el inciso precedente. Se
verifican las siguientes dos condiciones:
(a) Para cada t € [a,T] la funcién (z,y) — F(t,z,y) es céncava.
(b) Una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

i. Para cada t € [a, b] la funcién (z,y) — g(t,z,y) es lineal®.
ii. Para cada t € [a,b] la funcién (z,y) — g(t,z,y) es céncava y

A*(t) > 0 para todo t € (0,T).
ili. Para cada t € [a,D] la funcién (x,y) — ¢(¢,z,y) es convexa y
A*(t) < 0 para todo t € (0,T).
15.3 Condiciones terminales alternativas

Problema general:

T
maximizar J:/ F(t,z,y)dt
0

r = g(t7 €, y)
z(0) = xg
=b 6
sujeto a (T) { >b
fijo 6
T libre 6
€ (0> Tmé.x]

donde x¢, b y Timax son valores dados. Las combinaciones de interés se describen
en la tabla 15.1.

Para resolver este problema, en cualquiera de sus variantes, se procede de la
siguiente manera:

1. Se realizan los pasos 1 a 3 del problema basico del apartado 15.1, p. 171.

2. Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene en el inciso
anterior.

3. Si se tiene:

Punto terminal fijo: Se utilizan las condiciones de frontera z(0) = ¢
y z(T) = b para determinar las dos constantes que aparecen en la
solucion general del sistema en el inciso 2.

20 = ¢(z,y) es lineal si se puede escribir en la forma ¢(x,y) = ax + by para ciertas
constantes a,b € R.
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Caracteristicas
Punto terminal T fijo
fijo x(T) = b fijo
Linea terminal T fijo
vertical truncada z(T)>b
Linea terminal T libre
horizontal z(T) = b fijo
Linea terminal T libre, con 0 < T < Thax
horizontal truncada x(T) = b fijo

Tabla 15.1:

Linea terminal vertical truncada: Se utiliza la condicién de frontera
y la condicién de transversalidad A(T") = 0 para determinar las dos
constantes que aparecen en la solucién general del sistema en el inciso
2. Sea ¥ la solucién que se obtiene en este paso.

(a) Siz(T) > b, 2* =T es la funcién estacionaria del problema y se
pasa al inciso 4.

(b) Si Z(T) < b, entonces se utiliza la condicién de frontera z(0) =
Zo, ¥ la condicién de frontera x(T') = b en lugar de la condicién
de transversalidad A(T') = 0, para determinar las dos constantes
que aparecen en la solucién general del sistema en el inciso 2 como
se hace en el caso de punto terminal fijo. Sea x* la soluciéon que
se obtiene en este paso.

Linea terminal horizontal: Se utilizan la condicién de frontera z(0) =
xo y las condiciones de transversalidad z(T) = by H(T) = 0, para
determinar las dos constantes que aparecen en la solucién general en
el inciso 2 y el valor de T. Sea x* la solucién que se obtiene en este
paso.

Linea terminal horizontal truncada: Se utilizan la condicién de fron-
tera 2(0) = ¢ y las condiciones de transversalidad z(T) = b y
H(T) = 0, para determinar las dos constantes que aparecen en la
solucién general del sistema en el inciso 2 y el valor de T'. Sea z* la
funcién que se obtiene.

(a) SiT < Thax, entonces * es la funcién estacionaria del problema
y se pasa al inciso 4.

(b) Si T > Tmsx, entonces se toma T = Tpay como valor fijo y
se encuentra z* utilizando el caso de punto terminal fijo con
x(T'méx) =b.

4. Se aplica el inciso 5 del problema bésico del apartado 15.1, p. 171.
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15.4 Condiciones alternativas para problemas con
factor de descuento

Problema general:

T
maximizar J:/ F(z,y)e "dt
0

r = g(.%', y)
z(0) = xg
=b 6
sujeto a z(T) >b
fijo 6
T libre 6
€ (0> Tmé.x]

donde zq, b y Tisx son valores dados. Las combinaciones de interés se describen
en la tabla 15.1. Para resolver este problema, en cualquiera de sus variantes, se
procede de la siguiente manera:

1. Se realizan los pasos 1 a 3 del problema auténomo con factor de descuento
del apartado 15.2, p. 172.

2. Se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene en el inciso
anterior.

3. Si se tiene:

Punto terminal fijo: Se utilizan las condiciones de frontera z(0) = g
y (T) = b para determinar las dos constantes que aparecen en la
solucién general en el inciso 2.

Linea terminal vertical truncada: Se utiliza la condicién de frontera
y la condicién de transversalidad p(7T") = 0 para determinar las dos
constantes que aparecen en la solucién general del sistema en el inciso
2. Sea T la solucién que se obtiene en este paso.

(a) SiZ(T) > b, * = T es la funcién estacionaria del problema y se
pasa al inciso 4.

(b) Siz*(T) < b, entonces se utiliza la condicién de frontera z(0) =
2o y la condicién de frontera z(T) = b en lugar de la condicién de
transversalidad u(T) = 0, para determinar las dos constantes que
aparecen en la solucién general del sistema en el inciso 2 como
se hace en el caso de punto terminal fijo. Sea x* la solucién que
se obtiene en este paso.

Linea terminal horizontal: Se utilizan la condicién de frontera :(0) =
xo v las condiciones de transversalidad z(T) = by H1(T) = 0, para
determinar las dos constantes que aparecen en la solucién general en
el inciso 2 y el valor de T. Sea x* la solucién que se obtiene en este
paso.
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Linea terminal horizontal truncada: Se utilizan la condicién de fron-
tera 2(0) = ¢ y las condiciones de transversalidad z(T) = b y
H1(T) = 0, para determinar las dos constantes que aparecen en la
solucién general del sistema en el inciso 2 y el valor de T'. Sea z* la
funcién que se obtiene.

(a) Si T < Thax, entonces z* es la funcién estacionaria del problema
y se pasa al paso 4.

(b) Si T > Tnax, entonces se toma T = Tpax como valor fijo y
se encuentra z* utilizando el caso de punto terminal fijo con

Jf(Tméx) =b.
4. Se aplica el inciso 5 del problema auténomo con factor de descuento del
apartado 15.2, p. 172.
15.5 Horizonte infinito con punto terminal fijo

Problema general:

maximizar J:/ F(z,y)e Pdt
0
&= glx,y)
sujeto a r(0) = xo
lim z(t) = b

t—o0

donde xg y b son numeros reales dados. Para resolver este problema se aplican
los mismos pasos del problema auténomo con factor de descuento del apartado
15.2, p. 172, cambiando la condicién de transversalidad, u(T) = 0, del paso 4
por la condicién de convergencia asintética: tli)rgo z(t) =b.

15.6 Horizonte infinito con punto terminal libre

Problema general:

maximizar J = / F(x,y)e Pdt
by

= g(x, y)
sujeto a z(0) = o

lim z(t) libre

t—o0
Para resolver este problema se aplican los mismos pasos que en el problema de
tiempo de horizonte infinito con punto terminal fijo cambiando la condicién de
convergencia asintética por la condicién de equlibrio estable: 1im; o z(t) = Z;
donde (Z,fn) es el punto de equilibrio que corresponde al punto de silla del
sistema de ecuaciones diferenciales que se obtiene en el paso 3 del apartado
15.2, p. 172.
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Consideraciones finales

1. La elaboraciéon de esta tesina requirié de la consulta de una gran variedad
de fuentes bibliograficas. Las principales dificultades que se presentaron
son las siguientes:

(a)

(d)

Los libros que cubren los temas mas relevantes de optimizacién di-
namica, en su mayoria, tienen un nivel dirigido al posgrado; por lo
que suponen una serie de conocimientos matematicos avanzados que
el lector debe poseer para poder comprenderlos. Por tanto, su lec-
tura es dificil; ademads contienen, por lo general, muy pocos ejemplos
resueltos y casi no tienen ejercicios propuestos.

Los textos que tienen un nivel asequible para un estudiante de licen-
ciatura en Economia, son poco formales, no cubren los temas mas
relevantes y, por el poco rigor y formalismo que presentan, terminan
por ser confusos y, aun asi, presentan pocos ejemplos y aplicaciones
a la economia.

Los libros enfocados a matematicos o a estudiantes de matemadticas,
especialmente los que estan dirigidos a no graduados, aunque son
dificiles de leer por el alto rigor matematico, presentan una estructura
sumamente organizada, con deducciones matematicas claras y, por
supuesto, con demostraciones de todos los resultados, con suficientes
ejemplos y ejercicios; pero con pocas aplicaciones a la economia y
con el obvio grado de dificultad para el estudiante que no es de la
carrera de matemaicas.

Con todas estas dificultades, ademas, hay poca bibliografia rela-
cionada en los aservos de nuestras bibliotecas.

Por estas razones, se tuvieron que consultar muchas fuentes bibliograficas,
tomando de unas y de otras el material que era adecuado, ya sea en
teoria, ejemplos o aplicaciones. Buscando los méas claros en cada tema
en los ejemplos o en las aplicaciones en economia y combinando unos con
otros tratando de obtener el mejor resultado en exposicién. Espero que
minimamente el ahorro en tiempo —en cuanto a la biisqueda de fuentes
bibliograficas— sea de utilidad al estudiante y que la bibliografia (la cual
ya ha sido filtrada dejando las fuentes que considero son més utiles) que
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se incluye en esta tesina junto con el material que contiene ésta, le sirvan
para la introduccién a los temas més relevantes de optimizacién dinamica
y que en un futuro pueda profundizar en estos temas sin tener que comen-
zar de cero. También, en relacién a la dificultad en cuanto a la falta de
aservo bibliografico, debo mencionar que mucho me ayudo en este aspecto
el buscador de libros de internet Bookfi.org. Albergo la esperanza de que
esta tesina también pueda apoyar un poco en su labor docente al profesor
en las materias de economia cuantitativa, dejando material de la misma
para autoestudio, o tomando algunos de los ejemplos o aplicaciones para
ejercicios, etc.

. Un aspecto relevante que debe observarse, es que los temas desarrollados

en esta tesina para el estudio de la optimizacién dindmica integran de
manera natural los conocimientos adquiridos a lo largo de la carrera del
drea de economia cuantitativa (célculo diferencial e integral de una vari-
able, matrices, sistemas lineales de ecuaciones, valores y vectores propios,
derivadas parciales, ecuaciones diferenciales —con sus enfoques cuantita-
tivo y cualitativo— y espacios vectoriales). Por esta razén, el estudio del
material en esta tesina —ya sea en su totalidad, de manera parcial e incluso
en una breve hojeada— es una excelente manera de justificar la importancia
de adquirir todo el bagaje de conocimientos matematicos que se imparten
en esta area y de cémo se aplican éstos a problemas sumamente impor-
tantes y nada triviales que, de hecho, sélo se pueden plantear y resolver
mediante la teoria de optimizaciéon dindmica.

La primera parte de la tesina fue escrita con el propédsito de proveer al
lector de las bases matemaéticas que se requieren para el estudio de op-
timizacién dindmica (cdlculo de variaciones y control 6ptimo); con dos
propdsitos: (a) el que esta guia metodoldgica sea autocontenida (b) que
lector no se pierda en un mundo de temas de matemaéticas que no se re-
quieren para la comprensién de la optimizacién dindmica elemental.

A pesar de que en la introduccion se menciona el hecho de que en otras
instituciones de educacion superior se ha implementado en sus programas
de estudio la teoria de Optimizacién Dindmica como una materia per se y
no como un tépico entre otros del temario de alguna materia, como ocurre
en la facultad de economia; no se ha pretendido establecer controversia
alguna relacionada con la reforma de los planes de estudio de esta facultad.
Sin embargo, nuestra facultad como parte fundamental de la maxima casa
de estudios de este pais, debe estar a la cabeza de las instituciones de
educacién superior en economia, y no se debe pasar por alto el hecho
de que esta importante materia ya estd siendo integrada en sus planes de
estudio desde la licenciatura en otras instituciones universitarias. Mientras
tanto, el material de esta tesina posiblemente pueda servir para cubrir un
poco el espacio vacio que existe de esta dificil materia, al ser estudiada
por cuenta propia por parte de la comunidad que esté interesada en este
apasionante tema.
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5. Aunque la primera parte de esta tesina —elementos béasicos— contiene el
marco tedrico en el que se basan las aplicaciones dadas en las partes II y
III de este trabajo, es pertinente aclarar que cada uno de los capitulos 1
a 4, por si mismos, tienen una gran variedad de importantes aplicaciones
directas o indirectas a la economia. A continuacién se hace referencia a
algunas de ellas con el objetivo de destacar la trascendencia que tienen
estos temas matematicos de economia cuantitativa:

Espacios Vectoriales: No tinicamente los problemas de optimizacién diné-
mica tienen sus respectivas soluciones en subconjuntos de espacios
vectoriales; sino una gran variedad de problemas que se aplican en
economia como son: problemas de ecuaciones en diferencias, en ecua-
ciones diferenciales, programacion lineal, etc; que se utilizan para re-
solver y plantear diversos e importantes modelos econémicos como
el Modelo de Harrod, el Modelo General de Cobweb, el Modelo de
Ingreso-Consumo-Inversién; el Modelo Macroeconémico de Domar,
el Modelo de ajuste de precios de Evans y muchos otros mds (Cf.
[28], pp. 598-601; 575-580).

Espacios Normados: El estudio de los espacios normados se utiliza para
caracterizar la nocién de distancia entre elementos de conjuntos —que
poseen una estructura algebraica de espacio vectorial- por medio de
la norma de la diferencia de esos elementos (su distancia) y con ello
definir proximidad entre los elementos de estos espacios: dos elemen-
tos son proximos si su distancia es pequena. Estos temas son particu-
larmente importantes en los espacios de funciones o en los espacios de
vectores con n coordenadas —los espacios R™—; que son los conjuntos
donde se buscan soluciones para problemas de optimizacién dinamica
o problemas de optimizacién de funciones reales de varias variables,
respectivamente, en economia. Asi, en cualquiera de estos espacios,
un méximo o un minimo relativo de una funcién F' (un extremo lo-
cal) se alcanza en un punto ug donde F'(ug) es el valor més grande o
més pequeno comparado con valores F(u) para puntos u préximos
al punto ug. En el primer caso (opimizacién dindmica) los valores
oOptimos se alcanzan en funciones que satisfacen ciertas condiciones
y la proximidad se mide con la norma uniforme o con otras normas
en espacios de funciones; mientras que en el segundo caso (funciones
reales de varias variables) los valores éptimos se alcanzan en vectores
en R™ y la proximidad se mide con la norma natural en este espa-
cio: la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de las coordenadas
del vector. Por otra parte, no todos los problemas que aparecen
en economia cuantitativa se pueden resolver exactamente; entonces
es necesario buscar una solucién aproximada del problema. Aqui
solucidon aprorimada significa una funcién —para un problema de op-
timizacion dindmica o un problema que se resuelve solucionando una
ecuacién diferencial o un sistema de ecuaciones diferenciales, etc.— o
un vector —para un problema de optimizacién de funciones de varias
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variables, o un problema de programacion lineal o un problema en
economia cuya solucién se encuentra resolviendo un sistema de ecua-
ciones lineales, etc.—, que es proximo a la solucién exacta del pro-
blema; la proximidad se define nuevamente por medio de la norma
en el espacio subyacente del problema en cuestion. Este tipo de pro-
blemas —hallar soluciones aproximadas— pertenecen a una rama de las
matematicas llamada métodos numéricos. En cualquiera de los casos
—encontrar soluciones exactas o aproximadas— la nocién de norma es
fundamental y por ello es que el concepto de espacio vectorial nor-
mado tiene una aplicacién basica en economia cuantitativa.

Matrices, determinantes, ... :

Matrices: Las matrices —arreglos rectangulares de ntimeros reales— se
pueden aplicar en economia desde situaciones muy simples como
registrar, por ejemplo, las cantidades en unidades monetarias que
destina un sector econémico a otro en una economia (abierta o
cerrada), en un una matriz insumo-produccién (cf. [13], pp. 332-
336) hasta determinar cudl debe ser la produccién de cada sector
si la demanda cambia y las condiciones econémicas no (modelo
de Leontieff para economia abierta) o encontrar valores de equi-
librio del sistema; es decir, la relacién que deben tener las pro-
ducciones de cada sector de tal manera que sus ingresos igualen
a sus egresos (modelo de Leontieff para economia cerrada).

Determinantes: Por medio de los subdeterminantes de una matriz
hessiana, es posible determinar si en un punto critico de una
funcién de varias variables se alcanza un méximo o un minimo
relativo. También es posible determinar, con estos determi-
nantes, si una funcién es convexa o cdncava en un conjunto con-
vexo; y si en en un punto critico en un conjunto convexo se
obtiene un maximo o un minimo absoluto. Estos son temas de
aplicacién de gran importancia en optimizacién para economia.
También, por medio de determinates se calculan los valores pro-
pios de matrices hessianas y, con la no negatividad o la no posi-
tividad de éstos, es posible obtener los mismos objetivos en op-
timizacién; a su vez, los valores propios se utilizan para resolver
sistemas de ecuaciones diferenciales o para establecer el com-
portamiento cualitativo del sistema dindmico correspondiente.
Estas, entre muchas otras, son importantes aplicaciones de los
determinantes en economia cuantitativa.

Sistemas lineales: Los sistemas lineales se aplican directamente o in-
directamente en economia en una gran variedad de situaciones:
ley de oferta y demanda; modelos de Leontieff (mencionados en
el inciso anterior); cédlculo de puntos de equilibrio en sistemas
dinamicos; programacién lineal; etc.

Valores y vectores propios: Los valores propios y vectores propios se
utilizan para caracterizar los puntos de equilibrio de sistemas
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dindmicos en economia que se modelan a través de sistemas de
ecuaciones diferenciales (lineales o no). Los valores propios de la
matriz hessiana se utilizan para determinar la naturaleza de un
(mdximo o minimo relativo) de un punto critico de una funcién
de varias variables, o para determinar si una funcién es céncava
0 convexa en un conjunto convexo, o para determinar si una
funcién alcanza un méaximo o un minimo absoluto en un punto
critico de un conjunto convexo. También los valores propios de
ciertas matrices se utilizan para resolver sistemas dindmicos en
economia que se modelan a través de sistema lineales de ecua-
ciones diferenciales.

Ecuaciones diferenciales: Las ecuaciones diferenciales se utilizan para mo-
delar diversos fenémenos en economia, por ejemplo, los modelo ma-
croeconémico de Domar y de ajuste de precios de Evans —citados en
el primer inciso de este subitem; o para modelar, resolver o analizar
cualitativamente sistemas dindmicos en economia lineales o no linea-
les. Algunas de estas interesantes aplicaciones se pueden encontrar
en [13], capitulos 21 a 24, o en las seccién 5.1.3 (p. 170) de [3].
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