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Resumen

En o6ptica cudntica, la evoluciéon de un sistema tomando en cuenta su interaccién con
el ambiente a menudo se modela con la ecuacién maestra de Lindblad, una ecuacién de
movimiento para el operador de estado del sistema, que para N atomos con M + 1 niveles
es un elemento de un espacio vectorial V de dimensién (M + 1)2V. Si la ecuacién maestra
y el operador de estado inicial son simétricos ante el intercambio de los dtomos, entonces
la evolucién del operador de estado del sistema ocurre en el subespacio simétrico de V,
cuya dimensién es polinomial en el niimero de atomos. En este trabajo construimos una
base de este subespacio. Por otro lado, presentamos un método algebraico para construir un
conjunto de superoperadores, con los cuales se puede escribir la ecuacion maestra simétrica,
y se pueden etiquetar los elementos de la base de arriba como en la teoria del momento
angular. Estos resultados permitiran simular de manera eficiente una gran cantidad de
sistemas de interés y calcular, en algunos casos, la solucion analitica de la ecuacion maestra,
asi como estudiar sus estados estacionarios y la dinamica de las observables del sistema.

Abstract

In quantum optics, the evolution of a system considering its interaction with the envi-
ronment is often modelled with the Lindblad master equation, an equation of motion for
the state operator of the system, which for N atoms with M + 1 levels is an element of
a vector space V of dimension (M + 1)?V. If the Lindblad equation and the initial state
operator are symmetric under the exchange of the atoms, then the evolution of the state
operator of the system takes place in the symmetric subspace of V. The dimension of this
subspace is polynomial in the number of atoms. In this thesis we build a basis for this subs-
pace. Moreover, we present a method for constructing a set of superoperators, in terms of
which the symmetric master equation can be expressed, and it is also possible to label the
elements of the above basis in a similar way to the theory of angular momentum. These
results will allow an efficient simulation of several systems of interest and, in some cases,
calculating the analytical solution of the master equation, as well as studying its stationary
states and the dynamics of the system’s observables.
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Introduccion

La evolucién de un sistema cudntico es unitaria y esta descrita, en el régimen no relativista,
por la ecuacion de Schrodinger. En general, los grados de libertad de interés del sistema no
pueden ser aislados y son afectados por los demas. Esto induce una particién del sistema
en dos: el sistema de interés y el resto. Cuando la dimension del sistema es muy grande,
un modelo matematico completo de su dinamica es, en general, muy complicado. Por lo
tanto, es conveniente buscar una descripcién de la evolucion del sistema de interés. Para tal
propésito, en muchos casos se puede usar el formalismo de los sistemas cudnticos abiertos,
en el cual las dos particiones del sistema se llaman sistema cuantico abierto y ambiente.

Muchos sistemas de interés en déptica cudntica, como explicaremos con detalle en este
trabajo, se modelan adecuadamente con la ecuacién maestra de Lindblad [1], una ecuacién
de evolucion para el operador de estado del sistema cuantico abierto, que toma en cuenta
los procesos que ocurren debido a su interaccion con el ambiente. En sus origenes, la éptica
cuantica se ocupaba principalmente del estudio de los fenémenos 6pticos que no pueden ser
explicados con la electrodindmica clasica. Sin embargo, en décadas recientes su campo de
estudio se ha ampliado y actualmente abarca areas de investigacién como procesamiento
de informacién cuédntica e interaccién materia-radiacién. El procesamiento de informacién
cudntica es uno de los grandes retos de la fisica actual y para el éxito de esta empresa es
crucial estudiar la interaccién de los sistemas cudnticos con el ambiente. Por lo tanto, es
de gran importancia contar con un modelo realista para algunos de los experimentos que
nos permiten entender los fenémenos cuanticos fundamentales y eventualmente desarrollar
nuevas tecnologias.

Las simetrias juegan un papel fundamental en la fisica [2] y en particular en la mecédnica
cudntica [3]. Algunos ejemplos incluyen: el teorema de Noether sobre la relacién entre si-
metrias y cantidades conservadas; la funcién de onda de N fermiones (bosones) idénticos es
antisimétrica (simétrica) ante el intercambio de las particulas; las estructuras cristalinas de
los materiales corresponden a distintos tipos de simetria; el modelo estandar de las particu-
las elementales esté construido con base en simetrias; actualmente se estudian nuevas fases
de la materia conocidas como fases topolégicas protegidas por simetria [4]. Desde un punto
de vista tedrico las simetrias le dan estructura al espacio de estados, puros o mixtos, de
un sistema cudntico. Cuando la dindmica del sistema preserva la simetria del estado, la
evolucién del sistema ocurre en un subespacio del espacio de estados, caracterizado por ese
tipo de simetria.

La evolucién del operador de estado de un sistema de N atomos de M + 1 niveles tiene
lugar en un espacio de Hilbert de dimensién (M + 1)2V, llamado espacio de Liouville. Los
operadores que acttian sobre este espacio se llaman superoperadores. El estudio de sistemas



Introduccién

abiertos en Optica cuantica revela que muchos procesos son simétricos ante el intercambio
de los atomos y, por lo tanto, ocurren en el subespacio simétrico del espacio de Liouville
del sistema. Si la ecuacién maestra de Lindblad y el estado inicial del sistema tienen esta
simetria, entonces el operador de estado sera simétrico en todo momento. En este trabajo
consideramos el sistema cudntico abierto que consiste de N atomos con M + 1 niveles,
que interaccionan de manera independiente con un bano térmico de radiacién. La ecuacion
maestra de Lindblad que describe a este sistema fue publicada recientemente [5]. Como
explicaremos con detalle en el texto, restringiendo el tipo de sistemas fisicos descritos por
esta ecuacion, se obtiene una ecuaciéon maestra simétrica ante el intercambio de los atomos.

En 1987 Sarkar y Satchell |6] mostraron que un operador de estado simétrico que describe
N &tomos de dos niveles se especifica con solamente ("}?) coeficientes. Por lo tanto, la
dimension del subespacio simétrico del espacio de Liouville es polinomial en N vy, a partir
de la discusién del parrafo anterior, esto significa que la evolucion del operador de estado
dada por una ecuacién maestra simétrica ante el intercambio de los atomos, se puede
simular de manera eficiente. Desafortunadamente, este resultado fue ignorado e incluso fue
obtenido nuevamente en 2012 [7] por Hartmann, cuya contribucién consistié en expresar
una ecuacion maestra simétrica ante el intercambio de los dtomos, en términos de un
conjunto de superoperadores colectivos que postuld; no explicé cémo construirlos. A partir
de la estructura algebraica de estos superoperadores, el autor mostré que los elementos de
la base del subespacio simétrico de Liouville se pueden etiquetar como se hace en la teoria
del momento angular. Estos dos resultados, los superoperadores y los elementos de la base
del subespacio simétrico etiquetados, permiten calcular la solucién analitica de la ecuacién
maestra en muchos casos de interés.

El estudio de sistemas atémicos de varios niveles que interaccionan con el ambiente es
importante para investigar nuevos fenémenos cudnticos y por las posibles aplicaciones en
el procesamiento de informaciéon cudntica. Por lo tanto, es imprescindible generalizar los
resultados de Sarkar y Satchell y de Hartmann para dtomos de tres o mas niveles. Como
mostraremos en este trabajo, construir la base del subespacio simétrico del espacio de
Liouville de N atomos con M + 1 niveles es facil, ya que es una generalizacién del proceso
utilizado para construir estados simétricos de sistemas cerrados. Sin embargo, hasta donde
sabemos, es la primera vez que se hace. Por otro lado, es dificil construir los superoperadores
colectivos que permiten etiquetar los vectores base simétricos y calcular la solucion analitica
de la ecuacién maestra. Incluso Hartmann reconoce [§] que no hay un procedimiento para
hacerlo. El resultado mas importante de este trabajo es que se obtuvo un método para
construir estos superoperadores en el caso general de atomos de M + 1 niveles. También
generalizamos el procedimiento para etiquetar los vectores base del subespacio simétrico.

A partir de lo anterior, consideramos que esta tesis hace dos aportaciones importantes.
Por un lado, el procedimiento para construir la base del subespacio simétrico del espacio
de Liouville de N atomos con M + 1 niveles permitird simular de manera eficiente y
realista la interaccién de los dtomos con el ambiente mediante una ecuacién maestra de
Lindblad, simétrica ante el intercambio de los atomos. Por otro lado, la construccion de
los superoperadores colectivos y el procedimiento para etiquetar los elementos de la base a
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Introduccién

partir de los superoperadores, seran de gran utilidad para encontrar soluciones analiticas
de dicha ecuacion.

Es menester mencionar que las herramientas computacionales fueron fundamentales para,
la realizacion de este trabajo. Por un lado, permitieron generar todas las tablas y también
las ecuaciones més complicadas del texto. De esta manera se ahorra tiempo y se evita
introducir errores en las expresiones matematicas. Por otro lado, para obtener las tablas
y las ecuaciones fue necesario implementar diversos algoritmos, que implicaron resolver
sistemas de ecuaciones lineales, realizar operaciones sobre conjuntos, calcular combinacio-
nes y permutaciones, etc. Tradicionalmente, en la comunidad cientifica se utiliza software
comercial, el cual tiene limitaciones para su uso y los algoritmos que implementa no son
transparentes. En este trabajo utilizamos software libre: IPython [9] y SymPy [10]. El pri-
mero ofrece una interfaz grafica interactiva basada en el formato de cuaderno, que intercala
celdas para codigo en el lenguaje Python, con celdas para texto y celdas para graficos. El
segundo es un sistema de algebra computacional. Estos proyectos han sido desarrollados
por cientificos que buscan mayor flexibilidad que la que ofrecen los programas comerciales
y han alcanzado suficiente madurez como para ser utilizados en centros de investigacion
de prestigio y universidades alrededor del mundo. En aras de que cualquier colega pueda
verificar los resultados de este trabajo o basarse en ellos, el cédigo que genera las tablas
y las ecuaciones mencionadas arriba se puede descargar del sitio |11]. Por otro lado, los
resultados de esta tesis podrian ser usados, por ejemplo, con el programa QuTiP [12], el
cual estd disenado para simular la dinamica de sistemas cudnticos abiertos.

Estructura del trabajo

El texto estd organizado en cuatro capitulos. En el primer capitulo presentamos la ci-
nematica y la dindmica de los sistemas cuanticos cerrados y los sistemas cuanticos abiertos,
incluyendo la discusién de las aproximaciones que se deben hacer para obtener la ecuacién
maestra de Lindblad. El segundo capitulo contiene los resultados mas importantes de la
tesis. Primero se discute con detalle la construccién de los superoperadores colectivos y los
vectores base del subespacio simétrico del espacio de Liouville, asi como el procedimien-
to para etiquetarlos, para el caso de atomos de tres niveles. Después se generalizan estos
resultados para atomos con M + 1 niveles. El tercer capitulo detalla un procedimiento
para encontrar la solucién analitica de una ecuacion maestra de Lindblad simétrica para N
atomos en una configuracion de tres niveles, en contacto con un bano térmico. Por tdltimo,
el cuarto capitulo presenta las conclusiones del trabajo.
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

En este capitulo presentamos los conceptos mas importantes relacionados con la descripcién
y la evolucién del estado de sistemas cuanticos cerrados y abiertos.

1.1. Conceptos matematicos

Con el fin de tener una referencia rapida de los conceptos matematicos utilizados en el
capitulo, enunciamos algunas definiciones y algunos teoremas —que no se discuten formal-
mente en la mayorfa de los libros de mecdnica cudntica— siguiendo a Tarasov [13].

DEFINICION. Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial sobre C, con un producto
escalar (z,y) € C para cada par de elementos z,y € H, tal que todas las sucesiones de
Cauchy convergen a un elemento de H. La norma en el espacio de Hilbert se define como
||z||% = V/{x, z). En este trabajo nos limitaremos a espacios de Hilbert de dimensién finita
N.

DEFINICION. Si H1 y Ha son dos espacios de Hilbert, su producto tensorial es un espacio
de Hilbert H; ® H2 junto con un mapeo bilineal H; x Ho — Hi1 ® Ha, denotado por
(f1, f2) = f1® fo € H1 ® Ha, tal que el rango del mapeo genera el espacio H; ® Ha y para
todos f1,91 € H1, f2,92 € Ha,

<f1 ® fZagl ® g?>7‘l1®7‘[2 = <flvgl>7'l1 <f2392>'H2' (11)

Recordamos que x denota el producto cartesiano. De (1.1)) se tiene que para todo f1 € H;
Y f2 € Ha,
11 @ fallraene= [l filla || fol e (1.2)

A partir de la definicion, si (e;)icr ¥ (fj)jes son bases ortonormales en H; y Ha, entonces
(€i ® fj)(i,j)erxs es una base ortonormal en H; ® Hz, donde I y J son conjuntos finitos de
indices. Ademds, dim(H; ® Hz) = dim(H;) dim(H2).

A lo largo del texto consideraremos que las bases de los espacios vectoriales estdn or-
denadas, es decir, que la sucesién (x1,x2,...,2xN) de elementos del espacio vectorial es
tal que el conjunto {z1,x2,...,zN} es linealmente independiente y genera todo el espacio
vectorial. Usualmente se abusa de la denotacién y las bases ordenadas se denotan como
conjuntos, sin embargo, en este trabajo usaremos la notacién correcta: (mz)f\i 1-

DEFINICION. Sean H; y Hs espacios vectoriales. Un operador lineal T con valores en
Hy es un mapeo lineal de un subespacio D(T) C H; en Hy. El conjunto D(T)) se llama el
dominio de T'. La imagen R(T) = T(D(T)) = {T'f : f € D(T)} se llama el rango de 7.

Los siguientes son ejemplos de operadores lineales:

13



1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

» [ esel operador identidad si Iz =1z para toda x € H.
» T 1esel operador inverso de TsiTT =TT =1.
= T es el operador adjunto de T si <TTw, yy = {x, Ty), para todos z,y € H.

= T es un operador autoadjunto o hermiteano si (Tx, Yy = (x, Ty), para todos z,y € H,
por lo cual Tt =T.

» T es un operador unitario si <T$, Ty) = (x,y), para todos x,y € H.

» T es un operador de proyeccion si ?2=T y Tt=1.

« T es un operador positivo o no negativo si Th=1T y {x, Ta:) > 0, para todo = € H.
» T esun operador estrictamente positivo si Th=1T v {x, Tx) > 0, paratodox # 0 € H.

» T es un operador normal si T =77t

Un operador positivo, también llamado positivo semi-definido, a menudo se denota como
7 >0. Andlogamente, un operador estrictamente positivo se denota como T > 0.
DEFINICION. Sean H; y Ha espacios de Hilbert. Un operador lineal T de Hi en Hy es
acotado si existe C' € R,C > 0 tal que ||Tz||3,< C||z||3,, para todo z € Hj.
DEFINICION. Sea 7' un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H. La traza de
T es el nimero complejo

N
Tr{T} = (es, Tes), (1.3)
=1

donde (e;)¥, es una base ortonormal de H.

DEFINICION. Un funcional lineal sobre un espacio de Hilbert H es un operador lineal de
‘H en C.

Sea H un espacio de Hilbert. El espacio dual de H es un espacio lineal H* de todos los
funcionales lineales continuos sobre H. Denotamos x como elemento de H por el vector ket
|z) y como elemento de H* por el vector bra (x|. Entonces |z) — (x| es un mapeo lineal uno
auno de H en H*. En términos de esta notacién, el producto escalar se denota como (z|y)
y satisface la propiedad (z|y) = (y|x)”, donde el asterisco denota conjugacién compleja.

Denotamos por P(x,y) = |x)y| al operador que mapea un elemento |z) de H en el
elemento |x) (y|z):

~

P(z,y) [z) = |z) (ylz) - (1.4)

Un mapeo de esta forma se llama operador ket-bra. El operador adjunto de P (x,y) se define
como

Pl(x,y) = ly)z| = P(y,z). (1.5)

14



1.2. Descripcion del estado de un sistema cuantico

TEOREMA. Todo operador lineal acotado T en un espacio de Hilbert H tiene una repre-
sentacion matricial T;; dada por

N N
T= leXei Tlejde;| = > TijPy, (1.6)

ij=1 ij=1

donde (|e;))N, es una base ortonormal de #. Los nimeros Tj; := (e;|T|e;) son llama-
dos elementos de matriz del operador T' con respecto a la base (|e;))Y ;. En este trabajo
denotamos a las matrices sin acentos o “gorros”.

TEOREMA. Todo operador autoadjunto acotado T en un espacio de Hilbert H se puede
representar mediante la descomposicion espectral

A N
T=> XleXeil, (1.7)
=1

donde \; € R son los autovalores y |e;) son los autovectores de T.

DEFINICION. Un semigrupo es un conjunto M en el que se define una operacién binaria
g tal que g(z,y) e MV z,y e My g(9(z,y),2) = g(x,9(y,2)) V z,y,z € M. Es decir, g es
una operacién asociativa.

1.2. Descripcién del estado de un sistema cuantico

1.2.1. Vectores de estado

De acuerdo con los postulados de la mecanica cuantica, la descripciéon completa del estado
fisico de un sistema cudntico individual estd dada en términos de su vector de estado [1)).
El vector de estado es un elemento de un espacio de Hilbert H. Dado que el espacio de
Hilbert es un espacio lineal, entonces es posible formar combinaciones lineales de dichos
vectores. De acuerdo con el principio de superposicion, la combinacién lineal

|‘11> = ch |wn> (18)

n

corresponde a un estado fisico del sistema. En (1.8) (|v,)))_; € H ¥ ¢, son coeficientes
complejos que satisfacen Y |c,|?= 1, es decir, el vector de estado es unitario, (¥|¥) = 1.
Durante mucho tiempo se pensdé que el principio de superposicion sélo es valido para
entidades microscopicas como fotones y electrones. Sin embargo, experimentos recientes
de interferencia con moléculas de C7y han mostrado que el principio de superposicién es
vélido a escalas mayores [14].

Uno de los conceptos fundamentales de la mecdnica cuantica es el enredamiento cudntico.
Consideremos un sistema cuéntico S, descrito por un vector de estado |¥), compuesto por
dos subsistemas S; y Sz (en este caso, S es llamado un sistema cudntico bipartita). Se

15



1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

dice que el vector de estado |¥) de S estd enredado con respecto a 81 y Sa, si no se puede
escribir como un producto tensorial de vectores de estado de estos subsistemas, es decir, si
no existen vectores de estado |¢), de 1y |¢), de Sy tales que |¥) = [), ®[P)y = |¥0)1 |0),.
Por lo tanto, los subsistemas no tienen asociado su propio vector de estado, sino que sélo
pueden ser descritos con un vector de estado asociado al sistema compuesto.

Si en cambio, [¥) = |1)), |@),, es decir, S; y Sz no estan enredados, entonces cada sub-
sistema tiene asociado un vector de estado —que constituye una descripcion completa de su
estado fisico— y no hay alguna propiedad fisica que pueda medirse en el sistema compuesto
S, que no pueda determinarse a partir de mediciones en los subsistemas. Por lo tanto,
aunque los subsistemas son parte de un sistema mas grande, mantienen su individualidad.

Como explicaremos con detalle en el Capitulo 2, los sistemas cudnticos de interés (elec-
trones, atomos, moléculas, etc.) interaccionan continuamente con un sistema cuantico muy
grande, llamado ambiente, y esta interaccion resulta en el enredamiento de ambos sistemas.
Por lo tanto, no es posible describir al sistema de interés en términos de vectores de estado.
Esto motiva la introduccién del concepto de operador de estado, que serd desarrollado en
la siguiente subseccién.

1.2.2. Operadores de estado

Cuando un sistema cuantico puede ser descrito por un vector en un espacio de Hilbert,
decimos que el sistema estd en un estado puro y el vector de estado contiene informacién
completa sobre el estado fisico del sistema.

Un estado puro |¢) tiene asociado un operador de proyeccién

p= ) (1.9)

sobre un subespacio unidimensional. Este subespacio es llamado también un rayo, ya que
a estados que difieren por una fase global, e? |1, les corresponde el mismo proyector.
Este operador es el ejemplo mas sencillo de un operador de estado, también llamado
operador estadistico u operador densidad. El dltimo término es el mas utilizado en la
literatura. Sin embargo, por consistencia con el término vector de estado, en este trabajo
usaremos el término operador de estado.
En el caso general del estado , el operador de estado correspondiente es

b= 0N = 5 cic iy (1.10)
ij

Los términos ¢ # j, correspondientes a los elementos fuera de la diagonal en la repre-
sentacién matricial de p (matriz de estado), representan la coherencia entre las distintas
componentes |¢;) y son denominados los términos de interferencia. Es importante notar
que siempre existe una base en la cual la matriz de estado es diagonal y por tanto no tiene
elementos fuera de la diagonal. Entonces, los términos de interferencia existen respecto a
una base particular (|i;)).
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1.2. Descripcion del estado de un sistema cuantico

Usando el operador de estado podemos describir un sistema fisico que esta en un estado
mixto, lo cual significa que tenemos informacién incompleta sobre el estado del sistema. Esta
situacién tipicamente ocurre cuando el procedimiento fisico usado para preparar un estado
cudntico contiene un elemento probabilistico. Sin embargo, la distribucién de probabilidades
es conocida. Estas probabilidades expresan la ignorancia de un observador acerca del estado
cudntico del sistema, mientras que fisicamente, el sistema ha sido preparado en un estado
puro. Es importante notar que las probabilidades tienen un origen puramente clasico, en
contraste con las probabilidades asociadas con el proceso de medicién de una variable fisica
del sistema, que tienen un origen cuantico.

Lo anterior significa que antes de que se realice una medicidn, el sistema esta en alguno
de los estados puros [¢;) (no necesariamente ortogonales) pero el observador no sabe en
cudl. Por lo tanto, sélo es posible asociar una probabilidad p; a cada uno de los estados
|1i). El operador de estado correspondiente a esta situacién es

p= ZPH%‘X%% (1.11)

con p; > 0y > . p; = 1. Este operador representa una mezcla estadistica de operadores de
estado puros p; = |1;)(¢;|, lamada una mezcla propia porque se puede interpretar como
una distribucién de probabilidad de estados cudnticos puros.

Lo anterior sélo es cierto si se tiene la certeza de que el sistema ha sido preparado
en alguno de los estados [1);), es decir, si se tiene informacién sobre el procedimiento de
preparacion del estado . Esto se debe a que cualquier operador de estado mixto se
puede expresar como la mezcla de estados puros en una gran cantidad de maneras. En otras
palabras, un operador de estado mixto solo (sin informacién adicional) no es suficiente para
reconstruir univocamente una distribucién de probabilidad de estados puros [14].

El operador de estado tiene las siguientes propiedades matematicas:

= Es hermiteano porque p; € R.

= FEs positivo porque

(0lple) = sz (@li) (ilg) = sz (¥ilg) [?> 0 (1.12)

para cualquier vector de estado |@).

= Trp =1 porque

Trp=Y  {exlplex) =D (exlpilts) (tiler)
k

i,k
= Sl (S fenend ) ) = X (o) = 1.
7 k 7

donde (Jeg)) es una base ortonormal del espacio de Hilbert del sistema.

(1.13)
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

El operador de estado también permite generalizar el concepto de enredamiento cudntico
entre dos (0 més) sistemas presentado en la seccién anterior. Para las siguientes definiciones
usamos un sistema bipartita S = §1S9; p denota el operador de estado del sistema S, py
es el operador de estado del sistema S; y po es el operador de estado del sistema So.

= pes no correlacionado si se escribe como
p=p1Q pa. (1.14)
= p es separable si se escribe en la forma

p=> Dib1i® 2, (1.15)
5

donde 0 < p; <1y >, pi=1. pes inseparable si no se puede descomponer asi.

Decimos que los dos sistemas estan enredados si p no es un estado separable [15].

Ahora consideramos un sistema cuéntico A enredado con un sistema cudntico B. El
estado cuantico del sistema compuesto AB estd definido por el operador de estado p. El
espacio de Hilbert del sistema compuesto esta dado por el producto tensorial de los espacios
de Hilbert correspondientes a cada sistema,

H="Ha®Hp. (1.16)

Si los conjuntos de estados ortonormales (|¢;)) y (|¢;)) son base de los espacios H4 y Hp
respectivamente, entonces los estados (|¢;) [¢;)) son una base del espacio de Hilbert H.
Notamos que, en este caso, los paréntesis denotan un conjunto ordenado.

Supongamos que un observador sélo tiene acceso al sistema A, es decir, sélo puede
realizar mediciones sobre ese sistema pero no sobre el sistema B. Por lo tanto, todo lo que
el observador puede saber sobre el estado del sistema compuesto debe inferirlo a partir de
mediciones locales sobre A tnicamente.

Los operadores que corresponden a las variables fisicas que describen a un sistema se
llaman observables y en el caso del sistema A son de la forma

O=04® I, (1.17)

donde I es el operador identidad sobre el espacio de Hilbert Hpg.

El wvalor esperado del observable O asociado a la variable fisica O, cuando el sistema
estd en el estado |¢), se denota como (O), y se obtiene experimentalmente midiendo la
propiedad O en N sistemas preparados en el estado |¢):

N
N ) 1
(O) = Jim > 0, (1.18)
j=1
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1.3. Evolucion temporal de sistemas cuanticos cerrados

donde O; denota el resultado de la medicién de O en el j-ésimo sistema. En el formalismo
de la mecdnica cudntica, los valores O; corresponden con los autovalores o; de O y la
probabilidad de medir un cierto valor cuando el sistema esta en el estado |¢) estd dada por

p(0j) = |(¢lo;) | Por lo tanto, <O)¢ se calcula mediante

0)y = ZP(OJ)OJ = (loj) (0;16) 0 = (4|O1) = _ (m|¢) (¢|OJm), (1.19)

J m

donde usamos la descomposicién espectral l.i del operador identidad y del observable 0.
Cuando el estado del sistema es mixto -i el valor esperado <O> se calcula como

= > pi{0)y, = D i (6:l0ls) = Tx[ 0. (1:20)
A partir de lo anterior, el valor esperado del observable estd dado por
(O) = Tr [ﬁo}
= Z (&3] (i (04 @ Ip) |s) b5)
- Z (Wil (Z; (@31165)) O 1) (1:21)
;
= Z (Wi (Trs p)O.althi)

= Tr4[(Trg p)O.4)-

El operador p 4 = Trp p se define como el operador de estado reducido correspondiente al
sistema A y describe completamente las propiedades estadisticas de todos los observables
que pertenecen a este subsistema. Trp p se llama la traza parcial de p sobre el subsistema
B. Es interesante notar que esta manera de describir al subsistema A es la tnica posible

[16](p. 76).

1.3. Evoluciéon temporal de sistemas cudnticos cerrados

De acuerdo con los postulados de la Mecdnica Cudntica, la evolucién temporal del vector
de estado |¢(t)), que contiene toda la informacién sobre un sistema fisico al tiempo ¢,
estd dada por la ecuacion de Schrodinger:

d
o [() = —*H( )[9() (1.22)

donde H (t) es el operador hamiltoniano del sistema.
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

Para un sistema cudntico cerrado, es decir, que no forma parte de un sistema cudntico
mas grande, y aislado (no interacciona con otro sistema fisico), el hamiltoniano no depende
del tiempo y la solucién formal de la ecuacién de Schrodinger es

(1)) = =0/ (1)) . (1.23)

Podemos definir un operador unitario de evolucién U (t, to), que conecta el estado [1(to))
al tiempo ¢ty con el estado |1 (t)) al tiempo ¢,

~

[p(t)) = U(t, to) [ (to)) - (1.24)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de Schrodinger (1.22)), se obtiene un problema
de valores iniciales (PVI) para el operador de evolucién con la ecuacién diferencial

d -~ A A
ihaU(t,to) = H(t)U(t,1o) (1.25)
y la condicién inicial U (to, to) = 1. R
La solucién del PVI para un hamiltoniano H independiente del tiempo es

U(t,tg) = e HH{=t0)/ (1.26)

En cambio, para un sistema cerrado sujeto a una fuerza externa que varia con el tiempo
(por ejemplo un campo electromagnético), cuya dindmica esta descrita en términos de un
hamiltoniano dependiente del tiempo, la solucién de la ecuacién de Schrédinger es

t

o(0) = Toxp| 5 [ )| oo, (127)

to

donde T es el superoperador de orden temporal definido como

A . _ A(tl)é(tQ), t1 > to9,
FlA(H)B(t)] = { Bay woe (1.28)

Es decir, este operador ordena productos de operadores dependientes del tiempo de manera
que sus argumentos crecen de derecha a izquierda. A los operadores que actiian sobre otros
operadores se les llama superoperadores y los denotamos como A. Enel siguiente capitulo
discutiremos con detalle sus propiedades matemaéticas.

El operador de evolucién en este caso es de la forma

O (t, to) = T exp [—; 8700 dt’]. (1.29)

to

Si el estado del sistema al tiempo tg estd caracterizado por un operador de estado mixto

plto) = ZC@' |i (o) X¥i (t0)] (1.30)
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1.4. Evolucion temporal de sistemas cuanticos abiertos

entonces el estado del sistema al tiempo ¢ estd dado por

p(t) = Zci U(t,to) [i(to)Xei(to) | U (t,to) = U (t,t0) p(to) U (¢, o). (1.31)

i

Derivando esta ecuacién con respecto al tiempo y usando la ecuacién ([1.25), se obtiene
la ecuacién de von Neumann, también llamada de Liouville-von Neumann [16]:
Pl =~ LA(0), 5(0) (132
at™ T TR AL ‘
En términos del superoperador de Liouville (Liouvilliano) definido como

A~ A~

[H(t)p — pH(1)], (1.33)

la ecuacién (|1.32)) se escribe
d . MR
45ty = L) (1.34)

La solucién formal de esta ecuacién diferencial estd dada por

t
p(t) = T exp [ / L(t) dt’] p(to). (1.35)
to

Es importante recalcar que las ecuaciones de evolucién y (1.32) modelan el com-
portamiento de un sistema cudntico cerrado. Para ver esto, consideremos un atomo de dos
niveles A, que interacciona con un campo de radiaciéon cuantizada R. El sistema compuesto
AR estd descrito por un operador de estado par que evoluciona de acuerdo con la ecua-
cién de von Neumann. Sin embargo, el operador de estado reducido que describe al atomo
pa = Trr par no evoluciona de esta manera (la evolucién temporal de un operador de
estado reducido se discutird con detalle en la siguiente seccién). Si en cambio, el dtomo
interacciona con radiacién clasica, su operador de estado p4 evoluciona con la ecuacién de
von Neumann.

1.4. Evoluciéon temporal de sistemas cuanticos abiertos

FEn la seccion anterior presentamos un resumen de las ecuaciones fundamentales que des-
criben la dindmica de sistemas cudnticos cerrados. Sin embargo, ningin sistema fisico se
puede considerar cerrado en la practica (excepto, quizés, el universo). En el caso de los
sistemas cudnticos, es muy importante considerar que siempre estd presente la interaccién
con un sistema cuantico més grande, llamado ambiente, ya que da lugar al proceso llamado
decoherencia, mediante el cual se destruye la superposiciéon de estados del sistema abierto.
Adicionalmente a la decoherencia, los sistemas cuanticos abiertos estdn sujetos a procesos
de relajacién, como los sistemas clésicos.

21



1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

1.4.1. Semigrupos dinamicos cuanticos

Existen distintos formalismos para estudiar sistemas cudnticos abiertos [17]. El més exitoso
consiste en considerar que el sistema abierto S tiene pocos grados de libertad e interacciona
con un sistema A que tiene una gran cantidad de grados de libertad. Este sistema recibe
el nombre genérico de ambiente. En la literatura se utiliza a menudo un modelo sencillo
para el ambiente: un sistema de osciladores arménicos independientes. Un ambiente con
una infinidad de grados de libertad, de manera que las frecuencias de sus modos forman
un continuo, se llama reservorio. Si el reservorio estd en equilibrio térmico se llama bario
térmico.

Tanto el sistema como el ambiente tienen asociado un espacio de Hilbert que denotamos
Hs v H.a, respectivamente. El espacio de Hilbert total es Hsa = Hs @ H4. El sistema
compuesto SA se considera cerrado y la evolucién unitaria del operador de estado que des-
cribe al sistema total, p(t), estd dada por . A partir de este estado, como explicamos
en la seccién el operador de estado reducido ps(t) se calcula mediante

ps(t) = Tra p(t) = Tra{U(t,to)p(to)U' (¢, o)}, (1.36)

donde U (t,to) denota el operador de evolucién del sistema S.A con hamiltoniano total H.
De manera andloga, la ecuacién de movimiento del operador ps(t) se obtiene tomando la
traza parcial sobre el ambiente en la ecuaciéon de Liouville-von Neumann para el estado del

sistema total: p

Chs(t) = 1 TLAlH (), p(0) (137)

Las ecuaciones y (1.37)), permiten obtener ps(t) una vez que se ha determinado la
evolucion de p(t). Sin embargo, en muchas ocasiones no estamos interesados en la dindmica
del ambiente o del sistema total. Ademads, en la mayoria de los casos es imposible determinar
analiticamente la evolucién de p(t). Por lo tanto, es necesario recurrir a métodos analiticos
que permiten obtener ecuaciones de evolucién aproximadas para ps(t).

Restringiendo el sistema abierto a un sistema débilmente acoplado con el ambiente, pode-
mos suponer que al tiempo ¢t = 0 el sistema total se prepara en el estado no correlacionado

p(0) = ps(0) @ pa, (1.38)

donde ps(0) es el estado inicial del sistema S y p4 es un estado de referencia del ambiente.
La transformacién ps(0) — ps(t), que describe el cambio del estado del sistema abierto
del tiempo t = 0 al tiempo ¢, se puede escribir en la forma

ps(t) = V(1)ps(0) = Tra{U(t,0)[ps(0) ® palU' (¢,0)}. (1.39)

Si el estado de referencia p 4 y el tiempo ¢ estan fijos, esta relacién define un mapeo dindmico
del espacio de operadores de estado del sistema S en si mismo. En adelante usaremos

A~

U(t)=U(t,0) y ps = ps(0).
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1.4. Evolucion temporal de sistemas cuanticos abiertos

El mapeo dinamico se puede caracterizar completamente en términos de operadores que
actian sobre el espacio de Hilbert Hg del sistema abierto. Con este fin, utilizamos una
base ortonormal (|¢x)) en H 4 para escribir la descomposicién espectral de p 4

pa=> Neloedoel, M>0, S =1 (1.40)
k k

y para calcular Tr 4 en - El resultado es la representaczon mediante suma de operadores
o representacion de Kraus [18] del mapeo dinamico V(t),

V(t)ps = > Wi(t)ps Wi (1), (1.41)
ik

donde definimos los operadores de Kraus
Wik = Win(t) = VA (6|0 (1) |bx) (1.42)
que s6lo actian sobre Hg y satisfacen (debido a que U(t) es un operador unitario)
> Wi, = Z Mk (SRITT ()63 (63l U (1) k)
ik '
_Z/\k (ol U (U (t)|¢1) (1.43)

- (Z Ak>lg - Is.

Notamos que ps(t) tiene las siguientes propiedades:

= Es hermiteano porque ps es hermiteano:

ps(t (Z Wzkpsz) =Y (Whp5Wi =D Waps Wi, = ps(t).  (1.44)

ik ik
= Tiene traza uno debido a (2.11f) y a la propiedad ciclica de la traza
T ps(t) = Te(D° Wanps Wik ) = S Te(ps Wi Wir ) = Tr(ps > WikWir ) =1
ik ik ik
(1.45)

= Es positivo porque pgs es positivo

(Wslps(t)lvs) = Y (wsIWapsWhlvs) = Y (o¥os|od) =0, (1.46)

ik ik
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

donde |¢s) es cualquier vector de estado en Hgs y definimos ’¢g“> = W;fk [s).

El mapeo dinamico definido arriba tiene una propiedad matematica con implicaciones
fisicas muy importantes. Supongamos que hay un sistema C lejos del sistema abierto S,
de manera que C no interacciona con S ni con A. Por lo tanto, la evolucién unitaria del
sistema total SCA es de la forma Usa(t) ® Uc(t). Como vimos arriba, si el estado inicial
del sistema SA es no correlacionado, entonces la evolucién del sistema S estd dada por
un mapeo dindmico. Analogamente, el estado inicial mas general del sistema SCA que
permitiria describir al sistema SC con un mapeo dindmico, es de la forma

psca(0) = psc(0) ® pa. (1.47)
Usando la traza parcial, el estado del sistema SC al tiempo t estd dado por
pse(t) = Trafpsca(t)} = Tra{Usa(t) @ Ue(t)[psc(0) ® palUL () @ U()}. (1.48)

Usando la descomposicién espectral ([1.40) de p4 se obtiene

psclt Z Wi () @ Ue(t) [psc ()W, (1) @ UL(t) = V(1) @ U()[psc(0)],  (1.49)

donde f/(t) es un mapeo dinamico actuando sobre el subsistema S y el superoperador

9] A A~

0(t): = Ue(t) - UJ(t) (1.50)

corresponde a la evolucién unitaria del sistema C. Por lo tanto, el mapeo dindmico que
describe la evolucién del sistema SC es el producto tensorial de la dindmica de cada sub-
sistema.

Como psc(0) y psc(t) son operadores de estado, el mapeo (1.49)) preserva la positividad.
Para ver esto, escribimos el mapeo en la forma

V)@ U(t) = [V(t) @ Ic][ls ® U®)]. (1.51)

Recordando la descomposicién polar, es decir, la descomposicién de un operador lineal
como producto de un operador positivo y un operador unitario, dado que Is ® U(t) es un
operador unitario, entonces

V) @l (1.52)

es un operador positivo. El significado fisico de es que el mapeo V(t), que describe
la evolucién del sistema abierto S que interacciona con el ambiente A, actia localmente
sobre S y no afecta al sistema C.

Un mapeo positivo transforma operadores positivos en operadores positivos. Si su ex-
tension mediante el operador identidad en un espacio de Hilbert de dimensién n € N
arbitraria es un operador positivo, se llama completamente positivo. Un mapeo que actia
sobre operadores de estado de manera lineal, que —en general— disminuye la traza y que es
completamente positivo, recibe el nombre de operacion cudntica y describe el cambio més
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1.4. Evolucion temporal de sistemas cuanticos abiertos

general de un operador de estado [19]. El teorema de representacién de Kraus [18] asegura
que toda operacién cudntica ) tiene una representacion mediante una suma de operadores

o) = ApAl, ST ATA; <1 (1.53)
% 4
Las operaciones cuanticas que preservan la traza satisfacen

S AlA =1 (1.54)

i

En algunos libros [20] llaman a las operaciones cudnticas que preservan la traza simplemente
operaciones cudnticas, lo cual puede producir confusion.

A partir de lo anterior, concluimos que el mapeo dindmico es un tipo de operacion
cudntica que preserva la traza, al igual que el superoperador de evolucién unitaria (|1.50)).
Sin embargo a diferencia del tdltimo, se puede demostrar que el inverso de un mapeo
dindmico, V=1, es un mapeo dindmico si y sélo si V es unitario [21](p. 28). Fisicamente,
esto significa que podemos construir un mapeo dindmico para describir la evolucién del
sistema, abierto del tiempo ty al tiempo t1, pero no podemos partir del estado del sistema
abierto al tiempo t1, cuando ya no conocemos el estado del ambiente, y regresar al estado
inicial del sistema abierto. Por lo tanto, al calcular la traza sobre los grados de libertad
del ambiente, ocurre una pérdida irreversible de informacién (sobre el sistema S) que se
transfirié del sistema abierto al ambiente durante la evolucion. Por otro lado, es importante
notar que si al tiempo ¢ = 0 suponemos que el estado del sistema total es no correlacionado,
p(0) = ps(0) ® p4, entonces podemos construir un mapeo dindmico V (¢). Sin embargo, el
estado del sistema total al tiempo ¢ no necesariamente es un producto tensorial, por lo que
no es posible construir un mapeo dinamico a partir de un tiempo ¢ arbitrario.

El mapeo dindmico - ) lo definimos para un tiempo ¢t > 0 fijo. Si dejamos variar
t € R, obtenemos una familia de un pardmetro {V (t)|t > 0} de mapeos dindmicos, donde
TU/(O) es el mapeo identidad. Sin embargo, es imposible trabajar con la dindmica general
excepto para algunos modelos sencillos como osciladores arménicos acoplados linealmente
[22](p. 152). Como explicaremos con detalle mas adelante, bajo ciertas suposiciones sobre
el comportamiento dindmico del ambiente, se puede reemplazar la dindmica exacta por una
dindmica markoviana que satisface la propiedad de semigrupo,

V(t)V(ta) = V(ty +t2), ti,ta >0, (1.55)

y de esta manera podemos definir la composicién de mapeos dinamicos. La propiedad de
semigrupo muestra claramente la irreversibilidad de la dindmica. Dados los tiempos t; y
to, la suma de ellos es el tiempo t; + t3. Sin embargo, dado el tiempo t; + t2 existen una
infinidad (no numerable) de tiempos t; y t2, cuya suma da ese resultado. Una familia de
un parametro continuo de mapeos dindmicos que satisfacen la propiedad de semigrupo,
constituyen un semigrupo dindmico cudntico.
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

Dado un semigrupo dindmico cuantico existe un mapeo lineal L, el generador del semi-
grupo, en términos del cual se obtiene una ecuacién diferencial de primer orden para el
operador de estado reducido ps(t) del sistema abierto,

hs(t) = Lps), (1.56)

llamada ecuacion maestra cudntica. Gorini, Kossakowski y Sudarshan 23] mostraron que
la forma ma&s general del generador de un semigrupo dindmico cuantico en un espacio de
Hilbert de dimensién finita N es (con h = 1)

N2-1
Loxsps(t) = —i[Hg, ps(t)] +§ > ai{[Fips(t), Bl + (B, ps(t) ]} (1.57)
i,j=0

Aqui,

= A = (aj;) es una matriz positiva, que contiene toda la informacién sobre los proce-
sos de decoherencia y disipacion a los que esta sujeto el sistema abierto. Es decir,
los elementos de matriz a;; representan tiempos de vida, tasas de relajacién longi-
tudinal y transversal, y pardametros de equilibrio como polarizacién estacionaria o
magnetizacién.

« H 5 es el hamiltoniano efectivo del sistema abierto, que incluye términos adicionales
debido al acoplamiento del sistema con el ambiente.

» Fy=1 y F;,i=1,2,...,N? —1, son operadores que forman una base del espacio de
operadores acotados que actiian sobre Hg.

Como la matriz A es positiva, se puede diagonalizar usando una transformacién unitaria
U. Reemplazando los operadores {Fz,z = 1,2,...,N? — 1} por combinaciones lineales
adecuadas de ellos L, (con coeficientes determinados por U), se obtiene la forma diagonal
del generador L (h = 1)

N2-1
Laps(t) = —iltly ps(®) + 3 3 rellLaps(0). L)+ [EapsEL). (158

a=1

Goran Lindblad [1] demostré que ([1.58]) es el generador acotado més general si Hs es un
espacio de Hilbert separable, el conjunto de indices {a} es numerable y " LiLs es un
operador acotado. Por esta razén, {L,} son llamados operadores de Lindblad y

N2-1 N2-1
d. T ! P E se(p)ae(OVEE P s it
Ps(t) = —ills, ps(t)] -5 > kafLiLaps(t)+ps)LiLat+ Y kalaps(t)Li, (1.59)

a=1 a=1

es la ecuacion maestra de Lindblad. La primera suma en (1.59)) contiene términos de de-
caimiento que reducen la poblacién total Tr ps(t) de ps(t). La segunda suma consiste de
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1.4. Evolucion temporal de sistemas cuanticos abiertos

términos que aumentan la poblacién, garantizando que Trpgs(f) = 1 en todo momento.
Como los operadores {F;} no necesariamente son hermiteanos, entonces los operadores
de Lindblad no siempre representan observables fisicas. Por otro lado, el generador L es
invariante ante transformaciones unitarias de los operadores de Lindblad

VriLi = \/ff»ﬂié =Y uy/RiL; (1.60)
j

con U = (u;j) una matriz unitaria. Esta propiedad serd de gran importancia en el siguiente
capitulo.

1.4.2. Ecuacidon maestra cuantica de Born—Markov

Desde el punto de vista microscopico, una ecuaciéon maestra cuantica markoviana se debe
poder obtener a partir de la dindmica hamiltoniana del sistema total (compuesto por el
sistema abierto y el ambiente). A continuacién discutiremos las aproximaciones que se
deben hacer para obtener el generador del semigrupo dinamico cudntico en la forma de
Lindblad, en el limite de acoplamiento débil.

Suponemos que el hamiltoniano H (t) del sistema total se puede descomponer como

ﬁ:ﬁ3®jA+ﬁA®js+ﬁ], (1.61)

donde I:IS es el hamiltoniano libre del sistema, H A es el hamiltoniano libre del ambiente y

1

PAII:ZS'Z'®142' Si = A;r,Az‘:AT (1.62)

es el hamiltoniano de interacciéon. En lo sucesivo utilizaremos el esquema de interaccion y
h =1, con Hy = Hs + Hy, H(t) = etot e tHot y 5.(t) = eiflot () e~ ot Ademis,
supondremos que el estado inicial del sistema total no estd correlacionado (una suposicién
razonable cuando el acoplamiento del sistema y el ambiente es débil):

p(0) = p1(0) = ps(0) @ p.a(0). (1.63)

La ecuacién de von Neumann para el operador de estado del sistema total, p7(t), en el
esquema de interaccion estd dada por

d

2Pt = —i[H(t), pr(1))- (1.64)

Integrando formalmente esta ecuaciéon se obtiene

t
pr(t) = pr(0) — i /0 at' (B (1), pr (1) (1.65)
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

Sustituyendo esta expresion en 1) y dado que pAgs) (t) = Try ps(t), calculando la traza

sobre el ambiente se obtiene

S0 =~ [ Tl 0. ). o) (1.66)

donde, sin pérdida de generalidad, supusimos que
TrA[H (t), 5(0)] = 0. (1.67)

Notamos que depende del operador de estado del sistema total evaluado en todos
los tiempos entre 0 y ¢, es decir, depende del estado cambiante del ambiente. Para eliminar
esta dependencia utilizamos la aprorimacion de Born: suponemos que el acoplamiento
entre el sistema abierto y el ambiente es débil, de manera que la influencia del sistema en
el ambiente es pequena. Por lo tanto, el estado del sistema total al tiempo ¢ es un producto
tensorial y el operador de estado del ambiente es aproximadamente constante

pr(t) = pT(t) ® pa,  pa=pa(0). (1.68)

Esta aproximacién es razonable en muchos casos, cuando el sistema abierto estd acoplado
a un ambiente mucho més grande. Sin embargo, esto no implica que no se producen ex-
citaciones en el ambiente inducidas por la interaccién con el sistema. Sustituyendo ([1.68))
en ([1.66)) obtenemos una ecuacién integrodiferencial para el operador de estado reducido
Pz (t) t

d . B - . .

G50 == [ Al o), (B0 5 () ® ] (1.69)

0

Sin embargo, esta ecuacion es no local en el tiempo porque la evolucion temporal de [)‘Is(t)
no depende sélo de p3 (t). La llamada aprozimacion de Markov nos permite reemplazar
p3(t') con p5(t) en (1.69) para obtener la ecuacion de Redfield,

S =- [ "t Te Al (0, [ (), 55 (0) @ ) (1.70)

Esta ecuacion es local en el tiempo pero todavia no es una ecuacién markoviana porque
depende de la preparacion que se elija al tiempo ¢ = 0. La aproximacién de Markov, asi como
el procedimiento para obtener una ecuacién markoviana, se explican a continuacion. Para
ello, definimos las funciones de correlacién del ambiente

Cop(t,t') = Traf{Aa(t)As(t)pa} = </la(t)flﬁ(t')> (1.71)

pa
y suponemos que el ambiente estd en un estado estacionario (en equilibrio térmico)

[Ha, pa] =0. (1.72)
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1.4. Evolucion temporal de sistemas cuanticos abiertos

Figura 1.1.: Representacién grafica de la aproximacion de Markov, mostrando el rapido
decaimiento de las funciones de correlacion del ambiente alrededor del tiempo
t. Al hacer el cambio de variable de ¢’ por 7 ya no hay un tiempo privilegiado
y la dindmica ya no depende de la preparacién inicial del sistema.

Entonces las funciones de correlacién no dependen de ¢, sino del intervalo de tiempo 7 =
t—t
Cag(t,t/) = TrA{Aa(T)Ag(O)ﬁA} = Cag(t — t/) = CQB(T). (1.73)

Cuando el acoplamiento del sistema con el ambiente es débil y el ambiente estd a una
temperatura suficientemente alta, es razonable suponer que las correlaciones internas que
se establecen en el ambiente durante su interaccién con el sistema decaen en una escala
de tiempo Tcorr mucho més corta que la escala de tiempo caracteristica 7 en la cual [)‘IS (t)
cambia notablemente. Por lo tanto, las funciones de correlacién C,s(7) son picudas en la
regién t ~ t’, mientras que a bajas temperaturas, estas funciones no se comportan como
una 0(7) de Dirac. Esto nos permite suponer que la interaccién del sistema con el ambiente
no modifica el estado p? (¢) del sistema apreciablemente durante el tiempo de correlacién, lo
cual justifica el reemplazo de ,E)‘Is(t' ) por ,6‘[5 (t) en . Por otro lado, se puede mostrar que
el decaimiento de las correlaciones sélo es vélido para un ambiente infinitamente grande,
con un continuo de frecuencias. Esto es asi porque para una separacién entre las frecuencias
infinitamente pequena, los tiempos de recurrencia de Poincaré son infinitos y se tiene una
dindmica irreversible.

Notamos que para t > Tcorr, se puede extender el limite inferior de la integral en
hasta —oo, ya que las funciones de correlacion Cog(t—t') se anulan para ¢’ < ¢. En términos
de 7 tenemos la ecuacién maestra cudntica markoviana (ver figura

GR0 == [ dr Tl 0, (), (0 . (1.74)

Es importante recalcar que la aproximacién de Markov implica que la evoluciéon temporal
del operador de estado p° ocurre en una escala de tiempo, cuya resolucién no permite
distinguir procesos que ocurren en un intervalo temporal del orden de 7coyy-

Las aproximaciones de Born—Markov que hemos utilizado hasta ahora, en general no
garantizan que la ecuacién defina el generador de un semigrupo dindmico cuantico.
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1. Sistemas cuanticos cerrados y abiertos

Para ello, hace falta realizar una aproximacién adicional. Escribimos los operadores Sa(t) =

eflst 5, e~tst como [16]

Z So(w)e ™, (1.75)
donde {w} es un conjunto de diferencias de autovalores {¢; — ¢} de Hs y

Sa(w) =Y |k)k| Sa [1XI] (1.76)

€ —€=w
son operadores propios de I:IS, es decir,
[Hs, Sa(w)] = —wSa(w) vy [Hs, S (w)] = +wSTa(w). (L.77)

En términos de S,, )y A, (t) = il A, e*mf‘t, el hamiltoniano de interaccién H 1(t) tiene
la forma ‘
= e 5, (w)® Z et Sl (w) ® Aal(t). (1.78)
oL,w

Substituyendo esta expresion en ((1.74]) se tiene

GO = [ dr T () © pa B 6)  AO )0 @ pa) + o
N N N N 1.79
= 3 Y S DS - SLS )] 4 eh
w,w’ a,B

En esta expresion, “c.h.” significa el conjugado hermiteano de lo que precede y definimos

Paste) = [t e (AL As(r)50) .

1 .
= Sa() + i5a5(w),

donde para w fija, vos(w) son elementos de una matriz positiva y Sos(w) son elementos de
una matriz hermiteana.

Denotamos por 7s la escala de tiempo de la evolucién intrinseca del sistema abierto S.
Esta escala de tiempo estd definida por un valor tipico del inverso de la diferencia de las
frecuencias involucradas Teorr < 7s = |w’ — w|™!,w’ # w. Si Ts < TR, podemos despreciar
los términos tales que w’ # w en , ya que oscilan muy répido durante el tiempo
Tr en el cual ;3‘]9 (t) varia apreciablemente. Esta es la aprozimacion de la onda rotante,
comtnmente utilizada en éptica cuantica [16].

Con las definiciones de arriba, finalmente llegamos a la ecuacién maestra en el esquema
de Schrodinger en la forma de Gorini—Kossakowski—Sudarshan:

< p(t) = ~ilHis, ps(t)] + 30 3" s ) [85(0)ps(1)1 ) — 5 181)85(w), ps (1)},

o.)aﬂ

(1.81)
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donde fIg = ffs + Hp, con

=303 8uplw)S] ()35 () (1.82)

w a7B

el llamado hamiltoniano del corrimiento Lamb (Lamb shift en inglés), porque produce una
renormalizacién de los niveles de energia no perturbados inducida por la interaccién del
sistema abierto con el ambiente y {A, B} = AB + BA es el anticonmutador. Dado que
el modelo utilizado no describe adecuadamente el corrimiento Lamb, el término (|1.82))
tipicamente es despreciado.

La ecuacion se puede escribir en la forma de Lindblad diagonializando las matrices

positivas va5(w).
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2. Ecuacion maestra de Lindblad para
atomos de muchos niveles

En este capitulo trataremos el sistema cuantico abierto que consiste de N atomos con M —+1
niveles, que interaccionan con un bano térmico. El punto de partida sera una ecuacién
maestra de Lindblad simétrica ante el intercambio de los dtomos. El operador de estado
del sistema es un elemento de un espacio vectorial, cuyas propiedades seran discutidas en la
seccién Si el operador de estado inicial del sistema es simétrico, la evolucion ocurre en
el subespacio simétrico de este espacio vectorial. Por lo tanto, vamos a construir una base
de este subespacio, con la que mostraremos que su dimensién es polinomial en el ntimero
de atomos. Por otro lado, mostraremos cémo construir un conjunto de superoperadores
colectivos de N atomos con M + 1 niveles, en términos de los cuales se puede expresar la
ecuacion maestra. A partir de la estructura algebraica de este conjunto y con base en los
conceptos de la seccion vamos a explicar cémo etiquetar los elementos de la base que
construimos. Estos son los resultados més importantes de la tesis. Para mayor claridad, los
procedimientos seran descritos con detalle para el caso de dtomos de tres niveles y después
se generalizaran para més niveles.

2.1. Conceptos matematicos

En esta seccion estudiaremos los conceptos matemadticos necesarios para obtener los re-
sultados discutidos arriba. Por un lado, el espacio de Liouville y los superoperadores que
actian sobre él serdn definidos siguiendo a Tarasov|[13] y Mukamel|24] y, por otro lado,
siguiendo a Fuchs|25] definiremos a las dlgebras de Lie.

2.1.1. El espacio de Liouville y los superoperadores

DEFINICION. Un espacio de Hilbert de operadores es un espacio lineal (o espacio vectomal)
de operadores M junto con un producto escalar ( A]B) para cada par de elementos A Be
M, tal que M es un espacio completo.

Sea M un espacio de Hilbert de operadores. El espacio dual de M es un espacio lineal
M* de todos los funcionales lineales continuos sobre M. Denotamos A como elemento de
M por |A) Este elemento es llamado vector ket del espacio M. A como elemento de M*
lo denotamos por (A|. Los elementos (A| se llaman vector bra de M. Entonces |A) — (A|
es un mapeo uno a uno de M en M*. El producto escalar en M satisface la condiciéon
(A|B)* = (B|A) con A, B € M, donde el asterisco denota conjugacién compleja.
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

DEFINICION. Un superoperador sobre M es un mapeo L de M en si mismo.

El dominio y el rango de un superoperador se denotan como D(L) y R(L) respectiva-
mente.

DEFINICION. Un superoperador lineal es un superoperador que satisface las siguientes
condiciones:

E“A) + \3)} = E[IA)} + E[[B)], para todos |A),|B) € D(L) c M. (2.1)
i[am)} - ai[m)} para todo |A) € D(L) ¢ M, a € C. (2.2)

DEFINICION. Sea L un superoperador sobre M. El superoperador adjunto de L es un
superoperador LT sobre M* tal que

si|ca|5) = (4
para todo |B) € D(L) € M y algin (A| € D(L') ¢ M*. Un superoperador adjunto

también se llama superoperador conjugado o superoperador dual.
DEFINICION. Un superoperador simétrico es un superoperador L sobre M tal que

i[u%)}, (2.3)

(i[\fl)] ‘B) = (A’L[[B ] para todos |A),|B) € D(L) c M. (2.4)

DEFINICION. Un superoperador autoadjunto es un superoperador L simétrico tal que
D(L) = D(LY).

DEFINICION. Sea (A| el operador adjunto de |A) € M. Un superoperador real es un
superoperador L sobre M tal que

{L]14)] }T = EF[(A]]. para todo |4) € D(L) € M, (4] € D(LY). (2.5)

DEFINICIéN Un superoperador no negativo es tal que L[|A2)] > 0 para todo |A2) =
\ATA) € D(L ) C M. Un superoperador positivo es un superoperador L no negativo tal que

L[JA)] = 0si y sélo si |A) = 0.

DEFINICION. Un superoperador L sobre M se llama acotado si | L[|A)]|la < ¢ll|A) ||l
para alguna constante ¢ y para todo |A) € M.

DEFINICION. Un superoperador lineal acotado U sobre M se llama (acotado) isométrico
si U deja invariante el producto escalar: (UA|UB) = (A|B) para todo |A), |B) € M. Si en
particular R(U ) = M, entonces U es un superoperador unitario.

Denotamos por P(A, B) = |A)(B| al mapeo que asigna a un elemento |C) de M el
elemento |A)(B|C): o o

P(4, B)C) = [A)(BIC). (2.6)

El mapeo P(A, B) = |A)(B| se llama superoperador ket-bra. El adjunto de P(A, B) se
define como o o
PY(A, B) = |B)(A|= P(B, A). (2.7)
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DEFINICION. Un espacio de Liouville es un espacio de Hilbert de operadores con el
producto escalar

(A|B) = Tr [ATE}, (2.8)

completo con la norma de Hilbert-Schmidt ||Afo= 1/ (A]A).

DEFINICION. Un espacio de Hilbert asociado es un espacio de Liouville H, tal que todos
los elementos de H son operadores sobre un espacio de Hilbert H.

Si el espacio de Hilbert H es de dimensién n, su correspondiente espacio de Hilbert
asociado es de dimensién n?. Supongamos que H = C" y (|ey))?_; es una base de H.
Entonces los elementos

) -

forman una base del espacio de Hilbert asociado H. Por lo tanto, cada elemento ]121) eEH
se puede representar en la forma

P(%ﬂl)) = ‘\ekxez!) (2.9)

n

|A) = |kl)(Ki|A), (2.10)

k=1

donde (kl|A) = (ex|Ale;) = Aw es la representacion matricial del operador A en H. De la
ecuacién ([2.10]) se desprende que la resolucién del superoperador identidad en H estd dada
por

> lik)Gkl= 1) (2.11)

J,k=1

En términos de una base inducida por los elementos (2.9)) un superoperador actuando sobre

H se escribe
n

L= " 1jk)(rs|(jk|L|rs), (2.12)
7.k,rs=1

donde los “elementos de matriz” del superoperador estan dados por
Ljkrs = (jk|L|rs). (2.13)

En lugar de especificar las entradas del superoperador con cuatro indices, podemos definir
dos indices griegos a = 1,2,...,n% y 8 = 1,2,...,n% De esta manera la representacién
matricial de un superoperador corresponde con una matriz de orden n? x n?.

Una clase importante de superoperadores esta formada por los superoperadores de la

forma

S|A) = (M - N)|A) = |MAN), VAeM. (2.14)
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

Estos superoperadores son llamados superoperadores factorizables [26]. El elemento de ma-
triz del operador M AN en el espacio de Hilbert ‘H estda dado por

(il MAN|j) = ZZ i|M[r) (r|Als) (s|N1)

r=1 s=1

=357 Gl (s8] (rlAls) (2.15)

r=1 s=1
=35 Iy (GINTs) (r[Als).

r=1s=1

Por otro lado, el elemento de matriz del vector ket |M AN ) € H estd dado por

(ij| MAN) = (ij|SA) = ZZ ij|S|rs)(rs|A). (2.16)

r=1 s=1

Comparando (2.15)) y (2.16|) obtenemos
(i1Slrs) = (i M|r) (jINY[s), (2.17)
de donde
S=M®NT. (2.18)

Al pasar de (2.17)) a (2.18) usamos la definicién del producto tensorial de matrices:
DEFINICION. El producto de Kronecker, producto directo o producto tensorial de A =
[aij] € My n(F) y B = [b;j] € M, 4(F) se denota por A® B y se define como la matriz

a1113 s a1n13
A® B = : : € Mppng(F). (2.19)
amiB - amnB

M, ;(F) denota al conjunto de las matrices de orden ¢ x j sobre el campo F.

2.1.2. Algebras de Lie

DEFINICION. Un dlgebra U es un espacio vectorial con una operacién binaria adicional
o: U x U — U bilineal:

(r+y)oz = xzoz+4yoz,
zo(y+z) = zoy+xzoz, (2.20)
() o (ny) = (Enzoy,

para todo z,y, 2z € U y todos los elementos &, n del campo F asociado al espacio vectorial.
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DEFINICION. Un dlgebra de Lie g es un &lgebra cuya operacién binaria es el paréntesis

de Lie, denotado por [, -], que satisface las siguientes propiedades:
[z,2] =0 VYazeg, (2.21)
[, [y, 2] + [y, [z, 2]] + [, [2,9]] =0 Vaz,y,2 €9 (2.22)

La propiedad (2.22)) se llama la identidad de Jacobi. A partir de la bilinealidad y la pro-
piedad ([2.21]) se tiene la propiedad de antisimetria,

0=[z+yz+yl =z 2]+ [yl + [y, 2] + [y, y] = [z,y] + [y, 2]. (2.23)

Dada un &algebra U con un producto asociativo ¢, se puede obtener un algebra de Lie
asociada g definiendo el paréntesis de Lie como el conmutador con respecto al producto ¢:

[z,y] =z oy —you. (2.24)

La dimensiéon d = dimg de un algebra de Lie es la dimensién de g considerada como
espacio vectorial. En este trabajo nos limitaremos a algebras de Lie de dimensién finita n.
Denotamos al conjunto de elementos base de g por (e;); ;. Estos elementos son llamados
generadores de g.

Debido a la bilinealidad, el paréntesis de Lie esta determinado univocamente si se conoce
en una base. Por lo tanto, se puede definir el paréntesis de Lie y en consecuencia el algebra
de Lie g mediante el desarrollo del paréntesis de e; y ex con respecto a la base,

leirer] =Y Cimer. (2.25)
=1

Los n? coeficientes Cjy,; son las constantes de estructura del dlgebra de Lie g relativas a la
base escogida. En términos de las constantes de estructura las propiedades de un dlgebra
de Lie (2.21), (2.22) y (2.23)) estdn dadas por

Ciir = 0, (2.26)

Z(C’jle’ilm + CritClim + C,'jlcklm) =0, m=12,...,n, (2.27)
l

Cii = —Cri, 1=1,2,...,n. (2.28)

DEFINICION. Un homomorfismo del lgebra de Lie g al dlgebra de Lie h es un mapeo
¢ : g — b que preserva las estructuras algebraicas, es decir, es lineal y lleva el paréntesis
de Lie a un paréntesis de Lie

[z,y] = ¢([z,y]) = [¢(x), 9(y)], Yz,y€gq. (2.29)

El espacio de todos los mapeos lineales de V' en si mismo, con V' un espacio vectorial,
es a su vez un espacio vectorial sobre F, que denotamos gl(V'). En la practica F es R o C.
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Dado que la composiciéon o de mapeos lineales es nuevamente un mapeo lineal, la operaciéon
o es un producto asociativo y por lo tanto gl(V') es un algebra asociativa o, considerando
conmutadores con respecto a este producto y recordando , es un algebra de Lie sobre
FF. Esta construccién se puede hacer con cualquier espacio vectorial V' y el dlgebra de Lie
gl(V) se llama el dlgebra lineal general de V. Si V tiene dimensién finita n, fijando una base
para V cualquier elemento de gl(V') se puede describir con una matriz de orden n x n con
entradas en F y la operaciéon o es implementada con la multiplicacién usual de matrices.
El conjunto de dichas matrices se denota por gl(n) y es un dlgebra de Lie de dimensién n?.

Sean V' y g un espacio vectorial y un algebra de Lie definidos sobre el mismo campo F.

A cada elemento x de g le asociamos el homomorfismo entre algebras de Lie
R(z) : g+~ gl(V), (2.30)

tal que para cualesquiera dos elementos x,y de g el conmutador de R(z) y R(y) existe y
reproduce el paréntesis de Lie de x y y en g:

R(z) o R(y) — R(y) o R(z) = R([z,y]). (2.31)

En o es la multiplicaciéon de matrices.

DEFINICION. Dado un espacio vectorial V' y un homomorfismo R entre las dlgebras de Lie
g v gl(V), que satisface la relacién , decimos que V es un espacio de representacion
de g v R es una representacion de g.

Si el homomorfismo es inyectivo, entonces R es una representacion fiel de g.

DEFINICION. Un subespacio b C g de un algebra de Lie g, que a su vez es un algebra de
Lie con respecto al paréntesis de Lie de g, es una subdlgebra de Lie de g.

Toda algebra de Lie g tiene dos subdlgebras triviales, ella misma y el subespacio {0}.
Cualquier otra subdlgebra de g es una subdlgebra propia de g.

DEFINICION. Una subdlgebra § del dlgebra de Lie g se llama invariante si [z,y] € b para
todoz € hy todo y € g.

Una subélgebra de Lie invariante también se llama ideal.

DEFINICION. Un dlgebra de Lie g es abeliana si [x,y] = 0 para todo z,y € g.

DEFINICION. Los elementos semisimples © € g tienen la propiedad de que existe una
base B = (e;) de g tal que [z, ¢;] = ke; para todo elemento de B.

DEFINICION. Una subdlgebra de Cartan de g es una subélgebra abeliana maximal (no
estd contenida en otra subdlgebra) que consiste tinicamente de elementos semisimples.

Todas las subalgebras de Cartan de g tienen la misma dimensién r. Esta dimensién
comun es una propiedad del algebra de Lie g.

DEFINICION. El rango de un algebra de Lie g es la dimensién de la subalgebra de Cartan.

DEFINICION. Un élgebra de Lie es simple si no es abeliana y no contiene ideales propias.

DEFINICION. Un é&lgebra de Lie g es semisimple si cada elemento de g se puede escribir
como el conmutador de dos elementos de g. Esto se denota por brevedad como g, g] = g.

Un algebra de Lie semisimple no tiene ideales abelianas.
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El élgebra de Lie gl(V') contiene una ideal abeliana, que consiste de todos los multiplos
escalares de la matriz identidad. Imponiendo la condicién de que las matrices tengan traza
cero obtenemos una subalgebra de Lie compleja, que es simple. Si V' tiene dimensién n,
esta élgebra se denota por sl(n,C) o, por brevedad, sl(n).

DEFINICION. Las matrices & ; de orden n x n, cuya entrada en el i-ésimo renglén y la
j-ésima columna es uno mientras que todas las demas entradas son cero, se llaman matrices
elementales.

Las matrices elementales satisfacen las relaciones de conmutacion

[gi,j’ 57“,8] = gi,séjr — & j0si- (2.32)
Una base del édlgebra de Lie sl(n) estd dada por la unién
B, UByUB_ (2.33)

de las tres sucesiones ordenadas

Bo = (& — Eiv1it1) i)
By =(&;l1<i<j<n), (2.34)
B,:(5i7j|1§j<i§n).

Los elementos en By conmutan todos entre si y forman una subalgebra abeliana. La base

(2.33) es llamada la descomposicién triangular del dlgebra sl(n). En total son (n — 1) +

2%_1) =n? — 1 generadores, por lo tanto, la dimensién de sl(n) es n? — 1.

La estructura de las dlgebras de Lie simples se estudia a partir de la estructura del
algebra sl(2). De acuerdo con ([2.34) los generadores de esta algebra son

O R R () .

y satisfacen las relaciones de conmutacién
[Hy, Ey] = +2F1, [E4+,E_] = Hy. (2.36)

En mecanica cuantica el dlgebra sl(2) esta relacionada con el espin 1/2 y se utiliza el
generador Hs = %Hg. En términos de Hj se tienen las relaciones de conmutacién

[Hs, Ex] = +E4, [E4, E_]=2H3. (2.37)

2.2. Ecuacién maestra de la dptica cuantica

La interaccién de materia con radiacion electromagnética en el régimen de la éptica cudntica
tipicamente satisface las condiciones fisicas de la aproximacién de Markov. Por lo tanto, en
Optica cudntica es conveniente describir la evolucién del sistema abierto usando la ecuacién
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

maestra markoviana. Un sistema de gran interés consiste en N atomos con M transiciones
dipolares acopladas con campos de radiacién externos, que interaccionan con un bano de
radiacién. Antes de presentar la ecuacién maestra correspondiente a este caso general, nece-
sitamos la ecuacién maestra para un atomo con M transiciones dipolares, que interacciona
con un bafo de radiacién electromagnética. La ecuacion maestra se deduce siguiendo un
procedimiento similar al que describimos con detalle en el capitulo anterior y no lo vamos
a escribir. La deduccién con todo detalle esté en el libro de Ficek y Swain [27]. Aqui, nos
limitaremos a especificar el hamiltoniano del sistema total, el estado de referencia del bano
y la ecuacién maestra resultante.
El hamiltoniano del sistema total estd compuesto por tres términos

ﬁ:ﬁA+ﬁC+ﬁAo, (2.38)
donde
M
Hy = Eili)i| (2-39)
=0
es el hamiltoniano del d&tomo con autoestados de energia |0),|1),...,|M) y sus correspon-
dientes energias Ey = hwy, F1 = hw1, ..., Ey = hwyy, con By < By < --- < E)y, es decir,

los niveles de energia pueden ser degenerados o no degenerados.
El segundo término en ([2.38) es el hamiltoniano del campo de radiacién cuantizado,

A - AT ~ 1
o= huy (am% + 5), (2.40)
5y
f
[ B
con vector de onda k, frecuencia wy y polarizacion é;, (A € {1,2}). Las polarizaciones

donde ag, y a;. son los operadores de aniquilacién y creacién de fotones en el modo k, A,

deben ser ortogonales, €z, - €z,, = O, y transversales, k - €z, = 0. El término %ZE,\ hwy,
corresponde a la energia de las fluctuaciones del vacio y tipicamente se omite, apelando al
principio de correspondencia [28§].

El ultimo término en es el hamiltoniano de interaccién entre el &tomo y el campo.
La interaccién depende del momento dipolar eléctrico total del &tomo, que en términos de
los niveles de energia se escribe

M
fi= Z (fnmAnm + fmnAmn), (2.41)

donde fipm, = fi*,, = (n|fi|m) es el elemento de matriz dipolar y A, = |n)(m| es el opera-
dor de transicién dipolar atémica entre los niveles de energia |n) y |m). Suponiendo que el
campo de radiacién se acopla a todos los momentos dipolares atémicos, en la aproximacién
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2.2. Ecuacion maestra de la éptica cuantica

dipolar el hamiltoniano de interaccion es de la forma

M-1 M
Hac = _/7:' E(F) - _ihz Z Z [/:’:nm : ﬁEA(F)Anm&E)\ + /Zmn : ﬁEA(F)Amn&EA - C-h~]7
iy m=0n>m
(2.42)
donde

[

- wk 5 ik
iz, (7) = (QEOTV) én e (2.43)

son las funciones que describen a cada modo y usamos una descomposiciéon del campo
de radiacién en modos de Fourier en una caja de volumen V con condiciones a la fron-
tera periddicas. Las funciones 1}, () estan evaluadas en la posicién 7 del dtomo, al cual
consideramos estacionario.

Suponemos que los modos del bano de radiacién estdn en un estado de equilibrio a

temperatura T'. Entonces,

pB = Zlg exp [—BHB} = H(l — exp[—hwg]) exp —Bhwk&]g)\dﬁA , B=(kgT)™".
EA
(2.44)
Para que la aproximacion de Markov sea valida, el ancho del espectro de frecuencias del
bano tiene que ser mucho mayor que el ancho de linea atémico. Tipicamente, el tiempo de
vida atémico es del orden de 107% s y el periodo de oscilacién de una onda en la regién
visible del espectro es del orden de 10715 s. Por lo tanto, en el régimen de la éptica cudntica
se satisfacen las condiciones fisicas de la evolucién markoviana.
Haciendo las aproximaciones de Born, Markov y de la onda rotante, se obtiene la ecuaciéon
maestra para un atomo con M transiciones dipolares en una configuracion arbitraria de
sus niveles de energia

. M M
& p =~ [Ha, A1+ (14 Vo) ;%@w—;{&m, 71+ No Z}%(ﬁﬁ@—;{@&ﬁﬁ}),
- B (2.45)
donde
No := N(wo) = (exp[Bhuwo] —1)~* (2.46)

es la distribucién de Planck, es decir, el nimero promedio de fotones en un modo con la
frecuencia promedio de las transiciones atémicas

M
1
wo = MZ;“’"’ wi = (En — Ep)/h, n>mec{0,1,...,M}. (2.47)

En (2.45) y (2.47)), el indice i corre sobre las transiciones atémicas dipolares permitidas.
Los operadores de transicién dipolar se denotan como

67 == n}m|, & = |m)n|, n>m. (2.48)
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

Adems4s, estamos considerando que los momentos dipolares de estas transiciones son orto-
gonales, de manera que las transiciones son independientes. En el caso general, fi; - fi; # 0,
la ecuacion maestra tiene términos no diagonales que acoplan las transiciones. También
despreciamos la correccién a los niveles de energia debido al corrimiento Lamb, como
explicamos al final del capitulo anterior. Las tasas de emisién espontdanea -y; para cada
transicién dipolar estdn dadas por [5]

_ Wl

P = ———=. 2.4
3meghcd (2.49)

Ahora consideramos una coleccién de N atomos idénticos con M transiciones dipolares.
Suponemos que los niveles atéomicos estan divididos en un grupo de estados base cuasidege-
nerados y un grupo de estados excitados cuasidegenerados. Esto significa que la diferencia
de energia entre dos estados que pertenecen al mismo grupo es mucho menor que las
energias asociadas a todas las transiciones dipolares permitidas. Por lo tanto, todas las
posibles diferencias (w; —wj) son mucho menores que la frecuencia de transiciéon promedio
wp, lo cual nos permite aproximar las frecuencias w; con la frecuencia promedio.

En este caso, el hamiltoniano atémico y el hamiltoniano de interaccién son de la forma

N
Hy=> H), (2.50)
j=1
N .
Hao =Y H), (2.51)
j=1

donde Hf4 y HAC fueron definidos en li y 1) respectivamente. Todos los atomos
interaccionan con el mismo bano de radiacién y ahora las funciones que describen los modos
son diferentes para cada atomo,

1
Wy \3 .
M) = (260%))) “epe™ (2.52)

Como antes, consideramos que los modos del bano de radiacién estdn en un estado de
equilibrio a temperatura 7.

Haciendo las aproximaciones de Born, Markov y de la onda rotante, se obtiene la ecuacion
maestra para N dtomos con M transiciones dipolares [5]

d. i VR S
wP = ﬁ[HA7p] + (14 No) Z%’(Uf—paﬂ - i{géﬁ—af—ap})
petet (2.53)
N M 1
+No Y > vwiler ot — S{6l 6t ),
p=1i=1
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

donde consideramos que los momentos dipolares de las transiciones atémicas son ortogona-
les y suponemos que los atomos estdn separados por distancias mayores que la longitud de
onda asociada a la frecuencia promedio \g = 27¢/wy. Esto significa que los dtomos estén
acoplados a N banos estadisticamente independientes.

Hasta ahora sélo hemos considerado la interaccién de N dtomos con un bano de radiaciéon
térmico en el espacio libre. Como mencionamos al principio de la seccién, en el caso general,
los d4tomos estan en presencia de campos de radiacién externos (por ejemplo, laseres) y para
tomar en cuenta esa interaccion se debe agregar un término a la ecuacién maestra,

?

h[ﬁL(t)’ﬁ]7 (2'54)

donde el hamiltoniano dependiente del tiempo H 1(t) describe la interaccién entre los ldseres
y los 4tomos y en la aproximacién de la onda rotante esta dado por

N M
Hi(t) = =n> ) [Q(F) e ™' 6%, +chl, (2.55)
pn=1j=1

donde las frecuencias de Rabi ;(7,) se definen como
Q;(7) = (fij - €)&; exp [iEj : Fu} /h. (2.56)

En Ej = vjé,/c son los vectores de onda de los ldseres que se propagan en la direccién
del eje z, € son los vectores unitarios de polarizacién, &; es la amplitud de cada laser, 7,
es la posicién de cada dtomo y ji; es el momento dipolar eléctrico al cual esta acoplado el
laser. Si las frecuencias de Rabi son mucho menores que la frecuencia promedio wy, entonces
la presencia de los laseres no afectard a los demés términos en .

2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

La ecuacion maestra se puede convertir en un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas de primer orden para los elementos de matriz pn,, = (n|p|m) del operador de
estado, con |n) y |m) elementos de la base natural del espacio de Hilbert Hf\%}il de N
atomos con M + 1 niveles de energia: (|k1) |k2) - |kn)), con |k;) € {]0),|1),...,|M)} una
base del espacio de Hilbert de un dtomo con M + 1 niveles de energia. Como resultado,
para calcular p(t) habria que resolver un sistema de (M 4 1)2V ecuaciones diferenciales
ordinarias acopladas. Debido al crecimiento exponencial del niimero de ecuaciones con el
numero de atomos, es imposible simular la ecuacién maestra con decenas o centenas
de atomos. Sin embargo, como explicaremos con detalle en esta seccion, la simetria ante
el intercambio de los d4tomos manifiesta en esta ecuacién permite reducir el nimero de
ecuaciones diferenciales que se necesitan resolver a una cantidad polinomial en el nimero
de atomos.
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

Si los atomos estan confinados en un volumen pequeno comparado con )\3, la ecuacién
maestra que describe al sistema se puede escribir como (despreciando términos de interac-
cion entre los dipolos)

. M M
d. Yiir oA 50~ i 3 i o 50~ i 7 3o
2p =5 [Ha 1+ (14 No) Y pJs = 5{TLT0, 1)+ No Y il T4 pJt = 5{TL T4 6},

i=1 =1

(2.57)

donde definimos los operadores colectivos

Jo=Y oty J=) 6l (2.58)

p=1 p=1

Notamos que estos operadores son invariantes ante el intercambio de los atomos. En este

caso es conveniente utilizar la representacién de Schwinger del momento angular [29] para
. S ®N QN .

construir una base del subespacio simétrico S(Hj; +1) de Hj; ¢, que contiene los vectores

de estado simétricos ante el intercambio de subsistemas. Esta base tiene

M-1
<N;M>:m:z\2!kl_[(N+M—k) (2.59)

=0

elementos de la forma |kg, k1, -+, kas), donde k; es el nimero de dtomos que estdn en el
estado [7) y Y, ki = N. A partir de l) la dimensién de S8 (H%L) es un polinomio de
orden O(NM) en el niimero de dtomos. Para dtomos de dos niveles es conocida la base de
S (H?N), que consiste de N + 1 autoestados de los operadores colectivos

N
A 1 N . .
J.=3 > ek, ot =[ot, 6" (2.60)
p=1
y A A~ ~ A A~
Jr=J Jp +J2+ I, (2.61)
llamados estados de Dicke [30]:
. . N
oI M) = MIJM), M) = I+ 1) LMY, T =5 M =—J,....J. (262)

Estos estados son invariantes ante el intercambio de los dtomos. Sin embargo, no sirven
para calcular la evolucién de p(t) dada por la ecuacién (2.53) (con M = 1), ya que la
dindmica del sistema involucra estados fuera del subespacio simétrico S(H5Y). Para ver
esto, consideramos dos atomos de dos niveles. En este caso, los estados de Dicke son:

1,-1) = 00), |1,0) = ——(]10) + [01)), |1, 1) = [11). (2.63)

2

S
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

Supongamos que el operador de estado del sistema es p = |1, 1)1, 1] y calculamos el término
de la ecuacién maestra

2
Z " pol = [0)(L]y LI)XLL[[1)O0]y + [0)XL], [L1)LIL[1)X0], = [01)}01] + [10)10], (2.64)

donde usamos . Notamos que no se puede expresar en términos de los estados
de Dicke . Tomando en cuenta esta situacion, en 2008 Chase y Geremia [31] definieron
los operadores de estado colectivos, los cuales se especifican con (N + 1)(N + 2)(N + 3)/2
coeficientes y bajo la acciéon de procesos colectivos, como los que describe (con
M = 1), son mapeados en estados colectivos. Sin embargo, como los autores advierten, su
construccién no se puede generalizar para dtomos de mas niveles.

A partir de consideraciones sobre la simetria ante el intercambio de los 4tomos, el sistema
de ecuaciones diferenciales para pn.m, con n,m = 0,1,..., M se puede simplificar significati-
vamente. Cuando el sistema consiste de N dtomos de dos niveles, Sarkar y Satchell [6] mos-
traron en 1987 que para un operador de estado simétrico, solamente (N+1)(N+2)(N+3)/6
coeficientes son independientes. Esto les permitié resolver una ecuacién maestra muy pare-
cida a (con M = 1) para 45 dtomos. No incluyeron més dtomos en la simulacién por
falta de memoria en el sistema de computo del que disponian. Desafortunadamente este
resultado pasé desapercibido —a juzgar por la cantidad de articulos que utilizan distintas
aproximaciones con tal de permanecer en el subespacio de Dicke— y, de hecho, fue obtenido
nuevamente en 2012, cuando Hartmann [7] construyé un conjunto de (N ;3) vectores base,
en términos de los cuales se puede expresar al operador de estado simétrico de N atomos
de dos niveles. Esta base fue utilizada recientemente para simular un laser con 30 dtomos
de dos niveles y hasta 200 fotones en la cavidad [32]. Adicionalmente, Hartmann hizo una
contribucién importante: escribir la ecuacién maestra (con M = 1) en términos
de un conjunto de superoperadores que postuld; no explicé como construirlos. Hartmann
mostré que estos superoperadores son generadores de distintas subdlgebras s[(2), lo que
permite etiquetar los vectores base similarmente a los estados de Dicke. Por lo tanto, bajo
la accion de estos superoperadores los vectores base se transforman de manera sencilla.
Usando los vectores base y los superoperadores, Hartmann calculo la solucién analitica de
la ecuacion maestra considerando tnicamente procesos disipativos.

Como explicamos en la introduccién de este trabajo, es muy importante generalizar los
resultados de Sarkar y Satchell y de Hartmann para dtomos de tres o mas niveles. Ahi men-
cionamos que construir una base del subespacio simétrico del espacio de Liouville de NV
atomos con M 4+ 1 niveles, E%}YH, es sencillo y se basa en el procedimiento para cons-
truir estados simétricos puros de N bosones idénticos. También explicamos que construir
superoperadores como los de Hartmann es dificil y ni siquiera él conoce un método para
hacerlo.

En esta seccién primero vamos a mostrar que la estructura algebraica de los superopera-
dores que actiian sobre Ej\@j[]il induce un algoritmo para construir la generalizacion de los
superoperadores de Hartmann para atomos de M + 1 niveles. Después vamos a construir
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la base del subespacio simétrico de E%\frl y vamos a etiquetar a estos estados en términos
de distintas subdlgebras s[(2). Ademéas mostraremos que la dimensién de este subespacio
es polinomial en el niimero de atomos. La solucion analitica de la ecuacién maestra
(con M = 2) se discutird en el siguiente capitulo. Por otro lado, para mayor claridad,
primero explicaremos los procedimientos con detalle para el caso de &tomos de tres niveles
y posteriormente presentaremos la generalizacion a mas niveles sin repetir los detalles que
son comunes.

2.3.1. Atomos de tres niveles

Para atomos de tres niveles existen tres configuraciones de los niveles de energia acoplados
mediante dos transiciones dipolares (Ey < Fy < E3):

» Configuracién V: [1) y |2) cuasidegenerados; transiciones |1) <> |0), |2) <> [0);

A~

d. i
a’ = h

[H, 5] + (L1o + Lao)p (2.65)

» Configuracién A: |0) y |1) cuasidegenerados; transiciones |2) <> |1), |2) <> |0);

A~

d. i
a’ = h

[H, p) + (Lot + Lao)p (2.66)

» Configuracién Z: transiciones |2) <> 1), |1) <> |0);

d . i ..
% :—%[H,p]—l—(Lm—FLlo)P- (2'67)

En las expresiones anteriores, denotamos al superoperador de Lindblad asociado a procesos
disipativos en una transicién dipolar como (N~ = Np + 1)

N
Liglp) = >° N (615-6%5 — ${6%. 0t p}) + Novg (6154 pots_ — Sati_oti. 0}
pn=1
) ) ) (2.68)
y H = Y, H; con H; = Ey|0X0| + E1[1)1| + E2|2)(2|. Los productos de operadores
G204020— = 0214021 = |2)(2|, G21-0214 = G104010— = |[1X1] y F10-G10+ = G20-0204 =
|0X0| se pueden simplificar utilizando [33]
f j—1 9 M—-1
VT 9 N ghihktl _ M — gkt 969
k=0 k=0
donde
G5 = Sk 10k 1] — [R)K]) = §oEH (2.70)
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Por lo tanto, se tiene

1. 1. 1 .
12)(2| = g( 3+ 2690 +463%) = g(13 — 269 4+ 469%) = 5(13 + 269% + 263%).

1. R R 1 . R R 1. R R
1K1 = 5 (s + 269" — 261%) = s+ 469+ — 269%) = s+ 2692 —463%). (2.7

1

1. . . ) 1. .
0X0] = 5 (I — 469" — 263%) = (I3 — 265" — 26%°) = s — 469% + 263%).

w

En las expresiones anteriores utilizamos el hecho de que los operadores 03] no son lineal-
mente independientes:

o3l =692 — 512 (2.72)

En términos de (2.69)), el hamiltoniano de N atomos de tres niveles estd dado, tomando
como energia de referencia a

1
F = g(EO + E1 =+ Eg), (273)
por
~ ~ ~ .. N ..
H=EJS?+ B J2, E=2E-E), J9=>Y &". (2.74)
pn=1

Los superoperadores de Lindblad consisten de 2N términos iguales, donde cada
uno actua en el espacio de Hilbert de un atomo. Esta simetria la usaremos a continuacién
para construir un conjunto de estados base invariantes ante el intercambio de los dtomos.
Para ejemplificar el procedimiento usaremos la configuracién A y para simplificar la nota-
cién, en adelante consideraremos la ecuaciéon maestra en el espacio de Hilbert de un
dtomo Hz (L, es la restriccion de a un 4tomo),

d T TR N
= —ﬁ[H’P] + Ny 21 ((ﬁlpoﬁl - 2{ai1031,p})
(2.75)
21 An 1, 91,91 4 21 .
+ Nov21 (0110021 — 2{021031,p}> + Ligp.

Superoperadores colectivos

La ecuacién ([2.75) es una ecuacién de operadores y, como mencionamos en la seccién
estos operadores son elementos de un espacio de Liouville, en este caso de nueve
dimensiones, L£32. Por lo tanto, es conveniente escribirla en la notaciéon que presentamos
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ahi:

d, . T~ [ 020 A T~ [ 1948 A
1) = = — o ||6§2phs) — |Tsp6?)| — — Ex ||63?pl) — | apo3?)|

+ Ny {162 5620) = 3 |apls) + 162 1) + | 13p6§?) + |64%51s) + 1 Eapos?) | }
+ Nov{|63567) = 5 |lspls) + 165251) + | apo?) — 2164%615) — 2l Esp5i?)] |
+ Llp)

— Calp) (270

Gp es un caso particular del superoperador mas general que actia sobre Lg2,

9
G-= Y gi;M; - N; € gl(9), (2.77)
ij=1

donde M;, Nj son elementos de {I3} U {510,63,63°,69%, 542}, el conjunto de generado-
res del dlgebra gl(3). El segundo conjunto en la unién es una base del algebra sl(3). La
representacién matricial de (2.77) estd dada por

9
G = Z 9ij M; ® N; (2.78)
ij=1

Es importante notar que G se puede escribir en términos de la identidad Iy y la base de
s[(9) definida en . Sin embargo, la hemos escrito en términos de superoperadores
factorizables porque asi se expresa la ecuacién maestra de Lindblad y estamos interesados
en encontrar la relacién entre ambas representaciones

Las matrices en Yy = {019,620, 02!} y Y_ = {519,620, 52!} son trlangulares superiores y
triangulares inferiores, respectivamente. Las matrlces en X {I3, 09 ,032} son diagonales.
A partir de la definicién del producto de Kronecker de matrices , se tiene que el
producto tensorial de una matriz triangular superior (inferior) y cualquier otra matriz,
resulta en una matriz triangular superior (inferior). Por otro lado, el producto tensorial de
dos matrices diagonales produce una matriz diagonal, mientras que el producto tensorial
de una matriz diagonal y una matriz triangular superior (inferior) resulta en una matriz
triangular superior (inferior). A partir de lo anterior, de las 81 supermatrices M; ® N. ; ,
por construccién, nueve son diagonales: una es la identidad I3 ® I3 = Iy y las restantes las
denotamos como Ms; se obtienen al hacer todos los productos tensoriales entre las matrices
en X (excepto I3 ® I3). De las 72 supermatrices restantes, 36 son triangulares superiores
(inferiores) y las denotamos como M, (M_); se obtienen al hacer todos los productos
tensoriales entre las matrices en Y, (Y_), el producto tensorial de cada matriz en X con
cada matriz en Y, (Y_), el producto tensorial de cada matriz en Y} (Y_) con cada matriz
en X y el producto tensorial de cada matriz en Y, (Y_) con cada matriz en Y_(Y).
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En términos de las supermatrices en Mz, My, M_, la ecuacién (2.78)) se escribe

8 36 36
G = gollg + ZQ§M§ + ZgiMi + ZgiMﬁ. (2.79)
p=1 q=1 r=1

En la ecuacion (2.79)) y en lo sucesivo los superindices no representan potencias, son sélo
indices superiores.

Las supermatrices en Mg, M, M_ son de orden 9 x 9 y se pueden escribir en términos
de la base de sl(9), By U B3 U B_, como

8
M= af.BY p=12...8, (2.80a)
m=1
8 9
ME=3" S ahEan a=1,2,...,36, (2.80D)
m=1n=m+1
8 9
ME=D 0 D GppEam T=12,....36, (2.80c)

m=1n=m+1

donde &, son las matrices elementales definidas en la seccién Los elementos del
conjunto Bj difieren de los elementos del conjunto By definido en 1’ en un factor de %
Por lo tanto, de las ecuaciones ([2.80|) se obtienen 36 supermatrices de ascenso y sus corres-
pondientes supermatrices de descenso, que son combinaciones lineales de las supermatrices
M{ eM;y M" € M_,

AR = E =Y BPMY, AR =6 = M (2.81)
q T

donde m = 1,2,...,8, n=m+1,m+2,...,9y k=0,1,...,35. A cada par (m,n) le
corresponde un valor de k. También se obtienen las supermatrices

8
By => "brME, m=12,...8 (2.82)
p=1

Usando las relaciones de conmutacion de sl(2) , podemos definir a las supermatrices
Ak como 24% = [A% | A*]. Por lo tanto, el indice k enumera 36 dlgebras s(2). Recordando
la ecuacién (2.32) notamos que las supermatrices 245 = EmmnsEnm] conm =1,2,...,8
y n = m+ 1 son justamente las supermatrices Bj*. Dado que el dlgebra sl(9) tiene rango
ocho, sdlo ocho de las 36 supermatrices A’?f son linealmente independientes. Por lo tanto,
las otras 28 supermatrices son combinaciones lineales de las supermatrices A’gl.

A partir de lo anterior, la ecuacién se puede escribir en términos de los superope-
k(1)
+

radores A5 correspondientes a las supermatrices Alj: 3. Sin embargo, no hay una unica
b b
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

manera de hacerlo debido a la libertad para elegir a los superoperadores /vlg(l). Dado que
la ecuacién (2.66)) contiene N términos como ([2.76)), cada uno actuando sobre el espacio
de Hilbert de un dtomo, entonces podemos definir a los superoperadores colectivos como

N
Ay =Nl e - 0ile -0V (2.83)
=1

Estos superoperadores se muestran explicitamente en el apéndice [A] Dado que los super-

$k(i . . .
operadores Ai(g satisfacen las relaciones de conmutacién

)

k(i) xk(j g k(i k() k(i qk(i
[AS( )7 :i:(j)] — :i:A:t( )51']‘; [A+( )7 A_(J)] — 2A3( )51‘]‘7 (2.84)

entonces, para cada k, los superoperadores colectivos satisfacen las relaciones de conmu-
tacién del dlgebra s[(2) (2.37). Por otro lado, como comentamos arriba, en el apéndice
notamos que los superoperadores fvlg,fvls,fvlm, flgl, ;1%6,;1%0, ;133 y 2125 son linealmente
independientes.

Dada un algebra sl(2), existe un operador que conmuta con todos sus elementos, llama-
do el operador de Casimir cuadratico |25]. En el contexto de esta seccién, definimos los
superoperadores cuadraticos

Ck = Ak A% 4 (A%)? + A%, (2.85)

que satisfacen las siguientes relaciones de conmutacién:

[CF.C*]=[C* A¥1=0, kK =0,1,...,35, (2.86)
ya que [fl’j , ;1,5/] = 0 y se puede mostrar que AF /ulﬁ es diagonal. Por lo tanto, existe un
conjunto de autovectores comunes de Ck y fvlg con k=0,1,...,35.

Estados simétricos mixtos

La ecuacién maestra es simétrica ante el intercambio de los 4&tomos y, por lo tanto, si
el operador de estado inicial es simétrico, lo seguira siendo durante su evolucion. Para poder
especificar un operador de estado simétrico, necesitamos construir una base del subespacio
simétrico del espacio de Liouville de N atomos de tres niveles, S (E?;N ). Un elemento de
esta base estda dado por

19) = K~ P(122)%*(21)%7]20)%7[12)%°[11)#¢|10)¥7]02) #*|01)#*|00)**), (2.87)
P

donde P son todas las permutaciones de dos particulas que no producen productos ten-
soriales repetidos e |ij) son los vectores base unitarios en el espacio de Liouville de nueve
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

dimensiones L3z,

22) f21) [20) [12) 1) [10) [02) [o1) [o0)

1 0 0 0 0 0 0 0 0
ol ol Y] (o] [of [of [o| o] |0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 (2.88)
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
Los exponentes griegos denotan la ocupacién del vector |ij) y satisfacen
a+B+y+d+etn+0+r+A=N, (2.89)
Y 114181 el n! O k! Al
al BItateln! 0l k! Al
K=220000 (2.90)

N!
es una constante de normalizacién. Es importante aclarar lo que significa la ocupacién de
un vector |ij). El operador de estado de N dtomos es un elemento de .C?QN y una base de

este espacio, de acuerdo con la definicién de producto tensorial de espacios de Hilbert en
la seccion estd dada por 9V elementos de la forma

donde los vectores |iyji) son base del espacio de Liouville del dtomo k. En escribimos
los elementos de la base de E?;N de forma compacta. La ocupacién del vector |ij) representa
el nimero de veces que aparece |ij) en y puede ser cero. Por otro lado, cuando
decimos que el superoperador p permuta dos particulas, nos referimos a que permuta dos
subindices: m y m/.

Notamos que los vectores base simétricos se especifican con ocho indices griegos. Sin
embargo, como ya hemos senalado antes, estamos interesados en asignarles etiquetas que
permitan especificar de manera simple la accién de los superoperadores colectivos sobre
ellos. Para ello, es necesario determinar si son autovectores de C* y /vllg .

Para calcular la accién de C* y fvllg sobre ]5' ) es necesario consultar las tablas que aparecen
en el apéndice donde se ha calculado la accion de los superoperadores de un dtomo
/ulli%) sobre los vectores |ij). En estas tablas se observa que los superoperadores ;1];(1)
intercambian poblacién (ocupacién) entre un vector |ij) y un vector |¢’j'). Llamaremos T
y Y a los indices griegos correspondientes a la ocupacién de estos vectores. La accién de
/ulljc(l) sobre |S) resulta en un vector simétrico |S") tal que la ocupacién de |ij) es T+ 1y
la ocupacién de |i'j') es Y’ F 1. Entonces, si actiian uno tras otro dejan a |S) igual. Por
otro lado, los vectores |ij) e |i'j’) son autovectores de los superoperadores /vl];(l)
|S) también lo es.

Debido a la simetria de los superoperadores Ai 3 ante el intercambio de los dtomos, la

, entonces

accién de A% (A%) sobre |S) produce tantas copias de |S’) (respectivamente, |S)) como la

o1



2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

ocupacién del vector [ij) (respectivamente, la suma de los autovalores de [ij) e |i'j’) ). A

partir de lo anterior y recordando la ecuacién 1) queda claro que |S) también es un
autovector de C*. Definiendo (como en la teorfa del momento angular)

C*|S) = aF(ak +1)]5), AE|IS)=dk|S), k=0,1,...,35, (2.92)

se obtienen los autovalores de C* y ful’?f en términos de los indices griegos (tabla . Por
brevedad llamaremos autovalor a a*, pero no hay que olvidar que no es un autovalor de
C*. Ademss, el valor de a” es la raiz positiva de la ecuacién cuadratica a” (b +1) =
fe(a, B,7,0,6,m,0,k,\), donde fi estd dada por el autovalor correspondiente en la tabla
21

En las tablas del apéndice [Bf notamos que cada dlgebra s[(2) actia de manera no trivial
solamente sobre dos vectores base. Alternativamente, en la tabla se observa que los au-
tovalores a¥ y a’§ solamente estan relacionados con dos indices griegos. Recordamos
que sélo ocho indices griegos son independientes. Por lo tanto, para poder describir comple-
tamente al vector simétrico son necesarios cuatro pares de autovalores (a¥, ak), asociados
a ocho indices griegos diferentes. Esos pares de autovalores corresponden a cuatro pares
de superoperadores Ck y Ak, que actian de manera no trivial sobre distintos vectores |ij).
Otra manera de decir esto es que se necesitan cuatro dlgebras sl(2) tales que los superopera-
dores de un dlgebra conmutan con los superoperadores de cualquiera de las otras algebras.
A partir de la tabla se puede determinar cudles algebras satisfacen esta condicién. El
encabezado de cada columna se repite a lo largo de la columna para facilitar la lectura
de la tabla. Donde aparece un nimero significa que todos los generadores de esa algebra
conmutan con todos los generadores del dlgebra correspondiente a ese renglén. Si aparece
un espacio en blanco significa que alguno de los generadores del dlgebra en esa columna no
conmuta con alguno de los generadores del algebra correspondiente a ese renglon.

La eleccion de las cuatro algebras es completamente arbitraria. Sin embargo, en el si-
guiente capitulo explicaremos por qué elegimos el cuarteto

A = {AT A3, A% AT} (2.93)

Para estas algebras, los indices griegos satisfacen

a=ad+al, B =a3+al3 § = a?+a2 ¢ = a*" +d¥, (2.94)
A=a" —al, vk = a®—ald n =a2-d2? 0 = ¥ —d?, '
v =N —2a'® —2a* — 2a*" — 24". (2.95)

En adelante llamaremos etiquetas a a”, ag, a'3, a§3, a??, a?f, a’"y a§7. El rango de valores

que pueden tomar las etiquetas se obtiene a partir de las relaciones de conmutacion:

[AL AL = £4%, AlzecAl, AeA. (2.96)
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

Tabla 2.1.: Autovalores de los superoperadores C* y /ul’?f actuando sobre |5’ )

o e an e e e R e e Nan e e T e e N N e T e T B e e S N N U N S N S N N
QT YV T K YL T 2K g e K UETD e o e Koy < <
e e e e e T e T T A N N A I
SRR =R =T s N = B s R =P I I I i S S S S T RSO U U RSO RS RS T N -

—_— — — Y O O O Y v v v O Y~ Y v ) Y Y e Y T T T N N N N N
T N TN RIS Rl (s TS TS QST g S R [ ITS R [ STEN T EN R [a Rl TN R [ IS TN Rl Rl a Rl s RIS R S Rl Rl Rl [ Rl [ R I TN R TS [ R T TN

Oa31&32@33m,wo4a35mo6@37a38a39%m3HSHSB3M3w3MSN3B3W3%3ﬂBﬂno%3MS%B%3W3%3%3%3M3M3%3M3%3
I 8 T 8 T 8 T 8 3T 8 8IS I3 8 I 83 8B I B3 3B 3 B -
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1
2
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5
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7
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9
0
1
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6
7
8
9
0
1
2
3
4
5
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

Para ver esto, consideramos un autovector comun de C* y A%, que denotamos
|(I 7&3704), (297)

donde a’(a’+1) y a4 son los autovalores de Ci y Ag, y a denota etiquetas correspondientes
a operadores de las otras algebras. Entonces

A5, ALlas a; @) = A5AY a0 @) — AL Aba’; a; )

= Aj(A} |a'saf;0)) — aj(AL[a; ) (2.98)

= Al |a’;a%;0)

implica que

Ag(AYla’; as; a)) = (a3 + 1) (A% |a’; a3; ). (2.99)
Por lo tanto, zzlﬁr aumenta en una unidad el valor de a}. Andlogamente, At disminuye
en una unidad el valor de aé Esto explica por qué a /vl’ y ;11 se les llama superoperadores
de ascenso y descenso. A partir de , las relamones ) v dado que el valor minimo
de un indice griego es cero, conclulmos que AT { aumenta el Valor de af hasta que A = 0, es

T =al. De manera similar, A7 disminuye el valor de a} hasta que o = 0,

decir, hasta que a

es decir, hasta que ag = —a". Lo mismo ocurre con las demds etiquetas a3. Por otro lado,
a partir de la tabla 2.1y dado que el valor mdximo de un indice griego es N, concluimos
que las etiquetas a’ toman valores en {0, 3, ..., N/2}.

A partir de lo anterior, tenemos los siguientes intervalos para las etiquetas:

7=0,3,....,N/2 a®=0,1,...,N/2 a®=0,%,...,N/2 a¥=0,%,...,N/2
gz —a’,...,a"  aPP=—a'3 .. aB® P =-a?? ... ,a? ad"=-d¥,...,ad"".
(2.100)
La condicién (2.89) se expresa en términos de las etiquetas como
N
a’ +a®+ a4+ a* = 5 (2.101)
En términos de las etiquetas de arriba, denotamos a los vectores simétricos como
N L a7 (127 a22 a13
Q) := Qag 27 a2 1o (2.102)
La dimensién de S (E?QN ) estd dada por
N/2 a?”  N/2—a?" 422 N/2-a??2—a?7 413  N/2—a'3—a?2-a?7
)P IIED DD SED DD D > Z !
CL27=0 a§7:_a27 a22:0 0%2:_&22 a13:0 a1153:_a13 CL7=0 a’d__
1 (2.103)

8'(N+1)(N+2)(N+3)(N+4)(N+5)(N+6)(N+7)(N+8)
_(N+9-1
(7))
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Figura 2.1.: Fraccién del espacio de Liouville de N atomos de tres niveles que representa
el subespacio simétrico.

Para tener una mejor idea de la importancia de este resultado, en la figura[2.1] graficamos
el cociente entre la dimensién del subespacio simétrico S (E?;N ) v la dimension (9V)
del espacio de Liouville £?§N en funcién del nimero de atomos N. Como se observa en
la figura, para N = 4 el subespacio simétrico representa menos del 10% del espacio de
Liouville y para N = 10 el porcentaje se reduce a 0.001%. Por lo tanto, en la base de
los vectores simétricos se reduce considerablemente el nimero de ecuaciones diferenciales
acopladas que hay que resolver para calcular el operador de estado del sistema.

En términos de los vectores simétricos, el estado simétrico de un sistema de N atomos
de tres niveles se escribe como

("% (M%)
ps = Z Qi (espacio de Hilbert) o |js) = Z ¢i|Q:) (espacio de Liouville)
=1 i=1

2.104
donde \Qz) son todos los vectores simétricos que se pueden construir de acuerdo con lb
y , y los coeficientes g; deben ser tales que ps sea un operador de estado. Como
mencionamos antes, los superoperadores ;1713 son invariantes ante el intercambio de los
atomos y la ecuacién maestra se puede escribir en términos de ellos. Por lo tanto,
la evolucién del operador de estado del sistema en el intervalo de tiempo (o, t) estd dada
por la composicién de mapeos que mandan estados simétricos a estados simétricos.

Como ejemplo de un estado simétrico consideremos tres atomos de tres niveles, cada uno
en un estado de energia diferente. El estado del sistema estd dado por

. tya _ 0120012 | [021)021] | [102¢102] | [120)(120]  [201)201] | [210)210

PS = o1 = g 6 6 6 6 6
(2.105)
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

donde omitimos los niimeros cuanticos nulos. La accién de los superoperadores de ascenso
y descenso sobre los vectores simétricos estd tabulada en el apéndice [C] Si actuamos con
el superoperador A2 sobre el estado (2.105)), obtenemos el estado

011)011 101101 110110
ps = Q2 1 10101 [onot] oo

Dip1 =3 3 3 (2.106)

en el que ningin atomo esta excitado. Por lo tanto, concluimos que el superoperador A3
“baja” a los dtomos que estén en el nivel |2) al nivel |1). Los estados (2.105) y (2.106])
son diagonales, es decir, carecen de términos de coherencia. Como mencionamos antes, en
las situaciones de interés en Optica cuantica los dtomos interaccionan con radiacién y el
hamiltoniano del sistema incluye operadores atémicos de ascenso y descenso (ver .
El superoperador se puede escribir en términos de algunos de los superoperadores
de ascenso y descenso que se enlistan en el apéndice [A] De acuerdo con el apéndice [C] la
accién de estos superoperadores sobre los vectores simétricos “diagonales” (que consisten
de términos de la forma [i1ia - - - in)(i192 - - - in|) produce vectores simétricos “no diagonales”
(que consisten de términos de la forma |iyig - - - in)j1j2 - - - jn|) y por lo tanto, en presencia
de radiacién el estado simétrico del sistema tiene coherencias.

Es importante aclarar que aunque construimos los vectores simétricos partiendo de la
ecuaciéon maestra para la configuracién A , tanto los superoperadores Ai:)) como los

vectores simétricos |()) sirven para las configuraciones V' y =.

2.3.2. Atomos con M + 1 niveles

La ecuacién maestra para N dtomos con M transiciones dipolares, que interaccionan con
banos de radiacién en equilibrio térmico independientes, estd dada por la expresién (2.53)).
Procediendo como en la seccién anterior consideramos la ecuacién maestra para un atomo

. M
d . (S A s . . .
a7’ ﬁ[HA, pl+ Ny ‘§1 Vi <0i—p0i+ - §{Ui+0'i—a P}>
= (2.107)
M 1
+ No E Vi (&i—&—ﬁ&i— - 2{5'1'—&1’-&-7/3}) :

i=1

donde H 4 se definié en l’ los productos de los operadores 6;— y ;4 se pueden expresar
en términos de 26% = [6;4, 6;—] usando (2.69) y el indice i corre sobre todas las transiciones
dipolares permitidas.

Superoperadores colectivos

La ecuacion (2.107)) es una ecuacién de operadores y, como mencionamos antes, estos
operadores son elementos de un espacio de Liouville, en este caso de (M + 1)? dimensiones,
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

L(rr41)2- En la notacion de Dirac |) ¥ en términos de superoperadores, esta ecuacién se
escribe

d o
Z15) = Slp 2.1
L19) = 815, (2.108)
donde
(M+1)2
S = Z SijFi . Gj e gl((M + 1)2) (2.109)

1,j=1

es el superoperador més general que actia sobre E(M+1 2y Fi, Gj € {fM+1} UBpr+1- Bar+1
es la base del algebra de Lie sl(M + 1) definida en ([2.34]), aunque con las matrices de By
multiplicadas por un factor de 1/2. Denotamos ese conjunto como Bs.

La representacion matricial de (2.109)) esta dada por

(M+1)?2
S= Y syFedh (2.110)

3,j=1

A partir de la definicién de la base del algebra sl(n) , sabemos que las matrices en By
(resp. B_) son triangulares superiores (resp. inferiores) y las matrices en Bs son diagonales.
Usando las propiedades del producto tensorial de matrices, las (M +1)* matrices F; ®G; se
pueden agrupar en tres conjuntos: el primero consiste de (M +1)? matrices diagonales: una
es la identidad Ip/41 ®@Ipsy1 = H( M41)2 Y las restantes las denotamos como M3; se obtienen
al hacer todos los productos tensoriales entre las matrices en X = {Ips4+1} U B3 (excepto
Inre1 ®@Tare1). De las (M + 1)* — (M 4 1)? matrices restantes, la mitad son triangulares
superiores (resp. inferiores) y las denotamos como M (resp. M_); se obtienen al hacer
todos los productos tensoriales entre las matrices en By (resp. B_), el producto tensorial
de cada matriz en X con cada matriz en By (resp. B_), el producto tensorial de cada
matriz en By (resp. B_) con cada matriz en X y el producto tensorial de cada matriz en
By (resp. B_) con cada matriz en B_ (resp. B4).

En términos de las supermatrices en Mz, M, M_| la ecuacién (2.110)) se escribe

(M41)2-1 q !
S=solprse+ Y M+ sTMILY "M, ¢ =1 = J(M+1)*—(M+1)7.
p=1 qg=1 r=1

(2.111)
Las supermatrices en Mg, My, M_ son de orden (M +1)? x (M +1)? y se pueden escribir,
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

en términos de la base de sl((M + 1)2), Bps11)2, como

(M+41)2-1
m=1
(M+1)2-1 (M+1)?
Mi - Z Z Emmn, ¢=12,... ,q’, (2.112Db)
m=1 n=m-+1
(M+1)2-1 (M+1)?

M = Z > apEam, T=12,...7 (2.112¢)

m=1 n=m-+1

donde &, 5, son las matrices elementales definidas en la seccién Por lo tanto, de las
ecuaciones i se obtienen 1 5((M+ DA—(M+1)3?) supermatrlces de asCenso y sus corres-

pondientes supermatrlces de descenso que son combinaciones lineales de las supermatrices
M{ eMyy M eM_

/

q r
AL = Epn = UMY, AR = = BEMT, (2.113)
q=1 =

donde m=1,2,....,(M+1?* -1, n=m+1m+2,...,(M+1)2yk=0,1,...,3[(M+
1)* — (M + 1)?] — 1. También se obtienen las supermatrices

(M+1)2-1
By= > oMy, m=12... (M+1)?-1 (2.114)
p=1

Usando las relaciones de conmutacién de sl(2) (2.37) podemos definir a las supermatrices
Ak como 2A% = [Ak | AF]. Por lo tanto, el indice k enumera 3[(M +1)*— (M +1)?] dlgebras
5[(2). Recordando la ecuacién notamos que las supermatrices 245 = [E., Enm] con
m=1,2,...,(M+1)2 =1y n=m+ 1 son justamente las supermatrices B*. Dado que
el dlgebra sl((M + 1)?) tiene rango (M + 1) — 1, s6lo M? + 2M de las 1[(M + 1)* —
(M + 1)?] supermatrices A% son linealmente independientes. Las supermatrices restantes
son combinaciones lineales de las supermatrices A’gl.

A partir de lo anterior, la ecuacion se puede escribir en términos de los superope-
radores ;1,;(’? correspondientes a las supermatrices A’j:’3. Debido a la libertad para elegir

gk(1)

un conjunto de superoperadores A5’ independientes, hay distintas maneras de hacer esto.
Dado que la ecuacién (2.53) contiene N términos como (2.107)), cada uno actuando sobre el
espacio de Hilbert de un d4tomo, entonces podemos definir a los superoperadores colectivos
como

( 7(2) e @ 7(N)
ZIM+1)2 @I e @ @AY @ @ I, . (2.115)
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2. Ecuacién maestra de Lindblad para atomos de muchos niveles

Con el mismo argumento de la seccién anterior, para cada k los superoperadores colectivos
satisfacen las relaciones de conmutacién del dlgebra s[(2). También de manera andloga,
existe un conjunto de autovectores comunes de C* y fuléf con k =0,1,..., %[(M +1)% -
(M +1)% — 1.

Estados simétricos mixtos

Un operador de estado simétrico de N dtomos con M + 1 niveles es un elemento del
subespacio simétrico del espacio de Liouville de N dtomos con M + 1 niveles, S ([’?1\14\] +1)2).
Un elemento de la base de este subespacio esta dado por

M
19) =K ) P (X)ij)*, (2.116)
P ij=0
donde P son todas las permutaciones de dos subindices (como en la seccién anterior) que no
producen productos tensoriales repetidos, |7j) son los vectores base unitarios en el espacio

de Liouville de (M + 1)? dimensiones, Lv41y2,

1o 0 0 0 0 0
0 ; ; : ; :
. 0 0 0 0
(-) 1ar 1M+1 12M+1 1M2+M—1 . ,
0 0 0 0
0 0 0 0 0 1M2+2M
(2.117)

los indices griegos denotan la ocupacién del vector |ij) (definida en la seccién anterior) y
satisfacen

M
Y a;=N (2.118)
i,j=0

7, aus!
i,j=0 Yij*
N!
es una constante de normalizacién. Los subindices en (2.117)) indican la entrada del vector

que vale uno.

K= (2.119)

Los superoperadores fii(’? actuan de manera no trivial sobre un subespacio de dos di-
mensiones, por lo cual al calcular su accién sobre los vectores se obtendréan tablas
similares a las mostradas en el apéndice [Bl De manera andloga a la seccién anterior, cal-
culando la accién de C* y flg sobre \5’) se concluye que |S') es un autovector de estos
superoperadores con autovalores a*(a* + 1) y a’§ respectivamente. Por brevedad, llamare-
mos simplemente a* al primer autovalor.

Por lo anterior, cada par de autovalores a* y alg esta relacionado con dos indices griegos
Qij y a;j. Recordamos que solamente M? 4+ 2M indices griegos son independientes.
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2.3. Estados simétricos y superoperadores colectivos

Por lo tanto, para poder describir completamente al vector simétrico son necesarios el
mismo numero de autovalores independientes. Estos autovalores corresponden a

1 .
_ {?(M2 +2M), si M es par (2.120)
2

(M +1)2, si M es impar

pares de superoperadores Cck y /ul’gf, que actian de manera no trivial sobre distintos pares
de vectores |ij). Otra manera de decir esto es que se necesitan R dlgebras s[(2) tales que los
superoperadores de un algebra conmutan con los superoperadores de cualquiera de las otras
algebras. Para determinar cudles dlgebras satisfacen esta condicién se deben calcular los
conmutadores de los generadores de cada &dlgebra con los de todas las demds. Una vez que
se elige un conjunto de algebras que satisfacen esta condicion, se obtiene la relacién entre
los indices griegos independientes «;; y las etiquetas aky a’§ con k =1,2,...,M?+2M
como en las ecuaciones ([2.89).

Siguiendo el procedimiento de la seccién anterior, resulta que las etiquetas a* toman
N/2} y las etiquetas a¥ toman valores en {—a”, —a*+1,...,a"—1,a"}.
k satisfacen la condicién

valores en {0, Frees
Ademas, las etiquetas a

M?24+2M

Y ah= % (2.121)
=1

La dimensién de S(LEY )2 ,) estd dada por (M’ = M? + 2M)

(M+1
N/2 aM’ N/2-3M 3a a2 N/2=3M Lak g
N+(M+1)??-1
D SEETD SEND DD 21—( M
aM’'=0 o' =—aqM’ a?=0 a3=—a? al=0

(2.122)
El ntimero de vectores simétricos (2.122f) es igual al nimero de maneras de distribuir N
objetos idénticos en (M + 1)? contenedores, tal que los contenedores pueden quedar vacios
[34]. En este caso, los contenedores son los vectores base |ij).
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3. Solucion de la ecuacion maestra de
Lindblad para atomos de tres niveles

En este capitulo presentamos la solucion analitica de la ecuacién maestra de Lindblad para
N &atomos de tres niveles en la configuracién A, que interaccionan con un bano térmico.
La eleccion de la configuracién A es arbitraria. Para propdsitos de mostrar cémo encontrar
la solucién analitica de la ecuacién maestra, las distintas configuracion atémicas son equi-
valentes. Sin embargo, tenemos presente que la fisica de cada configuracién es diferente y
muy interesante.

Con el propédsito de ilustrar el resultado, consideramos estados iniciales con uno, dos
y tres atomos excitados, calculamos el correspondiente operador de estado al tiempo t y
representamos graficamente su evolucién temporal.

3.1. Conceptos matematicos

Los resultados de este capitulo se basan en el célculo de la exponencial de una matriz. En
esta seccién explicamos cémo hacerlo.

DEFINICION. La exponencial de una matriz compleja A de orden n x n se define como

2 3
eA:H+%+%+%+~--. (3.1)

TEOREMA. La serie converge absolutamente y uniformemente en conjuntos acotados
de matrices complejas.

TEOREMA. Sean A y B matrices complejas de orden n x n que conmutan: AB = BA.
Entonces eA1t8 = e4eB,

TEOREMA (CAYLEY-HAMILTON). Sea p(t) = t" + c,_1t" ! 4 - - + c1t + ¢ el polinomio
caracteristico de una matriz compleja A de orden n x n. Entonces

p(A) = A" + cp 1 AVt el A ] (3.2)

es la matriz nula.

Las demostraciones de los teoremas anteriores estdn en el libro de Artin [35].

La mayoria de los libros de dlgebra lineal o de ecuaciones diferenciales alertan al lector
sobre la dificultad de calcular la exponencial de una matriz cuadrada arbitraria y tipi-
camente se limitan a los casos sencillos de matrices diagonales, matrices triangulares y
matrices diagonalizables. En el caso general se debe recurrir a la forma canénica de Jor-
dan [35]. Sorprendentemente, estos libros ignoran que en 1966 Putzer [36] presenté dos
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3. Solucién de la ecuacion maestra de Lindblad para atomos de tres niveles

algoritmos basados en el teorema de Cayley-Hamilton para calcular la exponencial de cual-
quier matriz cuadrada. Uno requiere resolver un sistema de ecuaciones algebraicas y el otro
requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales. Estos algoritmos fueron creados
intencionalmente para evitar utilizar la forma canénica de Jordan. Los libros de Horn [37] y
Kelley [38] si mencionan y describen los algoritmos de Putzer. Desde 1966 se han publicado
varios algoritmos para calcular la exponencial de una matriz sin utilizar la forma canoénica
de Jordan [39], [40], [41], [42]. En este capitulo utilizamos el algoritmo de Leonard [42], el
cual describimos a continuacién.

Usando el teorema de Cayley-Hamilton la exponencial de una matriz A de orden n X n
se puede escribir como [42]

e = 2o+ 21 (1) A + 2o(t) A2 + - + 1 () A" E, (3.3)

donde los coeficientes z(t), 0 < j < n — 1, son las soluciones de la ecuacién diferencial de
orden n

2™ 412D 4 + gz = 0, (3.4)
con las condiciones iniciales
20(0) =1,  2)(0)=0, ..., 27"P0)=0
21(0) = 0? 20 =1, ..., 2{"Y0)= g 35)
1 (0) =0, @l 1(0)=0, ... 2/5)(0) =1
y se escriben asi:
zj(t) = f1 (DN + fia(B)e™ + - + fin(t)e". (3.6)
En la contribucion de cada autovalor A; con multiplicidad m es de la forma
Fin(t) = ajpo+ ajpit + ajpat’® + -+ ajpmort™ (3.7)

y los coeficientes a; ; se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones algebraicas ({3.5]).

3.2. Estado del sistema al tiempo ¢

En el capitulo anterior presentamos la ecuacién maestra de Lindblad para N dtomos de
tres niveles en la configuracion A
d. i
a’ " h
donde los procesos disipativos asociados a cada transicion dipolar estan dados por el su-
peroperador de Lindblad (N; = Ny + 1)

[H, p] + (L1 + Lao)p, (3.8)

N
Liglo) = N3 i (6156t — $4ot,0t_ p}) + Novg (6t 56%5_ — Sati_oti..0})
pn=1

(3.9)
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3.2. Estado del sistema al tiempo t

y el hamiltoniano del sistema es

N
A=Y H, H,=Eey" +Ee", E=2E-E), E=1Y E. (3.10)
p=1 -

Uno de los resultados mas importantes de ese capitulo fue la construccién de un conjunto
de superoperadores colectivos A’;B,k = 0,1,...,35, con los cuales se pueden etiquetar
los vectores simétricos y ademas, como mostraremos en esta seccion, permiten calcular
la solucién analitica de la ecuacién maestra . Para ello, primero vamos a escribir
esta ecuacién en términos de esos superoperadores y posteriormente vamos a obtener el
operador de estado del sistema al tiempo ¢. El procedimiento para las configuraciones V' y
= es analogo.

La ecuacién maestra es la suma de N términos, cada uno actuando sobre el espacio
de Liouville de un atomo de tres niveles L32,

U 9] An 21 .
— = [Hy,, P+ Ni 721 <0 po — {021 52 p}>+Nom (ailpa?l {0210317p}>+11§op,

h
(3.11)
donde L}, es la restriccién de (3.9) a un atomo y
Go0-620+ = (I3 —46%% +2632), Ga1-6914 = (I3 +265° — 4637),
0921+0921— = 0904020— = %(fg + 20’ + 2012) (3.12)

Consultando el apendlce mmedlatamente podemos reemplazar en ) las sumas de
superoperadores 63 - ajF y ai a¥ por los superoperadores A y A7 Tamblen es claro
que la suma de N términos I5 - I3 es igual a N Iy. Las sumas de superoperadores de la
forma A-1I3 e Is - A con A € {692,512} se pueden expresar como combinacién lineal
de distintos conjuntos de superoperadores Ak linealmente independientes. Por ejemplo,
como se muestra en el apéndice [A] podrian escr1b1rse en términos de los superoperadores
Ag,ﬁg,ﬁéf’,fl%l,flgﬁ,A%O,Ag?) y ;1%5 Sin embargo, como explicaremos mas adelante, es
necesario que el conjunto base de los superoperadores A’§ contenga a los superoperadores
;1% y /ulg De esta manera tendremos a todos los generadores de las algebras A3 y A7

Para encontrar un conjunto de ocho superoperadores Alg linealmente independientes,
que incluya a Ag y flg, procedemos de la siguiente manera: a partir de la tabla pode-
mos encontrar todos los cuartetos de dlgebras, que incluyen a A3 y satisfacen que todos
los generadores de un &algebra conmutan con todos los generadores de las otras algebras.
Anélogamente para A”. Dado un cuarteto de cada una de estas dos dlgebras se tienen ocho
superoperadores jl’g Si este conjunto es linealmente independiente, hemos encontrado lo
que buscamos. De esta manera obtenemos el conjunto

(A3, A9, ALT A3 AT AL, 422 A27Y, (3.13)
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3. Solucién de la ecuacion maestra de Lindblad para atomos de tres niveles

en términos del cual:

N N
o Pl = (A + A3+ Ap, Y I pe™ = (AP 4 A3 - Ay,
p=1 p=1
N
GRRWHEM = (AL 4 AV — AP — AP 4 AT — A9)p, (3.14)
N
Z I pe? i) — (AR — AN 4 242 4 AP + AT+ Ap.
p=1

A partir de lo anterior, en términos de los superoperadores Ai 3, la ecuacién maestra
b
(3.8) se escribe:

dlp)

y y y o 2, N\
T [NMQOAi + Noyar A% + yao N AT + ’721N0+A:i + 3 (No Y20 — ’Y21N0) Al

1 .
Ny vo1 — ’Y20No> A3 — §7N0N19 —4 (2E0 + Fy — SE) A

No\ j N7 No\ -
_3% E + 0 ) Y20 721 /Vo Aég + —23(E2 — ) + -0 721 7204V0 A};
3 h 3 3
N7721 Y20No \ 33 i~ Nyveo 721No\ 991, -
(Ey — Bo) + 2072t A 3L Fy+ 0720 _ A ]
< 2 0) 3 3 37+ 7 o + 3 3 3 (19)
= L|p), (3.15)

donde definimos v = 20 + Y21, Ngt = Nop=£1, ]\70 = 2Ny + 1.
Dado que el Liouvilliano L no depende del tiempo, la solucién formal de la ecuacién
(3.15)) estd dada por:
6(t)) = e"']5(0)). (3.16)

En principio, podemos evaluar esta expresién utilizando el desarrollo en serie de la expo-

nencial,
exp [tz Q; z] = (3.17)

calculando la accién de las potencias de Y sobre el estado inicial, Y™|3(0)). Sin embargo,
este procedimiento puede ser muy tedioso. El calculo seria mas sencillo si fuera posible
expresar la exponencial como un producto de exponenciales de superoperadores,
cuya accién sobre [5(0)) es més facil de evaluar. Este cambio de representacién se conoce
como desenredar la exponencial.

Usando la representa(non matricial de los superoperadores se tiene que si dos superope-

A+B A

radores A y B conmutan, entonces e = e eB. Por lo tanto, a partir de las relaciones
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3.2. Estado del sistema al tiempo t

Tabla 3.1.: Relaciones de conmutacion entre los superoperadores de las algebras

A3, AT y A%,

A3 AT A® A3 A7 AP A3 AT AP
A3l 0 0 AT A3 1A% 1A% 243 -A® o0
AT o0 0 0 AT AT LAT A2 247 A3
A2 AT 0 0 14»  1A» —A¥» o A3 243
A3 | A3 AT 1A o 0 0o A% 14T 1A%
Ap | 1A% AT LA o 0 0 —iA3 AT -_1A®
AP | 1A% LAT A% 0 0 0 A3 lAT A%
A3 | —243 A% 0 AP A LA o 0 AT
AT | A% 24 A AT AT LAT 0 0 0
A2 |0 A3 24P LA LA® 0 4® AT 0 0

de conmutacién [A’?f, /ul]g/] = 0 la ecuacién (3.16) se simplifica:
1p)(t) =exp <a1f9t> exp (aﬂi%t) exp (a;;flzl)fgt) exp (a4flé7t> exp (a521§2t> exp (a6A§3t>~
. exp [(agﬁg + oAl +a® A +aT AT +ad A3 + alfﬁ)t] 15(0)). (3.18)

Recordamos que el operador de estado inicial se escribe en términos de los vectores
simétricos construidos en el capitulo anterior. Para calcular el operador de estado al tiem-
po t a partir de es conveniente etiquetar a los vectores simétricos en términos de
superoperadores que pertenezcan a un cuarteto de algebras tales que los generadores de
un algebra conmutan con los de cualquier otra. El conjunto lo construimos a partir
de dos cuartetos asi. En particular, contiene al cuarteto { A7, A3, A?2 A%}, Esta es la
justificacion de la eleccion de etiquetas que usamos para especificar los vectores simétricos
en el capitulo anterior.

Como muestra la tabla los superoperadores que aparecen en el exponente de la
dltima exponencial en satisfacen las relaciones de conmutacién del dlgebra sl(3)
[25](p. 34). De hecho, su representacién matricial corresponde con la representacién de
nueve dimensiones de esta dlgebra. El dlgebra 429 estd relacionada con la transicién que
estd prohibida en la configuracién A, pero que estd permitida en las otras configuraciones
de tres niveles. Es bien conocido que cuando los superoperadores en el exponente del lado
izquierdo de son generadores de un algebra de Lie, entonces podemos desenredar la
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3. Solucién de la ecuacion maestra de Lindblad para atomos de tres niveles

exponencial como [43]
exp [t Z ai)z'i] = H exp [@(t))“(z} ) (3.19)

En el caso de sl(3) se tiene

- (Zam P Y B )t _ (3.20
J J J
Hexp (&r(t)/vl;) Hexp (log Bg,(t)/vl%) Hexp (BE (t)fi’i), (3.21)
i j k

donde 7 = 3,7,29; j = 3,7; k = 29,7,3 y escribimos el lado derecho en orden normal, es
decir, todos los superoperadores de descenso estan a la derecha de todos los superoperadores
de ascenso. También se puede escribir en orden antinormal, con todos los superoperadores
de ascenso a la derecha de todos los superoperadores de descenso. Los coeficientes log 5% (t)
se escogen asi porque la matriz asociada a los superoperadores fvlé es diagonal.

Dado que los coeficientes « son conocidos, hace falta determinar los coeficientes 5. Exis-
ten distintos procedimientos para llevar esto a cabo. En casos sencillos se pueden calcular
las exponenciales usando la serie de Maclaurin. En otros casos se suele utilizar el método
de la derivada paramétrica para plantear un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales
acopladas. Aqui vamos a utilizar el método de Leonard para calcular las exponenciales por
considerarlo mas eficiente que las alternativas anteriores. Usando la representacion matri-
cial de tres dimensiones del algebra s[(3), calculamos la exponencial del lado izquierdo y el
producto de las exponenciales del lado derecho. De esta manera se obtiene un sistema de
ecuaciones algebraicas, que permite obtener los coeficientes 5 en términos de los coeficientes
a:

3 3
2=l e o (s o )|

1
g = 2537(—@1 2 B§ﬂ§b7+a1\/ﬁgbsb>,

1 1 -1
39 = aiaizl <a1a7,21 + Z(ag)Qzl — iagzo + 22) ) (3.22)
1 1 -2
By = (*aialeﬁig +atalz + Z(ag)% - §a§20 + Zz) ;
29
4 - G
3 adalz /)’
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1 1
8 = |5 (~pada” #0n + Jd el +ada—al )

1
g = <—a3629 B3Babr +al B§b3b>,

7
2/34
29 -
29 + 3
B = as ol
ofal M

donde

b = BYBP\/BI/BL+ B, br=alxn+2z, bs=aix + 22,

6>\ot e)\lt 6)\2t
20 = _v()\l—i_)\?)—i_v(/\o—i_)q)_T()\O_'_/\l)’
6)\0?5 6>\1t e)\Qt
1= A\ - \ + WV
by = MA2 ot Aoz agp AoAL

i€ N N ’
N = MM — Aods — Ads + A2,
Moo= Mol — Aoda — A2 4 A,
N = X2 = XA — Aoda + A g, (3.23)
N o= platVE+p)T =g+ V)
Moo= pw g+ VE+P) T —wla+ Ve +p3)'
Ay = po g+ V@ + ) —w(g+ Ve +p3),

1 1

p = —3(aial +alal) - 5(a3)* + azaf + (af)?),
1 1

¢ = —jladalai+azalal) - c[(05)’af + a5(ad)’],
1 3

w o= — + \Q[i, w = conj(w).

Cuando sélo ocurre emisién espontanea, es decir Ny = 0, las expresiones de arriba se
simplifican considerablemente:

7 3
0 = 53_ = ﬁj_ = 63_9 = 397 Bg = ea3t’ 53 = ea3t’
203 alt
3 - 3 3
= —0— t4+— ] —1 3.24
B 2a§+a§{eXp<a3+ 2) } (3.24)
207 ait
7 - 3 7
= A AL aTe) — 1.
T {exp< 2 +0‘3> }

Dado que las expresiones (3.22)) para los coeficientes 8; cuando Ny > 0 son muy com-
plicadas, en aras de simplificar la exposicién en adelante consideraremos solamente el caso
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3. Solucién de la ecuacion maestra de Lindblad para atomos de tres niveles

No = 0. Entonces, sustituyendo los coeficientes « en ([3.24)), finalmente tenemos el estado
del sistema al tiempo t:

|p)(t) = exp (a’lfgt) exp (aéfulgt) exp <agfv1§3 ) exp <a4A37t) exp <aéfl§2t) exp (a%flggt)-
- exp (—i’yA t) exp <—37A7t> exp<7§0f(t)le7> exp(’yfjlf(t)/uﬁ) 19(0)), (3.25)

donde f(t) =1—e " y a son los coeficientes que se obtienen de (3.15)) cuando Ny = 0.
Dado que cualquier operador de estado inicial simétrico es combinacién lineal de vec-

tores base simétricos, sélo necesitamos calcular la evoluciéon de estos vectores. Usando el

desarrollo en serie de la exponencial, la tabla y las tablas del apéndice [C] se obtiene

a’+af a”+al—i .
3 3 . a7+a§—z Cl?—I—ag Qa7_i/2 a®7 4 if2 a?2 o3 3.96
’ Z Z i’ 4! i at a2’ +i/2 a2? al3 ( : )
=0
con

C(t) = exp(a)t) exp(ahat) exp(afas’t) exp(afa3’t) exp(aka3®t) exp(agas’t),

Kiy(t) = exp (—gvdgt) exp (—gvagt) [Viﬂf(t)} i [mf (t)]i,

~y
3 _ 1,7 7 .y 27 27 ~7 7 vy
as=—(a"+a3—2i—1i —a as'), as=a5— - —1,

2 2

1 1
ay: f(N—2a13—3a22+a§2—2a27—2a7), agzi(als—f—aé?’—am—a?),

1
33 27 _ 27 _ 13 13
a3’ = —(a*" —a3" —a”’ 4+ a3”).

A partir de lo anterior podemos calcular la evolucién temporal de un sistema de N
atomos de tres niveles en la configuracién A cuando sélo ocurre emisién espontanea. Si el
sistema inicialmente consiste de un dtomo excitado, |5(0)) = |22), el estado del sistema al
tiempo ¢ esta dado por

151(1)) = V,jO (£)[00) + 73 (£)]11) + [22)e ™ (3.27)

y la evolucién de las poblaciones de los tres niveles se muestra en la figura
Cuando inicialmente se tienen dos dtomos excitados, |5(0)) = [22)%?, el estado simétrico
del sistema al tiempo t esta dado por

2
#(0) =20 507100)° + 220 o (L1 LU0

#2120 ) (100220 2RO ooy e e

2 11)|22 22)|11
_|_ 721 f(t) <‘ )2‘ ) + ‘ )2‘ )) e—’Yt _|_ |22)®2e—2"ft
,}/
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3.2. Estado del sistema al tiempo t

1.0

0.8

0.2

— ) = i)

| — =

0.0
0

Figura 3.1.: Evolucién temporal de las poblaciones de los tres niveles de un atomo ini-
cialmente excitado, |p(0)) = [22).

1.0

0.8

—_ 22)
— 5(/00)[22))

= |00) S(100)[11))
S(111)[22)) I11)

Figura 3.2.: Evolucién temporal de las componentes del operador de estado simétrico de

dos dtomos inicialmente excitados, |[p(0)) = |22)

®2
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3. Solucién de la ecuacion maestra de Lindblad para atomos de tres niveles

1.0 : , ' ' ‘ ‘ ‘

— 2% S(11)[22)%%)  — S(|11)%?[22))

— 5(/00)22)“*) S(l00)[11)[22)  — S(]00)[11) ®?)

0.8 —  S(/00)**[22)) 8(100)*[11))  — |11)® |
|00):-::i

Figura 3.3.: Evolucién temporal de las componentes del operador de estado simétrico de
tres 4tomos inicialmente excitados |5(0)) = |22)%3.

y su evolucion temporal se muestra en la figura (3.2
Si inicialmente se tienen tres dtomos excitados, |5(0)) = [22)®°, el estado simétrico del
sistema al tiempo ¢ estd dado por

3 3 3
19°() =25 F(0°100)° o+ g0 £ ()78 (J00) 72110 ) + =52 (S (111)7%]00) )
2
+ 21025 (100)°2122)) + D £ (00)11)22))
#2201 (122°2100)) e 4 (7 11)° + 22

373 3 -
+ %f{t}%‘ (11)%2)22)) e + %f(t)s (1222211)) e, "
3.29

y su evolucién se muestra en la figura En y en las figuras, S produce el vector
base simétrico correspondiente al estado de los a&tomos en su argumento.

En las figuras y usamos los valores y99 = 0.4 y 721 = 0.6, el eje de las
ordenadas representa la probabilidad de que el estado del sistema sea el vector simétrico
\5’) indicado en la leyenda del grafico y el eje de las abscisas representa el tiempo medido
en unidades de . En todos los casos la probabilidad de que los atomos estén en el estado
excitado o una combinacién lineal que lo incluya tiende a cero, como es de esperarse.
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3.2. Estado del sistema al tiempo t

Debido a que 721 > 720, P(|11)) > P(|00)) en todo momento. También notamos que es
mas probable que los atomos estén en una mezcla de sus estados base que en alguno de
ellos.

La expresion (3.27)) se puede obtener resolviendo la ecuaciéon maestra (2.75)) en la base
estandar del espacio de Hilbert de un atomo de tres niveles:

0 = ago |0><0| + ag |0><1| + aps |0><2| + aig |1><0| + ai |1><1| + a2 |1><2| +

(3.30)
+ a9 ‘2><0‘ + a21 ‘2><1‘ + aogo ‘2><2‘ .
Usando las expresiones
A21/30+ = a |1>< B
!2><2! p = ao |2><0! + az1 |21 + a2z [2)(2] ,
P 12X2] = a0z [0)X2] + a2 [1)2] + a2 [2)(2] ,
se obtienen los coeficientes
aoo(t) = 22az(0)f(t) aio(t) = a10(0) aso(t) = az(0) e 27
aopi (t) = agp1 (0) all(t) = %QQZ(O)JC(” am(t) — CL21(0) e—%"ft (3.32)
1 _
ap2(t) = ap2(0) e_%wt a12(t) = a12(0) e 27 ao(t) = age(0)e 7,
Si el estado inicial del dtomo es p(0) = |2)(2|, entonces el tnico coeficiente inicialmente

no nulo es ag2(0) = 1. Con esta condicién inicial obtenemos el estado . Para dos y
tres atomos excitados el estado inicial es factorizable y las expresiones (3.28)) y se
obtienen al calcular los productos tensoriales p'(t) ® pl(t) y pl(t) @ pl(t) ® pi(¢).

Este ejemplo permite comprobar que las expresiones obtenidas usando los vectores
simétricos y los superoperadores construidos en el capitulo anterior son consistentes con
las expresiones obtenidas en la base estandar del espacio de Hilbert. Esto da confianza en
el método de este capitulo para calcular soluciones analiticas con un estado inicial general
y un nimero de dtomos mas grande.

Por 1ltimo, el procedimiento utilizado en este capitulo para calcular la soluciéon analitica
de la ecuacién maestra sirve como base para estudiar sistemas atomicos con mas
transiciones dipolares.
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4. Conclusiones

En esta tesis se desarrollaron herramientas matemédticas importantes para el estudio de
sistemas atémicos con M + 1 niveles cuando se toma en cuenta la interacciéon con el am-
biente. En particular, nos enfocamos al caso en que la ecuaciéon maestra de Lindblad, que
describe la evolucion del sistema abierto, es simétrica ante el intercambio de los dtomos. Si
el operador de estado inicial del sistema tiene esta simetria, la evolucién tendra lugar en el
subespacio simétrico del espacio de Liouville del sistema.

Como mencionamos en la introduccién, los trabajos de Sarkar y Satchell [6] y de Hart-
mann [7] motivaron el desarrollo de este trabajo, que consisti6 en generalizar los resultados
de estos autores para dtomos de mas de dos niveles. Para lograrlo, fue necesario estudiar
la formulacién de la mecdnica cudntica en el espacio de Liouville [24]. En particular, fue
fundamental entender la estructura algebraica de los superoperadores que actian sobre
este espacio. Los resultados de esta tesis se enuncian a continuacion:

= Vectores base simétricos. Mostramos cémo construir una base del subespacio
simétrico del espacio de Liouville de N atomos con M + 1 niveles. La dimensién de
este subespacio es polinomial en N, lo cual permitird simular de manera eficiente
ecuaciones maestras simétricas debido a la dramaética disminuciéon de los requisitos
de memoria.

= Superoperadores colectivos simétricos. Encontramos un procedimiento para
construir superoperadores colectivos de N atomos con M + 1 niveles, en términos
de los cuales se pueden etiquetar los vectores base simétricos. Expresando una ecua-
cién maestra simétrica en términos de estos superoperadores y el operador de estado
simétrico en términos de los vectores base etiquetados se pueden encontrar los estados
estacionarios del sistema, lo cual es relevante en el marco de las recientes propuestas
[44], |45] para aprovechar la disipacién en el procesamiento de informacién cuantica.

= Solucién analitica de la ecuacion maestra de Linbdlad simétrica. Usando los
resultados anteriores, obtuvimos una expresién analitica para el operador de estado
al tiempo ¢, que describe a un sistema de dtomos en una configuracién de tres niveles
en interaccién con un bano térmico de radiacién. La solucién analitica de la ecuacién
maestra permitira estudiar la dindmica de distintos observables del sistema asi como
de distintas medidas de enredamiento.

Hasta donde sabemos, estos resultados no han sido obtenidos anteriormente.
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4. Conclusiones

Trabajo futuro

El conjunto de vectores base simétricos construidos en este trabajo nos permitira simular
eficientemente la interaccién de atomos de tres niveles en la configuracién A con un modo de
una cavidad y un haz coherente, tomando en cuenta la emisién espontanea de los a&tomos y
las pérdidas de la cavidad. Este sistema ha sido propuesto como medio de almacenamiento
para informacién cudntica [46]. Actualmente, hacen falta simulaciones que consideren la
interaccion de los atomos con distintos estados cuanticos de la luz, incluso con dos modos
de una cavidad, tomando en cuenta procesos disipativos.

La soluciéon analitica que obtuvimos para N &tomos de tres niveles en interacciéon con
un bano térmico de radiacién a temperatura mayor que cero es muy complicada y difi-
culta el estudio de la dindmica del sistema. Para obtener una expresion mas sencilla seria
conveniente utilizar otro procedimiento para desenredar la exponencial de una suma de
operadores que generan un algebra s[(3).

Una generalizacién de este trabajo consistiria en construir vectores base con distintos
tipos de simetria para estudiar interacciones més generales entre materia y radiacién to-
mando en cuenta procesos disipativos.
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A. Superoperadores A’ .
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B. Accion de los superoperadores A
los vectores unitarios
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C. Accién de los superoperadores A’ sobre
los vectores simétricos
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