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Prefacio

La teoria de graficas es una de las ramas méas importantes de las mateméaticas dis-
cretas y aplicadas que unifica diversas areas como combinatoria, algebra, ciencias de la
computacién, telecomunicaciones, etcétera.

La teoria de gréficas surge en el siglo XVIII con el problema de los puentes de Konigs-
berg, ve figura 1, el cual consiste en cruzar cada uno de los siete puentes una tnica vez
(cerrar el ciclo o concluir la trayectoria (camino) euleriano). En 1736, Leonhard Euler de-
muestra en su trabajo intitulado "Solutio problematis ad geomatriam situs pertinentis" (La
solucion de un problema relativo a la geometria de la posicion) que esto no es posible, por
lo cual Leonhard Euler es considerado pionero de la teorfa de graficas.

EN
= F,.,_;; S Ty
»'

Figura 1: Los puentes del rio Pregel en Konigsberg, actualmente Kaliningrado.

En 1847, Gustav Kirchhoff utiliz6 la teoria de graficas para el analisis de redes eléctricas
y publico las leyes de los circuitos, las cuales son utilizadas para calcular la tension eléctrica
v la intensidad eléctrica en los circuitos eléctricos, esta es considerada la primera aplicacion
de la teoria de graficas a un problema de ingenieria.

Francis Guthrie, en 1852, plante6 la siguiente conjetura: Es posible colorear cualquier
mapa con cuatro colores sin que dos paises vecinos sean coloreados con colores iguales.
Este problema fue resuelto un siglo después por Kenneth Appel y Wolfgang Haken en

e
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D1 D2

X
X2
Xi
\\)‘(2
X3
Figura 2: D; no tiene nicleo. Dy si tiene nicleo, méas atn {z,} es nicleo de la digrafica .

1976, quienes utilizaron un programa para la demostracion.

En la actualidad la teoria de graficas tiene diversas aplicaciones tanto tedricas como
practicas.

En este trabajo, nosotras nos enfocamos en la generalizacion de los resultados obtenidos
en [37] !, nuestra propuesta inicial era cambiar las definiciones de trayectorias monocro-
maticas (caminos monocromaéticos y ciclos monocromaticos) y vy-ciclos por H-trayectorias
(H-caminos y H-ciclos) y v — H-ciclos respectivamente, con el objetivo de dar condiciones
suficientes para asegurar la existencia de un H-niicleo por trayectorias. Esto nos dio gratas
consecuencias ya que no so6lo obtuvimos los resultados planeados, ademés mejoramos las
hipotesis.

Cabe mencionar que no toda digrafica tiene nicleo, como se puede ver en la figura 2,
por tal motivo es importante el estudio de la existencia de este.

Este trabajo esta dividido en cinco capitulos: el primer capitulo consiste en definiciones
bésicas para el lector que esté incursionando en esta area, el lector experto puede comenzar
la lectura desde la seccion 1.1; en el segundo capitulo daremos antecedentes histoéricos de
los ntcleos; y en los otros tres capitulos se encuentran desarrollados de manera amplia
los resultados obtenidos durante mi trabajo doctoral, la herramienta necesaria para su
comprension y algunas aplicaciones.

!si no conoces los siguientes conceptos no te preocupes ya que en el préximo capitulo seran definidos
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo daremos una pequena introduccion al mundo de las digraficas. Definire-
mos algunos conceptos basicos y resultados que nos seran de gran utilidad posteriormente,
aunque no incluiremos sus demostraciones ya que no es el objetivo de la tesis. En los libros
de Berge [5] y Chartrand y Lesniak [10] puedes encontrar un desarrollo méas amplio del
presente capitulo.

Definicién 1.0.1. Una digrdfica D consiste de un conjunto finito no vacio de vértices
V(D), y un conjunto de pares ordenados de vértices a cuyos elementos les llamaremos
flechas, que denotaremos por F'(D), ve figura 1.1.

D

Figura 1.1: Ejemplo de una digrafica

Definiciéon 1.0.2. El orden de una digrafica D es la cardinalidad de V(D) y el tamanio
de D es la cardinalidad de F(D).
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Notacion. Sean D una digréafica y u,vo € V (D) tal que f = (u,v) € F (D) diremos que f
es incidente desde u e incidente hacia v o diremos que u es adyacente hacia v y que v es
adyacente desde u.

Definicién 1.0.3. Sean D una digrafica y v € V(D). El ingrado o grado interior de v,
denotado por d,(v), es el nimero de vértices adyacentes hacia v.

Definicién 1.0.4. Sean D una digrafica y v € V(D). El exgrado o grado exterior de v,
denotado por §}(v), es el ntimero de vértices adyacentes desde v.

Definicién 1.0.5. Sean D una digraficay v € V(D). El grado de v, denotado por dp(v) =
0p(v) + dp(v).

Definicién 1.0.6. Sean D y D’ digraficas, D’ es una subdigrafica de D si V (D’)
/

V(D)
y F (D) C F (D). D' es una subdigrafica propiade Dsi V (D) C V(D)o F (D') C F

C
¢ F(D)

Definicion 1.0.7. Una subdigrafica D" de una digrafica D es una subdigréfica generadora
de D si V(D') = V(D), ve figura 1.2.

Definicion 1.0.8. Una subdigrafica D’ de una digrafica D es una subdigrafica inducida de
Dsi V(D) CV(D)y F(D') consiste de todas las flechas de D entre vértices de D' y que
pertenecen a D. Denotaremos por D[U] a la subdigréfica de D inducida por U C V (D),
ve figura 1.2.

Xo

X X
X3 X3 XS
D D' D"
Figura 1.2: a) Una digrafica D. b) D’ una subdigrafica generadora de D. ¢) D" =
D[.Tl, Lo, X3, .735].
Definicién 1.0.9. Sean D una digrafica y f = (u,v) € F (D). Entonces f es una flecha
simétrica de D si (v,u) € F (D)

Definicién 1.0.10. La parte simétrica de una digrafica D, denotada por Sim (D), es la
subdigrafica inducida por las flechas simétricas de D.



V2

Va
D V3
Figura 1.3: Ejemplo de una digrafica simétrica

Definicién 1.0.11. Una digrafica D es una digrafica simétrica si cada flecha de D es una

flecha simétrica, ve figura 1.3.

Definicién 1.0.12. Una digrafica D es una digrafica transitiva si para cualesquiera tres
vértices u, v, w € V(D) tales que {(u,v), (v,w)} C F(D), tenemos que (u,w) € F(D). Di-
remos que D es una digrafica fuertemente transitiva si para cualesquiera vértices u, v, w €
V(D) (posiblemente u = w) tales que {(u,v), (v,w)} C F(D), tenemos que (u,w) € F(D)
(cuando u = w y {(u,v), (v,w)} C F(D), tenemos que {(u,u), (v,v)} C F(D)), ve figura

)

D

Figura 1.4: Ejemplo de una digrafica fuertemente transitiva

Observacion. La digrafica D de la figura 1.3 no es transitiva ya que las aristas

{(v1,v4), (va,v1)} € F(D).

Definicion 1.0.13. Sean D una digrafica y u,v € V (D) (no necesariamente distintos).
Diremos que un uv-camino en D es una sucesion de vértices W = (u = ug, uy, ..., up, = v)
tal que para toda i € {0,...,n — 1}, (u;,ui41) € F(D) o (uir1,u;) € F(D). Denotaremos
por [ (W) a la longitud de W, en este caso [ (W) = n.
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Definicién 1.0.14. Un camino W es un camino cerrado si ug = u,.

Definicién 1.0.15. Una sucesion de vértices W = (u = g, uq, ..., u, = v) €s un uv-camino
dirigido de una digrafica D si para toda i € {0,...,n—1} se satisface que (u;, u;41) € F(D).

Definiciéon 1.0.16. Una uv-trayectoria dirigida en una digrafica D es un wv-camino diri-
gido que no repite vértices.

Definicién 1.0.17. Un ciclo dirigido C' de una digrafica D es una sucesion de vértices
(U, U1, ..., U, = up) en donde para cada i,j € {1,...,m} con i # j se tiene que u; # u;
(una trayectoria cerrada). Denotaremos por C,, al ciclo dirigido de longitud m, con m > 2.

Notacion. Sea W = (u = wg, uq, ..., u, = v) un camino de una digrafica Dy 1 < ,5 <
n. Denotamos por (u;, W, u;) al u;u;-subcamino contenido en W, es decir (u;, W,u;) =

(ui7ui+17 "'7uj—17uj)'

Definicién 1.0.18. Sea D una digrafica no vacia, una subdivision elemental de D es una
digréfica obtenida de D al sustituir alguna flecha f € F(D) por una trayectoria dirigida
con la misma orientacién. Una subdivision de D es una digrafica obtenida de D por una
sucesion de subdivisiones elementales.

Teorema 1.0.1. Sean D una digrdfica y u,v € V(D). Todo uv-camino dirigido en D
contiene una uv-trayectoria dirigida en D.

Teorema 1.0.2. Todo camino dirigido cerrado en una digrdfica D contiene un ciclo diri-
gido.

Teorema 1.0.3. Sea D una digrdfica. St D no contiene ciclos, entonces tiene al menos
un vértice de exgrado cero.

Teorema 1.0.4. Sea D una digrdfica. Si para cada vértice v € V(D) se cumple que
d5(w) > 1 (65(v) > 1), entonces D contiene un ciclo dirigido.

1.1. Nucleos en digraficas

Definicion 1.1.1. Sea D una digrafica, N C V(D) es ntcleo de D si:

1. Para cada u,v € N se tiene que (u,v) ¢ F(D)y (v,u) ¢ F(D) (N es independiente).

2. Si x € V(D)\N, entonces (x,y) € F(D) para alguna y € N (N es absorbente).

Observemos que no toda digrafica tiene niicleo, un ejemplo clasico son los ciclos dirigidos
de longitud impar.
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Definicién 1.1.2. Sea D una digréfica, si para todo S C V(D) se tiene que (S)p tiene
ntcleo diremos que D es niicleo perfecta.

Teorema 1.1.1. (Berge-Duchet [6]). Si D es una digrdfica tal que cada ciclo dirigido tiene
al menos una flecha simétrica, entonces D es nicleo perfecta.

Teorema 1.1.2. (Berge-Duchet [6]). Si D es una digrifica tal que todo ciclo dirigido
impar contiene al menos dos flechas simétricas, entonces D tiene nicleo.

1.2. Digraficas H-coloreadas.

Definicién 1.2.1. Sean D y H digréficas (H puede tener lazos). Diremos que D es H-
coloreada si las flechas de D estan coloreadas con los vértices de H. Denotaremos por
c(x,y) al color de la flecha (z,y) € F (D), ve figura 1.5.

A lo largo de este trabajo, la digrafica H serd una digrafica fuertemente transitiva que
posiblemente tenga lazos y la digrafica D no tendré lazos ni flechas maltiples.

@ Xi X2
Vi

X A\

Vs

V5 X6
\. Xs X4

H D

Figura 1.5: Ejemplo de una digrafica H-coloreada

Definicién 1.2.2. Un H-camino (trayectoria) en D es un camino dirigido (trayectoria
dirigida) C' = (z0, 21, ...,2¢) en D tal que (¢(zo, 21),¢(21, 22), .., ¢(2¢-1, 2¢)) €s un camino
dirigido en H.

Observacidn. Toda flecha (u,v) € F(D) con u,v € V(D) es una H-trayectoria.

Definiciéon 1.2.3. Un H-ciclo en D es un ciclo dirigido (2o, 21, ..., 2, 20) €en D tal que
(c(z0,21), (21, 22), -vy (20, 20), (20, 21)) €s un camino dirigido en H.

Ejemplo 1. Una H-trayectoria de la figura 1.5 es (z5,x1,22). Otra H-trayectoria de la
figura 1.5 es (x4, 21). Un H-ciclo de la figura 1.5 es (22, 27,23, 22) y un H-camino de la
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figura 1.5 es (xq, x7, 23, T2, x3). Notemos que en la figura 1.5 (1, 9, x7) es una trayectoria
en D pero no una H-trayectoria. (z1,x9,x3) es un ciclo en D pero no una H-ciclo y
(23, To4, T7, T3, 22) €s un camino en D pero no un H-camino.

Denotaremos por uv — H-camino (trayectoria o ciclo) al H-camino (trayectoria o ciclo)
de u a v.

Lema 1.2.1. [83] Sea H una digrdfica fuertemente transitiva. Si C' es un camino dirigido
dew a v en H de longitud al menos uno (posiblemente u = v), entonces (u,v) € F(H).

Lema 1.2.2. [33] Sean H una digrifica fuertemente transitiva y D una digrifica H-
coloreada. Para u,v € V(D) con u # v cada H-camino en D de u a v contiene una
H-trayectoria en D de u a v.



Capitulo 2

Historia del ntcleo

La teoria de nicleos es una importante rama dentro de la teoria de graficas debido a las
aplicaciones que tiene en la teoria de juegos, en juegos tipo Nim [5], en teoria de decisiones
y logica |3, 4], por nombrar algunas.

Un conjunto N, N C V(D) es niicleo de D si: 1) N es independiente (para cada u,v € N
se tiene que (u,v) ¢ F(D)y (v,u) ¢ F(D)); 2) N es absorbente (si z € V(D)\N, entonces
(z,y) € F(D) para alguna y € N).

Este concepto fue introducido por Von Neumann y Morgenstern en el drea de teorfa de
juegos [54].

En un principio al niucleo se le llamé "solucién", ya que querian encontrar principios
matematicos que definieran el comportamiento racional para los participantes de una eco-
nomia social o un juego. Para ser precisos, en juegos de cooperaciéon entre n personas:
supongamos que n personas, denotadas por 1,2, ..., n tienen que discutir la seleccion de un
solo punto o elemento de X, llamado el conjunto de las situaciones. Si el jugador i prefiere
la situacion a a la situacion b, se denotara por a >' b con i € {1,2,..,n}. Las preferencias
individuales pueden no ser compatibles, pero recordemos que se estd haciendo una elec-
cion de grupo, asi que la preferencia individual no serd tomada en cuenta. Por lo que la
preferencia unédnime de una situacion seré la mejor solucion, aunque esto rara vez sucede.
Asi que serd necesario introducir el concepto de "preferencia efectiva'. La situacion a se
dice que es efectivamente preferida a b, si existe un grupo dentro de las n personas que
prefieren a a de b y ellas juntas son capaces de imponer la preferencia de a sobre b. Note-
mos que la preferencia efectiva no es transitiva. Ahora consideremos la digrafica D, con X
como el conjunto de vértices de D y en donde N~ (z) denota el conjunto de las situaciones
efectivamente preferidas a x, es decir ab es una flecha de D si b es efectivamente preferida
sobre a. Si la digrafica D tiene un ntucleo S, la seleccion serd confinada a los elementos

7
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de S. Ya que S es independiente, ninguna situacion de S es efectivamente preferida a
otra de S. Y por ser absorbente, para cada situacion x ¢ S, existird una situacion en S
que es efectivamente preferida a x, asi que = puede ser inmediatamente descartado. Von
Neumann y Morgenstern llamaban a S "solucion".

Un ejemplo de juego tipo Nim es el siguiente: Dada una digrafica D y los jugadores Ay
B, podemos definir el siguiente juego. Se fija un punto inicial x, el jugador A selecciona
un vértice x; entre el conjunto de vértices a los que les llega una flecha desde z( (la ex-
vecindad de zg, denotada por N*t(zg)), el jugador B selecciona cualquier vértice zo en
N*(xq) y asi sucesivamente. Pierde el juego el primer jugador que no pueda elegir un
vértice. Observemos que si la digrafica tiene nicleo, entonces el jugador que escoge un
elemento en el nicleo nunca pierde.

Como hemos visto, este concepto tiene diversas aplicaciones. En [40, 41, 53| puedes
encontrar mas.

Berge fue el primero en aplicar este concepto en diversas areas de las mateméticas,
definiendo el niicleo de una digrafica.

Notemos que el concepto de niicleo y el concepto de soluciéon son duales direccionalmente,
ya que S es soluciéon de una digrafica D siy so6lo si S es un nticleo de la digrafica obtenida
de D al cambiar la direcciéon de todas las flechas de D.

Una grafica es perfecta si y s6lo si no contiene un ciclo de longitud impar inducido de
orden mayor o igual a 5, ni su complemento. Una orientacidn de una grifica G = (V, E) es
una digrafica D = (V| F') obtenida de orientar cada arista de G, en una o dos direcciones.
Una orientacion de una grafica G es llamada clan aciclica si cada clan C' de G tiene niicleo.
Una grafica es llamada nicleo soluble si cada una de sus orientaciones clan aciclicas tienen
nucleo.

Berge y Duchet |7] relacionaron la teoria de nticleos y la teoria de graficas perfectas con
la siguiente conjetura: GG es una grafica perfecta si y solo si GG es una gréfica ntcleo soluble.

Una implicacion de esta conjetura fue demostrada por Boros y Gurvich [9] y el inverso
es una consecuencia del teorema fuerte de la grafica perfecta [11].

La teoria de ntucleos ha sido utilizada para demostrar algunos casos particulares de otra
conjeturas famosa como la siguiente: En toda digrafica existe un conjunto independiente
maximo que intersecta a toda trayectoria de longitud maxima, propuesta por Laborde, Pa-
yan y Xuong [39]. Aunque esta conjetura todavia no se ha demostrado. Se han demostrado
algunos casos particulares. Berge [5] demostrd que: Si S es un nucleo de una digrafica D,
entonces S es un conjunto independiente maximo y absorbente minimo.



Galeana-Sanchez, Gomez, Montellano-Ballesteros |24] dan varios resultados concernien-
tes a la conjetura Laborde-Payan-Xuan, en donde observan que en cada digrafica existe
un conjunto independiente de vértices que intersecta a las trayectorias de longitud maéaxi-
ma. Las digraficas que consideran satisfacen los conceptos de localmente semicompleta y
transitividad local. También consideran las gréaficas orientadas de longitud a lo més 4. En
particular, demuestran: Sea D una gréafica. Si cada trayectoria es de longitud a lo més 4,
entonces existe un conjunto independiente B C L~ (D) que intersecta a las trayectorias de
longitud méxima (es la conjetura Laborde-Payan-Xuan para trayectorias de longiud a lo
mas 4).

Galeana-Sanchez, Arroyo [2| dan condiciones suficientes para que una digréfica satisfaga
la conjetura de particion de trayectorias. Dicha conjetura tiene su origen en 1966, en uno de
los primeros articulos publicados por Laszlo Lovézs [43]. Stiebitz [51] demostro un resultado
similar que consideraba el grado minimo ¢ como parametro. La version no dirigida de la
conjetura de particion de trayectorias fue discutida por primera vez por Lovasz y Mihok
en el ano de 1981 en Szgeded, Hungria; fue mencionada en la tesis de Hajnal [38] y Vronka
[55] v fue presentada por primera vez en 1983 por Laborde-Payan-Xuan.

Por lo antes mencionado, un problema clasico en la teoria de digraficas es encontrar
condiciones necesarias y/o suficientes para que una digrafica contenga nicleo (ya que es
una propiedad que no satisface toda digrafica). Diversos matematicos han estudiado este
problema, algunos resultados importantes han sido obtenidos por Blidia, Duchet, Jacob,
Maffray y Meyniel [8], Topp [52], Galeana-Sanchez [18], Galeana-Sanchez y Neumann-Lara
[35, 36].

Algunos algoritmos para construir todos los nticleos de una digrafica D han sido desa-
rrollados por Roy [48] y Rundeanu [49]. En general, hay pocos resultados algoritmicos
concernientes a nucleo. Chvatal [12] probé que decidir si una digrafica tiene nicleo es un
problema NP-completo. Posteriormente Fraenkel [17] demostrd que el problema de decidir
si una digréafica tiene ntcleo es NP-completo, aun para digraficas planas D con restriccio-
nes de grado df(x) < 2, dp(z) < 2y d(z) < 3 para todo vértice z. Con esto, podemos
observar que aiin en digraficas relativamente sencillas, es dificil saber si tiene nicleo o no.

Aunque no todas las digraficas tienen ntcleo, se ha demostrado que casi todas las di-
graficas tienen uno. Sea D(n,p) una digrafica aleatoria de n vértices, donde cada flecha
dirigida xy tiene probabilidad p de estar en la digrafica. Fernandez de la Vega [16] dio el
siguiente resultado: Sea p fijo, 0 < p < 1. La probabilidad de que una digrafica aleatoria
D(n,p) tenga nucleo tiende a 1 cuando n — oo.

Como hemos mencionado, el encontrar nicleos es un problema NP-completo, asi que
varios investigadores han restringido su investigacion a ciertas familias de digraficas, por
mencionar algunas: digraficas transitivas, digraficas aciclicas, digraficas simétricas (pro-
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piedades hereditarias '), digraficas quasitransitivas, digrificas pretransitivas, etcétera.

Los primeros resultados que establecen condiciones suficientes para la existencia de al
menos un nucleo son los siguientes:

1. (Von Neumann [54]) Si D es una digrafica sin ciclos, entonces D tiene nicleo.

2. (Richardson [47]) Si D es una digrafica sin ciclos de longitud impar, entonces D tiene
nicleo.

Notemos que el teorema de Richardson es una generalizacion del teorema de Von
Neumann. Posteriormente varias generalizaciones del teorema de Richardson han
sido encontradas, como las siguiente:

3. (Duchet [15]) Si D es una digrafica tal que todo ciclo de longitud impar tiene dos
flechas simétricas, entonces D tiene ntcleo.

4. (Duchet [15]) Si D es una digrafica tal que todo ciclo tiene una flecha simétrica
entonces D tiene nicleo. Este tltimo es de gran importancia dentro de la teoria de
ntcleos.

Notemos que las hipotesis que se piden en cada uno de los teoremas anteriores son
hereditarias, por lo que cada subdigrafica inducida de D tiene ntcleo. Diremos que una
digrafica D es nicleo perfecta si D y todas sus digraficas inducidas tienen niicleo. Con esta
definicion tenemos como consecuencia los siguientes resultados clasicos:

1. (Berge [4]) Una digrafica simétrica es niicleo perfecta.

2. (Von Neumann [54]) Si D es una digréafica sin ciclos, entonces D es ntcleo perfecta
y su nucleo es tnico.

3. (Richardson [47]) Una digrafica sin ciclos de longitud impar es nicleo perfecta.
4. (Duchet [15]) Si D es una digrafica tal que cada ciclo de longitud impar tiene al

menos una flecha simétrica, entonces D es niicleo perfecta.

En la literatura de ntucleos puedes encontrar varias generalizaciones del concepto y una
de ellas (con la que nosotros trabajamos) se define sobre una digrafica a la cual le asignamos
colores a sus flechas.

En [50] Sands, Sauer y Woodrow plantearon lo siguiente:

!Una propiedad P es hereditaria si para cualquier digrafica D que cumple la propiedad P, cada sub-
digréfica inducida de D también satisface la propiedad P.
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Teorema 2.0.3. Toda digrifica D cuyas flechas estdan coloreadas con dos colores sin tra-
yectorias monocromdticas infinitas exteriores tiene un subconjunto S de vértices tal que: 1)
Para cualquier par de vértices en S no existe trayectorias monocromdticas entre ellos; 2)
Para cualquier vértice v € V(D) \ S existe un vértice y € S tal que existe una trayectoria
monocromdtica de x hacia .

El teorema de Sands, Sauer y Woodrow es valido también para digraficas infinitas.

Corolario 2.0.4. Todo torneo finito T' cuyas flechas estdn coloreadas con dos colores tiene
un vértice v tal que para cada w € V(T)\ {v} existe una trayectoria monocromdtica de w
hacia v.

Conjetura 2.0.5. Sea T un torneo cuyas flechas estdn coloreadas con tres colores, el cual
no contiene tridngulos dirigidos 3-coloreados. FEntonces T tiene un vértice v tal que para
cada vértice w € V(T') \ {v} existe una trayectoria monocromdtica de w hacia v.

Diremos que una digrafica D es m-coloreada si las flechas de D estan coloreadas con
m-colores. Una digrafica es monocromdtica si todas sus flechas estan coloreadas con el
mismo color. Una digrafica es heterocromdtica si todas sus flechas tienen distintos colores.
Diremos que D es casimonocromdtica si, con a lo mas una excepcién, todas sus flechas
tienen el mismo color.

Inspirado en la Conjetura 2.0.5 Shen Minggang en [44] demostré lo siguiente:

Teorema 2.0.6. Si T es un torneo finito m-coloreado tal que T no contiene tridngulos
dirigidos 3-coloreados ni torneos transitivos de orden 3 3-coloreados ,entonces T' contiene
un vértice v tal que para cada vértice w € V(T)\{v} existe una trayectoria monocromdtica
de w hacia v.

Notemos que como consecuencia del resultado anterior se demuestra el Corolario 2.0.4.

Posteriormente, en 1996 Galeana-Sanchez introduce el concepto de ntucleo por trayec-
torias monocromaéticas en [20] con el fin de encontrar una respuesta a la Conjetura 2.0.5.
En este articulo, Galeana-Sanchez da algunas condiciones suficientes para que un torneo
m-coloreado tenga nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas.

Sea D una digrafica m-coloreada. Un conjunto N C V(D) es nicleo por trayectorias
monocromdticas si: 1) Para cualesquiera dos vértices u,v € N no existe una trayectoria
dirigida monocroméatica de u a v; 2) Para cada vértice x, z € V(D) \ N existe un vértice
y, y € N tal que existe una trayectoria dirigida monocromatica de x a y.

Utilizando la definicion anterior podemos reescribir el teorema de Shen Minggang de
la siguiente forma: Si 7" es un torneo finito m-coloreado tal que 7" no contiene tridAngulos
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dirigidos 3-coloreados ni torneos transitivos de orden 3 3-coloreados, entonces 7' tiene
un nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas. También demostrd que: Para cada
m > 5 existe un torneo 7' m-coloreado tal que 7" no tiene tridngulos dirigidos 3-coloreados
vy T no tiene nucleo por trayectorias monocromaéticas.

Cabe mencionar que la Conjetura 2.0.5 atin no se ha resuelto. Sin embargo, en 2004
Galeana-Sanchez y Rojas-Monroy [25| dieron un torneo T' 4-coloreado el cual no tiene
triangulos dirigidos 3-coloreados y 1" no tiene niicleo por trayectorias dirigidas monocro-
maticas.

Observemos que el concepto de ntcleo por trayectorias monocromaticas es una genera-
lizacion del concepto de nicleo, ya que si a la digrafica D le asignamos un color distinto a
cada una de sus flechas, entonces un conjunto de vértices es niucleo de la digrafica si y s6lo
si es un nicleo por trayectorias monocromaticas. Més aiin, existe una estrecha relaciéon
entre estos conceptos, dada por la cerradura transitiva de una digrafica D m-coloreada.
La cerradura transitiva de una digrafica D m-coloreada, denotada por C(D) es la digra-
fica definida como sigue, ve figura 2.1: V(C(D))= V(D) y F(C(D))= F(D)|J{(u,v) con

color i: existe una trayectoria uv-monocromética de color ¢ contenido en D}.

X4
D

Figura 2.1: Ejemplo de C (D)

De la siguiente definicién se puede probar que:

1. Para cualquier color ¢ la subdigréfica de C(D) inducida por todas las flechas de color
1 es una digrafica transitiva.

2. En cualquier digrafica D m-coloreada se cumple que C(D) = C (C(D)).

3. Sea D una digrafica m-coloreada. D tiene nticleo por trayectorias monocromaticas
siy solo si C(D) tiene nucleo (este resultado es una generalizacion del teorema de
Berge-Duchet).



13

En [20] Galeana-Sanchez demuestra que la digrafica D m-coloreada obtenida de eliminar
una fecha (u, v) de un algin torneo T' m-coloreado, es decir D = T'\ (u, v), tiene nticleo por
trayectorias dirigidas monocromaticas, si cada ciclo dirigido contenido en D de longitud a
lo méas 4 es casimonocromético.

En [29] se prueba que para un torneo 3-coloreado 7" tal que todo C's es casimonocromaético
y para cada v € V(T) se tiene que |{(v)| < 2, entonces C(D) es nicleo perfecta y por lo
tanto, T tiene nicleo por trayectorias dirigidas monocromaticas ({(v) denota el conjunto
de colores asignados a las flechas que tienen a v como extremo final).

En general, han sido muy estudiadas las condiciones para que una digrafica tenga ni-
cleo por trayectorias dirigidas monocromaéticas, en [20, 35, 56, 57| puedes encontrar mas
informacion.

Sea H una digrafica (posiblemente con lazos) y D una digrafica. Diremos que D es
H -coloreada si las flechas de D se colorean con los vértices de H. Denotaremos por ¢(z, y)
al color de la flecha (z,y) € F(D). Un H-camino (trayectoria) es un camino dirigido
(trayectoria dirigida) T' = (2o, ..., 2¢) en D tal que (¢(zo, 21), .., ¢(21_1, 2;)) €s un camino
dirigido en H. El concepto de H-trayectoria fue introducido por Linek y Sands [42]. En
ese trabajo ellos realizan una extension del Corolario 2.0.4.

En la figura 2.2 tenemos que: (xq, z3,x4) y (73, x4) son H-trayectorias, (xy, x4, 3, x1) €8
un H-ciclo y (z9, %3, 1,24, 3) €s un H-camino.

Xs
V1 X1

X2

Va\. Xs

Va2 X4
H D

Figura 2.2: D es una digrafica H-coloreada.

Posteriormente el concepto de H-caminos es usado por Arpin y Linek. En [1] Arpin y
Linek consideraron la altima extension que propusieron Sands y Linek [42] (1a cual consiste
en colorear las flechas de un torneo T' con los vértices de una digrafica reflexiva H) con la
finalidad de extenderla para cualquier digrafica y asi generalizar algunos de los resultados
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obtenidos por Reid [46] y algunos de los resultados de Linek y Sands [42]|. El trabajo de
Arpin y Linek motivo el siguiente concepto:

Un conjunto N C V(D) es un H-nicleo por caminos (trayectorias) en D si:

1. Para cada w,v € N no existe un H-camino (trayectoria) de v a v (N es H-
independiente por caminos (trayectorias)).

2. Para cada z € V(D) — N existe un xy — H-camino (trayectoria) para algin y € N
(N es H-absorbente por caminos (trayectorias)).

En [13], Delgado-Escalante y Galeana-Sanchez introducen este concepto en donde prueban
la existencia de H-ntucleos en digraficas H-coloreadas posiblemente infinitas. También
establecen una correspondencia uno a uno entre la existencia de un H-ntdcleo en una
digrafica H-coloreada y la existencia de un ntucleo en la digrafica de D al eliminar el color
de cada flecha de D.

Observemos que este concepto es una generalizacion del concepto de niicleo por trayec-
torias monocromaéticas, cuando H consiste inicamente de lazos.

En 2010, Galeana-Sanchez, Rojas-Monroy y Zavala [32] prueban la existencia de H-
ntucleos por caminos en digraficas H-coloreadas posiblemente infinitas para cada digréfica,
H posiblemente infinita. También, consideraron algunas condiciones suficientes para la
unicidad de H-nticleos por caminos.

Wtoch [58] da condiciones necesarias y suficientes para la existencia de nucleos por tra-
yectorias monocromaticas en la D-suma de digraficas. También da condiciones suficientes
para la existencia de nicleos perfectos monocromaticos para la D-suma. Mas atn, calcula
el nimero total de niicleos por trayectorias monocromaticas en este producto.

Galeana-Sénchez y Sanchez-Lopez [33] dan condiciones suficientes y necesarias para la
existencia de H-nucleos en la D-suma de digréaficas.

En el capitulo 3 de esta tesis daremos una extension de los resultados expuestos por
Galeana-Sanchez, Gaytan-Gomez y Rojas-Monroy [23].

El resultado principal obtenido en [23] es el siguiente:
Teorema 2.0.7. Sea D una digrdfica finita m-coloreada. Si existe una particion C' =

C1JCy del congunto de colores de D tal que:

1. Cada ciclo en la subdigrifica D [C;] generada por las flechas con colores en C; es
monocromdtico con i € {1,2}.
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2. C(D) no contiene tridangulos heterocromdticos ni Ps heterocromdticos con los colores
de la particion C.

Entonces D tiene nicleo por trayectorias monocromdticas.

Un resultado particular del teorema anterior es: [23] Sea D una digrafica m-coloreada
tal que todo ciclo dirigido en D es monocromético. Entonces C'(D) tiene nicleo.

Notemos que el teorema 2.0.7 implica el teorema de Sands, Sauer y Woodrow en el caso
finito tomando como clases de equivalencia de la particién cada color.

Ellos demuestran en [50] que: Si D es una digrafica cuyas flechas se colorean con dos
colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas, entonces
existe un conjunto independiente por trayectorias dirigidas monocrométicas S de vérti-
ces de D tal que, para cada vértice X que no estd en S, existe una trayectoria dirigida
monocromatica de X a un vértice de S.

Observemos que el teorema de Sands, Sauer y Woodrow puede escribirse en términos
de nicleos de la siguiente manera: Si D es una digrafica cuyas flechas estdn coloreadas
con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas exteriores monocromaticas,
entonces la cerradura transitiva de D, C(D) contiene nucleo. Mas atn, C(D) es nicleo
perfecta.

El teorema de Sands, Sauer y Woodrow se puede escribir de la siguiente manera para
el caso finito: Sea D una digrafica. Si existen dos subdigraficas transitivas Dy y Ds de la
digrafica D tales que D = Dy|J Do, F(D1) () F(D3) = 0. Entonces D tiene nucleo.

Notemos que para cada digrafica D, C(C(D)) = C(D) y D tiene un ntcleo por tra-
yectorias monocromaticas si y solo si C(D) tiene un nicleo. Diremos que H es una di-
grafica fuertemente transitiva si para cualesquiera vértices u,v,w € V(H) (posiblemente
u = w) tales que {(u,v), (v,w)} C F(H) tenemos que (u,w) € F(H) (cuando u = w y
{(u,v), (v,u)} C F(H) tenemos que {(u,u), (v,v)} C F(H)).

Definicién. Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Sean Dy y Ds sub-
digraficas generadoras de D. Diremos que P = {Dy, Dy} es una H-separacion de D si:

1. F(Dy)(\F(Dy) = 0, F(Dy)UF(Dy) = F(D).

2. Cada H-trayectoria de D esta contenida en D; o esta contenida en Ds.

Las siguientes definiciones implican las definiciones de H-subdivision de C'3 y H-subdivision
de P3.
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Definicién. Diremos que [u, v, w,u] es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cj si existen:

1. Ty: H-trayectoria de u a v contenida en D1,
2. T: H-trayectoria de v a w contenida en D y

3. T5: H-trayectoria de w a u contenida en Ds.

que satisfacen:

i) (c(flecha final de T7),c(flecha inicial de T'))¢ F(H), (c(flecha final de T'),c(flecha inicial
de T))¢ F(H) y (c(flecha final de T5),c(flecha inicial de T1))¢ F(H);

ii) 71 T JTz: es un ciclo contenido en D.

Definicién. Diremos que [u, v, w, x| es una (Dq, D, Dy) H-subdivision de Pj si existen:

1. Ty: H-trayectoria de u a v contenida en D1,
2. T: H-trayectoria de v a w contenida en D y.

3. Ty: H-trayectoria de w a x contenida en Ds.
tal que:
i) (c(flecha final de T1),c(flecha inicial de T'))¢ F(H) y (c(flecha final de T'),c(flecha inicial

de T3))¢ F(H);
ii) 71 T U Tz es una trayectoria contenida en D.

Con ayuda de estas definiciones probaremos el resultado principal del capitulo 3:
Teorema 2.0.8. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva, D una digrdfica H-coloreada
y P ={Dy, Dy} una H-separacién de D y se satisface lo siguiente:

1. Cada ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo con i € {1,2}.

2. D no contiene una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cs.

3. Si [u, z,w,xo] es una (Dq, D, D) H-subdivision de Ps entonces eziste alguna de las
stquientes H-trayectorias: una H-trayectoria de u a xo o una H-trayectoria de x¢ a

u.
Entonces D tiene H-nicleo por trayectorias.

Notemos que las condiciones que se piden en el teorema 2.0.8 implican las condiciones
del teorema 2.0.7 ya que:
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1. i) Sean H y D dos digraficas. Una digrafica D m-coloreada es una digrafica H-
coloreada. ii) En particular, si H es la digrafica que consiste unicamente de lazos,
ve figura 2.3, se satisface que todo H-camino (H-trayectoria o H-ciclo) en D es un
camino monocromatico (trayectoria monocromética o ciclo monocroméatico) en D y
viceversa. Claramente H es una digrafica fuertemente transitiva.

Figura 2.3: H es la digrafica que consiste inicamente de lazos.

2. En laliteratura de digraficas m-coloreadas cuando se haga referencia que dos caminos
monocromaticas (ciclos monocromaticos o trayectorias monocrométicas), digamos
Ty y T son coloreados con distinto color, diremos que esto serd interpretado en
digraficas H-coloreadas como dos H-caminos (H-ciclos o H-trayectorias) 11 y T5 tal
que (c(flecha final de T7), c(flecha inicial de T3)) ¢ F(H).

3. Si C(D) no contiene triangulos heterocroméaticos ni Py heterocromaticos esto se
interpretara como que D no contiene una (D, D, Ds) subdivision de Cj 3-coloreada
ni una (D, D, Ds) subdivision de Ps 3-coloreada.

Cabe mencionar que en este trabajo introduciremos el siguiente concepto:

Un y—H-ciclo en D es una sucesion de vértices distintos de D, v = (ug, U1, ..., Up_1, Up, =
up) tal que cada i € {0,...,n — 1} satisface: 1) Existe una w;u,; 11 — H-trayectoria contenida
en D. 2) No existe una u;,u; — H-trayectoria contenida en D.

El objetivo del capitulo 4 en un principio era realizar una generalizacion del teorema 2
al sustituir la definicién de H-ciclo por la definicion de v — H-ciclo, pero observamos que
podiamos obtener un mejor resultado si definiamos ciertas estructuras. En este momento



18 CAPITULO 2. HISTORIA DEL NUCLEO
no daremos dichas estructuras ni el teorema porque ambos son muy técnicos, pero en el
desarrollo del capitulo estan explicadas formalmente.

En el capitulo 5, damos una lista de teoremas previos que satisfacen no contener v — H-
ciclos los cuales pueden ser aplicados al teorema principal del capitulo 4.



Capitulo 3

H-ciclos y H-trayectorias.

En este capitulo se dard una generalizacion del resultado de H. Galeana-Sanchez, G.
Gaytan-Gomez y R. Rojas-Monroy [23], este es una extension del teorema de Sands, Sauer
y Woodrow [50], el cual se puede escribir en términos de nucleos: Si D es una digrafica
cuyas flechas son coloreadas con dos colores, tal que D no contiene trayectorias infinitas
exteriores monocromaticas, entonces la cerradura transitiva de D, C (D) tiene nticleo. Mas
aun, C(D) es nticleo perfecta.

A partir de este capitulo, cuando hagamos referencia a un camino (ciclo o trayectoria)
nos referiremos a un camino dirigido (ciclo dirigido o trayectoria dirigida). Denotaremos
por < el final de la demostracion de una afirmacion. Utilizaremos ff y fi para denotar flecha
final y flecha inicial, respectivamente.

Los siguientes lemas seran de gran utilidad en la demostracion del teorema principal de
este capitulo.

Definicién 3.0.4. Sean C; un uv-camino, C7 = (u = ug, ..., u, = v) y Co un vw-camino,
Cy = (v = vg,...,v, = w). La concatenacion de Cy y Cs, denotada por C1UC,, es el
uw-camino (U = Ug, ..., Uy = UV = Vg, ..., U = W).

Teorema 3.0.9. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada
tal que todo ciclo en D es un H-ciclo. Si C = (uq, ..., u,_1) €s una sucesion de n > 2 vér-
tices distintos dos a dos, tal que para cada i € {0,....,n — 1} (mod n) existe algina u;u;, -
H-trayectoria, llamémosle T;, entonces la concatenacion de las H-trayectorias Ty, ..., T,_1
(TOUO TU.U T._1) es un H-camino cerrado.

Demostracién. Probaremos que (c(ff de T;),c(fi de T;11))€ F(H).

19
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Procederemos por induccion sobre n (n > 2, el numero de vértices en la sucesion C
distintos dos a dos). Supongamos que n = 2.

Caso i) (V(To) NV (T1)) — {ug,us } = 0.

Como (V(Ty) N V(T1)) — {uo,u1} = 0, entonces en D, ToU T} es un ciclo, el cual por
hipotesis es un H-ciclo. Asi, la concatenacion ToUT, es un H-camino cerrado, ve figura
3.1.

Figura 3.1: Ty, T son dos trayectorias que no se intersectan

Caso ii) (V(To) 'V (Th)) — {uo,u1} # 0.
Basta probar que: (c(ff de Tp),c(fi de T1))e F(H) y (c(ff de T1),c(fi de Ty))e F(H).

Sean w el primer vértice de Ty que estd en T} distinto de ug y v el tltimo vértice de
Ty que esta en Ty distinto de u; (posiblemente v = w). Entonces (w, 11, uo) |J(wo, T, w) y
(v, To, uy) J(uq, T1, v) son ciclos, los cuales por hipotesis son H-ciclos. Luego, la concate-
naciéon ToUT} es un H-camino cerrado, ve figura 3.2.

De los casos i) y ii) concluimos la base de induccion para n = 2.

Supongamos que el teorema 3.0.9 es cierto para sucesiones C’ como en la hipétesis, con
a lo mas n — 1 vértices. Sea C' una sucesion de n vértices que satisface las hipotesis del
teorema 3.0.9.

Analizaremos dos posibles casos:

Caso 1) Existe una concatenacion T;UT,,, para alguna i € {0,...,n — 1} (mod n) tal
que es un H-camino, es decir, que (c¢(ff de T;),c(fi de Ti41))e F(H).

Supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ = 0. Entonces en D, ToUT; es un ugug— H-
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Figura 3.2: Ty, T son dos trayectorias que se intersectan

camino y por el lema 1.2.2, contiene una wgus — H-trayectoria en D, llamémosle T(; ala
ugug — H-trayectoria.

Sea C' = (ugp,us,us,...,u,_1) una sucesion de n — 1 vértices distintos dos a dos y
T(;7T2, ..., T,_1 es una sucesion de trayectorias que satisfacen las hipotesis del teorema
3.0.9. Entonces por la hipétesis de induccién, la concatenacion T(;[OJTglj...IOJTn,l es un
H-camino cerrado. Luego, la concatenacion TOIOJTlﬁT2[OJ_,,fJﬂL_1 es un H-camino cerrado.

Caso 2) Para cada i € {0,...,n — 1}, la concatenacion T;UT;;; (mod n) no es un H-
camino.

Afirmacion 1. (V(T;) — {wis1}) NV (Ti41) = 0 para cada i € {0,...,n — 1} (mod n)

Demostracion de la Afirmacion 1. Procederemos por contradiccion. Supongamos que
para alguna i € {0,...,n — 1} (mod n), (V(T;) — {uis1}) NV (Tix1) # 0.

Sea v el tltimo vértice de T; que esta en T} distinto de u; 1 entonces (v, T;, uiy1) | J(wiv1, Tiv1,v)
es un ciclo, el cual por hipotesis es un H-ciclo. Entonces, la concatenacion TifITHl,
que es un w;u; 4o — H-camino, esto contradice la suposicion del Caso 2). Asi, (V(T;) —
{uia ) NV (Tis1) = 0 para toda i € {0, ...,n — 1}, ve figura 3.3. <

Afirmacion 2. V(T;) NV (T;) = 0 para cualesquiera i, j tales que j — ¢ > 2 (mod n).

Demostracion de la Afirmacion 2. Procederemos por contradiccion. Supongamos que
V(T;) NV (T;) # 0 para algunas 4, j tales que j — i > 2 (mod n).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ¢ = 0 y sea jo = maz{j : V(1o) V(T;) #
0}; notemos que 2 < jo < n — 2, ya que jo no puede ser 1 ni n — 1 (por la suposicion
del Caso 2). Sea v € V(Ty)\V(T},) entonces en D tenemos que T, = (ug,Tp,v) es
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Figura 3.3: (v, T;, wis1) (i1, Tig1,v) es un ciclo

una H-trayectoria y T;O = (v,T},,u;o+1) es una H-trayectoria, ve figura 3.4. Asf C" =

(U0, U, Wjy 11, Wjg425 ---, Un—1) €S UNa sucesion de a lo mas n — 1 vértices distintos dos a dos
y T(;,TJ{(J,Tjoﬂ, ..., T,_1 es una sucesion de trayectorias que satisfacen las hipotesis del
teorema 3.0.9. Por hipétesis de induccién, la concatenacion Téﬁ]“;oﬁﬂo+1ﬁ...ﬁTn_1 es un
H-camino cerrado. Como j, < n—2, entonces la concatenacion Tn_QfITn_l es un H-camino

(esto contradice la suposicion del Caso 2)). Queda demostrada la Afirmacion 2. <

Figura 3.4: Ty = (ug, Tp,v) ¥ T;0 = (v,T},, u;o4+1) son H-trayectorias

Por la Afirmacion 1, tenemos que cualesquiera dos trayectorias T;, T; 11 no tienen vértices
en comun excepto al vértice u;,1. Por la Afirmacién 2, tenemos que cualesquiera dos
trayectorias 7;,T; para todas 7, j tales que j —7 > 2 mod n no se intersectan en ningtn
vértice, entonces en D, U?:_OlTi es un ciclo el cual por hipétesis es un H-ciclo. Asi, la
concatenacion TOIOJ...IOJTn_l es un H-camino cerrado.

De los casos 1) y 2) concluimos que la concatenacion ToﬁTlﬁ...fJTn,_l es un H-camino
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cerrado, lo que demuestra el teorema. O

Lema 3.0.10. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica finita H -
coloreada tal que todo ciclo en D es un H-ciclo. Entonces no existe una sucesion de vértices
(xo, 1, ...) tal que para cada i € {0,1,...} existe una x;x; 1 — H-trayectoria en D y no
eziste ninguna T;+1x; — H-trayectoria en D.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que existe una sucesion de
vértices (zg, r1, T2, ...) tal que para toda i € {0, 1, ..} existe una x;x;;; — H-trayectoria en
D y no existe ninguna x;,1x; — H-trayectoria en D.

Como D es una digrafica finita, existe i < j con 4,5 € {0,1,...} tal que z; = x;. Sean
Jo =min{j : x; = x; paraalgunai < j} e iy € {0, 1, .., jo— 1} tales que z;, = x;,. Notemos
que ij es tnico ya que de lo contrario existiria xy, = x;, = xj, con kg € {0,....jJo — 1} ¥
supongamos sin pérdida de generalidad que ig < ko < jo, esto contradice el hecho que x;,
sea el primer vértice igual a z; con i < jo. Asi, iy es tnico.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 0y jo = n. Asique C' = (xg, z1, ..., Tp_1)
es una sucesion de n vértices distintos dos a dos, tales que para cada i € {0,1,...,n — 1}
existe una z;x;.1 — H-trayectoria en D y no existe ninguna x;1x; — H-trayectoria en D.
Sea T; alguna x;x;,1 — H-trayectoria contenida en D. Por el teorema 3.0.9, se sigue que
toda concatenacion ToﬁTlﬁ...fJTn_l es un H-camino cerrado.

Por lo tanto, la concatenacion TiUT5U...UT,,_; es un x1xo— H-camino en D. Por el lema
1.2.2, contiene una x,xq— H-trayectoria en D, esto es una contradiccion a la suposicion de
que no existe ninguna x;,1x; — H-trayectoria contenida en D. El lema queda demostrado.

m

Lema 3.0.11. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada
tal que todo ciclo en D es un H-ciclo. Entonces existe xo € V(D) tal que para cada
z € V(D) —{xo}, si existe una xoz — H-trayectoria contenida en D, entonces existe una
zxog — H-trayectoria contenida en D.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que para cada xzo € V(D)
existe z € V(D) — {zo} tal que existe una xoz — H-trayectoria contenida en D y no existe
una zxy — H-trayectoria contenida en D.

Sea xg € V(D), se sigue de la suposicion que existe z1 € V(D) — {zq} tal que existe una
xroxr1 — H-trayectoria contenida en D y no existe una x;xq— H-trayectoria contenida en D.
De nuevo, por la suposicion existe xo € V(D) —{x;} tal que existe una x5 — H-trayectoria
y no existe una zoxy — H-trayectoria en D. Una vez elegidos de este modo g, x1, 2, ..., Ty,
y dada nuestra suposicion, podemos elegir x,,.; € V(D) —{x,} de tal forma que existe una
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TnTni1 — H-trayectoria en D y no existe ninguna z, 1z, — H-trayectoria en D. De este
modo, obtenemos una sucesion de vértices (g, 1, 2, ...) tal que para cada i € {0,1,2,...}
existe una w;x;,1 — H-trayectoria en D y no existe ninguna x;x; — H-trayectoria en D.
Pero esto contradice el lema 3.0.10.

Asi que existe 29 € V(D) tal que para cada z € V(D) — {x¢} existe una zoz — H-
trayectoria contenida en D y entonces existe una zxg — H-trayectoria contenida en D, por
lo que queda demostrado el lema. O

Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada tal que existen dos subdigraficas
generadoras de D, Dy y Dy tales que F(Dy)[(F(Dy) = 0, F(D,)|JF(Ds2) = F(D) y
C(Dl) m C(Dg) = @

Definiciéon 3.0.5. Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada y N C V(D).
Diremos que N es un H-nicleo por trayectorias (caminos) en D si:

1. Para cada u,v € N no existe una H-trayectoria (camino) de u a v (N es H-
independiente por trayectorias (caminos)).

2. Para cada x € V(D)\N existe una xy — H-trayectoria (camino) para algin y € N
(N es H-absorbente por trayectorias (caminos)).

Notacion. Sean D una digrafica, s € S C V(D), z € V(D) —S y a una sz — H-trayectoria.
Diremos que « es una Sz — H-trayectoria.

Como se comento en el capitulo 2, no toda digrafica tiene nicleo, aunque se ha demos-
trado que casi todas las digraficas tienen uno. También se han definido generalizaciones
del concepto de niicleo como las de seminticleo y seminticleo médulo F, esto ha lleva-
do a obtener condiciones mas débiles pero suficiente para la existencia de ntcleo en una
digrafica.

Neumann-Lara [45], introduce el concepto de semintcleo y da condiciones suficientes
para que una digrafica sea niicleo perfecta.

Definicién 3.0.6. Sean H una digrafica, D una digrafica H-coloreada y S C V(D).
Diremos que S es un H-seminicleo por trayectorias mddulo Dy (respectivamente D;) de
D si:

1. S es H-independiente por trayectorias.

2. Para cada z € V(D) — 5, si existe una Sz — H-trayectoria contenida en D; (respec-
tivamente D), entonces existe una zS — H-trayectoria contenida en D.
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Teorema 3.0.12. (Neumann-Lara, [45]) Todas las subdigrdficas inducidas de una digrdfica
tienen seminicleo si y solo si la digrdfica es nicleo perfecta.

Posteriormente, Galeana-Sanchez [21] introduce el concepto de seminticleo modulo F,
Dy, de una digrafica D, con F' un conjunto de flechas de D, es un conjunto de vértices
independientes tal que si existe una (5, u)-flecha en el complemento de F', entonces existe
una (u, S)-flecha en D. Geleana-Sanchez también da condiciones suficientes para que una
digrafica sea ntcleo perfecta.

Ejemplo 2. Sean H una digrafica fuertemente transitiva y D una digrafica H-coloreada,
ve figura 3.5. Dadas D;, D, subdigraficas generadoras de D, ve figura 3.6. Es facil verificar
que S = {x9, x4, 16} es un H-seminiicleo por trayectorias modulo Dy de D para H.

@ X X
Vi

|
X3

Vi Xs X4

D

Figura 3.5: H una digraficas fuertemente transitiva y D digrafica H-coloreada.

Xi Xo Xi X2
) @
Xr A e .X3
L
Xs Xe

X5 X4 X5 X4

D- D>

Figura 3.6: Dy, D, subdigraficas generadoras de D

Sean H una digrafica fuertemente transitiva y D una digrafica H-coloreada que contiene
al menos un H-semintcleo no vacio por trayectorias mod Do de Dy S={ 0 # S C V(D) : S
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es H-semintcleo por trayectorias mod Dy de D}. Denotaremos por Dg la digréfica definida
como sigue: V(Dg) = S (es decir, por cada elemento de S ponemos un vértice en Dg) y
(S1,52) € F(Dsg) siy solo si para cada s; € S existe s3 € S tal que s; = $5 0 existe una
s189 — H-trayectoria contenida en Dy y no existe ninguna s9S; — H-trayectoria contenida
en D.

Lema 3.0.13. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H -coloreada
tal que:

1. existen dos subdigrdficas generadoras Dy y Do de D tales que F(D1)[(F(D3) =0y
F(D)JF(D) = F(D) y

2. todo ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo con i € {1,2}.
Entonces D tiene un H-seminicleo no vacio mddulo Do (respectivamente D).

Demostracion. Por hipotesis, tenemos que todo ciclo contenido en Dy es un H-ciclo. Como
se satisfacen las hipotesis del lema 3.0.11. En particular, para la subdigrafica D, entonces
existe x € V(Dy) tal que para cada y € V(D) — {z}, si existe una zy — H-trayectoria
contenida en Dy, entonces existe una yr — H-trayectoria en D;. Asi que existe una yr — H-
trayectoria en D. Y claramente {x} es H-independiente por trayectorias.

Por lo tanto, existe N = {z} C V(D) que satisface que es un H-seminiicleo no vacio
mod Dj. De manera anéloga, se concluye que existe N = {x} C V(D) que satisface que
es un H-semintcleo no vacio mod D;. O

Lema 3.0.14. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada
tal que:
1. existen dos subdigrificas generadoras de D, Dy y Dy tales que F(Dq) () F(D3) =0,
F(D)UF(Dg) =F(D) y

2. todo ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo con i € {1,2}.
Entonces Dg es una digrdfica que no contiene ciclos.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que Dg es una digrafica que
contiene algun ciclo. Sea C' = (Sy, S1, ..., Sn_1,.S0) un ciclo en Dg de longitud n > 2. Como
C es un ciclo en Dg, tenemos que S; # S; siempre que ¢ # j con ¢,j € {0,...,n — 1}.

Afirmacién 1. Existe ig € {0, 1,...,n — 1} tal que para alguna z € S;,, z ¢ S;,+1 (mod
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Demostracion de la Afirmacion 1. Procederemos por contradiccion. Supongamos que
para cada ¢ € {0,1,...,n — 1} y para cada z € S; se tiene que z € S;;; (mod n). Entonces
So €S C ... C S, g1 C Sy Asi que Sp € S C Sy para toda k € {1,....,n — 1} y se
sigue que Sy = Sy para toda k € {1,...,n — 1}. Asi, S; = S5, para toda ¢,j € {0,..,n — 1}
(mod n). Asi que C' = (.Sp), lo cual es una contradiccion ya que un ciclo posee al menos 2
vértices. <

Afirmacion 2. Si existe ig € {0,...,n — 1} tal que para algunos z € S;, vy w € Sy 4+1
(mod n) se tiene que existe una zw — H-trayectoria contenida en D, entonces existe jo # io,
Jjo€{0,1,....,n—1} tal que w € S;, y w ¢ Sj,+1 (mod n).

Demostracion de la Afirmacion 2. Supongamos sin pérdida de generalidad, que i = 0.
Sean z € Sy y w € 5] tales que existe una zw — H-trayectoria contenida en D. Si w ¢ S
habremos probado la Afirmacion 2 con j, = 1. Podemos suponer que w € Sy. Si w ¢ Ss
habremos probado la Afirmacion 2 con jo = 2. De nuevo podemos suponer que w € Ss,
si w ¢ Sy se tendria probada la Afirmacion 2 con jo = 3. Repitiendo este procedimiento
n — 1 veces, podemos suponer que w € Sy (ya que de lo contrario w ¢ Sy y habriamos
demostrado la Afirmacion 2 con jo = n — 1). Por hipotesis de la Afirmacion 2, existe una
zw — H-trayectoria con z,w € Sy, esto es una contradiccion ya que por hipdtesis, Sy es
H-independiente por trayectorias. Con esto queda demostrada la Afirmacion 2. <

Por la Afirmacion 1, tenemos que existe ig € {0,....,n — 1} y ty € S;, tal que ¢y ¢
Sio+1- Como (S;,, Siy+1) € F(Ds), se tiene que existe t; € S;, 11 tal que existe una tot; —
H-trayectoria contenida en D, y no existe ninguna t;.5;, — H-trayectoria en D. Por la
Afirmacion 2, se sigue que existe un indice iy # i, i1 € {0,...,n — 1}, tal que t; € S;,
v t1 ¢ Siy+1 (mod n). Como (S;,,S5;,+1) € F(Dg), entonces existe un ty € S;,+1 tal que
existe una t;t, — H-trayectoria contenida en Dj y no existe ninguna t,.5;, — H-trayectoria
contenida en D. De nuevo por la Afirmacion 2, tenemos que existe un indice iy # iy,
is € {0,...,n — 1}, tal que t5 € S, y ta & Si,+1. Como (S;,, Siy41) € F(Dg), tenemos que
existe un t3 € S;,+1 tal que existe una tot3 — H-trayectoria contenida en Dy y no existe
ninguna t35;, — H-trayectoria contenida en D. Continuando de este modo, obtenemos
una sucesion de vértices (to,t,...) tal que para cada i € {0,1,...} existe una t;t;;; — H-
trayectoria contenida en D (ya que existe una t;t;,1 — H-trayectoria contenida en D) y no
existe ninguna t;1t; — H-trayectoria contenida en D (ya que no existe ninguna ¢;,15; — H-
trayectoria contenida en D). Esto contradice el lema 3.0.10, por lo que Dg es una digrafica
que no contiene ciclos. O

Definicién 3.0.7. Diremos que [u,v,w,u] es una (D, D, Dy) H-subdivision de Cj si
existen:

1. Ty: H-trayectoria de u a v contenida en Dy,
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2. T: H-trayectoria de v a w contenida en D y

3. T5: H-trayectoria de w a u contenida en Ds.

que satisfacen:

i) (c(ff de Th),c(fi de T))¢ F(H), (c(ff de T),c(fi de Ty))¢ F(H) y (c(ff de Ty),c(fi de
T)¢ F(H):

ii) T1 T |J Tz es un ciclo contenido en D.

Definiciéon 3.0.8. Diremos que [u,v,w,z| es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Pj si
existen:

1. Ty: H-trayectoria de u a v contenida en D1,

2. T: H-trayectoria de v a w contenida en D y

3. T5: H-trayectoria de w a x contenida en Ds.

tal que:
i) (c(ff de Tq),c(fi de T))¢ F(H) y (c(ff de T),c(fi de Ty))¢ F(H);
ii) 71 T U Tz es una trayectoria contenida en D.

Definicién 3.0.9. Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Sean Dy y Dy
subdigraficas generadoras de D. Diremos que P = {D;, Dy} es una H-separacion de D si:

1. F(D1)OF(Dsy) =10, F(D1)UF(Dy) = F(D).
2. Cada H-trayectoria de D esta contenida en D; o estd contenida en Ds.

Lema 3.0.15. Sean H una digrifica fuertemente transitiva, D una digrdfica H-coloreada
y P ={D1, Dy} una H-separacion de D. Entonces para cualesquiera vértices u,v € V(D)
no existe un uwv — H-camino que intersecta a Dy e intersecta a Ds.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que existen u, v € V(D) tal
que existe un uv — H-camino que intersecta a D; e intersecta a Ds. Por el lema 1.2.2, D
contiene una uv — H-trayectoria que intersecta a D; e intersecta a Do, esto no es posible
ya que P = {D;, Dy} es una H-separacion de D.

Por lo tanto, no existe un uv — H-camino que intersecta a D, e intersecta a Ds. ]
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3.1. Primer resultado

Teorema 3.1.1. Sean H una digrdfica fuertemente transitiva, D una digrdfica H-coloreada
y P ={Dy, Dy} una H-separacién de D tal que:

1. Cada ciclo de D contenido en D; es un H-ciclo con i € {1,2}.
2. D no contiene una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cs.

3. Silu, z,w,xo| es una (D1, D, Dy) H-subdivision de P3, entonces existe una H-trayectoria
entre u y xg.

Entonces D tiene un H-nicleo por trayectorias.

Demostracion. Idea general de la demostracion. Vamos a construir un seminticleo S’ que
es exvecino de S € V(Ds), esto contradice que 5, (S) = 0.

Como la digrifica D satisface las hipotesis del lema 3.0.13, tenemos que D tiene al
menos un H-seminticleo no vacio mod D; con i € {1,2}. Entonces podemos considerar la
digrafica Dg de la digrafica D. Como Dg es una digrafica finita y no contiene ciclos, por
el lema 3.0.14, se sigue del teorema 1.0.3, que Dg contiene al menos un vértice de exgrado
cero. Sea S € V(Dsg) tal que 65, (S) = 0.

Afirmacién 1 S es un H-nicleo por trayectorias en D.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que S no es H-niicleo por trayectorias en
D. Como S € V(Dg), tenemos que S es H-independiente por trayectorias.

Sea X = {z € V(D) : no existe zS — H-trayectoria contenida en D}.

Se sigue de nuestra suposicion que X # ) (ya que S no es H-niicleo por trayectorias).
Consideremos a D[X]. Como D[X] satisface las hipdtesis del teorema y en particular la
subdigrafica de D;[X] en D[X] satisface las hipotesis del lema 3.0.11, tenemos que existe
zo € X tal que para cada z € X — {xy} se satisface que si existe una x¢z — H-trayectoria
contenida en D;[X], entonces existe una zxy — H-trayectoria contenida en D;[X].

Sea T'= {u € S : no existe urg — H-trayectoria contenida en Ds}.

Por como definimos T', tenemos que para cada w € (S — T') existe wxy — H-trayectoria
contenida en Ds.

Afirmacién 2. T |J{zo} es H-independiente por trayectorias.
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Demostracion. Claramente T es H-independiente por trayectorias (ya que 7' C Sy
S €8S)y {xo} es H-independiente por trayectorias.

Afirmacion 2.1) No existen T{xy} — H-trayectorias contenidas en D.

Demostracion de la Afirmacion 2.1). Procederemos por contradiccion. Supongamos que
existe alguna u{xo} — H-trayectoria contenida en D, digamos v con u € T'. Como definimos
T (tenemos que v € Ds) y ya que P = {Ds, Dy} es una H-separacion de D, tenemos que
v C Dy. Como T C Sy S €S, sesigue que existe una {x¢}S — H-trayectoria contenida
en D. Asi que xg ¢ X por como definimos X, esto es una contradiccion ya que zo € X.
Esto demuestra la Afirmacion 2.1). <

Afirmacion 2.2) No existen {z¢}1 — H-trayectorias contenidas en D.

Demostracion de la Afirmacion 2.2). Como T' C S y 2o € X, se sigue que no existe
ninguna {z(}7 — H-trayectoria contenida en D. Esto demuestra la Afirmacion 2.2). <

De las Afirmaciones 2.1) y 2.2) queda demostrada la Afirmacion 2. <

Afirmacién 3. Si existe una (7'|J{zo})z — H-trayectoria en D;, entonces existe una
2(T\J{zo}) — H-trayectoria contenida en D.

Demostracion.
Caso 1) Existe una Tz — H-trayectoria contenida en D;.

Como T C Sy S €8, entonces existe una zS — H-trayectoria contenida en D. Si existe
una 21 — H-trayectoria en D, habremos demostrado la Afirmaciéon 3. Podemos suponer
que existe una z(S —T') — H-trayectoria contenida en D. Sean «; una uz — H-trayectoria
contenida Dy con u € T' y ay una zw — H-trayectoria contenida en D con w € (S —T)).
Como w € (S —T), tenemos por la definicion de T que existe ag una wzg — H-trayectoria
contenida en D,.

Podemos suponer que zq ¢ V(as), en caso contrario, (z,as,xo) es una zxy — H-
trayectoria contenida en D y por lo tanto existe una z(7' | J{xo}) — H-trayectoria contenida
en D con lo que habriamos demostrado la Afirmacion 3. También, podemos suponer que
z ¢ V(ag), pues de lo contrario (z,as,x) es una zxg — H-trayectoria en Dy. Asi que
existe una z(T | J{xo}) — H-trayectoria contenida en D, con lo que habriamos demostrado
la Afirmacioén 3.

Observacion 1) {(c(ff de ay), c(fi de aw)),(c(ff de @), c(fi de a3)) }€ F(H).

Podemos suponer que (c(ff de ag), c(fi de a3))¢ F(H) de otro modo (c(ff de ), c(fi de
az))€ F(H), entonces W = (z, as, w) | J(w, as, xo) es un zzo— H-camino. Por el lema 1.2.2,
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W contiene una zxo — H-trayectoria contenida en D. Asi que existe una z(T | J{zo}) — H-
trayectoria contenida en D, asi habriamos demostrado la Afirmacion 3.

Demostracion de la Observacion 1). Ahora demostraremos que (c(ff de ay), c(fi de as))¢
F(H).

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (c(ff de aq), c(fi de o)) € F(H).
Entonces existe un uw — H-camino contenido en D y por el lema 1.2.2, existe una uw — H-
trayectoria con {u,w} C S, esto no es posible ya que S € S (S es H-independiente por
trayectorias). Con lo que queda demostrada la primera parte y asi la Observacion 1).

Ahora analizaremos dos posibles casos: as C Dy y ag C Ds.
Caso 1.1) ay C D;.
Primero probaremos que V(ay) (| V(az2) = {z}.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (V(aq) (V(aa)) —{z} # 0, ve figura
3.7.

Sea v el primer vértice de ay que esta en «y distinto de z; v # u de lo contrario, existe
una uw — H-trayectoria, esto no es posible ya que S es H-independiente por trayectorias.
De manera analoga se demuestra que v # w. Entonces (v, a1, z) | J(z, a2, v) es un ciclo
contenido en Dy, el cual por hipotesis, es un H-ciclo. Por lo tanto (u, aq, 2) |J(z, ag, w) es
el uw — H-camino contenido en D;. Por el lema 1.2.2, tenemos que existe una uw — H-
trayectoria contenida en D;. Asi que existe una uw — H-trayectoria en D con {u,w} C S,
esto no es posible ya que S es H-independiente por trayectorias.

Figura 3.7: (V(a1) NV (ag)) — {z} # 0
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Ahora analizaremos dos posibles casos: a) V(az) [V (ag) = {w};

b) (V(a2) V() — {w} # 0.
Caso a) V(az) NV (a3) = {w}.
Consideraremos los siguientes casos: 1)V (1) (VV(as) = 0 v i) V(ar) 1V (ag) % 0.
Caso 1) V(an) V() = 0.

Como V(o) N V(as) = 0, V(a) NV (as) = {w} v (u, a1, 2) U(z, ag, w) Y(w, as, zo)
es una trayectoria contenida en D (por construccion), tenemos que a; | Jas|Jas es una
(D1, D, Ds) — H-subdivision de Pj. Se sigue de las hipotesis, que existe una de las si-
guientes H-trayectorias: x) Existe una zou — H-trayectoria contenida en D. Entonces
existe una {zo}7T — H-trayectoria contenida en D, esto no es posible ya que 7' J{zo} es
H-independiente por trayectorias en D; xx) Existe uzryg — H-trayectoria contenida en D.
Entonces existe una T'{xo} — H-trayectoria contenida en D, esto no es posible ya que
T\ J{xo} es H-independiente por trayectorias, ve figura 3.8 a).

Caso ii) V(a1) NV (a3) # 0.

Sea v el ultimo vértice de a; que esta en ag distinto de z pues ya demostramos que z ¢
V(a3); v # u ya que de lo contrario, (w, as, u) es una wu — H-trayectoria con {u,w} C S,
esto no es posible ya que S es H-independiente por trayectorias. Ademéas v # w, pues
de lo contrario, tendriamos que (u,qq,w) es una ww — H-trayectoria con {u,w} C S,
contradiciendo el hecho que S es H-independiente por trayectorias.

Consideremos o = (w, a3, v) y o) = (v, a1, 2).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de o)))¢ F(H), ya que de lo contrario existe un wz — H-
camino que intersecta a D; e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Como {(c(ff de a}),c(fi de o)), (c(ff de o) c(fi de an)), (c(ff de aq),c(fide a3))} € F(H)
y (v, a1, 2) (2, ag, w) |J(w, ag, v) es un ciclo contenido en D, por construccion. Entonces
oy JaaJah es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cj, contradiciendo las hipotesis, ve
figura 3.8 b).

Caso b) (V(az) V() — {w} £0.
Consideremos dos posibles casos: 1) V(aq1) (N V(az) = 0; ii) V(aq) OV (as3) # 0.
Caso i) V(o) V(ag) = 0.

Sea v el primer vértice de oy que esta en g distinto de w; v # z pues z ¢ V(az) y
v # xo, ya que x9 ¢ V().



3.1. PRIMER RESULTADO 33

Figura 3.8: Figura a) Caso i). Figura b) Caso ii)

Consideremos o) = (z,aq,v) y o = (v, ag, To).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de o) )¢ F(H), ya que de lo contrario, (z, as, v) (v, as, zo)
es un zxo— H-camino que intersecta a D; e intersecta a Ds, esto contradice el lema 3.0.15.

Asi que (u, aq, 2) |J(z, ag, v) (v, ag, xo) es una trayectoria contenida en D, por cons-
truccion. Entonces ag | Job|J a4 es una (Dq, D, Do) H-subdivision de Ps. Se sigue de las
hipotesis, que existe una de las siguientes H-trayectorias: x) Existe una H-trayectoria con-
tenida en D entre u y xy. Entonces existe una T{xzo} — H-trayectoria contenida en D, esto
contradice la Afirmacion 2; *x) Existe una H-trayectoria entre zo y u. Entonces existe una
{zo}T — H-trayectoria contenida en D, esto contradice la Afirmacion 2, ve figura 3.9.

Caso ii) V(a1) NV (a3) # 0.

Sea v el ultimo vértice de ag que esta en s distinto de w (notemos que v # z ya que
2z ¢ Viag) yv # xopues xg € V(ay)). Sea x el tltimo vértice de a3 que esta en oy con x # z
ya que z ¢ V(az). Ademas x # u (pues de lo contrario existe una wu — H-trayectoria
contenida en Dy con {u,w} C S, esto no es posible ya que S es H-independiente por
trayectorias).

Caso I) a3 intersecta primero a v y posteriormente a .
Consideremos o = (v, a3, z), o} = (z,a1,2) v &y = (2, a9, v).

Observemos que (c(ff de a4),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, (z, s, v) | J(v, as, )
es un zx— H-camino que intersecta a D e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15.
También (c(ff de of), c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, (v, a3, x) J(z, a1, 2) es
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Figura 3.9: Caso i) V(ay) (N V(az) =0

un vz — H-camino que intersecta a D; e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Asi que (z, a1, 2) (2, a2, v) (v, s, z) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |Jah|Jaj es una (Dq, D, Dy) H-subdivision de Cj3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.10 a).

Caso II) ay intersecta primero a x y posteriormente a v.
Consideremos o = (2, 0,v) ¥y o = (v, a3, To).

Notemos que (c(ff de o4),c(fi de ofy))¢ F(H) ya que de lo contrario, (z, aq, v) (v, as, zo)
es un zxg — H-camino que intersecta a [D; e intersecta a D, lo cual contradice al lema
3.0.15.

Asi que (u, a1, 2) |J(z, az,v) J(v, as, x9) es una trayectoria contenida en D (por cons-
truccion). Entonces oy |Jah |Jaf es una (Dq, D, Dy) H-subdivision de Ps. Se sigue de las
hipotesis, que existe una de las siguientes H-trayectorias: *) Existe una zou— H-trayectoria
contenida en D. Entonces existe una T{zo} — H-trayectoria contenida en D, lo cual con-
tradice la Afirmacion 2; %) Existe uzg — H-trayectoria contenida en D. Entonces existe

una T{zo} — H-trayectoria contenida en D, lo cual contadice la Afirmacion 2, ve figura
3.10 b).

Caso 1.2) ay C Ds.
Caso 1.2.1) (V(ag) NV (ag)) — {w} # 0.

Sea v el primer vértice de ag que esta en ay distinto de w. Entonces (v, ag, w) |J(w, as, v)
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Figura 3.10: a) a3 intersecta primero a v y posteriormente a x. b) g intersecta primero a
T y posteriormente a v.

es un ciclo contenido en Dy, el cual por hipdtesis, es un H-ciclo. Asi que (z, as, w) | J(w, ag, o)
es un zxo— H-camino contenido en Ds. Por el lema 1.2.2, tenemos que existe una zzo— H-
trayectoria contenida en Ds. Entonces existe una z(T | J{xo}) — H-trayectoria contenida
en D y habriamos demostrado la Afirmacion 3, ve figura 3.11.

Figura 3.11: (V(a2) NV (a3)) — {w} # 0.

Caso 1.2.2) V(ag) NV (as) = {w}.

) Counsideremos los siguientes casos: a) V(ay) (| V(ag) = {z}; b) (V(an) NV (az2)) —{z} #
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Caso a) V(ap) V() = {z}.
Tenemos los siguientes casos: 1) V(aq) NV (ag) = 0, ii) V(ay) NV (az) # 0.
Caso 1) V(o) NV (a3) = 0.

Como V(o) NV (a2) = {2z} y V() NV (a3) = 0, tenemos que (u, a1, z) |J(z, ag, w) Y

(w, g, ko) es una trayectoria contenida en D.

Asi que ag |Jas | az es una (Dq, D, Dy) H-subdivision de Pj y se sigue de las hipotesis
que existe una de las siguientes H-trayectorias: x) Existe una H-trayectoria contenida en
D entre u y xy. Entonces existe T{x¢} — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Afirmacion 2; xx) Existe una H-trayectoria entre xo y u. Entonces existe {xg}T — H-
trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Afirmacion 2, ve figura 3.12 a).

Caso ii) V(o) V(az) # 0.

Sea v el ultimo vértice de c; que esta en a3 con v # z ya que z € V(a3); v # u pues de
lo contrario existe una wu — H-trayectoria contenida en Dy con {w,u} C S, lo cual no es
posible ya que S es H- independiente por trayectorias.

Consideremos o = (w, a3, v) y of = (v, a1, 2).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, (w, as,v) |J(v, ay, 2)
es un wz — H-camino que intersecta a D, e intersecta a D, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asique (v, aq, 2) (2, ag, w) |J(w, az, v) es un ciclo contenido en D. Entonces o) | aa | o
es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cs, lo cual contradice las hipotesis, ve figura 3.12 b).

Caso b) (V(an) V() — {2z} # 0.

Consideremos los siguientes casos: i) V(1) (V(a3) = 0; ii) V(ay) [V (az) # 0.
Caso i) V(o) V(ag) = 0.

Sea v el ultimo vértice de sy que esta en a;.

Consideremos o) = (u, aq,v) y oy = (v, ag, w).

Notemos que (c(ff de o)),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario (u, aq,v) | J(v, e, w)
es un uw — H-camino que intersecta a D; e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (u, ag,v) (v, az, w) | J(w, as, o) es una trayectoria contenida en D por cons-
truccion. Entonces o) |Jab |Jas es una (D, D, Do) H-subdivision de Ps. Se sigue de las
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Figura 3.12: a) Caso i) V(o) [V (as) = 0. b) Caso ii) V(a1) [V (a3) # 0.

hipotesis, que existe una de las siguientes H-trayectorias: x) Existe una H-trayectoria con-
tenida en D entre u y zo. Entonces existe T{zq} — H-trayectoria contenida en D, lo cual
contradice la Afirmacion 2; #x) Existe una H-trayectoria entre 2o y u. Entonces existe
{xo}T — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Afirmacion 2, ve figura 3.13.

Figura 3.13: Caso i)

Caso ii) V(a1) NV (a3) # 0.

Sea v el primer vértice de oy que estd en as. Ademéas v # xy ya que de lo contrario,
existe una uxg— H-trayectoria contenida en D y entonces existe una T'{x} — H-trayectoria
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contenida en D, lo cual contradice la Afirmacion 2. Por otro lado, v # w ya que de lo
contrario, existe una uw — H-trayectoria contenida en D; con {u,w} C S, lo cual no
es posible ya que S es H-independiente por trayectorias. Se tiene que v # u pues de lo
contrario, existe una wu — H-trayectoria contenida en D; con {u,w} C S, lo cual no es
posible ya que S es H-independiente por trayectorias. Sea x el primer vértice de a; que
estd en ay (posiblemente z = z; x # w, de lo contrario existe una uw — H-trayectoria
contenida en Dy con {u,w} C S, lo cual no es posible ya que S es H-independiente por
trayectorias; © # u, de lo contrario existe una uw — H-trayectoria contenida en D; con
{u,w} C S ya que S es H-independiente por trayectorias).

Caso I) oy intersecta primero a v y posteriormente a .
Consideremos o = (w, a3, v), o) = (v,a1,2) v o = (z, az, w).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, (w, as,v) (v, aq, )
es un wxr— H-camino que intersecta a D e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15.
También, (c(ff de o)),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, (v, a1, ) |J(x, ag, w) es
un vw — H-camino que intersecta a D, e intersecta a D, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Asi que (v, aq, z) | J(z, ag, w) | J(w, a3, v) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |Ja4Jas es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de C3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.14 a).

Caso II) oy intersecta primero a x y posteriormente a v.
Consideremos o) = (u, a1, ) y af = (2, ag, w).

Notemos que (c(ff de o)),c(fi de ofy))¢ F(H) ya que de lo contrario, (u, aq, z) |J(x, ag, w)
es un uw — H-camino que intersecta a D; e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (u, aq, ) |J(z, ag, w) |J(w, as, xo) es una trayectoria contenida en D por cons-
truccion. Entonces o) |Jab |Jas es una (D, D, Do) H-subdivision de Ps. Se sigue de las
hipotesis, que existe una de las siguientes H-trayectorias: x) Existe una H-trayectoria con-
tenida en D entre u y . Entonces existe T{z} — H-trayectoria contenida en D, lo cual
contradice la Afirmacion 2; #x) Existe una H-trayectoria entre zp y u. Entonces existe
{xo}T — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Afirmacion 2, ve figura 3.14
b).

Caso 2: Existe r¢oz — H-trayectoria contenida en D;.
Sea «y una xgz — H-trayectoria contenida en D;.

Si z € X y por como elegimos a o € X, tenemos que existe una zxy — H-trayectoria
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Figura 3.14: a) Caso I) «; intersecta primero a v y posteriormente a x. b) Caso II) oy
intersecta primero a x y posteriormente a v

contenida en D; y habremos demostrado la Afirmacion 3.

Podemos suponer que z ¢ X y por como definimos X, tenemos que existe una zS — H-
trayectoria contenida en D. Si existe una 27 — H-trayectoria habremos demostrado la
Afirmacion 3. Asi que supongamos que existe una z(S — T') — H-trayectoria contenida en
D.

Sea ap una zw — H-trayectoria contenida en D con w € (S —T). Como w € (S —1T)
y por la definicion de T', tenemos que existe una wxry — H-trayectoria contenida en Do,
digamos a3, ve figura 3.15.

Podemos suponer que zg ¢ V(as) yva que de lo contrario, (z, a9, xo) es una zxg — H-
trayectoria contenida en D. Entonces existe una z(7T'|J{zo}) — H-trayectoria contenida
en D con lo que habriamos demostrado la Afirmacion 3. También, podemos suponer que
z ¢ V(asz) pues de lo contrario, (z,as, o) es una zxy — H-trayectoria contenida en Ds.
Asi que existe una z(T'|J{zo}) — H-trayectoria contenida en D, con lo que habriamos
demostrado la Afirmaciéon 3.

Observacion 2) {(c(ff de ay),c(fi de az)), (c(ff de ag),c(fi de az)), (c(ff de ag),c(fi de
a)) N F(H) = 0.

Podemos suponer que (c(ff de ay),c(fi de a3))¢ F(H) ya que de otro modo, (c(ff de
ag),c(fi de az))e F(H). Entonces existe un W = zxy — H-camino contenido en D. Por el
lema 1.2.2, contiene una zxo— H-trayectoria contenida en D. Asi existe una z(7T | J{xo}) —
H-trayectoria contenida en D y habriamos demostrado la Afirmacion 3.
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Figura 3.15: (Dy, D, D,) H-subdivision de Cj

Demostracion de la Observacion 2). Primero demostraremos que (c(ff de aq),c(fi de

az))¢ F(H).

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (c(ff de aq),c(fi de as))e F(H). En-
tonces existe un xow— H-camino contenido en D y por el lema 1.2.2, contiene una xqw— H-
trayectoria contenida en D. Luego existe una x,S — H-trayectoria contenida en D con
w € Sy xg € X, lo cual no es posible por como definimos X. Concluimos que (¢(ff de

aq),c(fi de an))¢ F(H).
Solo falta demostrar que (c(ff de a3),c(fi de ay))¢ F(H).

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (c(ff de a3),c(fi de ay))€ F(H). En-
tonces existe un wz — H-camino que intersecta a D; e intersecta a Dy, lo cual contradice
el lema 3.0.15. Con lo que queda demostrada la Observacion 2).

Analizaremos 2 posibles casos: 2.1) as C Dy; 2.2) ay C Ds.
Caso 2.1) as C D;.
Primero probaremos que V(a1) [V (az2) = {z}.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (V(aq) (| V(aa)) —{z} # 0, ve figura
3.16.

Sea v el primer vértice de ay que estd en «; distinto de z (v # w pues de lo contrario,
existe una zow — H-trayectoria contenida en D;). Entonces existe una xS — H-trayectoria
contenida en D con xg € X y w € S, lo cual no es posible por como definimos X. Ademéas
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v # xg yaque xg & V(ag)). Asi (v, aq, 2) (2, ag, v) es un ciclo contenido en Dy, el cual por
hipotesis es un H-ciclo y entonces (xg, a1, 2) (2, e, w) es el xgw — H-camino contenido
en D;. Por el lema 1.2.2, tenemos que existe una xqw — H-trayectoria contenida en D. Asi
que existe una z¢S — H-trayectoria contenida en D con g € X y w € S, lo cual no es
posible por como definimos X.

Figura 3.16: (V(a1) (N V(ag)) — {2} #0
) Analizaremos dos posibles casos: a) V(az2) [V (a3) = {w} yb) (V(a2) NV (as))—{w} #
Caso a) V(az) N V(az) = {w}.

Consideremos los siguientes casos: i) V(a1)(V(az) = {xo}; i) (V(en) [V (az)) —
{zo} # 0.

Caso i) V(a1) NV (az) = {x0}.

Como V(aq) NV (ag) = {z}, V(aa) N V(a3) = {w} y V(1) V(as) = {x0}, entonces
(x0, a1, 2) (2, ag, w) |J(w, ag, xo) es un ciclo contenido en D (por construccion).

Asi que aj|JagJas es una (Dq, D, Dy) H-subdivision de Cs, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.17 a).

Caso i) (V(an) NV (az)) = {0} # 0.

Sea v el primer vértice de a3 que estd en oy distinto de xy (v # z pues z ¢ V(a3).
Ademas v # w pues de lo contrario, existe una zow — H-trayectoria contenida en Dy,
entonces existe una xyS — H-trayectoria contenida en D con zp € X y w € S, lo cual no
es posible por como definimos X).
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Consideremos o = (w, a3, v) y o) = (v, aq, 2).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, existe un wz — H-
camino que intersecta a D; e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Como {(c(ff de ofy),c(fi de o)), (c(ffde aq),c(fi de aw)), (c(ff de an),c(fide a3))} € F(H),
entonces (v, aq, 2) |J(z, ag, w) | J(w, a3, v) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Asi que o |Jaz |J a4 es una (D, D, Dy) H-subdivision de Cj3, contradiciendo las hipotesis,
ve figura 3.17 b).

Figura 3.17: a) V(a1) [ V(az) = {xo}; b) V() NV (a3)) — {z0} # 0.

Caso b) (V(az2) 1V (as)) —{w} # 0.

Consideremos dos posibles casos: i) V(ay) (| V(ag) = {zo}; i) (V(aq) NV (az))—{zo} #
0.

Caso i) V(a1) NV (as) = {xo}-

Sea v el primer vértice de as que estd en aj distinto de w (v # z pues z ¢ V(as).
Ademas v # xy ya que zg ¢ V(a2)).

Consideremos o4 = (2, 9,v) y o = (v, a3, To).

Notemos que (c(ff de a),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, (z, ab, v) (v, of, x0)
es un zxg — H-camino que intersecta a [; e intersecta a D, lo cual contradice el lema
3.0.15.
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Asi que (zg, a1, 2) (2, a2, v) J(v, as, ) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces oy |Ja4Jas es una (D, D, Dy) H-subdivision de Cj3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.18.

Figura 3.18: Caso i)

Caso ii) (V(ay) NV (az)) — {zo} # 0.
Caso I) a3 intersecta primero a ag y posteriormente a ;.

Sea v el primer vértice de a3 que esta en «; distinto de x¢ (v # w ya que de lo contrario,
existe una xow — H-trayectoria contenida en D;). Entonces existe una xS — H-trayectoria
contenida en D con zg € X y w € S, lo cual no es posible por como definimos X. Ademés
v # zyaque z ¢ V(az). Sea z el primer vértice de aig anterior a v que esta en ay distinto

de w (z # z ya que z ¢ V(az)).
Consideremos o) = (v, a1, 2), oy = (2,9, 2) v oy = (x, a3, v).

Observemos que (c(ff de a),c(fi de o))¢ F(H) ya que de lo contrario, (z, as, z) | J(z, as, v)
es un zv— H-camino que intersecta a [y e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15.
También (c(ff de of), c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, (x,as,v)|J(v,ay, z) es
un rz — H-camino que intersecta a D, e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Asi que (v, aq,2) J(z, az, ) | J(z, as,v) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |Ja,Jah es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cj, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.19 a).

Caso II) a intersecta primero a oy y posteriormente a ;.

Sea v el primer vértice de a3 que esta en «; distinto de x¢ (v # w ya que de lo contrario,
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existe una xow — H-trayectoria contenida en D;. Entonces existe una z¢S — H-trayectoria
contenida en D con xg € X y w € S, lo cual no es posible por como definimos X. Ademés

v# zyaque z ¢ V(ag)).
Consideremos o) = (v, a1, 2) y o = (w, as, v).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, (w, as,v) J(v, a1, 2)
es un wz — H-camino que intersecta a D, e intersecta a D, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (v, aq, 2) J(z, ag, w) | J(w, a3, v) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Por lo tanto o/ |Jao |Jaf es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cs, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.19 b).

Figura 3.19: a) Caso I) a3 intersecta primero a oy y posteriormente a «;. b) Caso IT) a3
intersecta primero a a; y posteriormente a as.

Caso 2.2) ay C Ds.
Primero probaremos que V(az) [V (as3) = {w}.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (V(az) (V(as)) —{w} # 0, ve figura
3.20.

Sea v el primer vértice de a3 que esta en ay distinto de w (v # z ya que z ¢ V(ag).
Ademas v # g pues xg ¢ V(ay)). Entonces (v, ag, w) | J(w, az,v) es un ciclo contenido en
Ds, el cual por hipotesis es un H-ciclo. Asi que (c¢(ff de ay),c(fi de a3))e F(H), lo cual
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contradice la Observacion 2. Asi, queda demostrada la Afirmacion.

Figura 3.20: (V(a)(V(az)) — {w} # 0
Caso a) V(o) V(a2) = {z}.
Tenemos los siguientes casos: 1) V(aq) (| V(as) = {zo}; ii) (V(an) NV (az)) — {xo} # 0.
Caso 1) V(O_/l) mV(O./g) = {.Io}

Como V(ag) NV (az) = {z} vy V(aa) NV (a3) = {w}, tenemos que (zo, a1, z) J(z, a2, w)

(w, as, o) es un ciclo contenido en D.

Asi que a1 |JasJas es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cs, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.21 a).

Caso ii) (V(ay) NV (a3)) — {xo} # 0.

Sea v el primer vértice de ag que esta en oy distinto de zo (v # 2z ya que z ¢ V(a3)).
Ademas v # w pues de lo contrario, existe una xrow — H-trayectoria contenida en D; con
w e Sy xg € X. Entonces existe una xyS — H-trayectoria contenida en D, lo cual no es
posible por como definimos X.

Consideremos o) = (v, a1, 2) v oy = (w, as,v).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de o)))¢ F(H) ya que de lo contrario, (w, as,v) |J(v, a1, 2)
es un wz — H-camino que intersecta a D, e intersecta a D, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (v, aq,2) | J(z, ag, w) | J(w, az,v) es un ciclo contenido en D (por contruccion).
Entonces o) |JazJaj es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cj3, lo cual contradice las
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hipotesis, ve figura 3.21 b).

Figura 3.21: a) V(a1) [ V(az) = {xo}. b) V() NV (a3)) — {zo} # 0.

Caso b) (V(a1) NV (az)) — {z} # 0.

Consideremos dos posibles casos: i) V(1) [V (a3) = {xo};
i) (V(a1) NV (as)) — {zo} # 0.

Caso i) V(a1) NV (as) = {xo}.

Sea v el primer vértice de a; que estd en s distinto de z (v # w pues de lo contrario,
existe una xow — H-trayectoria contenida en D con w € S'y zy € X. Entonces existe una
x9S — H-trayectoria contenida en D, lo cual no es posible por como definimos X. Ademéas

v # o ya que g ¢ V(ag)).
Consideremos o) = (29, a1,v) y oy = (v, ag, w).

Notemos que (c(ff de o) ),c(fi de o)) ¢ F(H) ya que de lo contrario, (xg, aq,v) | J(v, g, w)
es un row — H-camino que intersecta a D e intersecta a D-, lo cual contradice el lema

3.0.15.

Asi que (zg, a1,v) |J(v, ag, w) | J(w, as, zo) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |JasJas es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de C3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.22.

Caso 11) (V(Oq) ﬂ V(O[g)) — {Io} 7£ @



3.1. PRIMER RESULTADO 47

Figura 3.22: Caso i)

Caso I) «y intersecta primero a «y y posteriormente a .

Sea z el primer vértice de o que estd en ay distinto de z (x # o pues z9 ¢ V(az).
Ademéas x # w ya que de lo contrario, existe una row — H-trayectoria contenida en D,
conw € Sy xg € X. Por lo tanto existe una xyS — H-trayectoria contenida en D, lo cual
no es posible por como definimos X).

Consideremos o) = (xg, a1, ) v oy = (2, az, w).

Observemos que (c(ff de o) ),c(fi de o)) ¢ F(H) ya que de lo contrario, (zg, a1, z) |J(x, ag, w)
es un row — H-camino que intersecta a D e intersecta a D,, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (xg, a1, z) | J(z, az, w) [ J(w, as, zo) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |Ja4sJas es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de C3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.23 a).

Caso II) oy intersecta primero a a3 y posteriormente a «s.

Sea x el primer vértice de oy que estd en o distinto de z (x # xy pues zg ¢ V().
Ademas = # w ya que de lo contrario, existe una xrow — H-trayectoria contenida en D,
conw € Sy xy € X, entonces existe una (S — H-trayectoria contenida en D, lo cual no
es posible por como definimos X). Sea v el primer vértice de a; anterior a = que esta en
ag distinto de xy (v # w, de lo contrario existe una zow — H-trayectoria contenida en D,
conw € Sy xy€ X. Entonces existe una xyS — H-trayectoria contenida en D, lo cual no
es posible por como definimos X).
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Consideremos o) = (v, a1, ), o = (x, a2, w) y af = (w, az,v).

Notemos que (¢(ff de o)) ,c(fi de af))¢ F(H) ya que de lo contrario, (v, a1, x) |J(x, as, w)
es un vw — H-camino que intersecta a D, e intersecta a D, lo cual contradice el lema
3.0.15.

Asi que (v, aq, z) J(x, ag, w) J(w, az,v) es un ciclo contenido en D (por construccion).
Entonces o) |Jah|Jah es una (Dy, D, Dy) H-subdivision de Cj3, lo cual contradice las
hipotesis, ve figura 3.23 b).

Figura 3.23: a) oy intersecta primero a ap y posteriormente a asz. b) «y intersecta primero
a ag y posteriormente a ap

Con lo que habremos concluido la demostracion de la Afirmacion 3. <

De las Afirmaciones 2) y 3) concluimos que T'|J{zo} € S. Por lo tanto
TU{JI()} - V(Ds)

Asi que (S, T\ J{xo}) € F(Ds) yaque T'C S, 2y € X y para cada s € S tal que s ¢ T'
existe una sxy — H-trayectoria contenida en Dy y no existe ninguna zyS — H-trayectoria
contenida en D, lo cual contradice el hecho de que &7, (S) = 0.

Por lo tanto S es un H-nticleo por trayectorias en D y el teorema queda demostrado. [



Capitulo 4
v — H-ciclos

En este capitulo vamos a introducir un nuevo concepto "y — H-ciclo.® cual ha sido estu-
diado muy poco. Por lo que nosotros seremos los pioneros en este concepto. Los siguientes
lemas dan resultados acerca de digraficas que no contienen v — H-ciclos y seran de gran
utilidad en la demostracion del teorema principal de este capitulo.

Definicién 4.0.1. Sean H una digrafica y D una digrafica H-coloreada. Un v — H-ciclo
en D es una sucesion de vértices distintos de D, v = (ug, uy, ..., Up_1, U, = Ug) tal que cada
i € {0,...,n — 1} satisface:

1. Existe una w;u;,1 — H-trayectoria contenida en D

2. No existe una u;+1u; — H-trayectoria contenida en D

Toda la notaciéon que se usard a continuacién es mod n.

Lema 4.0.2. Sean H una digrifica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada
que no contiene v — H-ciclos. Existe vo € V(D) tal que para cada z € V(D) — {xo}, si
existe una roz — H-trayectoria contenida en D, entonces existe una zxg — H-trayectoria
contenida en D.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que para cada xy € V(D)
existe z € V(D) — {xo} tal que existe una x¢z — H-trayectoria contenida en D y no existe
una zxg — H-trayectoria contenida en D.

Sea xg € V(D), se sigue de la suposicion que existe 21 € V(D) —{zo} tal que existe una
xroxr; — H-trayectoria contenida en D y no existe una x;zy — H-trayectoria contenida en D.
De nuevo, por la suposicion existe o € V(D) —{z1} tal que existe una z,xo— H-trayectoria

49
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y no existe una xox; — H-trayectoria en D. Una vez elegidos de este modo xq, z1, 2, ..., Ty
y dada nuestra suposicion, podemos elegir .1 € V(D) —{z,} de tal forma que existe una
TnTni1 — H-trayectoria en D y no existe ninguna x, i, — H-trayectoria en D. De este
modo, obtenemos una sucesion de vértices (g, 1, T2, ...) tal que para cada i € {0,1,2,...}
existe una x;x;.1 — H-trayectoria en D y no existe ninguna x,;z; — H-trayectoria en D.

Como D es una digrafica finita, existe i < j con 4,5 € {0,1,...} tal que z; = x;. Sean
Jo=min{j: x; = z; paraalgunai < j} e i € {0, 1, .., jo— 1} tales que z;, = xj,. Notemos
que 7 es unico ya que de lo contrario, existeria xy, = z;, = xj, con kg € {0,....j50 — 1} y
supongamos sin pérdida de generalidad que ig < kg < jo, lo cual contradice el hecho que
zj, sea el primer vértice igual a ; con ¢ < jo. Asi, ¢y es Gnico.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ig = 0y jo = n. Asi que C' = (g, 21, ..., Tp_1,
x,) es una sucesion de n vértices distintos tal que para cada i € {0,1,...,n — 1}, existe una
x;x;41 — H-trayectoria en D y no existe ninguna x;x; — H-trayectoria en D (los indices
de los veértices estan tomados mod n). Por lo tanto C' = (zg, 21, ..., Tp_1, T, = Tp) €S Un
v — H-ciclo de D, lo cual contradice las hipotesis.

Asi que existe zg € V(D) tal que para cada z € V(D) — {x¢}, si existe una xoz — H-
trayectoria contenida en D. Entonces existe una zxy — H-trayectoria contenida en D.

]

Lema 4.0.3. Sea H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada.
Supdngase que existe Dy (Ds) una subdigrifica generadora de D que no contienen v — H-
ciclos. Entonces D tiene un H-seminicleo por trayectorias no vacio mod Do (respectivamente

Dl).

Demostracion. Por hipotesis, tenemos que D; no contiene v — H-ciclos. Como se satisfacen
las hipotesis del lema 4.0.2, entonces existe z € V(D) tal que para cada y € V(D;) — {z},
si existe una xy — H-trayectoria contenida en D, entonces existe una yxr — H-trayectoria
contenida en D;. Asi que existe una yr — H-trayectoria en D. Y claramente {x} es H-
independiente por trayectorias.

Por lo tanto, existe N = {z} C V(D) que satisface que es un H-seminticleo no vacio
mod Dj. De manera anéloga, se concluye que existe N = {x} C V(D) que satisface que
es un H-semintcleo no vacio mod D;. O

Lema 4.0.4. Sean H una digrifica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-coloreada
tal que:

1. emisten Dy y Dy dos subdigrdficas generadoras de D tal que F(D1)(F(D3) = 0,
F(D1)UF(D2) = F(D), c(D1)(e(D2) =0 y
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2. D; no contiene v — H-ciclos con i € {1,2}.

Entonces Dg es una digrdfica que no contiene ciclos.

Demostracion. Procederemos por contradiccion. Supongamos que Dg es una digrafica que
contiene algtn ciclo. Sea C' = (S, S, ..., Sn_1,.50) un ciclo en Dg de longitud n > 2. Como
C' es un ciclo en Dg, tenemos que S; # S; siempre que ¢ # j con 7,5 € {0,...,n — 1}.

Afirmacion 1. Existe ig € {0,1,...,n — 1} tal que para alguna z € S;,, z ¢ S;,+1 (mod

Demostracion de la Afirmacion 1. Procederemos por contradiccion. Supongamos que
para cada i € {0,1,...,n — 1} y para cada z € S; se tiene que z € S;;; (mod n). Entonces
So €S C ... C S, 1 CSp. Asique Sy C S, C Sy para toda k € {1,...,n — 1} y se sigue
que Sy = Sk paratoda k € {1,....n—1}. Asi S; = S; paratodai,j € {0,..,n—1} (mod n).
Asi que C' = (5)), lo cual es una contradiccion ya que un ciclo posee al menos 2 vértices.
N

Afirmacion 2. Si existe ig € {0, ...,n — 1} tal que para algunos z € S;, y w € S;, 41 (mod
n) se tiene que existe una zw — H-trayectoria contenida en D, entonces existe jo # io,
Jjo€{0,1,....,n—1} tal que w € S;, y w ¢ Sj,+1 (mod n).

Demostracion de la Afirmacion 2. Supongamos sin pérdida de generalidad, que i = 0.
Sean z € Sy y w € S tales que existe una zw — H-trayectoria contenida en D. Si w ¢ Sy
habremos probado la Afirmacion 2 con j, = 1. Podemos suponer que w € Sy. Si w ¢ Ss
habremos probado la Afirmacién 2 con jo = 2. De nuevo, podemos suponer que w € S3,
si w ¢ Sy se tendria probada la Afirmacion 2 con jp = 3. Repitiendo este procedimiento
n — 1 veces, podemos suponer que w € Sy (ya que de lo contrario, w ¢ Sy y habriamos
demostrado la Afirmacion 2 con jo = n — 1). Por hipotesis de la Afirmacion 2, existe una
zw — H-trayectoria con z,w € Sy, lo cual es una contradiccién ya que por hipotesis, Sy es
H-independiente por trayectorias. Con esto queda demostrada la Afirmacién 2. <

Por la Afirmacion 1, existe i € {0,...,n — 1} y to € S;, tal que ¢ty ¢ S;,41. Como
(Siy, Sig+1) € F(Dg), se tiene que existe t; € S;,11 tal que existe una tot; — H-trayectoria
contenida en Dj y no existe ninguna t,.5;, — H-trayectoria en D. Por la Afirmacion 2, se
sigue que existe un indice iy # ig, i1 € {0,...,n — 1}, tal que t; € S;; y t; ¢ S;, 11 (mod
n). Como (S;,,S;,+1) € F(Ds), entonces existe un ty € S;, 1 tal que existe una tity — H-
trayectoria contenida en Dy y no existe ninguna ¢25;, — H-trayectoria contenida en D. De
nuevo por la Afirmacion 2, tenemos que existe un indice iy # i1, iy € {0,...,n— 1}, tal que
ty € Siy v ta & Siy41. Como (S;,, Siy+1) € F(Ds), tenemos que existe un t3 € S;,41 tal que
existe una tot3 — H-trayectoria contenida en Dj y no existe ninguna t3.5;, — H-trayectoria
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contenida en D. Continuando de este modo, obtenemos una sucesion de vértices (to, 1, ...)
tal que para cada i € {0, 1,...} existe una t;t,;; — H-trayectoria contenida en D (ya que
existe una t;t; 1 — H-trayectoria contenida en Dy) y no existe ninguna t;1t; — H-trayectoria
contenida en D (ya que no existe ninguna t;,1S; — H-trayectoria contenida en D). Entonces
D5 contiene v — H-ciclos, esto contradice las hipotesis. Asi, Dg es una digrafica que no
contiene ciclos. O]

4.1. Configuraciones

En un principio se deseaba que el resultado principal de este capitulo fuera una extension
del resultado del capitulo anterior. Pero nos dimos cuenta que el teorema debia ser modi-
ficado (para que continuaramos trabajando con H-trayectorias) y ademas necesitariamos
mas herramienta por lo que definimos las siguientes configuraciones.

Notacion. Ahora, introduciremos algunas digraficas especiales, estas seran utilizadas en el
capitulo.

D) @[u,v,w,u] es un ciclo C' = (U = Ug, ..o, Up = U = Vg, ey Uy = W = W, woey Wy, =
up = u) tal que: 1) T} = (u,C,v) es una H-trayectoria en Dy, T, = (v,C,w) es una
H-trayectoria en D, T = (w, C,u) es una H-trayectoria en Dy; 2) (c(ug—1,v),c(v,v1)) ¢
F(H), (c(vm_1,w),c(w,wy)) ¢ F(H)y (c(wy_1,u),c(u,ur)) ¢ F(H), ve figura 4.1 (a).

II) ﬁg[u,v,w,x] es una trayectoria P = (u = ug,...,uy = U = Vg,...; Uy = W =
Wo, ..., W, = x) tal que: 1) T} = (u, P,v) es una H-trayectoria en Dy, To = (v, P, w) es una
H-trayectoria en D, T3 = (w, P, x) es una H-trayectoria en Ds; 2) (c(ug_1,v),c(v,v1)) ¢

F(H)y (c(vm_1,w),c(w,wy)) ¢ F(H), ve figura 4.1 (b).

111 B [u, v] U [w,v]U [z, v] U[v, 2] es la union Ty YTy JTs U Ty tal que: 1) T es una
uv — H-trayectoria en Dy, T es una wv— H-trayectoria en Dy, T3 es una zv— H-trayectoria
en D, T, es una ve — H-trayectoria en Dy; 2) (c(ff de T;),c(fi de Ty))¢ F(H), parai € {1,3}
y (T; N Ti) ={v}conj#tyjte{l,23,4}, ve figura 4.1 (c).

IV) T [w, s,p] Uz, s] Uz, p] es la union Ty JTo T3 U Ty tal que: 1) T es una ws — H-
trayectoria en Dy, T, es una sp— H-trayectoria en D,, T5 es una zs— H-trayectoriaen D, T}
es una xp — H-trayectoria en Dy; 2) (c(ff de T3),c(fide To))¢ F(H) y (T;(\T) —{s,p} =0
con j £ty j,t€{l,2 3,4}, ve figura 4.1 (d).

V) X [w, s,p] Uz, s] Uz, p] es la digrafica T [w, s, p| U[z, s] Uz, p] con T3 € Dy y Ty C
D, ve figura 4.1(e).

V1) C [q,m, 2] Ulm, 2] Ulg, w] es la union 71 |J To |J T3 | Ty tal que: 1) T} es una gm— H-
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trayectoria en Dy, T es una mx — H-trayectoria en Dy, T3 es una mz — H-trayectoria en
Dy, Ty es una quw — H-trayectoria en D; 2) (c(ff de T1),c(fi de T3))¢ F(H), ve figura 4.1(f).

~

VII) A w,t,m]U[z,t] U[z, m] es launion T} (Y T |J T5 U T} tal que: 1) T} es una wt — H-
trayectoria en Dy, T es una tm — H-trayectoria en Dy, T3 es una zt — H-trayectoria en D,
T, es una xm — H-trayectoria en Dy; 2) (c(ff de T3),c(fi de Ty))¢ F(H), ve figura 4.1(g).

VIII) K [v,s,r,v]J[w,a] es la union Cs [v,s,r,v]|JTy tal que: 1) Ty es una wa — H-
trayectoria en Dy con a € {v,r}; 2) (c(ff de Ty),c(fi de T;))¢ F(H) para i € {1,3} y
v (6*\3 v, 5,7, v]) AV (Ty)] =1, ve figura 4.1(h).

IX) Lw,r,v,s,r| es la digrafca VIII) con a =r y Ty C Dy, ve figura 4.1(i).

X) Vix,rv,s,r]U[s,w] es la union Ty U@ [s,7,v,s]|JTs tal que: 1) T} es una xr — H-
trayectoria en Dy Ty es una sw — H-trayectoria en Do; 2) (T;(T;) —{s,r} =0 con i # j,
XS {175} YJ S {Qa 374}7 (Tl mT5) = @7 ve ﬁgura 4.1 (J)

XI) H [w,s,r,v,s]J[z,r] es la digrafica X) con T5 una ws — H-trayectoria en Dy, ve
figura 4.1 (k).

XII) S [z, t] U [w, t] U [z, t] es launion Ty |J To |J T5 tal que: 1) Ty es una zt— H-trayectoria
en Dy, Ty es una wt — H-trayectoria en D, T3 es una xt — H-trayectoria en Dy; 2)
(T;(T;) ={t} coni #j, i,j € {1,2,3}, ve figura 4.1(1).

XIT) T [u,r|U[w, ] U p,r] U p, 2] U [z, p] es la union Ty | To U T3 U Ty U T5s tal que:
T1 es una ur — H-trayectoria en Dy, T5 es una wr — H-trayectoria en Dy, T3 es una pr — H-
trayectoria en D, T es una pxr — H-trayectoria en D, T es una zp — H-trayectoria en D;
2) c(ff de T5),c(fi de Ty))¢ F(H), (I;(T;) — {p,v} =0 coni # j, i,j € {1,2,3,4,5}, ve
figura 4.1 (m).

W

TsD2/ ‘\1xp T#D; oD, gDz o TeD2
u v W X

u D1y N X .
(a) Ca[u,v,w,u] (b) Pfu,v,w x] (c) BluvJU[w,vU[zv]U[v x]
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Figura 4.1: Configuraciones
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4.2. Segundo resultado

Teorema 4.2.1. Sea H una digrdfica fuertemente transitiva y D una digrdfica H -coloreada.
Si P ={D1, Dy} una H-separacion de D que satisface lo siguiente:

1. D; no contiene v — H-ciclos para i € {1,2}.

2. Si D contiene un Cs[z,v,w,x] o un L{w,v,x, z,v], entonces eriste una rw — H-
trayectoria contenida en D.

3. Si D contiene un Py [u,v,w,z|, entonces eziste una ux — H-trayectoria contenida
en D.

4. St D contiene alguna de las siguientes configuraciones: H [u,v,x,p,v|J[z, x] o
K [r,z,w,r][u,r], entonces existe una zu — H-trayectoria contenida en D.

5. 8i D contiene alguna de las siguientes configuraciones: f[w,s,p]U[z,s]U[m,p],

4 [z, r,w, s,r]Uls, ], S|z, t]AU [z, t| U [w, t], X [w,s,p]Ulz,s] U]z 7],
Alw, t,m| [z t]U [z, w] o Cg,m,z]U[m, z] U [q, w], entonces existe alguna de las
stquientes H-trayectorias: una zx — H-trayectoria contenida en D o una xw — H-

trayectoria contenida en D.

6. Si D contiene un B [u,v] U [w,v]U [z, v]U[v, x|, entonces existe alguna de las si-
guientes H-trayectorias: una H-trayectoria entre w y uw contenida en D; una H-
trayectoria entre u y x contenida en D; una zx — H-trayectoria contenida en D; o
una rw — H-trayectoria contenida en D.

7. Si D contiene un T [u,r] U [w,r]U[p, 7| U[p. ] U [z, p], entonces existe alguna de
las siguientes H-trayectorias: una ux — H-trayectoria contenida en D; una zx — H-
trayectoria contenida en D; o una xw — H-trayectoria contenida en D.

Entonces D tiene un H-nicleo por trayectorias.

Demostracion. Idea general de la demostracion. Vamos a construir un seminticleo S’ que
es exvecino de S € V(Ds), lo cual contradice que 65 (S) = 0.

Como la digrafica D satisface las hipotesis del lema 4.0.3, tenemos que D tiene al
menos un H-seminticleo no vacio mod D; con i € {1,2}. Entonces podemos considerar la
digrafica Dg de la digrafica D. Como Dg es una digrafica finita y por el lema 4.0.4 no
contiene ciclos, se sigue del teorema 1.0.3, que Dg contiene al menos un vértice de exgrado
cero. Sea S € V(Ds) tal que 65, (S) = 0.
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Vamos a probar que S es un H-ntcleo por trayectorias en D.

Procederemos por contradiccion. Supongamos que S no es un H-nticleo por trayectorias
en D. Como S € V(Dsg), tenemos que S es H-independiente por trayectorias.

Sea X = {z € V(D) : no existe zS — H-trayectoria contenida en D}.

Se sigue de nuestra suposicion que X # ) (ya que S no es H-nticleo por trayectorias).
Consideremos a D[X]. Como D[X] satisface las hipdtesis del teorema y en particular la
subdigrafica de D;[X] en D[X] satisface las hipotesis del lema 4.0.2, tenemos que existe
zo € X tal que para cada z € X — {xy} se satisface que si existe una x¢z — H-trayectoria
contenida en D;[X], entonces existe una zxy — H-trayectoria contenida en D;[X].

Sea T'= {u € S : no existe urg — H-trayectoria contenida en Ds}.

Por como definimos 7', tenemos que para cada w € (S—1T) existe una wxo— H-trayectoria
contenida en Ds.

Afirmacion 1. 7'\ J{zo} es H-independiente por trayectorias.

Demostracion. Claramente 7' es H-independiente por trayectorias (ya que ' C Sy
S €8S)y {xo} es H-independiente por trayectorias.

Afirmacion 1.1) No existen T{xy} — H-trayectorias contenidas en D.

Demostracion de la Afirmacion 1.1). Procederemos por contradiccion. Supongamos que
existe alguna u{xo} — H-trayectoria contenida en D, digamos v con u € T'. Como definimos
T (tenemos que v € Ds) y ya que P = {D;, Dy} es una H-separacion de D, tenemos que
v C Dy. Como T C Sy S €S, sesigue que existe una {x¢}S — H-trayectoria contenida
en D. Asi que g ¢ X por como definimos X, lo cual es una contradiccion ya que zy € X.
Esto demuestra la Afirmacion 1.1).

Afirmacion 1.2) No existen {x¢}T — H-trayectorias contenidas en D.

Demostracion de la Afirmacion 1.2). Como T C Sy 2o € X, se sigue que no existe
ninguna {xo}7T — H-trayectoria contenida en D. Que queda demostrada la Afirmacion
1.2).

De las Afirmaciones 1.1) y 1.2) queda demostrada la Afirmacion 1. <

Afirmacion 2. Si existe una (T'(J{zo})z — H-trayectoria en D;, entonces existe una
2(T\J{xo}) — H-trayectoria contenida en D.

Demostracion.
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Caso 1) Existe una 7z — H-trayectoria contenida en D;.

Como T C Sy S €8, entonces existe una zS — H-trayectoria contenida en D. Si existe
una 21 — H-trayectoria en D, habremos demostrado la Afirmacién 2. Podemos suponer
que existe una z(S —T') — H-trayectoria contenida en D. Sean «; una uz — H-trayectoria
contenida Dy con v € T'y ay una zw — H-trayectoria contenida en D con w € (S —T)).
Como w € (S —T), tenemos por la definicion de T que existe ag una wxy — H-trayectoria
contenida en Ds.

Afirmacion 3: (a) o ¢ V(ag), (b) 2 ¢ V(ag) y (¢) o & V(o).

Demostracion de la Afirmacion 3. (a) Procedemos por contradiccion. Supongamos que
zo € V(ag), entonces (z, ag, xg) es una zxy — H-trayectoria contenida en D. Por lo tanto
existe una z(T | J{xo}) — H-trayectoria contenida en D, lo que demuestra la Afirmacion 2.

(b) Procedemos por contradiccion. Supongamos que z € V(a3), entonces (z, g, o) es
una 2z — H-trayectoria en Dy. Asi que existe una z(T | J{zo}) — H-trayectoria contenida
en D, lo que demuestra la Afirmacion 2.

(¢) Procedemos por contradiccion. Supongamos que xg € V(aq), entonces existe una
uxg — H-trayectoria contenida en D;. Asi que existe una T{xz} — H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Afirmacion 1.

Para cualquier seleccion fija de vértices b € V(ay) [V (o), e € V(o) V(as) v x, h €
V(a1) NV (as). Denotaremos por: Ty = (u,aq,b), Ty = (b, as,w), T3 = (2, a9,¢), Ty =
(6,013,1‘0), T5 = (U7Oél,$)7 TG = (l', Oég,l'()), T7 = (wvai’n h) y TS = (h7 aq, Z)

Observacion 1) a) (c(ff de Ty), c(fi de Ty))¢ F(H), b) (c(ff de T3), c(fi de Ty))¢ F(H),
c) (c(ff de T5), c(fi de Ty))¢ F(H) y d) (c(ff de T7), c(fi de 1)) ¢ F(H).
Demostracion de la Observacion 1). Procederemos por contradiccion, en cada uno de los
cuatro casos.

a) (c(ff de Th), c(fi de Tb))¢ F(H).

Supongamos que (c(ff de T3), c(fi de T3)) € F/(D), entonces existe un uw — H-camino
contenido en D. Por el lema 1.2.2, existe una uw — H-trayectoria con {u,w} C S, lo cual
no es posible ya que S € S (S es H-independiente por trayectorias). Lo que demuestra la
primera parte.

b) (c(ftf de T3), c(fi de Ty))¢ F(H).

Supongamos que (c(ff de T3), c(fi de Ty))e F(H), entonces (z, aq,e)|J(e, as, zo) es un
zxo — H-camino. Por el lema 1.2.2 contiene una zxy — H-trayectoria contenida en D. Asi
que existe una z(T | J{zo}) — H-trayectoria contenida en D y habriamos demostrado la
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Afirmacion 2. Con lo que queda demostrado este caso.
¢) (c(ff de T5), c(fi de T))¢ F(H).

Supongamos que (c(ff de T5), c(fi de Ts))e F(H), entonces existe un uxry — H-camino
que intersecta a D, e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15, ve figura 4.2.

Figura 4.2: (c(ff de T5), c(fi de Ts))e F(H)

d) (c(ff de T7), c(fi de Ty))¢ F(H).

Supongamos que (c(ff de T7), c(fi de Ty))e F(H), entonces existe un wz — H-camino
que intersecta a D e intersecta a Ds, lo cual contradice el lema 3.0.15.

Con lo que queda demostrada la Observacion 1.

Observacion 2) Notemos que ninguna de las siguientes H-trayectorias existen en D.

1. No existe una uw — H-trayectoria contenida en D.

Ya que S es H-independiente por trayectorias.

2. No existe una wu — H-trayectoria contenida en D.

Ya que S es H-independiente por trayectorias.

3. No existe una zqu — H-trayectoria contenida en D.

De lo contrario, existe una T{xq} — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Afirmacioén 1.
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4. No existe una uxry — H-trayectoria contenida en D.

Por la misma razoén que en el inciso anterior.

5. No existe una xqw — H-trayectoria contenida en D.
De lo contrario, existe una xS — H-trayectoria contenida en D con w € S'y xp € X,
lo cual no es posible por como definimos X.

6. No existe una zu — H-trayectoria contenida en D.
De lo contrario, existe una z(7T | J{x¢}) — H-trayectoria contenida en D, con lo que
habriamos demostrado la Afirmacion 2.

7. No existe una zxg — H-trayectoria contenida en D.

Por la misma razoén que en el inciso anterior.

Observacion Q) a) Sea x un vértice de a3 que estd en «;, entonces = # u (0 © # w).

Demostracion de la Observacion ) a) Procederemos por contradiccion. Supongamos
que = = u, entonces (w, az,u) es una wu — H-trayectoria con {u,w} C S, lo cual no es
posible ya que S es H-independiente por trayectorias.

Ahora demostraremos el caso x # w. Procederemos por contradiccién. Supongamos que
r = w, entonces (u,a;,w) es una ww — H-trayectoria con {u,w} C S, lo cual contradice
el hecho que S es H-independiente por trayectorias.

b) Sea z un vértice de oy que estd en as, entonces x # u (0 x # w).

Demostracion de la Observacion €2) b) Procederemos por contradiccion. Supongamos
que x = u, entonces (u,az,w) es una uw — H-trayectoria con {u,w} C S, lo cual no es
posible ya que S es H-independiente por trayectorias.

Ahora demostraremos el caso x # w. Procederemos por contradiccién. Supongamos que
xr = w, entonces (u, a1, w) es una uw — H-trayectoria con {u,w} C S, lo cual no es posible
va que S es H-independiente por trayectorias.

Ahora analizaremos los siguientes posibles casos: a) V(o) V() = {z};

b) (V(e) NV (e2)) — {2} #0
Caso a) V(ay) V() = {2}.

a.2) V(ax) V() = {w} y V()N V(az) # 0; a.3) (V(a
V() V(az) = 0; y a.d) (V(ae) NV (az)) —{w} #0y Vi

Consideraremos los siguientes casos: a.1) V(o) [V (a3) = {w
ep)
)

1y -
nv ( ))—{w}#ﬂ)y
nv
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Caso a.1) V() V(as) = {w} y V(an) NV (az) =0, ve figura 4.3.

Como V(o) NVi(az) =0, V() NV (as) = {w} v (u, a1, 2) U(z, ae, w) J(w, ag, o) €s
una trayectoria contenida en D (por construccion). Entonces oy |J o |J a3 es un P, [u, z,w, x).
Se sigue de la hipotesis 3 que existe una uxy — H-trayectoria contenida en D, lo cual no
es posible por la Observacion 2 inciso 4).

a.1)

Figura 4.3: oy J e J a3 es un P [w, 2, w, x|

Caso a.2) V() V(asz) = {w} y V(an) NV (az) # 0, ve figura 4.4 a).

Sea x el primer vértice de ag que esté en «y. Notemos que = # z, pues z ¢ V(ag), por
la Afirmacion 3 inciso (b). Ademéas = # u, de lo contrario se contradice la Observacion (2
a). Por otro lado, z # w de lo contrario se contradice la Observacion §2 a).

Consideremos o = (w, a3, z), o) = (u,a1,z) y of = (x, 04, 2).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de o)) ¢ F(H) pues de lo contrario, contradice la Obser-
vacion 1 inciso d).

Asi, el camino (z, a4, 2) |J(z, ag, w) J(w, as, z) es un Cs [z, z, w, z]. Entonces
of JaaJ b o, por construccion, es un K [z, z, w, x| |J [u, ] y por la hipotesis 4 existe
una zu — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 6).

Caso a.3) (V(aa) N V(az)) —{w} # 0y V(en) N V(ag) =0, ve figura 4.4 b).

Sea z el ultimo vértice de g que esta en ay. Notemos que x # z pues z ¢ V(ag) por la
Afirmacion 3 inciso (b). Ademas = # xo, pues xo ¢ V(az) por la Afirmacion 3 inciso (a).

Consideremos o, = (z, a0, x) v o = (x, ag, xp).
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Notemos que (c(ff de af),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 1 inciso b).

Asi, @ial’ 2)U(z, az, ) (z, as, o) es una trayectoria contenida en D, entonces tene-
mos un P [u, z, x, xo| (por construccion). Se sigue de la hipotesis 3 que existe una uxg— H-
trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 4).

Figura 4.4: a) Caso a.2). b) Caso a.3)

Caso a.4) (V(az) NV (az)) = {w} # 0y Vi) NV (as) # 0.

Sea r el ultimo vértice de a3 que esta en aq. Observemos que r # z pues z ¢ V(ag3) por
la Afirmacion 3 inciso (b). Ademds r # u pues de lo contrario, contradice la Observacion
2 a). Sea s el ultimo vértice de a3 que esta en ay. Notemos que s # z, pues z ¢ V(az) por
la Afirmacion 3 inciso (b). Ademés s # xg, pues xg ¢ V(az) por la Afirmacion 3 inciso

(a).
Caso I) r es anterior a s en ag, ve figura 4.5 I).
Consideremos o4 = (2, a9, $) y o = (s, a3, o).

Notemos que (c¢(ff de of),c(fi de of))¢ F(H) pues de lo contrario, contradice la Obser-
vacion 1 inciso b).

Asi que (u,aq, 2) (2, ag, ) (s, as, xg) es una trayectoria contenida en D, por cons-
truccion. Entonces tenemos un Pj[u, 2, s, xo]. Se sigue de la hipdtesis 3 que existe una
urg — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 2 inciso 4.

Caso 1I) s es anterior a r en as, ve figura 4.5 II).
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Sea z el primer vértice de ag que esta en «; distinto de z pues z ¢ V(ag), por la
Afirmacion 3 inciso (b). Ademas = # u pues de lo contrario, contradice la Observacion €2
a) (posiblemente r = z). Sea v el tltimo vértice de az que estd en ay y que es anterior a x.
Notemos que v # z pues z ¢ V(as), por la Afirmacion 3 inciso (b). Por otro lado, v # xg
pues zg ¢ V(a), por la Afirmacion 3 inciso (a), (posiblemente v = s 6 v = w).

Consideremos o = (u,aq, ), o = (x, 01, 2), oy = (2, 00,0) ¥ s = (v, a3, T).

Notemos que {(c(ff de af),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de of))} N F(H) = 0 ya que de
lo contrario, contradice la Observacion 1 incisos b) y d) respectivamente.

Asi que el camino (x, oy, 2) |J(2, g, v) J(v, as, ) es un Cs [z, z, v, z]. Entonces
ol Jay U ahUJal, por construccion, es un K [z, z,v, z] | [u, z] y por la hipotesis 4 existe
una zu — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 2 inciso 6.

Figura 4.5: I) r es anterior a s en a3. 1I) s es anterior a r en «as.

Caso b) (V(a1) (\V(az)) — {z} # 0.

Consideraremos los siguientes casos: b.1) V(ag)(V(az) = {w} y V() NV (a3) = 0;
b.2) V(ax) NV (as) = {w} y V() V() # 0; b.3) (V(ex) NV (as)) —{w} # 0y
Vi)V (as) = 0;y b.4) (V(ez) N V(as)) —{w} # 0y V(ea) N V(as) # 0.

Caso b.1) V(aa) NV (az) ={w} y V(1) V(a3z) = 0, ve figura 4.6.

Sea x el primer vértice de o que esté en as distinto de z. Notemos que x # w pues de lo
contrario, contradice la Observacion Q b). Ademas = # u pues de lo contrario, contradice
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la Observacion €2 b).
Consideremos o) = (u, a1, ) vy af = (z, ag, w).

Notemos que (c(ff de o),c(fi de of))¢ F(H) pues de lo contrario, contradice la Obser-
vacion 1 inciso a).
Asi que (u, aq,z) | J(z, ag, w) | J(w, az, o) es una trayectoria contenida en D, por cons-

truccion. Entonces tenemos un Pj [u, z, w, xg]. Se sigue de la hipotesis 3 que existe una
uxg — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 2 inciso 4.

Figura 4.6: (u, a1, ) | J(x, ag, w) J(w, ag, o) es un 2y [u, T, w, zo

Caso b.2) V(ao) NV (az) ={w} y V() OV (a3) # 0.

Sea x el primer vértice de oy que esta en «s distinto de z. Notemos que x # w pues de
lo contrario, contradice la Observacion Q b). Ademéas = # u de lo contrario, se contradice
la Observacion Q b). Sea v el primer vértice de a; que esta en ag distinto de u. Notemos
que v # w pues de lo contrario, contradice la Observacion 2 a). Por otro lado, v # xg
pues xg ¢ V(aq) por la Afirmacion 3 inciso (c).

Caso I)  es anterior a v en oy, ve figura 4.7 i).
Consideremos o) = (u, a1, ) vy af = (2, ag, w).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 1 inciso a).

Asi que (u, ay, z) |J(z, az, w) | J(w, as, o) es una trayectoria contenida en D (por cons-

o~

truccion). Entonces tenemos un Pj [u, 2, w, xo]. Se sigue de la hipotesis 3 que existe una
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uxrg — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 4.
Caso II) v es anterior a x en «y, ve figura 4.7 ii).

Consideremos o = (v, 1, ), oy = (2,0, ), o = (x, 0, w), @y = (W, 3,V) ¥y af =

(Ua Qs, :UO)'

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de })), (c(ff de of)),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de
as) YN F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 1 incisos d), a) y b)
respectivamente.

Asi que (z, ag, ) (2, ag, w) J(w, as, v) (v, a1, ) (v, as, zo), por construccion, es un
V iz, x,w,v, 2] J[v, zo]. Se sigue de la hipotesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: *) Existe una zxy — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Ob-
servacion 2 inciso 7; **) Existe una zow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 2 inciso 5.

Figura 4.7: T) x es anterior a v en 4. II) v es anterior a x en «;.

Caso b.3) (V(a) NV (az)) —{w} # 0Dy V(ar) V(as) =0, ve figura 4.8.

Sea x el primer vértice de oy que esté en «p distinto de z. Notemos que x # w pues de lo
contrario, contradice la Observacion 2 b). Ademas x # u pues de lo contrario, contradice
la Observacion Q b). Sea v el primer vértice de ay que esta en ag posterior a z. Notemos
que v # xy pues xg ¢ V(az) por la Afirmacion 3 inciso (a). Por otro lado, v # z pues
z ¢ V(agz) por la Afirmacion 3 inciso (b) (posiblemente v = w).
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Consideremos o) = (u, aq,x), oy = (z,09,v) y oy = (v, ag, x).

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de b)), (c(ff de ob),c(fi de of))}F(H) = () pues de lo
contrario, contradice la Observacion 1 incisos a) y b).

Asi que (u, a1, z) | J(z, ag,v) (v, as, xy) es una trayectoria contenida en D, por cons-

—

truccion. Entonces tenemos un Pj[u, z,v,zo|. Se sigue de la hipotesis 3 que existe una
uxrg — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 4.

Figura 4.8: Caso b.3)

Caso b4) (V(az) NV (as)) = {w} # 0y V(as) NV (ag) # 0.

Sea v el primer vértice de a; que esta en a3. Notemos que u # v pues de lo contrario,
contradice la Observacion 2 a). Ademéas que v # w pues de lo contrario, contradice la
Observacion Q a). Por otro lado, v # z pues z ¢ V(az) por la Afirmaciéon 3 inciso (b)
y v # xy pues xg ¢ V(ay), por la Afirmacion 3 inciso (c). Sea x el primer vértice de
a1 que estd en «y distinto de z. Notemos que x # w pues de lo contrario, contradice la
Observacion 2 b). Ademas x # u pues de lo contrario, contradice la Observacion €2 b).

Caso I) v es anterior a x en «y, ve figura 4.9 I).

Sea p el primer vértice de as que estd en «g anterior a v. Notemos que p # xg pues
zo ¢ V() por la Afirmacion 3 inciso (a). Ademés p # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion
3 inciso (b) (posiblemente p = w).

Consideremos oy = (u, a1, v), of = (v,01,2), o = (z,a2,p), & = (z,00,2) ¥ y =
(pa Oég,U).
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Notemos que {(c(ff de of),c(fi de af)), (c(ff de af),c(fi de f)), (c(ff de of),c(fi de
NN F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 1 incisos a), b) y d)
respectivamente.

Asi que (u,a1,v) (v, a1, z) U(z, az, p) U(p, as,v) U(z, ag, z), por construccion, es un
H [u,v,z,p,v] ]z, x]. Se sigue de la hipotesis 4 que existe una zu— H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 6.

Caso II) z es anterior a v en oy, ve figura 4.9 II).

Sea r el primer vértice de as que estd en «g posterior a x. Notemos que r # xg pues
zo ¢ V(ae) por la Afirmacion 3 inciso (a). Ademés r # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion
3 inciso (b) (posiblemente r = w).

Consideremos o) = (u, a1, ), oy = (z,00,7) y ay = (1, a3, T9).

Notemos que {(c(ff de o}),c(fi de o)), (c(ff de of),c(fi de af)) Y F(H) = 0 ya que de

’

lo contrario, contradice la Observacion 1 incisos a) y b) respectivamente.

Asi que (u,aq,x) |J(z, ag, 7) [ J(r, a3, x¢) es una trayectoria contenida en D, por cons-

—~

truccion. Entonces tenemos un Pj [u, z, 7, xo]. Se sigue de la hipdtesis 3 que existe una
uxrg — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 2 inciso 4.

Figura 4.9: I) Caso I). II) Caso II)

Caso III) = = v.

Sea s el primer vértice de ap que esta en as distinto de w. Notemos que s # xg pues
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xo ¢ V() por la Afirmacion 3 inciso (a). Ademés s # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion
3 inciso (b) (posiblemente v = s = z).

Caso i) v # s, ve figura 4.10 i).

Consideremos o] = (u,aq,v), oy = (z,00,5), o = (w,a3,v), o = (v,as3,5) y ay =

(S7Q37$0)'

Notemos que {(c(ff de af),c(fi de of)), (c(ff de ob),c(fi de o)} F(H) = 0 ya que de
lo contrario, contradice la Observacion 1 incisos ¢) y b) respectivamente.

Asi que (u, aq,v) J(w, asz,v) (v, as, s) U(z, ag, s) (s, as, zo), por construccion, es un
T [u, v] U[w, v] U[v, s] U [s, zo] U [2, s]. Se sigue de la hipotesis 7 que existe alguna de las
siguientes H-trayectorias: ) Existe una uro — H-trayectoria contenida en D, lo cual con-
tradice la Observacion 2 inciso 4; x) Existe una zxo — H-trayectoria contenida en D, lo
cual contradice la Observacion 2 inciso 7; %) Existe una zow — H-trayectoria contenida en
D, lo cual contradice la Observaciéon 2 inciso 5.

Caso ii) v = s, ve figura 4.10 ii).
Consideremos o) = (u, a1,v), o = (z,a9,v), oy = (w, a3,v), oy = (v, as, o).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 1 inciso c).

Asi que (u, ag,v) J(w, as, v) J(z, ag, v) (v, as, xo), por construccién, es un

B [u,v] U[w, v] U [z,v] U [v, 20). Se sigue de la hipétesis 6 que existe alguna de las siguientes
H-trayectorias: %) Existe una H-trayectoria entre w y u contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 2 incisos 2 y 1 respectivamente; *) Existe una H-trayectoria entre u y xg
contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 incisos 4 y 3 respectivamente; x) Existe
una zxy — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso 7; *)
Existe una rqw — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 2 inciso
5.

Caso 2) Existe una z,z — H-trayectoria contenida en D;.
Sea < una xgz — H-trayectoria contenida en Dj.

Supongamos primero que z € X. Por la definicién de X, tenemos que existe una zxyo— H-
trayectoria contenida en D; y habremos demostrado la Afirmacion 2.

Asi que podemos suponer que z ¢ X y por la definicion de X, tenemos que existe una
28 — H-trayectoria contenida en D. Si existe una 27— H-trayectoria habremos demostrado
la Afirmacion 2. Asi que supondremos que existe una z(S — 7T') — H-trayectoria contenida
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Figura 4.10: i) v # s. i) v =s

en D.

Sea ap una zw — H-trayectoria contenida en D con w € (S —T). Como w € (S —T) se
tiene que existe una wxry — H-trayectoria contenida en Dy, digamos asg, ve figura 4.11.

Figura 4.11: Construccion de 6’\3 [0, 2, w, x|

Afirmaciin 4 (a) @0 ¢ V(as), (b) 2 ¢ Vi) v (¢) w & V(o).

Demostracion de la Afirmacion 4. (a) Procedemos por contradiccion. Supongamos que
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zo € V(ae), entonces (z, as, Tg) es una zxy — H-trayectoria contenida en D. Asi que existe
una z(T'|J{zo}) — H-trayectoria contenida en D y habriamos demostrado la Afirmacion
2.

(b) Procedemos por contradiccion. Supongamos que z € V(as), entonces (z, g, o) es
una zzg — H-trayectoria contenida en Ds. Asi que existe una z(T |J{zo}) — H-trayectoria
contenida en D y habriamos demostrado la Afirmacion 2.

(c) Procedemos por contradiccion. Supongamos que w € V(ay), entonces (zg, aq, w) es
una row— H-trayectoria contenida en D, entonces existe una x,S— H-trayectoria contenida
en D conw € Sy xg € X, lo cual contradice la definicion de X.

Para cualquier seleccion fija de vértices v € V(o) [V (ag), a € V() V(as) vy d, g €
V(a1) NV (ag). Denotaremos por: T = (zg, aq,v), To = (v, a0, w), T3 = (2, 0,a), Ty =
(a, a3, 1), Ts = (w, a3, d), Ts = (d, on, 2), Tr = (w9, a1,9) y Ts = (g, 3, o).

Observacion 3) a) (c(ff de T1),c(fi de Ty))¢ F(H), b) (c(ff de T3),c(fi de Ty)) ¢ F(H),
c) (c(ff de Ty),c(fi de T5)) ¢ F(H) y d)(c(ff de T7),c(fi de T3))¢ F(H).

Demostracion de la Observacion 3). Procederemos por contradiccion, en cada uno de
los cuatro casos.

a) (c(ff de Ty),c(fi de Ty))¢ F(H), ve figura 4.12 i).

Procederemos por contradiccion. Supongamos que (c(ff de T1),c(fi de Ty))e F(H), en-
tonces existe un xqw — H-camino contenido en D y por el lema 1.2.2 contiene una zow— H-
trayectoria contenida en D. Asi que existe una x,S — H-trayectoria contenida en D con
w e Sy xy € X, lo cual no es posible por la definicion de X. Por lo tanto (c(ff de T7),c(fi

de T3))¢ F(H).
b) (c(ff de T3),c(fi de Ty))¢ F(H), ve figura 4.12 ii).

Supongamos que (c(ff de T3),c(fi de Ty))€ F(H), entonces existe un zxy — H-camino
contenido en D y por el lema 1.2.2 contiene una zxg — H-trayectoria contenida en D. Asi
que existe una z(T | J{xo}) — H-trayectoria contenida en D, y habriamos demostrado la
Afirmacion 2. Por lo que (c(ff de T3),c(fi de Ty))¢ F(H).

¢) Supongamos que (c(ff de T5),c(fi de T4))e F'(H), entonces existe un wz — H-camino
que intersecta a D; e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15, ve figura 4.13 i).

d) Supongamos que (c(ff de T7),c(fi de Ty))e F(H), entonces existe un H-camino que
intersecta a D; e intersecta a Dy, lo cual contradice el lema 3.0.15, ve figura 4.13 ii).

Con lo que queda demostrada la Observacion 3).
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Figura 4.13: 1) (c(ff de T5),c(fi de Tg))€ F(H). ii) (c(ff de T7),c(fi de Ty))e F(H)

Observacion 4) Notemos que ninguna de las siguientes H-trayectorias existen en D.

1. No existe una xqw — H-trayectoria contenida en D.

Pues de lo contrario, existe una xyS — H-trayectoria contenida en D con w € S'y
xo € X, lo cual no es posible por la definicién de X.
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2. No existe una zxy — H-trayectoria contenida en D.

Por la misma razoén que en el inciso anterior.

Analizaremos los siguientes posibles casos: a) V(a1)(V(a2) ={z} v

b) (V(e) NV (a2)) — {2} # 0.
Caso a) V(ag)(V(az) = {z}.
Consideremos los siguientes casos: a.1) V(ag) (V(as) = {w} y V(o) V(as) = {zo},

a.2) V(az) NV (as) = {w}ty (V(e) NV (as)) —{zo} # 0, a.3) (V(az) NV (as)) —{w} # 0
y V{e) N V(es) = {zo} y ad) (V(az) NV (es)) —{w} # 0y (V(a) NV (es)) = {zo} # 0.

Caso a.1) V(az)V(as) ={w} y V(an) N V(as) = {0}, ve figura 4.14 a).

Como V(o) N V(ag) = {z}, V(ax) NV (a3) = {w} y V(1) V(a3) = {xo}. Entonces
(x0, a1, 2) (2, ag, w) J(w, as, xo) es un ciclo contenido en D (por construccion).

Notemos que {(c(ff de a;),c(fi de az)), (c(ff de az),c(fi de a3)), (c(ff de as),c(fi de
a1))} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢)
respectivamente.

Asi que o JazJas es un Cs[xo, z,w, o). Se sigue de la hipotesis 2 que existe una
xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacién 4 inciso 1.

Caso a.2) V() V(as) = {w}y (V(an) NV (az)) — {0} # 0, ve figura 4.14 b).

Sea v el primer vértice de a3 que estd en a; distinto de zy. Notemos que v # z pues
z ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademés v # w pues w ¢ V(«y) por la Afirmacion
4 inciso (c).

Counsideremos o) = (xg, a1,v), of = (v, a1, 2) v o = (w, ag,v).

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de a3)), (c(ff de as),c(fi de af)), (c(ff de of),c(fi de
o))} NF(H) =0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que (zo, a1,v) (v, a1, 2) J(z, ag, w) J(w, as, v), por construccion, es un
K v, z,w,v| J[xo, v]. Se sigue de la hipotesis 4 que existe una zxo— H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 2.

Caso a.3) (V(ae) NV (as)) —{w} #0y V(en) N V(as) = {xo}, ve figura 4.15.

Sea v el primer vértice de as que estd en ag distinto de w. Notemos que v # xy pues
zo ¢ V(az) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademas v # z pues z ¢ V(«3) por la Afirmacion
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Figura 4.14: a) Caso a.1), b) Caso a.2)

4 inciso (b).
Consideremos o, = (z, a9, v), oy = (w,a3,v) v o4 = (v, a3, Tp).

Notemos que {(c(ff de ay),c(fi de o)), (c(ff de of),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de
a1))} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢
respectivamente.

Asi que (w, ag, v) J(v, ag, zo) J(xo, a1, 2) (2, az, v), por construccion, es un L [w, v, o, 2, v].
Se sigue de la hipotesis 2 que existe una xqw — H-trayectoria contenida en D, lo cual con-
tradice la Observacion 4 inciso 1.

Caso a.4) (V(ez) NV (as)) —{w} # 0y (V(ea) NV (as)) — {zo} # 0.

Sea x el primer vértice de as que estd en ag distinto de w. Notemos que x # x( pues
zo ¢ V(az) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademéas © # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion
4 inciso (b). Sea v el ultimo vértice de a;y que esta en a3 distinto de xy. Notemos que v # z
pues z ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (b). Por otro lado, v # w pues w ¢ V(ay) por
la Afirmacién 4 inciso (c).

Caso I)  es anterior a v en ag, ve figura 4.16 a).
Consideremos o) = (29, a1,v), of = (v, a1, 2), ah = (2,9,2) y & = (x,a3,0v).

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de a})), (c(ff de af),c(fi de of)), (c(ff de af),c(fi de
o} N F(H) =0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢)
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Figura 4.15: Caso a.3)

respectivamente.

Asi que (zo, ag,v) (v, a1, 2) (2, az, ) (2, as,v), por construccién, es un
K [v, z,z,v] J[xo, v]. Se sigue de la hipotesis 4 que existe una zxo— H- trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 2.

Caso II) v es anterior a x en ag, ve figura 4.16 b).

Sea 7 el primer vértice de ag que estd en «; distinto de zy. Notemos que r # z pues
z ¢ V(as) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademas r # w pues w ¢ V(«y) por la Afirmacion
4 inciso (c¢)(posiblemente r = v).

Consideremos o) = (29, a1,7), of = (r,on,2) v oy = (w, as,r).

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de ag)), (c(ff de ag),c(fi de of)), (c(ff de af),c(fi de
o} NF(H) =0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢)
respectivamente.

Asi que (xg, ag, ) J(r, a1, 2) U(z, a2, w) J(w, as, ), por construccion, es un
K [r, z,w,r][zo, r]- Se sigue de la hipotesis 4 que existe una zxo— H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 2.

Caso b) (V(ay) N V(ag)) —{z} # 0.

Consideremos los siguientes casos: b.1) V(as) (1 V(a3) = {w} y V() V(a3) = {zo},
b.2) (V(e2) NV (as)) = {w}y (V(ar) NV (as)) —{wo} # 0, b.3) (V(az) NV (as)) —{w} #
0y Vien) NV (as) = {zo} y b-4) (V(az) NV (as))—{w} # Oy (V(e) NV (as))—{zo} # 0.
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Figura 4.16: a) Caso I) x es anterior a v en ag, b) Caso II) v es anterior a = en as.

Caso b.1) V() NV (az) ={w} y V(1) V(az) = {x0}, ve figura 4.17.

Sea v el primer vértice de a; que estd en a, distinto de z. Notemos que v # xg pues
zo ¢ V(ay) por la Afirmacion 4 inciso (a). Por otro lado, v # w pues w ¢ V(«y) por la
Afirmacion 4 inciso (c).

Consideremos o} = (xg, a1, v) y o = (v, ag, w).

Notemos que {(c(ff de o)),c(fi de o)), (c(ff de af),c(fi de as)), (c(ff de as),c(fi de
)N} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que o) |JahJas es un Cs[zg, v, w, x0]. Se sigue de la hipotesis 2 que existe una
row — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 4 inciso 1.

Caso b.2) (V(az) NV (as)) ={w}y (V(a) NV (as)) —{we} # 0.

Sea 1 el primer vértice de a; que esta en ag distinto de xy. Notemos que r # z pues
z ¢ V(as) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademas r # w pues w ¢ V(«y) por la Afirmacion
4 inciso (c¢). Sea x el primer vértice de oy que estd en oy distinto de z. Observemos que
r # xp pues xg ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (a). Por otro lado, x # w pues
w ¢ V(ay) por la Afirmacion 4 inciso (c).

Caso I) r es anterior a « en ay, ve figura 4.18 a).

Sea v el primer vértice anterior a x de oy que esta en ag distinto de xy3. Notemos que
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Figura 4.17: Caso b.1)

v # z pues z ¢ V(asz) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademéas v # w pues w ¢ V(o) por
la Afirmacion 4 inciso (¢) (posiblemente v = r).

Consideremos o) = (v, aq,x), o = (2, 00,), & = (x,0,w), oy = (w,3,0) y af =

('U,Ctg,l'o).

Notemos que {(c(ff de o)),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de af)), (c(ff de of),c(fi de
o))} NF(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢)
respectivamente.

Asi que (z, ag, ) | J(z, ag, w) | J(w, az,v) J(v, a1, z) | J(v, as, zo), por construccion, es un
V ]z, x,w, v, x] J[v, zo]. Se sigue de la hipotesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: x) Existe una xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; *) Existe una zzo— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 4 inciso 2.

Caso II) z es anterior a r en ay, ve figura 4.18 b).
Consideremos o = (xg, 01, 2) y oy = (2, az, w).

Notemos que {(c(ff de o}),c(fi de o)), (c(ff de of),c(fi de a3)), (c(ff de as),c(fi de
)} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que o JahJas es un Cs [zg, 2, w, zo). Se sigue de la hipdtesis 2 que existe una
xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacién 4 inciso 1.
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Figura 4.18: a) Caso I) r es anterior a = en a4, b) Caso II) = es anterior a r en aj.

Caso b.3) (V(a2) NV (as)) —{w} #0y V() NV (es) = {20} -

Sea x el primer vértice de ay que estd en ag distinto de w. Notemos que = # z( pues
zo ¢ V(az) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademés x # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion
4 inciso (b). Sea v el primer vértice de ay que esta en oy distinto de z. Observemos que
v # xo pues xg ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (a). Por toro lado, v # w pues
w ¢ V(ay) por la Afirmacion 4 inciso (c).

Caso I)  es anterior a v en ao, ve figura 4.19 a).
Consideremos o4 = (2, a9, x), oy = (w, a3,2) v o = (x, as, Tp).

Notemos que {(c(ff de ay),c(fi de o)), (c(ff de of),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de
a1))} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que (w, as, x) |J(z, as, o) (o, a1, 2) (2, az, x), por construccion, es un
L [w,x,x, z,x]. Se sigue de la hipotesis 2 que existe una xqw — H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 1.

Caso II) v es anterior a x en ay, ve figura 4.19 b).

Sea s el primer vértice de as que estd en «y anterior a x distinto de z. Notemos que
s # xo pues xg ¢ V(ay) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademdas s # w pues w ¢ V()
por la Afirmacion 4 inciso (¢) (posiblemente s = v).
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Consideremos o) = (29, a1, 5), ah = (s, a9, ), oy = (w, a3, x) y o = (x, a3, o).

Notemos que {(c(ff de o)),c(fi de b)), (c(ff de of),c(fi de of)), (c(ff de of),c(fi de
)} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que (w, ag, z) J(z, as, o) U(xo, a1, s) (s, ag, x), por construccion, es un
L[w,x,xo,s,x]. Se sigue de la hipoOtesis 2 que existe una xow — H-trayectoria contenida
en D, lo cual contradice la Observacién 4 inciso 1.

Figura 4.19: a) Caso I) z es anterior a v en ay, b) Caso II) v es anterior a = en as.

Caso b.4) (V(az) NV (as)) —{w} # 0y (V(ar) N V(as)) = {zo} # 0.

Sea v el primer vértice de oy que esta en sy distinto de z. Notemos que v # x(, pues
o ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (a). Por otro lado, v # w pues w ¢ V(«y) por
la Afirmacién 4 inciso (c¢). Sea x el primer vértice de a; que esta en aj distinto de xy.
Notemos que x # z, pues z ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademdas = # w pues
w ¢ V(ayq) por la Afirmacion 4 inciso (c).

Caso *) v es anterior a = en ay.

Sea r el primer vértice de oy posterior a v que esta en az. Observemos que r # xy pues
zo ¢ V(az) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademds r # z pues z ¢ V(ag3) por la Afirmacion
4 inciso (b) (posiblemente r = z 6 r = w).

Caso i) r = w, ve figura 4.20 i).
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Consideremos o) = (29, a1,v), o = (v, a9,7) y af = (1, a3, T9).

Notemos que {(c(ff de o)),c(fi de f)), (c(ff de af),c(fi de ag)), (c(ff de az),c(fi de
o))} NF(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y ¢)

respectivamente.

Asi que o) Jah o es un Cs [xg, v, w, x0). Se sigue de la hipotesis 2 que existe una
row — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 4 inciso 1.

Caso ii) r # w, ve figura 4.20 ii).
Consideremos o = (xg, a1,v), oy = (v, a9,7), oy = (1, a3, x0) y @ = (w, ag,r).

Notemos que {(c(ff de o)),c(fi de af)), (c(ff de of),c(fi de af)), (c(ff de of),c(fi de
)} N F(H) = 0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)

respectivamente.

Asi que (w, ag,r) J(r, as, xo) J(xo, a1, v) (v, ag, r), por construccion, es un
L [w,r, xg,v,7]. Se sigue de la hipotesis 2 que existe una xqw — H-trayectoria contenida en
D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 1.

Figura 4.20: i) Caso i) r = w, ii) Caso ii) r # w.

Caso *x) x es anterior a v en aj.

Sea s el primer vértice anterior a v de a; que esta en ag distinto de zy. Observemos que
s # z, pues z ¢ V(as) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademés s # w pues w ¢ V(ay) por
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la Afirmacion 4 inciso (c¢) (posiblemente s = x). Sea r el primer vértice posterior a v de
as que estd en ag. Notemos que r # x pues xg ¢ V(ae) por la Afirmacion 4 inciso (a).
Por otro lado, r # z pues z ¢ V(a3) por la Afirmacion 4 inciso (b) (posiblemente r = w).
Sea p el primer vértice posterior a r de a3 que estd en oy distinto de xy. Notemos que
p # z pues z ¢ V(asz) por la Afirmacion 4 inciso (b). Ademés p # w pues w ¢ V(«ay) por
la Afirmacion 4 inciso (¢) (posiblemente p = z).

Caso i) s = p, ve figura 4.21.

Consideremos o) = (29, a1,5), of = (s,a1,v), af = (z,a2,0),05 = (v,a9,7) ¥ Oy =
(7”7 &3,3).

Notemos que {(c(ff de of),c(fi de af)), (c(ff de af),c(fi de of)), (c(ff de af),c(fi de

o))} NF(H) =0 ya que de lo contrario, contradice la Observacion 3 incisos a), b) y c¢)
respectivamente.

Asi que (xg, a1, s) (s, a1, v) (v, ag, ) (T, as, s) U(z, as, v), por construccion, es un
H [z, s,v,7, 8| [z, v]. Se sigue de la hipotesis 4 que existe una zzg — H-trayectoria con-
tenida en D, lo cual contradice la Observaciéon 4 inciso 2.

Figura 4.21: Caso i) s =p

Caso ii) s # p.

Sea ¢ el primer vértice de as que estd en «y distinto de w. Notemos que g # xg, pues
zo ¢ V(az) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademds ¢ # z pues z ¢ V(ag3) por la Afirmacion
4 inciso (b).

Consideremos Y* = (w, as, q).
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CasoI) z ¢ Y*.

Consideremos Y** = (q,a3,20) vy Z2* = (2, a2, q).

Caso 1.1) Y™ Z* = {¢}, ve figura 4.22.

Consideremos o) = (29, a1, ), oy = (2, 2,q), o = (w,as,q) y o = (g, a3, x).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 3 inciso b).

Asi que (w, as, q) (g, as, z) (2, ag, ¢) (o, a1, ), por construccion, es un
T [w,q, ][z, ¢] U [z0, z]. Se sigue de la hipétesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: x) Existe una xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; ) Existe una zxq— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 4 inciso 2.

Figura 4.22: Caso I.1)

Caso 1.2) (YN Z*) —{q} # 0.

Sea m el dltimo vértice de a3 que estd en oy distinto de xy. Observemos que m # z
pues z ¢ V(as) por la Afirmaciéon 4 inciso (b). Ademéas m # w pues w ¢ V(ayq) por la
Afirmacion 4 inciso (c¢) (posiblemente m = ).

Caso 1.2.1) x = m, ve figura 4.23 i).

Sea t el primer vértice de as que estd en ag distinto de w. Notemos que ¢t # xg, pues
zo ¢ V(ag) por la Afirmacion 4 inciso (a). Por otro lado, t # z pues z ¢ V(asz) por la
Afirmacion 4 inciso (b).
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Consideremos o) = (29, a1, m), af = (2, a9,t), oy = (w,a3,t) y o = (¢, as, m).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de af))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 3 inciso b).

Asi que (w, as, t) |J(t, as,m) J(z, as, t) | J(zo, a1, m), por construccion, es un
Alw, t,m]U[z t]Ulzo,m]. Se sigue de la hipotesis 5 que existe una de las siguientes
H-trayectorias: *) Existe una zow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; *) Existe una zzo— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 4 inciso 2.

Caso 1.2.2) x # m, ve figura 4.23 ii).
Consideremos o) = (m, aq, 2), o, = (q, az,w), oy = (q, a3, m) y o4 = (m, ag, ).

Asi que (q, asz,m) | J(m, as, xo) J(m, a1, z) (g, aa, w), por construccion, es un
C lq,m, zo] U[m, 2] U[g, w]. Se sigue de la hipétesis 5 que existe una de las siguientes
H-trayectorias: *) Existe una zow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; ) Existe una zzo— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 4 inciso 2.

Figura 4.23: i) Caso 1.2.1) z = m, ii) Caso 1.2.2) z # m.

Caso II) x € Y*, ve figura 4.24.

Consideremos o) = (xg, a1, ), oy = (2, 9,q), oy = (w,a3,x) ¥ o = (x,3,q).
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Notemos que (c(ff de of),c(fi de af))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 3 inciso d).

Asi que (w, as, ) J(x, as, q) U(xo, a1, ) (2, as, ), por construccion, es un
X [w, 2, q)U[zo, ] U [z, p]. Se sigue de la hipétesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: x) Existe una xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; ) Existe una zxq— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice
la Observacion 4 inciso 2.

Figura 4.24: Caso II) x € Y*

Caso x % %) x = 0.

Sea ¢ el primer vértice de as que esta en ag distinto de w. Notemos que g # x( pues
xo ¢ V(ae) por la Afirmacion 4 inciso (a). Ademas ¢ # z pues z ¢ V (a3) por la Afirmacion
4 inciso (b).

Caso i) x = ¢, ve figura 4.25.
Consideremos o) = (29, a1, ), ah = (2, a0,2) y oy = (w, ag, x).

Asi que (xg, a1, ) |J(z, ag, ) J(w, asz, x), por construccion, es un S [xg, z| | [z, 2] | [w, z].
Se sigue de la hipotesis 5 que existe una de las siguientes H-trayectorias: x) Existe una
row — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 1; x) Existe
una zxy — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la Observacion 4 inciso 2.

Caso ii) = # q.

Consideremos Y* = (w, ag, q).
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Figura 4.25: Caso i) x = q.

Caso I) x ¢ Y*, ve figura 4.26 T).
Consideremos o) = (29, a1, ), oy = (2, a2,q), o = (w,as,q) y o = (g, a3, x).

Notemos que (c(ff de af),c(fi de of))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 3 inciso b).

Asi que (w, as, q) | U(q, as, ) (2, as, q) U (xo, a1, ), por construccion, es un
T [w,q,2] Uz, /U [0, 2]. Se sigue de la hipétesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: x) Existe una xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; ) Existe una zzo— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice

la Observacion 4 inciso 2.
Caso II) z € Y*, ve figura 4.26 II).
Consideremos o) = (xg, a1, ), oy = (2, 9,q), oy = (w,a3,x) ¥ o = (x,3,q).

Notemos que (c(ff de of),c(fi de af))¢ F(H) ya que de lo contrario, contradice la
Observacion 3 inciso d).

Asi que (w, ag, ) J(z, as, ) U(zo, a1, ) (2, ag, ), por construccion, es un
X [w, z,q] U [xo, 2] [z, p|. Se sigue de la hipotesis 5 que existe una de las siguientes H-
trayectorias: x) Existe una xow — H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice la
Observacion 4 inciso 1; ) Existe una zzq— H-trayectoria contenida en D, lo cual contradice

la Observacion 4 inciso 2.

Con lo que habremos concluido la demostracion de la Afirmacion 2. <
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i)

Figura 4.26: I) Caso I) x ¢ Y™, II) Caso II) z € Y*.

De las Afirmaciones 1) y 2) concluimos que T'|J{zo} € S. Por lo tanto
TU{:L'Q} S V(Ds)

Asi que (S, T J{zo}) € F(Ds) yaque T C S, zyp € X y para cada s € S tal que s ¢ T
existe una sxy — H-trayectoria contenida en D, y no existe ninguna xS — H-trayectoria
contenida en D, lo cual contradice el hecho de que 65 (S) = 0. Por lo tanto S es un
H-nicleo por trayectorias en D y el teorema queda demostrado.

[]



Capitulo 5

Otros Resultados de v — H-ciclos

5.1. Aplicaciones

Notemos que el teorema 4.2.1 puede ser aplicado a todas aquellas digraficas que no
contienen v — H-ciclos. Generalizaciones de resultados previos son obtenidos como conse-
cuencia directa del teorema 4.2.1.

A continuacién daremos algunas definiciones para después dar una lista de teoremas
para digréaficas que satisfacen no contener v — H-ciclos.

Definicién 5.1.1. Una digrafica D es policromética si D es al menos 3-coloreada.

Definicion 5.1.2. Una digrafica D es casitransitiva si para {u,v,w} C V(D) tales que
{(u,v), (v,w)} C F(D) implica que (u,w) € F(D) 6 (w,u) € F(D).

Definicién 5.1.3. Sea D una digrafica y u € V(D) denotaremos por:
F7 (u) = {(u,v) € F(D) |u e V(D)}

F* (u) es monocromatico si todos sus elementos tienen el mismo color.

Definicién 5.1.4. Decimos que D es 3-casitransitiva si para cada u,v € V(D) tal que
existe una uv-trayectoria de longitud 3 se tiene que (u,v) € F(D) o (v,u) € F(D)

Definicién 5.1.5. Denotaremos por 1) a la siguiente digrafica, ve figura 5.1:
1. V(Ty) = {u,v,w,z}
2. F(T4> = {(u7 U), (Uv w)v (wv I)v (u, x)}

85
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u \"

X w

Figura 5.1: T}

Definicién 5.1.6. Denotaremos por YN’6 al torneo bipartito definido como sigue, ve figura
5.2:

1. V(fb) ={u,v,w,z,y,2} y

2. F(Tg) = {(u,w), (v, w), (w, z), (w, 2), (), (y,u), (4, ), ()} con {(u,w), (w, ),
(y,u), (z,9)} de color 1y {(v,w), (w, z), (x,y), (y,v)} de color 2.

v
.

Figura 5.2: YN};. En esta figura supondremos que el color 1 es el color rojo y el color 2 es el
color azul.

Definicién 5.1.7. Definimos ?8 como la siguiente digrafica, ve figura 5.3:

1. V(?g) ={s, t,u,v,w,x,y,2} y
2. F(Tg)

(Te) = {(5.1). (5,2), (t. ). (t.9). (u,0). (u, ). (v,w), (v, 9), (w, ), (w,1),
(@, y), (z, 1), (y, 2), (y,0), (2, 8), (,w)} con {(s,1), (s, 2), (I, w), (v, v), (u, 2), (v, w),
(z,u),(z,w)} de color 1 y todas las demés flechas de Ty color 2.

Definicion 5.1.8. Una (2, k — 2)-subdivisién de Cs-bicolor es un ciclo C' = Ty | T3 tal
que:

1. T} es una trayectoria dirigida monocromaética de longitud 2 de color a

2. T, es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud k — 2 de color b
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Figura 5.3: En esta figura supondremos que el color 1 es el color rojo y el color 2 es el
color azul.
y satisfacen que a # b.
Definicién 5.1.9. Sea T' un torneo m-coloreado. Diremos que 7T tiene la propiedad P1Ij
si cumple una de las siguientes condiciones:

1. Cada Cy C T es a lo més bicolor y no es una (2, k — 2)-subdivision de Ca-bicolor

2. Cada C; C T es a lo mas bicolor con t < k (de manera que no es policromético).
Definicién 5.1.10. Una (1,1,k — 2)-subdivision de Cj 3-coloreado es un ciclo C' =
Ty JTeJT; tal que:

1. T} es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud 1 de color a,

2. T, es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud 1 de color b,

3. Tj es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud &£ — 2 de color ¢

y satisfacen que a # b, b #cy a # c.
Definicién 5.1.11. Una (1, 1,k — 2)-subdivisién de T3 3-coloreado es una trayectoria
T = T1 UT2 UT3 tal que:

1. T} es una trayectoria dirigida monocromaética de longitud 1 de color a,

2. T, es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud 1 de color b,
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3. T5 es una trayectoria dirigida monocromatica de longitud k£ — 2 de color ¢

y satisfacen que a # b,b # cy a # c.

Definicién 5.1.12. Sean 7" un torneo m-coloreado. Diremos que T satisface la propiedad
P11 para algtn entero fijo k > 3 si:

1. No existe alguna (1,1, k — 2)-subdivision de C5 3-coloreado en T

2. No existe alguna (1,1, k — 2)-subdivision de T3 3-coloreado en T’

3. No existe alguna (1,1,¢ — 2)-subdivision de C5 3-coloreado en T', con t < k y t > 3.
Observacion. Notemos que:

1. Sean H y D dos digraficas. Una digrafica D m-coloreada es una digrafica H-coloreada.

2. En particular, si H es la digrafica que consiste inicamente de lazos, ve figura 5.4, se
satisface que todo H-camino (H-trayectoria o H-ciclo) en D es un camino monocroméatico
(trayectoria monocromatica o ciclo monocromatico) en D y viceversa. Claramente H es
una digrafica fuertemente transitiva.

H

S

Co )

Xn
X3

Figura 5.4: H es la digrafica que consiste Ginicamente de lazos.

Observacion. Notemos que en la literatura de digraficas m-coloreadas cuando hagan re-
ferencia que dos caminos monocromaticos (ciclos monocromaticos o trayectorias mono-
cromaticas), digamos T y T3 estéan coloreados con distinto color, diremos que esto sera
interpretado en digraficas H-coloreadas como dos H-caminos (H-ciclos o H-trayectorias)
Ty y Ty tal que (c(ff de Ty), c(fi de T3)) ¢ F(H).
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A continuacién daremos una lista de teoremas para digréficas que no contienen v — H-
ciclos. Cuando hagamos referencia en estos a la digrafica H, nos referiremos a la H dada
en la observacion 5.1.

Teorema 5.1.1. [34] Sean H una digrifica fuertemente transitiva y D una digrdfica H-
coloreada tal que todo ciclo en D es un H-ciclo, entonces D no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.2. [30] Sea D una digrdfica m-coloreada casitransitiva tal que para cada
u € V(D), F*(u) es monocromdtico y D no contiene una (1,1, k — 2)-subdivision de Cj
3-coloreado. Entonces D no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.3. [31] Sea D una digrdfica m-coloreada 3-casitransitiva tal que para cada
u € V(D), Fr(u) es monocromdtico. Si cada Cs, Cy y Ty contenido en D es casimono-
cromdtico, entonces D no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.4. [19] Sea T' un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
a lo mds 4 es un ciclo casimonocromadtico. Entonces T no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.5. [19] Sea T' un torneo m-coloreado tal que cada ciclo dirigido de longitud
3 contenido en T" es un ciclo casimonocromdtico. Entonces T' no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.6. [20] Sea D una digrdfica m-coloreada obtenida de la eliminacion de una
unica flecha (u,v) de algin torneo T m-coloreado(es decir, D =T \ (u,v)). Si cada ciclo
dirigido contenido en D de longitud a lo mds 4 es casimonocromdtico, entonces D no
contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.7. [26] Sea T un torneo bipartito m-coloreado tal que cada ciclo de longi-
tud 4 es casimonocromdtico, cada ciclo de longitud 6 es monocromdtico y I' no contiene
subtorneos isomorfos a Tg. Entonces T no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.8. [27] Sea T un torneo bipartito m-coloreado. Si cada ciclo dirigido de
longitud 4 en D es monocromdtico, entonces T no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.9. [14] Sea T' un torneo m-coloreado. Si T satisface la propiedad PIj, para
algun entero k > 4, entonces T' no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.10. [1/] Sea T un torneo m-coloreado. Si T satisface la propiedad PII,
para algin entero k > 3, entonces T' no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.11. [28] Sea T' un torneo bipartito m-coloreado tal que cada Cy es casi-
monocromdtica, cada Ty es casimonocromdtica y T no contiene subdigrdficas inducidas
wsomorfas a Tg. Entonces T no contiene v — H-ciclos.

Teorema 5.1.12. [22] Sea D una digrdfica m-coloreada obtenida de la eliminacion de una
unica flecha (u,v) de algin torneo T m-coloreado. Si D no contiene (1,1, k—2)-subdivision
de C3 ni de Tz 3-coloreados, entonces T' no contiene v — H-ciclos.
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Conclusiones

Come hemos visto a lo largo de este trabajo el estudio de los niicleos es muy amplio y
aunque no toda digréfica tiene ntcleo hay bases muy importantes.

Con la culminaciéon de este trabajo publicamos dos articulos el primero que consiste del
capitulo 3, el cual fue aceptado en "Graphs and Combinatorics" (se encuentra en version
digital). Y el segundo que consiste de los capitulos 4 y parte del 5 el cual fue enviado a
la revista "Discussiones Mathematicae" (estamos en espera que sea aceptado), ambas son
revistas indexadas que cuentan con reconocimiento internacional.

También introducimos cuatro conceptos: H-separacion, H-subdivision de C'5, H-subdivision
de P3 y v — H-ciclos.

Para la demostracion de nuestros teoremas utilizamos una técnica similar a la empleada

en [37] .

Para finalizar podemos decir que estamos muy satisfechas por la importancia de los
resultados obtenidos. Mas atin, dejamos un primer resultado del concepto de v — H-ciclos
que tiene diversas aplicaciones (vistas en la seccion 5.1), aunque este es muy técnico.
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