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Capitulo 1

Introduccion

Imagine la siguiente situacion: Se encuentra recorriendo un museo, en donde se exponen
pinturas, esculturas y gran variedad de obras de arte. Usted logra visualizar que el lugar se
encuentra lleno de guardias, pero se da cuenta que existe un drea en particular que no es
vigilada por ningin guardia, y que podria facilmente hurtar una pieza. Una pregunta logica
podria ser, habiendo tantos guardias jcuantos guardias son necesarios y cémo ubicarlos
eficientemente, de tal forma que vigilen de manera permanente todas las obras de arte?

Esa pregunta, en realidad, es uno de los problemas més antiguos que estudia la geo-
metria computacional. Este problema es conocido como “FEl Problema de la Galeria de
Arte”.

Victor Klee planted, en los anos 70 del siglo pasado, el problema de determinar el
numero de guardias suficientes para cubrir el interior de una galeria de arte de n paredes.
Vasek Chvétal demostré en un Teorema conocido como “El Teorema de la Galeria
de Arte de Chvdtal” (o en ocasiones “El Teorema de los Guardias”), que |%]| guardias
son ocasionalmente necesarios y siempre suficientes para cubrir un poligono simple de n

vértices (Chvatal 1975).

En los futuros afios se realizaron muchas investigaciones sobre galerias de arte, por lo
que para este trabajo se realizé una seleccién muy breve de estas investigaciones, de tal
forma que se muestre algunas de las variantes del problema de galerias de arte, asi como
las herramientas basicas para sus pruebas.

Esta tesis se organiza de la siguiente forma:

En el capitulo 2 se presentan conceptos y propiedades bésicas de teoria de graficas
para el entendimiento de los problemas de la galeria de arte.

En el capitulo 3 se da una introduccién a algunos problemas sobre galerias de arte,
que sirven de base para el desarrollo del presente trabajo.
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En el capitulo 4 se exponen una serie de conceptos basicos sobre teoria de la comple-
jidad, que son un preambulo tedrico necesarios para el presente trabajo.

En el capitulo 5 se presenta uno de los resultados de esta investigacién, en el que se
concluye que encontrar el minimo nimero de radares en vértices para vigilar un poligono
simple sin hoyos, es N'P-duro.

En el capitulo 6 se presenta un algoritmo para ubicar la posiciéon de los radares.



Capitulo 2

Teoria de Graficas

2.1. Introduccién

La teorfa de graficas es una herramienta muy importante para las ciencias computa-
cionales, ya que puede modelar varios fenémenos del mundo real y es fundamental para
la comprensién de las estructuras de datos, por mencionar algunas de sus cualidades. En
nuestro caso, para el presente trabajo es una herramienta fundamental pero para poder
hacer uso de ella primero debemos definir algunos conceptos.

2.2. Definiciones basicas

Una grafica G es una tupla (V, E) que consiste de un conjunto V(G) de vértices o
nodos y un conjunto E(G), ajeno de V(G), de aristas junto con una funcién fg que asocia
a cada arista con un par de vértices de G. Por ejemplo, si se tiene una arista e y un par
de vértices u, v, tales que fg(e) = {u,v}, entonces entendemos que e es la arista que une
a los vértices u y v, y que u y v son los extremos de e. Por simplicidad, usaremos uv para
referirnos a una arista que une a los vértices {u,v}.

También podemos ver a una grafica de manera més visual, es decir, podemos dibujar a
los vértices como puntos y a las aristas como a una lineas y cada una conecta a dos puntos,
véase la figura 2.l Por medio de esta representacién es mucho més facil comprender
algunas de sus propiedades.

A continuacién presentaremos algunas definiciones importantes:

Definiciéon 1 Cuando los extremos de una arista son el mismo vértice, entonces la arista
recibe el nombre de lazo.
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Figura 2.1: Gréfica con 8 vértices y 10 aristas.

Definicion 2 Si la arista no es un lazo entones le llamaremos enlace.

Definicion 3 Si dos enlaces diferentes tienen los mismos extremos, entonces les llamare-
mos aristas paralelas.

Definicion 4 Una grdfica es simple si no contiene lazos ni aristas paralelas.

Definicion 5 FEl grado de un vértice es el nimero de aristas que inciden en un vértice v
de una grdfica G.

Definicion 6 Sea G una grdfica. Una grdfica H es una subgrdfica de G, si H es una
grdfica tal que V(H) C V(G) y E(H) C E(G).

Definiciéon 7 Un camino en una grdfica G, es una sucesion finita de vértices vi,vs, ... ,Un
y aristas ey, es, ..., ey de G, tal que sus vértices pueden ser ordenados en una secuencia
lineal de tal forma que un par de vértices son adyacentes son consecutivos en la secuencia,
es decir, v1,€1,V2,€2 ..., Em, Up.

Definiciéon 8 La longitud de un camino es definida como el numero de aristas que lo
conforman.

Definicion 9 Un uv-camino en una grdfica G, es un camino que comienza en el vértice
u y termina en el vértice v.

Definiciéon 10 Un uv-paseo en una grdfica, es un uv-camino que no repite aristas.

Definiciéon 11 Una uv-trayectoria, es un uv-camino tal que no repite vértices.
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Definiciéon 12 Un ciclo es un uv-camino que no repite aristas ni vértices y los vértices
u y v son el mismo.

Definicion 13 Dos vértices u y v en una grdfica G, estdn conectados siu =v 0 st u # v
y existe una uv-trayectoria en G.

Definicion 14 Una grdfica G es coneza, si para todo par de vértices de G estdn conecta-
dos. En caso contrario se dice que G es disconexa o no conezxa.

Definiciéon 15 Una grdfica es plana si puede dibujarse en el plano de tal forma que las
lineas que representan sus aristas no se intersecan entre ellas (excepto en sus extremos),
es decir, dos aristas tienen un punto comun si y solo si son adyacentes.

Definicion 16 Una grdfica plana divide al plano en diferentes regiones, a la cerradura de
cada una de estas regiones se le llama cara de la grdfica, teniendo siempre una cara no
acotada llamada cara exterior. El resto de caras son llamadas caras interiores.

Definicion 17 Sea G una grdfica plana, se puede definir a otra grdfica G* a partir de G
de la siguiente forma: por cada cara f de G se tiene un vértice f* en G*, y por cada arista
e de G, se consideran las caras [ y g, incidentes en e, entonces G* tendrd la arista e* que
conecta a los vértices f* y g*. Decimos que G* es la grdfica dual de G. Podemos ver una
grafica dual en la figura[2.2

Figura 2.2: Una grafica plana G y su grafica plana dual G*

Definiciéon 18 Una grdfica geométrica, es una grdfica dibujada en el plano, de tal forma
que sus vértices son puntos, y una arista uv es el segmento uv.






Capitulo 3

El Problema de la Galeria de Arte

3.1. Introduccién

Tal como la situacién planteada en el capitulo de introduccién, el problema de vigilar
galerias de arte se ha tratado en el area de la geometria computacional. La interpreta-
cién o representacion geométrica que se le ha dado es representar la galeria mediante un
poligono simple P y a los guardias como puntos al interior de P. A través de esta represen-
tacién se han presentado varios resultados, entonces para poder analizar estos resultados
necesitaremos primero definir de manera mas concreta el problema.

3.2. Definiciéon del problema

Un poligono simple P es definido como una coleccion de n vértices v, vo, ..., Up y N0
aristas vivg, voUs3, ..., Up_1Up, VU1, tal que las aristas no adyacentes no se intersecan.
Un guardia es definido como un punto en el poligono. Entonces el problema consiste en
encontrar el minimo conjunto de guardias G, tal que cualquier punto p € P sea visto por
al menos un guardia g € G. Decimos que g ve, cubre o vigila a p si el segmento gp se
encuentra contenido en P.

3.3. Vigilancia de poligonos simples

La demostracién que a continuacién se enunciara fue dada por S. Fisk [2] en 1975. Esta
es muy elegante y menos compleja que la que dio Chvétal originalmente.
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Teorema 1 L%J guardias son siempre suficientes y a veces mecesarios para vigilar un

poligono simple P de n vértices.

Observacion 1 Un guardia situado en cualquier vértice de un tridngulo vigila completa-
mente dicho tridngulo.

Prueba. Consideremos un poligono simple P de n vértices.
Primer paso (Triangulacion)

Triangulemo P, es decir, descomponemos P en tridngulos cuya unién es P, con
interiores disjuntos y cuyos vértices son vértices de P.

Segundo paso (Coloracion)

Sea T nuestra triangulacién. Colorearemos los vértices de los tridngulos de T utilizando
tres colores. En esta 3-coloracion de 1" cada tridngulo tiene un vértice de cada color.

Tercer paso (Colocacién de guardias)

Elegimos un color de vértice, rojo para ejemplificar. Cada triangulo de T tiene un
vértice rojo. Si colocamos un guardia en cada vértice rojo, todos los tridngulos quedaran
vigilados y, por tanto todo el poligono.

El poligono tiene n vértices y disponemos de 3 colores. Por tanto, alguno de los tres
colores se utiliza en a lo mas L%J vértices, (esto es una aplicacién inmediata del principio
del palomar: Si cada color se utilizara en méas de L%J vértices, sumando los vértices de
cada color tendriamos més de n vértices). Basta con colocar los guardias en los vértices
con el color menos utilizado para garantizar que L%J guardias son siempre suficientes para
vigilar cualquier poligono de n vértices. Esto se puede observar de manera grafica en la

figura B.11
Cuarto paso (Necesidad de los |2 | guardias)

Para comprobar que este ntimero de guardias es a veces necesario, basta considerar
el poligono llamado “peine”mostrado en la figura con n = 3k vértices, donde k es el
numero de dientes. Es facil observar que para vigilar este poligono se necesitan al menos
k guardias, uno por cada diente del peine.

Para completar la demostracion se debe responder a las preguntas jtodo poligono
simple admite una triangulacién? y jtoda triangulacién es 3-coloreable?

Lema 1 Todo poligono se puede triangular.

Prueba. Por induccién sobre el niimero de vértices del poligono. Sea P un poligono simple
con n vértices.

!Se le llama triangulacién, a la gréfica geométrica formada por los vértices y las aristas de P junto con
las diagonales o aristas de los tridngulos.
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o &

a) Poligono P b) Triangulacion de P
¢) 8-coloracién de T d) Asignacion de guardias

Figura 3.1: El poligono completo queda vigilado por los guardias colocados en los vértices
de color rojo, que no exceden la tercera parte del total de vértices de P.

Figura 3.2: Poligono denominado Peine.

(1) Sin =3, el poligono es un triangulo.
(2) H.I. Asumimos que nuestro lema es cierto para toda n > 3.
(8) Ahora probaremos cuando nuestro poligono tiene n + 1 vértices, siempre podemos
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trazar una diagonal que descompone al poligono P en P, y P, tales que el nimero de
vértices de ambos es menor a n+1. Por hipotesis de induccién Py y P> se pueden triangular.
O

Lema 2 Todo poligono de n vértices, n > 4, admite una diagonal interna.

Prueba. En primer lugar observemos que todo poligono
simple tiene algin vértice convexo (observe la figura
B3). Sea P un poligono, A un vértice convexo de Py
sean B, C los vértices adyacentes a A. Si el segmen-
to BC esté contenido en el poligono serd la diagonal
buscada. Si no es asi, en el tridngulo formado por los
vértices ABC habra vértices de P. Tomamos el vértice
dentro del tridngulo ABC' maés alejado de la recta BC),
sea X ese vértice. De esta forma, AX estarda contenido
en P y es la diagonal buscada. ([l

Figura 3.3

Lema 3 Cualquier triangulacion de un poligono sim-
ple es un grafo plano 3-coloreable.

Prueba. Lo demostraremos por induccién sobre el ntimero de triangulos de T. Si T es
un tridngulo es evidente que es 3-coloreable. Si T tiene n + 1 tridngulos, debe tener al
menos un vértice v de grado 2. La gréafica T'— v es una triangulacién y tiene n’ tridngulos,
entonces, por hipétesis de induccién, es 3-coloreable. Pintando a v del color distinto a los
colores de sus 2 vecinos en T’ se obtiene una 3-coloracién de T'. O

Unicamente nos falta probar que:
Lema 4 Toda triangulacion tiene al menos un vértice de grado 2.

Prueba. Sea T’ la grafica dual de T (figura B.4), aquella que tiene como vértices a las
caras de los triangulos de Ty por aristas las diagonales que comparten dos tridngulos.
Como T es una gréfica plana (por construccién), entonces T tiene n — 2 tridngulos, por la
caracteristica de Euler, entonces T’ tiene n — 2 vértices. Como una diagonal en T sélo se
comparte con 2 tridngulos se pueden hacer dos observaciones: tiene (n —2) — 1 diagonales
en Ty n—3 aristas en T”. Por dltimo, podemos observar que ningin tridngulo se encuentra
aislado, por lo tanto, existe un camino para todo v en T”. Con todo lo anterior podemos
concluir que, como 1" tiene n — 2 vértices, n — 3 aristas y T es conexo, entonces T’ es
un 4rbol. Ahora es ficil notar que si se quita una diagonal en T o una arista en 77, T’
queda no conexa esto es porque es un arbol y como 7" siempre tiene al menos un vértice
de grado 1, entonces T siempre tiene un vértice de grado 2. |
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Figura 3.4: Una triangulacién T' de un poligono simple, junto a una representacién planar
de su grafica dual 7" y su 3-coloracin.

Con esta ultima demostraciéon queda claro que, L%J guardias son siempre suficientes y
a veces necesarios para vigilar un poligono simple P de n vértices.

Desde que Klee formulé aquella pregunta, originé un importante ntmero de inves-
tigaciones relacionadas. Afortunadamente para muchos, en 1987 O’Rourke publicé “Art
Gallery: Theorems and Algorithms” [10] recopilando todos los resultados obtenidos hasta
ese momento en el campo de la iluminacién de poligonoﬂ. Los avances y nuevas lineas
abiertas desde entonces pueden consultarse en los trabajos recopilatorios de T. C. Shermer
[12] y J. Urrutia [13], publicados en 1992 y en el 2000, respectivamente.

En las siguientes secciones se presentan algunas investigaciones relacionadas con el
presente trabajo.

3.4. Tluminacién de poligonos con reflectores

3.4.1. Introduccion

Ahora imaginemos que queremos iluminar un piso completo de alguna casa u oficina,
icuadntos focos serian suficientes para iluminarlo? Geométricamente podemos representar
la habitacién como un poligono P y a los focos como puntos en el interior de P. Decimos
que un punto p de P queda iluminado si y sélo si existe un foco f, tal que el segmento pf
se encuentra totalmente contenido en P. Podemos observar que el problema es equivalente

2El concepto de iluminacién sera introducido en la siguiente seccién.
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al problema de la galeria de arte y he aqui el por qué a los problemas de vilgilancia de
galerias de arte se les refiera también como problemas de iluminaciéon. De aqui en adelante
se utilizaran los términos vigilar o iluminar de manera indistinta.

3.4.2. Iluminacion con reflectores

Hasta ahora hemos visto que los guardias o focos tienen un angulo de iluminacién
de 360° pero, ;qué pasaria si se restringe el dngulo de visién? Bueno, pues esta pregunta
fue planteada por J. Urrutia [I3] Capitulo 5]. Llamaremos reflector a esta fuente de luz.
Para el resto de esta tesis el reflector tendra las siguientes caracteristicas: Un reflector r;
serd una fuente de luz localizada en un punto p de un plano llamado este apice; r; ilumina
Unicamente dentro de un angulo de iluminacién «;, y puede ser rotado al rededor de p.

Teorema 2 Dado un poligono convexo P y tres reflectores r1, ro, 3 con dngulo de ilumi-
nacion oy, oy, ag respectivamente, tales que ap +ao+ag = m, stempre es posible iluminar
P posicionando los reflectores en exactamente tres vértices diferentes.

Prueba. Claramente el resultado es cierto para P si este tiene 3 vértices. Ahora considerare-
mos cualquier poligono convexo P con al menos 4 vértices y supongamos que a1 < as < ag,
con, az < 5. Ya que P tiene al menos 4 vértices, uno de sus angulos internos es mayor o
igual que 5. Sea T' un triangulo con dngulos internos oy, ag y ag tal que:

1. El vértice de T de tamano as se encuentre colocado sobre un vértice v € P de angulo
interior mayor o igual a aq.

2. Los otros vértices de T se encuantren colocados sobre 2 puntos x, y en la frontera de
P (excluyendo los vértices).

Se pueden observar 2 casos:

1. Supongamos que tanto z como y pertenecen a la misma arista de P, sea e esta
arista. Es facil ver que los dngulos formados por u, v,z y v,y,w, donde u y w son los
vértices adyacentes a e, son de tamano menor o igual que «; y a3 respectivamente
e iluminan completamente P.

2. Supongamos que tanto z como y pertenecen a diferentes aristas de P, digamos e, y
ey; ver figura [3.5]

Coloquemos un reflector ro con un angulo de as sobre v de manera que ilumine a
T. Sea C el circulo que circunscribe a 7'. Al menos un vértice de e, y uno de e, no
estdn contenidos en el interior de C. Sean u y w estos vértices. Se distinguen dos
€asos:
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a) u # w. Coloquemos un reflector r; sobre u iluminando la zona angular determi-
nada por v, u,x y otro rs sobre w iluminando la zona angular determinada por
v,w,y. Como u y w no estan en el interior de C', los tamanos de las zonas angu-
lares de r1 y r3 son a lo méas a1 y ag respectivamente. P queda completamente
iluminado.

b) u =w. Sea T" el tridngulo determinado por el segmento Ty, y las tangentes a
C en z y y. El dngulo generado en el vértice z de T" que no estd sobre C' es
7 — 2a9. Notemos que z pertenece al interior del tridngulo determinado por z,y
v u, por lo que el angulo de dicho triangulo en u es menor que ™ — 2. Como
a1 < ag <ag, m—2a < (m—(aq +az)) = as. Por tanto colocando un reflector
de tamano a lo més a3 en u, P queda iluminado. |

Figura 3.5: El caso en que = y y estdn en aristas diferentes de P.

3.4.3. Iluminacién de estrados

Pensemos en el siguiente escenario: Vamos a ir a una obra de teatro y una vez llegado a
él, observamos que en el estrado se encuentran numerosos reflectores, estos reflectores pue-
den iluminar el estrado. Sin embargo no lo pueden iluminar completamente, usted se puede
preguntar ;cudntos reflectores serian necesarios para iluminarlo completamente? Este in-
teresante problema fue planteado por J. Urrutia [I3] Capitulo 5] en 1992. Formalmente,
representamos al estrado como un segmento de recta L. Tenemos una coleccion finita de
n reflectores rq, ..., 7, que iluminan en una zona angular de tamano «;, i = 1,...,n
respectivamente. Dichos reflectores se encuentran fijos y pueden rotar sobre sus ejes. La
pregunta a responder es la siguiente: ;Serd posible rotar rq, ..., r, de tal manera que L
quede completamente iluminado? Véase la figura 3.6l

El problema de iluminacién de estrados se vuelve interesante dado que la intuicién
indica que deberia tener una solucién simple, sin embargo, H. Ito, H. Uehara y M. Yoko-



16 CAPITULO 3. EL PROBLEMA DE LA GALERIA DE ARTE

Figura 3.6: El problema de iluminacién de estrados.

yama, prueban que el problema de iluminacién de estrados es un problema NP-completo
[6].

J. Czyzowicz, E. Rivera-Campo y J. Urrutia trabajaron en otra variante del problema
de iluminacién de estrados [8], donde se busca minimizar el déngulo de iluminacién de los
reflectores. Los autores lo plantean de la siguiente manera: Sea [ un segmento de recta
sobre el eje x y P, un conjunto de n puntos con coordenada y positiva. Lo que se pretende
buscar es encontrar un conjunto de reflectores R = rq,...,7,, tales que sus apices se
encuentren en alguno de los puntos de P,, de tal manera que R ilumine [ y que ademas
ai + ...+ ap se minimice.

A este problema se le conoce como “iluminacion dptima de estrados”, y el algoritmo
presentado lo resuelve en O(nlog).

3.5. ITluminacién de poligonos ortogonales

Uno se podria preguntar ;quién monta una exhibicién de arte en un museo que tenga
una forma de poligono simple tan arbitraria? Bueno pues, supongo que esta pregunta ori-
ginoé el estudio del siguiente problema, ya que la mayoria de construcciones que conocemos
mantienen una estructura ortogonal, uno podria pensar que este tipo de poligonos (orto-
gonales) tienen especial interés, ya que se ven como un mejor modelo para aplicaciones.
Ademads, desde el punto de vista matematico, su inherente estructura nos permite obtener
resultados elegantes e interesantes.

Un poligono P es ortogonal, si cualquier arista de P es paralela a alguno de dos ejes
ordenados, y ademds cada dngulo interno o externo entre dos aristas es 5 6 37”

Un poligono ortogonal puede ser vigilado con & guardias, este resultado fue dado por

4
J. Kahn, M. Klawe y D. Keitman en [9].

Para probar el resultado de J. Kahn, M. Klawe y D. Kleitman, primero debemos
probar que todo poligono ortogonal tiene una cuadrilaterizacién convexa. Intuitivamente
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esta prueba deberia ser sencilla, dado que ya se sabe que cualquier poligono se puede
triangular, entonces basta con agrupar tridangulos, pero el agrupar tridngulos no sirve en
este caso como se puede observar en la figura 3.7

|

Figura 3.7: Imposibilidad de agrupar tridngulos para obtener cuadrilateros convexos.

Definamos que significa cuadrilaterizar. Una cuadrilaterizacién convexa de un poligono
ortogonal P, es una particién de P en un conjunto de cuadrilateros convexos con interiores
mutuamente ajenos, de tal forma que las aristas de los cuadrilateros formados son aristas
de P, o bien diagonales de P.

Teorema 3 Cualquier poligono 1-ortogonal es convexamente cuadrilaterizable.

Ahora debemos definir que es un poligono 1-ortogonal. Un poligono P es 1-ortogonal
si cumple las siguientes propiedades:

1. Todas las aristas de P, con la posible excepcion de una arista distinguida e, que
llamaremos arista inclinada, son paralelas al eje z o y.
2. Con la posible excepcién de e, las aristas se alternan entre horizontales y verticales.

3

Todos los angulos internos son menores o iguales a <.

El interior de la nariz de la arista e no contiene vértices de P.

AN

P tiene un numero par de aristas.

Notemos que un poligono ortogonal es un poligono l-ortogonal. En la definicién no
se prohibe que e pueda ser paralela al eje x o y. Si P es ortogonal, entonces e puede ser
cualquier arista de P.

La nariz en e forma un tridngulo 7', que se encuentra al interior de P, con un lado
horizontal, otro vertical, que no son aristas de P, y e como hipotenusa; ver figura 3.8

Si e es una arista horizontal o vertical, entonces la nariz es vacia.

Prueba. Si P tiene 4 aristas entonces P es ortogonal y el teorema es cierto. Ahora demos-
traremos si P tiene més de 4 aristas, siempre existe un cuadrildtero convexo @Q’, el cual si
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La nariz en e

Figura 3.8: La nariz en e de un poligono 1-ortogonal.

se elimina, divide a P en subpoligonos 1-ortogonales méas pequenos, e inductivamente el
teorema serd cierto.

Asumimos s.p.g. (sin pérdida de generalidad) que la inclinacién de e estd entre 0y 7
v que los vértices de e se encuentran etiquetados como u y v, tal que u es el vértice con
menor ordenada. Sea w el tercer vértice de la nariz T de e.

Ya que P tiene un nimero par de aristas, y todos los dngulos internos son de tamafo a
lo més 37“, y s.p.g. ambas aristas adyacentes a e son horizontales. Sea ¢’ la arista horizontal
de P que precede a e en antihorario. A continuacién definiremos los 4 vértices de Q’. Los
primeros 2 vértices de Q' son u y v. Sea €” el cateto vw. Desplazamos a €” a la derecha
hasta que alcance un vértice de P. Si €” toca a una arista entera de P, entonces los vértices
x y y incidentes a esta arista, junto con u y v son los vértices de @Q'. Véase la figura 3.9

Vamos a suponer que €’ alcanzé a un sélo vértice z de P; x es el tercer vértice de Q.

Consideramos ahora el segmento de linea horizontal semi-abierta h, que une a u con la
linea vertical €’ desplazada; h no contiene a u, pero si contiene al vértice incidente de la
derecha. Desplazamos a h hacia abajo hasta que alcance a un vértice de P, o bien, toque
una arista horizontal f de P. En el primer caso, sea y el vértice extremo derecho de la
arista que alcanzé h. El cuarto vértice de Q' es y. Este caso es ilustrado en la figura [3.10l

Consideraremos ahora el caso cuando h alcanza una arista f’ de P. Esto sélo puede
pasar si z es el segundo vértice incidente de ¢’. Este caso estd ilustrado en la figura B.I11
En este caso, consideraremos el segmento de linea vertical semi-abierta A’ que une a x con
f', que es cerrada en la parte inferior y abierta en la superior. Desplazamos a h’ hacia la
derecha hasta que alcance un vértice de P. Si toca mas de un vértice, se elige a y, como
el vértice con menor ordenada, ese serfa el ltimo vértice de @Q’.

Ahora es facil de verificar que P se puede dividir en 2 o 3 poligonos 1-ortogonales. W

Ahora si podemos demostrar el resultado de J. Kahn, M. Klawe y D. Kleitman:
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Figura 3.10: Buscando los vértices de @', desplazando h, caso 1.

Teorema 4 Cualquier poligono ortogonal con n vértices puede vigilarse con a lo mds
guardias.

n
4

Esta prueba es bastante similar a la demostracién de Fisk [2] asi que la dejamos en
manos del lector, véase figura B.12l Esta 4-coloracién de P, divide en 4 clases cromaticas,

por lo que la cardinalidad de una de estas es a lo mas L%J

Para mostrar que L%J son ocasionalmente necesarios, considere el poligono de peine

ortogonal P, con n = 4m vértices presentado en la figura[3.13] Para vigilar P,, necesitamos
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Figura 3.12: Poligono ortogonal cuadrilaterizado 4-coloreado.

m guardias.

Esta prueba promovio el estudio de descomposicién de poligonos ortogonales en cua-
drildteros convexos. Sack [I1] dio un algoritmo que obtiene dicha divisién en tiempo O(n).
H. Edelsbrunner, J. O’Rourke y E. Welzl [5] presentaron un algoritmo que en tiempo
O(n) obtiene un conjunto de L%J puntos guardia que vigilan un poligono ortogonal dado;
su algoritmo se basa en una descomposicién del poligono en subpoligonos con forma de

“L??
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Figura 3.13: Poligono ortogonal denominado peine.

3.5.1. Iluminacién de poligonos ortogonales con reflectores

El esfuerzo y dedicacién de estudiar poligonos ortogonales iluminados con reflectores
formo el siguiente resultado que no es tan evidente y su demostracion es bastante sencilla
y elegante. Abelllo, Estivill-Castro, Shermer y Urrurtia [7], estudiaron este resultado:

Tenemos que considerar la siguiente clasificacién aristas y de vértices, para lograrlo
tenemos que colocarnos a interior del poligono ortogonal:

= Aristas superiores: Son las aristas superiores, es decir, las que usted veria si mira
hacia el norte dentro del poligono.

= Aristas inferiores: Son las aristas inferiores, es decir, las que usted veria si mira hacia
el sur dentro del poligono.

= Aristas derechas: Son las aristas derechas, es decir, las que usted veria si mira hacia
el este dentro del poligono.

= Aristas izquierdas: Son las aristas izquierdas, es decir, las que usted veria si mira
hacia el oeste dentro del poligono.

» Vértices superior izquierdos (SI): Son los vértices cuyas aristas incidentes son aristas
superiores y aristas izquierdas.

» Vértices superior derechos (SD): Son los vértices cuyas aristas incidentes son aristas
superiores y aristas derechas.

» Vértices inferior izquierdos (II): Son los vértices cuyas aristas incidentes son aristas
inferiores y aristas izquierdas.

» Vértices inferior derechas (ID): Son el conjunto de vértices cuyas aristas incidentes
son aristas inferiores y aristas derechas.

Podemos observar que un poligono ortogonal tiene 2 clases de vértices: concavos y
convexos (véase la figura 3.14)).
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SI SD SI SD
P P

11 1D 11 1D

a) Vértices concexos b) Vértices concavos

Figura 3.14: Clasificacion para vértices céncavos y convexos de un poligono P.

Teorema 5 Cualquier poligono ortogonal P con n vértices son suficientes y ocasional-

mente necesarios L?’"S_ 4J reflectores ortogonales.

Un reflector de tamano angular § se dice que es ortogonal.

Denotaremos como regla SI si colocamos un reflector en cada vértice SI. Sucede lo
mismo para denotar a las reglas SD, II, ID cada una con sus respectivos vértices.

Prueba. Primero probaremos que al colocar un reflector ortogonal en cada elemento de
algin conjunto de vértices; SI, SD, II 6 ID, iluminan P. s.p.g. tomaremos la regla SI,
iluminando el area entre 37” y 2m.

Lema 5 Sea P un poligono ortogonal, entonces el interior de P puede ser iluminado por
cualquier regla o conjunto de vértices SI, SD, II ¢ ID.

Sea p cualquier punto en P. Considere el segmento de linea horizontal h méas grande
totalmente contenido en P y con vértice derecho en p. Sea e la arista vertical, la cual
contiene el vértice izquierdo de h. Deslizamos h hacia arriba hasta alcanzar una arista
superior de P o el vértice superior x de e. En el segundo caso, existe un reflector en x
que ilumina p. Supongamos que h alcanza una arista superior f de P. Sea y el vértice
izquierdo de f, claramente y € SI por lo que hay un reflector en y que ilumina p; ver figura
O

Si usamos los cuatro conjuntos y colocamos reflectores en cada uno de sus elementos,
entonces colocaremos exactamente dos reflectores en cada vértice céncavo y uno en cada
vértice convexo. Si P tiene r vértices céncavos ¢ vértices convexos, entonces el numero
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Figura 3.15: Reflectores colocados con la regla SI.

total m de reflectores usados por los cuatro conjuntos es 2r + c¢. Sabemos que r = "T_A‘ y

c= ”74'4, por lo que:

n—4 n+4 3n—-4
m=2r+(n-—r) 5 + 5 5

Claramente 222 son los reflectores utilizados por las 4 reglas (SI, SD, II, ID), y la
2
cardinalidad de uno de los conjuntos es a lo mas 3"8_ =3

Para mostrar que la cota es justa, consideremos la siguiente familia de poligonos que
tiene 12 + 8k vértices y se necesitan 4 + 3k reflectores para iluminarla; ver figura
Podemos observar que 3(12+788k)_4 = 4 4+ 3k reflectores son requeridos para iluminar esta
familia. |

Figura 3.16: Familia de poligono con 12 4 8k vértices que requieren 4 + 3k reflectores.

En 1986, E. Gyory [4] obtuvo otra prueba del teoremaldl En esta prueba él descompone
el poligono ortogonal en a lo més L%J poligonos en forma de “L” y cada uno de dichos
poligonos pueden vigilarse con solo un guardia. En la siguiente seccion se reproducira esta

demostracion.
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3.5.2. Particiéon de poligonos ortogonales en piezas con forma de L

Una prueba diferente del teorema [4] se obtuvo por J. O’Rourke [10]. Su enfoque lo hace
a través de poligonos ortogonales en forma de L, notemos que tienen seis vértices. Tenga
en cuenta que cualquier poligono en forma de L puede ser vigilado por un solo guardia.
La idea principal de O’Rourke es dividir un poligono ortogonal en piezas en forma de L,
cada una de las cuales puede ser vigilado con un guardia.

O’Rourke reformula su resultado en términos de r, el nimero de vértices céncavos de
un poligono ortogonal, en lugar de n, el nimero total de vértices. Esta reformulacion se
justifica porque existe una relacién fija entre r y n:

Lema 6 En un poligono ortogonal de n vértices, r son concavos, es decir, n = 2r + 4.

Prueba. Sea c el niimero de vértices cuyo angulo interno es 5; claramente, n = ¢ + r. Dado
que la suma de los dngulos internos de un poligono simple es (n — 2)7, y dado que cada
angulo en un vértice céncavo es de 37”, entonces:

s 3
) ()

(n—2)m =¢( 5

Si despejamos ¢ y lo substituimos en n = ¢ 4+ r nos da como resultado n = 2r +4. O

Como [3] = [

J = L%J + 1, entonces el teorema [ se puede establecer de la

siguiente manera:

Teorema 6 L%J + 1 guardias son necesarios y suficientes para vigilar el interior de un
poligono ortogonal P con r vértices concavos.

Prueba. Esta prueba se realiza por induccién sobre el 7. Si r = 0 el resultado es claramente
verdadero. Surgen 2 casos:

1. Hay un segmento de recta [ horizontal o vertical que conecta dos vértices céncavos
de P tal que el interior de [ esta totalmente contenido en el interior de P.

2. No existe tal segmento de linea horizontal o vertical. En este caso, decimos que P
estd en posicién general.

Sea [ un segmento de linea horizontal como en el caso (1). Entonces cuando ! divide a
P en dos subpoligonos ortogonales P; y P, con 1 y ro vértices concavos, respectivamente,
tales que 71 +79 = r—2. Por induccién, podemos vigilarlos con L%J +1y L%ZJ +1 guardias
respectivamente. Pero como (|4 |+1)+(| 2 ]+1) < [ %] +1, entonces el teorema se cumple.
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Algunas terminologias y resultados necesitan ser probados en (2). Un “corte”de un
poligono ortogonal es una extension de una de las aristas incidentes a un vértice céoncavo
de P hacia el interior de P hasta que alcanza el limite de P, véase la figura[3.171 Notemos
que un corte a través de un vértice céncavo u “resuelve” 6 elimina a u, ya que éste deja
de ser un vértice céncavo para cualquiera de los 2 subpoligonos generados (por ejemplo
como para P, 6 P») cuando P es dividida por el corte. Un corte es llamado corte impar,
si al menos P; 6 P tiene un nimero impar de vértices céncavos.

Figura 3.17: Un corte de P y sus vértices concavos.

Para terminar la prueba de nuestro resultado, utilizaremos el siguiente resultado, que
se demostrard después de que termine nuestra prueba: Cada poligono ortogonal en posicion
general tiene un corte impar.

Sea P un poligono ortogonal en posicién general, y consideremos que un corte impar lo
divide en dos subpoligonos P; y P». Supongamos s.p.g. que P tiene un nimero impar de
vértices concavos. Sea r1 y 9 el nimero de vértices concavos de Py y P», respectivamente.
A continuacién por induccién, podemos vigilar a Py y P con (|5 |+1) y (|2 |+1) vértices
guardiaﬁ respectivamente. Tenga en cuenta que 71 + 179 = r — 1, y como r; es impar se
sigue por un simple caso de andlisis que (|| + 1)+ (|%] +1) < |5 + 1. Como se puede
observar el teorema se cumple. |

Para terminar la demostracién del teorema [6] ahora demostramos que cada poligono
ortogonal en posiciéon general tiene un corte impar.

Notemos primero que la condicién de posicién general es esencial. El poligono en la
figura3.I8] (a) no tiene ningun corte impar. Ademads, un corte horizontal no siempre existe.
El poligono en la figura[3.I8] (b) no tiene ningiin corte impar horizontal. Esto complica un
poco las cosas. Dividimos cortes horizontales y cortes verticales, los cuales denotaremos
como cortes-H y cortes-V, respectivamente.

Observe que si el nimero de vértices concavos de P es par, entonces el nimero de

3Son aquellos que pueden vigilar los 360° .
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(a) (b)

Figura 3.18: Un poligono ortogonal sin ningin corte impar, y un poligono ortogonal sin
cortes horizontales.

vértices de P; mas los de P, es igual a » — 1, el cual es impar, y por lo tanto P; 6 P,
debe tener un nimero impar de vértices céncavos. Supongamos entonces que P tiene un
numero impar de vértices céncavos.

Un vértice céncavo v de P lo llamaremos aislado-H si el otro vértice incidente de
la arista horizontal de v que lo contiene es convexo. Una arista horizontal e de P se
llamard una arista-H si los dos vértices de e son céncavos.

La divisién de P la llamaremos particion-H y la obtendremos de la siguiente manera:
Extendemos todas las aristas-H de P en ambos extremos hasta que toquen el borde de
P; ver figura B.19l La grdfica-H de P es la grafica de adyacencia de las regiones de la
particién inducida en P por todas sus aristas-H orientadas de la siguiente manera: Si dos
regiones A y B de la particiéon son adyacentes y estdn separadas por la extensién de una
arista-H en la frontera de A, orientemos la arista que las une de A hacia B; ver figura

B.19

Ahora clasificaremos a los vértices de la grdfica-H de P de la siguiente manera:

Nombre Grado total Aristas entrantes Aristas salientes
Vértice hoja 1 1 0
Vértice rama 3 1 2
Vértice origen 264 0 264
Vértice hundido 2 2 0

Lema 7 Sila grdfica-H de P contiene un vértice hundido, entonces tiene un corte impar.

Prueba. Sea S la regiéon que corresponde a un vértice hundido de P, y sean Cy y Cs la
regién superior e inferior, respectivamente de un corte-H de S. Sea k el niimero de vértices
aislados-H que contiene S, y sea u el nimero total de vértices concavos en la porcion del
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4

Figura 3.19: La particion-H de P y su grdfica-H.

poligono original, por encima de C (sin incluir el vértice que forma a C7), véase la figura

[3.201

u vértices concavos

fffffff -

* k=4, vértices H-aislado

Figura 3.20: Una regién hundida S siempre permite un corte impar.
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Siu es impar entonces C7 es un corte impar. Si u es par, un corte en el vértice aislado-H
més elevado de la regién S (si k > 0) o en Cy (si kK = 0) es un corte impar y el lema se
cumple. ]

Ahora definiremos los siguiente, llamaremos regién hoja, rama, origen o hundida si es
la region correspondiente a un vértice hoja, rama, origen o hundido, respectivamente. A
continuacion probaremos lo siguiente:

Lema 8 Si P no contiene cortes-impares, su grafica-H contiene un solo vértice origen, P
tiene exactamente un vértice aislado-H, y se encuentra localizado en la region origen de
su grdfica-H.

Prueba. Observe que si la grdfica-H de P contiene dos vértices origen, entonces la ruta
que los unen deben contener necesariamente un vértice hundido. Sin embargo, ya que P
no contiene cortes-impares, su grdfica-H no tiene vértices hundidos. La grdfica-H de P
contiene un vértice origen unico. Puesto que la grdfica-H de P es un arbol con un solo
vértice origen, cada vértice de la grdfica-H, a excepciéon de su vértice origen, tiene una
sola arista de entrada. Sea K una de estas regiones de la particion-H de P. P no admite
ningin corte impar, ya que el corte correspondiente a la arista entrante de K es un corte
par. Supongamos s.p.g. que esta arista es una arista inferior de K. Entonces si K contiene
vértices aislados-H, el méas bajo de ellos genera un corte par, lo que es una contradiccién.

Sin embargo, ya que P contiene un numero impar de vértices céncavos (o cualquier
corte-H que pudiera ser un corte impar) debe contener al menos un vértice aislado-H, y
debe ser un vértice de la regién de origen de la particion-H de P. Por otra parte, notemos
que si la regién de origen contiene mads de un vértice aislado-H, uno de ellos genera un
corte impar, lo cual es una contradiccion, por lo que el lema se cumple. O

Podemos darnos cuenta de que todos los resultados probados para cortes-H también
sirven para los cortes-V, y en particular se tiene que si P no admite cortes-impares-V,
tiene exactamente un vértice aislado-V situado en la regién origen de la grdfica-V de P.

Ahora demostraremos:

Lema 9 Cualguier poligono ortogonal P en posicion general con un nimero r > 3 de
vértices concavos admite un corte impar.

Prueba. Supongamos que P no admite cortes-impares, entonces tiene exactamente un
vértice aislado-H u y un vértice aislado-V v. Ademads estos vértices se encuentran en las
regiones origen de la grdfica-H y la grdfica-V de P. Cualquier otro vértice concavo de
P pertenece a una arista-H y arista-V. Por lo tanto todos los vértices céncavos de P se
encuentran en una cadena de vértices céncavos que se inicia, por ejemplo, en v y termina
en v, ver figura 3.2l Esto implica que tanto u como v se encuentran en las regiones de las
hojas de la particiones-H y particiones-V de P, lo cual es una contradiccion. O
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Figura 3.21: Un poligono ortogonal en espiral.
Esto concluye nuestra prueba del teorema [Gl |

3.5.3. Algoritmo para partir poligonos ortogonales en piezas con forma
de L

La prueba descrita en la secciéon anterior no se traduce directamente en un algoritmo,
debido a la dificultad de encontrar cortes-impares. Sin embargo, ahora mostramos que,
con la adicién de algunas ideas nuevas, el algoritmo puede ser implementado y ejecutado
en tiempo O(n ln n). La aplicacién del nuevo algoritmo de trapezoidalizacién reduce el
tiempo a O(n In In n). Vamos a suponer que todo poligono se encuentra en posicién
general; este es el caso mas dificil, como se mostré en la seccién anterior.

En primer lugar el poligono es preprocesado para detectar qué cortes horizontales son
impares. Entonces se particiona en cada corte impar horizontal. Finalmente, los guardias
se colocan en cada una de las piezas resultantes. Esto lograra la cobertura con L%J +1
guardias.

Se debe poner atencién en dos puntos. El primero, que es mas facil algoritmicamente
hacer un corte impar en un poligono con un ntmero impar r de vértices céncavos que en
uno con un numero par. La razén, es que no hay actualizacién de los calculos preprocesados
que son necesarios para cada corte cuando el nimero de vértices concavos es impar. Por
lo tanto damos el paso, contrario a la intuicién, de introducir un nuevo vértice concavo en
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el poligono si r es par; la cota L%J + 1 claramente no es afectada.

El segundo punto se produce cuando todos los cortes-impares horizontales han sido
colocados, y s6lo quedan cortes-impares verticales. Como se mencioné anteriormente, el
poligono debe tener una estructura restringida, de lo contrario el costo computacional seria
mucho.

Estas afirmaciones se justifican a continuacién.

El algoritmo para localizar L%J + 1 guardias en un poligono ortogonal de n vértices, r
de los cuales son concavos, consta de seis pasos distintos:

1. Si r es par, a continuacién, aniadir un vértice concavo adicional.

2. Realizar un barrido del plano para encontrar todos los cortes horizontales.

3. Recorrer el borde del poligono una vez, etiquetando los cortes con su paridad.
4. Realizar la particién del poligono en cada corte impar horizontal.

5. Para cada pieza resultante, colocar un guardia en cada vértice céncavo.

6. Retirar el vértice extra, si se introdujo en el paso 1.

Cada uno de estos pasos se describira en detalle y justificadamente.

Anadir el vértice concavo: O(n)

Si r es par, entonces L@J +1= L%J + 1, por lo que la adicién de un vértice céncavo

estd justificada. La razén para ello se ha aludido mas arriba, y sera extendida més adelante.
El vértice céncavo adicional se puede afiadir en tiempo lineal como siguiente. Elija un
vértice convexo arbitrio v = (x,y). Encontrar la separacién més pequena no nula en su
arista horizontal y vertical Ax y Ay de las coordenadas x y y de cada uno de los vértices,
buscar estas coordenadas se puede hacer en tiempo O(n).

Eliminar el vértice v y reemplazarlo con otros tres como se ilustra en la figura [3.22]
Esto no interfiere con la visibilidad, se mostrara mas adelante.

Barrer el plano encontrando cortes horizontales: O(n ln n) o O(n In In n)

Cada vértice concavo determina un corte horizontal unico. El objetivo de este paso
es encontrar cada corte horizontal, para insertar un nuevo vértice “artificial” en una lista
circular de vértices que representan el poligono al final de cada corte, una lista doblemente
enlazada que une cada vértice céncavo asociado con su vértice artificial. Esta estructura de
datos sirve como entrada al paso 3 del algoritmo. Las ubicaciones de los vértices artificiales
se encuentran por un barrido horizontal de una linea de arriba a abajo en el poligono. Este
es un barrido plano estandar, y es casi idéntico al algoritmo de particién monétona de Lee



3.5. ILUMINACION DE POLIGONOS ORTOGONALES 31

Figura 3.22: La adicién de un vértice concavo.

vy Preparata. Las aristas verticales del poligono estan ordenadas por su maxima ordenada.
En cada posicién de la linea de barrido H, una estructura de datos S contiene todas las
aristas verticales encontradas por H, organizadas de izquierda a derecha. Cuando H se
mueve hacia abajo y encuentra un vértice concavo v, una arista vertical interseca el corte
horizontal de v y v se encontrard disponible en S como adyacente a la arista vertical cuya
parte superior o inferior es v (ver figura B.23]). Después de calcular las coordenadas del
vértice artificial correspondiente, una arista vertical se conecta o se elimina de la estructura
de datos S dependiendo de si v es la parte superior o la parte inferior de la arista vertical.
La estructura de datos puede insertar y eliminar en tiempo O( In n), lo que nos lleva a
O(n In n) de tiempo total. Dado que estos cortes horizontales son precisamente los que el
algoritmo de trapezoidalizacién dee Tarj y Van Wyk encuentra, el uso de ese algoritmo en
lugar de un barrido plano reduce la complejidad de tiempo de éste paso a O(n In In n).
Como este es el unico paso que podria ser super-lineal, todo el algoritmo es O(n In In n).

Recorrer el borde para calcular paridad de los cortes: O(n)

El siguiente paso es determinar cudles cortes horizontales son cortes impares, es decir,
que haya un numero impar de vértices céncavos a un lado u otro. A medida que se conoce el
numero total de vértices céncavos 7, encontrar el nimero a un lado de un corte determina
el niimero para el otro lado. El niimero a un lado de cada corte se puede encontrar en un
unico recorrido del borde del poligono.

Podemos distinguir tres tipos de vértices: convexos, céncavos y artificiales. Comenza-
mos en un vértice arbitrario, e inicializamos un contador a cero, y procedemos en sentido
antihorario alrededor del poligono. Si el siguiente vértice es convexo, no se hace nada, y si
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Figura 3.23: Cuando la linea de barrido H alcanza un vértice concavo v, el vértice artificial
a en su corte se encuentra en una arista vertical adyacente a una arista de v en S.

11s
11¢
11s

—————————— *0

Figura 3.24: Los vértices concavos son los puntos negros, los artificiales son los puntos
rojos y fueron enumerados en sentido antihorario, incrementando la etiqueta en cada
vértice céncavo.

el siguiente vértice es artificial, etiqueta con el valor del contador, y si el siguiente vértice
es concavo, incrementa el valor del contador y se etiqueta el vértice con este nuevo valor
(ver figura[3.24]). Tan pronto como dos vértices extremos de un corte se encuentren etique-
tados, el nimero de vértices concavos k para un lado se determina por la diferencia entre
las dos etiquetas, cuando el vértice artificial de un corte se haya encontrado en segundo
lugar entonces, la diferencia de las dos etiquetas es k, por otro lado, si el vértice céncavo
es el segundo en ser encontrado entonces, k es la diferencia de las etiquetas menos 1 (véase

la figura [3.25]).

En realidad no es necesario calcular el niimero de vértices céncavos a cada lado, ya
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a b a b
@ ° @ °
k k

k:b—a k:b_a—l

Figura 3.25: Las etiquetas a y b asignadas a dos vértices del mismo corte, es determinada
por el nimero de vértices céncavos k para un lado de P, por su diferencia o su diferencia
menos 1.

que sélo se necesita la paridad. Asi, cada vértice céncavo y artificial puede ser etiquetado
como par o impar durante el recorrido, y la paridad de los cortes queda determinado por
la modificacién directa de las reglas anteriores.

Cortar en cada corte itmpar horizontal: O(n)

El objetivo del cuarto paso es cortar el poligono en cada par de corte horizontal; las
piezas restantes seran faciles de cubrir con los guardias. El tnico problema de este paso es
que, después de que se hace un corte, las paridades calculadas en el paso anterior pueden
no ser las correctas para los cortes en las dos piezas. Por ejemplo, la figura muestra
cémo un corte en un corte impar puede, o bien, no afectar la paridad de otros cortes,
o podria cambiar su paridad, dependiendo de si el nimero impar de vértices céncavos
estd dentro de la parte que incluye el corte o no. Sin embargo, tenga en cuenta que las
situaciones de la figura[3.26] s6lo pueden surgir cuando el niimero total de vértices céncavos
r es par. Cuando 7 es impar, entonces sélo hay un tipo de corte impar: un corte que tiene
un numero impar de vértices concavos a cada lado. El cortar el poligono en un corte impar
no afecta la paridad de los cortes de cada mitad (ver la figura B3.26]).

Desde el paso 1 del algoritmo, se garantiza que r es impar, todos los cortes impares
horizontales se pueden hacer sin ningun tipo de actualizacién de las paridades calculadas
en el paso 3. Al término de esta divisién, nos quedamos con varios poligonos ortogonales,
en los que todos tienen cortes pares horizontales.

Colocacion de Guardias: O(n)

Consideremos ahora un poligono ortogonal sin cortes impares horizontales. Si no tie-
ne vértices concavos, entonces es un rectangulo y se puede cubrir con un solo guardia
colocéndolo en cualquier lugar del interior. Esto satisface la cota L%J + 1 del teorema.

Si hay méas de un vértice céncavo, en el lema [0 se establece la existencia de cortes
impares verticales. Sin embargo, encontrar tales cortes haria necesaria la repeticion de los
cuatro pasos anteriores del algoritmo, y en tultima instancia puede conducir a cambiar a
cortes horizontales. Tal oscilacion y el cémputo que implica podria ser muy caro. Afor-
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Par Par
Par Par L Par Par
Impar Par
Impar Impar
Y Par ] :> T m];ar | :>
Par | L Impar.
Impar Par Impar  Impar
Impar Impar

(a) (b)

Figura 3.26: (a) Si se hace un corte en un corte impar puede cambiar la paridad de otros
cortes, si el nimero de vértices céncavos es par. (b) Si el nimero de vértices céncavos es
impar, entonces hacer un corte en un corte impar no afecta la paridad de otros cortes.

tunadamente, los poligonos sin cortes-impares horizontales tienen una estructura especial
que hace que la colocacién de guardias sea facil, pero antes de verla daremos la definicién
de histograma vertical.

Un poligono ortogonal @ es llamado histograma vertical, si tiene una arista horizontal
(lamada base de @), tal que cada punto de @ es visible desde algin punto de su base;
Véase figura [3.271

Figura 3.27: Poligono ortogonal denominado histograma.

Se comprobd en la seccién anterior que un poligono con solamente cortes pares ho-
rizontales debe parecerse al de la figura estd formado por dos histogramas que se
encuentran unidos por sus bases. Esta restriccién estructural se manifesté de una manera
diferente, pero en términos equivalentes en el lema B Un poligono que no tiene cortes
impares horizontales debe tener un vértice céncavo cuyo corte horizontal parte al poligono
en dos histogramas verticales (como el que se aprecia en la figura [3.28]). Dicho poligono
claramente debe tener un niimero impar de vértices céncavos.
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Figura 3.28: Poligonos sin un corte impar horizontal, tienen un corte horizontal que parti-
ciona a P en dos histogramas verticales, los cuales después se pueden cortar verticalmente
en piezas con forma de L.

Los guardias colocados en cada vértice céncavo de izquierda a derecha necesariamente
cubriran a P. Para ver esto, deje que los vértices céncavos sean v, vs,...,v; en forma
ordenada de menor a mayor con respecto a su coordenada x, k es impar. Haga un corte
vertical en vs, vy, . .., vg. El poligono ha sido ahora dividido en L%J +1 en forma de L, cada
uno con un vértice céncavo (ver figura B.28)). Coloque los guardias en vy, vs, ... Vg k| 41-

Esto claramente cubre el poligono con L%J + 1 guardias, logrando la cota del teorema.

La clasificacién de los vértices céncavos se puede lograr en tiempo lineal por la fusién de
las dos cadenas de histogramas, que necesariamente ya se encuentran ordenados. Una vez
que el orden es determinado, ningin corte vertical debe hacerse en realidad: los guardias
se asignan solo a todos los vértice concavos. Tenga en cuenta que después de que el paso 5
se ha completado, el poligono se ha dividido en piezas implicitamente en forma de L, uno
de estos puede ser modificado para hacer un rectangulo en el paso final, esto se discute a
continuacion.

Remover el vértice extra: O(n)

Si se introdujo un vértice extra mediante la eliminacién de un ¢ “chip” en una esquina
convexa del poligono en el paso 1 del algoritmo (véase la figura3.29]), entonces, devolver el
poligono a su forma original no requerird mas guardias, ni siquiera mover las ubicaciones
de los guardias ya existentes. Consideremos dos casos. Si el vértice introducido v se le
asigné un guardia en el paso 5, entonces, retiramos el chip y regresamos la esquina a su
forma original (convexa), y colocar el guardia en la esquina. Es evidente que la regién en
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forma de L anteriormente cubierto por el guardia de v es ahora un rectangulo y cubierta
por el guardia en la esquina. Si v no tiene asignado un guardia, entonces, se hizo un corte
en ese vértice, ya sea un corte horizontal en el paso 3 o un corte vertical (implicito) en el
paso 4. En cualquiera de los dos casos, una de las dos aristas incidentes a v es una arista
completa de una regién en forma de L que tiene un guardia g en ella (véase la figura[3.29).
Es evidente que el guardia g ve a ¢ en cualquiera de los 2 casos.

.

(a) (b)

Figura 3.29: La regién c del chip es visible para algtin guardia g, sin importar que el corte
de v se realice en la horizontal (a) o en la vertical (b).

3.6. La dificultad del problema

Existe una gran cantidad de restricciones que pueden ser impuestas a los guardias
usados para vigilar la galeria. A continuacién se mencionan los principales tipos de guardias
o fuentes de luz:

= Guardias en los vértices: Cominmente llamados guardias vértice, en este caso los
guardias se localizan en los vértices del poligono.

= Guardias en puntos: También llamados guardias punto. Estos son colocados en cual-
quier punto dentro o en la frontera del poligono.

» Guardias en las aristas: Son llamados guardias aristas. A los guardias se les permite
moverse sobre la arista y un punto se considera vigilado si es visible desde algin
punto de la ruta o arista.

= Guardias moéviles: En esta variante a los guardias se les permite desplazarse sobre
segmentos de linea contenidos en el poligono.
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= Reflectores: Un reflector es una fuente de luz la cual ilumina con un angulo restringido
«a'y que puede ser rotado sobre su apice. El apice de los reflectores puede ser colocado
en los vértices o en puntos de cualquier parte del poligono.

Los guardias son usados para vigilar las galerias de arte. Como ya se habia explicado,
estas galerias pueden ser expresadas geométricamente como poligonos. A continuacién se
muestran los principales objetivos geométricos o tipos de galerias usadas:

= Galerfas normales: Este tipo de galerias tienen forma de poligonos simples.

= Galerias tradicionales: En esta variante la galeria estd formada por un conjunto de
habitaciones rectangulares dentro de un edificio rectangular.

= Galerias ortogonales: En este tipo de galerias se restringe a que las aristas sean
paralelas a alguno de los ejes coordenados.

= Galerfas con huecos: Para esta variante, se permite que la galeria contenga otros
poligonos, llamados huecos, cuyo interior no se considera parte del interior de la
galeria.

= Familia de conjuntos de convexos: En esta variante la galeria estd formada por un
conjunto de poligonos convexos.

A continuacién se presentan algunos resultados para estas variantes:

Nombre G. punto G. vértice G. arista G. moviles Reflectores
Galerfas normales - [%J - - -
Galerias tradicionales - [%] - o -

ortogonales

Familia de conjuntos an — 7 - - - -

de convexos

Poligonos ortogonales - [%J 5 - [ 37181»4 J
Galerfas normales con ["TM—‘ L "tfhj - _ _

hoyos

Galerfa ortogonal con [%J ["TMJ [%J L%J [3n+4§h71)J
hoyos

Sin embargo, hasta ahora no existe ningin resultado que coloque el minimo nimero
de guardias, es decir, estos resultados son en ocasiones necesarios y siempre suficientes.
Pero esto ja qué se debe? Recordemos que en este capitulo, se demostré que la prueba
de la galeria de arte del teorema de Fisk puede cubrir un poligono de n vértices con
L%J guardias en tiempo O(n In n). Aunque L%J es necesario en algunos casos, a menudo
estos son muchos mas guardias de los necesarios para cubrir un poligono en particular.

Por ejemplo, los poligonos convexos sélo requieren un guardia, pero el algoritmo de Avis 'y
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Toussaint seguiria colocando L%J guardias. A continuacién se muestran algunos problemas
que son, hasta ahora. intratables o problemas NP.

La tabla que se muestra a continuaciéon mostrada divide a los problemas en: problemas
de vigilancia por cobertura y por descomposicién. Los problemas de vigilancia de galerias
de descomposiciéon son aquellos en los que se trata de descomponer el poligono en el
menor numero de subpoligonos para después vigilar cada subpoligono. Los problemas de
vigilancia de galerias por cobertura son aquellos que buscan el minimo nimero de guardias
para cubrir el poligono.

Por cobertura Por particion

c¢/Steiner s/Steiner c¢/Steiner s/Steiner
Poligonos NP-duro N'P-completo ? O(n"logn)
simples
Poligonos con ~ NP-duro NP-completo NP-duro N P-completo
hoyos
Poligonos
ortogonales O(n?) O(n)
monotonos
Cuadricula 2D O(n??) ?
Cuadricula 3D NP-completo NP-completo

Pero ;jqué es un problema N P-completo?, para entender esto debemos aprender algu-
nos conceptos sobre la teoria de la complejidad, estos bases seran dados en el siguiente
capitulo.
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3.7. Iluminacion con radares

En esta seccion incrementaremos el grado de dificultad al problema de vigilancia de
galerias de arte, se presentardan algunos resultados dados por E. Kranakis, F. MacQuarie y
J. Urrutia [I] quienes se dedicaron a estudiar reflectores giratorios que llamaremos radares.

En esa investigacién se propone y estudia el problema de la cobertura con radares,
un nuevo problema relativo a sensores rotatorios para la cobertura ininterrumpida de una
regién en el plano. Mas concretamente si suponemos que tenemos n radares con idéntico
rango y haz de luz se planea responder a, jcudl es la orientacién inicial de estos radares,
el dngulo minimo y el rango de iluminacién necesario para que una recta dada (finita o
infinita) o el dominio de un plano esté cubierto por los radares todo el tiempo?

El problema lo podemos definir de la siguiente manera. Llamaremos radar a un reflector
con una apertura de dngulo fijo variable que gira a velocidad constante. Supongamos que
nos dan una regién plana finita o infinita y que tenemos n radares modelados como antenas
direccionales con rangos dados idénticos y diferentes haces de luz. Nosotros proveeremos
un algoritmo que determinara la orientacién inicial de los radares a fin de garantizar que
ningiin punto dentro del dominio se deje de cubrir. Adema&s, también estamos interesados
en los algoritmos para lograr cubrir el dominio con radares 6ptimos (dngulo/rango) y llevar
a cabo esta tarea de monitoreo.

Para poder proseguir se necesita ofrecer alguna terminologia bésica, definiciones y la
notacién necesaria. A lo largo de la seccién supondremos que tenemos n radares idénticos.
Cada radar consta de una antena direccional giratoria con un rango (también llamada de
radio) r > 0, ancho del haz de luz (también llamado dngulo) 0 < ¢ < 27 que gira alrededor
de su dpice (que es en una posicién fija) con una velocidad constante en sentido horario.
Todos los radares giran en la misma direcciéon y a la misma velocidad. Las antenas se
colocan en alguna orientacién inicial (esto determinado por un algoritmo) que depende de
la localizacion particular de cada radar en relaciéon con el resto de los radares. El area de
cobertura de un radar en el tiempo ¢ es el sector circular de radio r y dngulo ¢ determinado
por el radar durante su rotacién en el tiempo ¢. Un punto en una region plana R dada, se
dice que se encuentra cubierto en el tiempo ¢ si estd dentro del rango de al menos uno de
los n radares en el tiempo t. Se estudia el problema de la cobertura de R con un conjunto
de radares que tienen la misma velocidad, sentido de rotacién, dngulo ¢ y rango r.

Definicién 19 Angulos ®,.(P,R) y ®(P,R). Sea P un conjunto de puntos en el plano y
R una region plana. Sea ®,.(P, R) el infimo sobre todos los dngulos ¢ < 2w tales que si
los radares con dngulo ¢ y rango r se encuentran en los puntos p € P entonces, existen
orientaciones iniciales de cada radar de tal manera que toda la region R se cubra en todo
momento bajo la continua rotacion de las antenas direccionales de los radares. Para el
caso de reflectores con rango infinito usamos la notacion ®(P, R).
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Teorema 7 Para cualquier conjunto de puntos P con n > 2 reflectores en una linea L se
tiene que ®(P,L) = 3T.

Prueba. s.p.g., se supone que la linea L a cubrir es horizontal. Sea P = pg,p1,...,Pn-1
el conjunto de n radares en la linea L, tal que p; < p;11 con respecto a su coordenada x,
parat=0,1,...,n— 2,

En primer lugar se prueba que un angulo de 37” es siempre suficiente. Deje que la

orientacién inicial del radar p; sea Fpi(%; 0), parai=0,1,...,n—1, véase la figuraB.30

AN A AN A
7 AX

Figura 3.30: Orientacion inicial de los radares en L.

Definimos el dual de un plano de la siguiente manera: cada radar 7 es un sector de un
, . . .. ;. i+1)- . ,
circulo unitario C' delimitado por % y HT)?”T, en el tiempo ¢, la linea L se representa

como un segmento de linea dirigida L de tal manera que L cruza el centro de C y la cabeza
de L forma un dngulo ¢ con la horizontal; véase la figura B.31] (a).

[N/,

(a) (b)

Figura 3.31: (a) Orientacién en t. (b) Si ®(n, L) < 3Z, L no se encuentra en todo momento
cubierto.

En el plano dual, los radares estan estaticos mientras que la linea L rota en todo
momento. La orientacién L de L preserva las rotaciones de los radares en el plano original.
La punta de L representa el co y la contra-punta representa al —oo del plano original.

Dado que la suma de los dngulos es 3, el sector circular de [0, 7) de C en el plano
dual es siempre cubierto por dos conjuntos Si, Sy C P de radares, mientras que el sector
circular [, 27) de C en el plano dual estd cubierto por un conjunto S3 C P de radares.
Observe que cada radar de Ss esta entre Sy y S en el plano original. Sean a € Sy, b € Sy
y ¢ € S3 los radares que cubren un segmento de L en el momento ¢ en el plano dual. Siay
b cubren la punta de E, ¢ cubre la contra-punta. Por lo tanto, L esta totalmente cubierto
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por ¢ v b en el plano original. Del mismo modo, si a¢ y b cubren la contra-punta de E, c
cubre la punta. Por lo tanto, L estd totalmente cubierta por a y ¢ en el plano original.

Ahora demostraremos que un angulo de 37” siempre es necesario. Supongamos por

contradiccién que la suma de los dngulos es menos de 37. Por lo tanto, existe un tiempo
t cuando sélo dos radares, por ejemplo a y b, cubren un segmento de L en el plano dual
como se muestra en la figura [3.31] (b). Supongamos que a cubre la contra-punta y b cubre
la punta de L en el plano dual. Entonces, L esta totalmente cubierta en el plano original.
Sin embargo, en el momento ¢+ 7, a cubre la punta y el b cubre la contra-punta de Lenel
plano dual. Por lo tanto, el segmento de linea ab de L en el plano original no esté cubierto.
Esto contradice la suposicién. Esto completa la prueba del teorema. |

Podemos observar que si L es finito, entonces es suficiente usar un rango igual a la
longitud de L. Asi, obtenemos el siguiente corolario del teorema [7] cuando L es finito.

Corolario 1 Para cualquier conjunto de puntos P con n > 2 radares en una linea L con

una longitud r tenemos que ®,.(P,L) = 37

Lema 10 Sean a y b dos radares de dngulo ¢ en una linea horizontal. Supongamos que las
orientaciones iniciales de las antenas de a, b son F,(m — ¢;0), Fy(m;0), respectivamente.
Ademas, asumimos que la coordenada x de a es menor que la coordenada x de b. Si 0 >
t > m, la interseccion de los radares cubre un sector de 2¢. Si ™ < t < 2w, entonces dejan
un corredor sin cubrir.

Prueba. Sean I, ly,rq v 7 los rayos izquierdos y derechos que definen los haces de los
radares en a y b respectivamente. Sea h la horizontal. En el momento ¢, Z(rq, h) = m1—t—¢,
L(lg,h) = 7 —t, Lry,h) = 7 —ty L(lp,h) = m —t + ¢. Observe que Z(rq,1) = ¢ y
Z(lg,lp) = ¢. Por lo tanto, cuando m < t < 2, los rayos de 7, y [, no se intersectan, es
decir, Fy(m;t) N Fy(m—¢;t) = 0 ya que la coordenada x de a es menor que la coordenada x
de by se forma un pasillo sin cubrir; vea la figura3.32] (a). Sin embargo, cuando 0 < t < T,
r, intersecta [ ya que la coordenada x de a es menor que la coordenada x de b. Considere
el punto de interseccién z entre r, y lp; vea la figura (b). No es dificil ver que I, y I
determinan una cobertura incidente a x con un dngulo de 2¢. O

Teorema 8 Sea P el plano entero. Tenemos que ®(3, P) = .

Prueba. Sea p, q,r tres radares en el plano. Si los radares son colineales entonces la confi-
guracién inicial se representa en la figura [B.33] se puede observar por el teorema [1 que la
configuracién es correcta.

Supongamos s.p.g., que los tres radares no estdn en la posicién colineal. Ademés po-
demos suponer que el segmento pr de linea es horizontal y ¢ es superior a p y r. Sea C' la
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la T

Figura 3.32: (a) 0 <t <. (b) 7 < t < 2.

Figura 3.33: Configuracién inicial para 3 radares en posicién colineal.

circunferencia circunscrita de p, ¢, 7. La orientacién de p es Fj,(l;0), donde [ es la tangente
de C en p,q como Fy(m + Z(gpr);0) y r como F,.(0;0) como se muestra en la figura [3.34]
(a). Considere cualquier punto a en la circunferencia de C' de pgr. Observe que el dngulo
que cada radar forma con a es igual a un arco; véase la figura 334l (b). Por lo tanto, se
intersectan en a. Se puede observar que cuando a esta en el arco pr, qr deja una parte no
cubierta o un cono de sombra, sin embargo, p cubre el cono de sombra. Cuando esta en el
arco rq, los roles cambian a p,q y 7, respectivamente, y cuando a se encuentra en el arco
qp, los roles cambian para p,r y q respectivamente. Esto prueba el limite superior si los
puntos no son colineales.

Supongamos ahora que p, ¢, r son colineales. s.p.g. suponemos que estan en una linea
horizontal y la coordenada x de ¢ es mayor que la coordenada x de p y esta a su vez es
menor que la coordenada x de la r. Orientamos a p, ¢, como F,(0,0), Fy(m,0) y F-(0,0).
Por el lema [0, p y g cubren el plano en el tiempo ¢t < m ¢ y r cubren el plano en el
momento ™ < t < 2m.

Para probar que la cota es justa, asumiremos por contradiccién que ®(3, P) = 7 — e.
Supongamos que en el instante ¢ los radares cubren el plano. Por lo tanto, existe un punto
a en el drea que estd cubriendo p en el cual se intersectan ¢ y r como se muestra en la
figura [3:34] (¢). Sin embargo, a no esta cubierto en el tiempo t + 7 ya que ®(3, P) = 7 —e.
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()

Figura 3.34: (a) Tres radares cubriendo el plano. (b) Tres radares cubriendo el plano. (c)
El plano no siempre se mantiene cubierto si (3, P) =7 —e.






Capitulo 4

Teoria de la complejidad
computacional

4.1. Introduccion

En el capitulo anterior mencionamos que el problema de vigilancia de galerias de arte
es un problema NP, para poder comprender que es un problema de esta clase, primero
debemos entender algunos conceptos bésicos sobre la teoria de la complejidad.

4.2. Problemas de decision

[{98rel]

;,Qué un problema de decision? Es uno en donde las respuestas posibles son “si” o “no”.
Un ejemplo tipico es la pregunta: ;Es primo un nitimero entero dado? Y una instancia de
este problema seria: ; Es primo el niimero 177 Para definirlo formalmente primero debemos
saber a qué llamaremos problema:

Definicién 20 Un problema serd una expresion que: (1) presente una lista de pardame-
tros, detallando sus caracteristicas; (2) enuncie una propiedad que deban cumplir dichos
pardametros. Una instancia del problema se obtendrd especificando valores particulares so-
bre todos los pardmetros. Dada una instancia, el problema en si consistird en decidir si
los pardametros del caso cumplen o no con la propiedad dada por (2).

Una vez definido lo que es un problema podemos formalizar ;qué es un problema de
decisién?

Definiciéon 21 Diremos que un problema Il es de decision si el conjunto de todas sus
instancias, Dy, contiene un subconjunto distinguido Y11, de instancias que satisfagan la

45
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propiedad mencionada en la definicion anterior (a las que llamaremos instancias positi-
vas), de manera tal que el problema consiste en, dada una instancia I de 11, decidir si
pertenece o no a Y.

4.3. SAT

Un ejemplo clésico, y como veremos mas adelante fundamental, de problema de decisién
es el siguiente:

La satisfacibilidad (por abreviacién SAT') es un problema de decisién de légica booleana
y los términos utilizados para describirlo son definidos a continuacién:

Sea X = {x1,x2,...,2,} el conjunto de variables booleanas. Una asignacién de verdad
para X es una funcién f: X — {V, F}. Si f(x;) = V decimos que z; es verdadera, de lo
contrario, si f(x;) = F decimos que z; es falsa. Si 2 es una variable en X, entonces x y T
son literales de X. La literal x es verdadera segin f si y sélo si la variable z es verdadera
segun f, y la literal T es verdadera si y sélo si la variable x es falsa.

Una cldusula conforme con X es un conjunto de literales de X, tal como {x1,T3, zs}.
Esto representa la disyuncion de las literales y es satisfacible por una asignacién de verdad
si y solo si al menos uno de sus miembros es verdadero bajo esa asignacion, la clausula se
verd satisfecha por f a menos que f(x1) = F, f(z3) =T y f(xg) = F. Una coleccién C
de cldusulas dada por X es satisfacible si y sélo si, existe alguna asignacién para X que
simultaneamente satisfaga todas las clausulas en C. Tal asignacién de verdad, es llamada
una asignacion de verdad satisfactoria para C. El problema de satisfacibilidad se especifica
de la siguiente manera;:

Instancia: Un conjunto X de variables y una coleccién C de cldusulas sobre X. Pre-
gunta: §Existe una asignacion de verdad satisfactoria para C?

Por ejemplo para X = {x1,z9,x3, x4}
(a;l \/a:_g\/xg) VAN (azg\/x4) A (x_1Vx_3\/a:_4)
admite una asignacién de verdad satisfactoria dando valores: x1 = V,zo = Va4 =V
y x3 = F.
Por otro lado, esta otra expresién:

(l‘_l)/\(:El\/l‘Q)/\(l‘_Q\/:Eg)/\(l‘_3\/:E4)/\(:E1 \/l‘_4)

no admite ninguna asignacion. Es imposible se satisfacerla. Para verificarlo, intentamos
fabricar una asignacion que haga verdadera a la expresién: la primera cldusula nos fuerza
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a definir z1 = F. Y esto, a su vez, nos obliga a definir sucesivamente o = V,x3 =V y
x4 = V. Pero bajo esta asignacion, la ultima cldusula resulta falsa, y por lo tanto también
resulta falsa la expresion.

4.4. Lenguajes y esquemas de codificacion

Dado un conjunto de simbolos X, nuestro alfabeto, denotaremos por ¥* al conjunto
de todas las posibles cadenas (palabras) que puedan formarse con los elementos de X,
incluyendo la cadena vacia. Por ejemplo si, los simbolos admitidos son sélo el 0 y el 1,
las posibles palabras seran entonces todas las cadenas de ceros y unos. Estas cadenas
pueden representar niimeros expresados en binario, o caracteres, segin alguna tabla de
codificacién como la ASCII.

Un lenguaje sobre ¥ sera cualquier subconjunto £ de ¥*. Observemos que cualquier
informacién o programa que se cargue en una computadora es un lenguaje en {0, 1}*.

Un esquema de codificacion sirve para relacionar los problemas de decisién y los len-
guajes. Un esquema de codificacién e para un problema II provee una forma de describir
cada instancia de II a cadenas de simbolos sobre algin alfabeto X. De esta manera el pro-
blema II y el esquema de codificacién e para II, particiona a X* en tres clases de cadenas:
aquellas instancias que no se encuentran codificadas para 11, aquellas instancias que se en-
cuentran codificadas para II, las cuales son instancias positivas, y aquellas instancias que
se encuentran codificadas para 11, las cuales son instancias negativas. La segunda clase de
cadenas es el lenguaje que se asocia con Il y e, llamaremos lenguaje asociado al problema
II, al conjunto de las representaciones de las instancias positivas de II.

L(II,e) = {x € ¥* : ¥ es el alfabeto usado por e y x se codifica segin e a una instancia
Ie YH}

Puesto que la funcién de un esquema de codificacién, es especificar la forma en la
que se deben interpretar los datos y las instrucciones (tengamos en cuenta que en el
idioma bésico de una computadora toda la informacién estd dada por cadenas de unos
y ceros), el tamano de una instancia, es decir el espacio que ocupardn los valores de los
parametros que la definen, dependerd del esquema de codificacion que se utilice. Podemos
asumir, sin embargo, que bajo cualquier esquema razonable el tamafio de una instancia
se mantendrd controlado. Mas especificamente, si segun los criterios de un esquema e,
una instancia I ocupa n bytes, bajo las especificaciones de otro esquema ey, I no deberia
ocupar mas que n bytes. Esto dltimo puede formalizarse de la siguiente manera: si el
tamano de I bajo e; es n, entonces existird un polinomial p de manera que el tamano
de I bajo cualquier otro esquema razonable ey sea menor o igual que p(n). El concepto
de esquema razonable es algo esquivo. De hecho, no conocemos una definicién precisa.
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Sin embargo, convendremos en que un esquema razonable es aquel que, por un lado se
limita a retener la informacién escencial de una instancia, sin agregar datos superfluos y,
ademas, lo hace de manera que posibilite la decodificacién de la informacién almacenada,
es decir: que para cada componente de una instancia admite un algoritmo polinomial que
la interpreta. Puede verse un ejemplo detallado en [3], pagina 21.

Si admitimos esto ultimo, la eficiencia de una algoritmo, en términos de polinomialidad
o exponencialidad, sera independiente del esquema utilizado. De este modo, el lenguaje
asociado a un problema II puede pensarse como dependiendo exclusivamente del problema,
y no del esquema. Cada problema quedara entonces asociado directamente a un lenguaje
y en lugar de L(II, e) se escribird simplemente £(II).

4.5. Algoritmos de tiempo polinomial

Diferentes algoritmos poseen una gran variedad de diferentes funciones de complejidad
de tiempo. Y la caracterizacion de cuales de ellos son lo suficientemente eficientes y la de
los que no son tan eficientes, siempre dependerd de la situacién en cuestién. Sin embargo,
los cientificos computacionales reconocen una simple distinciéon que ofrece una considerable
comprension de este tema. A continuacién se presenta esta distincién entre algoritmos de
tiempo polinomial y algoritmos de tiempo exponencial.

Una funcién f(n) es O(g(n)) cuando existe una constante ¢ tal que |f(n)| < c¢-|g(n)|
para todos los valores de n > ng. Se dice que un algoritmo es de tiempo polinomial si cuya
funcién de complejidad de tiempo es O(p(n)) para alguna funcién polinomial p, donde
n es usada para denotar la longitud de la entrada. Cualquier algoritmo cuya funcién de
complejidad de tiempo no pueda ser acotada, es llamado un algoritmo de tiempo exponen-
cial (aunque hay que sefialar que esta definicién incluyen ciertas funciones de complejidad
de tiempo no polinomial, como n'°9", las cuales no son normalmente consideradas como
funciones exponenciales).

4.6. Introduccién a las maquinas de Turing

La teoria de la complejidad computacional es la parte de la teoria de la computacién,
que aborda el estudio formal de los recursos requeridos durante el calculo para resolver
un problema (algoritmico) dado, es decir, estudia la manera de clasificar los problemas de
acuerdo a la dificultad inherente de resolverlos. De esta manera se definen varias clases
de complejidad (P, NP, ...) pudiéndose entonces clasificar a los algoritmos segin sus
caracteristicas.

En la siguiente seccione introduciremos el concepto de lo que es una maquina de Turing,
que esta muy relacionada con los conceptos de complejidad y computabilidad.
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4.6.1. Maquinas de Turing

Alan Turing desarrollé un modelo matemé&tico simple conocido con el nombre de maqui-
na de Turing; este modelo matematico ha servido como base para poder expresar en
términos sencillos lo que un mecanismo de computaciéon puede o no hacer. Es importante
entonces revisar el funcionamiento de este modelo matematico que parece ser sencillo y a
la vez muy poderoso.

Se definen diferentes maquinas de Turing de acuerdo a la manera en que trabajan, exis-
ten maquinas de Turing deterministas y no deterministas, cada una de éstas estd orientada
a resolver un tipo especial de problemas.

4.6.2. Maquinas de Turing deterministas y problemas P

El modelo que utilizamos para formalizar la nocién de computadora es el de una
méquina de Turing deterministica (MTD).

Esta méquina de Turing consta de tres partes, esquematizadas en la figura [£.1}

» Una lista finita de instrucciones (algoritmo) y un controlador de estados (que nos
indica que instruccién se esta ejecutando).

» Una cinta semi-infinita (o infinita hacia un lado) dividida en celdas.

» Una cabeza o lector/grabador de las celdas.

- Controlador de

Um'dad4 estados
de control % Memoria de lc
e

<—— Lecto-Grabador

Si—3| Sk—2| Sk—1 fk Sk+1| Sk+2| Sk+3

| r
Celda Simbolo de T Cinta

Figura 4.1: Méquina de Turing determinista.
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Un programa o algoritmo para una maquina de Turing determinista M queda dado de
la siguiente manera: M = (Q, %, T, 4, g0, b, F), donde:

Q: es un conjunto finito de estados; cada uno de los elementos indica un estado en
el que puede estar el control finito.

I': es un conjunto finito de simbolos de cinta permitidos.

= b: un simbolo b € I', que representa un espacio en blanco.

go: un estado inicial qg € @, es el estado distinguido en el que arranca la maquina
de Turing.

Y: un alfabeto de entrada ¥ C I'. No contiene a b. Tales simbolos son usados en la
codificacién de la cadena de entrada o input.

= F: es un conjunto finito de estados F' C @, los estados finales o de paro de la maquina
de Turing.

0: es la funcién de transicién 6 : Q@ x I' — @Q x I' x {Izq, Der}, donde {Izq, Der}
denotan la direccién del movimiento de la cabeza lectora en la cinta, pudiendo ser
ésta respectivamente hacia la izquierda o a la derecha. Esta funcion representa las
distintas instrucciones del programa. La asignacién 6(q, o) = (¢/, 8, A), donde q,q’ €
Q vy a,8 €T, indica que si el controlador de estados se encuentra en q y el lecto-
grabador apuntando a un casillero con el simbolo «, entonces el programa debera:
borrar a para escribir en su lugar el simbolo 5, moverse sobre la cinta una celda
hacia la derecha o hacia la izquierda segin sea A = Izq o A = Der, y finalmente
ubicar el controlador de estados en ¢’. Cuando el controlador de estados se encuentra
en algin estado final el programa puede terminar.

Para nosotros la entrada del programa sera una instancia de un problema de decisién,
entonces tenemos dos unicos estados terminales de F: qy y qy. Inicialmente, la cinta
tendra el stmbolo blanco b en todas sus celdas. El primer paso de todo programa serd cargar
la cadena de simbolos que representen a la instancia dada en alguna parte de la cinta. Luego
el lecto-grabador se ubicard en una celda inicial y el controlador de estados en ¢g. A partir
de alli se comportard segun las indicaciones de la funcién §. Si una instancia I queda
representada por la cadena x € ¥*, diremos que el tamano de x (o, eventualmente, de I)
es n si  tiene n simbolos y lo denotaremos como |x| = n.

Dado un programa M sobre una méaquina de Turing deterministica, y x € ¥*, diremos
que M acepta a x si, al ser ingresado z como entrada, M alcanza el estado gy . El lenguaje
reconocido por M, Ly C ¥*, sera el formado por todas las cadenas x que son aceptadas
por M:
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Ly = {x € ¥*: M acepta =}

El tiempo usado en el calculo de un programa M sobre una MTD con una entrada =,
es el numero de pasos que ocurren en ese calculo hasta que se alcanza un estado terminal.
Para un programa M sobre una MTD que alcanza un estado final para todas sus entradas
x € ¥*, su funcién de complejidad de tiempo Ty : ZT — Z™T esté dada por:

Tar(n) = max {

m : Existe una x € ¥*, con |z| = n tal que el
calculo de M para una entrada x toma m pasos

Un programa M de este tipo se dice que es un programa sobre una MTD de tiempo
polinomial si existe un polinomio p tal que, para toda n € Z™, Ty(n) < p(n).

Ahora daremos una definicion de la clase de lenguajes que serd considerada como la
clase P:

P = {L : existe un programa M sobre una MTD de tiempo polinomial tal que £ = Ly}

Diremos que un problema II pertenece a la clase de complejidad P si existe algin
esquema de codificacién e tal que el lenguaje asociado a II, L(II, e) pertenece a P. Obser-
vemos que como L(II,e) = L(II), esto nos permite independizarnos del esquema. Puesto
que los tamanos de una instancia sobre distintos esquemas razonables estdn vinculados
polinomialmente, si para algin esquema “razonable” e, L(II,e) € P, entonces L(II,¢’') € P
para cualquier otro esquema “razonable” €.

Por su definicién, la clase P corresponde a los problemas de decisién para los cuales
existen algoritmos polinomiales. El objetivo de la siguiente seccién es definir una clase
analoga para problemas a los que no se conocen algoritmos polinomiales que los resuelvan.

En otras palabras un problema es polinomial, o bien, pertenece a la clase P si existe
un algoritmo deterministico polinomial que lo resuelva.

4.6.3. Maquina de Turing no deterministica y problemas NP

Consideremos el problema SAT antes definido. Una instancia I de SAT sera una cadena
de clausulas sobre el conjunto de variables {x1,...,z\}. Hasta ahora, no se conoce ningin
algoritmo polinomial capaz de decidir (para cualquier I) si existe alguna asignacién valores
para las variables que satisfaga I. Observemos, sin embargo, que, dada una asignacion
de valores, es muy sencillo verificar si ésta hace la expresién verdadera o falsa: basta
reemplazar cada variable por el valor correspondiente y realizar las operaciones binarias
necesarias. En particular, si se tiene una instancia positiva I de SAT y una asignacion de
valores que hace verdadera la expresiéon dada por I, existe un algoritmo polinomial que
verifica este hecho, corroborando que I es realmente positiva.
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Esta propiedad de verificabilidad en tiempo polinomial podria generalizarse del si-
guiente modo: dado un problema II y una instancia I € Yy, existe una estructura £ (una
asignacién de valores en SAT, un ciclo en TSP (Traveling Salesman Problem), etc.), y
un algoritmo polinomial que, a partir de F, corrobora que efectivamente I € Y. Gran
cantidad de problemas de decisién cumplen con esta propiedad. La clase NP serd definida
a través de una formalizacién de esta idea. Para llevar a cabo esta formulacién definiremos
més formalmente la maquina de Turing no deterministica (MTND).

Dada una entrada x, podemos pensar en la maquina de Turing no determista M como
la ejecucién de todas las secuencias de movimientos en paralelo hasta que la instancia sea
positiva o no haya mas movimientos posibles. Es decir, después de i movimientos podemos
pensar que existen un nimero de “copias” de M. Cada copia representa una instancia
en la que M podria estar después de i movimientos. En el movimiento (i + 1) una C' se
replica asimisma j veces, es decir se hacen j copias de C, si la maquina de Turing tiene j
elecciones para el siguiente movimiento.

De esta manera, las posibles secuencias de movimientos que M puede hacer con la
entrada x pueden ser organizadas en un arbol de instancias, en donde cada camino desde
la raiz hasta una hoja representa una secuencia de movimientos posibles. Entonces un
estructura F es la secuencia de movimientos mas pequenia que termina en satisfacer a
la instancia. Si existe E, entonces M realiz6 |E| movimientos, M se detiene y acepta la
entrada z. El tiempo que tomo en procesar a x es la longitud de E. Si para la entrada
x no existe una F, entonces M rechaza a x y el tiempo de procesamiento de x se deja
indefinido.

A menudo es conveniente pensar que M “adivina” solamente la secuencia de movi-
mientos F y después verifica que E ciertamente satisfaga la instancia.

Una méquina de Turing no deterministica es una construcciéon formal similar a la de
la maquina de Turing determinisitica. Tiene, como ésta tultima, una cinta semi-infinita
divida en celdas, un dispositivo controlador de estados y un lecto-grabador asociado a él.
A éstos elementos se agregan, como se observa en la figura (4.2}

1. Un dispositivo adivinador cuya funcién es “adivinar” la estructura E que hace po-
sitiva a una instancia dada; y

2. Un nuevo lecto-grabador, asociado al dispositivo de adivinacién.

Un programa M sobre una MTND constard de los mismos elementos que formaban
un programa en una maquina determinisitica. Como antes, el primer paso del programa
sera cargar los datos de una instancia I en las primeras celdas de la cinta. Ahora bien,
una vez ingresada la instancia, el programa pasard por dos fases sucesivas claramente
distinguidas:
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Dispositivo adivinador — Unidad de control

Lecto-Grabador
Adivinador >

Sk—3| Sk—2| Sk—1 ‘fk Sk+1| Sk+2| Sk+3
3 | A
Celda Simbolo de T' Cinta

Figura 4.2: Maquina de Turing no determinista.

1. Aqui el controlador de estados y su lecto-grabador permanecen inactivos, mientras
entra en juego el dispositivo de adivinacién. Este dltimo adivina una estructura E
que su correspondiente lecto-grabador escribe en la cinta. Una vez finalizado este
proceso, el adivinador y su lecto-grabador quedan inactivos.

2. Esta fase es idéntica a un programa sobre una méaquina deterministica, cuya funcién
es verificar, a partir de la estructura F adivinada en la fase anterior y guardada en
la cinta, que la instancia almacenada este en Yij.

Diremos que un programa M sobre una MTND acepta a una cadena x € X* si para
alguna de las cadenas en I'* susceptibles de ser adivinadas por el dispositivo de adivinacién,
M alcanza en un tiempo finito el estado gy al serle ingresada x como entrada. Nuevamente,
el lenguaje reconocido por M es:

Ly = {x € ¥*: M acepta x}

Definiremos el tiempo que necesita M para aceptar x como el minimo ntmero de
operaciones que debe realizar la fase deterministica de M antes de llegar a gy, tomado
sobre todas las posibles estructuras que, al ser adivinadas en la primera fase, llevan a este
resultado positivo. Consecuentemente, la funcion de complejidad de M vendréd dada por:

Ths(n) = max { {13+

Notemos que la funcién de complejidad de tiempo para M depende tnicamente en el
numero de pasos que ocurren en los cédlculos para comprobar que la instancia es positiva

m: 3z € Ly, |x| = n\el tiempo necesario
para que M acepte a x es m
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y que por convencién Tys(n) se establece igual a 1 cuando no hay entradas de longitud n
que sean aceptadas por M.

De acuerdo con esta definicién diremos que un programa M es polinomial sobre una
méquina de Turing no deterministica si existe un polinomio p tal que Ty = O(p(n)).

Observemos que, dado un problema II, la existencia de un programa M polinomial
sobre una MTND que lo resuelva es equivalente a que II satisfaga la propiedad de veri-
ficabilidad polinomial de la que hablamos arriba. De este modo, de manera andloga a lo
hecho en la seccién anterior, definiremos:

NP = {L : 3 un programa polinomial M sobre una MTND tal que £y, = L}

Nuevamente, aprovechando la asociacién entre problemas y lenguajes antes establecida,
nos permitiremos un abuso de notacién y diremos que un problema II pertenece a NP, si

L(II) € N'P.

Con estas definiciones es inmediato que P C N'P. En efecto, si existe un programa
M sobre una MTD que resuelve un problema II en tiempo polinomial, entonces puede
construirse un programa sobre una MTND que verifique que una instancia dada de II es
positiva. Para ello basta con poner M como la segunda parte del programa, ignorando
el resultado de la fase adivinatoria. No queda para nada clara, la inclusién opuesta. De
hecho, como dijimos anteriormente, se cree que algunos problemas, como SAT y TSP, son
intrinsecamente intratables. La traduccién de esta aseveracion al lenguaje de clases que
hemos introducido es ni mds ni menos que: P & N'P. Esta es una de las conjeturas abiertas
mas importantes de la matematica moderna.

4.6.4. Reduccion polinomial

El concepto de reduccién polinomial formaliza la idea de que un problema II; es més
dificil que otro problema Ils; o, mejor dicho: II; es al menos tan dificil como II,. Puesto
que nuestra nocion formal de algoritmo es la de maquina de Turing determinista, y que
ésta opera sobre lenguajes y no sobre problemas, la definicién de reducciéon polinomial se
dard primero para aquellos. Posteriormente, la asociacion entre lenguajes y problemas nos
permitird aplicarla directamente a éstos 1iltimos.

Definicién 22 Diremos que un lenguaje £1 C X7 se reduce polinomialmente a otro len-
guaje Lo C X5, si existe una funcion f : X7 — X5, computable por una mdquina de Turing
determinisitica en tiempo polinomial, de manera que para toda cadena v € ¥], v € Ly si
y sdlo si la cadena f(z) € Lo.

Si existe una reduccién polinomial lo denotaremos lo denotaremos como £y <, Loy
se lee L1 se reduce a Lo.
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El significado de reduccién polinomial es dado por el siguiente lema:
Lema 11 Si £y <, L3 entonces Lo € P implica L1 € P.

Prueba. Supongamos que £ C X7y Lo C 5. Si L4 € P, podemos construir una MTD M
que reconoce a Lo en tiempo polinomial. Llamemos py al polinomio que acota el tiempo
que necesita My para efectuar este reconocimiento. Asi mismo, sean My el programa
polinomial que calcula la funcién f : X7 — X3, y py el polinomio que acota el tiempo de
este célculo. Por otra parte, |f(z)| < pr(|x).

Ahora bien, el programa M; definido sobre ¥j que consiste en aplicar primero f me-
diante My y luego My es un programa que reconoce a L1, puesto que, por definicién de
reduccién polinomial, x € £; < f(x) € Ly. Ademas, el tiempo que necesita M; para
reconocer una cadena x € £; es menor o igual que p¢(|z|) + p2(ps(|x])), con lo cual existe
un polinomio (ps + p2 o py) que acota la complejidad de M, es decir: £y € P. O

Corolario 2 La composicion de funciones computables polinomialmente en una MTD es
polinomial.

Nuestra intencién es que <, nos permita comparar problemas para poder afirmar que
un problema es tan o mas dificil que otro. Es razonable esperar, entonces, que <, defina
un orden parcial sobre N'P. Podemos ver que £ <, £L,VL € NP, por lo cual <, resulta
reflexiva. Kl siguiente lema demuestra que es también transitiva.

Lema 12 Si L1 <, L2 y L2 <, L3, entonces L1 <p, L3.

Prueba. Sean Y1, Yo y X3 los alfabetos sobre los que se definen £1, L9 v L3 respectivamente.
Como L1 <, L7 existe una transformacién polinomial f; : ¥7 — 3. Andlogamente, existe
una fo : X5 — X3. Definimos f : X7 — X3, f = fo o fi. Dado que z € ¥; tenemos que:
x € L)< fi(x) € Ly e f(x) = fa( f1(x)) € L3. Por otra parte, por el lema [II] f resulta
polinomial. O

Si II; y II5 son problemas de decision, con esquemas de codificacion asociados e; y e,
podemos escribir II; <, IIy (con sus respectivos esquemas de codificacién) siempre que
exista una transformacién polinomial de L[I1y, e1] a L[Ilg, e2]. Se omitirén los esquemas de
codificacién asumiendo que se estan utilizando esquemas de codificacién razonables. De
esta manera, podemos considerar una reduccién polinomial para el problema de decision
IT;, a el problema de decisién II; como una funcién f : Dy, — D, que satisface las
siguientes dos condiciones:

1. f es computable por un algoritmo de tiempo polinomial; y
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2. para todas las I € Dy, I € Yr, siy so6lo si f(I) € Ym,.

Veamos en un ejemplo como demostrar en la practica una reduccién polinomial. Para

ello definamos:

3-SAT: Designamos con este nombre al caso particular del problema SAT en que todas
las clausulas involucradas en la expresion, contienen exactamente 3 literales.

Proposiciéon 1 SAT <, 3-SAT

Prueba. Consideremos una instancia I de SAT dada por la expresién:

N
¢=1]a
i=1
donde las C;, para ¢ = 1,..., N son cldusulas sobre el conjunto de variables X =
{z1,...,2,}. Para demostrar la proposicién deberemos mostrar una instancia I’ de 3-SAT

dada por una expresién ¢ sobre un conjunto de variables X', que pueda calcularse en
tiempo polinomial a partir de £ y que cumpla con la propiedad de que & sea satisfecha por
una asignacién de valores para las variables de X si y sdlo si lo propio sucede con ( sobre

X'

La demostracién es constructiva: examinaremos las cldusulas de £ y definiremos para

cada una de ellas una secuencia (; de clausulas de tres literales. La concatenacién de las
¢; formard (. Para referirnos a las literales utilizamos la letra A. Dada una C; puede darse
cualquiera de los siguientes casos:

1. Si C; tiene exactamente tres literales, no hay nada que hacer. Definimos simplemente

G = C;.

. Si C; tiene més de tres literales: C; = (A V A2 V...V A\g), k > 3, definimos nuevas

variables y1,v2,...,Yk_3 V:

Ci:()\1\/)\2Vyl)/\(mv)\3Vy2)/\(@v)\4Vy3)/\.../\(yk_g\/)\k_l\/)\k)

Queda claro que C; es verdadera si y sélo si (; lo es: una asignacion de valores que
haga a C; verdadera, debera hacer alguno de las A;; = V; sustituyendo ese valor en
(; pueden tomarse valores para las nuevas variables de modo que (; sea verdadera.
Inversamente, si (; es verdadera, alguna de las x;; deberd ser V, con lo cual C; es
verdadera. Por otro lado, observemos que k < n (si k > n, C; resulta trivialmente
verdadera y puede descartarse), de modo que la cantidad de variables auxiliares y
y, por lo tanto, la longitud de &/ queda acotada por un polinomio en el nimero de
variables n.
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3. Si C; involucra menos de 3 literales entonces:
» si C; = (\) definiremos variables auxiliares z, w, u, v y:

G=AVzVw)AEVuVu)ANEZVTEVU)AEZVuUVD)AEZVTVD)A@VuV
V)AN(@WVTVU)A@VuVD)A(WVTVo)

» si C; = (A1 V \g) definimos variables auxiliares z,u,v y:
G=(AVzVw)AEVuVU)AEZVTVU)AEZVUVTD)AEVTVT)

La construcciéon de las cldusulas artificiales fuerza a z y w (o a z, en el segundo caso)
a ser falsas, con lo cual (; sera verdadera si y sdlo si C; es verdadera. Nuevamente, la
longitud de (; esta acotada por un polinomio en n.

Finalmente:

N
¢=1[¢
i=1

define una instancia I’ de 3-SAT, sobre el conjunto de variables X’ formado por X y las
variables auxiliares que hayan sido necesarias, que resulta positiva si y sélo si I era una
instancia que satisface SAT.

4.6.5. Problemas N'P-Completos. Teorema de Cook

La reduccién polinomial nos permite definir en NP la relacién ~ dada por:
Li~Lys L1 <, Ly Lo <p Ly

De este modo ~ es simétrica por definicién, mientras que hereda la reflexividad y la
transitividad de <, (ver lema [I2]). La relaciéon ~ define entonces una relacién de equiva-
lencia en N'P. Diremos que £y es polinomialmente equivalente a Lo si L1 ~ Lo. Como
siempre, extenderemos nuestra definiciéon diciendo que II; es polinomialmente equivalente
a H2 si ﬁ(Hl) ~ ﬁ(Hg)

Observemos que si dos problemas son polinomialmente equivalentes la existencia de un
algoritmo eficiente que resuelva cualquiera de ellos implica automaéticamente la existencia
de un algoritmo eficiente para el otro.

Definicién 23 Un lenguaje L € NP es N'P-Completo cuando para todo otro lenguaje
L' € NP se tiene que L' <, L. Mds informalmente, II € NP es N'P-Completo si para
todo otro problema II' en N'P se tiene que 1I' <, II.
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Dado que la reduccién polinomial nos da una medida comparativa de la dificultad
de los problemas, los problemas NP-Completos serdn, por definicién, los problemas m4s
dificiles en N'P. La clase de los problemas NP-Completos es, la clase de los problemas
considerados intratables. Al ser todos polinomialmente equivalentes entre si, la resolucién
mediante un algoritmo eficiente de cualquiera de ellos traerfa la inmediata resolucién de
todos los problemas NP. Es decir, si para algin II € N"P-Completo, se tuviese que IT € P,
entonces resultaria que P = NP. Como hemos remarcado anteriormente, la resistencia
que han mostrado algunos problemas ha llevado a pensar que P # N'P. Esta sospecha
obliga a suponer que la geografia de la clase NP es como la que se describe en la figura

4.3l

NP — Completos

Figura 4.3: Probable descripcién de N'P.

La dificultad que han representado los problemas N'P-Completos (e.g.: SAT, TSP,
etc.) en comparacién con aquellos que se sabe positivamente que pertenecen a P, sumada
a la equivalencia que acabamos de exponer entre todos los N'P-Completos obliga a abri-
gar pocas esperanzas en cuanto a la posibilidad de hallar algoritmos eficientes para los
problemas maés dificiles. Sin embargo, mientras no se conozca una demostracion de que
P #+ NP (o, eventualmente, de lo contrario), no quedard més remedio que navegar sobre
la conjetura, corriendo el riesgo de considerar “intratables” a problemas que no lo son.
Tendremos, entonces, resultados del tipo: si P # NP, entonces II es intratable.

Para poder concluiifl que un problema II es intratable deberemos demostrar que II es
NP-Completo. Si nos atuviésemos estrictamente a la definicién, deberfamos, para ello, ver
que todo problema NP se reduce polinomialmente a II. Haciendo uso de la equivalencia

'Es decir, conjeturar pensando que P # NP
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entre los N'P-Completos, el siguiente lema nos permitira sortear esta dificultad técnica en
todos los casos salvo en uno, el primero.

Lema 13 Sean L1,Ly € NP. Si L1 es N'P-Completo y L1 <, L2, entonces Lo es N'P-
Completo.

Prueba. Sea £ € N'P. Como Ly es N'P-Completo tenemos que £ <, L. Luego, por la
transitividad de <,, £ <, L2. Y esto es cierto para cualquier £ € NP, con lo cual, L9 es
NP-Completo. O

Entonces, para demostrar que un problema II es N’P-Completo deberemos ver:

1. Que Il es NPy,
2. Que hay algin II" € N'P-Completo tal que IT" <, II.

Obviamente, este tipo de demostracién necesita contar con algin II a priori y, hasta el
momento, no tenemos ninguno. El teorema de Cook demuestra que SAT es N/P-Completo,
v que, por lo tanto, esta clase es no vacia.

4.6.6. Problemas NP-Duros.

Para esta seccién daremos un breve resumen un poco més informal para tener un mejor
panorama y una mejor comprensién de la clase N'P.

Sea II un problema de decisién entonces:

» II € P si: II puede ser resuelto por una Maquina de Turing Determinista en tiempo
polinomial.

s II € NP si: II puede ser resuelto por una Mdquina de Turing No Determinista en
tiempo polinomial.

» IT € NP — Completo si: Il € NP y I € NP-Completo tal que II' <), II.

Ahora bien, para definir un problema N P-Duro debemos tomar en cuenta los siguientes
puntos.

Intuitivamente hay problemas que son atin maés dificiles que los problemas NP —
Completos. Y a estos problemas los definiremos de la siguiente manera:

Definicién 24 Un lenguaje L € NP es N'P-Duro cuando para todo otro lenguaje L' €
NP — completo se tiene que L' <, L. Por otro lado si Il es un problema de decision y
IT € NP, entonces I es un problema NP-Duro si para todo ¢ € N'P-completo se tiene
que II" <, II



60 CAPITULO 4. TEORIA DE LA COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL

Debemos aclarar que los problemas ANP-Duro no son necesariamente problemas de
decisién. Podemos ver el esquema en la figura .41

NP — Completo

NP

9

Figura 4.4: Probable descripciéon de N'P-Duro, si P # N'P.



Capitulo 5

Reduccion

5.1. Introduccién

La prueba de vigilancia de galerias de arte usando reflectores giratorios de angulo 7
presentada en la tesis de Israel Aldana Galvan puede cubrir un poligono de n vértices
con n guardias en tiempo O(n). Aunque n es necesario en algunos casos, es claro que son
muchos mas guardias de los necesarios para cubrir un poligono en particular. Por ejemplo,
los poligonos convexos sélo requieren tres guardias por el teorema [ pero el algoritmo
de Israel Aldana Galvan seguiria colocando n guardias. Es natural, entonces, buscar la
colocacién del niimero minimo de guardias que cubren un poligono dado.

Nosotros daremos en este capitulo la complejidad computacional del problema de en-
contrar el minimo numero de reflectores giratorios de tamano 7 para vigilar un poligono
de n aristas y se muestra que este problema es fundamentalmente intratable, dado a que
es un problema NP-Duro.

5.2. Complejidad computacional del problema

Antes de empezar introduciremos la terminologia que necesitamos para las secciones
posteriores al presente trabajo.

Para nosotros un reflector giratorio serd denominado como radar y un reflector giratorio
de tamano 7 lo denotaremos como radar-w. Si un radar-m se encuentra localizado en un
vértice a, nos referiremos a él como el radar R,.

Ahora bien podemos empezar la explicacién de la prueba. Esta prueba muestra que un
problema de decisién (3-SAT) es posible reducirlo a un problema de encontrar k guardias
para vigilar un poligono. Para esta prueba necesitaremos crear un poligono simple. La

61
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prueba esta restringida a colocar los guardias (radares) en los vértices del poligono. Para
la construccion de este poligono simple necesitaremos un conjunto de patrones: un patrén
de literal, un patréon de clausula y un patrén de variable. Los patrones de literal aparecen
en los patrones de clausulas y la consistencia de las literales estarda dada por el patrén de
variable (se explicard més adelante por qué se necesita esta consistencia).

Estos patrones los podemos ver como estructuras individuales que después acoplaremos
con el objetivo de formar el poligono final.

Antes de explicar como se construyen los patrones daremos un resumen del 3-SAT.
Recordemos que el 3-SAT estd dado sobre un conjunto de variables booleanas X =
{z1,29,...,2,} junto con sus variables negadas, cldusulas, que son disyunciones de 3
literales de X por clausula y el problema consiste en dada una instancia o férmula del
3-SAT sobre X, que serd un conjunto de cldusulas vinculadas por conjunciones, saber si
existe una asignacién de valores de verdad dada a las variables de manera que la instancia
resulte verdadera.

Entonces si una féormula tiene m cldusulas, el poligono que construiremos necesitara:

3m patrones de literal, uno por cada ocurrencia de literal en la férmula.

= m patrones de cldusula, uno por cada clausula.

= 1 patrones de variable, uno por cada variable. El patrén de variable tendra como
objetivo:

e La representacion de las asignaciones de valores a las variables.

e Y garantizar que el valor asignado a cada variable z; sea el que se use en cada
ocurrencia de la variable en la férmula.

El poligono final sera la representacién de la instancia del 3-SAT.

5.2.1. El patrén de una literal

El patrén de una literal se muestra en la figura 5.1l Cuenta con 3 puntos distinguidos:
p; que Unicamente es visible para 4 vértices a, g, f, v, otro punto distinguido es p; que
Unicamente es visible para los vértices a, b, ¢ y por ultimo py que Unicamente es visible
para los vértices d, e, g. El poligono sera creado de tal manera que ningin otro vértice
pueda ver a p;, p1 6 p2. Como las etiquetas sugieren, al vértice v le serd asignado un radar
cuando el valor de verdad de la literal sea verdadero de lo contrario se le asignara a f
cuando sea falso.

Pueden surgir algunas preguntas: ;jPor qué usar este diseno para una literal? y ;por
qué los puntos distinguidos tienen que ser vistos Unicamente por algunos vértices? Recor-
demos que se dice que un punto es vigilado si en todo momento algiin radar se encuentra



5.2. COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DEL PROBLEMA 63

Figura 5.1: El patrén de una literal.

vigilandolo. Ahora bien, para responder a estas preguntas necesitaremos primero algo
que nos garantice que para vigilar a un punto en todo momento se necesitan al menos 3
radares-7. Si tomamos esta ultima afirmacién como verdadera, entonces podemos observar
que para vigilar en todo instante a p; se necesitan al menos 3 radares y los tinicos vértices
que pueden ver a p; son a,b, y c¢. Esto implica que debemos colocar un radar en a,b, y
c para que pp esté vigilado. Lo mismo sucede para ps. Por iltimo, para vigilar al punto
distinguido p; también se necesitan 3 radares, pero como podemos observar, los vértices a
y g forzosamente deben tener un radar, entonces bastara con colocar un radar en v 6 f. Por
consiguiente, este disefio nos sirve para que los patrones de literal tengan la caracteristica
de obligar a tener un radar en el vértice v o f.

Para que la observacién anterior sea verdadera necesitamos hacer dos aclaraciones:

= Que un punto necesite al menos 3 radares para ser vigilado en todo momento y

» Que p; pueda ser vigilado utilizando a R,, Ry y R,/f, dado que R, y R, también
vigilan a otros puntos distinguidos.

Sabemos de antemano que al menos existe una configuracién inicial de radares, dada
por el teorema [§ del capitulo 1 (a la que nos referiremos de aqui en adelante como con-
figuracion fuerte), que garantiza que un punto p es vigilado en todo momento usando 3
radares-m, pero ;jse podra iluminar alguna parte considerable del plano en todo momento
con 2 radares? Para responder daremos antes una observacion.

Observacién 2 Sean o’ y b’ dos puntos distintos en el plano y sean ), y lj dos rectas que
giran sobre dichos puntos, respectivamente, con la misma velocidad angular. Entonces, si
I, y 1, no son paralelas, en cada instante su interseccion es un punto, mismo que describe
una circunferencia que pasa por o’ yb'. En caso de quel), ylj sean paralelas la interseccion
serd definida por la recta a'b, iinicamente esta interseccion se dard en los instantes en los
que las rectas se enciman.
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Lema 14 Sea P el plano. Sean l, y I, las rectas correspondientes a los radares-m Ry y Ry
que giran con igual velocidad y sentido. Sea p € P un punto distinto a los de la interseccion
de l, y ly al rotar (es decir, p no pertenece al circunscirculo o a la recta ab, segin sea el
caso). Entonces p no es permanentemente vigilado por los radares y, ademds existe una
vecindad de p tal que permanece en la sombra durante un intervalo de tiempo positivo.

Prueba. Caso en que [, y I no son paralelas:

Sea x el punto de interseccién de I, y l. Dado que I, y [, se encuentran girando, entonces
siempre encontraremos en algin momento un dngulo de sombra que barre la parte exte-
rior, interior o ambas del circuncirculo (obsérvese la figura [5.2)). No importando como se
acomoden los radares siempre se tendra una situacién como los casos (a), (b), (c) y (d),
Unicamente se debe tomar en cuenta que si se presenta la interseccién como en el caso
(a) y (b) entonces los casos (c¢) y (d) ocurrirdn 7 tiempo después en el arco contrario y
viceversa.

Figura 5.2: (a) El dngulo de sombra cuando R, y Rj no cubren al segmento ab, barre
la parte superior (del interior) del circunscirculo y todo el semiplano inferior, conforme
x recorre el arco superior de a hacia b. (b) Durante la siguiente media revolucién de los
radares (ambos necesariamente cubriendo a ab), el 4ngulo de sombra barre la regién del
semiplano superior comprendida en el exterior del circunscirculo. (¢) y (d) ilustran las
otras dos maneras en que se puede presentar el cono de sombra, se dan cuando un radar
cubre a ab pero el otro no. La observacion crucial es que si en el arco superior se presentan
los dos primeros casos, entonces en el arco inferior se tendran los otros dos (y viceversa,
desde luego).

Supongamos que los radares se encuentran como en los casos (a) y (b) (si no es asi,
véase de cabeza la figura, el arco inferior se volverd el superior y presentara dichos casos).
Sea p € P un punto que no pertenece a la circunferencia. Por lo dicho en el pie de la
figura B2 p pertenece a la regién barrida por el dngulo de sombra, por lo tanto no es
permanentemente vigilado.

La segunda parte de la conclusién es consecuencia de la primera y del hecho que la
zona de sombra es una region abierta de P (un angulo abierto en el caso en que I, y [ no
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son paralelas; un semiplano abierto, un par de semiplanos abiertos o una banda abierta,
si las rectas son paralelas). Entonces, si p no es vigilado en el instante ¢, necesariamente
estd en la regién de sombra y, como esta es abierta, por definicién (de conjunto abierto)
existe € > 0 tal que la vecindad circular de radio € centrada en p queda contenida en dicha
regién. Ahora bien, escogiendo o suficientemente pequena, digamos la mitad de la menor
de las distancias que la circunferencia de la vecindad aludida guarda, respectivamente, con
las rectas [, y lp. Entonces, como los radares giran con velocidad uniforme, necesariamente
debera transcurrir un tiempo positivo. O

Ahora bien, ya sabemos que se necesitan al menos 3 radares para cubrir un punto, lo que
necesitamos ahora es saber si se pueden sincronizar los radares, para lo cual necesitamos
la siguiente definicién.

Definiciéon 25 Diremos que un radar se encuentra sincronizado, si pertenece a alguna
configuracion de otros dos radares con el propdsito de vigilar a un punto.

Podemos observar que R, se encuentra sincronizado con R, y R., lo mismo pasa con
R, se encuentra sincronizado con Ry y R.. Pero también podemos ver que R, y R, no
pertenecen a la misma sincronizacion, y esto nos permite sincronizarlos para vigilar a p;
ya sea con el grupo de radares en: a, g,v 6 bien a, g, f.

Como podemos observar en la figura [5.3] el patron de literal queda iluminado.

a ¥

~

Figura 5.3: Un patrén de literal iluminado, si y; = F.

Tengamos en cuenta que para probar que el problema de vigilancia de galerias de
arte usando radares es un problema NP-Duro tinicamente necesitamos 2 observaciones:
la primera es que para vigilar un punto p en todo momento, necesitamos que al menos 3
vértices puedan ver a p para colocar los radares en dichos vértices y que exista al menos
una configuracién para esos radares que cumpla con vigilar a p en todo momento.

Por el teorema [§ siempre que 3 radares se encuentren en una configuracién fuerte,
cualquier punto p que sea visible por estos 3 radares quedara completamente vigilado.
Entonces los grupos de radares {Rq, Ry, Rc}, {Ra, Re, Ry} v {Ra, Ry, Ry} iluminardn
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por completo el patrén de literal, con excepcién de un pequeno tridngulo que se muestra
en la figura[5.3] pero de éste nos encargaremos mas adelante.

5.2.2. Pseudo literal y Pseudo literal auxiliar

Para poder explicar los patrones de una clausula y de una variable es necesario intro-
ducir dos estructuras. La primera es el pseudo literal, este tiene la misma estructura y
propiedades de un patrén de una literal, con la diferencia de que no es un patrén de literal
y llamaremos a sus puntos distinguidos p3, P4 ¥ Pauzl, asi como aux, y auxy a los vértices
etiquetados f y v, respectivamente (véase la figura [5.4)).

Figura 5.4: Pseudo literal.

Las dos unicas diferencias entre una pseudo literal y un pseudo literal auxiliar es que
llamaremos a sus puntos distinguidos ps, pg, Pauz2 ¥ que el grupo de radares que pueden
Ver a Paug2 sSon Rq, Ry y un tercero R, ajeno a la pseudo literal auxiliar (véase la figura

55).

Yy

Figura 5.5: Pseudo literal auxiliar.

5.2.3. Patrén de una clausula

El patrén de una clausula se conforma de tres patrones de literal y dos pseudo literales.
Un patrén de clausula debe tener las siguientes caracteristicas:
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= Tiene una zona Z que unicamente puede ser visible para los vértices vy, vo, v3, auzy
v aurs.

= Al menos debe de haber un radar en algin vértice v para un patrén de literal con
el objetivo de que el patrén de una clausula sea verdadero, es decir que si al menos
un patrén de literal tiene un un radar en algin vértice v, el patrén de clausula debe
estar completamente iluminado.

» auzy y auxe deben ver a todos los f;/v;, para i =1,2,3.
= Los vértices f;,v;, auxy, auxs, para i = 1,2,3, deben estar colocados sobre la misma

circunferencia de un circulo.

A continuacién se puede observar graficamente en la figura como se construye un
patrén de clausula.

Figura 5.6: (a) Colocando los vértices en una circunferencia. (b) La zona Z es visible sélo
para los vértices v1, vo,vs, auxy, ¥ aurs.

En la figura (a) podemos observar que los vértices pueden ser colocados en la
circunferencia. Note que se deja una pequena ceja en tres de estos vértices. Y en la figura
5.6l (b) podemos ver que para los vértices vy, ve, v3, auzy y auzsy es visible la zona Z, y para
f1, fo v f3 no es visible por la ceja creada. Por otro lado auxq y auzxy pueden visualizar a
fi/vi, para i = 1,2,3, con solo colocarlos por debajo de la ordenada de f3.
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Tenemos claro que los tres patrones de literales y las dos pseudo literales quedan
iluminadas completamente por construccién. Para vigilar la zona Z se necesita que al
menos haya un radar en v; y basta con sincronizar a Ruyz,, Rauz, con cualquier R, (véase
la figura [0.7]) y con esto se iluminaria casi todo el patrén de clausula, excepto por los
tridngulos de sombra que forman las cejas de los patrones de literales (observemos que
si Rouz, ¥ Rauz, se sincronizan con R,,, entonces los tridngulos de sombra de las tres
literales se encontrarian iluminados, sin embargo esto no nos ayuda porque no podemos
suponer que siempre habra un radar en v3).

U1

Figura 5.7: El patron de una clausula iluminada, con excepcion de los tridngulos de sombra
formados por las cejas de los patrones de literal, si y1 = V,yo =V y y3 = F.

Ahora bien, para iluminar los tridngulos se necesita que al menos 3 radares vean a cada
tridngulo y ya que cada patrén de literal forzosamente debe tener un radar en f;/v;, para
i = 1,2,3, entonces basta con agrupar a {Raus:, Rauzs, B, jo }> {Ravars Rauzs, Ry e} Y
{Rauz,, Rauza, Ry, /va} para iluminar los 3 tridngulos de sombra, respectivamente. Pero
jes posible establecer alguna sincronizacion que nos permita esto?

Lema 15 Sean R,, Ry y R. radares que se encuentran en configuracion fuerte. R, y Ry
se pueden sincronizar con cualquier numero n de radares, siempre y cuando los n radares
se encuentren sobre la circunferencia que pasa por a, b y ¢ y pertenezcan al mismo arco
de a, b y c.

Prueba. Si este lema es cierto, dado que los radares giran, esto implica que la siguiente
suposicién es cierta: S.P.G. R,, Ry, R, se encuentran en configuracion fuerte en el tiempo
0, entonces en algliin tiempo ¢ la interseccion del haz de luz de R, y el haz de luz de R
estard sobre otro R.,, tal que R,, Ry, R, se encuentren en configuracion fuerte (véase la
figura [£.8). Esto sélo es posible si el dngulo formado por acb es el mismo que el dngulo
ac1b. Lo anterior es cierto por la propiedad de igualdad de dngulos inscritos, que dice que
si dos 0 méas dngulos inscritos abarcan el mismo arco, éstos miden lo mismo. Tengamos en
cuenta que los radares giran a la misma velocidad con el mismo sentido y por esta razén
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cuando la interseccién de los haces de R, y R} pase por cq, basta con colocar el radar de
c1 tangente al circulo, quedando asi en configuracion fuerte R, Ry, R, . (]

(a)

Figura 5.8: (a) Radares en a,b en configuracién fuerte con radar en ¢ colocado en la
circunferencia del circulo, en el tiempo 0. (b) Radares en los vértices a, b, ¢ en configuracién
fuerte, en el tiempo t. (c¢) Igualdad de dngulos inscritos.

5.2.4. Patrén de una variable

Como habiamos mencionado antes, el patréon de una variable sirve para representar
la asignacién de valores de verdad a las variables y para modelar la sustitucién de dichos
valores en la férmula, relacionando consistentemente cada patrén de variable x; y T; que
se usen en los distintos patrones de clausula. El patron de una variable se ilustra en la
figura (5.9 El patrén de una variable x; tiene las siguientes caracteristicas:

= Esta formado por 2 “pozos” con un vértice etiquetado F' en el pozo izquierdo y otro
vértice etiquetado V en el pozo derecho.

» Cada pozo cuenta con r; “espinas” (pseudo literales auxiliares), donde r; es el nimero
de literales en las que la variable x; participa.

» Cada espina se encuentra alineada con su respectivo vértice F'/V de su pozo.

= Contiene una pseudo literal auxiliar que se usa para contener a un punto distinguido
Py que soélo es visible para los vértices a, g, F, V.

» Cada espina estara alineada con un vértice f,,/v,, de los patrones de cldusula (més
adelante se verdn las condiciones para alinearlas).

Para cada variable xz;, para ¢ = 1,...,n se requiere esta estructura. A la asignacién
x; = V le corresponde la colocacién de un radar en el vértice V' y si x; = F el radar se
coloca en el vértice F'. En esta seccién s6lo mostraremos como se vigilan algunos puntos
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Figura 5.9: El patrén de una variable.

distinguidos del patrén de una variable, ya que necesitamos de todo el poligono para
vigilarlo completamente. En la figura [5.10] se muestra como se ilumina un patrén de una
variable si 1 = V.

I = vV
Figura 5.10: Tluminacién parcial del patréon de una variable, si z; = V.
En la figura 510 se puede ver que la pseudo literal auxiliar que contiene a p, queda
iluminado colocando un radar en V, como existe Ry las demads espinas del pozo de V,

pueden usarlo para iluminarse también. Esto es posible por que cada grupo de radares
Unicamente comparten a Ry .

5.2.5. Construccién completa

Hasta ahora hemos explicado:
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= Kl patrén de una literal.
= El patrén de una clausula.

= Y como representar la asignacion de valores a las variables.

A continuacion se explicard la forma de colocar los patrones de clausula en relacién
a los patrones de variable, esto con el fin de mantener la consistencia entre la asignacion
anterior y los valores de las literales. Esto se puede ver como la representacién de la
sustitucion de valores de las variables en las respectivas ocurrencias de estas en la formula
booleana.

En la figura 511 se puede observar el poligono completo.

(x1 VT3 V x3) (TT VI3 Vs

I X9 I3
Figura 5.11: El poligono completo.

La estructura del poligono cuenta con 2 pseudo literales que se encuentran a un lado
del vértice etiquetado q. Recordemos que cada pseudo literal cuenta con 2 vértices, auz,
y auxy (véase figura[5.4]). Denotemos por gquz, @ uno de los vértices de una de las pseudo
literales y por gqus, @ uno de los vértices de la otra pseudo literal. Los vértices q, quuz, ¥
Jauz, Pueden ver todo punto dentro de cualquier pozo (sin incluir las espinas). Entonces
colocando radares en q, Quuz, V 9oy Se puede iluminar todos los pozos y a la region que
une a los patrones de clausulas.

Para que el poligono pueda quedar completamente iluminado, falta mencionar las con-
diciones para alinear las espinas con sus respectivos vértices f,, /v, de los patrones de
literales.

Sea X = {x1,...,z,} el conjunto de los patrones de variables y C = {c1,...,cn} el
conjunto de los patrones de clausulas. Sea z; € X, para i = 1,...,n el patrén de una
variable con sus distinguidos vértices V' y F', sea pozoy el pozo derecho y pozor el pozo
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izquierdo de x;, sea ¢c; € C, parai = 1,...,m y sea [ un patrén de literal con sus vértices
distinguidos v y f, [ € ¢;, (tomemos cuenta que [ puede tomar valores {x;,Z;}). Entonces
tenemos que:

» Una espina en el pozop de z; se encuentra alineada con F' y v sil = x; (ver figura
5121 (a)).

» Una espina en el pozop de x; se encuentra alineada con F'y f sil = Z; (ver figura

(b)).

» Una espina en el pozoy de x; se encuentra alineada con V'y f sil = z; (ver figura
512 (a)).

» Una espina en el pozoy de x; se encuentra alineada con V' y v si | = Z; (ver figura
5121 (b)).

Figura 5.12: (a) Alineacién para las espinas si | = z;. (b) Alineacién para las espinas si
l=m;

La consecuencia de estas alineaciones es que si un radar es colocado en un F', entonces
se iluminan todas las espinas del pozoy, y si un radar es colocado en V, entonces se
iluminan todas las espinas del pozor. Como ya se mencioné anteriormente, se necesita
un radar en F 6 V para iluminar el punto distinguido p, asociado a x;. Debido a que
todas las espinas del pozor estan alineadas con F' y a sus respectivos vértices v, son los
vértices definidos en la figura 5.1l para todos los patrones de literales x;, y con F y a sus
respectivos vértices f, para todos los patrones de literales T;, todas las espinas del pozog
seran iluminadas si los radares son colocados en v y en f. Esto significa que si a las literales
que involucran la variable x; le son asignados valores de verdad consistentes con z; =V,
entonces un radar en F' no es necesario para cubrir las espinas del pozog, pero si un radar
en el vértice V. Simétricamente, si x; = F', entonces un radar en V de x; no es necesario
para cubrir las espinas del pozoy, pero si uno en el vértice F.
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Ahora recordemos cuantos radares son necesarios para iluminar cada parte del poligo-
no, para después sumarlos:

= El patrén de una literal necesita 7 radares.

= Una pseudo literal necesita 7 radares.

= Una pseudo literal auxiliar necesita 6 radares, ya que el séptimo no pertenece al
pseudo-literal auxiliar.

= El patréon de una cldusula necesita 3 literales y 2 pseudo literales, por lo tanto en
total se usan 35 radares.

= El patrén de una variable x; necesita 2r; + 1 pseudo literales auxiliares y un radar
F 6V, que suman un total de 6(2r; + 1) + 1 = 12r; 4+ 7 radares.

= El poligono completo tiene m patrones de clausulas, n patrones de variables, 2 pseudo
literales y 1 radar ¢, que nos dan un total de m 4+ n + 15 radares. Entonces el
nimero total de radares requeridos para iluminar el poligono lo determina la siguiente
férmulas:

3vm+(12r +7)+ ...+ (12r, +7)+ 15 3v5m+12(r1 + ...+ 1) +7n+ 15
35m +12(3m) + Tn + 15

T1lm 4+ Tn + 15

Teorema 9 Un conjunto dado de cldusulas es satisfacible si y sélo si el poligono cons-
truido puede ser vigilado con K = T1lm + 7n + 15 radares.

Prueba. Observemos que un punto dentro del poligono al menos necesita ser visto por tres
vértices, para en ellos colocar tres radares y asi pueda ser vigilado en todo momento. El
patrén de una literal necesita al menos 7 radares para poder ser vigilado completamente,
ya que se necesitan 3 radares para vigilar por completo a su punto distinguido p; y necesita
de otros 3 radares para mantener vigilado a ps, una vez colocados estos 6 radares p; puede
ser vigilado colocando un radar mas en v 6 f, ya que dos radares de los que vigilan a py y
po son capaces de ver a p;. De manera anédloga sucede para una pseudo literal. Una pseudo
literal auxiliar requiere 3 radares para vigilar a ps y otros 3 radares para vigilar a pg, y
esto es suficiente para mantenerla vigilada, ya que pguz2 €s visible para los radares en a
y g vigilan a ps y pg (véase figura [5.0)), y, el tercer radar es ajeno a la estructura de la
pseudo literal auxiliar. Teniendo esto en cuenta, entonces:

=) Si el conjunto de cldusulas es satisfacible, entonces existe una asignacion de verdad
para las variables tal que cada clausula es verdadera. Colocando un radar en los vértices
v o f apropiados de los patrones de literal en cada clausula, necesariamente se cubre la
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clausula, debido a que un radar serd asignado en al menos un vértice v y asi agruparlo
con los radares en auxr; y auxo. Por el argumento presentado anteriormente, colocando
un radar en el vértice V de un patrén de una variable para x = V,o0en F siz = F, se
cubren por completo todas las espinas (pseudo literales auxiliares) al igual que el punto
distinguido p, del patrén de variable para x. Finalmente, R, junto con R Y Roguay
cubren todos los pozos de todos los patrones de variables. De esta manera se logra iluminar
el poligono con K radares.

Jauzq

<) Supongamos que el poligono se puede vigilar con K radares. Las pseudo literales
en ambos costados del vértice q necesitan 7 radares cada una para poder ser vigiladas por
completo, un radar debe ser colocado en ¢, para poder agruparlo con Ry, v R de
otra manera K no es suficiente. Los 71m+ 7n radares restantes son necesitados para cubrir
31m + 3n puntos distinguidos. Cada patrén de clausula estd formado por 3 patrones de
literales y 2 pseudo literales, cada 1 de estas 5 estructuras necesitan 7 radares para poder
ser vigiladas, y el patréon de una cldusula serd vigilado por Ry, y Ry, —so6lo si Raug,,,
Y Rauz,,, se pueden agrupar con al menos un R,, . Lo cual implica que se satisface la
cldusula. Los 36m + 7n radares restantes serdn ocupados por los patrones de variables.
Cada patron de una variable consta de 2r 4+ 1 pseudo literales auxiliares, de los cuales
un patrén de variable serd cubierto por 6 radares junto con Ry 6 Rp, r pseudo literales
auxiliares seran cubiertas cada una por 6 radares junto con Ry 6 Rp, los r pesudo literales
auxiliares restantes serdn cubiertos sdlo si todas las literales que utilizan esa variable se
asignan consistentemente, como se observo antes. Note que una pseudo literal auxiliar
necesita 6 radares para ser vigilada y un séptimo ajeno a la pseudo literal auxiliar, que
en este caso el séptimo radar serd colocado en V' o F' para cubrir  + 1 pseudo literales
auxiliares y para las r restantes el séptimo radar serdn los R, y R; de los patrones de
cldusulas si estos son asignados consistentemente. Pero entonces la colocacién de radares
determina una asignacién de verdad consistente que satisface la instancia dada de 3-SAT.
|

Qauzy,?

Dado lo anterior, entonces podemos decir que el problema de vigilancia de galerias de
arte con radares (en vértices para poligonos simples) es al menos tan dificil que el 3-SAT,
y es por esto que se da el siguiente corolario:

Corolario 3 El problema de encontrar el minimo niumero de radares en vértices para
vigilar un poligono simple sin hoyos, es N'P-duro.



Capitulo 6

Vigilancia de Poligonos
Ortogonales con Radares

6.1. Introduccion

Pediremos por ultima ocasiéon en el presente trabajo que echemos a andar nuestra
imaginacion y pensar en la siguiente situaciéon: Estamos en una galeria de arte ortogonal
y observamos que no hay guardias, sin embargo, el sistema de vigilancia estd dado por
camaras de vigilancia que giran 360° en su mismo eje, y su campo de visibilidad es de 180°
grados (7 radianes). Haciendo cdlculos rapidos, podemos hacer dos observaciones: que las
cdmaras que vigilan no son suficientes y hay camaras que se encuentran vigilando zonas
ya vigiladas por otras camaras. Entonces nos preguntamos si existe algin algoritmo que
nos ubique y minimice el nimero de camaras.

En el 2011 E. Kranakis, F. MacQuarie, O. Morales y J. Urrutia nos ofrecieron un
resultado [1], para vigilar un plano con reflectores giratorios (que por convencién hemos
llamado radares). Y gracias a J. O’Rourke, aparte de presentarnos una prueba diferente
para el teorema [4], nos ofrecié un algoritmo para particionar un poligono ortogonal en
subpoligonos con forma de L [I0]. Estas dos investigaciones nos brindan herramientas
suficientes para trabajar en un algoritmo, vigilar con radares-m a un poligono ortogonal.

6.2. Vigilancia de poligonos ortogonales con radares

6.2.1. Poligono ortogonal en forma de L

Antes de ver cémo se puede vigilar cualquier poligono ortogonal, primero veremos c6mo
podemos vigilar un poligono ortogonal con forma de L (poligono-L por brevedad).

75
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a

Figura 6.1: Poligono ortogonal con forma de L, con aristas a,b,c,d,e, f.

Como podemos observar en la figura [6.1] la arista a tiene un segmento de linea (a;)
para el cual le es visible todo el poligono, lo mismo sucede con la arista b y el segmento
b1. Podemos observar que estos segmentos se encuentran unidos por el vértice que une a
las aristas a y b, a este vértice le llamaremos vértice distinguido.

Entonces, por el teorema [7], si colocamos 3 radares-m colineales sobre a; o by, podemos
mantener vigilado el poligono en todo momento.

6.2.2. Poligono ortogonal

Sea P un poligono ortogonal, entonces podemos dar el siguiente algoritmo:
1. Particionamos a P con el algoritmo de particién de poligonos ortogonales en poligo-
nos-L.

2. Buscamos en cada poligono-L obtenido del paso anterior un segmento de arista desde
la cual sea visible todo ese poligono.

3. Colocamos 3 radares en el segmento encontrado del paso anterior.

En realidad es bastante sencillo este algoritmo. Ahora veremos su complejidad.
Particionar el poligono O(n In n)

Este paso, como vimos en el capitulo 1, puede ser ejecutado en tiempo O(n In n).
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Buscar el segmento O(n)

Este paso no es complicado, ya que el poligono en forma de L tiene un vértice céncavo, y
lo tinico que tenemos que hacer es extender las aristas incidentes en este, después inicializar
un contador en cero y recorrer el poligono incrementando el contador hasta que sea igual
a 3. El segmento buscado se encuentra entre el vértice 3 y 4 (figura).

9 1
O 1
|
i
4 3 9

Figura 6.2: Segmento capaz de visualizar todo el poligono en forma de L.

Entonces lo tinico que tenemos que hacer es encontrar el vértice concavo, lo podemos
hacer recorriendo el poligono en tiempo O(6) (porque tiene 6 vértices) y después buscar
el segmento entre el vértice 3 y 4 se puede hacer en O(3). Esto se hace por cada poligono
en forma de L, como hay 5 + 1 poligonos, donde r es el ntimero de vértices céncavos, y a
lo més hay n/2 vértices céncavos, entonces este paso lo podemos ejecutar en tiempo O(n).

Colocar los radares O(n)

En este paso lo tinico que se tiene que hacer es colocar los radares en la posicién
correcta para vigilar al poligono. Esta claro que este paso lo tenemos que hacer por cada
poligono en forma de L y se puede ejecutar en O(n). Observemos que este algoritmo puede
colocar vértices al interior del poligon.

Este algoritmo se puede ejecutar en O(n In n) + O(n) + O(n), y coloca 3(|5] + 1)
radares.

Tenemos que n = 2r + 4, entonces:

Los puntos al interior del poligono llevan por nombre vértices Steiner
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Substituyendo a r nos queda que el nimero de radares colocados para vigilar a un
poligono ortogonal con radares-m sobre las aristas es:

o[
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