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Resumen

En la tesis se proponen herramientas de andlisis y disefio en el dominio de la frecuen-
cia de sistemas controlados por modos deslizantes, cuyo comportamiento se encuen-
tra en el denominado modo deslizante real. El modo deslizante real se caracterizd
en funcién de margenes de tolerancia que se entienden como pardmetros de un ciclo
limite (amplitud méxima A, y frecuencia minima ®.) presente en la variable desli-
zante, el cual es resultado del comportamiento no ideal (real) de los controladores
por modos deslizantes cuando se implementan en procesos reales.

Por primera vez se propone la definicién de margenes de desempefio en sistemas con-
trolados por modos deslizantes. Los margenes de desempefio se definen en términos
de un margen de fase y un margen de ganancia que determinan la ganancia o el defa-
samiento necesarios para rebasar los margenes de tolerancia A <A,y @ > @, . Por
lo cual, los margenes de desempeifio pueden ser usados como medida del desempefio
del sistema controlado por modos deslizantes. Ademds, se presentan 2 métodos para
calcular los mérgenes de desempefio. Un método basado en diagramas de Nyquist y
otro utilizando las trazas de Bode. Aprovechando la facilidad de interpretar los mar-
genes de desempeio via trazas de Bode, se propuso el disefio de compensadores de
adelanto y atraso de fase con el objetivo de modificar los médrgenes de desempefio.
Otra idea mads, que surge de la nocién de margenes de tolerancia es el concepto de
grado relativo préctico, en el dominio de la frecuencia. El grado relativo prictico se
propone como herramienta titil cuando el grado relativo de la planta es desconocido
0 no se cuenta con el modelo matemadtico del sistema (control caja negra). El objetivo
de identificar el grado relativo practico es conocer el orden del controlador por modos
deslizantes que debe implementarse porque cumple con los margenes de tolerancia.
Dos métodos para identificar el grado relativo practico del sistema son ilustrados,
uno que considera solo margenes de tolerancia y otro que considera margenes de
desempefio ademds de margenes de tolerancia.

Se emplean ejemplos y simulaciones para estudiar y entender la utilidad de cada

uno/a de los métodos y definiciones propuestos.
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Capitulo 1

Introduccion

Las ventajas principales de los controladores por modos deslizantes (MD) son la insensibilidad ante
perturbaciones acotadas y acopladas a la sefial de control y convergencia en tiempo finito de la variable
deslizante [16], [39], [36]. Para poder lograr las caracteristicas mencionadas es necesario conocer el
grado relativo del modelo matematico de la planta. Cuando el grado relativo se desconoce o es alto, el
disefio de controladores de modos deslizantes se vuelve complicado porque si es alto se requieren varias
derivadas de la variable deslizante y si se desconoce no se sabe el orden del controlador que se debe

implementar.

Las caracteristicas ideales de los controladores MD se deterioran cuando estos algoritmos se im-
plementan en sistemas de control reales, pues el controlador se disefia usando el modelo matematico y
al trabajar directamente con la planta no se considera la discrepancia entre el modelo matemético y el
sistema real. Como consecuencia aparece el efecto de chattering [17], [19], [7], [31], [25] y la variable
deslizante no converge a cero sino a una vecindad o banda alrededor del cero, lo cual se define como

modo deslizante real [39].

Particularmente, el anélisis en frecuencia de sistemas controlados por MD ha mostrado que los efec-

tos de las dindmicas no modeladas son:

= ]a presencia de un ciclo limite con amplitud y frecuencia finita en la variable deslizante, el cual se

ha entendido como el fenémeno de chattering.
= el rechazo no ideal de perturbaciones

= incremento en el grado relativo

Y para el caso de la presencia de ciclos limite existen herramientas en el dominio de la frecuencia que

permiten identificar los pardmetros, amplitud y frecuencia, del ciclo limite.
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1.1. Motivacion

Como la presencia de chattering y dindmicas no modeladas en sistemas controlados por MD es
ineludible, es necesario analizar y disefiar a los sistemas controlados por MD desde un punto de vista
real y no ideal. Esto se puede hacer tomando en cuenta la nocién de modo deslizante real y el andlisis en

el dominio de la frecuencia.

Ademds, cuando cualquier controlador es implementado en un proceso de control real, las variables
de control siempre trabajan bajo ciertos limites de tolerancia, los cuales en su mayoria son conocidos.
Para el caso de modos deslizantes, la definicién de modo deslizante real es ttil para caracterizar el
desempeiio real del sistema con base en margenes de tolerancia en la variable deslizante, los cuales se

encuentren dentro o definan una banda alrededor del cero.

1.2. Estado del Arte

Los trabajos de andlisis de modos deslizantes en el dominio de la frecuencia [37], [8], [2], [9], [10],
[11] y [5], mostraron que la presencia de dindmicas no modeladas deteriora el comportamiento ideal de
los algoritmos de modos deslizantes de primer y segundo orden. Como resultado, la variable deslizante
no converge a cero sino converge a un ciclo limite con frecuencia y amplitud finita, el cual se puede
considerar como la banda o vecindad presente en el modo deslizante real. Entonces, desde el punto
de vista de andlisis en frecuencia, los margenes de tolerancia pueden ser definidos en términos de los

pardmetros de un ciclo limite, frecuencia y amplitud, presente en la variable deslizante.

Las herramientas en el dominio de la frecuencia que se usan para predecir la existencia de ciclos
limite como Funcién Descriptiva (FD) [24], [1], [20] y el lugar geométrico de un sistema relevado per-
turbado (LPRS, por sus siglas en inglés The Locus of a Perturbed Relay System) [3] resultan utiles para

analizar el sistema basidndose en los margenes de tolerancia.

En [4] se mostré que la presencia de las dindmicas no modeladas produce un rechazo no ideal de
perturbaciones acopladas en sistemas controlados por MD. El incremento del grado relativo del sistema
debido a éstas dindmicas adicionales se traté en [18] y en [12] se propuso que la naturaleza de las
dindmicas no modeladas es fractal, dando como resultado que el grado relativo de cualquier planta tienda
a infinito. Sin embargo, se ha mostrado que el controlador MD sigue siendo robusto ante cambios en el

grado relativo [4], [30], [32] porque la robustez no se se pierde sino solo se deteriora.

La presencia de ciclos limite como efecto de las dindmicas no modeladas se ha atacado en varios
trabajos. En [4] se disefiaron compensadores lineales en serie con la planta con el objetivo de atenuar

las oscilaciones presentes en la salida del sistema. Una aplicacién a trenes de alta velocidad se presenta

2
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en [35], donde se propone controlar el sistema con un algoritmo MD y para atenuar las oscilaciones
presentes en la variable de control se usan compensadores en serie. Otra aplicacién de compensadores
lineales en baterias se presentd en [34]. También el uso de funciones saturacién en lugar de funciones
signo [13], [38] con el objetivo de tener un controlador continuo es otra herramienta que se utiliza para

atenuar oscilaciones.

Para el caso cuando no se conoce el grado relativo del sistema, el concepto de grado relativo préctico
se propuso en [22], [32] con el propésito de poder conocer el orden del controlador MD que se debe
implementar cuando se quiere hacer control para un sistema que es una caja negra. Esta definicién podria
decirse que se desarroll6 en el dominio tiempo porque consiste en aplicar una entrada escalén al sistema
(caja negra) y derivar su salida tantas veces hasta encontrar un comportamiento no lineal. El grado de la
derivada que refleja la no-linealidad es el orden del controlador que debe usarse. Cuando sea necesario

derivar varias veces este método puede traer problemas debido a la existencia de ruido.

1.3. Contribucion

Partiendo de la nocién de mérgenes de tolerancia, la presente tesis consta de dos partes, ambas de
andlisis y disefio de controladores MD; En la primer parte se trabaja con el modelo matematico de
la planta; y en la segunda se trabaja directamente con la planta, es decir, no se cuenta con modelo

matematico.

Dentro de la primera parte se presenta el concepto de margenes de desempefio en sistemas controla-
dores por modos deslizantes, como una medida del desempeifio del controlador en términos de un margen
de fase y un margen de ganancia. Los margenes se entienden como la fase y la ganancia maximos que
puede tolerar el sistema hasta exceder el margen de tolerancia, el cual estd definido en términos de un
ciclo limite con amplitud y frecuencia aceptables. Ademads, debido a que se considera el conocimien-
to del modelo matematico, se proponen dos método de identificacién de los mérgenes de desempeio,
uno basado en diagramas de Nyquist y otro basado en diagramas de Bode. Contando con el concepto
y métodos de identificacién de margenes de desempefio, se propuso el disefio de compensadores linea-
les en serie con la planta con el objetivo de mejorar los margenes de desempeiio del sistema o tener
los mérgenes de desempeino deseados. También, valiéndose del conocimiento del modelo matemadtico se
presentan métodos de disefio de compensadores cuyo fin es atacar el problema de rechazo no ideal de

perturbaciones.

En la segunda parte se propone la definicién de grado relativo practico usando métodos en el do-
minio de la frecuencia, la cual puede ser util para identificar el orden del controlador MD que se debe

implementar en la planta, pues en este caso no se conoce el modelo matemdtico y como consecuencia no
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se conoce el grado relativo. El concepto de grado relativo practico se presenta en dos ocasiones, una to-
mando en cuenta los margenes de tolerancia y otra tomando en cuenta los margenes de desempeifio y los
madrgenes de tolerancia. Ademads, se presentan los método de identificacién para ambos casos. Particular-
mente, en el método de identificacién asociado a la definicién que considera los margenes de desempefio,
se presenta un método de identificacion del margen de fase y margen de ganancia de desempefio para el

caso en que se cuenta sélo con la planta.

En resumen, la contribucién principal del trabajo se puede dividir en tres conceptos que se definieron

y analizaron por primera vez:

El concepto de margenes de tolerancia en sistemas controlados por modos deslizantes.

El concepto de margenes de desempefio para sistemas controlados por modos deslizantes.

La interpretacién del grado relativo préctico en el dominio de la frecuencia, considerando mérgenes

de tolerancia y margenes de desempeiio.

1.4. Planteamiento del problema

Considérese una planta lineal, invariante en el tiempo, de una entrada y una salida (SISO). El dia-
grama de bloques mostrado en la Fig. 1.1 representa el sistema de control en lazo cerrado para el caso
en que se conoce el modelo matematico de la planta y cuando se trabaja directamente con la planta. La

sefal de control u es un controlador por modos deslizantes y la salida del sistema es y.

a)
-y | Controladorpor | U Modelo y
Modos Deslizantes Matematico
R
b)
-y | Controladorpor | U y
Modos Deslizantes Planta

i

Figura 1.1: Diagrama de control: a) con modelo conocido y b) sin modelo



1.4. Planteamiento del problema

Los elementos de los sistemas de control de la Fig. 1.1 cumplen con las siguientes suposiciones:

= Al. Lasalida y exhibe un modo deslizante real, que se entiende como un ciclo limite con frecuen-

cia y amplitud finita.
» A2. Larespuesta en frecuencia del sistema W (j®) puede obtenerse.

= A3. La planta lineal tiene propiedades de filtro pasa-bajas, es decir, [W(jo)| << |W(jnw)| para
n=273,...

» A4. La magnitud y la fase de W (jo) son funciones mondtonamente decrecientes, i.e [W(j;)| >

W(jw,)|yargW(jw,) > argW (jm;) para ®; < @;.

= AS. El controlador por modos deslizantes se puede representar mediante una Funcién Descriptiva

N(A), que solo depende de la amplitud.

La suposicion Al, es la parte esencial del trabajo porque en términos de los pardmetros de un ciclo
limite es como se definen los margenes de tolerancia. La suposicion A2, se considero porque en ocasiones
se puede identificar el modelo de la planta mediante su respuesta en frecuencia W (jw), asi que si se
cuenta con W(jw) podemos considerar que nos encontramos en el caso en que se conoce el modelo
de planta. La suposicién A3 de filtro pasa-bajas es necesaria porque la herramienta en el dominio de
la frecuencia que se utiliza es Funcién Descriptiva. La forma particular de W(j®) que se pide en la
suposicién A4 la tienen gran cantidad de sistemas, ademds de que los métodos de identificacién de
margenes de desempefio que se proponen requieren de esta suposicién. La suposicién AS la cumplen

varios controladores por MD y facilita el andlisis en frecuencia del sistema.

Es importante resaltar que la diferencia entre los dos sistemas de control de la Fig. 1.1 es que en el ca-
S0 a) se trabaja con el modelo matematico de la planta, mientras que en el caso b) se trabaja directamente

con la planta real.

El objetivo de control es estabilizacién de la salida y. Tedricamente la salida y puede ser llevada
a cero en tiempo finito por medio de un controlador por modos deslizantes [39]. Ademas, la salida se
mantendré en cero sin importar la presencia de incertidumbres y perturbaciones acotadas y acopladas a

la sefial de control.

Cuando se conoce el modelo matematico y se puede calcular el grado relativo r, si el grado relativo
con respecto a la salida y es r = 1 un modo deslizante convencional (MD) satisface la tarea de control
mientras que para un caso de r = 2 un modo deslizante de segundo orden (2-MD) también cumple el

objetivo, [36], [27], [29]. Especificamente para este trabajo se utilizaré el controlador MD

u=—o-sign(y) (1.1)

5
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con o > 0 lo suficientemente grande y el controlador 2-MD
u = —cysign(y) — cpsign(y), ¢y >c; >0 (1.2)

con c¢] > c. Ambos controladores cumplen con la suposicién AS [37], [8]. En este trabajo el sistema de
control de la Fig. 1.1 se estudia desde un punto de vista real. Entonces, los margenes de tolerancia se
entienden en términos de un ciclo limite con amplitud y frecuencia aceptables de acuerdo a la siguiente

definicién:

Definicion 1.1. La frecuencia @, y la amplitud A, son los valores limite del ciclo limite aceptable para
la salida y, tal que las oscilaciones auto-sostenidas de la salida y dentro de un margen de tolerancia con
amplitudes A < A, y frecuencias @ > @, corresponden al desempeiio aceptable del sistema de control

en el modo deslizante real.

Una vez definidos los margenes de tolerancia, es atractivo poder proponer margenes de desempefio
que nos indiquen cuanto puede modificarse el sistema, Fig. 1.1, antes de sobrepasar de los margenes de
tolerancia, los cuales definen el comportamiento aceptable. También es interesante poder saber el orden
del controlador que podria ser implementado en el sistema Fig. 1.1 cuando el grado relativo no se conoce,
suponiendo que la eleccién del orden del controlador se basa en seleccionar el controlador que me da un

comportamiento que cumple los margenes de tolerancia.

Tomando como base los margenes de tolerancia de la Definicién 1.1, en este trabajo se trata con
problemas abiertos en el control por modos deslizantes como: caracterizar el desempefio real de sistemas
controlados por modos deslizantes mediante margenes de desempefio en términos de margenes de fase y
ganancia que den un medida de la ganancia y el defasamiento mdximos que preservan un comportamiento
aceptable; y proponer una definicién de grado relativo practico la cual sea til cuando se desee hacer
control por modos deslizantes de una caja negra (black-box control), donde el grado relativo de la planta

se desconoce.

Considerando los dos sistemas de control de la Fig. 1.1. La presente tesis se divide en dos partes.
La parte 1 contempla anélisis y disefio de controladores por modos deslizantes cuando se cuenta con el
modelo matematico de la planta mientras que la parte 2 trata andlisis y disefio del sistema cuando se

trabaja directamente con la planta.

1.5. Objetivo

= Definir margenes de tolerancia en términos de un ciclo limite aceptable con amplitud A < A,y

frecuencia ® > ..



1.6. Metodologia

1.6.

Definir margenes de desempefio para sistemas controlados por modos deslizantes en términos de la

ganancia mixima y el defasamiento mdximo que preservan los mérgenes de tolerancia del sistema.
Disefiar compensadores lineales que mejoren los margenes de desempeiio propuestos.

Proponer el concepto de grado relativo practico en el dominio de la frecuencia, con la finalidad de

identificar el controlador que se debe implementar cuando se trabaja directamente con la planta.

Metodologia

Para lograr los objetivos planteados, se llevé a cabo la siguiente metodologia:

1.7.

El modo deslizante real se entendié como un ciclo limite presente en la variable deslizante.
Los mérgenes de tolerancia se definieron en funcidn de los pardmetros de un ciclo limite.

La técnica de Funcién Descriptiva se empleo para predecir la existencia de ciclos limite en el

sistema.
Se definieron los médrgenes de desempefio considerando el margen de tolerancia.
Se propusieron métodos de identificacion de los margenes de desempefio.

Con la definicién y métodos de identificacion de margenes de desempefio se presentaron métodos

de disefio de compensadores.

Usando las definiciones y herramientas de anélisis propuestas, limites de tolerancia y médrgenes de

desempeiio, se propuso la nocién de grado relativo practico en el dominio de la frecuencia.

Estructura de la tesis

La tesis esta dividida en dos partes: la primera presenta herramientas de andlisis y disefio de sistemas

controlados por modos deslizantes cuando se conoce el modelo de la planta y abarca los Capitulos 2,3 y

4; la segunda parte se compone del Capitulo 5 y contiene el andlisis del sistema cuando se trabaja direc-

tamente con la planta y tienen que identificarse el grado relativo prictico y los médrgenes de desempefio

via experimentos o simulaciones.

El contenido de cada uno de los capitulos es el siguiente: en el Capitulo 2 se presentan las definicio-

nes y métodos de identificacion de los margenes de desempefio; el Capitulo 3 contiene los métodos de

7
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disefio de compensadores, los cuales mejoran los margenes de desempefio del sistema, ademds de algu-
nos ejemplos de disefio; en el Capitulo 4 se ilustran métodos de compensacion, en serie y paralelo con
la planta, que mejoran el rechazo no ideal de perturbaciones que presentan los sistemas controlados por
MD cuando existen dindmicas no modeladas. Simulaciones y experimentos que verifican la efectividad
de la propuesta son presentados; en el Capitulo 5 se propone la definicién de grado relativo préctico,
en el dominio de la frecuencia, y se presentan dos métodos para identificarlo; por dltimo, el Capitulo 6

comprende las conclusiones del trabajo.



Parte I

Analisis y Diseno de Modos Deslizantes
con Modelo Conocido






Capitulo 2

Margenes de Desempeino

2.1. Concepto y Notacion de Margenes de Desempeiio

Cuando un sistema como el de la Fig. 1.1 es implementado, los mérgenes de tolerancia pueden ser
conocidos. En esta seccion, la salida y (variable deslizante) tiene que cumplir con ciertos margenes de
tolerancia en términos de un ciclo limite presente en y. De la Definicién 1.1, A, y @, son los limites de
amplitud y frecuencia aceptables, respectivamente. Entonces, es importante poder conocer o medir que
cambios en el lazo de control, Fig. 1.1, provocan que la salida y sobrepase o mantenga los méirgenes de
tolerancia. Recuérdese que en esta parte de la tesis se trabaja con el modelo matemaético, entonces, si se
disefa el controlador con base en el modelo y este controlador se implementa en la planta real, induda-
blemente habrd dindmicas no modeladas (retardos, dindmicas de actuadores y sensores, etc) que afectan
el desempeifio del sistema. Las definiciones de margenes de desempeiio, que se presentan a continuacion,
se proponen con el fin de otorgar un herramienta de medicién del desempefio de un sistema controlado

por MD en términos de una ganancia y un defasamiento.

Definicién 2.1 (Margen de Fase de Desempefio). El Margen de Fase de Desemperio (MFD) en el sistema
(1.1) es el mdximo defasamiento adicional a W (j®) que el sistema en lazo cerrado puede tolerar, tal

que la salida y atin presente un ciclo limite con A <A;, A. >0y ® > 0., 0 < @, < oo

Definicion 2.2 (Margen de Ganancia de Desempefo). El Margen de Ganancia de Desemperio (MGD) en
el sistema (1.1) es la mdxima ganancia adicional a W (jo) que el sistema en lazo cerrado puede tolerar;

tal que la salida y aiin presente un ciclo limite con A <A, Ac >0y ® > 0., 0 < 0, < oo.
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2. Mirgenes de Desempefio

2.2. Identificacion de Margenes de Desempeiio

Debido a que los limites de tolerancia se definieron en términos de un ciclo limite, la prediccién
de los parametros del ciclo limite se realiza con ayuda de la técnica de Funcién Descriptiva (FD) junto
con la ecuacién de balance arménico, como se muestra en la siguiente ecuacién (para su desarrollo ver
Apéndice A) X

W(jo)= NGO 2.1)
la cual puede representarse como un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas (A y @), cuando se

divide en parte real e imaginaria como

Re{W(jo)} = Re{_N(Al,w)} ;

Im{W(jo)} = Im{_N(Al,w)}'

donde N(A, ®) es la FD del controlador. Recuérdese que en esta tesis se trabaja con controladores cuya

FD es independiente de la frecuencia @ (suposicién A5), es decir N(A)

Entonces, resolviendo la ecuacién (2.1) se puede encontrar la amplitud A y la frecuencia @ del ciclo

limite.

Es importante mencionar que aunque la FD sea una técnica que entrega resultados aproximados, para
el tipo de sistemas estudiados en esta tesis, los cuales cumplen la propiedad de filtro pasa-bajas (suposi-

cién A3), los valores obtenidos son confiables porque la planta atenda los efectos de las armonicas.

2.2.1. Identificacion del margen de fase

Con el propdsito de identificar el margen de fase de desempefio, se agrega un defasamiento puro en
serie con la planta. En el dominio de la frecuencia un defasamiento se representa mediante e~/¢, donde
0 es el valor del defasamiento en radianes. Entonces, la ecuacién de balance armoénico que define los

pardmetros del ciclo limite presente en la salida del sistema cuando el defasamiento 6 aparece es:

W (jo) = ———. 2.2
e "W(jo) NA) 2.2)

De la solucién de (2.2) es necesario encontrar un dominio
6 € {Zpp:[0,0mal}, (2.3)
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2.3. Margenes de desempefio para modos deslizantes de primer orden

tal que la solucién de la ecuacién (2.2) sea A <A, and @ > @.V0 € Lpp. Por lo tanto el margen de fase

de desempefio sera 0 sx.-

2.2.2. Identificacion del margen de ganancia

Ahora consideramos una ganancia K > 1 en serie con W (s). La ecuacion de balance arménico (2.1)

junto con la ganancia K es

KW(jw)=———. 2.4
(Jo) NA) (2.4)

El dominio que se tiene que encontrar para este caso es
K € {ZpG : [0,Kmax]}, (2.5)

tal que la solucién de (2.4) es A <A,y o > o.VK € Xpg. Por lo tanto, la margen de ganancia de

desempefio serd Kpsx.-

2.3. Margenes de desempeiio para modos deslizantes de primer orden

Sea el sistema en lazo cerrado de la Fig. 1.1 controlado por

u = —asign(y). (2.6)

La FD de (2.6) es N(A) = 4a/mA [1], donde A es la amplitud del ciclo limite. El andlisis en el

dominio de la frecuencia se hace con la ecuacion
Re{W(jo)}+jim{W(jo)} = —— (2.7)

donde w es la frecuencia del ciclo limite de la salida y.

Entonces, resolviendo (2.7) se pueden predecir los pardmetros del ciclo limite presente en y cuando
la planta se controla por un MD. Generalmente, la solucién de la ecuacion de balance arménico se puede
representar en forma gréfica, ver Fig. 2.1, donde la amplitud A y la frecuencia @ se obtienen en la
interseccion de la curva de respuesta en frecuencia W (j®) y el inverso negativo de la funcién descriptiva
N(A).
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2. Mirgenes de Desempefio

Re

Figura 2.1: Interpretacion grdfica de la solucion de balance armonico: MD

2.3.1. Método para calcular MFD para MD

El método para identificar el MFD para un sistema controlado por MD utiliza las ecuaciones (2.2),
(2.7) y la interpretacion grafica de la Fig. 2.1. Combinando las ecuaciones (2.2) y (2.7), la ecuacién de

balance armodnico es

; A
0w (jw) = — 2 2.8
e PW(jo)=—7—, (2.8)
y se puede representar como el siguiente sistema de dos ecuaciones
A

Wiio) = — 2.9
wio) = & (292)
—0+argW(jo) = —nm (2.9b)

El método consta de los 2 pasos siguientes:

1. Considere que A = A.. Resuelva la ecuacion (2.9a), la solucién es @ = @4,. Si w4, > @, el MFD

se puede calcular usando la ecuacién (2.9b) como
MFD =m+argW(jowa,). (2.10)

Si ws, < . se debe continuar al paso 2

2. Considere que @ = w,. Resuelva la ecuacién (2.9a), la solucién es A = A,. Debido a la suposi-

ciones A4y A5, en este caso Ay, <A,y el MFD se puede calcular como
MFD =g +argW(jo,.) (2.11)

14



2.3. Margenes de desempefio para modos deslizantes de primer orden

La Fig. 2.2 muestra la interpretacién grafica del método.

K Im
A
1 — Ad
N(A) 1 =: 4\
L & 0 N
A S
(NN Paso 2
\
N
N,
“~ .:-.‘....
0p... "'.-.. =
Paso 1

Figura 2.2: Método para calcular MFD: MD

2.3.2. Método para calcular MGD para MD

La ecuacién de balance arménico (2.7) considerando una ganancia K es:

. TA

la cual se puede representar en parte real e imaginaria como

KRe(W(jo)) — —% (2.12a)

KIm(W(jw)) = 0 (2.12b)

Considerando los parametros aceptables del ciclo limite A, y @.. El valor de K > 1 en el dominio
(2.5) debe satisfacer las ecuaciones (2.12a) y (2.12b) conA =A.y 0 = ®..

Para los casos en que el sistema de la Fig. 1.1 satisface las suposiciones A1-AS5 y el grado relati-
vo de la planta es r = 1,2 se puede concluir lo siguiente: el diagrama de Nyquits de W(j®) cuando el
grado relativo es 1 y 2, estd localizado en el tercero y cuarto cuadrantes del plano complejo, respecti-
vamente. Entonces, para r = 1, Re{W(jw)} > 0, In{W(jw)} <0 Vo € (0,) y limRe{W (jo)} =
IimIm{W(jw)} = 0 cuando @ — oo. Para r =2, Re{W(jw)} <0, In{W(jo)} <0 Vo € (0,) y
limRe{W (jo)} =limIm{W (jw)} =0 cuando @ — oo. Por lo tanto, las ecuaciones (2.12a) y (2.12b) se
pueden satisfacer solo por A =0y @ — o para todo K > 1, lo que significa que K,;,;; — o en (2.5).
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2. Mirgenes de Desempefio

De los argumentos descritos en el parrafo anterior podemos concluir que un sistema que cumple con

A1-AS controlado por MD donde la planta es de grado relativo 1y 2, tiene MGD — oo.
Cuando el grado relativo de la planta es r > 2. El MGD se puede calcular como se muestra a conti-
nuacion:
1. De la ecuacion (2.12b) se calculan las frecuencias @, que corresponden al cruce de W (j) con el
eje real y a la frecuencia de oscilacién de la salida y.
2. Sustituir @, calculada con (2.12b), y A, en la ecuacién (2.12a).

3. Despejar K de (2.12a) y calcular su valor. Entonces el MGD es igual al valor de K

Nota 2.1. En el método inmediatamente mostrado se supone que la @ obtenida en el paso I es ® > ..
De lo contrario el MGD obtenido por el método no tendria sentido debido a que la Definicion 2.2 no se

satisface.

La Fig. 2.3 muestra la interpretacion grafica del método para calcular el MGD para un sistema con r > 2

controlado por MD.

Figura 2.3: Método para calcular MGD: MD
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2.3. Margenes de desempefio para modos deslizantes de primer orden

2.3.3. Ejemplo

Considérese la planta SISO siguiente

X1 =Xx2; Xp=—8x;1 —3x+u, (2.13)

y =X,
controlada por el modo deslizante de primer orden

u=—sign(y), o=1 (2.14)

Suponga que los limites de tolerancia son A. = 1 x 1073 y @, = 50[rad/sec|. Siguiendo el método
mostrado en la subseccién 2.3.1 se va calcular el MFD para la planta del ejemplo cuando esta controlada
por (2.14)

Del paso 1, considerando A, = 1 x 1073 se obtiene la frecuencia W4, = 35.73 [rad/segundo] a partir
de la ecuacion (2.9a). Como w4, < @, se pasa al paso 2. Con @, = 50 [rad/segundo] y la ecuacion (2.9a)
se calcula la amplitud A, = 5.1 x 10~%. Debido a la suposicién A4 y A5, la amplitud A, < A, como se

supuso en el método. Entonces el MFD se calcula como:

MFD = +argW(j50) = m—3.0812=0.0604rad]
= 3.46°

Entonces la planta (2.13) en lazo cerrado con el controlador de modos deslizantes (2.14) soporta un

defasamiento de [0,3.46°] sin perder el comportamiento aceptable.

Debido a que el sistema es de grado relativo 2, el MGD— oo. Tedricamente cualquier ganancia K > 1

mantendria el sistema en lazo cerrado con comportamiento aceptable.

Con el propdésito de entender el sentido fisico del MFD, el defasamiento que resulta del cdlculo del
MFD se puede representar mediante un retardo en el tiempo. El retardo en el tiempo equivalente se puede

calcular como:
180
OpMFD

MFD x X
T=——_"1%

donde wyrp es la frecuencia correspondiente al punto donde se mide el MFD, por ejemplo para el paso

1 @prp = @4, y para el paso 2 Oyrp = O

Entonces, el retardo en el tiempo que soporta la planta (2.13) en lazo cerrado con el controlador
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2. Mirgenes de Desempefio

(2.14) se puede calcular mediante

T:3.46><W’f0

s = 0.0012[seg.],

y el rango que soporta es [0,0.0012] segundos.

La Fig. 2.4 muestra la interpretacién grafica del MFD, donde es importante resaltar los comentarios
siguientes: los segmentos de circunferencia definidos como radio, A, (linea+o) y radio, @, (linea+x),
representan los limites de tolerancia; como se aprecia, W(j®) sin retardo (linea+x) estd dentro de los
limites de tolerancia; cuando se agrega el retardo equivalente al MFD a la repuesta en frecuencia, es
decir e *012W (), 1a salida del sistema se encuentra en la frontera entre comportamiento aceptable y
no aceptable (linea+o); para el caso en que el retardo estd fuera del MFD, e~ %!8W (j@) (linea+x), se
puede observar que la amplitud estd dentro de los limites de tolerancia pero la frecuencia no, por lo tanto

no se cumple con la definicién de MFD y el sistema no tiene comportamiento aceptable.

0 / —
-2+ / -
b - i
/ CNart
T W(jw) i
—*~radio, Ac=0.001

* radio, ©_=50 i

Imaginary Axis

+——_—0.0012 .
e g e 00 SW(J (D) i
ol % g 00018 )
2 = ® % = = 0
Real Axis x107*

Figura 2.4: Ejemplo MGD: MD

2.4. Margenes de desempeiio para modos deslizantes de segundo orden

Sea el sistema en lazo cerrado de la Fig. 1.1 controlado por

u = —cysign(y) — cpsign(y), ¢; >cp > 0. (2.15)

La FD de (2.15) es N(A) = (4/mA)(c1 + jc2) [8], donde A es la amplitud del ciclo limite. Los para-
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2.4. Margenes de desempeiio para modos deslizantes de segundo orden

metros del ciclo limite pueden estimarse por medio de la ecuacion de balance arménico

ATt ci— joo

Wiio)= —————+
(jo) 4 c%-i—c%

(2.16)

donde w es la frecuencia del ciclo limite de la salida y.

La representacion grafica de la solucién de la ecuacién (2.16) se muestra en la Fig. 2.5

Py
(]

Figura 2.5: Interpretacion grdfica de la solucion de balance armonico: 2-MD

2.4.1. Método para calcular MFD para 2-MD

El método para identificar el MFD para un sistema controlado por 2-MD es similar al presentado

para MD. De las ecuaciones (2.2) y (2.16), la ecuacién de balance arménico es

iy . ATt ¢y — jeo
e "QW(JCO):—— ’ 2.17)
4 A+
y se puede representar como el siguiente sistema de dos ecuaciones
. +c3
W(jw)| = N 22)2 (2.18a)
@
—0+argW(jo) = CZ) (2.18b)
1

El método consta de los 2 pasos siguientes:
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2. Mirgenes de Desempefio

1. Considere que A = A.. Resuelva la ecuacién (2.18a), 1a solucién es @ = wg4,.. Si w4, > ., el MFD

se puede calcular usando la ecuacién (2.18b) como

MFD = argW (jwa,) + arctan (Cz> . (2.19)
C1

Si w4, < . se debe continuar al paso 2

2. Considere que @ = .. Resuelva la ecuacion (2.9a), la solucién es A = A,. Como Ay, < A, el

MED se puede calcular como

MFD = arctan <02> +argW(jo,). (2.20)
1

La Fig. 2.6 muestra la interpretacion grafica del método.

Figura 2.6: Método para calcular MFD: 2MD

2.4.2. Método para calcular MGD para 2MD

Considerando la ganancia K en serie con la planta y que el sistema esta controlado por el algoritmo

Twisting 2.15, la ecuacién de balance arménico (2.16) es:

AT cy — jeo

RO k>,
4 c%—f—c%

KW(jo) =
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2.4. Margenes de desempeiio para modos deslizantes de segundo orden

la cual se puede representar como las siguientes dos ecuaciones

TA ¢

KRe(W(jw = —— 2.21a
wio) = - ol @212)

TA (&)
—KIm(W(jw = ———— 2.21b

Siguiendo el mismo andlisis usado en la sub-seccién 2.3.2 para plantas con grado relativo 1 y 2,
las ecuaciones (2.21a) y (2.21b) se pueden satisfacer solo por A =0y @ — o para todo K > 1, lo que
significa que Kj,,,x — oo en (2.5). Entonces se concluye que un sistema que cumple con A1-AS5 controlado

por Twisting donde la planta es de grado relativo 1 y 2, tiene MGD — oo.

Reescribiendo la ecuacién (2.4) considerando que el controlador es Twisting, se tienen las dos ecua-

ciones siguientes:

KW(jo) = (2.22a)

argW(jo) = —arctan (CZ) , (2.22b)

donde ¢y, ¢ y A = A, son conocidos.

Entonces, si el grado relativo de la planta es mayor a 2, el MGD se puede calcular como se muestra

a continuacion:

1. De la ecuacién (2.22b) se calcula la frecuencia w, la cual corresponde a la frecuencia de oscilacion

de la salida y y a la frecuencia de cruce de W (j®) con —4Z ey
1 2

2. Sustituir @, calculada con (2.22b), y A, en la ecuacién (2.22a).

3. Despejar K de (2.22a) y calcular su valor. Entonces el MGD es igual al valor de K

Para este método también se debe considerar la nota 2.1. La Fig. 2.7 muestra la interpretacién grafica del

método para calcular el MGD para un sistema con r > 2 controlado por 2MD.

2.4.3. Ejemplo
Considérese la planta SISO (2.13) controlada por el algoritmo Twisting
u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y). (2.23)
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2. Mirgenes de Desempefio

Figura 2.7: Método para calcular MGD: 2MD

Con los limites de tolerancia A. = 1 x 107® y @, = 50[rad/sec], se va calcular el MFD usando el

método de la subseccién 2.4.1.

Considerando A, = 1 x 1073 se obtiene la frecuencia w4, = 35.73 < @,. En el paso 2, sustituyendo
®. = 50 [rad/segundo] en la ecuacién (2.18a) se calcula la amplitud A, = 5.1 % 10~*. Debido a la
suposicién A4y AS, la amplitud A, < A.. Entonces el MFD se calcula como:

MFD = arctan <_0086> +argW(j50) = 40.3°

Entonces la planta (2.13) en lazo cerrado con el controlador Twisting (2.23) soporta un defasamiento

de [0,40.3°] sin perder el comportamiento aceptable.
De igual forma que para el ejemplo anterior, el MGD— o porque el grado relativo de la planta es 2.

Para entender el sentido fisico del MFD obtenido, se calcula el retardo en el tiempo que soporta la

planta (2.13) en lazo cerrado con el controlador (2.23) mediante

o _203x g

=0 = 0.0141[seg.],
asi que el rango de retardo que soporta (2.13) sin perder el desempefio aceptable es [0,0.0141] segundos.

La Fig. 2.8 muestra la interpretacién grafica del MFD, donde: los segmentos de circunferencia de-
finidos como radio, A, (linea+o) y radio, w, (linea+x), representan los limites de tolerancia; como se

aprecia, W(j) sin retardo (linea+x) estd dentro de los limites de tolerancia; cuando se agrega el retardo
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equivalente al MFD a la repuesta en frecuencia, es decir e *?'*!5W (j®), la salida del sistema se en-
cuentra en la frontera entre comportamiento aceptable y no aceptable (linea+¢); para el caso en que el
retardo esta fuera del MFD, e~ %% W (jw) (linea+x), se puede observar que la amplitud est4 dentro de
los limites de tolerancia pero la frecuencia no, por lo tanto no se cumple con la definicién de MFD y el

sistema no tiene comportamiento aceptable.

: — Nt
o radio, AC=0.001

. radio,mc=50
s Oe—0.014lsw(jw)

=g 0025y (icy)

Imaginary Axis
.

4
Real Axis X107

Figura 2.8: Ejemplo MGD: 2MD

2.5. Calculo de Margenes de desempeiio con Diagramas de Bode

En esta seccion se presenta la interpretacion de los margenes de desempefio mediante diagramas de
bode.

2.5.1. MFD para MD via diagrama de Bode

El método para obtener el MFD consiste de 2 pasos (ver Fig. 2.9):

1. Calcule el valor de ganancia correspondiente a A, mediante la parte derecha de la ecuacién (2.7)

como

A,
A, =20log <— Za > dB. (2.24)

2. Localice el punto (A., @4, ) en el diagrama de magnitud, @4, es la frecuencia asociada a la magni-
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tud de A.. Si @4, > @, el valor del MFD se calcula como:
MFD, =180— 104,

donde 84, es el valor de fase asociado a w4, sobre el diagrama de fase. Si w4, < . continue al

paso siguiente.

3. Localice @, en el diagrama de ganancia y ubique le punto (A, , ®.), donde Ay, es la amplitud

asociada a @.. Entonces, el MFD se calcula como:
MFD; =180—(0¢,|,

donde 6, es la fase asociada a @, sobre el diagrama de fase.

W)l 1

>

re— e,

Ave=|W(jw?)|
Ac=|W(j wn)]|

8\!

arg{W(jw} 1

A R

Onc
-180

Figura 2.9: Mérodo para calcular MFD via diagrama de Bode: MD

2.5.2. MGD para MD via diagrama de Bode

El MGD se calcula en el diagrama de magnitud en la frecuencia correspondiente al cruce de la curva

de fase con —180°. El método consiste en los pasos siguientes, ver Fig. 2.10:
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2.5. Célculo de Margenes de desempefio con Diagramas de Bode

1. Selocaliza en el diagrama de fase la frecuencia wgy, correspondiente a la interseccién de la curva

de fase con —180°
2. Encuentre la frecuencia wgy en el diagrama de ganancia. Entonces, el MGD se calcula como:
MGD = W (jou, )| =W (jocm)l,

donde |W(jwa,)| es la magnitud de la respuesta en frecuencia evaluada en la amplitud limite A,.

W)l
e ~.. WAc WGM R
. R ®
Ac=|W(jwad)| - S
MGD S
\¢
W(jeoa)| ~
:
arg{W(jo} 4 :
:
1
I ~
— . : o
~ .. 1
~. 1
N 1
- !
e !
S !
2180 forrrrrerrrrsssmmssseeesssss s ‘x:\__ ______

Figura 2.10: Método para calcular MGD via diagrama de Bode: MD

2.5.3. MFD para 2MD via diagrama de Bode

El método para calcular el MFD en diagramas de Bode para un sistema controlado por Twisting (1.2)
es similar al método para MD. La diferencia es que el inverso negativo la FD del Twisting (lado derecho
de 1a ecuacién (2.16)) no tiene una fase de —180°. La fase de —N ! (A) en (2.16) es:

—c1t+je\ ¢ 2
arg ﬁ — arctan ?
1T ¢ 1
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2. Mirgenes de Desempefio

Entonces, el método para calcular MFD es:

1. Calcule el valor de ganancia correspondiente a A, mediante la parte derecha de la ecuacién (2.7)
como
A,

A.dB =20log dB. (2.25)

2. Localice el punto (A., @4, ) en el diagrama de magnitud, wg4, es la frecuencia asociada a la magni-

tud de A.. Si @4, > @, el valor del MFD se calcula como:
6]
MFD; = 180 + arctan () —104.],
C1

donde 64, es el valor de fase asociado a w4, sobre el diagrama de fase. Si w4, < . continue al

paso siguiente.

3. Localice @, en el diagrama de ganancia y ubique el punto (A, ®.), donde Ay, es la amplitud

asociada a .. Entonces, el MFD se calcula como:
C2
MF D, = 180 + arctan <> — 0w,
1
donde 8, es la fase asociada a @, sobre el diagrama de fase.

La interpretacion grafica del método es similar a la mostrada en la Fig. 2.9, solo debe cambiarse la

referencia en el diagrama de fase de —180° por la referencia — (180 + arctan <Z—f) ).

2.5.4. MGD para 2MD via diagrama de Bode
El método consiste en los pasos siguientes:

1. Se localiza en el diagrama de fase la frecuencia gy correspondiente a la interseccion de la curva
de fase con — (180 + arctan (E—?))

2. Encuentre la frecuencia wgy en el diagrama de ganancia. Entonces, el MGD se calcula como:
MGD = [W(joa,)| =W (joeu)],
donde |W(jwa,)| es la magnitud de la respuesta en frecuencia evaluada en la amplitud limite A,.

Para este caso la interpretacion grafica del método es la misma que la mostrada en la Fig. 2.10.
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2.5. Célculo de Margenes de desempefio con Diagramas de Bode

2.5.5. Ejemplo

Considere el sistema (2.13) controlado por (2.14). Los limites de tolerancia son A, = 1 X 1073 y
o, = 50[rad/sec]. Entonces, MFD y MGD se pueden identificar mediante los métodos presentados en las

subsecciones 2.5.1 y 2.5.2.

La Fig. 2.11 es el diagrama de bode del sistema (2.13) en lazo abierto.

A =-67.9dB
()

& 207 c )
) =50 rad/sec
(]
i) — | - -
2 v A =-62.08 dB
(o2}
s o, =35.8 rad/sec
= 6208 A, -
PGM
-80 1 I L
0 T =
45 |
0 =-177°
(0]

Phase (deg)
8

wCC=50 rad/sec

-135f

-180-

1 1
107" 10° Frequency (rad/sec) 10" 10

Figura 2.11: Diagrama de Bode de la planta (2.13), MFD y MGD de la planta en lazo cerrado con MD

Con la parte derecha de la ecuacién (2.7) se obtiene A, = —62.08 [dB]. Del diagrama de Bode del
sistema en lazo abierto, Fig. 2.11 se localiza la ganancia w4, ~ 35.8 [rad/sec]. Como wy4, < @, se debe de
buscar la frecuencia @, = 50 en el diagrama de ganancia y se encuentra el punto (A4, ®.) = (—67.9,50).

Véase que Ay, < A.. Entonces el MFD se obtiene como
MFD| =180°—177° =3°

donde 6,4, = 177° se obtiene de diagrama de Bode, ver Fig. 2.11.

Como se puede ver en la Fig. 2.11, la gréfica de fase de la planta (2.13) no cruza —180°. Por lo tanto,
el MGD del sistema en alzo cerrado con MD es MGD — oo.

Para ejemplificar los métodos de calculo de MFD y MGD para un sistema con Twisting, mostrados

en las subsecciones 2.5.3 y 2.5.4, se usa la planta (2.13) controlada por el algoritmo Twisting (2.23).

Una vez mas los limites de tolerancia son A, = 1 x 1073 y @, = 50[rad/sec]. El MFD se calcula

siguiendo los pasos siguientes: primero se obtiene el punto (A., @4, ) usando la ecuacion (2.25) y el
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2. Margenes de Desempefio

diagrama de Bode de la planta en lazo abierto, ver Fig. 2.12. Como w4, < ®,, se localiza el punto

(Ap,,®.) = (—67.9,50) en el diagrama de ganancia. Entonces, el MFD se obtiene como
o 0'6 ° [¢] o
MFD = 180° 4 arctan 0s) 177° =39.87

donde 04, = 177° se obtiene del diagrama de Bode, ver Fig. 2.12.

S A_=-62.08 dB A,="67.9dB |
% (J)A =35.8 rad/sec 0‘)0250 rad/sec
2 o ¢ 4
g
= 6768F e
MGD =
-80 | | | | | i i :

0 T 1
s o, =-177° bt
(2] c 1
s 0 ®,=50 rad/sec : i
8 -135- ~ . 4
T .l :

ol MFD=39.87° | |
—é40 i
10° Frequencyo(rad/sec) 10%

Figura 2.12: Diagrama de Bode de la planta (2.13), MFD y MGD de la planta en lazo cerrado con 2MD

EL MGD — o para la planta (2.13) en lazo cerrado con el controlador Twisting porque el diagrama

de fase no cruza — (180 + arctan (%) ).

2.6. Recapitulacion

En este capitulo se presentaron los siguientes resultados:

= Las definiciones de margenes de desempefio, margen de fase de desempeio y margen de ganancia

de desempefio.

= Dos métodos de célculo de margenes de desempefio, uno usando diagramas de Nyquist y otro

usando diagramas de Bode

La aportacion de los resultados que se presentaron es una herramienta para poder medir el desempefio

de sistemas controlados por modos deslizantes, la cual esta basada en los mérgenes de tolerancia del
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2.6. Recapitulacion

sistema, cuyo valor es siempre conocido. De esta forma se puede conocer que ganancia o defasamiento

sobre la planta conserva o excede los limites de tolerancia del sistema.
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2. Mérgenes de Desempefio
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Capitulo 3

Diseno de Compensadores

El disefio de compensadores consiste en agregar a la planta un compensador en serie con el propdsito
de modificar la respuesta en frecuencia en lazo abierto. Al cambiar la respuesta en frecuencia del sistema
en lazo abierto, se puede modificar el desempeiio del sistema en lazo cerrado. Particularmente, los mar-
genes de desempeio se pueden incrementar e incluso modificar de tal manera que se tenga el MFD y el
MGD deseados.

En este capitulo, el tipo de compensadores que se disefian y aplican al sistema de la Fig. 1.1 son

compensadores de adelanto de fase y atraso de fase cuya representacion en funcién de transferencia es:

Ts+1
Wo(s) = 5, 3.1
(s) Brs+1 G-
donde B es el pardmetro de atenuacién. Si 0 < 8 < 1, W,(s) es un compensador de adelanto de fase y

cuando B > 1, W,(s) es un compensador de atraso de fase.

El disefio se basa en la metodologia cldsica para disefio de compensadores de adelanto de fase y atraso
de fase mostrada en la literatura de control lineal [15], [21]. Como aqui se busca modificar el MFD y
MGD, se usa la interpretacion de estos margenes en diagramas de Bode. Entonces, los pasos a seguir para
obtener el compensador (3.1) son similares a los presentados en [15] y [21], las diferencias se encuentran
en los pasos de diseio donde se usa el cruce de ganancia por 0 dB, porque en este capitulo dicho cruce
no se toma en cuenta debido a que el margen de ganancia utilizado se mide en otro cruce. También en
algunos casos (cuando se usa el algoritmo Twisting) el cruce de fase por —180° no se considera, porque

el cruce que se ocupa para medir el MFD es otro.

3.1. Meétodo de Diseiio: Adelanto de Fase

El compensador (3.1) considerando 0 < 8 < 1 se disefia con los pasos siguientes:
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3. Disefio de Compensadores

Paso 1. Los margenes de desempeiio de la planta sin compensador se calculan via diagramas de Bode.

Paso 2. El adelanto de fase maximo del compensador (3.1) se calcula como:
¢,,=MFD; —MFD,, +(5,12)°, 3.2)
donde MF D, es el MFD del sistema no compensado, MF D, es el MFD deseado y (5,12) es un intervalo

entre 5y 12 grados.

Paso 3. El pardmetro 3 del compensador se calcula como:

1-p

T8 (3.3)

sing,, =
Paso 4. En la grafica de magnitud del diagrama de Bode se localiza la magnitud

1

junto con su frecuencia asociada ®,,. El término ||M|| es la magnitud equivalente a A, 0 @,, es decir
Ac=|W(jwa,)| o |W(jo,)|, respectivamente, véase Fig. 2.9.

Paso 5. El polo y el cero del compensador (3.1) se calculan con las ecuaciones siguientes:

Polo : %:wm\/ﬁ, (3.5)
1
Cero : E, 3.6)

donde B y @,, son conocidas porque se calcularon en los pasos 2 y 4, respectivamente.
Paso 6. Se obtienen los MFD y MGD del sistema compensado, es decir, de W, (jo)W (jo).

En la secciones siguientes se muestran ejemplos del método presentado.

3.1.1. Ejemplos
Modos Deslizantes Convencionales

Sea la planta (2.13) de ejemplos anteriores controlada por el modo deslizante convencional u =
—sign(y) (2.14). Retomando como limites de tolerancia A, = 0.001 y @ = 50 [rad/seg.]. Se desea tener
los mérgenes de desempeiio deseados MF D, > 35 and MGD, > 10 dB.
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3.1. Método de Disefio: Adelanto de Fase

A continuacién se muestra el diseiio del compensador que satisface los requerimientos A, = 0.001,
o = 50 [rad/seg.], MF D, > 35° and MGD, > 10 dB.

Paso 1. El MFD y el MGD de la planta (2.13) en lazo abierto fueron calculados en la subsection
2.5.5. Los margenes son MFD= 3° y MGD— co.

Como los margenes de desempeio no satisfacen MF D, > 35°, se procede a continuar con el disefio.

Paso 2. Mediante la ecuacion (3.2) se calcula el defasamiento maximo

¢, =35°—3°47°=39°

Paso 3. El pardmetro 3 se obtiene con ayuda de la ecuacién (3.3) como:

 1—sin(39 &)

 1+sin(39 % £2)

=0.2275

Paso 4. Usando la ecuacion (3.4), localizamos en el diagrama de bode de la planta en lazo abierto la

magnitud

1
20log | ——=| + 20log(||W(jo,
¢(“oms) (W (oo )

6.4302 + 67.9=74.3302dB,

donde ||W(jm,.)|| = 67.9 es la magnitud asociada a la frecuencia limite @, . La frecuencia asociada a la

magnitud de —74.3302 dB es aproximadamente @,, = 72 [rad/seg]. Véase Fig. 3.1

Paso 5. El polo y el cero del compensador se calculan como:

Polo : %:72*\/0.227 =34.3418

c 1 34.3418
ero —_— =
Bt~ 02275

= 150.9530.

Paso 6. Se obtienen los margenes de desempefio de la planta con el compensador

1 54343418
~0.2275 s+ 150.9530°

W, 3.7)

en serie.

La Fig. 3.1 muestra el diagrama de Bode del sistema compensado. Como se puede ver los margenes

de desempefio satisfacen los requerimientos que se piden en el ejemplo.
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3. Disefio de Compensadores

P W(jm)
° R -
2 ; E
z : : ‘ i
=) : ! 3 >
& -100(— e R A, e T
= i i 1 e j
-150
0;
T e RS LAE . t
o . . i
[}
S :
o ~90fman-gE
7}
(] z y & i
[V . : : . H : .
-135/ REPEE =0 L S Gt e
g0l b i BE B e

I SO Y I H .
10 10 10" 10° 10° 10
Frecuencia (rad/sec)

Figura 3.1: Diagrama de Bode del sistema compensado con adelanto de fase: Ejemplo MD

Modos Deslizantes de Segundo Orden

Sea la planta (2.13) de ejemplos anteriores controlada por el algoritmo Twisting u = —0.8sign(y) —
0.6sign(y) (2.23). Con los limites de tolerancia A, = 0.001 y @ = 50 [rad/seg] se desea tener los margenes
de desempeiio deseados MF D, > 60° and MGD,. > 10 dB.

Paso 1. El MFD y el MGD de la planta (2.13) en lazo abierto fueron calculados en la subsection
2.5.5. Los margenes son MFD= 39.87° y MGD— co.

Como los margenes de desempefio no satisfacen MF D, > 35°, se procede a continuar con el disefio.

Paso 2. Mediante la ecuacion (3.2) se calcula el defasamiento maximo

¢, =60°—40°+7°=27°

Paso 3. El pardmetro 3 se obtiene con ayuda de la ecuacién (3.3) como:

1 —sin(27% %O)

= — =0.3755
1 +5in(27 * &5)

Paso 4. Usando la ecuacién (3.4), localizamos en el diagrama de Bode de la planta en lazo abierto la

magnitud

201og( ) +67.9 = 72.15394B,

1
v0.3755
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3.1. Método de Disefio: Adelanto de Fase
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Figura 3.2: Diagrama de Bode del sistema compensado con adelanto de fase: Ejemplo 2MD

la frecuencia asociada a la magnitud de —72.1539 dB es ®,, = 63.9 [rad/seg]. Véase Fig. 3.2

Paso 5. El polo y el cero del compensador se calculan como:

1
Polo : = 63.9 v 0.3755 = 39.1567

1 39.1567
Cero : — =

= = 104.2788.
Bt~ 02275

Paso 6. Se obtienen los margenes de desempefio de la planta en serie con el compensador

1 5439.1567
"~ 0.3755 s+ 104.2788

W, (3.8)

La Fig. 3.2 muestra el diagrama de Bode del sistema compensado. Como se puede ver los margenes

de desempefio satisfacen los requerimientos que se piden en el ejemplo.

Sistema con retardo

Considere la planta (2.13) con el controlador u = —sign(y) como caso 1 y como caso 2 con el
controlador u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y). Suponga que un retardo de 0.01 segundos se presenta en el

sistema, entonces la funcién de transferencia de la planta (2.13) con el retardo es:

e—0.00ls

Wi(s) = s2+3s+8
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3. Disefio de Compensadores

Para determinar el desempefio del sistema en lazo cerrado en presencia del retardo se identifican los
margenes de desempefio para ambos casos, ver la Fig. 3.3 donde muestra el MFD y el MGD para la
planta (2.13) con retardo cuando el controlador es un MD cldsico y cuando el controlador es el algoritmo

Twisting.

Y ) SR,

—68 e

Magnitud (dB)

T | Eras

Y I

~180 [+
-216.87

Fase (deg)

270 e

10

Frecuencia (rad/sec)

Figura 3.3: Mdrgenes de desemperio de la planta (2.13) con retardo de 0.01 segundos

Como puede observarse en la Fig. 3.3, cuando la planta con retardo es controlada por un MD con-
vencional se tienen margenes de desempeiio negativos (MFD= —25° y MGD= —50.4dB), es decir, el
comportamiento del sistema no estd dentro de los limites de tolerancia. En cambio cuando se tiene como
controlador al algoritmo Twisting el comportamiento del sistema si se encuentra dentro de los pardmetros
aceptables porque los margenes de desempefio son MFD= 11.87° y MGD= 5.6dB. Para el caso 2, note
que los margenes de desempefio en presencia del retardo son menores comparados con el caso en que no

hay retardo, vedse Fig. 2.12.

Un alternativa para mejorar el desempefio de la planta (2.13) en presencia del retardo de 0.01 segun-
dos, controlada por MD o 2MD, es disefiar un compensador que mejore los margenes de desempeiio.
Recuerde que los valores deseados son MFD, > 35° and MGD, > 10 dB. A continuacién se presenta el

disefio de un compensador de adelanto de fase para ambos casos.

Comenzamos con el disefio para el caso en el que el controlador es u = —sign(y). Se inicia en el paso
2 porque los margenes de desempefio estdn dados. Se usa la ecuacion (3.2) para obtener el defasamiento
maximo
¢, =35 +25°+12°="72°
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3.1. Método de Disefio: Adelanto de Fase

El valor de S lo calculamos con (3.3) como:

 1—sin(72+ {5)

] + sin(72 % %)

=0.0251

Con la ecuacion (3.4), se localiza la magnitud

1 .
16 + 68=84dB,

donde |W(jo.)|| = 68 es la magnitud asociada a la frecuencia limite @, . La frecuencia asociada a la
magnitud de —84 dB es aproximadamente ®,, = 126 [rad/seg].

El cero y el polo del compensador se calculan como:

1

= 126 %+ v0.0251 = 19.9622

1 19.9622
e = 795.3068.
Bt 0.0251
Se obtiene el siguiente compensador
1 s+19.9622
We, = 3.9
‘7 0.0251 s+ 795.3068 (3.9)

y los margenes de desempeno se muestran en la Fig. 3.4.

El compensador (3.9) cambié notoriamente el desempefio la planta con retardo. Al agregar el com-

pensador el sistema en lazo cerrado paso de un comportamiento no aceptable a un desempefio aceptable.

Para el caso en que el controlador es u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y), los margenes de desempeiio
obtenidos son MFD= 11.87° y MGD= 5.6dB. Ahora se va disefiar un compensador de adelanto que
cumpla con los margenes deseados MFD, > 60 and MGD, > 10 dB.

Con la ecuacioén (3.2) se calcula el desafamiento maximo
¢, =60°—11.87°+10° ~ 58°
El pardmetro f3 se obtiene con (3.3) como:

 1—sin(58+% {5)

1 +sin(58 % £2)

=0.0822
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3. Disefio de Compensadores
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Figura 3.4: MFD y MGD de la planta (2.13) con retardo de 0.01 segundos y compensador: MD

Con la ecuacién (3.4), se localiza la magnitud

1
20log | —=—= | + 20log(||W(jo,
e( ooms) (W (o))

10.8513 + 68 ~78.9dB,

donde ||W(jo.)|| = 68 es la magnitud asociada a la frecuencia limite @, . La frecuencia asociada a la
magnitud de —78.9 dB es aproximadamente ®,, = 94 [rad/seg].

El cero y el polo del compensador se calculan como:

% —  94%1/0.0822 = 26.9503
1 26.9503
- — 327.8625.
Bt 0.0822

El compensador que cumple con los requerimientos es:

1 54269503
~0.0822 5+327.8625’

W, (3.10)

En la Fig. 3.5 se presentan los margenes de desempefio del sistema compensado con (3.10). Como

puede observarse el compensador mejor6 los margenes de desempefio y ademds se alcanzaron el MFD y
el MGD deseados.
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3.2. Método de Disefio: Atraso de Fase
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Figura 3.5: MFD y MGD de la planta (2.13) con retardo de 0.01 segundos y compensador: 2MD

3.2. Meétodo de Disenio: Atraso de Fase

Como se comentd, el compensador (3.1) es de atraso de fase cuando 8 > 1. Tomando en cuenta lo

anterior, el disefio del compensador consta de los pasos siguientes:
Paso 1. Los mdrgenes de desempeiio de la planta sin compensador se calculan via diagramas de Bode.

Paso 2. Del Diagrama de Bode obtenido en el paso 1. Encuentre la frecuencia w, donde el 4ngulo de
la fase es:
¢, =—180°+MFD; + (5,12)°, (3.11)

donde MFD, es el MFD deseado y (5,12) es un intervalo entre 5 y 12 grados.

Paso 3. Seleccione la frecuencia de corte del cero (1/7) aproximadamente una década por debajo de
la frecuencia @, obtenida en el paso 2. La restriccién es no hacer la frecuencia 1/7 muy pequeia para

asf evitar constantes de tiempo grandes.

Paso 4. Encuentre la magnitud My, asociada a la frecuencia w,, en el diagrama de Bode del paso 1.

Con M, se determina el valor de 8 como:
[Mrp| — [Ma| =20+logf, (3.12)

donde Mpp es la magnitud equivalente a A. 0 @, es decir A, = |W (jwa,)| o |W(jo,.)

, respectivamente,

véase Fig. 2.9.
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3. Disefio de Compensadores

Paso 5. Con el valor de 8 y el cero calculado en el paso 3, se obtiene la frecuencia de corte del polo
1/Bz.

Paso 6. Se obtiene el compensador de atraso de fase
We(s) = z—, (3.13)

y se calculan el MFD y el MGD.

3.2.1. Ejemplos

Modos Deslizantes Convencionales

Sea la planta (2.13) de ejemplos anteriores controlada por el modo deslizante convencional u =
—sign(y) (2.14). Retomando como limites de tolerancia A, = 0.001 y @, = 50 [rad/seg.]. Se desea tener
los margenes de desempefio deseados MFD, > 35y MGD, > 10 dB.

Ahora se va disefiar un compensador de atraso de fase de que de como resultado los MFD y MGD

requeridos en el ejemplo.

Paso 1. El MFD y el MGD de la planta (2.13) en lazo abierto fueron calculados en la subsection
2.5.5. Los margenes son MFD= 3° y MGD— co.

Paso 2. Con la ecuacién (3.11)
¢, =—180°+35, +10° = —135°,

se encuentra la frecuencia @, = 4.73[rad /seg] asociada a —135°. Véase Fig. 3.6.

Paso 3. La frecuencia de corte de cero 1/7 se elige una década antes de @, = 4.73[rad], es decir,
1
. 0.5[rad /seg.]

Paso 4. Con la magnitud M; = —26.1dB (véase Fig. 3.6) y la ecuacién (3.12, se obtiene el valor de
beta como:

62.08-26.1 = 20xlogp,
B = 10% = 63.0957,

donde el valor de 62.08 se obtiene de A, = |W (jwa,)|.
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3.2. Método de Disefio: Atraso de Fase
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Figura 3.6: Diagrama de Bode de la planta (2.13)

Paso 5. El valor del polo se calcula,

1 1
—=0.5

——_ =0.008
Bt 63.0957

Paso 6. Se obtiene el compensador de atraso de fase,

1 s+0.5

WC == )
(%) = 63.0057 5 1-0.008

y se calculan los margenes de desempefio.

La Fig. 3.7 contiene el diagrama de Bode del sistema compensado mediante la red de atraso de
fase disefiada en el ejemplo. Como puede observarse, el sistema compensado NO cumple con los re-
querimientos de MFD, > 35 y MGD,. > 10 dB porque en la Fig. 3.7 los margenes de desempefio se
midieron en una rango de frecuencias entre 1 y 10 rad/seg, el cual contiene frecuencias menores que
. = 50[rad /seg|. Por lo tanto, se estaria cumpliendo con requerimientos de MFD, MGD y amplitud
deseada, pero con la frecuencia deseada no.

Los margenes de desempefio sefialados en el diagrama de Bode del sistema compensado, Fig. 3.7,
serian validos solo en el caso que w, fuera algin valor menor o que la frecuencia del ciclo limite de la

salida no importara.

En la siguiente subseccién se probard el método de disefio de compensadores de atraso de fase para

el caso en que el sistema esta controlador por el algoritmo Twisting.
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3. Disefio de Compensadores
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Figura 3.7: Diagrama de Bode del sistema compensado con atraso de fase: Ejemplo MD

Modos Deslizantes de Segundo Orden

Sea la planta (2.13) de ejemplos anteriores controlada por el algoritmo Twisting u = —0.8sign(y) —
0.6sign(y) (2.23). Con los limites de tolerancia A, = 0.001 y @ = 50 [rad/seg] se desea tener los margenes
de desempeiio deseados MFD,. > 60 and MGD, > 10 dB.

Paso 1. El MFD y el MGD de la planta (2.13) en lazo abierto fueron calculados en la subseccién
2.5.5. Los margenes son MFD= 39.87° y MGD— co.

Paso 2. Con la ecuacién (3.11)
¢, =—-216.87°4+60.+10° =~ —147°,

se encuentra la frecuencia @, = 6[rad /seg| asociada a —147°. Véase Fig. 3.6.

Paso 3. La frecuencia de corte de cero 1/7 se elige una década antes de @, = 6[rad|, es decir,

1
== 0.6[rad/seg.]

Paso 4. Con la magnitud M; = —30.5dB y la ecuacion (3.12), se obtiene el valor de beta como:

62.08—30.5 = 20xlogf,
B = 10 =38.0189,
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3.2. Método de Disefio: Atraso de Fase

donde el valor de 62.08 se obtiene de A, = |W (jwa,)|.

Paso 5. El valor del polo se calcula,

1
— =0.6—— =0.0158
Bt 38.0189
Paso 6. Se obtiene el compensador de atraso de fase,
1 s+0.6

W,(s)

~ 38.01895+0.0158’
y se calculan los margenes de desempefio.

La Fig. 3.8 muestra los margenes de desempefio del sistema controlador por el algoritmo Twisting

De igual manera que en el caso de la compensacién de atraso con modos deslizantes convencionales, los

S -sof
= -62.081
=2
5
& -100[-
=
:
0 ;
L}
1
)
a 1
2 -9 '
e 1
B’ 1
[%]
& A
-180+
MFD=63.87° v
-216.87} -
| | | |
10° 107 10™ 10° 10 10°

Frecuencia (rad/sec)

Figura 3.8: Diagrama de Bode del sistema compensado con atraso de fase: Ejemplo 2MD

margenes de desempeiio sefialados en la Fig. 3.8 NO satisfacen los requerimientos porque el compen-
sador de atraso reduce el ancho de banda del sistema. Como resultado, la frecuencia de oscilacién que

pueda precentar la salida y se encuentra fuera de la frecuencia limite w, > 50[rad /seg].

El MFD y el MGD de la Fig. 3.8 servirdn cuando la frecuencia sea despreciable y solo se considere
la amplitud.
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3. Disefio de Compensadores

3.3. Recapitulacion

En este capitulo se presentaron los siguientes resultados:

= Dos métodos de diseflo de compensadores lineales para sistemas controlados por modos deslizan-

tes de primer orden y de segundo orden.

La aportacion de los resultados es la metodologia de disefio de compensadores que mejoran el de-
sempeiio del sistema controlado por modos deslizantes. La mejoria se da debido a que el objetivo de la
compensacion es el incremento del margen de ganancia de desempefio y el margen de fase de desempe-
flo, pues al incrementarlos se amplia el rango de defasamiento y ganancia que el sistema puede tolerar

sin exceder sus limites de tolerancia.
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Capitulo 4

Atenuacion de Perturbaciones para
sistemas con Modos Deslizantes via
Compensadores

En este capitulo se aborda el problema de rechazo no ideal de perturbaciones (el cual siempre existe
en sistemas de control reales) en sistemas controlados por modos deslizantes. Para el andlisis del pro-
blema y la solucidn, se utilizan dos métodos de anélisis en el dominio de la frecuencia, LPRS y FD.
La solucién que se propone es disefiar compensadores lineales conectados en serie y en paralelo con la
planta, con el propdsito de modificar la respuesta en frecuencia a fin de mejorar el rechazo de perturba-
ciones y el seguimiento de entradas de referencia. Ademas, se presentan simulaciones y experimentos

que muestran la efectividad de la propuesta.

Suponga que el controlador del sistema de la Fig. 1.1 es un modo deslizante convencional
u= UmaxSign(y)a 4.1)
donde Uyuy > L, L: |d| < Ly d es una constante. El diagrama de control del sistema de la Fig. 1.1 con

la perturbacion d y una entrada de referencia lenta y variable r(f) se muestra en la Fig. 4.1.

El anilisis del sistema de la Fig. 4.1, donde se tiene la presencia de la referencia r(¢) y la perturbacion
d, se puede estudiar desde un punto de vista entrada-salida, es decir, como seguimiento y propagacién

de sefiales externas a través del sistema, ver Apéndice A.3.

El concepto de ganancia equivalente, k,, de un relevador juega un papel importante en el andlisis
entrada-salida del sistema. El concepto de ganancia equivalente de un relevador se ha extendido a ganan-

cia equivalente de controladores por modos deslizantes en [5] y [6]. Para el caso del controlador (4.1) &,
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4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

d
+
) Controlador por | U Modelo de la | Y
- Modos Planta >
) Deslizantes | *

Figura 4.1: Sistema de Control con perturbacion y entrada de referencia

se puede calcular como
kn = 2Upax/ TA, (4.2)

donde A es la amplitud de la oscilacién presente en la salida y.

Cuando el controlador (4.1) se reemplaza por la ganancia equivalente k,, el sistema de control se
convierte en un sistema "lineal". Entonces, se puede llevar a cabo el andlisis del sistema con herramientas

de control lineal. La Fig. 4.2 muestra el diagrama de control "linealizado"vda la ganancia equivalente k,.

Modelo de la | y(t)
Planta o

Figura 4.2: Sistema de Control "linealizado"

Del diagrama de bloques de la Fig. 4.2, la salida y en el dominio de Laplace es

W(s)

kW)
Y(s) 1+ kW (s)

T 1 kW (s) D(s), (4.3)

R(s)+
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donde R(s) y D(s) son las transformadas de Laplace de r(¢) y d, respectivamente.

Considere que la planta tiene 4 representaciones en el dominio de Laplace, W;(jw) (i = 1,2,3,4),
considerando diferentes elementos como actuadores, sensores, etc. El andlisis del sistema con W;(jw) y
el controlador (4.1) via la ecuacién de balance arménico puede ilustrarse con la representacion grafica
mostrada en la Fig. 4.3, donde W; (jw) es el caso ideal del controlador (4.1) con un modelo de grado
relativo 1, W, (j) es el caso en que la dindmica parésita presente en el sistema es de primer orden,
Ws(jw)y Wa(jo) representan el caso de dos dindmicas pardsita de segundo orden con diferente constante

de tiempo.

— Sin dinamicas parasitas

—— ----Con dindmicas parasitas

Re

Figura 4.3: Representacion grdfica de la solucion de la ecuacion de balance armonico

Analizando la Fig. 4.3, las amplitudes para los 4 casos cumplen con A ~ Ay < A3 < A4 porque

~N"1A) = - 452,” es cero en el origen del plano complejo y — 4%‘” — —oo cuando A — oo. Por lo

tanto, de la ecuacion (4.2), las ganancias equivalente correspondientes a cada uno de los 4 casos cumplen

con k,, ~ k,, > k,,. Ademds, las frecuencias satisfacen @ ~ ®> > @3 > 4. Particularmente el caso
Wi (jw) cumple tedricamente con @) — oo, a; — 0y k,,, — oo, este caso es lo que se conoce como modo

deslizante ideal.

Con base en el andlisis que se hizo del contenido de la Fig. 4.3, la presencia de dindmicas parasi-
tas deteriora el comportamiento ideal de los controladores por modos deslizantes. Como resultado, la
ganancia equivalente k, no tiene un valor infinito o incluso un valor suficientemente grande para com-

pensar la perturbacion d o lograr el seguimiento de r(). Entonces, considerando la ecuacién (4.3), si se
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4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

logra incrementar &, se puede mejorar el seguimiento de la sefial r(¢) e incrementar la atenuacién de la

perturbacién d.

Por lo tanto, la solucién al problema de comportamiento no ideal de sistemas controlados por modos
deslizantes es modificar la respuesta en frecuencia de la planta en lazo abierto via compensadores lineales

con el propdsito de incrementar k,.

4.1. Diseino de compensadores

La Fig. 4.4 muestra la forma en que los compensadores en serie o paralelo se conectan al sistema de

control.

Y Compensador y
B en Serie W(S) ﬁ ‘_
+5
............................................ Compensadoren i :
Paralelo
-1
Figura 4.4: Sistema de Control con Compensadores
Los compensadores utilizados tiene como funcién de transferencia
T]S + 1
We (s) = ys 4.4
) = (44
K,Ts
We,(s) = L (4.5)

T252 +2ETs+ 1’

donde W, es el compensador en serie, T>/T; = § es el pardmetro de atenuacion y @y = 1/ VT T, es
la frecuencia caracteristica del compensador. Los pardmetros de W, se seleccionan tomando en cuenta
que se quiere disminuir la magnitud del sistema en el rango de frecuencias donde se mide la ganancia
equivalente k,,. W, es el compensador en paralelo, donde K|, es una ganancia constante, & es el coeficiente
de amortiguamiento y 7' es la constante del tiempo. Como se puede ver, W, es un filtro pasa-banda cuyo
disefio consiste en hallar los parametros K, £ y T que ubiquen el ancho de banda del compensador en el

rango de frecuencias donde se mide &,
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4.1. Disefio de compensadores

Considere que el controlador del diagrama de la Fig. 4.1 es el algoritmo Twisting, [26],

u, = —cysign(y) — cpsign(y), (4.6)

donde c¢; > ¢ > 0. Se sabe que si el modelo de la planta es de grado relativo 2, el controlador (4.6),
con c1, cp adecuadamente seleccionados, lleva la salida y del sistema a un modos deslizante de segundo
orden (y,y — 0) en tiempo finito sin importar la presencia de perturbaciones. Sin embargo, en sistemas

reales la presencia de dindmicas parésitas afecta el desempefio del controlador, [5] [36].

Especificamente herramientas en el dominio de la frecuencia, como FD y LPRS, se han utilizado para
estudiar el efecto de las dindmicas pardsitas en sistemas controlados por modos deslizantes. La técnica
de FD y LPRS, asi como el andlisis del algoritmo Twisting (4.6) via FD y LPRS, se presentan en los
Apendices A, By C.

El disefio de ambos compensadores, serie y paralelo, y el andlisis de su efecto sobre el sistema se
hace utilizando FD y LPRS. En las sub-secciones siguientes se muestra el disefio y el andlisis para cada
caso, serie y paralelo, usando las técnicas de los Apéndices A, B y C. Particularmente se trabaja con
el algoritmo Twisting aunque la misma metodologia puede aplicarse a otros controladores de modos

deslizantes.

4.1.1. Diseiio del Compensadores en Serie

La tarea del compensador en serie es incrementar en valor de k,, a través de la modificacion de la
respuesta en frecuencia del sistema en lazo abierto. Al incrementar la ganancia se puede mejorar la
atenuacion de la perturbacion d y el seguimiento de la referencia r(z), ver ecuaciones (4.2) y (4.3). El

disefio del compensador se lleva a cabo siguiendo los pasos siguientes.

Paso 1. Se hace el andlisis en frecuencia de la planta W (s) controlada con el algoritmo Twisting.
Puede usarse LPRS o FD. Entonces, se obtienen los pardmetros de oscilaciones, amplitud y frecuencia

de la salida y. Ademais k, se puede calcular.

Paso 2. Se obtiene el diagrama de Bode de la planta W () y se identifica su ancho de banda, es decir,
se localiza la frecuencia en la cual la magnitud es 3dB menor que el valor de baja frecuencia.

Paso 3. Con el propésito de agregar el efecto del compensador (4.4) sobre la regién de alta frecuencia
del sistema no compensado y que el ancho de banda no se afecte (para no volver lento al sistema), el polo
del compensador (4.4) se ubica en el ancho de banda obtenido en el paso 2. Entonces, los pardmetros del

compensador en serie, 71 y 7>, se calculan como:
Ty =1/BW, 4.7)
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4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

y T, = 0Ty, donde el pardmetro de atenuacion 0 se elige con base en el valor deseado de &,

Paso 4. Una vez obtenido el compensador W, (s), se lleva a cabo el andlisis en frecuencia del sistema
compensado W (s)W,, (s). Si se logra el desempefio deseado, el disefio del compensador estd listo. Si
no, se deben realizar ajustes al valor de 0 regresando al paso 3. Por intuicién, para incrementar &, se
puede incrementar el valor de 8, pero se debe de ser cuidadoso porque un incremento grande de 0 puede
dar como resultado un decremento considerable de ancho de banda y por tanto una respuesta lenta del

sistema.

4.1.2. Disefio del Compensadores en Paralelo

También en este caso la tarea del compensador es incrementar la ganancia equivalente &, por medio
de la modificacion de la respuesta en frecuencia. Como se puede ver en la Fig. 4.4, el efecto del compen-
sador en paralelo sobre el sistema puede obtenerse como la suma de la salida y la salida del compensador
(4.5).

Sea W, (s) una versién normalizada del compensador W, (s). La respuesta en frecuencia de W, (s)

es
(jon)

(jon)*+28(jon) + 17
donde K =1, T = 1, wy es la frecuencia de la versién normalizada de (4.5) y & es un pardmetro de
disefio. La grafica de (4.8), para K =1, T =1 and £ = 0.3 — 0.9, se muestra en la Fig. 4.5.

W, (jon) = (4.8)

——We £=0.9

ol —chN, £=0.7 |
—— W, =05

0.4 —chN, £=0.3 i

0.8~

0.2 -

Imaginary Axis

021 |

04 |

061 |

-0.8— -

1 L 1 L 1 1
1 0.5 0 0.5 1 15 2

Real Axis

Figura 4.5: Diagrama de Nyquist de W, (j®), paraK =1, T =1y § =0.3-0.9

De la Fig. 4.5, se puede ver que la respuesta en frecuencia de W, (s) tiene un rango de frecuencias
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4.1. Disefio de compensadores

donde la magnitud es mas grande. Entonces, si se ubica esta regién de maxima magnitud en la regién
donde se mide k,, la respuesta en frecuencia puede moverse hacia el lado derecho y de esta manera

incrementar el valor de k.
El disefio del compensador consta de los siguientes pasos.
Paso 1. Se realiza el andlisis en frecuencia de la planta W (s) controlada por el algoritmo Twisting.

Paso 2. A partir la version normalizada de W, (s) y la Fig. 4.5 localize la frecuencia @y asociada
al punto de mdxima magnitud. Sea V), el vector asociado a la mdxima magnitud, es decir, asociado a la

frecuencia @y obtenida con anterioridad, ver Fig. 4.6.

Como se aprecia en la Fig. 4.5, la magnitud de (4.8) se puede incrementar mediante el aumento de
K y el decrecimiento de £. Por lo tanto, antes de identificar V), junto con su frecuencia asociada @y, los

valores de & y K debieron haberse elegido.

Paso 3. Se elige un punto P junto con su frecuencia asociada ®,, ver Fig. 4.6, sobre la respuesta en
frecuencia del sistema no compensado. En el punto P y sus alrededores se ubicard la magnitud maxima

del compensador, por lo tanto, P debe ser elegido cerca de la zona donde se mide la ganancia equivalente.

Paso 4. Con las frecuencias wy del compensador y @, del sistema no compensado, se lleva a cabo

la siguiente comparacién entre We, (j®) y We, (jo)

K(jo) _ KT (jo)
(jo)?+28(jo)+1 — T*(jo)?+28T(jo)+1
Wen(jon) = We,(jTwp), (4.9)

donde K y & son conocidas (se eligieron en el paso 2) y el pardmetro T se obtiene como

o]
T=-"2X (4.10)
®p
Paso 5. Se obtiene el sistema compensado W (j@) +W,,(j®). Si se cumple con los requerimientos
el disefio termina. Sino se tiene un desempefio adecuado, debe regresar al paso 2 y 3 con el propésito de

elegir otros valores de &, K, y ubicar el P nuevamente.

La Fig. 4.6 contiene la descripcién grafica del método de diseflo. Como se puede observar, la idea
principal del método propuesto es trasladar el efecto del vector V), al punto P del sistema no compensado,

buscando incrementar k, mediante la modificacién de la respuesta en frecuencia.
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4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

a)
i — No Compensado — No Compensado
Im — - Compensado —* Compensado
— WcpN —Wocpn
wn Re
Vu

Figura 4.6: Diseiio Compensador Paralelo: a) FD and b) LPRS

4.2. Ejemplo de Diseno

Considere el circuito RC de la Fig. 4.7, donde R; = 560[Q], R, = 1[KQ], R3 = 560[Q], C; = 100[uF],

Figura 4.7: Circuito RC

C, =220[uF], C3 =220[uF], la entrada u y la salida y son voltajes.
La funcién de transferencia del circuito RC de la Fig. 4.7 es

1

= . 4.11
0.001518s3 +0.04632s52 +0.3992s + 1 “.11)

W(s)

Si el objetivo de control es seguir una referencia de voltaje r, con base en el al diagrama de bloques

de la Fig. 4.2, la salida del circuito en estado estacionario es

ki
= —7 4.12
Yss 1+knr ( )
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4.2. Ejemplo de Disefio

Entonces la meta es mantener la salida y lo més cerca posible de la referencia r a pesar del desempefio

no ideal del controlador Twisting, el cual se ve reflejado en un valor de ganancia equivalente k,, < co.

4.2.1. Compensador en Serie
Sea el controlador del circuito RC el algoritmo Twisting
ug = —7sign(y) —sign(y)— (4.13)

El andlisis en frecuencia via FD de la planta con el controlador Twisting, con ¢; =7 and ¢; = 1, se
muestra en la Fig. 4.8, donde A = 0.59[V], k,, = 7.55 and @ = 18.7[rad /seg|.

01F f\‘N(jw) ]
-
| N (A)]
0.08 w=18.7[rad/sec]
i A=0.59[V] i
008 k =7.55

Eje Imaginario

-0.04- —

-0.06=_1 I I I I I i 3
-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
Eje Real

Figura 4.8: DF analysis for RC circuit controlled by Twisting

Entonces, el disefo del compensador inici6 calculando los pardmetros de la oscilacion en la salida y.
La meta es incrementar k,, mediante un compensador en serie con el propdsito de mejorar el seguimiento

de la referencia r

Del diagrama de Bode de la funcidén de transferencia (4.11) se obtiene el ancho de banda del sistema
BW = 3.54[rad /sec]. Entonces el parametro 7; de W, se calcula como 77 = 1/3.54 = 0.2825. Eligiendo

un parametro de atenuacién 7> /7; = 6 como un valor razonable para que y alcance r y el sistema no se
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4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

vuelva lento, el compensador que resulta es:

028255+ 1

W, (s) = 4.14
W) = 6055 11 (4.14)

El andlisis en frecuencia via FD y LPRS del sistema compensado se muestran en las Figs. 4.9 y 4.10,

respectivamente.
011 —W(jw) 7
R
0.08 N (A)
= W({w)W (jw
0,061 w=16[rad/seq] ¢
A=0.14[V]
o —
g ol k =31.83 .
£
g
E |
Ko}
Lu —

-0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
Eje Real

Figura 4.9: Pardmetros de la salida y via FD, con compensador en serie We, (s)

Como se puede ver en las Figs. 4.9 y 4.10, el compensador incrementd la ganancia equivalente
aproximadamente 4 veces. Por lo tanto el seguimiento de la referencia r se mejora debido al efecto del

compensador.

Se llevaron a cabo simulaciones del circuito RC en Matlab-Simulink para un entrada de referencia
fija r = 3[V], con el propdsito de comprobar los resultados obtenidos. Las caracteristicas de la simulacion
fueron: paso (fijo) de muestreo de 1 x 10~* y tiempo de simulacién 30[seg]. La prueba que se hizo fue: en
los primeros 5 segundos se simul el sistema sin compensador y entrada r; después de 5 [seg] se aplicd
la referencia r; y el compensador se activé a los 15 [seg]. La salida obtenida en la simulacién se muestra
en la Fig. 4.11

La simulacién de la Fig. 4.11 muestra que la salida y sigue a la referencia » mucho mejor con el
sistema compensado porque el error en estado estacionario del sistema compensado, ey = 0.08, es 4
veces menor que el error en estado estacionario del sistema no compensado, e;; = 0.31. La mejoria es

resultado del incremento de k,, via el compensador.
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R| I e —W()
===W(¥)Wij¥
0.05f ----reemmeees ............... ................ .
2
g
.@ 0- ,,,,,,,
E
o
L
~0.05F -
_0_1- ,,,,,,,
-0.2

Eje Real

Figura 4.10: Pardmetros de la salida y via LPRS, con compensador en serie W (s)

Resultados Experimentales

Los resultados tedricos y de simulacion presentados anteriormente fueron validados experimental-
mente. La estrategia de control se implementé en tiempo real con ayuda de la tarjeta de adquisicién de
datos dSPACE-1103 y con el circuito RC implementado en una proto-board. El tiempo de muestreo del

experimento fue de 1 x 10~* segundos.
El resultado del experimento se muestra en la Fig. 4.12.

Los resultados experimentales demuestran y verifican que el compensador en serie con la planta me-
jora el desempefio del sistema porque el sistema compensado tiene un error en estacionario aproximada-
mente 4 veces menor que el sistema sin compensador. Ademads los resultados experimentales concuerdan

y son semejantes a los resultados de simulacién, véase Tabla 4.1.

Tabla 4.1: e;; con Compensador en serie We, (s)

‘Teérico Simulaciones Experimentos

[Volts] [Volts] [Volts]
Sin Compensador 0.35 0.31 0.27
Con Compensador W, (s) | 0.09 0.08 0.07
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Figura 4.11: Simulacion de la salida y, compensador en serie We, (s)

4.2.2. Compensador en Paralelo

Para el caso de disefio de compensadores en paralelo se considera que el circuito RC (4.11) esta con-
trolado por el controlador Twisting (4.13), que es el mismo que se utilizé para el caso de compensadores

en serie.

Eligiendo K = 0.01 y & = 0.3, el compensador normalizado W, (j®) es:

0.01(jw)

W (jo)2+0.6(jo)+1

CpN (](1)) =

(4.15)

La gréfica de (4.15) se muestra en la Fig. 4.13, donde el vector Vj; se elige junto con su frecuencia
asociada @y = 1[rad/seg].

El punto P en el sistema no compensado se seleccion6 en wp = 16.4[rad /seg]
Relacionando las frecuencias @wp = 16.4 y @y = 0.9852 via las funciones de transferencia We,n (jo)

y W, (jo) se tiene

0.05(jo) _ 0.05T (jo)
(jo)+1.8(jo+1  T2(jo)*+18T(jw)+1’
WCpN (]wN) = WCp (ij)v

donde Tw, = wy y T se calcula como

T=1/16.4=0.0610
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Figura 4.12: Experimento de la salida y, compensador en serie W, (s)

El compensador en paralelo con K =0.01,£ =0.3y T =0.0610 es

B 0.01(0.0610s)
~ 0.0610252 +2(0.3)(0.0610s) + 1

We, (s)

Finalmente se obtiene el sistema compensado mediante la suma W (j®) +W,,(j®) y la ecuacién de
balance arménico para el sistema compensado es
Taj c| — jeo

W(ijo)+W, (jo)=— ,
(jo)+We,(jo) 4 A+

(4.16)

La Fig. 4.13 y Fig. 4.14 muestran el andlisis del sistema compensado con FD y LPRS, respectiva-

mente.

Se puede observar en las Figs. 4.13 y 4.14 que k,, se incrementa debido al efecto de compensador en

paralelo. Por lo tanto, se tiene un mejor seguimiento de la entrada r(¢)

Simulaciones del sistema (usando la misma prueba que para el caso de compensadores en serie) con

el compensador en paralelo se realizaron y se presentan los resultados de la Fig. 4.15.

La simulacién muestra que el sistema compensado tiene error en estado permanente 2 veces menor

que el que se tiene en el sistema no compensado.
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Figura 4.13: Pardmetros de la salida y via FD, con compensador en paralelo

Resultados Experimentales

En este experimento se llevé a cabo la prueba presentada en la parte de compensadores en serie. El
experimento se hizo con ayuda de la tarjeta de adquisicién de datos dSPACE-1103, el tiempo de muestreo

utilizado fue de 1 x 10~* segundos.
Los resultados de simulacién se presentan en la Fig. 4.16.

Con los resultados experimentales se puede comprobar que el efecto de la compensacién en paralelo

mejora el rendimiento del sistema, pues reduce el error en estado permanente.

La Tabla 4.2 muestra un comparacién entre los resultados teéricos, de simulacién y experimentales

del sistema con compensador en paralelo.

Tabla 4.2: e;; con Compensador en paralelo W, (s)

Teérico Simulaciéon Experimentos

[Volts] [Volts] [Volts]
Sin Compensador 0.35 0.31 0.32
Con Compensador W, (s) | 0.22 0.14 0.13

4.3. Recapitulacion

En este capitulo se presentaron los siguientes resultados:

s El método de disefio de compensadores en serie con la planta y el método de disefio de compensa-
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—W(jw)
0.05+ . _‘_Wc (Ju_))
P

-- -W(s)+Wc (s)

-0.05~

Eje Imaginario

-0.15-

1 1 1 1
0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
Eje Real

Figura 4.14: Pardmetros de la salida y via LPRS, con compensador en paralelo

dores en paralelo con la planta.

= Pruebas experimentales de compensadores en serie y paralelo.

La relevancia de los resultados presentados recae en la propuesta de mejorar el seguimiento de se-
fales y la atenuacién de perturbaciones en sistemas controlados por modos deslizantes via el disefio de
compensadores en serie y en paralelo. Los resultados experimentales mostrados verifican la utilidad de

los métodos propuestos.

59



4. Atenuacién de Perturbaciones para sistemas con Modos Deslizantes via Compensadores

y [Volts]

3.5

AN a A A

25—

0.5

| 'n””f"”|”””m”wunmmmummHmmummuu‘umu

- Referencia r=3[Volts]
— Saliday
. yss=2.69 [Volts]; Sin Compensator

ess=3—2.69=0.31[VoIts]; Sin Compensador
ySS=2.86 [Volts]; Con Compensador
ess=3—2.86=0.14[Vo|ts];Con Compensador
| | | |

35

15 20 25 30
Tiempo [segundos]

Figura 4.15: Simulacion de la salida y, compensator paralelo; K, = 0.05
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Figura 4.16: Experimento de la salida y, compensador paralelo
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Parte 11

Analisis y Diseno de Modos Deslizantes
con Modelo Desconocido (Caja Negra)
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Capitulo 5

Grado Relativo Practico

5.1. Definicion

En este capitulo se trabaja con el sistema de control b) de la Fig. 1.1 donde el grado relativo de
la planta es desconocido y como se estudié en [12] este puede ser infinito. Un algoritmo por modos
deslizantes de primer o de segundo orden podria utilizarse para llevar la salida a cero si el grado relativo
fuera uno o dos, respectivamente, pero en esta parte de la tesis se trabaja directamente con la planta
(caja negra), es decir se analiza la planta real SISO sin considerar todas las dindmicas presentes como
actuadores sensores, retardos, etc. las cuales incrementan el grado relativo. Entonces el objetivo principal
de este capitulo es proporcionar herramientas que permitan identificar el grado relativo practico del

sistema, con el fin de conocer el order del controlador r-MD que debe implementarse.

Asuma que un algoritmo de modos deslizantes convencional o el algoritmo Twisting se implementan
en el sistema. Debido a que el grado relativo es desconocido y alto, la salida y podria converger a un
ciclo limite. Basdndose en las suposiciones A3-AS, el sistema controlado por un 2MD puede presentar
un ciclo limite con menor amplitud y mayor frecuencia que el mismo sistema controlado por MD, ver
Fig. 5.1. Entonces, la respuesta de una planta controlada por MD y 2MD podria tener un ciclo limite con

los pardmetros mostrados en la Tabla 5.1

Tabla 5.1: Caja negra controlada por MD y 2MD

Caso\ Controlador MD 2MD

Caso 1 A>AL,0< 0, | A>A:, 0 < @,
Caso 2 A>A, <0, | A<A, 0> 0,
Caso 3 ASAL, 0> 0, | ASA,0 > 0,

El grado relativo prictico se interpreta de acuerdo a la siguiente definicion:

Definicion 5.1 (Grado Relativo Prictico). Se entiende por Grado Relativo Prdctico (GRP) al orden r del

63



5. Grado Relativo Practico
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Figura 5.1: Sistema de grado de r > 2 controlado por MD y 2MD

controlador r-MD, implementado en el sistema de la Fig. 1.1, que satisface un ciclo limite con amplitud

A<A, A >0y frecuencia ® > @, 0 < W, < oo

Analizando la Tabla 5.1: Para el caso 1, la definicién 5.1 no es aplicable debido a que se tiene
un desempefio no aceptable para ambos controladores, porque el ciclo limite en los dos casos tiene
amplitud y frecuencia fuera de los mérgenes de tolerancia; En el caso 2, solo el controlador 2MD tiene
un comportamiento dentro de los margenes de tolerancia. Entonces aplicando la definicién de GRP, el

grado relativo practico del sistema es r = 2.

Para el caso 3 ambos controladores tienen un desempefio aceptable. La pregunta importante es ;Qué
controlador usar para el caso 3? si los dos controladores tienen un comportamiento acceptable ;Cudl es
el GRP en este caso? La definicién 5.1 no nos dice que hacer en estos casos. Como solucién se podria

tomar el orden menor porque, normalmente, es el que presenta menor dificultad al implementarlo.

En esta seccién no se presenta una respuesta clara a las preguntas anteriores. Sin embargo, mas
adelante se propone una definicién de GRP que considera un requerimiento extra para poder conocer el

controlador que debe implementarse.

5.1.1. Ejemplo

Sea el siguiente sistema

X1 =xp; Xp=-—-8x1—3x2+u 5.1

y=Xxi

64



5.1. Definicion

U
x10° '
: - | :
IS s ]
8- ==l (s) Y |
7L —N@y ' smc ~ T i
o~ NAYT 2-8M |
¢ | ——A=1x10"
< 51 c N B
g .
£ 4 . i
E3L \'\.\‘ B
2_ ~ ~ N -
1 >N 4
, N
Pl i
L L L L

Figura 5.2: Anadlisis en frecuencia del sistema (5.1)

donde el esfuerzo de control u es generado un actuador con modelo desconocido.

Con el propésito de ejemplificar el uso de la definiciéon 5.1, suponga que el actuador tiene la dindmica

siguiente:
1
W, =——
‘7 0.001s+1
El controlador, entrada del actuador, es un MD
u = —sign(y),

o el controlador Twisting

u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y)

Sean A, = 1 x 1072 y @, = 50[rad/sec] los limites de tolerancia. El andlisis del sistema con MD y

Twisting via FD predice la presencia de ciclos limite con los pardmetros mostrados en la Tabla 5.2

Tabla 5.2: Pardmetros de ciclos limite en (5.1)

I | A | w[rad/sec] ||
I MD [417x107* ] 557 |
| Twisting, 2MD [ 1.74x10° [ 773 |

La interpretacion gréfica de la solucién de la ecuacion de balance arménico se muestra en la Fig. 5.2.

Considerando la Fig. 5.2 y la Tabla 5.2, ambos controladores, MD y Twisting, producen una salida y

con pardmetros aceptables porque A <A,y @ > w, para ambos casos. Entonces, aplicando la definicién
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de grado relativo préctico, definicion 5.1, el sistema (5.1) tiene grado relativo practico igual a 1 porque
el menor orden de los controladores MD/2MD que da como resultado un ciclo limite con A < A., A, >0

VO>0,0<0, <oesr=1.

Es importante resaltar que el ciclo limite presente en la salida del sistema (5.1) controlado por MD
estd muy cerca de no satisfacer el requerimiento de frecuencia limite ®. = 50, porque la frecuencia del
ciclo limite que se calcul6 fue de @ = 55.7[rad /second]. Un pequefio cambio o error en la aplicacion
de la definicién de GRP o en los cdlculos podria afectar seriamente la conclusion sobre el grado relativo
practico. En la siguiente seccion se agrega un requerimiento mas a la definicion de grado relativo practico

con el objetivo de evitar posibles problemas en la identificacion del GRP

5.2. Grado relativo practico con Margenes de Desempeiio

Retomando la Tabla 5.1, el caso 3 nos muestra que es posible tener la salida de la planta en estudio
dentro de los margenes de tolerancia con 2 o mds controladores del mismo orden. En esta seccion se
presenta una definicién de grado relativo préctico, considerando una caracteristica mas del sistema, el
MFD y el MGD, lo cual puede mejorar la identificacién del GRP.

Definicion 5.2 (Grado relativo practico con Margenes de Desempefio). El grado relativo prdctico se
entiende como el orden r del controlador r-MD, que asegura un ciclo limite en el sistema en lazo cerrado
conamplitud A <A.,A. > 0y frecuencia ® > ®.,0 < @0, < oo mientras MFD > MFD.y MGD > MGD,,
donde MFD,y MGD, son el MFD y el MGD aceptables, respectivamente.

5.2.1. Ejemplo

Considerando el ejemplo anterior (5.1) y recordando que A, = 1 x 107 y @, = 50[rad/sec], considé-

rese que los margenes de desempeiio aceptables son PPM, = 35y PGM, = 10.

Se comienza calculando los margenes de desempeifio. Figs. 5.3 y 5.4 muestran el MFD y el MGD para
el sistema del ejemplo (5.1) controlado por MD and 2MD, respectivamente. Como se aprecia en la Tabla
5.3, el sistema controlado por 2MD conserva los parametros aceptables A. = 1 x 1073, @, = 30[rad/sec],
MFD. =35 y MGD, = 10 mientras que el controlador MD no. Entonces, el grado relativo practico
del sistema con requerimiento de margenes de desempeiio es 2. Por lo tanto el controlador que se debe

implementar es el algoritmo Twisting.
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Figura 5.4: MFD y MGD para el sistema (5.1):2MD

5.3. Identificacion del Grado Relativo Practico: Control Black-box

La utilidad del concepto de grado relativo practico se encuentra en identificar el grado relativo de
sistemas con modelos desconocidos. Los ejemplos utilizados hasta ahora se han valido del conocimiento
del modelo de la planta, por tal motivo el objetivo de esta seccién es presentar un método que ayude
a identificar el grado relativo prictico, con el propédsito de conocer el orden del controlador por modos
deslizantes que se debe implementar en un sistema, como el de la Fig. 1.1, donde el modelo de la planta

es desconocido.

Como el grado relativo préctico se definié en términos de los valores limite A, y @., y en términos
de los margenes de desempefio. Se presentardn a continuacién dos métodos de identificacion.
5.3.1. Método 1

El método corresponde a la Definicién 5.1 y consiste en hacer pruebas en lazo cerrado con diferentes

controladores por modos deslizantes. Particularmente se trabaja con dos, modos deslizantes convencio-
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Tabla 5.3: Pardmetros del sistema en (5.1)

| Table 2: MFD and MGD ||
o fu i
H |

MD [ 0.6375° | 2.4476
Twisting | 37.51° [ 599.77

nales y el algoritmo Twisting.

La suposicién principal del método es que el sistema en lazo cerrado con un controlador por modos

deslizantes sea estable.

El método consiste en probar controladores por modos deslizantes y medir la salida del sistema para
cada uno de los controladores. Las pruebas terminan cuando la salida del sistema se encuentre dentro de

los pardmetros aceptables, A, y @..

Se inicia probando el controlador de menor orden. Entonces se mide la salida del sistema en lazo
cerrado con dicho controlador. Si la salida cumple con los limites de toleranciaA < A,y ® > @, se toma
el orden del controlador como el grado relativo préctico. Si la salida no cumple con A <A,y & > @, se
incrementa el orden del controlador y se mide nuevamente la salida, esto se repite hasta que se cumpla
la condicién A < A,y ® > w.. El orden del controlador que cumpla la condicién, corresponde al grado

relativo practico. La Fig. 5.5 muestra el diagrama de flujo del método 1.

Una vez identificado el grado relativo practico del sistema, se implementa el controlador correspon-

diente al grado relativo identificado.

5.3.2. Meétodo 2

Este método esta asociado a la Definicién 5.2, la cual considera los margenes de desempefio MFD >
MFD.y MGD > MGD,, ademés de los valores limite A. y ®.

En capitulos anteriores el MFD y el MGD se han obtenido a partir del conocimiento del modelo de la
planta pero en esta parte del trabajo se considera que no se conoce el modelo. Por lo tanto, este método
de identificacién de grado relativo prictico involucra la identificacién de los margenes de desempefio

para el caso en que el modelo de la planta es desconocido.

El método inicia aplicando el método 1 (subseccion 5.3.1). Una vez elegido el orden del controlador
que cumple con A < A,y ® > ., se verifica que se cumpla la condicion MFD > MFD, y MGD >
MGD.,. Si la condicién de margenes de desempeiio se cumple, el order de controlador que cumple la
condicion MFD > MFD,y MGD > MGD,,y porlotanto A <A,y ® > @, es el grado relativo préctico
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Figura 5.5: Diagrama de flujo del método 1 para identificacion de GRP

de la planta. Si no se cumple la condicién de grado relativo, se incrementa el orden del sistema hasta la

condiciodn se satisfaga. La Fig. 5.6 presenta el diagrama de flujo del método 2.

Dentro del procedimiento del método 2, no se presenta de forma clara como verificar la condicién
de margenes de desempeiio MFD > MFD. y MGD > MGD.. A continuacién se presenta una forma

mediante la cual se pueden identificar el MGD y el MFD de manera experimental.

Considere el sistema en lazo cerrado de la Fig. 5.7 donde, K > 1 es una ganancia en serie con la planta
y T > 0 es un retardo en la salida y. El MFD y el MGD del sistema se pueden identificar incrementando
T y K, respectivamente, mientras se mide la salida y. El incremento se detiene hasta que se alcancen los

valores limite A, y @,.

5.3.3. Ejemplos

Sea el sistema masa-resorte-amortiguador de la Fig. 5.8, donde k; = 190[N/m], k, = 450[N/m],
ks = 900[N/m], ¢ = 15[kg/s], mi = 2[kg|, my = 1[kg|, la variable y es la posicién de la masa dos en
metros y u es la variable de control. El objetivo de control es estabilizacion, particularmente se desea

mantener la posicion en cero.

Suponga que los limites de tolerancia del sistema son A, = 0.001[m] y @, = 30[rad/seg]. Los con-
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Figura 5.6: Diagrama de flujo del método 2 para identificacion de GRP

troladores que se van aplicar son

u = —sign(y),

o el controlador Twisting
u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y),

ambos con el mismo esfuerzo de control (los dos tiene la misma norma euclidiana, ||ul| =1)

Usando Simulink se aplica el método 1. Iniciamos probando el controlador u = —sign(y) en lazo
cerrado con el sistema de la Fig. 5.8. Los resultados de muestran en la Fig. 5.9, como se puede apreciar,
tanto la frecuencia como la amplitud de la salida del sistema se encuentran fuera del rango de pardmetros

aceptable.

Con la primera prueba, atin no se puede determinar el grado relativo practico. Entonces, ahora se
prueba el controlador de orden 2, u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y). Los resultados de la simulacién con
el controlador de segundo orden se presentan en la Fig. 5.10. Como se puede ver en la Fig. 5.10, el
controlador de segundo orden da como resultado una salida con amplitud A = 6.7 x 10~4[m] y frecuencia
® = 31[rad/seg.]. Por lo tanto, debido a que la salida se encuentra dentro de los limites de tolerancia, el

grado relativo prictico del sistema es 2.

Notese que la frecuencia de oscilaciones de la salida y con el controlador Twisting estd muy cerca del
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Figura 5.8: Sistema masa-resorte-amortiguador

valor limite @, = 30[rad /seg]. Si no se tiene un sensor o método de medicion de la salida y confiable, la

proximidad de la frecuencia @ = 31[rad /seg| con ®. puede darnos un error en la identificacién del GRP.

Ahora aplicando el método 2 consideraremos la definicién de grado relativo prictico con margenes

de desempefio deseados.

Sea MFD, >30° y MGD, > 10[dB] los mérgenes de desempefio deseados. Un vez mds suponga que
A, =0.001[m] y o, = 30[rad /seg].

Parte del método dos para la identificacion del GRP, ver Fig. 5.6, se llev6 a cabo en el ejemplo

anterior, donde el grado relativo practico con base en A, = 0.001[m] y @, = 30[rad /seg] fue de 2.

Entonces, el método 2 dice que hay que tomar el controlador de orden dos y verificar la condicién
MFD > MFD,y MGD > MGD,.

Para verificar las condiciones de margenes de desempeio se utiliza un ganancia de prueba K > 1y

un retardo en el tiempo T > 0.
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Figura 5.9: Simulacion con u = —sign(y), método 1
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Figura 5.10: Simulacion con u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y), método 1

Iniciando con la identificacién de MGD, se incrementa K hasta que se alcance la amplitud limite
A. = 0.001[m]. La Fig. 5.11 muestra las mediciones de la salida y cuando la ganancia K varia de 1 a
1.6. En la Fig. 5.11 puede verse que el valor de K = 1.6 sobrepasa la amplitud aceptable A, = 0.001[m]
mientras que la ganancia K = 1.5. Entonces tomamos K = 1.5, como la ganancia que alcanza el valor

limite de amplitud. Por lo tanto el MGD del sistema con el controlador Twisting es

MGD =20xlog1.5 = 3.5[dB]

Para identificar el MFD se incrementa T hasta que se alcanza alguno de los valores limite. La Fig. 5.12
presenta la medicion de la salida y cuando 7 varia de 0.0001 a 0.0006 segundos. De la Fig. 5.12 se observa

72



5.3. Identificacion del Grado Relativo Practico: Control Black-box

01 | |

0.08

K=1.2
--K=1.3 7
—K=14

K=1.5
—K=1.6 7
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Saliday [m]

=)

-0.02

-0.04 1 -

-0.06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tiempo [segundos]

Figura 5.11: Salida y con u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y), cuando K € [1,6]

e —1=0.0001, ©=30.18
T s e T ---1=0.0003, ®=30.09
1=0.0005, ©=30.02
—_— 1=0.0006, ©=29.98 |
? 002|‘I§| =1 L -
"9 . 195 19.6 19.7 19.8 19.9 20
8 ol

*0.0ZE-E -

-0.04{f —

-0.06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 6

_8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [segundos]

Figura 5.12: Salida y con u = —0.8sign(y) — 0.6sign(y), cuando t € [0.0001,0.0006]

que el retardo en el tiempo de T = 0.0006 sobrepasa el valor limite de frecuencia @, = 30[rad /seg|. En
cambio el valor de T = 0.0005 se mantiene dentro de los valores aceptables. Como el retardo 7 = 0.0005

da un desempeiio acceptable en el sistema, podemos calcular el MFD:

180 180
MFD = 71‘(07 = 70.0005 % 30.02 = 0.86°.

El MFD y el MGD del sistema controlado por Twisting no satisface los requerimiento de margenes
de desempeiio MFD, > 30° y MGD, > 10[dB]. Entonces, de acuerdo al método 2 se debe de aumentar

el orden del controlador por modos deslizantes.

El controlador por modos deslizantes que se probard es el controlador Anidado (Nested por sus siglas
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en ingles) de tercer orden definido como:

1/6

u = —ysign(6 +2(|6> + &)/ °sign(6 + |6|*3sign(o))) (5.2)

donde tedricamente eligiendo el pardmetro ¥ > 0 suficientemente grande se puede asegurar la conver-

gencia de la variable deslizante a cero en presencia de perturbaciones, ver [28].

Considerando ¥y = 1, el controlador (5.2) se implementa en el diagrama de control y se mide la salida
para verificar las condiciones de mérgenes de desempefio. Los resultados de simulacién para identificar

el MFD se muestran en la Fig. 5.13. Como puede verse en la salida y, un retardo en el tiempo de T =

01 : \ \
0.08|- i ‘ ‘ ‘ ‘ _120.04,60:36.13
GO ROCNTU A A S ---1=0.06,0=31.98
008 ++1=0.065,w=30.81
E 0.04} --1=0.07,0=29.62
>
,'8 0024/ T 102 194 196 198 20 I
&
-0.02 N
-0.04{f g
006 I I I I I I I I I
) 2 4 12 14 16 18 20

8 10
Tiempo [segundos

Figura 5.13: Salida y con Algoritmo Anidado de 3er orden, cuando T € [0.04,0.07]

0.007[seg] da como resultado una frecuencia @ = 29.62[rad /seg|, la cual no se encuentra dentro los
limites @, > 30[rad/seg|. Sin embargo, un retardo de 7 = 0.0065[seg] si mantiene la salida con una

frecuencia aceptable, @ = 30.81[rad /seg]. Por lo tanto el MFD del sistema es:

MFD = %0.065 x 30.81 = 114.74°.

Ahora se identifica el MGD mediante el incremento de la ganancia K. La salida y para valores de K

entra 10 y 35 se muestra en la Fig. 5.14.

Basandonos en los resultado mostrados en la Fig. 5.14, el valor de K = 30 es el que alcanza el limite

de amplitud aceptable A, = 0.001[m]. Por lo tanto el valor del MGD en decibeles es

MGD = 20 xlog30 = 29.54 ~ 30[dB]
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ot o - —K=10
K=20 -
--K=30
K=35

Salida y [m]

=}

-0.02p

-0.04

-0.06 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [segundos]

Figura 5.14: Salida y con Algoritmo Anidado de 3er orden, cuando K € [10,35]

De acuerdo al método 2 para identificar el GRP con requerimientos de margenes de desempefio, se
debe elegir el controlador cuya salida cumpla con las condiciones de amplitud A < 0.001[m] y frecuencia
® > 30[rad/seg], y con las condiciones de mérgenes de desempeiio MFD, > 30° y MGD, > 10[dB].
Entonces el GRP del sistema es 3 porque el orden de controlador que satisface las condiciones es 3. Por

lo tanto, el controlador que debe se debe implementar en el sistema es el anidado de tercer orden.

5.4. Recapitulacion

En este capitulo se presentaron los siguientes resultados:

= Dos definiciones de grado relativo practico, una en términos de margenes de tolerancia y otra en

términos de margenes de desempefio y margenes de tolerancia.
= Método para identificar el grado relativo practico en términos de margenes de tolerancia.

= Meétodo para identificar el grado relativo practico en términos de médrgenes de tolerancia y mérge-

nes de desempeiio.

La aportacién que generan los resultados de éste capitulo se centra en las definiciones de grado
relativo practico que se presentaron, asi como en los métodos de identificacion. Dichos resultados son
utiles porque permiten identificar el orden del modo deslizante que debe implementarse cuando se esta

trabajando con la planta real.
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Capitulo 6

Conclusiones

Esta tesis present6 herramientas de anélisis y disefio en el dominio de la frecuencia de sistemas con-
trolados por modos deslizantes, cuyo comportamiento se encuentra en el denominado modo deslizante
real. El modo deslizante real se caracterizé en funcién de limites de tolerancia dados como pardmetros

de un ciclo limite (amplitud maxima A, y frecuencia minima @,.) presente en la variable deslizante.

Se propuso por primera vez la nocién de margenes de desempefio en sistemas controlados por modos
deslizantes. Los mérgenes de desempefio se definieron en términos de un margen de fase y un margen de
ganancia que determinan la ganancia o el defasamiento necesarios para rebasar los limites de tolerancia
A.y w.. Por lo cual, los margenes de desempefio pueden ser usados como medida del desempefio del

sistema controlado por modos deslizantes.

Contando con la nocién de margenes de desempeiio, se propusieron 2 métodos para calcularlos. Un

método basado en diagramas de Nyquist y el segundo utilizando las trazas de Bode.

Dada la facilidad de interpretar a los margenes de desempefio via trazas de Bode, se propuso el disefio

de compensadores de adelanto y atraso de fase con el objetivo de modificar los margenes de desempefio.

Se presentd una solucién al problema de rechazo no ideal de perturbaciones en sistemas reales con
modos deslizantes, la cual consiste en implementar compensadores lineales, conectados en serie y parale-
lo con la planta, con el propésito de modificar la respuesta en frecuencia y de esta manera incrementar la
ganancia equivalente del controlador MD. Al incrementar la ganancia equivalente se mejorar el rechazo

de perturbaciones.

El concepto de grado relativo préctico en el dominio de la frecuencia se presenté como una herra-
mienta que se puede utilizar cuando el modelo de la planta es desconocido (control de caja negra). Se
presentaron dos métodos para identificar el grado relativo del sistema. Uno considerando mérgenes de
tolerancia y otro considerando margenes de desempefio ademds de margenes de tolerancia. El primer mé-

todo asegura la identificacion e implementacién del orden del modo deslizante que satisface los margenes
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de tolerancia y el segundo asegura la identificacién e implementacion del orden del modo deslizante que

satisface tanto médrgenes de tolerancia como mérgenes de desempefio.

Los ejemplos, simulaciones o experimentos presentados para cada uno/a de los métodos y definicio-
nes propuestos verifican la utilidad de las herramientas en el dominio de la frecuencia que se propusieron

en esta tesis.
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Apéndice A

Funcion Descriptiva (FD)

La FD es un tipo de linealizacién de un elemento no lineal sujeto a una entrada senoidal. El tipo de
sistemas a los cuales puede aplicarse FD son aquellos que puedan representarse mediante el diagrama de

bloques mostrado en la Fig. A.1

v alt) (i) V(1)
Joy=0 ! No-Linealidad linealidad -2

Figura A.1: Sistema no lineal

Considerando el sistema no lineal de la Fig. A.1., los requerimientos que debe cumplir el sistema
para poder aplicar el método de FD son: [38], [40], [23]

1. Existe solo una componente no lineal. Esto quiere decir que si hay dos o mds elementos no lineales
en el sistema, estos se deben poder agrupar como una sola no linealidad (como puede hacerse en
el caso de dos no linealidades en paralelo) 6 solo considerar una de las no linealidades y omitir las

restantes.

2. El elemento no lineal es invariante en el tiempo. Esta suposicién implica que se consideran solo
sistemas no lineales auténomos. La razén de esta suposicion es que el método de FD estd ba-
sado en gran parte en el uso de la traza de Nyquist, la cual se aplica solo a sistemas invariantes en

el tiempo.

3. Con una entrada senoidal ¢ = sin(®t), solo la componente fundamental u,(r) de la salida u(r)

es considerada. El presente requerimiento es la suposicion fundamental del método de FD. Esta
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suposicién implica que los armdnicos de alta frecuencia son omitidos en el andlisis. Para cumplir
esta suposicion es importante que el elemento lineal que tiene como entrada u(r), o sea la salida

del 1a no linealidad, tenga las propiedades de un filtro pasa-bajas, es decir
|IG(jo)| >> |G(jnw)| para n=273 ... (A.1)

Esta suposicion se conoce como hipdtesis de filtro pasa bajas.

4. La no linealidad es impar. Significa que la grifica del elemento no lineal entre su entrada y su sali-
da, u(0o), es simétrica con respeto al origen. Esta suposicion se introduce por simplicidad en los

célculos, porque el término estdtico de la expansion en series de Fourier de la salida y(z) es cero.

A.1. Calculo de la FD de un elemento no lineal

Conociendo el tipo de sistemas a los cuales se puede aplicar el método de FD, asi como los requeri-
mientos que deben de cumplir, se procede a mostrar como se representa un elemento no lineal mediante
su FD.

Considere que el elemento no lineal de la Fig. A.1 tiene una entrada senoidal con amplitud A y
frecuencia @, 0 = Asin(®t), como se muestra en la Fig. A.2. La salida de la no linealidad es una sefal
periddica, aunque no senoidal. Al ser la salida de la no linealidad u(¢) una sefal periddica, ésta puede

representarse mediante series de Fourier como

u(t) = L4

5 [a, cos(nwt) + by sin(newt)] (A.2)

1

oo
n=

donde los coeficientes de Fourier als y b}s son generalmente funciones de A y @, y se calculan con las

siguientes expresiones:

1 T
w = [ w(n)d(or) (A3)
- % " (¢ cos(neot)d(wr) (A4)
by = % " 0(6) sin(nar)d(or) (A.5)

Tomando en cuenta las suposiciones mostradas arriba, la cuarta suposicion indica que ag = 0, ademas

la tercera suposicion indica que solo se considera la primera componente de los coeficientes de Fourier,
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b Kl RTETELN ey iy
= o linzaidal —

S -2 A T A

e T B

Figura A.2: Representacion en FD de un elemento no lineal

por lo tanto
u(t) = u(t) = ajcos(t)+bysin(wt) = M -sin (@t + @) (A.6)

donde M = \/a}+ b7y ¢ = artan (%IL)

De la ecuacion (A.6) se puede concluir que la primera componente de la serie de Fourier de la salida
de la no linealidad correspondiente a una entrada senoidal, es una seniodal con la misma frecuencia que

la entrada. Representando dicha salida en el dominio complejo, u; puede reescribirse como

wi =M-e/ @) = (b + jay)- e/ (A7)

De igual forma que el concepto de respuesta en frecuencia de una funcién, el cual se define como la
relacién en el dominio de la frecuencia de la salida senoidal entre la entrada senoidal de un sistema, la FD
se define como la representacion compleja de la salida de la no linealidad entre la representacion
compleja de su entrada, es decir

M - ¢/ (01+9)

M .
NA, 0) = ——— = Tt =

1 .
A oo a1 Z (b1 + ]al) (A.8)

Una vez obtenida la FD de la no linealidad, esta puede tratarse como un elemento lineal con funcién
de respuesta en frecuencia N(A, @), como en la Fig. A.2. De la ecuacion (A.8) se puede ver que la FD de
una no linealidad depende de la amplitud, A, y de la frecuencia, @, pero en este trabajo solo se tratard con
el caso en que la FD depende solo de la amplitud A, en primer lugar porque las no linealidades usadas
tienen FD que solo depende de la amplitud y en segundo porque es mas facil el manejo de este tipo de
FD.
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A.2. Parametros de oscilaciones usando FD

Teniendo el conocimiento de como calcular la FD de una no linealidad, a continuacién se mostrara
la forma de obtener los parametros de las oscilaciones, A y @, presentes en el sistema de control, ver Fig.

A.1. La obtencién de A y o se basa en la forma de determinar ciclos limite' mediante el método de FD.

Considere el sistema mostrado en la Fig. A.3 donde N(A) es la FD y W(jo) representa al elemento

lineal.

)= o(t) urt) V(i)
Jo)=0 d Ndo) Wiw)

R

Figura A.3: Sistema linealizado con FD

Suponiendo que 6 = Asin(®t), se analiza las siguientes relaciones entrada-salida de cada uno de los
elementos del sistema de la Fig. A.3:

L(jo)=-W(jo)Y(jo) (A9)
U(jo) =N(A)Z(jo) (A.10)

Reescribiendo (A.9) y (A.10) en forma matricial se tiene

N@A) -1

=0 A1l
1 W(jo) ( )

ecuacién que tiene solucién no trivial si el determinante de la matriz cuadrada es cero, es decir

NA4) _,1 =0 (A.12)
1 W(jo)
(0]
1+ NAW(jo)=0 (A.13)

Resolviendo esta ecuacion se encuentran los pardmetros de las oscilaciones, amplitud A y frecuencia

. La ecuacién (A.13) es conocida como la ecuacion de balance armonico.

1Un ciclo limite se define como una trayectoria cerrada aislada, ver [38]
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La ecuacion de balance arménico se resuelve de manera grafica reescribiéndose como:

1

W(jo) = NG (A.14)

de tal manera que al graficar W(j®) (Diagrama de Nyquist) y —1/N(A) se obtienen los pardmetros de
las oscilaciones en la interseccion de estas dos graficas, como se muestra en la Fig. A.4.

A
Im

2 K 2 Wo=0

Re

‘(_f)

W(iw)

Figura A.4: Interpretacion grdfica de la ecuacion de balance armonico

A.3. Ganancia Equivalente de un relevador

En la seccién anterior se traté el problema planteado en el Capitulo 1 de una manera general sin
especificar que la no linealidad considerada en este trabajo es un relevador, ya que los algoritmos de
MD20, al contener a la funcién signo pueden representarse por medio de relevadores [5]. El objetivo de
representar los algoritmos de MD20 como relevadores es atacar el problema de control de los sistemas
controlados por un MD20 como sistemas relevados los cuales han sido ampliamente estudiados [1], [20],
[41] [42].

El estudio de sistemas relevados se ha enfocado en tres problemas principales: existencia de mo-
vimientos periddicos (encontrar amplitud y frecuencia de oscilaciones, tratado en la seccién anterior),
estabilidad de ciclos limite y anélisis entrada-salida (seguimiento y propagacion de sefiales externas a
través del sistema) el cual incluye el problema de atenuacién de perturbaciones. En este dltimo punto es

donde entra el concepto de ganancia equivalente de un relevador, el cual serd tratado en esta seccidn.
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Considere el sistema descrito por las siguientes ecuaciones

X = Ax+Bu
y = Cx (A.15)

+c si fo—y>b
—c si fo—y<—b

donde A € R, B € R™!, C € R son matrices, u es el valor de la entrada de control y fo €s una

entrada constante al sistema.

La figura A.5 muestra el diagrama de bloques del sistema descrito en (A.15), donde f = fp es la
entrada del sistema o una sefial externa (perturbacién), u es el control, y es la salida del sistema, ¢ es
la sefial de error, ¢ es la amplitud del relevador, b es el valor de la histéresis del relevador y W (s) es la
funcién de transferencia de la parte lineal (en este caso de la planta), la cual puede obtenerse a partir de
(A.15) como W (s) = C(Is—A)~'B.

f + o u

Figura A.5: Sistema relevado

Empleando FD se analiza el sistema de la figura A.5 suponiendo que f = fy =0y que 6 = asin(Qr),
donde a y Q son la amplitud y frecuencia desconocidas cuyo objetivo de andlisis es encontrarlas, si

existen.

Usando (A.8) se obtiene la FD del relevador con histéresis del sistema en andlisis con la siguiente
férmula
o [2r/e o [2n/o
Na, o) =2 [ u(e)sin(on)dr + -2 / u(t) cos(@r)dt (A.16)
TaJ o TtaJ o

que da como resultado una FD que depende solo de la amplitud, la cual es la siguiente [1]:

4c b? 4ch
1 / > 1
N(a) = ﬂ:a” g (a>b) (A.17)

Entonces, empleando la ecuacion de balance arménico W (jw) = —1/N(a) se encuentran la amplitud
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a y la frecuencia Q, considerando

_ za b2 mwh
N(@) == \[1- 5 —j7, (a>h) (A.18)

y resolviéndola de manera gréfica obteniendo la traza de Nyquist de W (s) y graficando (A.18) que es
una linea recta horizontal paralela al eje real debido a que la parte imaginaria no depende de a, como se

muestra en la figura A.6.

A
Im

1
~
T 5 IS
[
S
Il
[ 7
[\
AR 7

1
N(a)

Re {-

Figura A.6: Andlisis con FD de un relevador con histéresis

De la interseccion de las graficas mostradas en la figura A.6, Q se obtiene de la frecuencia de la traza

de Nyquist correspondiente a la interseccion y la amplitud se obtiene de

1 TTa b?
Re{N(a)}:élc 1*; (A.19)

despejando a y sustituyendo Re {—1/N(a)} por la distancia entre el eje imaginario y la interseccién de

las gréficas.

Ahora se trata el caso en que f = fy # 0, el cual es clave para el andlisis de perturbaciones en el

sistema considerado.

Asumiendo que la entrada del sistema es una sefial constante f = fy # 0, ocurre un movimiento
periédico asimétrico en el sistema representado mediante el diagrama de bloques de la figura A.5, tal que

cada sefial contiene un término constante y un término periddico, ver figura A.7
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|
I
N

Figura A.7: Oscilaciones asimétricas en presencia de sefiales externas

o = 00+0,()
u = ug+uy(t)

y = Yo+yp(t)

donde el sub-indice “0” se refiere al término constante de la serie de Fourier y el sub-indice “p” se refiere

al término periédico de la funcién (suma de los términos periédicos de la serie de Fourier).

El término constante es el valor promedio de la sefial durante su periodo. Ahora, suponiendo que la
entrada del sistema cambia suavemente de un valor negativo a uno positivo, tal que el sistema presenta
una oscilacion estable, y midiendo los valores del término constante del control (1) contra los valores del
término constante de la sefial de error (), de tal manera que se determina el término constante del con-
trol en funcién del término constante de la sefial de error, la cual es una funcién suave (no discontinua):

ug = uo(Go).

La funcién uy = up(0y), es conocida como funcion de sesgo (bias function en inglés) dos funciones

de sesgo se muestran en la figura A.8

La derivada del término constate del control (#p) con respecto al término constante de la sefial de
error (0¢) alrededor del punto de error cero, es decir 6y = 0, da como resultado la ganancia equivalente
de un relevador, k,,. La ganancia equivalente de un relevador se usa como una aproximacién local de la
funcion de sesgo:

ky, = — = lim — (A.20)
oo=0
Cuando se presentan entradas constantes o entradas lentas (estas pueden ser sefiales que se deseen

seguir o perturbaciones), el comportamiento de un sistema relevado es similar al comportamiento de
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16

JEi

nz

in

000 005 043 IE 03D 005
i

Figura A.8: Funcion de sesgo

un sistema lineal con respecto a la respuesta de la sefial considerada, por lo tanto, encontrar el valor
de la ganancia equivalente es un punto importante en el andlisis entrada-salida del sistema relevado,
por lo que lo es también para el tipo de sistemas tratados en este trabajo. Una vez que se obtiene la
ganancia equivalente, el anélisis de entrada-salida se hace como si el sistema fuera lineal, reemplazando

el relevador por una ganancia lineal k,,.

NOTA: El uso del concepto de ganancia equivalente en el caso de Modos Deslizantes (MD) es una
buena manera de tratar a los sistemas controlados por algoritmos de MD como sistemas lineales, debido
a que las variaciones de la sefial de error (o) son generalmente pequefias en el caso de MD vy, por lo
tanto, k, al ser una aproximacion local de la funcion de sesgo (en o = 0) aproxima de buena forma el

comportamiento del relevador.

Al modelo que resulta de sustituir la ganancia equivalente k, por el relevador se le llama el modelo

de movimientos promedio (o constantes), ver figura A.9.

ot e =h+Bu | W

|
¥=Cxg :
|
|

Figura A.9: Modelo de movimiento promedio

Como ejemplo y porque se usard en las siguientes secciones, se presenta como se obtiene la ganancia

equivalente para el relevador con histéresis de la figura A.5.

Considerando el caso en que f = fy # 0, la FD del relevador con histéresis (A.17) cambia a la
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siguiente [1]:

2 b 2 b—oo\*| .4cb
N(a,00) = - \/1—< +G°> +\/1—< 60) — ==, (azb+|og))  (A2D)
Ta a a Ta

donde a es la amplitud de la oscilacion. El término constante (valor promedio) de la sefial de error como

funcién de a y o esta dado por la siguiente férmula [5]:

b+o b—o
up(a,00) = < (arcsin 0 _ arcsin 0) (A.22)
T a a
De (A.21) y (A.22), se obtiene la ganancia equivalente k, del relevador con la derivada del término

promedio del control respecto al término promedio del error para una entrada senoidal asimétrica:

_ du,

k, =
" 860

== (A.23)
co=0 94 1-(%)
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LPRS: Lugar geométrico de sistemas
relevados perturbados

En esta seccidn se presenta el segundo método en el dominio de la frecuencia utilizado como he-
rramienta para desarrollar este trabajo, el método se conoce como LPRS por sus siglas en inglés Locus
of a Perturbed Relay System y en espafiol se conoce como Lugar geométrico de sistemas relevados
perturbados [14].

B.1. Motivacion del LPRS

El método se presenta a partir del concepto de balance arménico por lo que para explicarlo se parte
de método de FD aplicado a un relevador con histéresis, figura A.5. Entonces, tomando como base las
férmulas del inverso negativo de la FD y de la ganancia equivalente de un relevador con histéresis,

obtenidas de (A.18) y (A.23) respectivamente, las cuales se muestran a continuacion:

Ta b\> 7
—N~! = —/1—=(-) —j—,(a>b B.1
@ = - () -z ®.1)
2c 1
kypp = ——— (B.2)
Tta 1 b\2
- (@)
y considerando la ecuacion de balance arménico W (jQ) = —1/N(a), puede escribirse la siguiente for-
mula [3]:
W(Q) = — 2+ 1y (0) (B.3)
Jse) = 3 kn(FD) J 4Cy(FD) .

donde en la parte imaginaria de (B.3) puede verse la condicién de conmutacién del relevador de - a

+(definida como tiempo cero), esta condicién de conmutacién se cumple cuando la salida del sistema es
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igual al valor negativo de la histéresis (—b): ypp(t = 0) = —b.

El andlisis con FD de un relevador muestra y permite considerar que la frecuencia de oscilacién Q
y el valor de la ganancia equivalente k,rp) cambian si se modifica el valor de la histéresis del relevador
b, por lo tanto se consideran los siguientes mapeos: para Q, M, : b — Q'y para kypp), Mz : b — ky.
Entonces, asumiendo que M, tiene un mapeo inverso M; ! : Q — b y aplicando la regla de la cadena,
se considera el mapeo My(M;~') : Q — b — k,. Ahora, definiendo una funcién Jrp que represente la
expresion de la parte derecha de (B.3), si se aplica el mapeo My (M1~ ') : @ — b — k,, ® € [0;00), en el
cual la frecuencia @ es el pardmetro independiente, la expresién que representa a la funcién Jrp es la

siguiente [3]:
1 T

JFD((D) = _i +j %y(t) o (B.4)

donde k, = My(M; 1), y(t)|,—o = M1~! y t = 0 es el tiempo de conmutacién del relevador de —c a +c.

La parte real de Jpp(®) contiene informacién sobre la ganancia equivalente con lo cual se puede
conocer la amplitud y la parte imaginaria de Jrp(®) involucra la condicién de conmutacién del relevador,

por lo que tiene informacién sobre la frecuencia de oscilacion.

Es necesario sefialar que los valores de k, y de la frecuencia de oscilacién Q de la expresion Jpp(m)
son aproximados en relacion con la hipétesis de filtro pasa-bajas considerada al usar el método de FD.
Entonces es interesante relajar la hip6tesis de filtro pasa-bajas para tener valores exactos tanto de €2 como
de k,, pues de esta manera se considerarian mas arménicas y no sélo la primera, lo que tendria como

resultado mejor aproximacion en los valores de Q y k.

Por lo tanto, para poder considerar todas las frecuencias y tener mejor aproximacion, se obtiene una
funcién J(w) que sea vdlida para todas las frecuencias y que preserve la forma de Jpp(®). A esta nueva
funcién J(®) junto con su traza en el plano complejo para @ € [0;0) se le llama lugar geométrico de un

sistema relevado perturbado (LPRS, por sus siglas en inglés the locus of a perturbed relay system).

Suponiendo que contamos con el LPRS de algtn sistema que se desee analizar, igual que con FD,
podemos obtener los valores de &, y € con la bondad de que se obtienen valores tedricamente exactos.
En la figura B.1 se muestra un posible ejemplo de la interpretacién geométrica del LPRS, el punto de
interseccion del LPRS, o sea de la funcién J(®), y la linea recta, la cual se encuentra a una distancia
de mb/4c abajo del eje real y paralela a este eje, permite calcular la frecuencia de las oscilaciones y la

ganancia equivalente k, del relevador.

Como al calcular la funcién J(®) se desea conservar la forma de (B.4), la frecuencia de oscilaciones

puede ser calculada resolviendo la ecuacidn:

Iml(Q) = —Z—[c’ (B.5)
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[ Lt
e
|:I=#./f_

ez

Figura B.1: LPRS y andlisis de oscilaciones

y la ganancia equivalente k,, como
1

b = kel (@)

(B.6)

En resumen el LPRS se puede definir como una representacion exacta en el dominio de la frecuencia

de un relevador.

En la siguiente seccién se mostrard la forma en que se calcula J(®) para obtener los pardmetros

exactos del un sistema representado mediante una funcién de transferencia.

B.2. LPRS para un sistema representado por su funcion de transferencia

A continuacién se muestra como se obtiene la férmula de J(®) que entrega valores exactos de am-

plitud y frecuencia para el caso en que se tenga una planta lineal sin integradores.

Expandiendo en serie de Fourier la sefial u(r) de la figura A.7, se obtiene:

de S 1, kO
ult) =up+—)») —sin| ———————
() 0 ”/;k ((91+92)>

X {cos (ka;91> cos(kwt) + sin (kwel

donde up =c(61—62)/(01+062), w=2m/(6;+ 62). Por lo tanto, y(¢) como una respuesta de la planta

> sin(k(ot)} (B.7)
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con funcién de transferencia W (s) a una entrada u(z) puede escribirse como

ﬂk@l
yo+ Zfs1 ( 3, +62)>
X {cos <ka;91> cos [kot + ¢ (k)]
+sin <"“’29‘> sin [kt + (p(ka))]}A(ka)) (B.8)
donde @(kw) = argW (jkw), A(kw) = |W (jko)|, yo = uo [W (jO)|.

Las condiciones de conmutacién del relevador de acuerdo a la figura A.7 son las siguientes:

fo—y(0) = b
fo—y(61) = —b (B.9)

donde y(0) y y(6) se obtienen de (B.8) considerando =0y r = 6, respectivamente:

=yo+ — 2[05 <2nk6912)>ReW(jkw)

+sin? <(971ka;)2)> ImW ( jkw)} /k (B.10)

y(81) =yo+— Z[ '<27rk9912)>ReW(jka))

) kO R

Considerando (B.10) y (B.11) como conocidas, las incégnitas del sistema de ecuaciones formado por
las condiciones de conmutacion (B.9) son fp y b. Las expresiones para obtener la solucién del sistema

de ecuaciones son:

PRRIOECY)
2
b= y(@l)zy(()) (B.12)

Derivando (B.9) con respecto a fj, considerando (B.10) y (B.11), se obtiene el sistema de ecuaciones

siguiente:
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c[W(0)] <de1 d92>

26 dfo dfo
T (‘;(;; _ ‘;0};) ;cos(nk)ReW(a)k) (B.13)
WOl (40,002
26 dfo dfo
v (‘;’}01 _ fzij) gcos(ﬂk)ReW(a)k) (B.14)
+ 22 <%+%>gsin2?W—lzo

donde @y = mk/ .

Resolviendo el sistema de ecuaciones anterior para d(0; — 6,)/dfoy d(0+ 62)/d fo se obtiene las
férmulas que contienen las derivadas para el punto 61 = 0> = 6 = 71/, es decir, d(81 + 02)/d fo|;,_o =
0, primera parte de la solucién que corresponde a la derivada de la frecuencia de oscilacién, y la segunda

parte de la solucién da como resultado:

d(6,—67)
d fo

=20/ [c <|W(O)| +2i cos(ﬂk)ReW(wk))] (B.15)
fo=0 k=1

Considerando la férmula del sistema en lazo cerrado de fy a u del sistema mostrado en la figura A.5,

se puede escribir:
d(6,—07)

i = kn/ (1 + ko |A(0)])26 /¢ (B.16)

fo=0

Igualando (B.15) y (B.16), y despejando k,,, se obtiene la siguiente expresion:

ky = o.S/i(—l)kReW(kn/e) (B.17)
k=1

Tomando en cuenta la férmula (B.17), la identidad @ = /0, y la forma de la funcién Jgp(®) que
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se quiere conservar para J (@), se obtiene la expresion final para ReJ (o)

(=) ReW (k)

s

ReJ(w) =

k=1

De manera similar, resolviendo (B.12) para b sustituyendo y(0) y y(6;) con la forma de (B.10) y

(B.11), respectivamente, se obtiene la expresion

de S 1, kO
b=——Y —sin? ImW (k B.18
nl;lksm (61—1—62) mW (ko) (B.18)

Empleando la identidad sin?(A) = 0.5 —0.5cos(24) y considerando 6 = 6, = 6 la expresién (B.18)

se puede expresar de la siguiente manera

Y| e
= ‘;i {[— l)k]ImW(ka))}

= ——Zﬁlmw (2k—1)o] (B.19)

1=

T —

Entonces conservando la forma de Jrp(®) para obtener J(®), se sustituye (B.19) en (B.5) y se

obtiene la parte imaginaria del LPRS como

ImJ(® Z mImW [(2k—1)w]

Finalmente juntando la parte real y la parte imaginaria, la férmula del LPRS J(w) para sistemas

representados en funcion de transferencia es:

gk

J(@) =Y (=1)*'ReW (ko) +ji %%ImW[Qk— 1) o] (B.20)
k=1

k

1
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Apéndice C

Analisis en el dominio de la frecuencia del
Algoritmo Twisting

El algoritmo Twisting de modos deslizantes estd definido como [26], [33]

u = —cysign(y) — casign(y) (C.D

donde las constantes ¢; > ¢ > 0 son los pardmetros del algoritmo, y y y son la salida del sistema y su

derivada, respectivamente, y u es la entrada a la planta lineal W (s), ver Fig. 1.1

C.1. Funcion Descriptiva del Algoritmo Twisting

Considerando (C.1), el algoritmo Twisting puede representarse mediante el diagrama de bloques

mostrado en la figura C.1

tn
\ 4

s
S‘

Figura C.1: Representacion en bloques del algoritmo Twisting para FD

95



APENDICE C

Entonces, la funcién descriptiva para Twisting esta dada por la suma de las dos no-linealidades en
paralelo
4c 4c 4
N=N+sN,~ — +jQ—2 = " (¢;+ jcr) (C.2)
Ta tas Ta

donde a; es la amplitud de la salida y, a, = Qa; y Q es la frecuencia de y(z).

Ahora, para obtener la solucién periddica de y(z), que en este caso representa los pardmetros de

chattering (amplitud y frecuencia), se aplica la ecuacion de balance arménico

W(jo)=— (C.3)

N(ar)
donde W(jw) es la traza de Nyquist de la planta (incluyendo dindmicas parésitas). Considerando la FD

(C.2), la ecuacidn de balance armdnico puede reescribirse como:

1 Tta) c1 — j6‘2
— = (C.4)
N(a) 4 (cf+c3)

Por lo tanto, la amplitud a; y la frecuencia 2 de chattering se pueden obtener del punto de intersec-
cion entre la traza de Nyquist de la planta y el inverso negativo de la FD, como se puede ver en la figura
C.2.

Im
N(Iaz) N
arctg c;/cI/' 2 D0
Re
i
W)

Figura C.2: Andlisis de Twisting con FD

Una vez obtenidos los pardmetros de chattering, se puede calcular la ganancia equivalente del al-
goritmo Twisting [8] como la ganancia equivalente de los relevadores, con el objetivo de realizar un
analisis de valores promedio (estado cuasi-estable) para analizar el rechazo de perturbaciones del siste-

ma controlado por Twisting. La ganancia equivalente k,r, se obtiene usando la siguiente férmula [8],
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[14]:
2¢
knrw1 = =L
Ta
2¢o
k = C.5
nTw2 naIQ ( )

El modelo del sistema, en el cual los relevadores son reemplazados por sus respectivas ganancias
equivalentes, ver figura C.3, describe la dindmica del sistema con respecto a valores promedio. Esta
especie de linealizacién del sistema puede aplicarse al andlisis de la propagacién de entradas de control
constantes y perturbaciones en el sistema, usando técnicas de control lineal, como se mostrard en el

Capitulo 3.

u y

W(s)

Figura C.3: Sistema controlado por Twisting “linealizado”

C.2. LPRS del Algoritmo Twisting

El método LPRS considera la presencia de un solo relevador, a diferencia de FD que puede considerar
mads de uno, por lo tanto para poder aplicar LPRS a Twisting se requiere hacer una transformacién del

problema a uno equivalente, como se muestra en la figura C.4.

-y ¢ T_ U;
—‘-Cl

(253

Figura C.4: Representacion en bloques del algoritmo Twisting para LPRS
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En la figura C.4, la parte encerrada por la linea punteada representa una planta equivalente que resulta
de la transformacion aplicada. Sin embargo, la planta equivalente es no lineal debido a que se encuentra
presente el segundo relevador del algoritmo Twisting. Como en este trabajo se aplica LPRS solo a plantas
lineales, el segundo relevador es aproximado mediante su FD para tener una planta lineal equivalente, lo

cual no representa pérdida de aproximacion [14]

Tomando en cuenta la expresion para calcular J(@) (B.20), la parte imaginaria del LPRS es el valor
de la salida de la planta en el instante en que el relevador conmuta de “—"" a “+ ", entonces la parte
imaginaria del LPRS se encuentra a la salida de la planta en el instante de conmutacién de la sefial
cuadrada u| aplicada a la entrada de la planta, ver figura C.4. La sefial de control u, también se plica a la
entrada de la planta, por lo que la salida y, se considera como la suma de las dos salidas y; y y», resultado

de la respuesta a las entradas de control u; y u;, respectivamente.

Se propone una funcién auxiliar L(c, ®, 0) para calcular el LPRS del algoritmo Twisting, la cual
representa la salida de una planta lineal en el instante t = 8T (T es el periodo de la oscilacién) si una

seflal cuadrada periddica de amplitud c es aplicada a dicha planta, entonces:

L(c,»,0) = y(t)|,—2z0 /0

donde 6 € [—0.5,0.5], @ € [0,0]. Valores positivos de 8 corresponden al tiempo después del instante de
conmutacién del relevador (de amplitud c;) y valores negativos de 6 corresponden al tiempo anterior del

instante de conmutacion del relevador.

Considerando el andlisis en series de Fourier de la respuesta de una planta lineal ante una sefial

cuadrada periddica, la funcién L(@, 6) puede representarse como:

oo

L(o,6)=)

k=1

T {sen[(2k — 1)270] - ReW [(2k — 1) 0]

cos|(2k — 1)270] - ImW [(2k — 1) o]} (C.6)

Comparando (C.6) con la definicién del LPRS, ver seccién B.1, se tiene como resultado ImJ(®) =

L(®,0) porlo que con la férmula de L(®, 6) se puede obtener la parte imaginaria del LPRS para Tiwisting.

Entonces podemos obtener la expresion de ImJ(w) para Twisting como una suma de las respuestas

de la planta a dos sefiales cuadradas periddicas, como se muestra a continuacion:
ImJ(w) =L(cy,,0)+L(c2,,0) (C.7)

el valor del tiempo de corrimiento 6 entre la conmutacién del primer y el segundo relevador es descono-
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cido pero se puede encontrar con la siguiente ecuacion:
¥(8) =0
la cual puede expresarse en funcién de L(®, 0) como:
c1Li(@0,—0)+ 2L (0,0) =0 (C.8)

donde L, es la funcion L(w, ) calculada para la funcién de transferencia Wy (s) = sW (s)(funcién de

transferencia de u a y).

Considerando lo anterior, la metodologia de andlisis de movimientos peridédicos en un sistema con-
trolado por Twisting es: para cada punto de frecuencia del LPRS, la ecuacién (C.8) se resuelve para
encontrar el tiempo de corrimiento entre las conmutaciones de los dos relevadores, donde la funcién
L(w,0) se calcula como en (C.8). Después la parte imaginaria del LPRs se calcula mediante la ecua-
cién (C.7). Con la parte imaginaria del LPRS calculada, la frecuencia de oscilacién se encuentra con la

ecuacioén (B.5) considerando ¢ = ¢

Para calcular la parte real del LPRS para Twisting se propone hacerlo con la parte real del LPRS
mostrado en la seccién B.1, pero considerando como planta W (s) la funcién de transferencia en lazo
cerrado de la planta equivalente. Entonces, considerando lo mencionado anteriormente la funcion J()

para obtener el LPRS del algoritmo Tiwisting es:

_ W(jo) . 2
J(w) =Re a +ja)‘N2-W(ja)))} +J |:L(C0,0)+ aL((o,()) (C.9)

donde N, = % es la FD del segundo relevador y Ay = M.

La interpretacién geométrica para obtener los pardmetros de las oscilaciones via LPRS para un sis-

tema controlado por Twisting se presenta en la figura C.5.

La frecuencia de chattering Q es la frecuencia que corresponde a la interseccion de J(®) con el eje
real, mientras que la amplitud se obtiene a partir de la distancia entre el origen y la interseccién con el
eje real, aplicando la siguiente férmula [8],[14]:

~ TRe(Q)

La ganancia equivalente k,7,,.prs puede ser obtenida directamente de la interseccién del LPRS con

el eje real mediante k,r,prs = 1/2Re(Q) o con la amplitud de la oscilacién como en el caso de FD
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N
Im

J(w)

w=0

\ 4

Re

—
A 4

1
an

Figura C.5: Andlisis de Twisting con LPRS

como:
26‘1

knTwLPRS = —

Ta

que es la misma férmula para calcular k1,1 en el caso de FD.

De la misma forma que en FD, al reemplazar el algoritmo Twisting por k,7,,.prs s€ puede realizar un
andlisis de valores promedio del sistema, con lo cual se analiza el rechazo a perturbaciones del sistema

controlado por Twisting.
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