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Resumen
Acondicionamiento del enredamiento espacial en parejas

de fotones producidas por conversión paramétrica
descendente

Héctor Cruz Ramı́rez
Instituto de Ciencias Nucleares

Universidad Nacional Autónoma de México
Doctor en Ciencias (F́ısica)

Se presenta un análisis teórico y experimental del efecto conjunto de la dis-
tribución transversal del campo eléctrico y de las propiedades del cristal
no lineal sobre las propiedades de las parejas de fotones generadas por
conversión paramétrica descendente espontánea. Es conocido que para un
cristal suficientemente delgado, la distribución del campo eléctrico, llama-
do bombeo, determina completamente las propiedades conjuntas del fotón
señal y del fotón acompañante, pero en un cristal con longitud grande, las
propiedades del cristal no lineal son importantes y deben ser consideradas.
En esta tesis realizamos mediciones experimentales del espectro angular y
del espectro angular condicional de la pareja de fotones producidas por con-
versión paramétrica descendente espontánea realizadas con detectores de
fotones individuales con resolución espacial. También, en esta tesis usamos
dos tipos de bombeo: una haz gaussiano y un haz Bessel-Gauss.

En el caso de un haz gaussiano, se reporta el control del régimen de
funcionamiento de la fuente de las parejas de fotones, del régimen de cristal
delgado al régimen de cristal largo, a través de manipular el grado de enfo-
camiento del bombeo. También, se muestra expĺıcitamente el comportamien-
to del espectro angular y el espectro angular condicional al cambiar de régi-
men. Con la teoŕıa expuesta en esta tesis se puede determinar la frontera
entre los dos reǵımenes y predecir los diferentes comportamientos del espec-
tro angular y del espectro angular condicional.

En el caso de un haz Bessel-Gauss, se reporta la generación de fotones
anunciados adifraccionales (en el régimen de cristal delgado), esto es, se
muestra que la distribución transversal de intensidad de los fotones anun-
ciados se mantiene sin cambio mientras se propaga un intervalo de distancia.
Para lograr esto, nos hemos basado en el proceso de conversión paramétrica
descendente espontánea para generar pareja de fotones cuando bombeamos
un cristal no lineal con un haz Bessel-Gauss. En la tesis se muestra como
las propiedades del bombeo Bessel-Gauss son mapeadas directamente a las
propiedades del fotón señal cuando es anunciado por la detección del fotón
acompañante. En resumen, podemos generar fotones individuales anuncia-
dos que son adifraccionales sin la necesidad de generar primero fotones con
un haz gaussiano y después hacerlos adifraccionales mediante otros elemen-
tos ópticos, sin necesidad de una producción posterior.
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Abstract
Conditioning of spatial entanglement of photon pairs

produced by parametric downconversion
Héctor Cruz Ramı́rez

Instituto de Ciencias Nucleares
Universidad Nacional Autónoma de México

Doctor en Ciencias (F́ısica)

We present a theoretical and experimental analysis of the joint effects of the
transverse electric field distribution and of the nonlinear crystal character-
istics on the properties of photon pairs generated by spontaneous paramet-
ric downconversion. While it is known that for a sufficiently short crystal
the pump electric field distribution fully determines the joint signal-idler
properties, for longer crystals the nonlinear crystal properties also play an
important role. In this work we present experimental measurements of the
angular spectrum and of the conditional angular spectrum of photon pairs
produced by spontaneous parametric downconversion, carried out through
spatially resolved photon counting, and we use two pumps: a Gaussian beam
and a Bessel-Gauss beam.
In the Gaussian beam case, we control whether or not the source operates
in the short-crystal regime through the degree of pump focusing, and ex-
plicitly show how the angular spectrum and conditional angular spectrum
measurements differ in these two regimes. Our theory provides an under-
standing of the boundary between these two regimes and also predicts the
corresponding differing behaviors.
In the Bessel-Gauss beam case, we demonstrate the generation of non-
diffracting heralded single photons (in the short-crystal regime), that is,
which are characterized by a single-photon transverse intensity distribution
which remains essentially unchanged over a significant propagation distance.
For this purpose we have relied on the process of spontaneous parametric
downconversion for the generation of signal and idler photon pairs, where
our nonlinear crystal is pumped by a Bessel-Gauss beam. Our experiment
shows that the well-understood non-diffracting behavior of a Bessel-Gauss
beam may be directly mapped to the signal-mode, single photons heralded
by the detection of a single idler photon. In our experiment, the heralded
single photon is thus arranged to be non-diffracting without the need for
projecting its single-photon transverse amplitude, post-generation, in any
manner.
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Lista de siglas

A lo largo del texto se utilizan varias siglas. Para facilitar la lectura del texto
a continuación se enlista las siglas usadas en orden de aparición.

SPDC : spontaneous parametric down conversion (conversión paramétrica
descendente espontánea),

EA: espectro angular,

EAC: espectro angular condicional,

BBO: beta barium borate (cristal Beta Borato de Bario).

PM : phasematching (empatamiento de fases).

WJA: wavevector joint amplitude (función de amplitud conjunta en vec-
tores de onda).

TF2: segundo plano de Fourier.

ITFC: intensidad transversal de fotones condicionados.

APD: avalanche photodiodes detector (fotodiodo de avalancha de silicio).

TTL: transistor-transistor logic (lógica de transistor a transistor).

CCD: charge-coupled device (cámara digital).

PML: platina motorizada lineal.

TFI: transformada de Fourier inversa.

EO: elementos ópticos.
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Caṕıtulo 1

Introducción

La generación de luz no clásica y en particular las parejas de fotones gene-
radas mediante el proceso de conversión paramétrica descendente espontánea
[1] (SPDC por sus siglas en inglés: spontaneous parametric down conver-
sion), constituye el fundamento para una serie de importantes experimentos
realizados en las últimas décadas que incluyen desde estudios fundamentales
sobre la validez de la mecánica cuántica [2] hasta el inicio de aplicaciones tec-
nológicas de las propiedades cuánticas de la luz como la implementación por
medios fotónicos del procesamiento y transmisión de información cuántica
[3].

El proceso de conversión paramétrica descendente espontánea consiste
en incidir sobre un cristal con propiedades ópticas no lineales un haz láser
(bombeo) donde cada fotón individual del bombeo es aniquilado y entonces
se crea una pareja de fotones llamados el fotón señal y el fotón acompañante
(esto en el régimen espontáneo). En particular, la pareja de fotones genera-
da exhiben una riqueza en su estructura espacial transversal [4, 5], y que es
la ĺınea de investigación del presente trabajo doctoral. Los fotones emitidos
pueden estar enredados a través de los grados de libertad espaciales (además
de los grados de libertad temporal y en polarización), como son el momento
lineal transversal o el momento angular orbital [6, 7]; lo cuales tienen un
gran interés ya que cada fotón es descrito mediante un espacio de Hilbert
multidimensional [8, 9, 10, 11, 12, 13] que a diferencia del grado de liber-
tad de polarización en el cual cada fotón es descrito por un espacio de dos
dimensiones [14].

La detección con resolución espacial de fotones individuales en el dominio
de los momentos lineales transversales da como resultado el espectro angular
(EA) de la conversión paramétrica descendente espontánea, que en un pro-
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 2

ceso de tipo I la distribución de fotones es de forma anular. Por otra parte,
si un fotón (acompañante) es detectado en una cierta locación del espectro
angular con un momento lineal transversal k⃗⊥, entonces los fotones conju-
gados (señal) son detectados en coincidencia alrededor del punto −k⃗⊥. Esto
último es la segunda medición de interés para el presente trabajo cuando el
fotón señal es detectado con un cierto valor del momento lineal transversal,
y entonces, los fotones señal detectados en coincidencia con resolución es-
pacial forman el llamado espectro angular condicional (EAC). El espectro
angular condicional puede ser considerado como la forma geométrica que
tiene los fotones anunciados en el modo señal [15]. En una situación ideal
cuando generamos la pareja de fotones con un onda plana (bombeo), ten-
emos que si detectamos estrictamente un fotón acompañante con un cierto
valor del momento lineal transversal, entonces el fotón señal que está en co-
incidencia con el otro está bien localizado en el momento lineal transversal
conjugado, por lo cual, el espectro angular condicional tiene forma de una
delta de Dirac. Pero, en un experimento realista el bombeo tiene dimen-
siones transversales finitas, por lo cual, los fotones señal en coincidencia con
el fotón acompañante no se encuentran en un sólo punto sino que cubren
toda un área de tal forma que el espectro angular condicional va adquiriendo
un cierto ancho.

Las propiedades de las parejas de fotones de SPDC espacialmente en-
redadas, incluyendo el EA y el EAC, son determinadas por la distribución
espacial transversal del campo eléctrico del bombeo y por la propiedades
no lineales del cristal, incluyendo la dispersión del cristal, su longitud y el
efecto de walk-off. La manera en la cual las propiedades espaciales transver-
sales del bombeo son mapeadas a las propiedades de las parejas de fo-
tones del SPDC han sido estudiadas en un amplio número de trabajos
[5, 9, 15, 16, 17, 18, 19]. Un resultado importante es que para cristales su-
ficientemente delgados (aproximación de cristal delgado), el EAC está com-
pletamente determinado por la distribución espacial transversal del campo
eléctrico del bombeo [10, 16, 17, 20, 21, 22, 23, 24, 25]. Dentro de este ĺımite,
la manipulación de las parejas de fotones (ingenieŕıa cuántica) es controlada
completamente por el bombeo. Este hecho es la base de un gran número de
trabajos que buscan aplicar este tipo de correlaciones espaciales presentes en
las parejas de fotones del SPDC. La aproximación de cristal delgado ha sido
aplicada en la implementación de protocolos de procesamiento de informa-
ción cuántica, en experimentos que aplican el momento angular orbital de
las parejas de fotones [26, 27, 28, 29, 30, 31], en experimentos de imágenes
y difracción cuánticas [32, 33, 34, 35, 36, 37], y en una gran variedad de
nuevos experimentos [16, 26, 27, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45]. Sin embargo,
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para cristales suficientemente largos o para haces gaussianos suficientemente
enfocados, las propiedades de las parejas de fotones no son determinadas
complemente por la distribución espacial del bombeo. Uno de los propósitos
de este trabajo es entender las propiedades de las parejas de fotones del
SPDC en general, incluyendo las situaciones en donde se puede aplicar la
aproximación de cristal delgado y las situaciones donde no se pueda aplicar
esta aproximación.

Realizamos, en este trabajo, un estudio detallado del EAC y como de
las propiedades del EA son derivadas las propiedades del EAC, poniendo
énfasis en los efectos producidos por la longitud del cristal. De igual forma,
mostramos que el EAC esta dado por el producto de dos funciones sepa-
radas. Una función está relacionada con el EA del bombeo y la otra función
está relacionada con las propiedades del cristal, incluyendo la longitud del
cristal, la dispersión del cristal y el efecto de walk-off. En nuestro estudio de
los efectos del cristal mostraremos que existe una longitud critica, Lc, que
depende del grado de enfocamiento del bombeo, tal que, si la longitud del
cristal, L, es menor a Lc (L < Lc) los efectos producidos por la longitud del
cristal pueden ser despreciados y el EAC queda determinado completamente
por el EA del bombeo; en este caso el EAC es una versión desplazada del
EA del bombeo. Para el caso donde L > Lc el EAC es determinado tanto
por el EA del bombeo como de las propiedades del cristal. En este último
caso, el EAC se elonga y el ancho de la elongación esta relacionado con la
longitud de cristal y sufre un giro respecto a la localización del detector fijo,
entonces surge una distinguibilidad azimutal1.

En este trabajo realizamos mediciones experimentales del EA y del EAC
encontrando una excelente concordancia con las simulaciones numéricas, las
cuales están basadas en la teoŕıa de SPDC que desarrollamos en el presente
trabajo. La teoŕıa incluye los aspectos experimentales esenciales, los cuales
son una distribución espacial arbitraria, filtros espectrales que limitan los
fotones que podemos observar del SPDC, la dispersión del cristal, el vec-
tor de Poynting de walk-off y las dimensiones espaciales de los detectores.
Hemos realizado, también, una cuidadosa exploración del EA y EAC tanto
experimentalmente como teóricamente variando el grado de enfocamiento
[24, 46, 47, 48, 49, 50, 51], esto con el propósito de explorar y contrastar los
resultados de los reǵımenes L < Lc y L > Lc. En la teoŕıa que presentamos
en este trabajo explicamos que la distinguibilidad azimutal [52] del EAC es
un efecto de la longitud del cristal y que aparece cuando se tiene un cristal

1En la Sec. (3.3.1) se explicara con más detalle el significado de la distinguibilidad
azimutal en el EA y en el EAC del proceso de SPDC .
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suficientemente largo (L > Lc).
Como parte de este trabajo, consideraremos dos tipos de distribuciones

espaciales para el bombeo: un haz gaussiano y un haz Bessel-Gauss de orden
0. Con un haz gaussiano estudiamos los efectos producidos a las parejas de
fotones por el grado de enfocamiento del mismo, como anteriormente se ha
explicado. Un haz Bessel-Gauss de orden 0 tiene la propiedad interesante de
ser adifraccional en un cierto intervalo. La difracción está presente en toda
la f́ısica que tenga que ver con ondas, incluyendo óptica, acústica y mecánica
cuántica. La difracción Para muchas aplicaciones la difracción es una limi-
tación, por lo cual, se han propuesto algunas técnicas para controlarla. Los
haces adifraccionales es un término común utilizado en la óptica clásica para
referirnos a soluciones de la ecuación de onda que se propagan a lo largo del
eje óptico preservando su patrón transversal de intensidad. Los primeros
haces de este tipo son los haces Bessel y fueron propuestos en el trabajo de
[53]. Después, fueron descubiertos otros tipos de haces adifraccionales como
los haces Mathieu, los haces parabólicos, las ondas X y las haces Airy [54].
Un haz adifraccional ideal debe tener una extensión y enerǵıa infinita, lo
cual, es f́ısicamente inviable. En vista de lo anterior, se han implementado
experimentalmente haces adifraccionales cercanos al caso ideal y de muy
alta calidad con mascarillas anulares, axicones, cavidades láser, hologramas
y moduladores de luz [55].

Como se mencionó antes, en la aproximación de cristal delgado las pro-
piedades espaciales transversales del bombeo son mapeadas a las propieda-
des de las parejas de fotones del SPDC. En pasados trabajos se han uti-
lizado haces con distintas distribuciones espaciales para poder aprovechar
este mapeo, por ejemplo, se han utilizado haces Gauss-Laguerre que tienen
momento angular orbital [7]. En muchos trabajos las parejas de fotones son
proyectados (después de haber sido generados) a una distribución transver-
sal espećıfica de vectores de onda mediante hologramas y otros elementos
ópticos. La idea principal de utilizar un haz Bessel-Gauss de orden 0 es
generar las parejas de fotones (mediante la medición del EAC) que sean ad-
ifraccionales, una propiedad mapeada directamente del bombeo sin realizar
un procesamiento de las parejas de fotones después de haber sido generadas
[16, 20, 56].

La habilidad de poder controlar el patrón de intensidad transversal al
nivel de uno sólo fotón es notable, y en particular, que se logre tener un
comportamiento adifraccional. La aplicaciones podŕıan estar en el área de
comunicaciones cuánticas en el espacio libre donde es importante tener haces
adifraccionales que mantengan su forma en presencia de obstáculos [57] y
cuando se propaguen a través de medios con turbulencia [58, 59]. También,
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otra posible aplicación podŕıa estar en el control de las interacciones de
fotones individuales con átomos o iones en arreglos lineales de una trampa
de iones o en una malla óptica (optical lattice).

1.1. Objetivos de trabajo

Los objetivos del trabajo doctoral son:

1. Obtener experimentalmente la pareja de fotones mediante el proceso
de conversión paramétrica descendente espontánea. Lo cual consiste
en cuatro tipo de experimentos. El primer experimento es obtener la
distribución de un sólo fotón de la pareja en el espacio de momen-
tos transversales, el llamado espectro angular. Lo segundo es obtener
la distribución de un fotón en el espacio de momentos transversales
condicionado a la detección del otro , el llamado espectro angular
condicional. El tercer experimento es obtener para un sólo fotón su dis-
tribución de intensidad transversal. El cuarto experimento es obtener
para un fotón su distribución de intensidad transversal condicionado a
la detección del otro fotón. Finalmente, para realizar los experimentos
anteriores se debe implementar la técnica de detección de fotones con
resolución espacial.

2. Tener un modelo matemático que describa aproximadamente lo que
pasa experimentalmente mediante simulaciones numéricas. Lo cual es
una herramienta útil para entender como cambia el espectro angu-
lar y el espectro angular condicional, al igual que sus transformadas
de Fourier, de la pareja de fotones en función de los cambios de las
propiedades del cristal y las propiedades del bombeo.

3. A partir de punto anterior, estudiar el espectro angular y espectro
angular condicional en función de la diferentes estructuras espaciales
del bombeo. En este trabajo se estudian dos tipos de estructuras: un
bombeo gaussiano y un bombeo Bessel-Gauss de orden 0. Respecto a
los dos casos de bombeo se estudiará lo siguiente:

En el caso gaussiano se estudiará el comportamiento del espectro
angular y el espectro angular condicional en función al grado de
enfocamiento el bombeo. Esto nos llevará a establecer una criterio
para decidir cuando aplicar la llamada aproximación de cristal
delgado.
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En el caso Bessel-Gauss se estudiarán dos cosas. Primero se es-
tudiará el espectro angular y el espectro angular condicional de
la pareja de fotones. En segundo lugar se estudiarán las condi-
ciones experimentales para que los fotones generados hereden la
propiedad interesante de este tipo de haces, la propiedad de ser
adifraccionales. Lo anterior se deberá obtener en el espacio de
posiciones transversales.

En el Caṕıtulo 2 se deducen las expresiones del espectro angular y del
espectro angular condicional de la pareja de fotones, además se establece las
expresiones donde se observa la contribución de las propiedades del cristal
y de las propiedades del bombeo a ambos espectros. En el mismo caṕıtulo
se establecen las condiciones para el espectro angular condicional dependa
solamente de las propiedades del bombeo, lo que se llama aproximación de
cristal delgado. En la teoŕıa se considera los parámetros experimentales si-
guientes: las dimensiones de la fibras ópticas usadas para la colección de
fotones, los filtro espectrales, los indices de refracción del cristal, las di-
mensiones del cristal, el ángulo de phasematching, el efecto de walk-off y
las transformación adecuada para pasar del espacio de Fourier al espacio
real donde se obtienen las distribuciones. En el Caṕıtulo 3 se realizan las
simulaciones numéricas correspondientes. Con las simulaciones numéricas se
estudiará el comportamiento general del espectro angular y del espectro an-
gular condicional al ir enfocando el haz gaussiano. También, se establecerá el
comportamiento general de ambos espectros con un bombeo Bessel-Gauss de
orden 0. Al final del caṕıtulo se estudiará cualitativamente como se propa-
ga la distribución de intensidad transversal para un fotón y para un fotón
condicionado a la detección del otro. Se mostrará que la distribución de in-
tensidad transversal de un fotón condicionada a la detección del otro fotón
es adifraccional a diferencia de la distribución de intensidad de un sólo fotón
no lo es. En el Caṕıtulo 4 se describe la técnica de detección de fotones
con resolución espacial y sus configuraciones para detectar un sólo fotón o
los fotones del tipo condicionado. Se explican los arreglos experimentales
implementados para cada bombeo y finalmente se muestran los resultados
experimentales. En el caso gaussiano se establece dado el cristal, que grado
de enfocamiento se requiere para que sea valida la aproximación de cristal
delgado. En el Caṕıtulo 5 están las conclusiones.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de la Conversión
Paramétrica Descendente
Espontánea

2.1. Introducción

El proceso de conversión descendente paramétrica espontánea (SPDC )
es un fenómeno que es explicado correctamente mediante la mecánica cuánti-
ca.

El proceso de SPDC consiste en lo siguiente: si tenemos un haz de luz
láser (que llamaremos bombeo) que incide sobre un cristal con propiedades
ópticas no lineales de segundo grado caracterizadas mediante χ(2), entonces,
para cada fotón individual del bombeo de frecuencia angular ωp y vector

de onda k⃗p existe una probabilidad de que decaiga espontáneamente en dos

fotones; uno de ellos de frecuencia angular ωs y vector de onda k⃗s (que
llamaremos señal), y el otro de frecuencia angular ωi y vector de onda
k⃗i (que llamaremos acompañante), ver Figura 2.1. Las condiciones para
que el proceso anterior sea posible en un medio homogéneo son [60]: la
conservación de la enerǵıa

ωp = ωs + ωi, (2.1)

y la conservación del momento lineal o condición de empatamiento de
fases o condición de phasematching :

k⃗p = k⃗s + k⃗i. (2.2)

7
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c
(2) fotón señal

fotón acompañante

bombeo

cristal

Laser

Figura 2.1: Esquema del proceso de conversión paramétrica descendente
espontánea.

La condición dada en la Ec. (2.2) se consigue en un cristal uniaxial me-
diante la dispersión, o sea, los ı́ndices de refracción. Los cristales no lineales
son birrefringentes. Existen dos tipos de birrefrigencia: uniaxial y biaxial.
Un cristal uniaxial tiene dos indices de refracción: el ı́ndice de refracción
ordinario, no, y el ı́ndice de refracción extraordinario, ne. Otra propiedad
importante en este tipo de cristales es su eje óptico, c⃗, de tal forma que si
la luz incide con una polarización lineal paralela al plano que contiene a c⃗
recibe el nombre luz extraordinaria y el ı́ndice de refracción asociada a ella
depende del ángulo entre su vector de onda y c⃗, o si la luz incide con una
polarización lineal perpendicular al plano que contiene a c⃗ recibe el nombre
de luz ordinaria y el ı́ndice de refracción asociada a ella es no. Ahora bien,
si no > ne el cristal es uniaxial negativo y si no < ne el cristal es uniax-
ial positivo. Existen varias configuraciones donde es posible conseguir que
se cumpla la condición de phasematching [61] y las cuales se enlistan en la
Tabla (2.1).

Tipo cristal configuración
bombeo → señal + acompañante

I negativo e → o+ o

I positivo o → e+ e

II negativo e → o+ e
e → e+ o

II positivo o → o+ e
o → e+ o

III negativo e → e+ e

Cuadro 2.1: Tipos de phasematching para un cristal uniaxial, donde e =
onda extraordinaria y o = onda ordinaria

Otra propiedad importante de un cristal uniaxial es el ángulo de phase-
matching, θpm, el cual es el ángulo entre el vector de onda y c⃗ al cual existe

-- ~ 
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phasematching. Con el θpm podemos controlar las frecuencias angulares y
ángulos de emisión de los fotones señal y acompañante que son creados con
mayor probabilidad. Un caso particular y muy utilizado es el llamado dege-
nerado, donde

ωs = ωi =
ωp

2
= ω0. (2.3)

El caso degenerado puede ser colineal, donde los ángulos de emisión (con
respecto al haz de bombeo) son cero, y no colineal.

Tipo de phasematching utilizado en este trabajo

El cristal utilizado en este trabajo es el Beta Borato de Bario (BBO
por sus siglas en inglés de beta barium borate) el cual es un cristal uniaxial
negativo y el SPDC que generamos es de tipo I degenerado y no colineal,
entonces el cristal debe tener un ángulo de phsematching de θPM para que la
conservación del momento transversal, Ec. (2.2), se cumpla para las frecuen-
cias angulares ωs = ωi = ω0. En la Fig. (2.2) se muestra un diagrama de la
geometŕıa del SPDC en donde se cumple k⃗p = k⃗s+ k⃗i; además se muestra la

relación entre k⃗p, el eje óptico y en ángulo de phasematching, θpm; también,
se muestran sus respectivas polarizaciones: êp para el bombeo (con êp||ŷ),
ês para la señal (con ês⊥ŷ) y êi para el acompañante (con êi⊥ŷ); finalmente
los ángulos de emisión del fotón señal, θs y del fotón acompañante, θi.

z

x

y

ki

ks

kpp

i

seje  óptico

i

s

e i

es

ep

pm

Figura 2.2: Diagrama de la geometŕıa del proceso de SPDC.

Nuestro objetivo en este capitulo es determinar para las parejas de fo-
tones (SPDC ) su estado cuántico, el espectro angular, el espectro angular
condicional y las intensidades transversales tanto directa como condicional.
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Todo lo anterior es para tener el control del SPDC en función de la mani-
pulación de las propiedades del cristal y la manipulación de las propiedades
del bombeo, ingenieŕıa cuántica. En lo que sigue daremos un resumen de la
notación más utilizada en el texto. Luego derivamos el estado cuántico del
SPDC considerando una estructura espacial cualquiera para el bombeo. En
la deducción surge una función llamada phasematching transversal y que la
obtenemos para dos estructuras espaciales del bombeo: un haz gaussiano y
un haz Bessel-Gauss de orden 0. Después, con el estado cuántico calculamos
el espectro angular y el espectro angular condicional del SPDC . En la de-
ducción analizamos un caso particular de espectro angular condicional, en
donde, al EAC la podemos descomponer como el producto de dos funciones,
una de las cuales depende de las propiedades del cristal y la otra depende de
las propiedades del bombeo. También, exponemos una aproximación impor-
tante y muy utilizada en la literatura [1, 13, 15, 16, 23, 26, 34, 37, 38, 62],
la aproximación del cristal delgado. Finalmente, obtenemos las inten-
sidades transversales tanto directa como condicional para poder estudiar si
el haz Bessel-Gauss de orden 0 es adifraccional.

2.1.1. Notación

En este caṕıtulo los sub́ındices son: p es para bombeo, s para la señal e
i para el acompañante. Además:

Entenderemos x⃗, t como las coordenadas espaciales y temporales res-
pectivamente. A ρ⃗ como la parte transversal del vector x⃗ de tal forma
que x⃗ = ρ⃗+ zẑ.

k⃗µ = (kµx, kµy, kµz) representa al vector de onda de la señal o el acom-

pañante (µ = s, i). Además |⃗kµ|2 = k2µ = k2µx + k2µy + k2µz.

ωµ = c · |⃗kµ| es la frecuencia angular.

k⃗⊥µ = (kµx, kµy) es la componente transversal del vector de onda de la

señal y acompañante, tal que k⃗µ = k⃗⊥µ + kµz · ẑ.

Vector de onda transversal: k⃗⊥ = (ksx + kix, ksy + kiy) = (k⊥x , k
⊥
y ).

Condición de phasemismatching (desampatamiento de fases): ∆k =

kp − |⃗k⊥|2
2 kp

− ksz − kiz − k⊥y tanρ0.

Ángulo de walk-off : ρ0 = − 1
n(θ)

∂n(θ)
∂θ .
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2.2. Estado cuántico del SPDC

En la representación de interacción en mecánica cuántica y utilizando el
primer orden de la teoŕıa de perturbaciones1, tenemos que el estado cuántico
del SPDC del tipo I y no colineal, está dada por [60]

|Ψ⟩ ≈ |vac⟩+ 1

i~

{∫ t

0
dt′ Ĥ(t′)

}
|vac⟩ , (2.4)

donde el vaćıo esta dado por

|vac⟩ = |0⟩s ⊗ |0⟩i . (2.5)

La Ec. (2.4) es el estado cuántico que representa la generación de parejas
de fotones a partir de las fluctuaciones del vaćıo, por lo cual, el segundo
término de la Ec. (2.4) debe ser la creación de una pareja de fotones, uno en
el modo señal y otro en el modo acompañante. A continuación la Ec. (2.4)
la representaremos en términos de una función F de amplitud compleja que
dependa de las variables fotónicas ksx, ksy, ωs, kix, kiy, ωi, de tal forma que el
módulo cuadrado sea la probabilidad de emisión espontánea y simultánea
de dos fotones, uno en el modo señal con ksx, ksy, ωs y el otro en el modo
acompañante con kix, kiy, ωi. La interpretación, de lo anterior, es que los
modos que tienen más probabilidad de emitirse serán aquellos que conserven
enerǵıa y momento lineal (condición de phasematching). Después a F la
representaremos como el producto de funciones que contengan información
del bombeo e información del cristal. El objetivo de esto es comprender el
cambio de las propiedades f́ısicas del estado cuántico de la pareja de fotones
cuando manipulamos las propiedades del bombeo y del cristal, a esto se le
llama hacer ingenieŕıa de estados cuánticos [63].

Iniciaremos planteando el operador hamiltoniano de la interacción, el
cual es [60, 64] (en el Apéndice A se establece el hamiltoniano clásico en
función de las magnitudes de los campos vectoriales y en el cual nos basamos
para plantear el hamiltoniano cuántico)

Ĥ(t) = 2ϵ0

∫
V
dV deff Ê

(+)
p Ê(−)

s Ê
(−)
i +H.C., (2.6)

donde deff es el coeficiente efectivo no lineal de segundo orden que en general
depende de la temperatura, las frecuencias angulares del bombeo, señal y

1Además, suponemos que los hamiltonianos en diferentes tiempos conmutan.
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acompañante y puede tener dependencia espacial, deff = deff(x⃗), como en

el caso de los cristales periódicamente polarizados; y Êp = Ê
(−)
p + Ê

(+)
p ,

Ês = Ê
(−)
s + Ê

(+)
s , Êi = Ê

(−)
i + Ê

(+)
i son los operadores de campo eléctrico

que representan al bombeo, la señal y el acompañante respectivamente. Los
operadores de campo eléctrico para el fotón señal y el fotón acompañante
están dados por[60]

Êµ(x⃗, t) = i

∫
V
d3kµ exp

{
−i
[
ωµt− k⃗µ · x⃗

]}
ℓ(ωµ)âµ(k⃗µ)︸ ︷︷ ︸

=Ê
(+)
µ

+H.C.,
(2.7)

donde ωµ = ωµ(k⃗µ) y

ℓ(ωµ) =

√
~ωµ

2(2π)3ϵ0 n(ωµ)2
. (2.8)

El siguiente paso es establecer el operador del campo eléctrico del bombeo.
Aqúı, haremos la sustitución del operador por su versión clásica [51, 60]. A
este campo eléctrico le daremos una estructura espacial y utilizaremos co-
mo base la familia de haces Helmholtz-Gauss, los cuales son descritos en el
trabajo de [55]. Estos haces tienen la importante propiedad de ser haces adi-
fraccionales en una determinada distancia. La función de amplitud compleja
que representa a los haces Helmholtz-Gauss es

U(x⃗) = exp

(
−ik2tpz

2kpq(z)

)
GB(x⃗)W

(
x

q(z)
,

y

q(z)
; ktp

)
, (2.9)

donde se ha considerado que el origen de coordenadas se encuentra en el
cinturón del haz2. La transformada de Fourier bidimensional de la Ec. (2.9),
llamada amplitud angular (y su modulo cuadrado es el espectro angular), es
igual a [55]

U(kx, ky; z) =
W 2

0

2
exp

(
−ktpW

2
0

4

)
exp(iktpz)×

exp

(
−W 2

0 q(z)

4
ρ2
)
W

(
W 2

0

2i
kx,

W 2
0

2i
ky; ktp

)
,

(2.10)

2Para considerar un cálculo más completo y considerando que el cinturón se encuentra
a una distancia z0 del origen se puede consultar la referencia [65].
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donde el espectro angular de esta familia de haces es una anillo de radio ktp
y de ancho ∆ktp, además tenemos que

q(z) = 1 +
iz

zR
, (2.11)

y

GB(x⃗) = exp (ikp(ωp)z)

(
1

q(z)

)
exp

(
− x2

W 2
0 q(z)

)
exp

(
− y2

W 2
0 q(z)

)
︸ ︷︷ ︸

=GBT

(2.12)

es la componente gaussiana con W0 igual al radio del cinturón y zR =
kpW 2

0
2

es el rango de Rayleigh. Tenemos una relación entre W0 y ∆ktp, la cual es
W0 = 4

∆ktp
[55]. La función W (·)3 toma una forma distinta dependiendo

de que haz estemos considerando. La formulación matemática es tal que
podemos reducir la Ec. (2.9) al caso de un haz gaussiano de la siguiente
forma

W

(
x

q(z)
,

y

q(z)
; ktp

)
→ 1, (2.13)

que es una haz no adifraccional. En este trabajo también consideraremos el
caso de un haz Bessel-Gauss

W

(
x

q(z)
,

y

q(z)
; ktp

)
= Jm(ktpρ) exp(imϕ), (2.14)

donde Jm(·) es la función Bessel de orden m. El caso anterior es un haz
adifraccional.

Retomando la deducción de la función de amplitud compleja que repre-
senta al bombeo, tenemos que utilizando lo escrito anteriormente, lo cual esta
basado en los trabajos de [51] y [55], y además considerando que un cristal
uniaxial los frentes de onda y la enerǵıa de una onda viajan en direcciones
diferentes (efecto llamado walk-off )

3En todo el texto utilizaremos la convención de nombrar cualquier función f colocando
entre paréntesis un punto, f(·), lo cual significa el argumento de la función.
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Ep(x⃗, t) = (2π)3Ap

∫
dωp α(ωp) exp {−iωpt} exp

{
−i

[
k2tpz

2kp(ωp) · q(z)

]}
×

×GB(x, y − z tan(ρ0), z) ·W
(

x

q(z)
,
y − z tan(ρ0)

q(z)
; ktp

)
,

(2.15)

donde ρ0 es el ángulo de walk-off y la envolvente espectral no normalizada
es

α(ωp) = exp

{
−(ωp − ωp0)

2

σ2
p

}
, (2.16)

y donde ωp0 , σp son la frecuencia angular y el ancho de banda del bombeo
respectivamente.

El siguiente paso es obtener la función de amplitud conjunta de la pareja
de fotones en términos de los vectores de onda, que nos referiremos por sus
siglas en inglés WJA (wavevector joint amplitude).

2.3. Cálculo de la función de amplitud conjunta
de la pareja de fotones en términos de los vec-
tores de onda

Para obtenerWJA debemos expresar la Ec. (2.4) con las variables fotónicas
mediante las Ecs. (2.6), (2.7) y (2.15), y realizando las integraciones corres-
pondientes. De la Ec. (2.6), primero calculamos

Ê(−)
s Ê

(−)
i = −

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i ℓ(ωs)ℓ(ωi) exp {i [ωs + ωi]t}×

× exp
{
−i [⃗ks + k⃗i] · x⃗

}
â†s(k⃗s)â

†
i (k⃗i).

(2.17)

La integración se hace en todo R3 debido a que debemos considerar todos
los modos disponibles y que en este caso resulta ser un continuo de valores
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[60]. Luego, calculando

E(+)
p Ê(−)

s Ê
(−)
i = −(2π)3Ap

∫ ∞

0
dωp α(ωp)

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i ℓ(ωs)ℓ(ωi)×

× exp {−i [ωp − ωs − ωi]t} exp
{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
×

× exp {i [kp − ksz − kiz] · z} exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
×

×GBT (x, y − z tan(ρ0), z) ·W
(

x

q(z)
,
y − z tan(ρ0)

q(z)
; ktp

)
×

× â†s(k⃗s) â
†
i (k⃗i);

(2.18)

donde hemos definido

k⃗⊥ = (ksx + kix, ksy + kiy) = (k⊥x , k
⊥
y )

x⃗ = ρ⃗+ z ẑ = (x, y) + z ẑ,
(2.19)

entonces

[⃗ks + k⃗i] · x⃗ = k⃗⊥ · ρ⃗+ (ksz + kiz)z. (2.20)

El siguiente paso es hacer la integración de volumen, considerando deff cons-
tante, por lo cual tenemos,∫

Vc

dV E(+)
p Ê(−)

s Ê
(−)
i = −(2π)3Ap

∫ ∞

0
dωp α(ωp)

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i×

× ℓ(ωs)ℓ(ωi) exp {−i∆ωt}×

× Φ(k⃗s, k⃗i) · â†s(k⃗s)â
†
i (k⃗i),

(2.21)

con

∆ω = ωp − ωs − ωi,

∆kz = kp(ωp)− ksz − kiz,
(2.22)
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y la función de phasematching (PM )

Φ(k⃗s, k⃗i) =

∫
Vc

dV exp
{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
exp {i∆kzz} exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
×

×GBT (x, y − z tan ρ0, z) ·W
(

x

q(z)
,
y − z tan(ρ0)

q(z)
; ktp

)
=

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
×

×
∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
GBT (x, y − z tan ρ0, z) · ×

×W

(
x

q(z)
,
y − z tan(ρ0)

q(z)
; ktp

)
=

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
· Γ(z; k⃗⊥, ktp)

(2.23)

donde

Γ(z; k⃗⊥, ktp) =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
GBT (x, y − z tan ρ0, z) · ×

×W

(
x

q(z)
,
y − z tan(ρ0)

q(z)
; ktp

)
,

(2.24)

y donde los limites de integración de la integral de volumen se tomaron
considerando que el cristal en sus dimensiones transversales es mayor que
las dimensiones transversales del haz de bombeo que incide sobre él, con
lo cual podemos hacer los ĺımites de x y y vayan de −∞ a ∞; además en
la coordenada z consideramos que los ĺımites van de −L/2 a L/2 ya que
la longitud del cristal es L. La Ec. (2.24) es la transformada de Fourier de
dos dimensiones respecto a las frecuencias espaciales k⃗⊥ y las coordenadas

ρ⃗; además, el kernel de la transformación es exp
{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
. Del trabajo de

[55], Ecuaciones (10) y (11), podemos observar que la función Γ(z; k⃗⊥, ktp)
es el espectro angular salvo funciones que dependen de z.

Luego, realizando la integración temporal
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∫ t

0
dt′
∫
Vc

dV E(+)
p Ê(−)

s Ê
(−)
i = −(2π)3Ap

∫ ∞

0
dωp

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i×

×ℓ(ωs)ℓ(ωi)Φ(k⃗s, k⃗i)α(ωp)

∫ t

0
dt′ exp

{
−i∆ωt′

}
â†s(k⃗s) â

†
i (k⃗i) =

= −(2π)4Ap

∫ ∞

0
dωp

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i×

× ℓ(ωs)ℓ(ωi)Φ(k⃗s, k⃗i)α(ωp) δ(∆ω) â†s(k⃗s) â
†
i (k⃗i) =

= −(2π)4Ap

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i×

× ℓ(ωs)ℓ(ωi)α(ωs + ωi;ωp0) Φ(k⃗s, k⃗i) â
†
s(k⃗s) â

†
i (k⃗i),

donde hemos utilizado el hecho de que
∫
dt′ exp{−i∆ωt′} = 2π δ(∆ω) siendo

δ la función delta de Dirac; y siguiendo a [60] podemos considerar ℓ(ωµ) ≈
cte, entonces

∫ t

0
dt′
∫
Vc

dV E(+)
p Ê(−)

s Ê
(−)
i ∝

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i×

×α(ωs + ωi;ωp0)Φ(k⃗s, k⃗i) â
†
s(k⃗s) â

†
i (k⃗i),

(2.25)

Por lo tanto, de los resultados anteriores, podemos expresar la Ec. (2.4)
de la siguiente forma

|SPDC ⟩ = |Ψ⟩

≈ |vac⟩+ η

∫
R3

dk⃗s

∫
R3

dk⃗i F (k⃗s, k⃗i) â
†
s(k⃗s) â

†
i (k⃗i) |vac⟩ ,

(2.26)

donde η es una constante que esta relacionada con la eficiencia del proceso
de SPDC y que agrupa todas las constantes anteriores; y F (·) es la función
WJA dada por

F (k⃗s, k⃗i) = α(ωs + ωi;ωp0)Φ(k⃗s, k⃗i) (2.27)

donde α(·) está dada por la Ec. (2.16) y la función de PM, Φ(·), esta dada
por las Ecs. (2.23) y (2.24). En este punto hemos expresado la ecuación
del estado cuántico de la pareja de fotones mediante las variables fotónicas:
ksx, ksy, ksz, kix, kiy y kiz. La forma de Φ(·) estará determinada por la es-
tructura espacial del bombeo. A continuación se analizarán dos casos: haz
gaussiano y haz Bessel-Gauss de orden 0.
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2.4. Determinación de la función de phasematch-
ing

Primero recordaremos un resultado de óptica de Fourier, el cual es[66]:
si tenemos la pareja de Fourier

f(x) 
 F (k) (2.28)

con

F (k) =

∫ ∞

−∞
dx f(x) exp(−ik x) y

f(x) =

∫ ∞

−∞
dk F (k) exp(ik x),

(2.29)

tenemos que se cumple el teorema (Shift theorem)

f(x− a) 
 F (k) exp(−ika). (2.30)

En lo que sigue deduciremos la forma expĺıcita de la función PM para
el caso de un haz gaussiano y un haz Bessel-Gauss de orden 0. Primero
trataremos ambos casos sin considerar el efecto de walk-off. En segundo lugar
trataremos ambos casos considerando el efecto de walk-off que se deduce de
los casos anteriores, ya que, al añadir el walk-off se traduce en una traslación
espacial que al final se traduce en un corrimiento de fase en la función de
PM mediante el Teorema (2.30).

2.4.1. Caso haz gaussiano sin walkoff

En este caso tenemos que

W

(
x

q(z)
,

y

q(z)
; ktp

)
exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
→ 1 (2.31)

y la función de phasematching

Φ(k⃗s, k⃗i) =

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} · Γ(z; k⃗⊥, ktp). (2.32)
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Calculando el espectro angular

Γ(z; k⃗⊥, ktp) =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
GBT (x, y, z)

=

[
1

q(z)

] ∫ ∞

−∞
dx exp

{
−ik⊥x x− x2

W 2
0 q(z)

}
×

×
∫ ∞

−∞
dy exp

{
−ik⊥y y − y2

W 2
0 q(z)

}
=

[
1

q(z)

][
W0

√
π
√

q(z)

]
exp

{
−1

4
(k⊥x )

2W 2
0 q(z)

}
×

×

[
W0

√
π
√

q(z)

]
exp

{
−1

4
(k⊥y )

2W 2
0 q(z)

}
= πW 2

0 exp

{
−W 2

0

4
[(k⊥x )

2 + (k⊥y )
2]q(z)

}
,

(2.33)

por lo cual

Φ(I)(k⃗s, k⃗i) = πW 2
0

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} · exp

{
−W 2

0

4
[(k⊥x )

2 + (k⊥y )
2]q(z)

}
= LπW 2

0 exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.34)

donde

∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
−∆kz (2.35)

y además hemos etiquetado la función Φ(·) con el supeŕındice I para distin-
guirlo con los casos que deduciremos más abajo en el texto. Es importante
hacer notar que hemos omitido la fase de Φ(I) debido a que las propiedades
del SPDC , que se obtienen en las Secciones 2.5.1 y 2.6, se calculan a través
de sumas incoherentes, por lo cual, la fase se anula. De este caso podemos ob-
tener una generalización, la cual consiste en considerar la sección transversal
del haz gaussiano que tenga una forma eĺıptica de tal forma que el cinturón
tiene forma eĺıptica de radio W0x sobre el eje x y radio W0y sobre el eje y.
Entonces

Φ(II)(k⃗s, k⃗i) = LπW 2
0 exp

{
−1

4

[
(W0xk

⊥
x )

2 + (W0yk
⊥
y )

2
]}

sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.36)
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donde el supeŕındice II es para etiquetar este caso. También en este caso
hemos omitido la fase de Φ(II) debido a que las propiedades del SPDC ,
que se obtienen en las Secciones 2.5.1 y 2.6, se calculan a través de sumas
incoherentes, por lo cual, la fase se anula.

2.4.2. Caso haz Bessel-Gauss sin walkoff, orden cero (m = 0)

En este caso tenemos que

W

(
x

q(z)
,

y

q(z)
; ktp

)
= J0

(
ktp|ρ⃗|
q(z)

)
(2.37)

y la función de phasematching

Φ(k⃗s, k⃗i) =

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
· Γ(z; k⃗⊥, ktp)

(2.38)

donde

Γ(z; k⃗⊥, ktp) =

∫ ∞

−∞
dx

∫ ∞

−∞
dy exp

{
−i k⃗⊥ · ρ⃗

}
GBT (x, y, z) · J0

(
ktp|ρ⃗|
q(z)

)
(2.39)

De [55, Ec.(23)] que es la expresión de un haz Bessel-Gauss de orden m

BGm(x⃗) = exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
·GB(x⃗) · Jm

(
ktp|ρ⃗|
q(z)

)
· exp (imϕ) , (2.40)

por lo cual su espectro angular [55], donde u y v son las frecuencias espa-
ciales,

BGm(u, v; z) = (−i)m ·D(z) · exp
(
q(z)W 2

0 (u2 + v2)

4

)
×

× Im

(
ktpW

2
0

√
u2 + v2

2

)
· exp (imϕ) ,

(2.41)

donde BGm es el espectro angular, Im(·) es la función de Bessel modificada
de primera especie y de orden m, y además,

D(z) =
W 2

0

2
· exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· exp (ikpz) . (2.42)
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De la Ec. (2.41), tenemos que en nuestro caso (reordenando términos)

exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
exp {ikpz}Γ(z; k⃗⊥, ktp) =

W 2
0

2
· exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
×

× exp (ikpz) · exp

(
−q(z)W 2

0 |⃗k⊥|2

4

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
, (2.43)

por lo cual

Φ(III)(k⃗s, k⃗i) =
W 2

0

2
· exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
×

×
∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} · exp

(
−q(z)W 2

0 |⃗k⊥|2

4

)

=
LW 2

0

2
exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
×

× exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
· sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.44)

donde

∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
−∆kz, (2.35)

y además el supeŕındice en la Ec. (2.44) es para etiquetar el presente caso. La
integral es similar a la del caso de haz gaussiano sin walk-off. De igual forma
hemos omitido la fase de Φ(III) debido a que las propiedades del SPDC , que
se obtienen en las Secciones 2.5.1 y 2.6, se calculan a través de sumas inco-
herentes, por lo cual, la fase se anula. El cálculo más detallado considerando
haces Bessel-Gauss de orden m puede encontrase en la referencia [67].

2.4.3. Caso haz gaussiano con walk-off

Para implementar el efecto walk-off en las Ecs. (2.34) y (2.36) debemos
aplicar el Teorema (2.30), ya que el efecto consiste en considerar un corri-
miento dado por

(x, y) ⇒ (x, y − z tan(ρ0)), (2.45)
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entonces aplicando el Teorema (2.30) el espectro angular queda como

Γ(z; k⃗⊥, ktp) = πW 2
0 exp

{
−W 2

0

4
[(k⊥x )

2 + (k⊥y )
2]q(z)

}
exp

{
−ik⊥y z tan(ρ0)

}
,

(2.46)

por lo cual la función de PM queda

Φ(IV )(k⃗s, k⃗i) = πW 2
0

∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz}×

× exp

{
−W 2

0

4
[(k⊥x )

2 + (k⊥y )
2]q(z)

}
· exp

{
−ik⊥y z tan(ρ0)

}
= LπW 2

0 exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.47)

donde

∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
+ k⊥y tan(ρ0)−∆kz, (2.48)

y el supeŕındice IV es para etiquetar el presente caso. Considerando que las
secciones transversales del bombeo son eĺıpticas, tenemos

Φ(V )(k⃗s, k⃗i) = LπW 2
0 exp

{
−1

4

[
(W0xk

⊥
x )

2 + (W0yk
⊥
y )

2
]}

sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.49)

donde ∆keff esta dada por Ec. (2.48) y el supeŕındice V es para etiquetar
este caso. En ambos casos (IV y V ) hemos omitido la fase debido a que
las propiedades del SPDC , que se obtienen en las Secciones 2.5.1 y 2.6, se
calculan a través de sumas incoherentes, por lo cual, la fase se anula.

2.4.4. Caso haz Bessel-Gauss con walkoff, orden cero (m = 0)

De igual forma procedemos para implementar el efecto walk-off en la Ec.
(2.44) considerando un corrimiento dado por

(x, y) ⇒ (x, y − z tan(ρ0)), (2.50)
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entonces

exp

{
−i

k2tp
2 kp q(z)

z

}
exp {ikpz}Γ(z; k⃗⊥, ktp) =

W 2
0

2
· exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
×

×exp (ikpz)·exp

(
−q(z)W 2

0 |⃗k⊥|2

4

)
·I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
·exp

(
−ik⊥y z tan(ρ0)

)
;

(2.51)

por lo cual la función de PM queda

Φ(V I)(k⃗s, k⃗i) =
W 2

0

2
· exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
×

×
∫ L/2

−L/2
dz exp {i∆kzz} · exp

(
−q(z)W 2

0 |⃗k⊥|2

4

)
×

× exp
(
−ik⊥y z tan(ρ0)

)
=

LW 2
0

2
exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
×

× exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
· sinc

{
L∆keff

2

}
,

(2.52)

en donde

∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
+ k⊥y tan(ρ0)−∆kz, (2.48)

y el supeŕındice V I es para etiquetar el actual caso. También en este caso
hemos omitido la fase de Φ(V I) debido a que las propiedades del SPDC ,
que se obtienen en las Secciones 2.5.1 y 2.6, se calculan a través de sumas
incoherentes, por lo cual, la fase se anula.

2.4.5. Resumen de funciones de phasematching

Como resumen de los cálculos hechos para determinar la función de PM,
escribimos nuevamente las funciones en la siguiente lista, con ∆kz = kp −
ksz − kiz:
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Caso gaussiano sin walk-off :

Φ(I)(k⃗s, k⃗i) = exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
sinc

{
L∆keff

2

}
con

con ∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
−∆kz.

(2.34)

Caso gaussiano sin walk-off con sección transversal eĺıptica:

Φ(II)(k⃗s, k⃗i) = LπW 2
0 exp

{
−1

4

[
(W0xk

⊥
x )

2 + (W0yk
⊥
y )

2
]}

sinc

{
L∆keff

2

}
con ∆keff =

|⃗k⊥|2

2kp
−∆kz.

(2.36)

Caso Bessel-Gauss de orden 0 sin walk-off :

Φ(III)(k⃗s, k⃗i) = exp

(
−1

4
k2tpW

2
0

)
· I0

(
ktpW

2
0 |⃗k⊥|
2

)
×

× exp

{
−W 2

0

4
|⃗k⊥|2

}
· sinc

{
L∆keff

2

}
con ∆keff =

|⃗k⊥|2

2kp
−∆kz.

(2.44)

Caso gaussiano con walk-off :

Φ(IV )(k⃗s, k⃗i) tiene la misma forma que Φ(I)(k⃗s, k⃗i)

pero con ∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
+ k⊥y tan(ρ0)−∆kz.

(2.47)

Caso gaussiano con walk-off con sección transversal eĺıptica:

Φ(V )(k⃗s, k⃗i) tiene la misma forma que Φ(II)(k⃗s, k⃗i)

pero con ∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
+ k⊥y tan(ρ0)−∆kz.

(2.49)

Caso Bessel-Gauss de orden 0 con walk-off :

Φ(V I)(k⃗s, k⃗i) tiene la misma forma que Φ(III)(k⃗s, k⃗i)

pero con ∆keff =
|⃗k⊥|2

2kp
+ k⊥y tan(ρ0)−∆kz.

(2.52)
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2.4.6. Estructura de la función WJA

A continuación haremos un análisis de la estructura de la función de
amplitud complejaWJA, F (·). Recordando la Ec. (2.27) tenemos que F (·) es
el producto de las funciones α(·) y Φ(J)(·), donde J es igual a uno de los casos
antes descritos. La primera función es la envolvente espectral o la función
que contiene las propiedades temporales del bombeo. La segunda función es
la que llamamos función de phasematching, Φ(J)(·). De la sección anterior se
observa que a esta función podemos representarla como el producto de dos
funciones. La primera de ellas que la llamaremos función de phasematching

longitudinal, Φ
(J)
L (·), y que en todos los casos es igual a la función sinc(·); y la

cual contiene las propiedades del cristal (ángulo de phasematching, longitud
del cristal L y ángulo de walk-off ). La segunda de ellas que la llamaremos

función de phasematching transversal, Φ
(J)
T (·), y que es igual al espectro

angular del bombeo en términos de las variables k⊥x y k⊥y ; y la cual contiene
las propiedades espaciales (como el radio de cinturón y ktp, según el caso).
Hay que notar que todas las funciones dependen de los vectores de onda
de la señal, el acompañante y el bombeo, y que para calcularlos debemos
conocer los ı́ndices de refracción a través de la ecuaciones de Sellmeier y que
dependen del cristal que se utilize.

En conclusión la función F (·) tiene la siguiente estructura

F (·) = α(propiedades temporales del bombeo)×

Φ
(J)
L (propiedades del cristal)× Φ

(J)
T (propiedades espaciales del bombeo),

(2.53)

lo cual permite hacer un análisis del estado cuántico del SPDC al manipular
las propiedades del cristal y el bombeo. Cuando podemos controlar el estado
cuántico del SPDC se dice que hacemos ingenieŕıa de estados cuánticos.
Como una aplicación de lo anterior podemos determinar las condiciones
experimentales del cristal y el bombeo para obtener estados cuánticos fac-
torizables y no factorizables [12, 17, 51, 63, 68, 69, 70, 71].

2.5. Espectro angular y espectro angular condi-
cional

Lo siguiente es determinar el comportamiento en la emisión de las parejas
de fotones en función de las variables fotónicas. El espectro angular (EA)
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y el espectro angular condicional (EAC) son las formas que adoptare-
mos para caracterizar el estado cuántico de las parejas de fotones, las cuales
son ampliamente utilizadas[16, 17, 68]. El EA corresponde a una medición
con resolución en momento transversal de la tasa de arribo de los fotones in-
dividuales. El EAC corresponde a una medición con resolución en momento
transversal de la tasa de arribo de los fotones señal condicionados a la medi-
ción con resolución y en un punto en el espacio de momentos transversales
de la tasa de arribo de los fotones acompañantes.

Recordemos que cada modo está etiquetado mediante las variables fotó-
nicas: (ksx, ksy, ksz) para el modo señal, y (kix, kiy, kiz) para el modo acom-
pañante. Con un cambio de variable podemos sustituir kµz por ωµ; por lo
cual, los modos quedaŕıan etiquetados por: (ksx, ksy, ωs) para el modo señal,
y (kix, kiy, ωi) para el modo acompañante. Este cambio de variable lo hare-
mos al calcular el EA y el EAC, ya que las variables fotónicas tomadas de
esa forma son viables de medir experimentalmente.

A continuación haremos el calculo del EA y del EAC, pero consideremos
dos hechos experimentales (ver Cap. 4). Primero, el hecho de que en el
experimento se utilizan filtros espectrales, los cuales caracterizaremos con
una función f = f(ωµ). La función |f |2 se puede determinar con la curva de
transmitancia vs. la longitud de onda que ofrece el fabricante. El segundo
hecho experimental es que antes de contar los fotones estos son colectados
mediante la punta de un fibra óptica. Esta punta puede ser considerada como
un filtro de momentos transversales localizados en el espacio de Fourier y
puede ser representada mediante una función u = u(k⃗⊥µ , k⃗

⊥
µ0) donde k⃗

⊥
µ0 es la

coordenada del centro de la fibra óptica. La función u podemos representarla
con una función gaussiana, donde el ancho está relacionada con el radio de la
fibra óptica. Con esto en mente, la función F (·) será modificada para incluir
estas dos consideraciones experimentales. Para calcular el EA tendremos

F̃ (k⃗s, k⃗i) = F (k⃗s, k⃗i) f(ωs) f(ωi)u(k⃗
⊥
s , k⃗

⊥
s0), (2.54)

donde debemos considerar que ωµ = ωµ(|⃗kµ|). Debido a que se utiliza una
punta de fibra óptica en la Ec. (2.54) sólo consideramos una función u(·).
La función F (·) para calculas el EAC es modificada como

˜̃F (k⃗s, k⃗i) = F (k⃗s, k⃗i) f(ωs) f(ωi)u(k⃗
⊥
s , k⃗

⊥
s0)u(k⃗

⊥
i , k⃗

⊥
i0), (2.55)

en este caso se utilizan dos puntas de fibra óptica para colectar los fotones
señal y acompañante, entonces se deben considerar dos funciones u(·). Los
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cálculos serán hechos en términos de la función F (·), ya que esto permite
tener resultados generales y para su aplicación particular se utiliza la lista
de la Sec. 2.4.5.

2.5.1. Espectro angular condicional (EAC)

Tenemos que el espectro angular condicional está dado por [60]

Rc =

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki ⟨Ψ| n̂s(k⃗s)⊗ n̂i(k⃗i) |Ψ⟩ , (2.56)

donde n̂s = â†(k⃗s)â(k⃗s) y n̂i = â†(k⃗i)â(k⃗i) son los operadores hermitianos de
números de fotones, para el fotón señal y el fotón acompañante respectiva-
mente. Estos últimos operadores están definidos en términos de los operado-
res no hermitianos de aniquilación â(k⃗s) (para el fotón señal) y â(k⃗i) (para
el fotón acompañante) y los operadores no hermitianos de creación â†(k⃗s)
(para el fotón señal) y â†(k⃗i) (para el fotón acompañante). En el Apéndice B
se resumen las propiedades algebraicas de estos operadores y que se utilizan
en lo que resta de este caṕıtulo. Calculando primero

|Γ⟩ =
∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki n̂s(k⃗s)⊗ n̂i(k⃗i) |Ψ⟩

=

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki n̂s(k⃗s)⊗ n̂i(k⃗i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i+

+ η

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i
˜̃F (k⃗′s, k⃗

⊥
s0, k⃗

′
i, k⃗

⊥
i0)

× â†(k⃗s) â(k⃗s)â
†(k⃗′s)⊗ â†(k⃗i) â(k⃗i)â

†(k⃗′i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i ,

(2.57)

y como (utilizando Ec. B.1)

â†(k⃗µ) â(k⃗µ)â
†(k⃗′µ) · |0⟩µ = â†(k⃗µ)

{
δ3(k⃗µ − k⃗′µ) + â†(k⃗µ)â(k⃗µ)

}
· |0⟩µ

y por Ec B.6

= δ3(k⃗µ − k⃗′µ) â
†(k⃗µ) · |0⟩µ ,

(2.58)
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donde δ3 es la función delta de Dirac en tres dimensiones. Continuando con
el cálculo, tenemos

|Γ⟩ = 0 + η

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i ·
˜̃F (k⃗′s, k⃗

⊥
s0, k⃗

′
i, k⃗

⊥
i0)×

× δ3(k⃗s − k⃗′s) â
†(k⃗s)⊗ δ3(k⃗i − k⃗′i) â

†(k⃗i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i

= η

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki
˜̃F (k⃗s, k⃗

⊥
s0, k⃗i, k⃗

⊥
i0) · â†(k⃗s)⊗ â†(k⃗i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i .

(2.59)

De lo anterior

Rc(k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i0) = ⟨Ψ|Γ⟩

= ηη∗
∫
R3

d3k′′s

∫
R3

d3k′′i

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki · ˜̃F ∗(k⃗′′s , k⃗
⊥
s0, k⃗

′′
i , k⃗

⊥
i0)×

× ˜̃F (k⃗s, k⃗
⊥
s0, k⃗i, k⃗

⊥
i0)s⟨0| ⊗ i⟨0| â(k⃗

′′
s )â

†(k⃗s)⊗ â(k⃗′′i )â
†(k⃗i) |0⟩s ⊗ |0⟩i ,

(2.60)

y ya que

µ⟨0| â(k⃗
′′
µ)â

†(k⃗µ) |0⟩µ = δ3(k⃗µ − k⃗′′µ) · µ⟨0|0⟩µ + µ⟨0| â
†(k⃗µ)â(k⃗µ) |0⟩µ

= δ3(k⃗µ − k⃗′′µ) + 0,
(2.61)

por lo tanto

Rc(k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i0) = |η|2

∫
R3

d3k′′s

∫
R3

d3k′′i

∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki · ˜̃F ∗(k⃗′′s , k⃗
⊥
s0, k⃗

′′
i , k⃗

⊥
i0)×

× ˜̃F (k⃗s, k⃗
⊥
s0, k⃗i, k⃗

⊥
i0) δ

3(k⃗s − k⃗′′s ) δ
3(k⃗i − k⃗′′i )

= |η|2
∫
R3

d3ks

∫
R3

d3ki

∣∣∣ ˜̃F (k⃗s, k⃗
⊥
s0, k⃗i, k⃗

⊥
i0)
∣∣∣2 .

(2.62)

Haciendo el cambio de variables (ver Apéndice C para detalles de la trans-
formación utilizada para el cambio de variables), tenemos

Rc(k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i0) =

∫
d2k⊥s

∫
dks

∫
d2k⊥i

∫
dki · JsJi

∣∣∣ ˜̃F (k⃗⊥s , ks, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ki, k⃗

⊥
i0)
∣∣∣2

=

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i

∫
dωi×

× k̇sJsk̇iJi

∣∣∣ ˜̃F (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ωi, k⃗

⊥
i0)
∣∣∣2 ,

(2.63)
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donde hemos hecho las transformaciones

(k⃗⊥µ , kµz) → (k⃗⊥µ , kµ) → (k⃗⊥µ , ωµ), (2.64)

en el Apéndice C se muestran los detalles y se definen los jacobianos (Js y
Ji) correspondiente a las trasformaciones de kµz → kµ.

2.5.2. EAC aproximación de bombeo de onda continua

En nuestro caso haremos la consideración de que el bombeo es de onda
continua, lo cual significa que el bombeo es monocromático; entonces en la
Ec. (2.16) hacemos σp → 0 por lo cual tenemos,

|α(ωs + ωi;ωp)|2 ≈ δ(ωp − ωs − ωi), (2.65)

entonces

Rc(k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i0) =

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i ×

× k̇sJsk̇iJi

∣∣∣ ˜̃F (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ωp − ωs, k⃗

⊥
i0)
∣∣∣2 (2.66)

2.5.3. EAC aproximación de resolución perfecta

Las puntas de fibra óptica las podemos considerar como filtros de mo-
mento trasversal. El ancho de esos filtros es proporcional al diámetro del
núcleo de la fibra óptica. Como primera aproximación podemos modelar
estos filtros con una función gaussiana en el espacio de Fourier

u(k⃗⊥µ , k⃗
⊥
µ0) ∝ exp

(
−r2

[
k⃗⊥µ − k⃗⊥µ0

]2)
, (2.67)

donde r es el radio del núcleo de fibra óptica. De lo anterior, podemos
considerar que sólo permitimos el paso de una solo momento transversal; lo
cual significa a tener fibras ópticas puntuales. A esta idealización de tener
fibras ópticas puntuales (r → 0) la llamaremos resolución perfecta, de lo
cual podemos hacer la siguiente aproximación∣∣∣u(k⃗⊥µ , k⃗⊥µ0)∣∣∣2 = δ

(
k⃗⊥µ − k⃗⊥µ0

)
. (2.68)
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Implementando esta aproximación al calculo del EAC en el caso gaussiano
con sección transversal eĺıptica, entonces de las Ecs. (3.14) y (2.49)

R(0)
c (k⃗⊥s0, k⃗

⊥
i0) =

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i · k̇sJs k̇i Ji · δ

(
k⃗⊥s − k⃗⊥s0

)
δ
(
k⃗⊥i − k⃗⊥i0

)
×

× Φ(V )(k⃗s, k⃗i)

=

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i · k̇sJs k̇i Ji · δ

(
k⃗⊥s − k⃗⊥s0

)
δ
(
k⃗⊥i − k⃗⊥i0

)
×

× exp

{
−1

2

[
(W0xk

⊥
x )

2 + (W0yk
⊥
y )

2
]}

sinc2
{
L∆keff

2

}
×

× |f(ωs)|2 |f(ωp − ωs)|2,

por lo cual

R(0)
c (k⃗⊥s0, k⃗

⊥
i0) = exp

{
−1

4

[
(W0xk

⊥
x0)

2 + (W0yk
⊥
y0)

2
]}

×

×
∫

dωs · k̇sJs k̇i Ji · sinc
{
L∆keff

2

}
|f(ωs)|2 |f(ωp − ωs)|2

= S(k⃗⊥s0 + k⃗⊥i0) × L(k⃗⊥s0, k⃗⊥i0)
(2.69)

donde ∆keff es evaluada en los puntos k⃗⊥s0 y k⃗⊥i0, además

S(k⃗⊥s0 + k⃗⊥i0) =

[
exp

(
−1

2

{
W 2

x (k⊥x0)
2 +W 2

y (k⊥y0)
2
})]2

, (2.70)

L(k⃗⊥s0, k⃗⊥i0) =
∫

dωs · k̇sJs k̇i Ji · sinc2
{
L∆keff

2

}
|f(ωs)|2 |f(ωp − ωs)|2.

(2.71)

En la última igualdad de la Ec. (2.69) hemos representado a R
(0)
c (·) como

el producto de la función S(·) y la función L(·). La función S(·) es el espectro
angular del bombeo evaluada en el punto k⃗⊥s0+ k⃗⊥i0 y como se deduce de la Se-
cción 2.4.6 depende funcionalmente de la propiedades espaciales del bombeo.
La función L(·) depende funcionalmente de las propiedades del cristal.

Extrapolando el resultando, podemos concluir que para cualquier estruc-
tura espacial del bombeo

R(0)
c (k⃗⊥s0, k⃗

⊥
i0) = S(k⃗⊥s0 + k⃗⊥i0) × L(k⃗⊥s0, k⃗⊥i0). (2.72)
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2.6. Espectro angular (EA)

El espectro angular es igual a [60]

Rs(k⃗
⊥
s0) =

∫
R3

d3ki ⟨Ψ| n̂i(k⃗i) |Ψ⟩

=

∫
R3

d3ki ⟨Ψ| 1̂⊗ n̂i(k⃗i) |Ψ⟩ ,
(2.73)

calculando primero

|Γ⟩ =
∫
R3

d3ki 1̂⊗ n̂i(k⃗i) |Ψ⟩ =
∫
R3

d3ki 1̂⊗ â†(k⃗i) â(k⃗i) |Ψ⟩

=

∫
R3

d3ki 1̂⊗ â†(k⃗i) â(k⃗i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i+

+ η

∫
R3

d3ki

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i · F̃ (k⃗′s, k⃗
′
i)×

× â†(k⃗′s)⊗ â†(k⃗i) â(k⃗i)â
†(k⃗′i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i

= 0 + η

∫
R3

d3ki

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i · F̃ (k⃗′s, k⃗
′
i)×

× â†(k⃗′s)⊗ δ3(k⃗i − k⃗′i) â
†(k⃗i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i

= η

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i · F̃ (k⃗′s, k⃗
′
i) · â†(k⃗′s)⊗ â†(k⃗′i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i ,

continuando

Rs(k⃗
⊥
s0) = ⟨Ψ|Γ⟩

= |η|2
∫
R3

d3k′′s

∫
R3

d3k′′i

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i · F̃ ∗(k⃗′′s , k⃗
′′
i )×

× F̃ (k⃗′s, k⃗
′
i) · s⟨0| ⊗ i⟨0| â(k⃗

′′
s )â

†(k⃗′s)⊗ â(k⃗′′i )â
†(k⃗′i) · |0⟩s ⊗ |0⟩i

= |η|2
∫
R3

d3k′′s

∫
R3

d3k′′i

∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i · F̃ ∗(k⃗′′s , k⃗
′′
i )×

× F̃ (k⃗′s, k⃗
′
i) · δ3(k⃗′′s − k⃗′s) δ

3(k⃗′′i − k⃗′i)

= |η|2
∫
R3

d3k′s

∫
R3

d3k′i ·
∣∣∣F̃ (k⃗′s, k⃗

′
i)
∣∣∣2

Realizando las transformaciones

(k⃗⊥µ , kµz) → (k⃗⊥µ , kµ) → (k⃗⊥µ , ωµ),
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obtenemos

Rs(k⃗
⊥
s0) =

∫
d3ks

∫
d3ki

∣∣∣F̃ (k⃗s, k⃗
⊥
s0, k⃗i)

∣∣∣2
=

∫
d2k⊥s

∫
dks

∫
d2k⊥i

∫
dki JsJi

∣∣∣F̃ (k⃗⊥s , ks, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ki)

∣∣∣2
=

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i

∫
dωi×

× k̇sJsk̇iJi

∣∣∣F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ωi)

∣∣∣2 ,
(2.74)

2.6.1. EA aproximación de bombeo de onda continua

Procederemos a considerar que el bombeo es de onda continua, como
en el cálculo del EAC. Lo cual significa que el bombeo es monocromático,
entonces

|α(ωs + ωi, ωp)|2 ≈ δ(ωp − ωs − ωi).

Por lo cual

Rs(k⃗
⊥
s0) =

∫
d2k⊥s

∫
dωs

∫
d2k⊥i · k̇sJsk̇iJi

∣∣∣F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ωp − ωs)

∣∣∣2 .
(2.75)

2.6.2. EA aproximación de resolución perfecta

Suponiendo resolución perfecta, ver Sec. (2.5.3), tenemos∣∣∣u(k⃗⊥µ , k⃗⊥µ0)∣∣∣2 = δ
(
k⃗⊥µ − k⃗⊥µ0

)
,

por lo cual

R(0)
s (k⃗⊥s0) =

∫
dωs

∫
d2k⊥i · k̇sJsk̇iJi

∣∣∣F (k⃗⊥s0, ωs, k⃗
⊥
s0, k⃗

⊥
i , ωp − ωs)

∣∣∣2 . (2.76)

Utilizando la Ec. (2.69), podemos expresar la última ecuación como sigue

R(0)
s (k⃗⊥s0) =

∫
d2k⊥i · R(0)

c (k⃗⊥s0, k⃗
⊥
i ), (2.77)

por lo cual, el espectro angular en el punto k⃗⊥s0 se construye a partir de

de los fotones acompañantes que están en coincidencia con el fotón en k⃗⊥s0 y
se van sumando coherentemente.
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2.7. Intensidad transversal de los fotones indivi-
duales y condicionados

Partiremos de la función WJA dada por la Ec. (2.54) para obtener la
transformada de Fourier bidimensional inversa de Rs. La transformada no
puede aplicarse directamente a Rs, ya que, como en la teoŕıa de óptica de
Fourier la luz es representada por una amplitud compleja y su propagación
(libre o a través de medios óptico) se hace en ese contexto matemático de
variable compleja para que al final, donde queremos conocer como la luz
cambió al propagarse se calcula el modulo cuadro de la amplitud compleja
resultante después de la propagación.

En un arreglo f −f tenemos que en un plano focal se coloca la amplitud
compleja de la cual queremos calcular su transformada de Fourier bidimen-
sional (en nuestro caso es el EA caracterizado con la función WJA) y en
el segundo plano focal se obtiene dicha transformada. El plano donde se
encuentra la transformada lo llamaremos TF2. En este trabajo, estamos in-
teresados en calcular como la transformada de Fourier bidimensional de EA
cambia en planos posteriores a TF2, que llamaremos intensidad transversal
de un sólo fotón. Definimos el eje z′ como aquel que en 0 se encuentra el
plano TF2 (perpendicular al eje z′ y es una traslación lineal del sistema
de referencia del laboratorio) y los planos posteriores están etiquetados con
valores de z′ > 0. Aśı, si la transformada en el plano z = 0 es

f̃(ρ⃗s, ωs, ρ⃗i, ωi) = F−1{F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
i , ωi)}, (2.78)

entonces para obtener la transformada a una distancia z′ debemos aplicar
el teorema de corrimiento, ver Ec. (2.30), agregando una fase a la función
F̃ (·) de la siguiente forma

F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗
⊥
i , ωi) → F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗

⊥
i , ωi) exp

(
i |⃗k⊥s |2 z′

2 ks

)
exp

(
i |⃗k⊥i |2 z′

2 ki

)
(2.79)

Recordando que el EA esta dado por

Rs(k⃗
⊥
s0) =

∫
R3

d3ki ⟨Ψ| n̂i(k⃗i) |Ψ⟩ =
∫
R3

d3ki ⟨Ψ| â†(k⃗i) â(k⃗i) |Ψ⟩

=

∫ ∞

0
dωi

∫
R2

d2k⊥i ⟨Ψ| â†(k⃗⊥i , ωi) â(k⃗
⊥
i , ωi) |Ψ⟩ ,

(2.80)
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entonces rs(ρ⃗s0) denotaremos su intensidad transversal. Ahora bien, con toda
la teoŕıa desarrollada hasta aqúı podemos expresar el estado cuántico,

|Ψ⟩ =
∫
R2

dk⃗⊥s

∫ ∞

0
dωs

∫
R2

dk⃗⊥i

∫ ∞

0
dωi F̃ (k⃗⊥s , ωs, k⃗

⊥
i , ωi)×

× â†s(k⃗
⊥
s , ωs) â

†
i (k⃗

⊥
i , ωi) |vac⟩ ,

(2.81)

En la Ec. (2.80) identificamos a |Γ⟩ = â(k⃗i) |Ψ⟩ como la amplitud com-
pleja, ya que en |Ψ⟩ se encuentra la dependencia en k⃗⊥s0 a través de la
Ec. (2.81) y la función u (filtro espacial). Entonces, obtenemos la trans-
formada de Fourier bidimensional de |Γ⟩, esto es,

∫
R2 dk⃗

⊥
s0 exp(i ρ⃗s0 k⃗

⊥
s0) |Γ⟩,

donde exp(i ρ⃗s0 k⃗
⊥
s0) es el kernel de la transformación. Por lo tanto, realizan-

do está transformación y aplicando la aproximación de cristal delgado y
bombeo monocromático llegamos a

r(0)s (ρ⃗s0; z
′) =

∫ ∞

0
dωs

∫
R2

dk⃗⊥i ×

×

∣∣∣∣∣
∫
R2

dk⃗⊥s0 exp
(
i ρ⃗s0 k⃗

⊥
s0

)
exp

(
iz′ |⃗k⊥s0|2

2ks

)
F (k⃗⊥s0, ωs, k⃗

⊥
i , ωp0 − ωs)

∣∣∣∣∣
2

(2.82)

donde r
(0)
s (·) es la intensidad transversal de un sólo fotón en la aproximación

de resolución perfecta y bombeo monocromático, y además hemos omitido
el jacobiano de la transformación y las constantes sin que esto altere el

resultado final. Se observa que para calcular r
(0)
s (·) es una combinación de

sumas incoherentes y coherentes.

Luego utilizando el resultado de la Ec. (2.77) podemos expresar r
(0)
s (·)

en función de la intensidad transversal del EAC o intensidad transversal de
los fotones condicionados, r

(0)
c (·), esto es

r(0)s (ρ⃗s0; z
′) =

∫
R2

dk⃗⊥i r(0)c (ρ⃗s0, k⃗
⊥
i ) (2.83)

con
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r(0)c (ρ⃗s0, k⃗
⊥
i ) =

∫ ∞

0
dωs×

×

∣∣∣∣∣
∫
R2

dk⃗⊥s0 exp
(
i ρ⃗s0 k⃗

⊥
s0

)
exp

(
iz′ |⃗k⊥s0|2

2ks

)
F (k⃗⊥s0, ωs, k⃗

⊥
i , ωp0 − ωs)

∣∣∣∣∣
2

,

(2.84)

donde para un valor fijo de k⃗⊥i (fibra óptica fija) r
(0)
c (·) obtenemos los fo-

tones en coincidencia en el espacio de ρ⃗s0. Finalmente, como estamos en
la aproximación de resolución perfecta y bombeo monocromático podemos

representar a r
(0)
c (·) como el producto de dos funciones, además, si consid-

eramos la aproximación de cristal delgado tenemos

r(0)c (ρ⃗s0, k⃗
⊥
i ) =

∣∣∣∣∣S
(
ρ⃗s0 −

z′ k⃗⊥i

k⃗s
; z′

)∣∣∣∣∣
2

, (2.85)

donde

S
(
ρ⃗s0 − ρ⃗i; z

′) = ∫
R2

d2k⃗⊥ exp
(
i ρ⃗s0 k⃗

⊥
)
exp

(
iz′ |⃗k⊥|2

2ks

)
S(k⃗⊥); (2.86)

y donde k⃗⊥ es el vector de onda transversal y S(·) el espectro angular del
bombeo Bessel-Gauss de orden 0, aunque también se puede aplicar a un
bombeo gaussiano por la generalidad del resultado. En conclusión de esta
sección, hemos obtenido las intensidades transversales de un sólo fotón (EA)
y de los fotones condicionados (EAC) con el parámetro z′ de propagación.



Caṕıtulo 3

Simulaciones numéricas

El siguiente caṕıtulo mostraremos los resultados de simulaciones numéri-
cas. En el caṕıtulo anterior se mostró que el estado cuántico puede ser re-
presentado, al igual que el EA y el EAC, como el producto de dos funciones
una de las cuales contiene las propiedades del bombeo y la otra contiene
las propiedades del cristal. Esto nos lleva a considerar los siguientes hechos
experimentales.

1. Parámetros del cristal: las ecuaciones de Sellmeier que describen el
ı́ndice de refracción, el ángulo de phasematching y sus dimensiones.

2. Parámetros del bombeo: longitud de onda, su estructura espacial.
Cuando decimos estructura espacial englobamos las propiedades que
en particular pueden tener cada tipo de bombeo, que en nuestro tra-
bajo pueden ser un bombeo gaussiano o un bombeo Bessel-Gauss de
orden 0.

3. Parámetros de la fibra óptica: la única propiedad relevante para las
simulaciones numéricas es el diámetro del núcleo;

4. Filtros espectrales: tomamos directamente del fabricante la función
de transmitancia de los filtros utilizados. Para que el filtro trabaje
adecuadamente debe incidir normalmente la luz sobre él. En nuestro
caso no se cumple completamente esa condición, pero al realizar unas
simulaciones numéricas considerando esa situación y no considerándola
se llego a la conclusión que no afecta de manera apreciable; por lo
tanto, no la consideramos en el presente trabajo.

5. Espacio de Fourier: la teoŕıa es formulada en el espacio de Fourier
(vectores de onda transversales), pero en el laboratorio tenemos acceso

36
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a posiciones transversales de la fibra óptica en el plano focal posterior
en un arreglo f − f ; por lo cual, se debe hacer las transformaciones
necesarias para pasar de un espacio a otro.

3.1. Valores de las propiedades del bombeo y del
cristal

Para fijar ideas daremos una lista de los valores de las variables uti-
lizadas en las simulaciones. Estos valores fueron medidos en el laboratorio o
proporcionados por el fabricante.

Bombeo: primero fijaremos la longitud de onda del bombeo a

λp0 = 406.8nm, (3.1)

el ancho de banda según el fabricante es de ∆λp0 = 1nm. El haz
láser lo generamos con un diodo láser y con una buena precisión se
puede considerar un haz gaussiano eĺıptico (su sección transversal es
una elipse). Este haz gaussiano lo manipulamos con diferentes lentes
plano-convexas, cada una con una distancia focal f1 distinta, para
obtener haces gaussianos con diferentes caracteŕısticas. La propiedad
que se cambia es el radio del cinturón del haz, y como tiene una sección
eĺıptica tiene asociado dos radios: Wx para el eje x y Wy para el eje y.
En la tabla 3.1 se muestran los diferentes radios de cinturón obtenidos
con las diferentes lentes plano-convexas [68]. Las mediciones de estás
propiedades se describen en el Caṕıtulo 4 y en el Apéndice D. Las
demás propiedades de un haz gaussiano se pueden obtener con los
cinturones y λp0.

Medición Wx (µm) Wy (µm)

1) sin lente 182.0 189.0
2) f1 = 30cm 67.5 64.8
3) f1 = 10cm 56.4 47.9
4) f1 = 6cm 38.9 34.7

Cuadro 3.1: En el cinturón del haz gaussiano se la asocian dos radios debido
a que la sección transversal es eĺıptica. Wx para el eje x y Wy para el eje
y. El primer caso es el haz gaussiano que se genera con el diodo láser. En
el Apéndice D se encuentra descrito el método utilizado para obtener los
radios de los cinturones de los haces gaussianos.
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Con un sistema de lentes y un axicón generamos un haz Bessel-Gauss
de orden 0. En la Fig. (4.7) donde se muestra el arreglo experimental
y en la sección correspondiente se describe en detalle ese arreglo. Este
tipo de haces tiene dos propiedades (la descripción de las mediciones
de estas propiedades se encuentran en el Caṕıtulo 4 y en el Apéndice
D), la primera de ellas es

ktp = 0.046± 0.001µm−1, (3.2)

y el cinturón de la función gaussiana que es la envolvente de la función
Bessel de orden 0

W0 = 1.85± 0.60mm. (3.3)

En las simulaciones nos permitiremos variar un poco estos valores con
el propósito de observar otros comportamientos.

Cristal: el cristal que consideramos es un cristal uniaxial negativo, el Beta
Borato de Bario (BBO por sus siglas en inglés de Beta Barium Borate).
Los indices de refracción ordinario y extraordinario están dados por
las ecuaciones de Sellmeier[61]

no(λ) =

√
Ao +

Bo

λ2 + Co
+Doλ2, (3.4)

ne(λ) =

√
Ae +

Be

λ2 + Ce
+Deλ2, (3.5)

con Ao = 2.7359, Bo = 0.01878, Co = 0.01822, Do = 0.01354, Ae =
2.3753,
Be = 0.01224, Ce = 0.01667, De = 0.01516 y λ tiene que estar en µm.
El intervalo de validez para estas ecuaciones es de 226nm a 3.23µm
[61, 72, 73], ver Fig. (3.1 a y b). La longitud es fija e igual a

L = 1mm. (3.6)

El ángulo de phasematching o ángulo de corte del cristal es igual a

θPM = 29.3◦, (3.7)

este ángulo es calculado para que la conservación del momento se
cumpla, Ec. (2.2), con la condición de ωs = ωi = ωp/2 (caso dege-
nerado).
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Filtros espectrales: el filtro espectral utilizado está centrado en 800nm
y un ancho de banda de 10nm.La transmitancia, |f(·)|2 del filtro es
obtenida del fabricante. El la Fig. (3.1 c) se muestran la gráfica de la
transmitancia de este filtro.
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Figura 3.1: (a) Índice de refracción ordinario para el BBO. (b) Índice de
refracción extraordinario para el BBO. (c) Filtro de 10nm. Las ĺıneas indican
la posición de frecuencia del fotón degenerado 2λp0.

Espacio de Fourier: para obtener el EA y el EAC utilizamos un arreglo
f − f con una lente plano-convexa de distancia focal f2, ver Secciones
4.3 y 4.6, de tal forma que en un plano focal se coloca el centro del
cristal y en el otro plano focal se obtiene la transformada de Fourier
bidimensional (a este plano lo llamaremos plano de Fourier). En el
plano de Fourier realizamos un escaneo colectando fotones mediante
unas puntas de fibra óptica. Este escaneo lo realizamos con unas plati-
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nas lineales acopladas en un arreglo x − y y cada platina tiene un
intervalo de 15mm con un paso mı́nimo de 50nm; entonces podemos
hacer un escaneo máximo en una área de 15 × 15mm. Utilizando el
resultado que en cada punto del plano de Fourier ρ⃗ = (x, y) tiene
asociado un vector de onda transversal mediante la siguiente regla [66]

k⃗ = A(ω)ρ⃗ con

A(ω) =
ω

c f2
,

(4.1)

esta relación es biuńıvoca solamente si la luz es monocromática. En
nuestro caso tenemos luz en un gran intervalo de frecuencias angulares,
por lo cual, debemos aplicar la Ec. (4.1) en cada frecuencia angular
conforme integremos.

3.2. Integración numérica

A continuación describiremos el procedimiento numérico para obtener el

EA y el EAC. Lo siguiente se expone en términos de la F (·) (F̃ (·) o ˜̃F (·))
para ser los más generales posibles, y cuando se realizaran los cálculos reales
se aplica a cada situación a través de lista presentada en la Sec 2.4.5.

3.2.1. Procedimiento para obtener el EA en la aproximación
de resolución perfecta

Del experimento podemos afirmar que el cálculo del AS en la aproxi-
mación de resolución perfecta, ver Secciones 4.4 y 4.6, es suficiente; ya que
las dimensiones del EA en comparación con el área del núcleo de la fibra
óptica son mucho mayores.

El procedimiento para obtener el espectro angular es el siguiente. De la
Ec. (2.76) podemos observar que en cada punto (ks0x, ks0y) debemos realizar
tres integraciones:

∫
dωs y

∫
d2k⊥i .

Primero generamos tres mallas de puntos: EAS = {(xsm, xsm′)|m ∈ n̂1,
m′ ∈ n̂2}, EWS = {ωsm|m ∈ n̂3} y EKI = {(kix l, kiy l′)|l ∈ n̂4, l

′ ∈ n̂5};
donde n̂µ = {1, 2, . . . , nµ} con µ = 1, 2, 3, 4, 5. La malla EAS son la coorde-
nadas transversales en el plano de Fourier del centro de la fibra óptica (OF1
en la Fig. (4.2) de la Sec. 4.3) y que están asociadas al fotón señal. Estas
coordenadas cubren un área de AI =15mm × 15mm, que es el intervalo de
recorrido de las platinas lineales motorizadas utilizadas en el experimento.
La distancia, sobre el eje x o el eje y, entre puntos vecinos la nombraremos
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∆d. El valor de ∆d es determinado para garantizar la convergencia de la
integración numérica. La convergencia la determinamos cuando el EA no
cambia significativamente al ir aumentando el número de puntos de inte-
gración, esto es, comparamos la suma total de los elementos de matriz del
EA normalizada, entonces al ir incrementando los puntos de integración y
vemos que no cambia significativamente esta suma total, decimos que con-
verge nuestra integral. La malla EWS son las frecuencias angulares del fotón
señal. El intervalo de valores está centrado en la frecuencia angular 810nm
y tiene un ancho de 30 nm cuando utilizamos el filtro espectral de 10nm
y un ancho de 80nm cuando aplicamos el filtro espectral de 80nm. La dis-
tancia entre puntos, en ambos casos, es de ∆ω =1PHz; el cual, es un valor
para que la integración numérica no cambie significativamente. La malla EKI

son los vectores de onda transversales asociados al fotón acompañante y es
el espacio donde se realiza la integración

∫
d2k⊥i . Esta malla está dada por

EKI = A(ω0)EAS, donde A(·) está dada por la Ec. (4.1) y ω0 es la frecuencia
angular de los fotones degenerados. La distancia entre puntos vecinos sobre
el eje kxi y el eje kyi la nombramos como ∆ki y es igual a 1

NA(ω0)∆d, donde
N es un entero; y con esto podemos hacer una malla con más puntos (más
refinamiento). Con N = 2 garantizamos que el EA no cambia. El arreglo
experimental fue diseñado para que el anillo de SPDC esté dentro AI y por
lo tanto, las mallas EKI y EAS están bien definidas.

Para obtener el valor del EA en cada punto (xs0m, ys0m′) de la malla
EAS primero debemos calcular en cada punto ωs q de la malla EWS la suma

h(ωs q) =
∑
l

∑
l′

k̇sJsk̇iJi
∣∣F (ksxm, ksym′ , ωs q, kix l, kiy l′ , ωp0 − ωs q)

∣∣2 ,
(3.8)

donde k̇s, Js, k̇i y Ji también dependen de las variables ksxm, ksym′ , ωs q, kix l

y kiy l′ ; además, tenemos que ksxm = A(ωs q)xs0m y ksym′ = A(ωs q) ys0m′ .
Lo último es consecuencia de que no tenemos una sola frecuencia angular,
entonces la posición transversal tiene asociado un vector de onda transver-
sal diferente para cada frecuencia angular ωs q. Luego teniendo para cada
frecuencia angular su respectiva h(·), calculamos

R(0)
s (xs0m, ys0m′) =

∑
q

h(ωs q), (3.9)

que es el espectro angular. Finalmente podemos asociar a cada punto (xs0m, ys0m′)
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un vector de onda transversal mediante la siguiente formula (utilizando la
frecuencia angular de los fotones degenerados)

(ksx0m, ksy0m′) = A(ω0) (xs0m, ys0m′), (3.10)

y aśı tener el EA en función de vectores de onda transversales.

3.2.2. Procedimiento para obtener el EAC en la aproxima-
ción de resolución perfecta

Como anteriormente se dijo, el EAC en la aproximación de resolución
perfecta es válida en aquellos casos donde las dimensiones de la fibra óptica
son despreciables y esta dado por la Ec. (2.69).

Para realizar el calculo debemos fijar el vector de onda transversal del
fotón acompañante, esto es el punto (kix0, kiy0). El procedimiento para ele-
gir ese punto será descrito en el Caṕıtulo 4. Luego definimos dos mallas de
ECAS = {(xsm, ysm′)|m ∈ n̂1,m

′ ∈ n̂2} y EWS = {ωsm|m ∈ n̂3}, donde
n̂µ = {1, 2, . . . , nµ} con µ = 1, 2, 3. La malla ECAS son la coordenadas
transversales en el plano de Fourier del centro de la fibra óptica (OF1 en la
Fig. (4.2) de la Sec. 4.3) y que están asociadas al fotón señal. Estas coorde-
nadas cubren el área, A′

I , necesaria para contener el EAC y es del orden de
2mm × 2mm (ver Figuras (4.5) y 4.9). La distancia, sobre el eje x o el eje y,
entre puntos vecinos la nombraremos ∆d′. El valor de ∆d′ es determinado
para garantizar la convergencia de la integración numérica y es una fracción
del diámetro de la fibra óptica. La convergencia la determinamos a partir del
número de puntos tal que el EAC no cambie significativamente. La malla
EWS son las frecuencias angulares del fotón señal. El intervalo de valores
esta centrado en la frecuencia angular 810nm y tiene un ancho de 30 nm
cuando utilizamos el filtro espectral de 10nm. La distancia entre puntos, en
ambos casos, es de ∆ω =1PHz; el cual, es un valor para el que la integración
numérica no cambia significativamente.

Para obtener el valor del EAC en cada punto (xs0m, ys0m′) de la malla
EAS primero debemos calcular en cada punto ωs q de la malla EWS el valor

h′(ωs q) = S(ksxm + kix0, ksym′ + kiy0) × L(ksxm, ksym′ , kix0, kiy0), (3.11)

donde tenemos que ksxm = A(ωs q)xs0m y ksym′ = A(ωs q) ys0m′ . Lo último
es consecuencia de que no tenemos una sola frecuencia angular, entonces
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la posición transversal tiene asociado un vector de onda transversal difer-
ente para cada frecuencia angular ωs q, y además, se debe incluir la función
S(·) dentro de la integración numérica. Luego teniendo para cada frecuencia
angular su respectiva h′(·), calculamos

R(0)
c (xs0m, ys0m′) =

∑
q

h′(ωs q), (3.12)

que es el espectro angular condicional. Finalmente podemos asociar a cada
punto (xs0m, ys0m′) un vector de onda transversal mediante la Ec. (3.10).

EAC con resolución perfecta y caso degenerado

A partir de la Ec. (3.13) podemos hacer otra aproximación al calculo
numérico, el cual consiste en considerar solamente el caso degenerado. Esto
es, sólo considerar la frecuencia angular de los fotones degenerados, ω0, en-
tonces no hay que realizar la suma en frecuencias angular sino el siguiente
calculo

R(0)
c (xs0m, ys0m′) = h′(ω0), (3.13)

donde h′ esta dada por la Ec. (3.11). En lo que sigue del escrito haremos
referencia a este calculo como el EAC con resolución perfecta y caso dege-
nerado.

3.2.3. Procedimiento para obtener el EAC

Al realizar el experimento para obtener el EAC se observa que las di-
mensiones de la fibra óptica se tiene que tomar en cuenta, ya que la zona
de los fotones señal que están en coincidencia con los fotón acompañante es
del orden de magnitud de las dimensiones de la fibra óptica.

La Ec. (3.14) es la que vamos a utilizar para calcular el EAC. Ahora
bien, como en el segundo caso (Sec. 3.2.2) construimos las siguientes mallas
de puntos: ECAS = {(xsm, ysm′)|m ∈ n̂1,m

′ ∈ n̂2} y EWS = {ωsm|m ∈ n̂3},
donde n̂µ = {1, 2, . . . , nµ} con µ = 1, 2, 3. Las mallas ECAS y EWS son con-
struidas con los mismos criterios presentados en la Sec. 3.2.2. Para realizar
el calculo debemos fijar el vector de onda transversal del fotón acompañante,
esto es el punto (kix0, kiy0).

En este caso debemos considerar las dimensiones de la fibra óptica uti-
lizada, tanto para el fotón señal como para el fotón acompañante. Cuando
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se realizan las integraciones numéricas
∫
d2k⊥i y

∫
d2k⊥s , las fibras ópticas

son consideradas en la función ˜̃F (·), dada por la Ec. (2.55) a través de los
filtros espaciales u(k⃗⊥s , k⃗

⊥
s0) y u(k⃗⊥i , k⃗

⊥
i0). De lo anterior debemos considerar

dos hechos. El primero es que debemos definir una malla, E(m,m′), alrededor
de cada punto (xs0m, ys0m′) donde estamos calculando EAC para considerar
la integración numérica de

∫
d2k⊥s . Lo segundo es que debemos construir

la malla E′
KI = {(kix l, kiy l′)|l ∈ n̂4, l

′ ∈ n̂5} (donde n̂µ = {1, 2, . . . , nµ} con
µ = 4, 5) para considerar la integración numérica

∫
d2k⊥i . la malla E′

KI cubre
un área de 2mm × 2mm y centrada en el punto (kix0, kiy0). La distancia entre
los puntos vecinos esta dado por ∆k′i =

1
NA(ω0)∆d′, donde N es un entero;

y con esto podemos hacer una malla con más puntos (con más refinamiento).
El calculo consiste que en cada punto (xs0m, ys0m′) de la malla ECAS rea-

lizamos la integración numérica respecto a las frecuencias angulares. En cada
punto ωs q de la malla EWS construimos la malla E(m,m′) = {(ksxm, kiym′)|m ∈
n̂6,m

′ ∈ n̂7} (donde n̂µ = {1, 2, . . . , nµ} con µ = 6, 7). La malla E(m,m′) es
construida de tal forma que cubra un área de 2mm × 2mm y centrado en
el punto (ksx0m, kiy0m′) = A(ωs q) (xs0m, ys0m′); la distancia entre puntos
vecinos sobre los ejes x y y esta dado por ∆d′′ = 1

N ′ ∆d′ (donde N ′ es un
entero y nos permite hacer un refinamiento de la malla respecto a la malla
ECAS). Entonces calculamos la suma

h′′(ωs q) =
∑
m

∑
m′

∑
l

∑
l′

k̇sJsk̇iJi×

×
∣∣∣ ˜̃F (ksxm, kiym′ , ωs q, ksx0m, ksy0m′ , kix l, kiy l′ , ωp0 − ωs q, kix0, kiy0)

∣∣∣2 .
(3.14)

donde k̇s, Js, k̇i y Ji también dependen de las variables ksxm, kiym′ , ωs q,
ksx0m, ksy0m′ , kix l, kiy l′ y kix0, kiy0.

Luego teniendo para cada frecuencia angular su respectiva h′′(·), calcu-
lamos

Rc(xs0m, ys0m′) =
∑
q

h′′(ωs q), (3.15)

que es el espectro angular condicional del SPDC. Finalmente podemos aso-
ciar a cada punto (xs0m, ys0m′) un vector de onda transversal mediante la
Ec. (3.10).
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3.3. Resultados de la simulaciones

A continuación se muestran los resultados de la simulaciones numéricas
para obtener el EA y EAC en los dos casos que se estudian en este trabajo:
el caso con bombeo gaussiano y el caso con bombeo Bessel-Gauss. También,
se muestra el caso de la transformada de Fourier del EAC en el caso Bessel-
Gauss.

3.3.1. Caso con bombeo gaussiano

Los resultados de las simulaciones numéricas se resumen en la Fig. (3.2)
tanto para el EA como para el EAC.

El EA su muestra como una gráfica en ĺıneas de contorno en la Fig. (3.2)
y se muestran dos casos. El primer caso es el menos enfocado. Los radios
de los cinturones de los haces gaussianos corresponden al primer renglón de
la Tabla (3.1), y este caso se muestra en la Fig. (3.2 a). El segundo caso
es el más enfocado. Los cinturones correspondientes se muestran el último
renglón de la Tabla (3.1) y gráfica se muestra en la Fig. (3.2 b).

Se observa de las gráficas lo siguiente:

el EA tiene la forma caracteŕıstica de anillo. Anillo de SPDC . El ancho
del anillo es determinado por el ancho de banda del filtro pasabanda
y que las direcciones de propagaciones de los fotones emitidos están
contenidas en un cono de base circular. En este caso el filtro espectral
utilizado fue con el ancho de banda de 10nm;

se va creando una asimetŕıa azimutal del anillo conforme se va enfocado
el haz gaussiano. Con respecto a la ĺınea ksx0 = 0 es simétrico el anillo,
pero con respecto a la ĺınea ksy0 = 0 pierde simetŕıa el anillo. El anillo
se va haciendo más angosto en la zona ksy0 < 0 , lo cual significa
que las cuentas por unidad de tiempo van aumentando; y el anillo se
hace más ancho en la zona ksy0 > 0, lo cual significa que las cuentas
por unidad de tiempo disminuyen. Esta asimetŕıa se debe al efecto de
walk-off, que se explicará con más detalle al final de esta sección.

Por otro lado, en la primera columna de la Fig. (4.4) se muestran las
simulaciones correspondientes a todos los casos de la Tabla (3.1) y donde
se observa mejor la evolución de un anillo simétrico a un anillo asimétrico
conforme se va enfocando.

El EAC también se muestra en la Fig (3.2), yuxtapuesto con el EA,
para los dos casos de enfocamiento del haz gaussiano. Para ambos casos
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Figura 3.2: Resumen de los resultados de la simulaciones numéricas del EA
y del EAC de la pareja de fotones. (a) caso menos enfocado. (b) caso más
enfocado.

se muestran dos aspectos del EAC. El primero de ellos es la fibra óptica
fija (fotón acompañante), y el segundo es la zona de los fotones señal que
están en coincidencia con el fotón acompañante. La localización de la fibra
óptica fija se muestra con un punto de color blanco y que se encuentra en la
zona ksx0 > 0. Los fotones señal en coincidencia con el fotón acompañante
deben cumplir conservación de momento lineal y con una ĺınea de color
blanca se muestra en que zona del anillo se encuentran respecto al punto
de color blanco; esto es, los fotones en coincidencia son aquellos que se
encuentran diametralmente opuestos a donde se coloque la fibra óptica fija.
La distribución de los fotones señal es el espectro angular condicional.

Para el caso menos enfocado, Fig. (3.2 a) colocamos en varios puntos la
fibra óptica fija (fotón acompañante) y diametralmente opuestos se encuen-
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tran los fotones señal en coincidencia, el EAC. Son siete posiciones para la
fibra óptica. En la Fig. (3.2 a) etiquetamos tres casos del EAC con i, ii, y
iii, y a la derecha se muestra su descomposición con las funciones S(·) y
L(·). Cada renglón esta etiquetada con el EAC correspondiente en la Fig.
(3.2 a) y tienen el formato S(·) × L(·), o sea la primera gráfica es la parte
transversal y la segunda la parte longitudinal. Esta descomposición se real-
izó con el cálculo del EAC en la aproximación de resolución perfecta y caso
degenerado, ver Ec. (2.72).

Para el caso más enfocado, Fig. (3.2 b) colocamos en varios puntos la fibra
óptica fija (fotón acompañante) y diametralmente opuestos se encuentran
los fotones señal en coincidencia, el EAC. Son siete posiciones para la fibra
óptica. En la Fig. (3.2 a) etiquetamos tres casos del EAC con i, ii, y iii,
y a la derecha se muestra su descomposición con las funciones S(·) y L(·).
Cada renglón esta etiquetada con el EAC correspondiente en la Fig. (3.2 a) y
tienen el formato S(·)×L(·), o sea la primera gráfica es la parte transversal
y la segunda la parte longitudinal. Esta descomposición se realizó con el
calculo del EAC en la aproximación de resolución perfecta.

De las gráficas se puede decir lo siguiente:

La parte transversal del EAC no cambia de un punto a otro a cinturón
del haz fijo. La parte longitudinal si va cambiando de punto a punto
a cinturón del haz fijo.

Para el caso menos enfocada el EAC que determinado por el la parte
transversal (ver Ec. (2.72)), S(·), ya que la parte longitudinal puede
considerarse constante. Para ver esto, podemos hacer un corte vertical
(haciendo ksx0 = cte. y que pase por el punto de máximas cuentas
por unidad de tiempo) a la transversal del EAC y este mismo corte
lo hacemos a la parte longitudinal. Calculando el ancho de la parte
transversal δkS y el ancho de la parte longitudinal δkL y comparando
los resultados veremos que δkS < δkL, por lo cual, al hacer el producto
la parte transversal sobrevive. Este análisis nos será útil en establecer
un criterio para decidir su podemos utilizar la aproximación de cristal
delgado en la Sec. 4.5.

Para el caso más enfocada el EAC esta determinado por las dos partes:
S(·) y L(·). Haciendo el corte vertical y calculando los anchos como
en el item anterior tenemos kS ≥ δkL, por lo cual, al hacer el produc-
to la parte transversal es truncada por la parte longitudinal. Por la
asimetŕıa del anillo de SPDC vemos que la diferencia de los anchos se
ve acentuada en la parte más angosta de este.
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Por otro lado, en la primera columna de la Fig. (4.5) se muestran las
simulaciones numéricas correspondientes a todos los casos de la Tabla (3.1),
utilizando todas la frecuencias y las dimensiones de las fibras ópticas.

Efecto de walk-off

La asimetŕıa del anillo de SPDC es una consecuencia del walk-off y del
grado de enfocamiento del haz gaussiano. En la Fig. (3.3) se muestra la
geometŕıa de la pareja de fotones emitidos por el proceso de SPDC en el
cristal BBO (que es un cristal negativo). El vector de onda de bombeo es
k⃗p, el vector de Poynting es S⃗ (la dirección donde de propaga la enerǵıa) y el

vector C⃗ indica la dirección del eje óptico del cristal unixial. La separación
entre k⃗p y S⃗ es cuantificado con el ángulo de walk-off, ρ0. En el Apéndice E
se muestra en detalle el cálculo del ángulo de walk-off.

kp

S

C

Anillo de SPDC

plano x-z

plano y-z

Figura 3.3: Geometŕıa de la generación de la pareja de fotones mediante el
proceso de SPDC y su relación con algunas de la propiedades del haz de
bombeo y del cristal.

En la figura se muestran varias contribuciones a la emisión de parejas
de fotones que se emiten en dos diferentes planos, estos planos son las pro-
yecciones sobre los planos x− z y y − z. Los fotones son representados con
rayos y consideramos algunos que surgen a lo largo del vector de Poynting.
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Observando los rayos en el plano y − z se ve que los que se encuentran en
la parte superior se separan más que los que surgen de la parte inferior; en
cambio, los rayos en el plano x− z se separan en una misma cantidad. Esto
da paso a la asimetŕıa del anillo de SPDC . Esta descripción es considerando
que el bombeo tiene asociado una sola dirección de propagación. Pero un
haz gaussiano tiene una ancho horizontal Wx y un ancho vertical Wy, lo cual
significa que los vectores de onda del bombeo forman un cono de base eĺıptica
y que k⃗p esta en el centro. Si esos anchos son considerablemente más grandes
que el desplazamiento lateral (Ltan(ρ0)) de los rayos, Wx, Wy ≥ Ltan(ρ0)
(L es la longitud del cristal) la asimetŕıa del anillo de SPDC no se observa;
en caso contrario, si Wx, Wy ≤ Ltan(ρ0) la asimetŕıa se observa. Claramente
el último caso corresponde a un haz enfocado. Esta asimetŕıa del anillo de
SPDC mediada por el enfocamiento del haz y el vector de Poynting da origen
a los llamados hot-spots y observados en la distribución del flujo espacial de
los fotones generados en el proceso de SPDC del tipo-II y reportados en el
trabajo de [74].

3.3.2. Caso con bombeo Bessel-Gauss de orden 0

Las siguientes simulaciones numéricas tienen el objetivo de analizar si la
distribución espacial del fotón señal (fotón anunciado) en coincidencia con
el fotón acompañante hereda la propiedad de adifraccionalidad del bombeo,
él cual es un Bessel-Gauss de orden 0; y con esto asegurarnos si el experi-
mento es viable. La diferencia con estas simulaciones numéricas con respecto
a las anteriores es que no busco la concordancia con los datos experimen-
tales, pero si ver cuantitativamente el comportamiento del EA, el EAC y la
transformada de Fourier del EAC del SPDC .

En la Fig. (3.4) se muestra el resumen del comportamiento del EA y
EAC del SPDC . Los parámetros son: el ángulo de phasematching es de
29.3◦, el cinturón del haz gaussiano que es la envolvente de función Bessel,
ver Ec. (2.9), es igual a W0 = 500µm, la longitud del cristal es L =1mm y
el ktp le damos dos valores, el primero es ktp =0.05µm−1 para la Fig. (3.4
a) y el segundo es ktp =0.20µm−1 para la Fig. (3.4 b).

El EA se calculó con el procedimiento descrito en la Sec 3.2.1 y se mues-
tran los resultados con curvas de contorno en las Figuras (3.4 a y b) para
dos valores de ktp antes mencionados. En esas mimas gráficas se muestra en
el recuadro superior derecho el mismo EA pero en una gráfica de densidad,
donde el rojo indica máximas cuentas por unidad de tiempo y azul cero
cuentas por unidad de tiempo. De las simulaciones numéricas de los EA, y
donde las mostradas en la Fig. (3.4) son dos casos particulares, podemos



CAPÍTULO 3. SIMULACIONES NUMÉRICAS 50
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Figura 3.4: Espectro angular y espectro angular condicional para la pareja
de fotones mediante el proceso de SPDC con un bombeo con estructura
espacial Bessel-Gauss de orden 0.

Para ktp =0µm−1 el cálculo se reduce al caso de un bombeo gaussiano.

El comportamiento del EA al aumentar el valor de ktp partiendo de
cero, a continuación se describe. El EA inicia con una geometŕıa pare-
cida al caso menos enfocado con una haz gaussiano, o sea un anillo
simétrico. Luego, conforme va aumentado el grado de enfocamiento
se vuelve un anillo asimétrico similar al caso más enfocado de un haz
gaussiano, por ejemplo ver Fig. (3.4 a). Al ir aumentado el valor de
ktp va surgiendo otro anillo que es tangencial interior al primero, de
tal forma que a la mitad de la parte más ancha del anillo se ve un zona
semicircular donde las cuentas por unidad de tiempo bajan a cero.
Conforme se sigue aumentando la ktp el segundo anillo va disminuyen-
do su diámetro hasta que se colapsa en un circulo, prueba de ello se
puede ver el la Fig. (3.4 b) donde el anillo tangencial interior tiene un
diámetro menor al primer anillo.

El EA se va expandiendo conforme aumenta ktp.

El EAC se obtuvo con el procedimiento de resolución perfecta y caso
degenerado. Construyendo las gráficas como en la Sec. 3.3.1 primero fijamos
una fibra óptica, fotón acompañante, y la etiquetamos con un punto de color
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blanco en las Figs. (3.4 a y b). Diametralmente opuestos se encuentran los
fotones señal en coincidencia con los primeros, el EAC. Para el caso de la
Fig. (3.4 a) obtenemos el EAC en 11 puntos y en 7 puntos para el caso de
la Fig. (3.4 b). De las gráficas podemos afirmar lo siguiente:

Recordando que de la teoŕıa el EAC puede verse como el producto
de la parte transversal, S(·), por la parte longitudinal L(·); además,
cuando se puede aplicar la aproximación de cristal delgado tenemos
que el EAC del SPDC se mapea del EA del bombeo. De la Fig. (3.4 a)
podemos ver que hay puntos donde el EAC tiene la geometŕıa anular
(como el EA del bombeo); pero hay otros donde la parte longitudinal
entra en juego y trunca a la parte transversal. De la Fig. (3.4 b) se
observa que en todos los casos la parte longitudinal trunca a la parte
transversal, lo cual significa que la geometŕıa del EAC del SPDC no es
anular. Por lo tanto, cuando aumenta el ktp el EAC que determinado
la parte longitudinal y la parte transversal simultáneamente.

Si ktp es lo suficientemente pequeño entonces todos los puntos tendrán
un EAC de forma anular. Pero, hay que recordar que si es muy cercano
a 0, entonces la forma del EAC se va aproximar a la forma del EAC
del caso gaussiano, esto es, el anillo del EAC se colapsa a un circulo.
En este trabajo, el valor de ktp diferente de cero pero que a la vez el
EAC tenga una forma anular y que fuera accesible experimentalmente
fue el dado por la Ec. (3.3).

Cabe la observación que la forma del EAC en la parte inferior de la
Fig. (3.4 a) tiene la forma de un paréntesis, esto es, tiene la forma del
espectro angular de un haz Mathieu-Gauss de orden 1 [55]. Lo cual,
puede dar paso a efectos interesantes.

3.3.3. Intensidad transversal condicional de un fotón

Recordamos que la transformada de Fourier bidimensional de un haz
Bessel-Gauss de orden 0 (bombeo) tiene forma de un anillo (espectro angu-
lar). Ahora bien, la transformada de Fourier inversa del espectro angular es
nuevamente el haz Bessel-Gauss de orden 0.

Ahora bien si el EAC (la distribución de fotones señal en el espacio de
momentos lineales transversales en coincidencia con el fotón acompañante)
tiene forma anular, entonces al calcular su transformada de Fourier inversa
obtendremos su distribución espacial en función de las posiciones transver-
sales de la fibra óptica, y que llamaremos intensidad transversal de fotones
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condicionados, ITFC. Esta distribución debe tener una forma similar a la
sección transversal del haz Bessel-Gauss de orden 0. Hay que notar que
debemos obtener la transformada inversa de EAC, |F(·)|2, por lo cual, se
conserva fija la fibra óptica que colecta al fotón acompañante en el espacio
de momentos transversales. Al plano de Fourier de la primera transforma-
da de Fourier bidimensional le llamaremos TF1, como en la Fig. (4.7); y
al plano de Fourier de la segunda transformada de Fourier bidimensional le
llamaremos TF2 como en la Fig. (4.7).

Primero debemos elegir un EAC con forma anular. De la Fig. (3.4 a)
podemos observar que el EAC que nos conviene es el asociado a la fibra ópti-
ca fija (fotón acompañante) de coordenadas (kix0, kiy0) = (0,−0.46)µm−1,
entonces el EAC es un anillo y centrado en (ksx0, ksy0) = (0, 0.46)µm−1. En
la Fig. (3.5 a) se muestra la gráfica del EAC elegido. El calculo es realizado
en la aproximación de resolución perfecta y caso degenerado.

Lo siguiente es obtener la transformada de Fourier bidimensional del
EAC en el plano TF2, la ITFC, utilizando la Ec. (2.84). Después, para com-
probar si la ITFC es adifraccional debemos calcularla en planos posteriores
a TF2. En la Fig. (3.5) se muestran las coordenadas de la propagación de
la ITFC, el eje z, de tal forma que el plano TF1 se encuentra en z = 0 y
los planos posteriores cumplen con z > 0. El calculo de la ITFC en z =
0 se muestra en la Fig. (3.5 a), la cual tiene la estructura espacial de un
haz Bessel-Gauss con un lóbulo central (de diámetro de 60µm) y anillos
concéntricos. A continuación se realiza el calculo de la ITFC en diferentes
puntos con conforme se propaga. El calculo se realiza a 2, 4 y 6cm y se
muestran en las Figs. (3.5 b, c, d, e) respectivamente.

Por otro lado, también realizamos el calculo de la intensidad transversal
del EA con el propósito de comparar su propagación con la ITFC. Para esto
utilizamos la Ec. (2.82). El EA de la cual calculamos su transformada de
Fourier bidimensional inversa es la mostrada en la Fig. (3.4 a). El calculo
numérico de esta transformada en el plano z = 0 se muestra en la Fig.
(3.5 f), y después de propagarse 5cm de muestra en la Fig. (3.5 g). En plano
z = 0 la intensidad transversal del EA tiene la forma de un haz Bessel-Gauss
de orden 0, ya que, también tiene la forma de un anillo; pero, conforme se
propaga esa estructura se va adquiriendo una estructura de anillo. Por lo
tanto:

La adifraccionalidad de la ITFC se observa cualitativamente, ya que,
el diámetro del lóbulo central se conserva en comparación con la in-
tensidad transversal del EA (un sólo fotón).

La intensidad transversal del EA no es adifraccional ya que en planos
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Figura 3.5: Intensidad transversal para un fotón y para un fotón condiciona-
do a la detección del otro. (a) Espectro angular condicional. (b), (c), (d) y
(e) muestran la ITFC propagándose en z = 0, 2, 4 y 6cm respectivamente.
En (f) y (g) se muestra la transformada de Fourier bidimensional del EA en
el plano z = 0 y después a 5cm, respectivamente.

inmediatamente posteriores al plano z = 0 va perdiendo su estructura
Bessel-Gauss de orden 0.

Se concluye que el experimento si es viable por que en las simulaciones
numéricas se observa adifraccionalidad en la ITFC.
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Caṕıtulo 4

Experimentos

4.1. Sistema de referencia de laboratorio

En este trabajo el sistema de referencia es seleccionado de tal manera
que el plano x − z sea paralelo a la mesa óptica, por lo cual, el eje y es
perpendicular a la mesa. La dirección positiva del eje z siempre será paralela
y en la dirección que se propaga el bombeo, o sea, paralelo a k⃗p.

4.2. Conteo de fotones con resolución espacial

Describiremos una parte importante de los experimentos realizados en
este trabajo: la implementación de un detector de fotones individuales con
resolución espacial. La técnica de conteo de fotones con resolución espacial
consiste en tres partes. La primera es el arreglo mediante el cual se colectan
fotones, la segunda es generar una señal eléctrica por cada fotón detectado
y la tercera es contabilizar estos pulsos eléctricos por unidad de tiempo
y realizar la lógica mediante una compuerta AND. En el Apéndice F se
encuentra una lista de los instrumentos y detectores usados a largo de este
caṕıtulo.

La primera parte se consigue utilizando puntas de fibras ópticas. En este
trabajo se utilizaron fibras ópticas con núcleos de diámetros de 200µm y
50µm. En principio los fotones que se colectan deben tener una dirección de
propagación dentro de un cono recto cuya apertura está determinada por
la apertura numérica de la fibra óptica. En este trabajo estamos interesa-
dos en colectar fotones que tengan un determinado valor del vector de onda
transversal. Con los arreglos experimentales mostrados más abajo explicare-
mos como se logra esta condición. Los fotones acoplados en la punta de fibra

54
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óptica son confinados y se propagan hasta la otra punta de fibra óptica, en
la cual los fotones se desacoplan e inciden sobre un fotodiodo de avalancha
de silicio (APD por sus siglas en inglés de avalanche photodiodes detector).
En este punto es donde los fotones son detectados.

La segunda parte consiste en que cada fotón que interactué con el APD
se genere un pulso eléctrico. El pulso eléctrico generado es un pulso de
“lógica de transistor a transistor” (TTL por sus siglas en inglés de transistor-
transistor logic). Las caracteŕısticas de estos pulsos son: un voltaje máximo
de 2.5V y un ancho temporal de 17ns. En la Figura 4.1 se muestran uno o dos
detectores APD según queramos obtener el EA o el EAC, además se muestra
en la salida de cada APD la forma del pulso TTL. Las caracteŕısticas de los
detectores son:
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Figura 4.1: Diagrama de la electrónica utilizada para contar fotones por
unidad de tiempo y contar fotones en coincidencia por unidad de tiempo.

detectores lentos, lo cual quiere decir que al detectar un fotón el APD
se quedará inhibido durante 80ns y no podrá detectar otro fotón en
ese tiempo (tiempo muerto).

Cuentas oscuras se encuentran entre 150cuentas/s a 250cuentas/s. Es-
tas cuentas oscuras son producidas por el ruido de los circuitos elec-
trónicos dentro del detector y otros tipos de ruidos. Es decir, son pulsos
TTL que no son generados por fotones.

El intervalo espectral donde la sensibilidad es mayor a 40% comprende
de 500nm a 900nm.
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La tercera parte consiste en contar los fotones que tengan una especifica
coordenada fotónica a través de los pulsos que se generan en los detectores
APD. Además, contar las parajes de fotones que se generaron al mismo
tiempo y tengan coordenadas fotónicas complementarias (conservación de
la enerǵıa y conservación del momento lineal transversal). A lo primero lla-
maremos cuentas simples y a lo segundo cuentas en coincidencia, que
a continuación describiremos con más detalle.

4.2.1. Cuentas simples

Primero explicaremos el sistema para obtener el EA, en el cual sólo
necesitamos un APD (cuentas simples por unidad de tiempo). El pulso TTL
(señal positiva) que sale del APD es acondicionado para introducirlo a un
discriminador, marcado con “Disc” en la Figura 4.1. El acondicionamiento
consiste en invertir el pulso TTL (marco con “Inv”) y después atenuarlo con
un atenuador de 20DB (marcado con “At”), con lo cual da como resultado
una señal eléctrica de voltaje pico de -250mV y ancho temporal de 17ns
(señal negativa). Entonces el pulso es canalizado al “Disc” cuya función es
eliminar pulsos espurios. Las señales espurias tienen la caracteŕıstica de tener
un voltaje mayor a -250mV. En el discriminador podemos elegir un voltaje
umbral, Vu, que en este trabajo se eligió de -180mV. Los pulsos que estén
por debajo de Vu el discriminador los deja pasar y si son mayores a Vu los
bloquea. El ancho temporal del pulso que deja pasar el discriminador puede
ser sintonizado, el cual se ha seleccionado a 7ns (más abajo se explicará la
importancia de este ancho temporal). Los pulsos salientes del discriminador
viajan por el canal A hasta el contador de pulsos eléctricos C1, ver Figura
4.1. El contador C1 cuenta en un intervalo de tiempo elegido por el usuario.

4.2.2. Cuentas en coincidencia

Lo siguiente es contar las parejas de fotones, esto es, el número de cuentas
de detección simultanea en dos detectores. Los que llamaremos fotones en co-
incidencia y se contabilizan por parejas (cuentas en coincidencia por unidad
de tiempo). Para lograr esto necesitamos dos fibras ópticas colocadas de tal
forma que se colecten los fotones que se generan en coincidencia. Luego, ca-
da fibra óptica va conectada a un detector APD. Las señales producidas por
los APD son acondicionadas y pasadas por discriminadores, como el caso
anterior. Ahora las señales eléctricas a la salida de los discriminadores, ver
Figura 4.1, son duplicadas por un divisor de voltaje. Tenemos cuatro señales
eléctricas dos para cada APD. Para el primer par: una señal va al contador
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C1 (canal A) y la otra señal se conecta a una compuerta lógica AND, marca-
da con la etiqueta “And” en la Figura 4.1. Para el segundo par: una señal se
conecta al contador C3 (canal B) y la otra señal se conecta a la compuerta
lógica “And”. El contador C3 cuenta en un intervalo de tiempo elegido por
el usuario. La función de la compuerta “And” es generar un pulso si los dos
pulsos entrantes llegan al mismo tiempo1. Esto es, si tenemos dos pulsos
entrantes de 7ns, el pulso A y el pulso B, entonces se suman obteniendo la
señal A + B. Si el pulso suma pasa un cierto umbral, el cual debe ser un
poco menor al doble del voltaje mı́nimo de alguno de los pulsos de entrada
(ahora es -125mV debido al divisor de voltaje), entonces el compuerta lógica
genera un pulso. Si el pulso suma no pasa el umbral entonces no se genera
algún pulso. El tiempo en que los pulsos se pueden traslapar es el doble del
ancho temporal de cada uno ellos, esto es, 14ns y que llamaremos ventana de
coincidencia. El pulso generado por la compuerta lógica es canalizado (canal
C) al contador C2. El contador C2 cuenta en un intervalo de tiempo elegido
por el usuario. Cada fotón se propaga por el espacio libre, luego por la fibra
óptica y después las señales eléctricas se propagan por los cables coaxiales.
Considerando que los fotones viajan la misma distancia en el vaćıo, las lon-
gitudes de los cables coaxiales y las fibras ópticas son elegidas para contar
simultáneamente cuentas simples por unidad de tiempo de C1 y C3, con las
cuentas en coincidencia por unidad de tiempo de C2. Sea el t0 el tiempo que
tarda cada fotón para llegar al divisor de voltaje, t13 el tiempo que tardan
cada fotón para llegar al C1 o C3 desde el divisor de voltaje, y tc el tiem-
po que tarda cada fotón para llegar al la compuerta lógica más el tiempo
que tarda la señal de salida de la compuerta al contador C2, entonces, si
se cumple que t0 + t13 = t0 + tc podremos contar simultáneamente cuentas
simples y cuentas en coincidencia por unidad de tiempo.

4.3. Arreglo experimental para obtener el EA y el
EAC con un bombeo gaussiano

El arreglo experimental se muestra en la Figura (4.2). El arreglo consiste
en tres partes: 1. generación y preparación del bombeo, 2. generación de la
pareja de fotones mediante SPDC, y 3. detección y conteo de los fotones
para obtener el EA y el EAC.

1Lo cual quiere decir que los pulsos eléctricos arriban al detector dentro de un intervalo
de tiempo.
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Figura 4.2: Arreglo experimental para medir el EA y EAC para diferentes
grados de enfocamiento del bombeo.

4.3.1. Parte I: preparación del bombeo gaussiano

La primera parte consiste en generar un haz gaussiano (bombeo) con
un diodo láser. La luz emitida por el material semiconductor es confinado
con elementos ópticos, de tal forma que a la salida del diodo láser, DL, se
obtiene con buena aproximación un haz gaussiano con λp0 = 406.8nm y
un ancho de banda de ∆λp0 = 1nm. Este haz gaussiano es modificado en
sus propiedades mediante una lente plano-convexa L1 de distancia focal f1.
Si inicialmente el bombeo gaussiano tiene los valores caracteŕısticos de λp0,
los cinturones Wx y Wy (ya que tiene una sección transversal eĺıptica) y la
ubicación del cinturón respecto a la salida del diodo láser, entonces después
de L1 se ven modificados los valores de los radios del cinturón y la ubicación
del cinturón respecto al centro de L1. Al cambiar L1 modificamos el gra-
do de enfocamiento. En la Tabla 3.1 se muestran los diferentes radios del
cinturón obtenidos al cambiar la distancia focal f1 de la lente L1; y en el
primer renglón se muestra el caso cuando no es utilizada alguna lente L1.
En la Fig. 4.3 (a) se muestra el diámetro del haz en función z, donde z es
la coordenada de propagación del haz a partir de la salida del DL (origen
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de coordenadas); y como se puede observar, después de 30cm el haz se com-
porta aproximadamente como un haz gaussiano. El método para obtener el
diámetro del haz conforme se propaga es obtener en una malla de puntos a
lo largo de z imágenes de la sección transversal mediante una cámara CCD
(por sus siglas en inglés: charge-coupled device) de resolución de 1280×1024
pixeles; cada imagen es ajustada a una función gaussiana mediante la mini-
mización del error al cuadrado respecto al promedio2 o método de mı́nimos
cuadrados [75, 76]. Los parámetros del ajuste son el centro de la gaussiana
y el ancho de la gaussiana respecto al criterio FWe−1M; de lo cual se ob-
tienen 2Wx y 2Wy. En conclusión de esta primera parte, se puede decir que
preparamos un haz gaussiano con diferentes grados de enfocamiento.

4.3.2. Parte II: generación de las parejas de fotones

La segunda parte consiste en la generación de las parejas de fotones me-
diante el proceso de SPDC. Para lograr esto colocamos el centro del cristal
BBO, de dimensiones de 10mm×10mm×1mm, en el cinturón del haz gau-
ssiano. El bombeo debe incidir normalmente a la cara del cristal, por lo cual,
la alineación se realiza comprobando que la dirección de la reflexión y di-
rección del haz transmitido sean paralelos y coincidan que el bombeo antes
entrar al cristal. El cristal debe cumplir además que el ángulo de phasematch-
ing asociado a él sea de 29.3◦; con esto y la longitud de onda del bombeo
garantizamos que el phasematching sea del tipo I (oo→e), no colineal y de-
generado. El proceso de alineación de la orientación del cristal consiste en
observar directamente con una cámara CCD de resolución de 1280×1024
pixeles la distribución anular de fotones emitidos por SPDC alrededor de
810nm. Para ver el anillo en tiempo real primero colocamos antes del cristal
un filtro azul (Schott BG-39) para eliminar los fotones espurios alrededor
del 810nm que se pueden confundir con las parejas de fotones y que son
generados en el diodo láser. El intervalo de longitudes de onda de transmi-
tancia arriba de 10% para este filtro va de 300nm a 660nm y de 1400nm a
2850nmm. Claramente dejamos pasar λp0 y eliminamos longitudes de onda
alrededor de 810nm. El segundo filtro se coloca después del cristal y este es
un filtro pasaaltas con una longitud de onda de corte de 488nm. La función
de este filtro es eliminar el bombeo remanente. El tercer filtro que colocamos
es un filtro pasabanda centrado en 810 y 10nm de ancho de banda. El EA
tiene la forma caracteŕıstica de anillo. Anillo de SPDC . El ancho del anillo
es determinado por el ancho de banda del filtro pasabanda y que las direccio-

2Método llamado: Linear Mean Square Estimation.
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nes de propagaciones de los fotones emitidos están contenidas en un cono de
base circular. La cámara CCD debe colocarse cerca del cristal para poder
observarse el anillo, ver Apéndice D. En la Figura 4.3 (c) se muestra una
imagen obtenida del anillo inmediatamente después del cristal y los filtros.
Para orientar correctamente el cristal debemos observar el anillo de SPDC
conforme rotamos respecto a los ejes x, y y z en el sistema de referencia del
laboratorio. La orientación respecto a los ejes x y y que determinada aprox-
imadamente con la alineación del bombeo, esto quiere decir que no debemos
rotar respecto a esos ejes. La orientación respecto al eje de rotación z se es-
tablece al encontrar el máximo relativo de intensidad del anillo del SPDC ; lo
cual significa que si partimos de este máximo y rotamos de forma levógira o
dextrógira encontraremos un mı́nimo (un cero a 90◦) y si seguimos rotando
más encontraremos otra vez un máximo (un máximo a 180◦). Con el anterior
procedimiento establecemos la correcta orientación del cristal BBO. En este
punto, cabe describir la fenomenoloǵıa del anillo del SPDC cuando rotamos
respecto al eje x. Al rotar alrededor del eje x aumentamos o disminuimos
el ángulo de phasematching, entonces cuando aumentamos el ángulo phase-
matching el radio del anillo de SPDC va aumentando y al ir disminuyendo
el ángulo de phasematching el radio va disminuyendo hasta un ángulo donde
el anillo se colapsa a un circulo, lo cual, seŕıa el caso de SPDC tipo I y colin-
eal. En conclusión, de esta parte, podemos generar las parejas de fotones al
hacer incidir el bombeo sobre el cristal con las caracteŕısticas que deseamos.

4.3.3. Parte III: EA y EAC del SPDC

La tercera parte es obtener el espectro angular, EA, de algún fotón de
la pareja de fotones. Esto último consiste en contar cuantos fotones por
unidad de tiempo se tienen en una determinada coordenada del momento
lineal transversal o equivalentemente el vector de onda transversal. El EA se
encuentra en el espacio de Fourier dimensional. Debemos contar el número
de fotones en un intervalo de tiempo en cada punto del espacio de Fourier.
Para obtener el espacio de Fourier recurrimos a un método de la Óptica de
Fourier[66], el cual consiste en el colocar una lente, L2, de distancia focal f2
de tal forma que el centro del cristal este el plano focal después de la lente
y el plano de detección se encuentre en el plano focal antes de la lente. Ver
Figura 4.2. En este plano tiene coordenadas ρ⃗ = (ρx, ρy) y si tenemos luz de
una sola frecuencia angular ω, entonces tenemos una asociación biuńıvoca
con los vectores de onda transversales k⃗⊥ = (kx, ky) mediante la siguiente
ecuación
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Figura 4.3: (a) Diámetro en función de la propagación del haz gaussiano. El
origen es tomado en la salida del DL (ver Fig. 4.2). Wx es el radio en el eje
x, Wy es el radio en el eje y y Wp es el radio promedio. (b) Corte transversal
del haz gaussiano en el punto z = 104cm, la cual, es una imagen en colores
falsos obtenida con la cámara CCD.(c) Imagen obtenida del anillo de SPDC
obtenida con la cámara CCD.

k⃗ = A(ω)ρ⃗ con

A(ω) =
ω

c f2
.

(4.1)

En nuestro caso tenemos que las parejas de fotones están contenidas en
un intervalo considerable de varias frecuencias angulares (ancho de banda),
por lo cual, no existe esta asociación biuńıvoca. Entonces a cada punto ρ⃗ le
asociamos un k⃗⊥ eligiendo la frecuencia angular de los fotones degenerados
como representativa de los demás fotones.

Experimentalmente tenemos acceso a una área de escaneo de Ee = 15mm
× 15mm en el espacio de Fourier. Este espacio de escaneo está determinado
por una platina motorizada lineal, PML, que utilizamos para mover las fibras
ópticas. El paso mı́nimo de las PML es de 50nm. Por lo cual, debemos elegir
una lente de tal forma que el EA este contenida en este espacio. La ele-

,(mm) 



CAPÍTULO 4. EXPERIMENTOS 62

cción correspondiente es de f2 = 10cm. El procedimiento experimental para
obtener el EA es utilizar la configuración de cuentas simples del detector
de fotones con resolución espacial (ver Sec. 4.2) en donde sólo utilizamos
una sola punta de fibra óptica, OF1 en la Figura 4.3, y esta a su vez esta
conectada al detector APD, etiquetado con APD1. Ubicamos OF1 en cada
punto de una malla que cubre todo Ee y en esos puntos abrimos una ventana
de conteo de 1s. Todo el procedimiento anterior se realiza con todos los
grados de enfocamiento. En la Sec. 4.4 se muestran los resultados obtenidos
y se detallan los parámetros utilizados.

Como parte de la tercera parte del arreglo experimental es obtener el
espectro angular condicional (Las partes 1 y 2 se quedan inalteradas). Para
este caso necesitamos dos puntas de fibra óptica y colocarlas en el espa-
cio de Fourier producido por la lente L2. Este espacio de Fourier lo hemos
relacionado con el espacio Ee de coordenadas transversales y como se dijo
anteriormente se la asocia un vector de onda transversal mediante la frecuen-
cia angular de los fotones degenerados. Primero fijamos una punta de fibra
óptica, etiquetada con OF2 en la Fig. 4.2, en un punto dentro del anillo de
SPDC. El punto tiene la forma ρ⃗i0 = (ρix0, 0) para facilitar el experimento
y donde hemos elegido que en esta posición de la fibra óptica recolectamos
los fotones acompañantes. La coordenada ρix0 se elige donde se obtienen el
mayor número de cuentas por unidad de tiempo. Esta posición tiene asoci-
ada un vector de onda transversal k⃗⊥i0. Después, con la otra punta de fibra
óptica, OF1, escaneamos en un subespacio de Ee centrado en el punto ρ⃗s0
que cumpla conservación del momento lineal transversal (phasematching);
esto es, el punto ρ⃗s0 tiene asociado un vector de onda transversal k⃗⊥s0 el

cual debe cumplir que k⃗⊥s0 = −k⃗⊥i0. Claramente hemos asociado a OF1 con
el fotón señal. Entonces, se utiliza la configuración de conteo de fotones en
coincidencia del detector de fotones con resolución espacial, para encontrar
los fotones señal colectados por OF1 que están en coincidencia con los fo-
tones acompañante colectados por OF2. El área del subespacio Es de Ee

debe ser de tal forma que el EAC este contenido en ese subespacio. En cada
punto de una malla que cubre Es se coloca la OF1 y se realiza el conteo de
coincidencias para obtener el EAC. En la Sec 4.4 se muestran los resultados
experimentales y se detallan los parámetros experimentales para cada caso
de enfocamiento.
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4.4. Resultados experimentales con un bombeo gau-
ssiano

En la Fig. (4.4) se muestran los resultados experimentales de la medición
del espectro angular y su comparación con las simulaciones numéricas. Cada
renglón corresponde a los casos en listados en la Tabla 3.1, el primer renglón
de la Fig. (4.4) corresponde a los cinturones del primer renglón de la Tabla
3.1 , y el segundo de renglón de de la Fig. (4.4) corresponde a los cinturo-
nes del segundo renglón de la Tabla 3.1 y aśı sucesivamente. En la primera
columna se muestran los espectros angulares medidos experimentalmente y
a la izquierda se muestran la barra de valores de las cuentas por segundo
(la venta temporal de conteo fue de 1s para todos los casos). En la segunda
columna se muestran las simulaciones numéricas con los parámetros experi-
mentales. La tercera columna se muestran las sumas de todos los elementos
de cada una de las columnas (que llamaremos suma horizontal) y las sumas
de todos elementos de cada uno de los renglones (que llamaremos suma ver-
tical) de los espectros angulares experimentales y teóricos, donde las ĺıneas
continuas corresponde a la teoŕıa y los puntos a los datos experimentales. El
propósito de obtener las sumas vertical y horizontal es obtener una mejor
estad́ıstica de los datos experimentas y una mejor comparación con los va-
lores teóricos. Las dimensiones de los ejes son posiciones transversales de la
fibra óptica OF1 y los vectores de onda transversales. Las segundas coorde-
nadas se obtienen de las primeras utilizando la Ec. (4.1) y considerando la
frecuencia angular de los fotones degenerados.

Para el primer caso tenemos que Wx =182.0µm y Wy =189.0µm tene-
mos que los espectros angulares experimental y teórico se muestran en las
Figuras (4.4 a) y (4.4 b); y en las Figuras (4.4 c) y (4.4 d) se muestra la
suma horizontal y la suma vertical respectivamente. Los términos: suma
horizontal y suma vertical fue explicado más arriba. Para el segundo caso
tenemos que Wx = 67.5µm y Wy =64.8µm tenemos que los espectros angu-
lares experimental y teórico se muestran en las Figuras (4.4 e) y (4.4 f); y
en las Figuras (4.4 g) y (4.4 h) se muestran la suma horizontal y la suma
vertical respectivamente. En el tercer caso tenemos que Wx = 56.4µm y
Wy =47.9µm tenemos que los espectros angulares experimental y teórico se
muestran en las Figuras (4.4 i) y (4.4 j); y en las Figuras (4.4 k) y (4.4 l)
se muestran la suma horizontal y la suma vertical respectivamente. Final-
mente el cuarto caso, el caso más enfocado, tenemos que Wx = 38.9µm y
Wy =34.7µm tenemos que los espectros angulares experimental y teórico se
muestran en las Figuras (4.4 m) y (4.4 n); y en las Figuras (4.4 o) y (4.4 p)
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Figura 4.4: Resultados experimentales del espectro angular.

se muestran la suma horizontal y la suma vertical respectivamente.
Para obtener las gráficas de las sumas horizontal y vertical, se hizo el

ajuste de los datos experimentales a la curva teórica mediante el método
de los mı́nimos cuadrados3. Las observaciones que se pueden deducir de las
gráficas son: 1. cada vez que los cinturones disminuyen surge una asimetŕıa
azimutal en el anillo de SPDC, 2. existe una buena concordancia entre la

3Considerando que el sistema de coordenadas del experimento esta desplazado con
respecto al sistema de coordenadas de la teoŕıa (por razones técnicas), por lo cual, si
tenemos que los puntos experimentales son (ke

i , σ
e
i ), donde i va de 1 hasta el número de

datos totales, N , y σe
i es la suma horizontal o vertical, y por otro lado tenemos que los

datos teóricos son (kt
i , σ

t
i); entonces el mejor cŕıterio para empatarlos es minimizar la suma

S =
∑N

i=1(σ
e
i −σt

i(k
e
i−ke

0))
2, donde ke

0 es el parámetro de ajuste (la traslación que debemos
realizar a los datos experimentales para poder empatar la teoŕıa con experimento).
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teoŕıa y el experimento, lo que nos permite decir que la teoŕıa es una exce-
lente modelo para el experimento. También se puede concluir: que en el caso
más enfocando del haz gaussiano, la emisión de la pareja de fotones ya no es
uniformemente (una distribución de probabilidad uniforme) sino existe una
emisión dependiente del ángulo azimutal, por lo cual, existe una asimetŕıa
azimutal o distinguibilidad azimutal.

Para estas gráficas se debe notar que la parte inferior izquierda de cada
gráfica de las simulación numéricas se muestra apenas es observable un punto
blanco que representa las dimensiones de la punta de fibra óptica, entonces
las dimensiones del EA son mucho mayor de las dimensiones de la fibra
óptica y por lo cual se utiliza la aproximación de resolución perfecta.

Por otro lado tenemos que en la Fig. (4.5) se muestran los resultados ex-
perimentales de la medición del espectro angular condicional y su compara-
ción con las simulaciones numéricas. Cada renglón corresponde a los casos
en listados en la Tabla 3.1, el primer renglón de la Fig. (4.5) corresponde a
los cinturones del primer renglón de la Tabla 3.1 , y el segundo de renglón
de de la Fig. (4.5) corresponde a los cinturones del segundo renglón de la
Tabla 3.1 y aśı sucesivamente. La primera columna se muestran los espectros
angulares condicionales medidos experimentalmente. El recuadro significa la
zona donde se tomaron datos experimental y fuera de él se llenó con ceros.
A la izquierda de la primera columna se muestran la barra de valores de las
cuentas por la ventana temporal de conteo, la cual varia en cada caso. La
segunda columna se muestran las simulaciones numéricas con los paráme-
tros experimentales. La tercera columna se muestran la suma horizontal y
la suma vertical de los espectros angulares condicionales experimentales y
teóricos, donde las ĺıneas continuas corresponde a la teoŕıa y los puntos a
los datos experimentales. Donde la suma horizontal es la suma de todos los
elementos de cada una de las columnas del EAC y la suma vertical es suma
de todos elementos de cada uno de los renglones del EAC. Las dimensiones
de los ejes son posiciones transversales de la fibra óptica OF2 y los vectores
de onda transversales. Las segundas coordenadas se obtienen de las primeras
utilizando la Ec. (4.1) y considerando la frecuencia angular de los fotones
degenerados. Recordemos que en este caso OF1 se mantiene fija.

Para el primer caso tenemos que Wx =182.0µm y Wy =189.0µm tenemos
que los espectros angulares condicionales experimental y teórico se muestran
en las Figuras (4.5 a) y (4.5 b); y en las Figuras (4.5 c) y (4.5 d) se muestran
la suma horizontal y la suma vertical respectivamente. Para el segundo caso
tenemos que Wx = 67.5µm y Wy =64.8µm tenemos que los espectros angu-
lares condicionales experimental y teórico se muestran en las Figuras (4.5 e)
y (4.5 f); y en las Figuras (4.5 g) y (4.5 h) se muestran la suma horizontal
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Figura 4.5: Resultados experimentales del espectro angular condicional.

y ela suma vertical respectivamente. En el tercer caso tenemos que Wx =
56.4µm y Wy =47.9µm tenemos que los espectros angulares condicionales
experimental y teórico se muestran en las Figuras (4.5 i) y (4.5 j); y en las
Figuras (4.5 k) y (4.5 l) se muestran la suma horizontal y la suma vertical
respectivamente. Finalmente el cuarto caso, el caso más enfocado, tenemos
queWx = 38.9µm yWy =34.7µm tenemos que los espectros angulares condi-
cionales experimental y teórico se muestran en las Figuras (4.5 m) y (4.5 n);
y en las Figuras (4.5 o) y (4.5 p) se muestran la suma horizontal y la suma
vertical respectivamente.

De igual forma que el caso anterior, para obtener las gráficas de las sumas
horizontal y vertical, se hizo el ajuste de los datos experimentales a la curva
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teórica mediante el método de los mı́nimos cuadrados4. Las observaciones
que se pueden deducir de las gráficas son: 1. cada vez que los cinturones
disminuyen aumenta el area de los fotones que se encuentran en coincidencia
con los que se colectan con OF1, 2. también se observa que conforme los
cinturones disminuyen la zona de coincidencia se gira y 3. existe una buena
concordancia entre la teoŕıa y el experimento, lo que nos permite decir que
la teoŕıa es una excelente modelo para el experimento. Se puede concluir:
que en el caso más enfocando del haz gaussiano, el EAC del SPDC pierde
correlación espacial. La perdida de correlación espacial depende del ángulo
azimutal.

Para estas gráficas se debe notar que la parte inferior izquierda de cada
gráfica de los datos experimentales se observan ćırculos blancos que repre-
senta las dimensiones de la punta de fibra óptica, entonces las dimensiones
del EAC son comparables con las dimensiones de la fibra óptica, por lo cual,
no es adecuado utilizar la aproximación de resolución perfecta.

4.5. Criterio para aplicar la aproximación de cristal
delgado

En el caṕıtulo de la teoŕıa de la conversión paramétrica descendente
espontánea se mencionó que existe la llamada aproximación de cristal delga-
do (caṕıtulo 2), en donde el espectro angular condicional del proceso SPDC
es determinado completamente por el EA del bombeo; y el espectro angular
esta determinado por los propiedades del cristal. En este punto cabe la pre-
gunta cuándo se puede o cuándo no se puede aplicar dicha aproximación.
Con los resultados experimentales mostrados hasta ahora y con los resul-
tados de la simulaciones numéricas, ver Fig. (3.2), podemos proponer un
criterio práctico para decidir sobre la validez de la aproximación de cristal
delgado.

Considerando de la teoŕıa que el EAC con resolución perfecta puede ser
representada como el producto de dos funciones: la parte transversal S(·)
por la parte longitudinal L(·). Para que el EAC sea determinada únicamente
por S(·), entonces debemos hacer que L(·) sea una constante. Recordando la
Fig. (3.2) donde se yuxtaponen el EA y EAC del SPDC, vemos la forma que
tienen S(·) y L(·) (caso de bombeo gaussiano). En la Sec. 3.3.1 se describe
un criterio para calcular los anchos de S(·) y L(·) en donde se escoge el EAC
que se encuentre en la parte más ancha del EA. El ancho para S(·) es δS

4Se utiliza el mismo criterio del pie de nota de la página 64.
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y para L(·) es δL. Estos anchos de muestran en la Fig. (4.6 a) donde las
gráficas en función de la longitud del cristal, L. El ancho δS no depende de
L, pero si del cinturón del haz (hemos hecho Wx = Wy = W0); entonces en
la gráfica se muestran con ĺıneas horizontales discontinuas y se calcula para
los valores de W0 =10, 35, 65, 100, 300µm (la ĺınea es etiquetado al ancho
que corresponde). El ancho δL si depende de L y se muestra con la linea
continua.
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Figura 4.6: Criterio para determinar cuando se puede aplicar la aproximación
de cristal delgado.

El procedimiento para determinar cuando se aplica la aproximación del-
gado es como sigue. Primero escogemos un δS que corresponde a un bombeo
con un radio del cinturón W0 y encontramos la L tal que δS = δL. Las pare-
jas encontradas se muestran en la gráfica de la Fig. (4.6 b) y es una ĺınea
recta. La L donde se encuentra la intersección la nombramos Lc. Ahora bien,
si para un W0 fijo, entonces tiene asociado un sólo Lc y tenemos que
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L > Lc ⇒ δS > δL, no se aplica la aproximación,

L < Lc ⇒ δS < δL ⇒ L(·) ≈ cte, se aplica la aproximación.
(4.2)

De la Fig. (4.6 b) se tiene que a los puntos (W0, L) por debajo de la
ĺınea recta se les puede aplicar la aproximación y a los puntos por arriba
es donde no se aplica la aproximación. El procedimiento inverso también
es posible. Tenemos una L fija, lo cual se tiene L = Lc y se encuentra W0

correspondiente. Si enfocamos más respecto a W0 tenemos que se no aplica
la aproximación de cristal delgado, pero, si desenfocamos respecto a W0

podremos aplicar la aproximación de cristal delgado. Esto último es de ma-
yor importancia practica, ya que, experimentalmente no se puede variar la
longitud del cristal.

En la Fig. (4.6 b) se muestran donde están los puntos experimentales,
con L = 1mm y W0 = Wx +Wy obtenidas de la Tabla (3.1). La etiqueta 1
corresponde a los cinturones del renglón 1, el punto 2 corresponde al renglón
2, y aśı sucesivamente. Como puede observarse tenemos dos casos (1, 2) en
que la aproximación se aplica, un caso (3) que esta sobre la ĺınea L = Lc y es
donde la aproximación empieza a fallar, y finalmente un caso (4) donde no se
aplica la aproximación. En conclusión dada la longitud del cristal podemos
manipular el bombeo para que sea o no sea aplicable la aproximación de
cristal delgado.

4.6. Arreglo experimental para obtener el EA y el
EAC con un bombeo Bessel-Gauss

Obtener el EA y el EAC de fotones generados por el proceso SPDC me-
diante un bombeo con estructura espacial Bessel-Gauss es similar al caso
anterior con un bombeo de estructura espacial gaussiana. Un haz Bessel-
Gauss, como se hab́ıa dicho antes, tiene la propiedad de ser adifraccional en
un intervalo zmax y además sus vectores de onda están distribuidos en un
cono de base circular. Sabemos que en la aproximación de cristal delgado
el espectro angular del bombeo se transfiere al espectro angular condicional
del SPDC, por lo cual, esperamos que las propiedades del bombeo se trans-
fieran también al EAC del SPDC. Como el EA del bombeo es una anillo
entonces el EAC del SPDC es un anillo también. Por lo cual, si obtenemos
la transformada inversa de Fourier del EAC del SPDC debemos obtener una
distribución espacial de los fotones condicionados o anunciados similar a la
distribución espacial del bombeo que es un haz Bessel-Gauss; y entonces,
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debeŕıa ser adifraccional esta distribución espacial. Esta hipótesis fue com-
probada numéricamente y experimentalmente.

El arreglo experimental utilizado es mostrado en la Fig. (4.7). El arreglo
es divido en tres partes. Primero la generación del bombeo con estructura
espacial Bessel-Gauss de orden cero. En segundo lugar se generan las parejas
de fotones mediante SPDC con un cristal BBO. La Tercera parte es medir
el EA y EAC de la pareja de fotones. La segunda y tercera parte es igual al
caso anterior (Sec. 4.3). Por último, la cuarta parte consiste en obtener la
transformada de Fourier inversa (TFI) del EAC. En la cual, comprobamos
que sea adifraccional y la comparamos con la transformada de Fourier inversa
de EA del SPDC.

TF1 TF2

Preparación de haz BG

Preparación de

haz BG

Figura 4.7: Arreglo experimental para obtener el EA y EAC de la pareja de
fotones mediante el proceso de SPDC y un bombeo on estructura espacial
Bessel-Gauss de orden 0. También obtenemos la transformada de Fourier
inversa del EAC y comprobamos que sea adifraccional.

4.6.1. Parte I: preparación del bombeo Bessel-Gauss de or-
den 0

El la Fig. (4.7) se muestra en el recuadro de ĺıneas punteadas el arreglo
experimental para generar el bombeo Bessel-Gauss de orden 0. El elemento
óptico principal es el axicón (lente cónica y con un ángulo apex de 2◦) e
indicado con la letra A en la figura antes citada. El láser de onda continua y
gaussiano utilizado es el mismo que en el caso anterior. Primero el haz láser
es magnificado por un telescopio ×13.3, T1, para obtener un haz gaussiano
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con un radio del cinturón de 7.5mm. El telescopio es formado por dos lentes
plano-convexas. El haz gaussiano magnificado es trasmitido a través del
axicón y a la salida de este se genera un haz Bessel-Gauss de orden 0 de
buena calidad [53, 54]. El objetivo de la magnificación del haz gaussiano es
cubrir la mayor área del axicón para su adecuado funcionamiento [53, 54].
Después como último paso de la preparación del bombeo Bessel-Gauss de
orden 0 es trasmitirlo por un telescopio ×5, T2, para magnificarlo y de esta
forma cambiamos los dos parámetros importantes de este tipo de haces:
ktp y W0. El telescopio T2 esta formado por dos lentes plano-convexas de
distancia focal de 10cm y 50cm.

El siguiente paso de esta preparación es caracterizar el bombeo. Primero
se tomó una imagen a 25cm de la segunda lente de T2, la cual es mostra-
da en la Fig. (4.8 a). La imagen es obtenida como una cámara CCD, ver
Apéndice D para más detalles. En la imagen se observa el patrón de in-
tensidad caracteŕıstico: un spot central rodeado de anillos concéntricos. El
lóbulo central es parte adifracional del haz Bessel-Gauss de orden 0 y los
anillos concéntricos son modulados por una función gaussiana bidimensio-
nal. Existe una asimetŕıa azimutal en los anillos debido principalmente a las
imperfecciones del axicón.

En la Fig. (4.8 b) se muestra el espectro angular del haz Bessel-Gauss de
orden 0. Esta transformada dimensional de Fourier se obtiene con un arreglo
f−f donde en un plano focal coincide con el plano que se encuentra a 25 cm
de la segunda lente de T2 y en el segundo plano focal se coloca una cámara
CCD. El EA es caracteŕıstico de este tipo de haces. Con un análisis numérico
de la imagen se puede obtener el radio del anillo, el cual corresponde a

ktp = 0.046± 0.001
1

µm
, (4.3)

y el ancho δk corresponde al radio del cinturón de la envolvente gaussiana
mediante la relación W0 = 4/δk, por lo cual

W0 = 1.85± 0.60mm. (4.4)

Después verificamos que el haz sea adifractivo, para ello se toman imágenes
en diferentes puntos de la propagación del haz después de la segunda lente
de telescopio T2 (eje z). En cada imagen se hace un análisis numérico donde
se encuentra el punto de la maxima intensidad, que llamaremos Q. Luego,
obtenemos un corte paralelo al eje y y que pase el punto Q. Todos los cortes
son yuxtapuestas de tal forma que el eje horizontal sea el eje z. En la Fig.
(4.8 c) se muestra la gráfica de los cortes a lo largo del eje y. El intervalo
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Figura 4.8: (a) Patrón de intensidad del haz Bessel-Gauss de orden 0 a 25cm
de la segunda lente que forma T2. (b) EA del haz Bessel-Gauss de orden 0
donde se obtiene ktp y W0. (c) Cortes a lo largo del eje y del haz Bessel-
Gauss de orden 0 en un intervalo de 2m. El lóbulo central se mantiene del
mismo ancho en ese intervalo, o sea, el haz es adifracional en ese intervalo.

donde se tomaron los cortes fue de aproximadamente 200cm, y como puede
verse en la figura el lóbulo central se mantiene del mismo ancho a lo largo
de los dos metros; con esto se comprueba la adifracionalidad del haz Bessel-
Gauss de orden 0. La distancia en la cual un haz de Bessel Gauss de orden 0
se mantiene adifractivo es ta dado por [55] el intervalo [−zmax, zmax], donde

zmax =
W0 ktp
kp

. (4.5)

1-----



CAPÍTULO 4. EXPERIMENTOS 73

4.6.2. Parte II: generación de las parejas de fotones

Esta parte es similar a la generación de las parejas de fotones mediante el
proceso de SPDC con el cristal BBO en le caso con un bombeo gaussiano. El
centro del cristal BBO se coloca a 25cm de la segunda lente de T2, ver Figura
(4.7), el bombeo que incide en el cristal coincide con el patrón de intensidad
del haz Bessel-Gauss de orden 0 mostrado en la Figura (4.8 a). El bombeo
debe incidir normalmente a la cara del cristal, por lo cual, la alineación de
la orientación del cristal que se realiza es similar al explicado en la sección
anterior y por lo cual no explicaremos de nuevo. También, es importante
decir que se utilizan los mismos filtros y en la misma configuración para
poder bloquear el bombeo y restringir el ancho de banda de frecuencias
angulares de la pareja de fotones que observamos y medimos, los cuales son
etiquetados con F1 y F2 en la Fig. (4.7).

4.6.3. Parte III: EA y EAC del SPDC

Obtener el EA de la pareja de fotones generados con el proceso de SPDC
con un bombeo Bessel-Gauss de orden 0 es similar al caso anterior con un
bombeo gaussiano. En la Figura (4.7) se muestra el arreglo para obtener el
EA, en donde se utiliza una lente (L1) de distancia focal f1 = 10cm en la
configuración f − f . En el plano de Fourier se coloca el contador de fotones
con resolución espacial en la configuración de cuentas simples en cada punto
de una malla. En esta configuración el núcleo de la fibra óptica utilizada es de
200µm y la ventana temporal de conteo es de 1s. En la Fig. (4.7) se muestra
este detector con la etiqueta D1. La malla de puntos tiene coordenadas
ρ⃗s = (xs, ys) y donde es colocada el centro de la fibra óptica (el sub́ındice
s significa que consideramos el fotón señal). Esta malla tiene dimensiones
totales de 1.5cm × 1.5cm y la distancia entre un punto y los puntos vecinos
es de 400µm. La punta se monta a unas platinas motorizadas para poderla
colocar en cada uno de los puntos de la malla. En cada coordenada se cuentan
los fotones que se colectan con la fibra óptica en un ventana temporal de
1s. Aśı se obtiene la distribución de fotones en el espacio xs− ys, entonces a
cada coordenada ρ⃗s se le asocia un vector de onda transversal mediante la
Ec. (4.1) y considerando la frecuencia angular de los fotones degenerados.

En la Figura (4.9) se muestran los resultados del EA, EAC y la transfor-
mada de Fourier del EAC para el caso de un bombeo Bessel-Gauss de orden
0. El espectro angular de la parejas de fotones obtenida es mostrada en la
Figura (4.9 a). El EA es similar al caso gaussiano muy enfocado debido a
que ktp tiene un valor cercano a cero y que los vectores de onda del bombeo
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forman un cono, por lo cual, este caso se alega del caso paraxial; aunque e-
xiste una sutil diferencia, el lado izquierdo del EA (sección más ancha) tiene
una pequeña zona semicircular donde las cuentas bajan un poco, dando al
anillo asimétrico de SPDC.
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Figura 4.9: (a) El espectro angular del SPDC con un bombeo Bessel-Gauss
de orden 0. (b) El espectro condicional de la del SPDC con un bombeo
Bessel-Gauss de orden 0. (c) La distribución de fotones anunciados en fun-
ción de la posición transversal de la fibra óptica.

El espectro angular condicional del SPDC en este caso debe ser una
traslación del EA del bombeo, conclusión a la que se llega por la aproxi-
mación de cristal delgado. Para obtener el EAC utilizamos la misma lente
L1 en la configuración f − f y en el plano de Fourier (a f1 = 10cm de L1 y
etiquetado con TF1) colocamos el contador de fotones en la configuración de
cuentas en coincidencias. Primero fijamos una punta de fibra óptica (para el
fotón acompañante) etiquetado con D1 en la Fig. (4.7). El diámetro de la D1
es de 200µm. La posición donde es situada D1 es etiquetada con un pequeño
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circulo en la Fig. (4.9 a), lo cual significa restringir kiy = 0 y después para
encontrar la coordenada kix consideramos el lugar donde las cuentas sim-
ples tengan un máximo de cuentas por unidad de tiempo. Ese sitio es en la
zona angosta del anillo asimétrico de SPDC. Por lo tanto, hemos colocado
la primera fibra óptica en el punto k⃗⊥i .

La segunda fibra óptica, D2, es asociada al fotón señal y su posición
debe ser tal que el momento transversal se conserve. El punto que cumple
esta condición de conservación es k⃗⊥s = −k⃗⊥i . Luego, se construye una malla
de puntos alrededor de ese punto, de tal forma que cubra la zona donde se
encuentren los fotones que están en coincidencia con el fotón acompañante
colectado por D1. El diámetro de D2 es de 200µm y la distancia entre los
puntos vecinos es de 50µm. En la Fig. (4.9 a) esta malla o zona es marcada
con un pequeño cuadrado. El procedimiento es fijar D1 (fotón acompañante)
y después se coloca D2 (fotón señal) en cada punto de la malla antes men-
cionada. En cada par de posiciones del D1 y D2 se obtienen las cuentas
simples y las cuentas en coincidencia con una ventana de conteo de 30s. El
tiempo para contar las coincidencias es mayor debido a que tenemos una
taza de conteo de coincidencias muy baja respecto a las cuentas simples

En la Figura (4.9 b) se muestra el espectro angular condicional de la
pareja de fotones con el bombeo Bessel-Gauss de orden 0. Lo primero que
podemos observar es que la geometŕıa del EAC de la pareja de fotones es
similar al EA del bombeo, ver Fig. (4.8 b). Esto es, los dos tienes forma de
un anillo. Recordando que el ancho de este anillo esta relacionado con W0 y
haciendo un proceso numérico de la Fig. (4.9 b) obtenemos que

W0 = 260µm, (4.6)

el cual difiere de la Ec. (4.4). La diferencia en los anchos se debe al diámetro
de la fibra óptica utilizada, D2, ya que el EAC del SPDC es una convolu-
ción del EAC del SPDC teórico con la sección circular que representa a la
fibra óptica. Claramente, el EAC teórico consideramos que la fibra óptica
es puntual, lo que en el caṕıtulo de simulaciones numéricas hemos llamado
resolución perfecta. Del mismo análisis el radio del anillo, desde el centro a
la posición de máximas cuentas, el cual es

kt = 0.046± 0.001
1

µm
, (4.7)

y que es igual al valor para el bombeo, Ec. (4.3). Hay que notar que el radio
de la transformada de Fourier bidimensional considerando SPDC lo hemos
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nombrado kt y respectivamente para el bombeo lo hemos nombrado ktp. En
conclusión se ha determinado que kt = ktp como esperábamos.

4.6.4. Parte IV: intensidad transversal de los fotones condi-
cionados

Recordando que la familia de haces Helmholtz-Gauss tienen como trans-
formada de Fourier una distribución de forma anular y que son adifraccio-
nales, y además tenemos que el EAC del SPDC (en el primer plano de
Fourier) es un anillo, entonces se plantea la hipótesis: si obtenemos la trans-
formada de Fourier bidimensional inversa del EAC del SPDC , esta daŕıa
una distribución de fotones anunciados similar a la distribución espacial del
bombeo que es un Bessel-Gauss de orden 0 . También, esperaŕıamos que esta
distribución fuera adifraccional. La distribución que se obtiene en el segundo
plano de Fourier esta en función de la posición transversal de la fibra óptica,
y la llamaremos intensidad transversal de fotones condicionados, ITFC.

Para obtener la ITFC utilizamos el detector de fotones con resolución
espacial en la configuración de cuentas en coincidencia mediante el siguiente
procedimiento. Primero obtenemos la transformada de Fourier del SPDC
con la lente L1 en la configuración f − f . El plano de Fourier es indicado
en la Fig. (4.7) como TF1. En ese plano fijamos la primera fibra óptica, D1,
con el mismo procedimiento del caso en donde obtenemos el EAC del SPDC.
Con esa fibra óptica consideramos que detectamos los fotones acompañantes
y su diámetro es de 200µm.

Con una segunda lente, etiquetada con L2 en la Fig. (4.7), de distancia
focal de f2 = 30cm y 2in de diámetro se obtiene la transformada de Fourier
inversa en un arreglo f − f . En un plano focal de L2 se encuentra TF1
y en el segundo plano focal se obtiene la transformada de Fourier inversa.
El segundo plano focal, plano de Fourier, es etiquetado con TF2 en la Fig.
(4.7). Recordando que en óptica de Fourier las lentes son filtros pasabanda de
frecuencias espaciales y que su ancho de banda es directamente proporcional
a su diámetro, por lo cual, se eligió el diámetro de L2 a 2in para dejar pasar
las mayoŕıa de frecuencias espaciales y reconstruir con mayor calidad la
ITFC. En el plano TF2 se coloca la otra fibra óptica, D2, y se barre una
zona para contar los fotones que están en coincidencia con los que se colectan
con D1. Los fotones que se colectan con D2 los consideraremos los fotones
señal y su diámetro es de 50µm. La zona barrida es cubierta con una malla
de puntos y centrada en el eje óptico. El procedimiento consiste en primero
fijar D1 y luego se obtienen las cuentas simples y las cuentas en coincidencia
(la ITFC) en cada punto de la malla antes mencionada, donde se coloca D2,
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mediante el conteo de fotones con resolución espacial.
En la Fig. (4.9 c) se muestra la ITFC obtenida mediante el barrido. Lo

que se observa es que tiene la geometŕıa similar al Bessel-Gauss de orden
0 del bombeo, un lóbulo central con ćırculos concéntricos. El plano TF2 lo
definimos como el plano z = 0. Para analizar si realmente la ITFC es adifra-
ccional debemos obtener las cuentas en coincidencia en planos posteriores
al plano z = 0, lo cual significa que debemos hacer barridos en planos que
se encuentran a una distancia mayor a f2. En cada uno de esos planos, con
D1 fijo, hacemos nuevamente un barrido en un corte en y (como en el caso
del bombeo, descrito anteriormente) y realizamos el conteo en coincidencias.
Esto quiere decir comprobar que el diámetro del lóbulo central de la ITFC
se mantiene durante la propagación de los fotones. En cada corte formamos
una malla de puntos donde la distancia entre vecinos es de 12.5µm. En la
Fig. (4.10 a) se muestran los resultados de los fotones anunciados durante
su propagación con cortes en la dirección y. La distancia de propagación
que consideramos en de 40cm y el la Fig. (4.10 c) se gráfica el máximo de
cuentas a lo largo de la propagación, coordenada z. La ventana temporal
de conteo es de 500s. Se puede observar que el lóbulo central se mantiene
inalterado hasta 25cm, en donde el máximo de cuentas decae.

Para contrastar el comportamiento de la ITFC también obtenemos las
cuentas simples a lo largo de la propagación, z, con el mismo procedimiento
pero con el contador de fotones en la configuración de cuentas simples, esto
es, se remueve el detector D1. Los resultados se muestran en la Fig. (4.10 b).
Claramente, estos no es el EA del SPDC sino la intensidad transversal de
los fotones señal en función de la coordenada transversal de la fibra óptica
D2; y en la Fig. (4.10 d) se muestra el máximo de cuentas a lo largo de
la propagación. La diferencia es muy clara, las cuentas simples decaen más
rápido que las cuentas en coincidencia.

El zmax de los fotones anunciados es menor al asociado con el bombeo
(2m). De la Ec. (4.5) se puede observar que es directamente proporcional a
W0, o equivalentemente inversamente proporcional a δk (ancho del EAC del
SPDC ). Como el ancho δk aumenta, entonces W0 disminuye y por lo tanto
zmax disminuye respecta al bombeo. Haciendo un análisis de propagación
utilizando el formalismo de las matrices ABCD para estimar como cambia
zmax debido a la transmisión a través de las lentes L1 y L2, resulta que
zmax = (f2/f1)

2W0 ks/kt (donde W0 y kt están dados por las Ecuaciones
(4.6.3) y (4.6.3) respectivamente, y ks el valor del vector de onda asociado
a los fotones degenerados) y dando el valor numérico de 40.6cm. El cálculo
detallado se encuentra en el Apéndice G.

En conclusión, podemos decir que la distribución espacial de los fotones
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Figura 4.10: (a) Cortes en y de la intensidad transversal de los fotones condi-
cionados a lo largo de su propagación. (c) Máximo de cuentas de los fotones
anunciados a lo largo de la propagación. (d) Máximo de cuentas de la inten-
sidad transversal de los fotones señal.

anunciados heredan las caracteŕısticas del bombeo, y en particular la pro-
piedad de adifraccionalidad. Pero el intervalo de adifraccionalidad se ve re-
ducido debido el diámetro de la fibra óptica que se utiliza para colectar los
fotones acompañantes, D2.



Caṕıtulo 5

Conclusiones

Las conclusiones son las siguientes:

1. Se midió con éxito el espectro angular del SPDC tanto para el caso de
bombeo gaussiano como para el caso de bombeo Bessel-Gauss de orden
0. Las simulaciones permitieron el análisis del comportamiento global
del espectro angular en ambos casos, ver Figs. (3.2) y (3.4). Para el
primer caso las simulaciones numéricas tienen una buena concordan-
cia con los datos experimentales, Fig. (4.4). Para el segundo caso las
simulaciones permitieron diseñar el experimento adecuadamente. La
concordancia entre la teoŕıa y el experimento es excelente dentro los
diferentes enfocamientos de los haces gaussianos implementados y el
valor ktp usado en el haz Bessel-Gauss de orden 0.

2. El espectro angular condicional se obtuvo con éxito en el laborato-
rio para ambos casos (bombeo gaussiano y Bessel-Gauss de orden 0).
De igual forma que el punto anterior, las simulaciones permitieron el
análisis del comportamiento global del espectro angular condicional en
ambos casos, ver Figs. (3.2) y (3.4). La concordancia entre teoŕıa y ex-
perimento para el caso gaussiano es excelente, ver Fig. (4.5). La teoŕıa
describe bien el comportamiento en el caso Bessel-Gauss de orden 0
y nos permitió estimar el valor de ktp necesario para poderse aplicar
la aproximación de cristal delgado; esto último fue importante ya que
para que los fotones anunciados fueran adifraccionales es necesario
poder aplicar esta aproximación.

3. Se propuso un criterio práctico para seleccionar los parámetros expe-
rimentales L y W0 adecuados para poder aplicar la aproximación de
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cristal delgado, todo esto en el caso de bombeo gaussiano. Ver Sec.
4.5.

4. Para el caso de bombeo Bessel-Gauss de orden 0 se comprobó con éxito
que la distribución de los fotones anunciados por el otro fotón en el
espacio de posiciones transversales es adifraccional. La comprobación
fue hecha tanto en las simulaciones numéricas como en el experimen-
to, ver Fig. (4.10). Con las simulaciones se comprobó que era viable
el experimento y permitió la estimación del orden de magnitud de ktp
que deb́ıa implementarse experimentalmente, ver Fig. (3.5). La adi-
fraccionalidad de los fotones anunciados fue comprobada a través de
compararla con la propagación de la transformada de Fourier bidi-
mensional del espectro angular, ver Figs. (3.5) y (4.10), la cual tiene
difracción.

5. Dentro del intervalo de enfocamiento de W0 ≈ 35µm a W0 ≈ 182µm,
longitud de cristal de 1mm y θpm =29.3◦, podemos decir que ten-
emos control del SPDC con la estructura gaussiana del bombeo que
lo genera. No solamente podemos controlar el SPDC cuando queda
determinado únicamente por las propiedades espaciales del bombeo,
sino también cuando las propiedades del cristal entran en juego. El
control se logra a través de las simulaciones numéricas (teoŕıa) y el ex-
perimento, lo que nos permite hacer ingenieŕıa cuántica sobre el SPDC
.

Los experimentos que se derivan del trabajo de esta tesis doctoral son:

1. El estudio del SPDC con haces Bessel-Gauss de orden mayor, lo cuales
tienen momento angular. Los problemas experimentales principales
son dos: 1. generar los haces Bessel-Gauss de ordenes mayores a cero,
y 2. comprobar que los fotones individuales tienen momento angular.

2. Generar estados cuánticos factorizables del SPDC . A partir de los
algoritmos utilizados en las simulaciones numéricas hechas en este tra-
bajo se han he encontrado los parámetros experimentales para generar
los estados cuánticos factorizables. Los parámetros son: longitud del
cristal mayor a 5mm, el bombeo debe ser pulsado con un ancho de
banda de 30nm y longitud de onda central en 775nm (para generar fo-
tones en la longitud de onda de telecom) y un ángulo de phasematching
de 28.3◦. Actualmente, se realiza su implementación en el laboratorio.



CAPÍTULO 5. CONCLUSIONES 81

3. Estudiar la generación de las parejas de fotones con haces no paraxi-
ales. Estos haces de luz láser se pueden construir de la siguiente forma:
primero construimos un haz gaussiano, como los utilizados en este tra-
bajo, y después se transmiten a través de una lente con una distancia
focal muy chica (< 8µm, según cálculos hechos por nosotros). En este
regimen se ha podido observar con las simulaciones numéricas com-
portamientos interesantes en la correlaciones espaciales de los fotones.

Todos los proyectos anteriores se realizan actualmente en laboratorio de
Óptica Cuántica del ICN-UNAM. En esos proyectos se utiliza la infraestruc-
tura generada al realizar esta tesis, como los algoritmos de la simulaciones
numéricas, la técnica de detección de fotones con resolución espacial, la au-
tomatización y la experiencia experimental.



Apéndice A

Deducción del hamiltoniano

Para encontrar Ĥ(t) en nuestro caso, partimos de la enerǵıa de la intera-
cción del campo eléctrico con la materia en el contexto clásico. Si los campos
eléctricos que representan al bombeo, señal y acompañante son E⃗p, E⃗s y E⃗i

respectivamente y el campo de desplazamiento eléctrico para el bombeo es
D⃗p = ϵ0 E⃗p + P⃗p, entonces[77]

H(t) =

∫
V ′

1

2
E⃗p · D⃗p dV

′ (A.1)

Si se considera que la polarización depende del campo eléctrico, entonces
haciendo un desarrollo de Taylor [78, 79]

P⃗p = P⃗ (0)
p + ϵ0χ

(1) · E⃗p︸ ︷︷ ︸
=P⃗

(1)
p

+ ϵ0χ
(2) : E⃗sE⃗i︸ ︷︷ ︸
=P⃗

(2)
p

+ ϵ0χ
(3)...E⃗sE⃗iE⃗s’︸ ︷︷ ︸
=P⃗

(3)
p

+ · · · , (A.2)

donde P⃗
(0)
p es la polarización espontánea del medio, χ(1), χ(2) y χ(3) son las

susceptibilidades del medio de primer, segundo y tercer orden1, y E⃗s’ es un
cuarto campo eléctrico involucrado. En lo que sigue nos enfocaremos en la

contribución del tercer término de la Ec. (A.2), P⃗
(2)
p , a la enerǵıa dada por

la Ec. (A.1). Para facilitar el manejo de las contracciones de los tensores
haremos uso de la convención de notación propuesta en el libro de Boyd[78].

El término P⃗
(2)
p es expresado de la siguiente manera

1Además χ(1), χ(2) y χ(3) son tensores de segundo, tercer y cuarto orden respectiva-
mente.
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P
(2)
px

P
(2)
py

P
(2)
pz

 = 4ϵ0

d11 d12 d13 d14 d15 d16
d21 d22 d23 d24 d25 d26
d31 d32 d33 d34 d35 d36




EsxEix

EsyEiy

EszEiz

EsyEiz + EszEiy

EsxEiz + EszEix

EsxEiy + EsyEix

 ,

(A.3)

donde el tensor dil es el tensor de susceptibilidad de segundo orden en la no-
tación contráıda. Este tensor es obtenido de la siguiente forma, considerando
que es valida la simetŕıa de Kleinman[78, 79],

dil → dijk =
1

2
χ
(2)
ijk, con la siguiente regla

jk : 11 22 33 23, 32 31, 13 12, 21
l : 1 2 3 4 5 6

.
(A.4)

Considerando que en este trabajo usamos un cristal uniaxial negativo
que pertenece al grupo de simetŕıa 3m[78], tenemos

dil =

 0 0 0 0 d31 −d22
−d22 d22 0 d31 0 0
d31 d31 d33 0 0 0

 . (A.5)

La Ec. (A.3) puede simplificarse utilizando la Ec. (A.5) y tomando en
cuenta la geometŕıa del sistema. En este trabajo consideramos un proceso
del tipo I en un cristal uniaxial negativo, lo cual significa que la señal y el
acompañante tienen la misma polarización y son ondas ordinarias, y que
el bombeo es una onda extraordinaria. Considerando el sistema de referen-
cia del cristal S′ = {x′, y′, z′}, y el sistema de referencia del laboratorio
S = {x, y, z} (ver Fig. A.1). En la construcción de esos sistemas tenemos
que el eje z′ es paralelo a la dirección del eje óptico y el eje z es paralelo a la
dirección del vector de propagación del bombeo k⃗p; además, θpm es el ángulo
entre el eje z′ y z y ϕ es el ángulo entre el eje x′ y la proyección del eje z sobre
el plano x′ − y′. En este trabajo doctoral tenemos que θpm =29.3◦ y ϕ =0◦.
Considerando lo anterior, tenemos que los vectores de campo eléctrico están
construidos respecto al sistema S. Ahora, si definimos a σ∥ como el plano
que contiene al eje óptico y σ⊥ el plano perpendicular a σ∥, entonces pode-
mos proyectar cualquier campo eléctrico sobre estos planos. La proyección
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sobre σ∥ es la componente extraordinaria del campo eléctrico y la proye-
cción sobre σ⊥ es la componente ordinaria del campo eléctrico. Haciendo la
transformación adecuada entre los sistemas de referencia podemos expresar
las componentes del campo eléctrico en el sistema S (bombeo, señal y acom-
pañante) en términos de su magnitud y los ángulos θpm y ϕ. Los detalles
se encuentran en el libro de Boyd[78]. De lo cual, tenemos que la Ec. (A.3)
queda de la forma

x

y
x’

z

y’

z’plano x-y

plano x’-y’

θpm

φ

Figura A.1: Sistema de referencia inherente al cristal {x′, y′, z′} y el sistema
de referencia del laboratorio {x, y, z}. El eje z′ tiene la misma dirección que
el eje óptico y el eje z tiene la misma dirección que el vector de propagación
del bombeo, k⃗p. El ángulo θpm es medido respecto a los ejes z y z′. El ángulo
ϕ es el que sustentan el eje x′ y la proyección del z sobre el plano x′ − y′.

P (2)
p = 4ϵ0deffEsEi, (A.6)

con

deff = d31 sin(θpm)− d22 cos(θpm) sin(3ϕ). (A.7)

Hay que notar que la Ec. (A.6) está en función de las magnitudes (fun-
ciones escalares) de los campos vectoriales. Finalmente en la Ec. (A.1)
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H(t) =

∫
V ′

2ϵ0deffEpEsEi dV
′, (A.8)

la cual es la base para plantear el hamiltoniano que utilizamos para obtener
el estado cuántico del SPDC . En resumen, para obtener el hamiltoniano,
Ec. (A.8), utilizamos el hecho de que estamos usando un cristal uniaxial
negativo y que consideramos un proceso del tipo I.



Apéndice B

Operadores de creación y
aniquilación

En este apéndice se resumen las propiedades algebraicas de los oper-
adores de número de fotones, aniquilación y creación. Las propiedades, re-
glas de conmutación, se utilizan en la deducción del EA y del EAC del SPDC
.

Las relaciones de conmutación de los operadores de creación â y aniquilación
â† son [60, pp. 474–479][

â(k⃗µ,β), â
†(k⃗′µ,β′)

]
= δ3

k⃗ k⃗′
δββ′ (B.1)[

â(k⃗µ,β), â(k⃗
′
µ,β′)

]
= 0 (B.2)[

â†(k⃗µ,β), â
†(k⃗′µ,β′)

]
= 0 (B.3)

estas relación son validas con µ = cte. (s o i).

n̂µ(k⃗µ) = â†(k⃗µ) â(k⃗µ) (B.4)

n̂µ(k⃗µ) ·
∣∣∣nk⃗µ

⟩
= n

k⃗µ

∣∣∣nk⃗µ

⟩
(B.5)

â(k⃗µ) ·
∣∣∣nk⃗µ

⟩
=
√

n
k⃗µ

∣∣∣nk⃗µ
− 1
⟩

y â(k⃗µ) · |0⟩ = 0 (B.6)
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Apéndice C

Cambio de variables

El objetivo de este apéndice es realizar el cambio de variables y obtener
el jacobiano correspondiente. Esta transformación y su jacobiano asociado
es utilizado en el cálculo del EA y del EAC del SPDC .

Pasamos del sistema de coordenadas (kx, ky, kz) al sistema de coorde-
nadas (kx, ky, k), el cambio esta dado por

kx = kx

ky = ky

kz =
√
k2 − k2x − k2y

(C.1)

el jacobiano

J =

∣∣∣∣∣∣∣
∂kx
∂kx

∂kx
∂ky

∂kx
∂k

∂ky
∂kx

∂ky
∂ky

∂ky
∂k

∂kz
∂kx

∂kz
∂ky

∂kz
∂k

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
1 0 0
0 1 0

−kx
kz

−ky
kz

k
kz

∣∣∣∣∣∣ = k√
k2 − k2x − k2y

(C.2)

por lo cual

dkxdkydkz →
k√

k2 − k2x − k2y

dkxdkydk =
k

kz
dkxdkydk (C.3)

y como k(ω) = no(ω)ω/c
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k

kz
dkxdkydk =

k

kz

dk

dω
dkxdkydω

=
k(ω)√

k(ω)2 − k2x − k2y

{
−2π

ω
β(λω) +

no(ω)

c

}
dkxdkydω

(C.4)

donde

no(λ) =

√
A+

B

λ2 + C
+Dλ2 (C.5)

dk

dω
=

dno(ω)
dω ω + no(ω)

c
=

1

c

{[
−2π c

ω2
β(λω)

]
ω + no(ω)

}
= −2π

ω
β(λω) +

no(ω)

c

(C.6)

ya que

dno(ω)

dω
=

dno(λ)

dλ
· dλ(ω)

dω
= −2π c

ω2

dno(λ)

dλ

= −2π c

ω2

d

dλ

{√
A+

B

λ2 + C
+Dλ2

}

= −2π c

ω2


Dλ− Bλ

(λ2+C)2

no(λ)︸ ︷︷ ︸
=β(λ)


(C.7)



Apéndice D

Técnica para caracterizar
haces estructurados de luz
láser

Existen varias técnicas para obtener una caracterización de un haz de
luz con estructura espacial. Esta caracterización consiste en obtener las pro-
piedades del haz de luz con estructura. Existe el método de la navaja que se
aplica para haces de luz con estructura gaussiana. En este trabajo, la técnica
utilizada es obtener varias imágenes a lo largo de la propagación del haz de
luz con una cámara CCD; luego, con un algoritmo adecuado para cada haz
estructurado de luz se procesa las imágenes para obtener sus propiedades.

La técnica tiene la ventaja de que se puede utilizar para haces de luz con
cualquier estructura espacial (por ejemplo: un haz gaussiano o un haz Bessel-
Gauss de orden 0) y la desventaja es que la medición que podamos realizar
está limitada por las dimensión de los pixeles, la cual es de Ap =4.65µm ×
4.65µm; aśı por ejemplo, no podŕıamos medir haces gaussianos cuya area de
alguno de sus cortes transversales sea menor a Ap.

A continuación describiremos el procedimiento de la técnica.

Supongamos que tenemos un láser que emite un haz gaussiano. Ver
Fig. (D.1). A este haz gaussiano podemos manipularlo o darle una
estructura espacial con elementos ópticos (EO). Aśı por ejemplo, en
la primera parte de este trabajo hemos manipulado el haz gaussiano
con lentes plano-convexas o en la segunda parte hemos creado a partir
del haz gaussiano un haz Bessel-Gauss de orden 0 con un axicón y
telescopios.
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Láser

F

EO

CCD

zi

Figura D.1: Esquema para obtener la images del patrón de intensidad de
una sección transversal de un haz de luz. El haz gaussiano que se emite del
láser es transformado en otro haz gaussiano y un haz con estructura espacial
con los elementos ópticos, EO. En cada posición zi es tomada una imagen de
la sección transversal del haz. Cada imagen es procesada con un algoritmo
que depende del haz que se quiere analizar. Por último se utilizan filtros
neutros, F, para atenuar el haz de luz y no saturar la cámara CCD.

Después del EO se toman imágenes en las posiciones z1, z2 . . . zN ,
donde N dependerá de cada haz de luz a medir. En cada posición
zi se obtiene una imagen que es el patrón de intensidad de la sección
transversal del haz de luz en ese punto. Las imágenes tienen una resolu-
ción de 1280pixeles × 1024pixeles (5.95mm × 4.76mm). Esta imagen
es digitalizada en una matriz de 1280 × 1024 y cada punto tiene un
valor en la escala de grises de 0 a 255. Para no saturar la cámara se
utilizan filtros neutros, F. Mediante un software se puede controlar el
tiempo de exposición y la ganancia (en otros parámetros) de la cámara.
Los valores del tiempo de exposición y la ganancia dependerán de cada
caso en concreto.

Después se aplican, en cada imagen, para obtener la información co-
rrespondiente al haz de luz con estructura espacial estudiado.

Está técnica se ha aplicado a dos tipos de haces con estructura espacial y
también para observar el EA del SPDC . En el resto del apéndice describire-
mos el algoritmo para cada medición. Para cada caso consideraremos que
tenemos las matrices A (imagen), X y Y (las coordenadas en x y y) dadas
por
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A = {Aij |i = 1, . . . , 1280, j = 1, . . . , 1024},
X = {Xi|i = 1, . . . , 1280},
Y = {Yj |j = 1, . . . , 1024}.

(D.1)

Haz gaussiano: el algoritmo consiste en los siguientes pasos,

1. En cada posición zk obtenemos la imagen Aij .

2. De esa imagen se obtienen los pixeles del centro de masa (ic, jc).
Para obtener ic sumamos cada columna, obteniendo la matriz
C = {Ci =

∑
j=1,...,1024 Aij , i = 1, . . . 1280} y después se encuen-

tra el máximo valor Cic = max(C), lo cual, nos permite encontrar
el pixel ic. De igual forma obtenemos jc, pero sumando los ren-
glones R = {Rj =

∑
i=1,...,1280 Aij , j = 1, . . . , 1024}.

3. Con las coordenada (ic, jc) realizamos los cortes en x y y, o sea
las submatrices Ax = {Ax

i = Aijc , i = 1, . . . , 1280} y Ay = {Ay
j =

Aicj , j = 1, . . . , 1024}.
4. Lo siguiente es encontrar el radio de la sección transversal del

haz con respecto a los cortes Ax y Ay. El criterio utilizado es
el FWe−1M. Para lo cual, encontramos los puntos i±r tal que
Ax

i±r
≈ max(Ax)e−1; entonces, Wx zk = 1/2(Xi+r

−Xi−r
); de igual

forma encontramos los puntos j±r tal que Ay

j±r
≈ max(Ay)e−1;

entonces, Wy zk = 1/2(Yj+r − Yj−r ).

5. Los pasos anteriores se repiten hasta N veces, por lo cual ob-
tenemos el conjunto de puntos {(zk,Wx zk)} y {(zk,Wy zk)}, con
k = 1, . . . , N , a los cuales los ajustamos a la curva

W (z) = Wη

√
1 +

(zR
z

)2
, (D.2)

donde Wη es el radio del cinturón (con η = x, y), zR rango de
Rayleigh. Con el ajuste se encuentran las propiedades deseadas
del haz gaussiano. En conclusión tenemos que Wη y zR son los
parámetros del ajuste.

Imagen de EA de SPDC : para obtener la imagen del EA de SPDC se
procede de la siguiente manera,
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1. Se sustituyen los filtros neutros por el filtro pasaaltas con una
longitud de onda de corte de 488nm y el filtro pasabanda centrado
en 810 y 10nm de ancho de banda (ver Fig. 4.2), y que para este
caso se colocan después de EO.

2. El EO es conformado por alguna de las lentes plano-convexas
enlistadas en la Tabla (3.1) y el cristal BBO. La cámara CCD
debe ser colocada lo más cercana al cristal BBO, ya que de otra
forma las dimensiones del EA del SPDC son más grandes que las
dimensiones de la cámara.

3. Se eligen los parámetros adecuados de tiempo de exposición y
ganancia para obtener la imagen Aij . En este caso el tiempo de
exposición y la ganancia deben ser altos ya que estamos en el
régimen espontáneo.

Haz Bessel-Gauss de orden 0: primero se obtiene el patrón de intensi-
dad de la distribución del bombeo. En segundo lugar se obtiene el EA
de bombeo, Por último, se obtiene cortes en una dirección (eje y) de
la propagación del bombeo.

Primera parte.

1. Para la primera parte, el EO consiste en el arreglo telescopio–
axicón–telescopio (T1–A–T2), ver Fig (4.7).

2. La cámara CCD se coloca a zI =25cm del segundo telescopio,
T2, y se obtiene la imagen Aij .

Segunda parte.

1. Utilizando el arreglo anterior agregamos una lente de distan-
cia focal f de tal forma que obtenemos la transformada de
Fourier bidimensional de la amplitud compleja que se encuen-
tra en plano con zI =25cm. Esto significa colocar la lente a
una distancia igual a zI + f y después a una distancia igual
a f colocamos la cámara CCD.

2. Obtenemos la la imagen Aij .

3. Se obtiene las coordenadas del centro de masa de la imagen
(ic, jc), con el procedimiento descrito anteriormente.

4. Realizamos los cortes en x y y, o sea las submatrices Ax =
{Ax

i = Aijc , i = 1, . . . , 1280} yAy = {Ay
j = Aicj , j = 1, . . . , 1024}.

5. Con cada corte Aµ, (µ = x, y) encontramos la ubicación, kµ±,
los máximos (cada imagen tiene dos máximos, por ser un a-
nillo). Entonces, el ktpµ asociado a ese corte estará dado por
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ktpµ = |kµ+−kµ−|. Considerando los dos cortes promediamos
y finalmente obtenemos ktp = 0.5(ktpx+ktp y). Por otra parte,
alrededor de los puntos kµ± tenemos una curva del tipo gau-
ssiana. En cada curva calculamos su ancho con el criterio
FWe−1M, obteniendo δkµ±. Por lo tanto, el ancho del anillo
es δk = 1

4(δkx+ + δkx− + δky+ + δky−).

Tercera parte.

1. Partiendo del arreglo, EO, de la primera parte. Inmediata-
mente después de la lente del T2, ver Fig (4.7), se toman
una serie de imágenes en las coordenadas z1, z2, . . . , zN . El
intervalo que se considera es de 2m = zN − z1.

2. En cada posición zk se toma la imagen Aij y se localiza el
centro de masa (ic, jc). Después, se considera el corte en y
o sea la submatriz Ay = {Ay

j = Aicj , j = 1, . . . , 1024}. Por
lo tanto, para cada posición zk tenemos el corte Ay, el cual
llamaremos Ak (sustituyendo la etiqueta y por el ı́ndice k, ya
que sólo consideramos los cortes en y).

3. Finalmente, construimos una nueva imagen dada por la ma-
triz Bkj = Ak

j de N × 1024 (con N = 50).



Apéndice E

El ángulo de walk-off

En este apéndice se calcula con detalle en ángulo de walk-off. Se obtiene
una expresión cerrada que se utiliza en la simulaciones numéricas.

Sabemos

ρ0 = − 1

n(θ, λ)

∂n(θ, λ)

∂θ
|θ=θpm (E.1)

y como

n(θ, λ) =

{
cos2 θ

no(λ)2
+

sin2 θ

ne(λ)2

}− 1
2

(E.2)

tenemos

∂n(θ, λ)

∂θ
= −1

2

{
cos2 θ

no(λ)2
+

sin2 θ

ne(λ)2

}− 3
2
{
−2

cos θ sin θ

no(λ)2
+ 2

cos θ sin θ

ne(λ)2

}
= −

{
n(θ, λ)−2

}− 3
2

{
− 1

no(λ)2
+

1

ne(λ)2

}
cos θ sin θ

= −1

2
n(θ, λ)3

{
− 1

no(λ)2
+

1

ne(λ)2

}
sin 2θ

(E.3)

por lo tanto
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ρ0 = − 1

n(θ, λ)

{
−1

2
n(θ, λ)3

{
− 1

no(λ)2
+

1

ne(λ)2

}
sin 2θ

}
=

n(θ, λ)2

2

{
− 1

no(λ)2
+

1

ne(λ)2

}
sin 2θ

(E.4)

Otra formula del ángulo de walk-off.

Del libro de Dmitriev [61, p. 9]

ρ0(θ) = ±arctan

[(
no

ne

)2

tan(θ)

]
∓ θ (E.5)

con los signos de arriba es para el caso de cristal negativo y con los signos
de abajo es para el caso de cristal positivo.



Apéndice F

Lista de instrumentos y
detectores

En este apéndice damos una lista de los instrumentos y detectores usa-
dos en este trabajo.

Nombre Fabricante Modelo

Cámara CCD Thorlabs DCU224M

Contador de fotones Stanford Research systems SR400
(C1 y C2)

Contadores universales
de intervalos temporales Stanford Research systems SR620

(C3)

Discriminador Phillips Scientific 704

Unidad Lógica Phillips Scientific 754

Detector APD Perkin Elmer SPCM-AQRH-13-FC

Diodo Láser Crytalaser DL-405-100

Cristal BBO Castech Cortado con θpm = 29.3◦

96



Apéndice G

Haz Bessel-Gauss a través de
un telescopio

El objetivo de este apéndice es calcular las propiedades de un haz Bessel-
Gauss de orden m (BGm) a la salida de un telescopio (en nuestro caso es T2,
ver Fig. 4.7). El telescopio es formado por dos lentes L1 y L2 (ver Fig.G.1) con
distancias focales f1 y f2 respectivamente. Consideremos que el haz BGm
entra al telescopio con un semiángulo canónico θ1 y sale con un semiángulo
canónico de θ2 y también que la separación entre las lentes es D = f1 + f2.

L2

f1 f2 h

z

L1

P0 P1 P2 P3

q0 q2

r

Figura G.1: Haz BGm propagándose a través de un telescopio.
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A la entrada del telescopio el haz BGm es dado por

exp

(
− r2

W 2
0

)
Jm(ktr) exp(imθ), (G.1)

donde kt es vector de onda transversal, W0 es el radio del cinturón de la
gaussiana envolvente y k = ω/c la magnitud del vector de onda. Por otra
parte, definimos adicionalmente los parámetros d0 = π/kt como el ancho de
los anillos y θ0 = arctan(kt/k) como el semiángulo canónico. Asumiremos
que el radio de la lentes son más grandes que el ancho del haz BGm, por lo
cual, los efectos de aperturas y ondas en el borde pueden ser despreciadas;
también, que el haz BGm es monocromático, paraxial y axialmente alinea-
do; y finalmente consideramos que el sistema óptico no tiene perdidas, es
radialmente simétrico y libre de aberraciones.

En óptica geométrica el haz BGm es formado por una superposición
canónica de ondas planas ideales. Dentro de esa aproximación podemos con-
cluir que el radio del la imagen del anillo en el plano de Fourier P1 es

ρ = f1 tan(θ0) = f1
kt
kz

≈ f1
kt
k

= f1
λ

2d0
. (G.2)

El semiángulo canónico θ2 y el vector de onda transversal del haz adifra-
ccional después de la segunda lente (plano P2) es igual a

tan(θ2) =
ρ

f2
=

f1
f2

tan(θ0), y (G.3)

kt2 = k tan(θ2) =
f1
f2

k tan(θ0) = kt
f1
f2

, (G.4)

por lo tanto, en está aproximación, tenemos que el haz BGm es magnificado
por

M =
f2
f1

. (G.5)

Luego, considerando que el haz BGm es suavizada (removida su dis-
continuidad) por un apertura gaussiana, entonces el comportamiento del
sistema se desv́ıa de la descripción de rayos en óptica geométrica. Por lo
cual, tenemos que

U0(r, θ) = exp

(
ikr2

2q0

)
Jm(ktr) exp(imθ), (G.6)

es el campo transversal del BGm en el plano focal del sistema óptico. La
suavización con la apertura gaussiana es caracterizada con el parámetro q0 =
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q′0 + iq′′0 . Lo siguiente es asumir que q0 puede representar una modulación
gaussiana con frentes de onda esféricas convergentes (q′0 > 0) y frentes de
onda esféricas divergentes (q′0 < 0); también, asumiremos que si la modu-
lación gaussiana en el plano P0 es puramente real, es decir exp(−r2/W 2

0 ),
entonces q0 = −ikW 2

0 /2 = −izR, donde zR es el rango de Rayleigh del haz
gaussiano.

Propagando el haz BGm. Primero consideraremos que el sistema óptico
tienen asociado una matriz de transferencia(

A B
C D

)
. (G.7)

Si a la entrada del sistema tenemos un haz gaussiano

exp

(
ikr2

2qin

)
, (G.8)

entonces en la salida

GB(r) =
exp(ikh)

A+B/qin
exp

(
ikr2

2qout

)
, (G.9)

donde h es la longitud de propagación después de la salida del sistema óptico
y

qout =
Aqin +B

Cqin +D
. (G.10)

Continuando, suponiendo que en el plano P0 la modulación gaussiana es
puramente real

exp

(
− r2

W 2
0

)
, y (G.11)

qin = − ikW 2
0

2
= −izR. (G.12)

Calculamos la propagación en el plano de Fourier P2, cuya matriz ABCD es(
1 f1
0 1

)(
1 0

−1/f1 1

)
=

(
0 f1

−1/f1 1

)
, (G.13)

entonces

q1 =
f1

−qin/f1 + 1
=

f2
1

f1 + izR
. (G.14)
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Reemplazando en la Ec. (G.9) y notando que la dependencia radial del valor
absoluto del campo y de la intensidad es proporcional a

|GB| ∝ exp

(
−kr2zR

2f2
1

)
= exp

(
− r2

(2f1/kW 2
0 )

2

)
, y (G.15)

|GB|2 ∝ exp

(
− r2

2(f1/kW 2
0 )

2

)
. (G.16)

La desviación estandar de la intensidad |GB|2 es σ = f1/kW
2
0 . El ancho en

la definición FWHM de la intensidad es 2
√
2 ln 2σ, por lo cual

FWHMplano P1
= 2

√
2 ln 2

f1
kW0

≈ 2,355
f1

kW0
. (G.17)

El patrón de intensidad en el plano de Fourier es un anillo circular con un
radio ρ, Ec (G.4), y un ancho FWHM dado por la Ec. (G.17).

Para calcular el campo en el plano P2 consideramos la matriz ABCD(
1 0

−1/f2 1

)(
1 f1 + f2
0 1

)(
1 0

−1/f2 1

)
=

(
−f2/f1 f1 + f2

0 −f1/f2

)
, (G.18)

y de la Ec. (G.10), tenemos

q2 =
f2
1 f2 + (f1 − qin)f − 22

−f2
1

= −f2
1 f2 + f2

2 f1 + izRf
2
2

f2
1

, y (G.19)

|GB| ∝ exp

(
− kr2f2

1 zR
2f2

1 (f1 + f2)2 + f2
2 z

2
R

)
= exp

(
− f2

1k
2W 2

0 r
2

4f2
1 (f1 + f2)2 + f2

2k
2W 2

0

)
.

(G.20)
Por lo tanto, el ancho W2 de la envolvente gaussiana en el plano P2 es

W2 =
4f2

1 (f1 + f2)
2 + f2

2k
2W 2

0

f2
1k

2W 2
0

=
f2
2

f2
1

4(f2
1 /f

2
2 )(f1 + f2)

2 + k2W 4
0

k2W 2
0

. (G.21)

El campo en el plano P2 es un haz BGm con un vector de onda transversal
kt2, Ec. (G.4), y una ancho de la gaussian envolvente de W2, Ec. (G.21).

La propagación después de la segunda lente se tiene que sobreviven sig-
nificativamente la superposición de todos los haces gaussiano que conforman
el haz BGm a una distancia igual a

zmax =
W2k

kt2
=

f2
2

f2
1

√
4(f2

1 /f
2
2 )(f1 + f2)2 + k2W 4

0

W 2
0

1

kt
, (G.22)
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y para un experimento t́ıpico se tiene k2W 4
0 ≫ 4(f2

1 /f
2
2 )(f1 + f2)

2, por lo
cual

zmax ≈ f2
2

f2
1

kW0

kt
= M2kW0

kt
, (G.23)

donde M = f2/f1 es la magnificación del telescopio.



Bibliograf́ıa

[1] David C. Burnham and Donald L. Weinberg. Observation of simultane-
ity in paramteric production of optical photon pairs. Phys. Rev. Lett.,
25(2):84–87, 1970.

[2] A. Zeilinger. Experiment and the foundations of quantum physics. Rev.
Mod. Phys., 71(2):S288–S297, 1999.

[3] P. Kok, W. J. Munro, K. Nemoto, T. C. Ralph, J. P. Dowling, and G. J.
Milburn. Linear optical quantum computing with photonic qubits. Rev.
Mod. Phys., 79(1):135–174, 2007.

[4] M. H. Rubin. Transverse correlation in optical spaontaneous parametric
down-conversion. Phys. Rev. A, 54(6):5349–5360, 1996.

[5] A. Joobeur and B. E. A. Saleh. Spatiotemporal coherence properties of
entangled light beams generated by parametric down-conversion. Phys.
Rev. A, 50(4):3349–3361, 1994.

[6] A. Mair, A. Vaziri, G. Weihs, and A. Zeilinger. Entanglement of the
orbital angular momentum states of photons. Nature, 412:313–316,
2001.

[7] G. Molina-Terriza, J. P. Torres, and L. Torner. Twisted photons. Nature
Phys., 3:305–310, 2007.

[8] J. C. Howell, R. S. Bennink, S. J. Bentley, and R. W. Boyd. Real-
ization of the einstein-podolsky-rosen paradox using momentum- and
position-entangled photons from spontaneous parametric down conver-
sion. Phys. Rev. Lett., 92(21):210403, 2004.

[9] C. K. Law and J. H. Eberly. Analysis and interpretation of high trans-
verse entanglement in optical parametric down conversion. Phys. Rev.
Lett., 92(12):127903, 2004.

102



BIBLIOGRAFÍA 103
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[43] L. Neves, G. Lima, J. G. A. Gómez, C. H. Monken, C. Saavedra, and
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