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Resumen 

 

Se calculó la permeabilidad magnética compleja de un material con geometría 

rectangular a partir de un modelo periódico de dominios magnéticos transversales en el 

que circula una corriente alterna Ie -jt. Se partió del cálculo del rotacional sobre el campo 

magnético H (ley de Maxwell-Ampere) y de la ley de inducción de Faraday, la cual 

establece la igualdad entre el rotacional del campo eléctrico y el cambio en el tiempo de 

la densidad de flujo magnético en magnitud. Este flujo magnético a su vez define a la 

permeabilidad magnética µ a través del producto H, donde H es el campo magnético 

externo, el cual a su vez se  obtiene a partir de la ecuación de Laplace 0),(  zxH .  

Una vez conocido  H, la permeabilidad magnética se calcula a partir de su definición. 

 

Las componentes real e imaginaria calculadas de la permeabilidad se compararon con 

mediciones experimentales en una cinta de aleación amorfa Co66Fe4Mo2B12Si16, 

observándose en general un buen acuerdo entre ambas, lo que permitió estimar el ancho 

de los dominios magnéticos de la cinta en 45 micras, aproximadamente. Asimismo, se 

comprobaron las equivalencias entre los formalismos de permeabilidad compleja-

inductancia compleja y de permeabilidad compleja-impedancia compleja. A partir del 

cálculo de las componentes de la impedancia compleja, se introdujo una permeabilidad 

efectiva para calcular la magnetoimpedancia típica de materiales con la misma estructura 

de dominios, observándose un acuerdo razonable con mediciones experimentales para 

intervalos de frecuencias menores a la frecuencia de relajación. 
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Introducción  

 

Los materiales amorfos magnéticos se han estudiado desde 1967, cuando Duwez y 

colaboradores mostraron que una aleación amorfa Fe-P-C obtenida por solidificación 

ultrarrápida es un material magnético suave [1]. La importancia de estos materiales 

estriba en la amplia gama de aplicaciones tecnológicas y de investigación básica que 

tienen, así como sus propiedades físicas notables que van desde alta inducción magnética, 

alta permeabilidad, capacidad de operación a altas temperaturas, ausencia de 

discontinuidades microestructurales, límites elásticos altos y alta resistencia a la 

corrosión entre otras. Algunas posibles aplicaciones van desde transformadores con 

menos pérdidas de operación, pasando por dispositivos para telecomunicaciones y hasta 

aplicaciones en la industria automotriz entre otras.  

 

Las cintas amorfas magnéticas suaves presentan aparte de las propiedades ya 

mencionadas, alta resistencia mecánica, lo que las hace particularmente útiles en el 

diseño de pequeños sensores y transductores. Debido a su carácter amorfo, sólo la 

anisotropía magnetoelástica y la anisotropía de forma van a determinar su 

comportamiento magnético. La composición típica de cintas amorfas es de tipo TxM1-x, 

con Fe, Co o Ni como T y Si o B como M, con el contenido x oscilando entre 70 y el 

80% at, en tanto que el Si y el B sólo aportan entre 20 y 30% at. La importancia de 

estudiar el comportamiento en frecuencia variable de estas cintas radica en la posibilidad 

de usar estos materiales en dispositivos de telecomunicaciones de alta frecuencia, donde 

se requieren materiales magnéticos con respuesta muy rápida. 

 

En este trabajo de tesis se realizó un cálculo teórico de la permeabilidad compleja en una 

cinta amorfa magnética obtenida por solidificación Ultrarrápida (Co0.93Fe0.07)72.5Si12.5B15 

con base en un modelo de dominios magnéticos de barras rectangulares, el cual se 

comparó con datos experimentales que obtuvieron mediante la técnica de espectroscopia 

de inductancias.   
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Capítulo 1 
Conceptos Básicos de Magnetismo  
 
1.1 Origen del Momento Magnético 

 

El momento magnético de los átomos en estado sólido se origina a partir de la 

combinación de dos características del movimiento del electrón: a) el giro del electrón 

sobre su propio eje (conocido como espín magnético)  y b) el momento angular orbital 

alrededor del núcleo. En ambos casos el momento magnético esta cuantizado, siendo la 

unidad mínima  el magnetón de Bohr (μB)[2]:   

 

                              μB =qħ/(2me )                                                                        (1.1) 

 

Donde q es la carga del electrón (e), ħ = h/2π con h la constante de Planck y me es la 

masa del electrón. Sustituyendo sus respectivos valores en el SI, tenemos que:  

 

                      μB = 9.27x10-24 A•m2         

 

1.2 Campo Magnético e Inducción Magnética. 

 

El campo magnético se origina cuando una carga eléctrica esta en movimiento. Por 

ejemplo, cuando una corriente eléctrica fluye a través de una bobina con n vueltas, se 

genera un campo magnético H, la intensidad de este campo magnético está dada por  

H=nI/l, donde n es el número de vueltas, I es la corriente en amperes (A) y l es la 

longitud de la bobina en metros (m). Por lo tanto, las unidades de H en el sistema 

internacional (SI) son A/m. 

 

Al aplicar un campo magnético en el vacío se inducen líneas de flujo magnético. El 

número de líneas de flujo por unidad de volumen es conocido como densidad de flujo o 

inducción magnética B y es definido como: B = μoH, donde μo es la permeabilidad del 

vacío. 
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Al colocar un material dentro de un campo magnético, la inducción magnética se 

determina por la interacción de los momentos magnéticos permanentes o inducidos del 

material con el campo magnético. La inducción magnética de un material es: B = μH, 

donde μ  es la permeabilidad del material. 

 

1.3 Magnetización.  

 

La magnetización (M) se define como el momento magnético total por unidad de 

volumen. Al considerar el momento magnético individual asociado con los electrones de 

un sólido y que son colectivamente alineados por un campo magnético externo, se genera 

la magnetización M del material. La magnetización contribuye adicionalmente con el 

campo magnético H a la inducción magnética B. Por lo que la inducción magnética del 

material es:  

 

                                              B = μo(H +M)                                                (1.2) 

 

Donde  μoH es la inducción generada por el campo magnético H en el vacío y μoM  es la 

inducción adicional debida a la presencia del material magnético. 

 

1.4 Orden Magnético. 

 

Al aplicar un campo magnético H en un medio, se induce una magnetización M= χ H, 

donde χ es la susceptibilidad magnética, es la propiedad intrínseca más empleada para 

clasificar los diferentes tipos de orden magnético presentes en los materiales. Esta χ se 

define como la razón entre la magnetización y el campo magnético aplicado H: 

 

                                   χ =M/H                                                                          (1.3) 

 

Por su parte la permeabilidad magnética μ se define como 

 

                                 μ = B/H                                                                           (1.4) 
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Con base en la χ se puede clasificar a los materiales magnéticos de la siguiente forma 

 

 a)    Diamagnéticos con:        

                                      χ<0;       

b)    Paramagnéticos con:      

                                      0<χ<1; 

  

c) Ferromagnéticos, con 

                                     χ>>1 

 

A continuación se da una descripción más detallada de los mismos. 

 

Materiales diamagnéticos: son materiales que no presentan momento magnético neto, 

debido a que todos los espines de sus electrones están apareados. Al aplicar un campo 

magnético el momento angular de los electrones genera momentos magnéticos que se 

oponen al campo magnético aplicado, de acuerdo con la ley de Lenz. En consecuencia la 

susceptibilidad  que presentan estos materiales es negativa. Materiales como el cobre, la 

plata, H2O, H2 y N2 [3] son diamagnéticos a (T=0oC). Los superconductores son 

diamagnéticos perfectos con χ =-1. Los valores de χ típicos de los materiales 

diamagnéticos están en el intervalo de -1x10-7  a  -2x10-6. 

 

Materiales Paramagnéticos. El comportamiento paramagnético se presenta en 

materiales que tienen los espines de sus electrones no apareados, generando así un 

momento magnético resultante por átomo. En ausencia de un campo magnético aplicado, 

este momento magnético individual se orienta en forma aleatoria debido a la agitación 

térmica. Al aplicar un campo H, los momentos magnéticos se alinean débilmente con el 

campo, causando una magnetización muy pequeña positiva. En estos materiales los 

momentos magnéticos no interactúan y en general se requiere de campos relativamente 

altos para alinear los momentos magnéticos. Ejemplos de estos materiales son O2, Pt, Ca, 

y el aluminio (Al) [1]. La susceptibilidad que presentan es muy pequeña, con valores 

típicos de alrededor de 10-5.  
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Materiales magnéticamente ordenados. Estos materiales presentan momentos 

magnéticos intrínsecos en cada átomo que al orientarse inducen una magnetización 

espontánea. Los metales de transición tales como Fe, Co, Ni [1] y muchas de sus 

aleaciones metálicas, además de óxidos organometálicos y fluoruros, presentan orden 

magnético espontáneo, si se someten a temperaturas por arriba de la temperatura de Curie 

(TC) se vuelven paramagnéticos. En estos materiales es posible tener diferentes tipos de 

orden magnético: 

1. Ferromagnetismo: El comportamiento ferromagnético es originado por niveles de 

energía parcialmente llenos, como es el caso de los niveles 3d (metales de 

transición) y 4f (tierras raras).  Los momentos magnéticos en estos niveles 

energéticos se alinean entre ellos paralelamente (Fig. 1.2a) dando lugar a una 

magnetización espontánea. Ejemplo de ellos son el Co, Fe y Ni. En estos 

materiales se presentan susceptibilidades relativas del orden de 106. 

2. Antiferromagnetismo: En estos materiales los momentos magnéticos presentes se 

ordenan en forma antiparalela entre ellos (Fig. 1.2b), como consecuencia, su 

magnetización neta es nula. Ejemplos de materiales antiferromagnéticos son: 

      el Mn, Cr, MnO y NiO. 

3. Ferrimagnetismo: Este orden magnético se presenta generalmente en materiales 

cerámicos. Se tienen momentos magnéticos de diferente magnitud que se 

orientan antiparalelamente pero no se anulan completamente. Presentan por lo 

tanto, una magnetización reducida (Fig. 1.2c), ejemplo de estos son los óxidos de 

Fe con Co, Mg o Zinc. 

 
Figura 1.1  Tipos de ordenamiento magnético: 
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a) Orden ferromagnético, b) Orden antiferromagnético, 

                     c) Orden ferrimagnético. 

 

1.5 Interacción de Intercambio 

 

El ordenamiento de los momentos magnéticos en un material ferromagnético es causado 

por la interacción de intercambio. Esta energía es de origen mecánico-cuántico y es 

resultado de la interacción del espín con sus vecinos más cercanos. El campo efectivo 

producido por esta interacción es de largo alcance, con un equivalente en campo 

magnético del orden de 109 A/m (107 Oe)[3, 4]. 

 

En 1928 Heisenberg estableció que la energía de intercambio  Eex  está descrita por la 

ecuación:    

 

Eex = -2Jex s1∙s2 =  -2Jex s1s2 cosθ                                                                        (1.5)                           

 

Donde θ es el ángulo entre los espines s1, s2 y Jex es la integral de intercambio. Si Jex >0, 

la energía mínima da origen al orden ferromagnético; para Jex <0 la alineación de los 

espines para minimizar la energía es antiparalela. 

 

En 1933 Bethe calculó las integrales de intercambio para Fe, Ni, Mn, y Cr como función 

de la distancia interatómica y el radio de los orbitales 3d (aproximación de Heitler- 

London para los metales de transición). En la figura 1.2 se muestra un gráfico conocido 

como curva de Bethe-Slater, la cual establece el signo de Jex para ordenamiento 

ferro/antiferromagnético. De acuerdo con esta gráfica, Fe, Ni y Co son ferromagnéticos, 

en tanto que Mn y Cr son antiferromagnéticos. 
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      Figura 1.2- Curva de Bethe –Slater, en la que se indica el tipo de orden magnético,  

                         según el signo de  Jex (la Integral de intercambio).  

 

En un sólido la interacción de intercambio es resultado de la suma sobre todos los 

electrones que contribuyen a  la energía de intercambio, esto es: 

 

 

                            
i j

ijex 2E ji SSJ                                                                    (1.6) 

 

1.6 Anisotropía Magnética    

La anisotropía magnética está determinada por la variación de la energía interna en 

función de la dirección de la magnetización espontánea. La dirección de los momentos 

magnéticos para la cual se minimiza la energía se llama dirección fácil. La energía 

necesaria para desviar a los espines de la dirección fácil es llamada la energía de 

anisotropía. 

 

Un tipo muy importante de anisotropía magnética es  la anisotropía magnetocristalina la 

cual se presenta en estructuras cristalinas cúbicas o uniaxiales y se origina en el 
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acoplamiento espín-orbita,  lo que da lugar a direcciones preferentes del momento 

angular orbital determinadas por la simetría del cristal. La energía de anisotropía  (EK) 

tiene una expresión empírica  que en materiales con estructura hexagonal o tetragonal con 

simetría axial se expresa como [3, 5]: 

 

                       2 4 4 4
1 2 3 cos ...AE K sen K sen K sen                                         (1.7a) 

 

Donde Kn con n =1, 2, 3…, son las constantes de anisotropía magnetocristalina, θ es el 

ángulo entre la magnetización y el eje c (eje cristalográfico) de la estructura cristalina y 

  es el ángulo azimutal. El signo de Kn depende de la dirección fácil.  

 

En estructuras cúbicas la energía de anisotropía se expresa en función de una sola 

constante de anisotropía [3]:  

 

                       2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1(cos cos cos cos cos cos )AE K                           (1.7b) 

 

Donde cos2θi, i=1,2,3, son los cósenos directores y las θi’s son los ángulos de la 

magnetización con el eje c.    

 

El campo de anisotropía (HA) es el campo magnético necesario para desviar la 

magnetización 90° de la dirección fácil. El HA para varias direcciones se expresa de la 

siguiente forma:  

 

HA= 2K1/( µ0 MS)                   para el eje fácil <100> 

 

   HA = (2K1 + 4K2)/( µ0 MS)     para el eje fácil <111>                                            (1.8) 

 

   HA = 2K1/( µ0 MS)                  para materiales uniaxiales    

Con µ0 la permeabilidad del vacío y MS la magnetización de saturación del material.  
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1.7 Magnetostricción 

 

Este efecto también es originado por el acoplamiento espín-orbita. Los cambios en la 

dirección del espín resultan en cambios de la orientación de la órbita, como consecuencia 

se modifica la longitud del material, como se ilustra en la figura 1.3 [6]. 

 

La constante de magnetostricción λs se define como la diferencia de la longitud inicial L0 

a campo H = 0 y la longitud L a HS (H de saturación) ≠ 0 entre L0, es decir:   

 

 λS=  ∆L/ L0, donde  (∆L = L- L0)                                                                                 (1.9) 

 

 

 
 

          Figura 1.3- Representación esquemática del origen de la magnetostricción 

                             como consecuencia del acoplamiento espín-orbita. 

 

1.8 Dominios Magnéticos  

El acoplamiento entre espines debido a la interacción de intercambio y su alineación en la 

dirección de eje fácil determinado por la anisotropía generaría una magnetización muy 

intensa. Aunque esta condición minimiza la energía de intercambio y de anisotropía, a su 

vez maximiza la energía magnetostática (Em), la cual es proporcional a la magnetización: 

 

                         Em = -NM2/2     ( donde N es el factor de desmagnetización)      (1.10) 

Para minimizar la energía magnetostática, el material magnético se divide en volúmenes, 

llamados dominios, los cuales presentan un estado de saturación magnética pero con 
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diferente dirección. Esto compensa el flujo de un dominio con otro. En consecuencia el 

flujo magnético externo y por ende, la energía Em es cero. La presencia de dominios 

magnéticos induce el estado de mínima energía (energía de intercambio, anisotropía y 

magnetostática). Estos dominios magnéticos fueron propuestos por Weiss en 1906. 

 

En la figura 1.4 se muestra la minimización de la energía magnetostática mediante 

dominios magnéticos y la estructura magnética final de un material ferromagnético. 

 
Figura 1.4-Representación de la estructura de dominios magnéticos 

a) Reducción de la energía magnetostática mediante creación de            

dominios. b) arreglo de dominios magnéticos. 

 

Las fronteras que separan un dominio de otro se llaman paredes de dominios magnéticos. 

La transición de un dominio a otro se da mediante una rotación gradual del espín hacia 

otra dirección. La figura 1.5 muestra que el ancho  δw de la pared magnética es originada 

por el cambio de orientación de los espines. 
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                Figura 1.5 Pared de dominio magnético. El ancho de la pared se denota     

                 Como δw.  

El ancho de pared δw está determinado por dos factores: 

 

1. La interacción de intercambio: la energía de la pared aumenta debido a que en ella 

los espines no están ordenados paralelamente. Se presenta una contribución a la 

energía total que es proporcional a la diferencia de ángulo entre espines vecinos, 

por lo que la interacción de intercambio aumenta el ancho de la pared para 

minimizar energéticamente a la pared. 

 

2. La anisotropía: Para minimizar la energía de anisotropía se requiere una población 

mínima de espines orientados en la dirección fácil de magnetización. 

 

A partir de la condición de mínima energía de intercambio y de anisotropía se calcula la 

energía de pared (Ew ) y el ancho (δw)  en una estructura cúbica como sigue [1, 3]: 

 

            12WE AK                                                                                                 (1.11) 

             
1

W
A
K

                                                                                                      (1.12) 

Donde K1 es la constante de anisotropía y A es la constante de intercambio.  
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1.9 Procesos de Magnetización y Ciclo de Histéresis 

Los procesos de magnetización en un material magnético sujeto a campos externos H de 

magnitud variable pueden en general, definirse en tres tipos: a) deformación reversible de 

pared magnética b) desplazamiento de paredes y c) rotación de espín [7]. 

Estos tres mecanismos se detallan a continuación en función del campo de propagación 

HP, el cual representa la magnitud del campo aplicado necesario para propagar una pared 

magnética. 

 

a) Deformación reversible de pared magnética. Ocurre cuando H < HP. Se presenta 

un “abombamiento” de la pared magnética como consecuencia del aumento de 

volumen de un dominio paralelo a H, como se indica en la figura 1.6. Como la 

pared magnética esta inicialmente “anclada” esta deformación es reversible, esto 

es, la pared recupera su forma original en cuanto H=0. En una gráfica B-H (como 

la de la figura 1.7), este mecanismo da lugar a una relación lineal B(H) la cual 

representa el inicio de la curva de inducción. La pendiente de esta región lineal se 

conoce como “permeabilidad inicial” del material. El campo de propagación HP 

corresponde al valor de H para el cual cambia la pendiente (y en consecuencia el 

mecanismo de magnetización). 
 

 

 
 

Figura 1.6. Abombamiento reversible de pared magnética. 
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b) Desplazamiento de paredes. Ocurre cuando  H > HP. Para estos valores de H, la 

pared de dominio “se desancla”, produciéndose su desplazamiento, lo que permite 

cambios drásticos en la inducción de B, para pequeños incrementos de campo ∆H. 

Los dominios en la dirección del campo externo H crecen a expensas de los otros. 

El campo de propagación depende de los defectos en el material como son: 

defectos puntuales, dislocaciones,  fronteras de grano, porosidades e incluso la 

superficie del material los cuales actúan como sitios de anclaje y obstaculizan el 

movimiento de la pared, incrementando así el valor de HP. En la gráfica B(H) este 

mecanismo aparece como un aumento súbito de B (Fig. 1.7). 
 

 
                            

                                         Figura 1.7 Procesos de magnetización 

 

  
c) Rotación de espín. Ocurre para  H >> HP. Una vez que la pared se ha desplazado 

se tiene casi la totalidad de la muestra en estado de saturación. Los espines 

magnéticos que aún no se orientan paralelos a H por el desplazamiento de la 

pared, lo harán mediante rotación, de manera que para H suficientemente grande 

los espines remanentes se orientaran en la dirección del mismo. Este mecanismo 

completara la saturación del material en la dirección del campo. En la gráfica 

B(H), este proceso se observa al final de la curva como una reducción en la 

pendiente de B/H (Fig. 1.7). Después de alcanzar la saturación, cuando el H 

aplicado se reduce hasta cero, la inducción B no regresa a cero, sino que se 
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presenta una inducción remanente a H = 0 como resultado de que al finalizar el 

desplazamiento de las paredes de dominio estas quedan ancladas en puntos 

diferentes a los iniciales, dando como resultado una componente de B (Fig. 1.8). 

Al aplicar un campo externo en la dirección contraria a la inicial, se presenta 

nuevamente la deformación reversible de la pared para  campos pequeños. Para 

que exista el desplazamiento de pared se requiere de un campo mayor al campo de 

propagación inicial, este campo se conoce como campo coercitivo; en este punto 

la pared comienza su desplazamiento orientado a los espines a una nueva 

dirección de saturación. Al desaparecer nuevamente el campo aplicado se 

presenta una inducción remanente de signo contrario (fig. 1.8) [8 ]. 
 

 
Figura 1.8 Curva completa de magnetización inicial (ab) y de histéresis (abcde). 

                       

Cuando un material se magnetiza fácilmente y presenta campos coercitivos (HC) muy 

pequeños (HC<1kA/m) recibe el nombre de material magnéticamente suave. Un material 

duro o imán permanente requiere de campos altos para modificar su estado de 

magnetización y en consecuencia presenta campos coercitivos grandes (HC> 10kA/m).  

 

 

 

 



 16

Capítulo 2 

Materiales Magnéticos Amorfos 
 
2.1 Materiales Amorfos 

 

En las últimas tres décadas se han desarrollado una gran variedad de aleaciones amorfas 

que presentan propiedades magnéticas importantes que promueven la investigación de 

sus propiedades físicas tales como: arreglo atómico, propiedades magnéticas, estados 

electrónicos y propiedades magneto-ópticas [3, 9]. 

 

2.2 Definición 

 

Un sólido cristalino se caracteriza por poseer un arreglo estructural periódico de largo 

alcance. Por su parte, los metales amorfos no presentan periodicidad de largo alcance en 

su arreglo atómico, sino más bien, cierto orden de corto alcance, como se indica en la 

figura 2.1. 

 

 
Figura 2.1-Estructura cristalina y amorfa. 

 

El sólido amorfo se encuentra en un estado metaestable separado del estado base 

termodinámicamente por una diferencia de energía ∆E. 

El tamaño de esta diferencia de energía proporciona una medida de la estabilidad del 

estado metaestable; la razón entre la cristalización y el tiempo de vida media del estado 

metaestable es proporcional a exp
B

E
K T

 
 
 

, con T la temperatura y KB la constante de 
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Boltzmann [7]. Cuando un estado metaestable es sometido a temperaturas 

suficientemente altas este estado se transforma inevitable e irreversiblemente en un sólido 

cristalino con una o más fases cristalinas diferentes. 

 

2.3 Propiedades Físicas. 

 

Debido a la ausencia de orden atómico de largo alcance, las aleaciones amorfas se 

caracterizan en general por poseer [3, 10]: 

 

1. Una resistividad eléctrica alta (debido a una mayor dispersión de electrones. Las 

resistividades típicas fluctúan entre 100-200 μ Ω·cm). 

2. Ausencia de discontinuidades microestructurales (como fronteras de grano o 

precipitados). 

 

3. Límites elásticos altos (debido a la ausencia de dislocaciones). 

 

4. Alta resistencia a la corrosión (debido a la ausencia de fronteras de grano).  

 

Por su parte, las aleaciones amorfas metal de transición-metaloide son las más explotadas 

para aplicaciones magnéticas suaves [11] debido a su muy bajo campo coercitivo (del 

orden de decenas de A/m), su alta magnetización de saturación (0.5-1.8T), su alta 

permeabilidad magnética (104 -105) y su mínima o nula anisotropía [3, 12]. Estas 

cualidades son resultado en gran parte de la ausencia de defectos cristalinos como 

frontera de grano que dificultan el movimiento de paredes magnéticas. Además poseen 

propiedades mecánicas importantes como alta dureza y resistencia a la fractura, lo que 

posibilita su aplicación en dispositivos expuestos a desgaste continuo [9]. 

 

La existencia de aleaciones amorfas ferromagnéticas muestra que el intercambio 

magnético entre primeros vecinos origina que los espines de átomos de la primera y la 

segunda capa de coordinación se ordenen al átomo origen, teniendo energía de 

intercambio con un alcance suficiente para crear una distribución espacial de los espines 
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en todo el material. Estos materiales llegan a tener temperaturas de Curie del orden de 

700 K [12].  

 

Las aleaciones amorfas metal-metaloide más estudiadas son las siguientes:  

 

a) Aleaciones base Fe. Poseen los valores más grandes de inducción de saturación   

            (1.7-1.75T)  y valores altos de magnetostricción (λs ≈ 30x10-6). 

      

      b)   Aleaciones base Fe-Ni. El contenido de Ni controla la formación amorfa,  

              mejorando su ductilidad y reduciendo su constante de magnetostricción   

              ( 610s
 ). 

 

     c)   Aleaciones base Co. Tienen las mejores características como materiales suaves,  

              con magnetización de saturación media (Ms ≈ 0.5-0.8T), magnetostricciones  

              pequeñas, permeabilidades altas y campos coercitivos bajos.  

 

2.4 Técnicas de Preparación 

 

Existen diferentes métodos para obtener materiales amorfos y dependiendo del método de 

preparación las muestras amorfas pueden ser películas delgadas, discos, hilos o cintas. En 

general  estos métodos se pueden clasificar como: 

 

a) Evaporación térmica. 

b) Sputtering. 

c) Solidificación ultrarrápida. 

 

La técnica de evaporación térmica consiste en producir flujo de vapor del material de 

interés en una cámara de vacio por medio de la evaporación térmica del material, este 

vapor se va a depositar en una superficie fría con lo cual se templa al darse gradientes de 

temperatura muy grandes o velocidades de enfriamiento muy grandes permite que se 

forme el material amorfo.    
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La técnica de sputtering consiste principalmente en disparar iones con energías de 100 a 

1000eV, los cuales materialmente arrancaran los átomos de la superficie de un blanco de 

cierto modo controlado y posteriormente estos mismos átomos serán colocados de 

manera controlada en un sustrato, este proceso se lleva a cabo por una transferencia 

efectiva de momento y uno de varios ejemplos de la vida cotidiana en donde se usa esta 

técnica es en la creación de espejos de gran calidad.  

 

En este trabajo, las muestras magnéticas que se emplearon se obtuvieron mediante el 

método de solidificación ultrarrápida. 

 

2.4.1 Solidificación ultrarrápida. Esta técnica consiste en inyectar material fundido 

sobre un sustrato macizo de Cu en forma de disco con  movimiento giratorio a altas 

velocidades tangenciales (típicamente ≥40m/s o más) (Fig. 2.2). La transferencia tanto de 

calor (debido al alto coeficiente de transferencia térmica del Cu) como del momento 

angular (debido a la rotación) resulta en velocidades de enfriamiento del orden de 106 

K/s, lo que permite la obtención de materiales amorfos o nanoestructurados  (materiales 

policristalinos con tamaño de grano inferior a 60nm). El material sale eyectado 

tangencialmente en forma de cinta metálica muy delgada, con espesores típicos menores 

a 20 μm y ancho entre 2 y 4 mm. 

 

 
Figura 2.2 Diagrama del sistema de solidificación ultrarrápida para obtener cintas de    

                 aleaciones  amorfas. 
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Una variante de esta técnica consiste en inyectar material fundido no sobre un disco 

macizo de cobre sino sobre un baño de agua giratorio en un tambor como se ilustra en la 

Fig. 2.3. En este caso, se forman alambres amorfos con diámetro inferior a 100 μm y 

longitud variable.  

 

 
Figura 2.3 Diagrama del sistema de solidificación ultrarrápida para obtener cintas de     

                 aleaciones amorfas. 

 

2.5 Cintas Amorfas Magnéticas 

Los primeros reportes de materiales amorfos magnéticos suaves, como son cintas y 

alambres amorfos, fueron publicados desde hace más de 50 años por Miroschnitchenko, 

Salli y Duwez [13, 14, 15]. Mucho del interés comercial y tecnológico que se tiene de los 

materiales amorfos magnéticos se debe a sus excelentes propiedades (altos valores de 

inducción y permeabilidad magnética, excelentes propiedades mecánicas y químicas 

como la resistencia a la corrosión) las cuales compiten con las de sus contrapartes 

cristalinos, además que son muy manejables química y estructuralmente. 
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Estructura atómica  

Se sabe que en aleaciones amorfas magnéticas existe orden de corto alcance debido al 

empaquetamiento compacto que tienen, predicho por el modelo de esferas duras. Por ello 

es de esperarse que su número de coordinación sea 12, en el caso en que se trate de 

aleaciones a base de metales de transición (T) y metaloides (M) [3]. Lo anterior se 

corresponde con los poliedros de Bernal de la figura 2.4, donde se espera que en los 

vértices haya metales de transición T y en el centro haya átomos de metaloides M figuras 

(a) y (b), [3], en tanto que en la figura (c) el prisma trigonal puede estar compuesto de 

átomos T, en las caras y posiblemente en el centro puede contener átomos M. De acuerdo 

a las funciones de distribución radial o funciones de correlación de pares, se ha 

establecido que en aleaciones amorfas base T-M se forman pares de vecinos cercanos de 

T-T o T-M, pero no M-M [3]. 

 

 
Fig. 2.4. Izquierda, estructura de Bernal que representa al orden de corto alcance de 

átomos en materiales amorfos, en donde se espera que en los vértices haya átomos de 

metales de transición T y en él centro átomos de metaloides M figuras (a) y (b), en tanto 

que en la figura (c) adicionalmente se considera que en las caras y en el centro haya 

átomos de metaloides M. Derecha, esquema de intensidad de rayos x vs ángulo de 

dispersión 2θ para una aleación amorfa con corto alcance. G(r) es la función de 

correlación de pares derivada de I(θ). 
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Campo Coercitivo en los Materiales Amorfos.  

El campo coercitivo en los materiales amorfos es muy bajo debido a la carencia de 

defectos estructurales, por lo que las paredes de dominios magnéticos no tienen donde 

anclarse,  lo cual hace que sean anchas y grandes y que puedan desplazarse con facilidad. 

Por su parte la permeabilidad magnética es muy grande, lo cual hace que los materiales 

amorfos sean excelentes materiales magnéticos suaves, siempre y cuando el número de 

paredes de dominios magnéticos sea grande. Adicionalmente en los materiales amorfos 

magnéticos se tienen valores de resistencia eléctrica del orden de 150 Ω/cm, lo cual hace 

que se supriman las corrientes de Eddie, lo que mejora sustancialmente el desempeño 

magnético de estos materiales a altas frecuencias de campo externo aplicado. 

 

El Magnetismo y el Orden de Corto Alcance. 

El magnetismo en sólidos es consecuencia del orden del corto alcance y no del orden de 

largo alcance, por lo que la disminución de los momentos magnéticos o de la 

permeabilidad magnética y de la temperatura de Curie en aleaciones amorfas T-M está 

fuertemente influenciada por el ordenamiento químico de largo alcance y el número de 

primeros vecinos. Esta influencia se pone de manifiesto en aleaciones amorfas base Fe 

con contenido variable de boro, para las cuales se ha detectado una fuerte dependencia de 

la magnetización y la temperatura de Curie con el contenido de boro, el cual a su vez 

afecta sensiblemente la configuración atómica de corto alcance, y por tanto, la interacción 

de intercambio entre átomos magnéticos [16, 17].  

 

Dominios Magnéticos. 

Es sabido que los dominios magnéticos se forman a partir de la interacción de 

intercambio y de la anisotropía cristalina para minimizar la energía magnetostática. 

Adicionalmente, en materiales amorfos interviene en la formación de dominios otra clase 

de anisotropía, en particular la aleatoria y la inducida de campo o de esfuerzo. En 

materiales amorfos los dominios magnéticos pueden ser franjas onduladas (véase la 

figura 2.5a) como consecuencia de que las paredes de dominios magnéticos siguen la 

dirección de la anisotropía de campo inducida y la misma magnetización trata de seguir la 

anisotropía aleatoria  imperante en estos materiales; o bien, pueden seguir arreglos bien 
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definidos determinados por esfuerzos unidireccionales, como en el caso de los dominios 

transversales en una cinta amorfa Co66.5Fe3.5Si12B18la  mostrados en la figura 2.5b 

 
Fig. 2.5a. Patrón de dominios magnéticos en una aleación amorfa  de FeBSi[3, 18]. 

 

 

 
Fig.2.5.b. Dominios magnéticos transversales en una cinta amorfa Co66.5Fe3.5Si12B18. La 
dirección longitudinal de la cinta es vertical, como lo indican los defectos superficiales en 
forma de líneas provocados por burbujas de gas atrapadas durante la solidificación. El 
ancho de los dominios transversales en la dirección vertical es de 38 micras 
aproximadamente, mientras que el ancho de la cinta es de 0.6 mm [19]. 
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Momento magnético. 

El momento dipolar magnético en aleaciones amorfas depende principalmente de la 

composición  química de la aleación [19]. Los modelos que describen la magnetización 

en amorfos son varios, entre ellos el modelo de Friedel para metales de transición, en el 

cual la densidad de estados para electrones-d g(ε) se aproxima por la constante g(ε) y el 

ancho de banda W. Cuando el soluto es debil es decir, para ∆Z≤1 (donde ∆Z es la 

diferencia de valencia entre átomos soluto y solvente), entonces los cambios del 

momento se explican bien por el modelo de banda rígida. En el sitio de un átomo soluto 

se espera una reducción del momento de ∆ZµB, en tanto que el momento magnético de la 

matriz solvente µmatrix es independiente de la concentración y entonces el momento 

magnético promedio resultante por átomo es:  

µav= µmatrix -∆ZCµB, donde C es la concentración de soluto.                                       (2.1) 

En el caso en que el potencial del soluto sea fuertemente perturbador y altamente 

localizado, ∆Z>2. Friedel propuso el modelo de estado de enlace virtual (VBS). Así un 

estado de enlace será sustraído desde la banda-d y movido a energías superiores, como la 

VBS se mueve por encima del nivel de Fermi, un cambio grande en el momento 

magnético se espera al pasar los electrones de la banda VBS a la banda de conducción. 

De este modo por cada átomo de soluto adicional, un estado degenerado 3d VBS se 

vaciara hacia 5 estados desocupados 3d de la banda de conducción. El cambio en 

momento magnético que predice es:  

 µav= µmatrix –(∆Z+10)CµB                                                                                            (2.2) 

En tanto que la supresión del momento es dada por: 

d µav/dc= –(∆Z+10)µB.                                                                                                 (2.3) 

Otros modelos más recientes son el modelo de valencia magnética y el modelo de 

coordinación de enlace que han sido aplicados para modelar la reducción del momento 

magnético en sistemas con metales de transición (T)-metaloide (M). En estos últimos, la 

reducción del momento magnético se ve en función de un estado-d polarizado, el cual es 

extraído desde el metal de transición para cada enlace T-M. El momento dipolar 

promedio para este último modelo es dado por: 

µav= µ0
T –[1-x(1+ZM /5)]                                                                                               (2.4) 
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Donde x es la composición de  la aleación T1-xMx y ZM es la coordinación de M por T 

átomos, el cual se puede obtener a partir de la coordinación de aleaciones cristalinas de 

similar composición.  

 

Interacción de intercambio 

Se sabe que el orden magnético en materiales que tienen desorden estructural como son 

los materiales amorfos tiene su origen en la energía de intercambio y de la anisotropía 

local. La energía de intercambio surge de las correlaciones electrón-electrón y a su vez el 

orden estructural es susceptible a la superposición de las funciones de onda de  electrones 

[3]. 

La distribución de la energía de intercambio incidirá principalmente en la reducción de la 

temperatura de Curie (TC) de aleaciones amorfas. Las fluctuaciones en la energía de 

intercambio van a incidir directamente en la descripción de campo medio de la 

magnetización en función de la temperatura  M(T) en aleaciones amorfas, Hendrich and 

Cobe [20] propusieron una teoría del campo medio introduciendo una magnetización 

reducida m(T)=M(T)/M(0K), donde un parámetro de intercambio fue cambiado por otro 

parámetro de intercambio que reflejara la distribución de la posición de vecinos más 

cercanos en la fase amorfa, la expresión de la magnetización reducida está dada por: 

M(T)=(Bs[(1+δex)x]+ Bs[(1-δex)x])/2.                                                                           (2.5)    

Donde: 

x=µoµmH/kBT , es el campo variable efectivo.                                                             (2.6)               

Los cuales son los argumentos de una función de Brillouin convencional BS. Mientras 

que el parámetro de fluctuación de la interacción de intercambio está dado por: 

δex = [<∆J2> /<J>2 ]                                                                                                       (2.7) 

De la cual se conjetura que tiene una dependencia de T dada por: 

δex = δ0ex (1-t2). 

Sin embargo a finales de los 90’s, Gallagher y su equipo [3] le hicieron mejoras a este 

modelo  para una aleación amorfa Fe88Zr7B4Cu1, dando un mejor ajuste a la dependencia 

de la magnetización con respecto a la temperatura, al introducirse dos parámetros de 

fluctuación de la interacción de intercambio en la teoría de campo medio. La ecuación 

resultante finalmente es: 
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M(T)=(Bs[(1+δ+)x]+Bs[(1-δ-)x])/2.                                                                               (2.8)  

Donde δ+  y δ- no necesariamente son iguales y pueden actuar como un ajuste de primer 

orden en una función de la distribución asimétrica. 

 

Fluctuaciones de la energía de intercambio. 

Se sabe que la interacción de intercambio promueve la correlación de largo alcance en 

dirección de la magnetización, Muchas veces sucede que compuestos que son 

antiferromagnéticos al hacerlos en estado amorfo se vuelven ferromagnéticos lo cual es 

debido dos factores; el primero de ellos es el acoplamiento antiferromagnético perfecto 

que se ve frustrado cuando se carece de orden estructural y debido principalmente a 

fluctuaciones en la interacción de intercambio lo cual permite una salida local del 

intercambio del antiferromagnetismo. El otro factor es debido a la razón de intercambio 

positiva de la interacción de intercambio ya que eso hace que el espaciado medio atómico 

aumente en el estado amorfo, así lleva al sistema de un acoplamiento antiferomagnético 

al ferromagnético, por otro lado el orden de corto alcance hace que esta interacción 

fluctúe con lo cual cambia su intensidad espacialmente lo cual a su vez provoca que 

también el momento de saturación también sufra cambios de punto a punto [3]. Los 

Efectos de corto alcance los considero Hendrich [20] sobre la interacción de intercambio 

y la cual se expresa como su valor medio más las fluctuaciones de la misma ∆ƒij y se 

refleja en el momento reducido m(T).    

m(t)= M(T)/M(0)=11[Bx x(1+δ)+B (1- δ)]/2                                                                (2.9) 

Donde δ es la raíz cuadrada media de las fluctuaciones de la interacción de intercambio y 

x es la variable del campo medio efectiva, la cual está dada por: 

x=µ0µmH/[KBT]                                                                                                           (2.10) 

Sin embargo Alben et al [21], señalan que esa contracción se debe a la carencia de orden 

químico.  

  

Anisotropía magnética:  

La anisotropía magnética es originada por la interacción del campo eléctrico con la 

orientación del spin a través del acoplamiento spin-orbita. En particular en las cintas 

amorfas magnéticas, la anisotropía magnética es perpendicular y por lo cual es 
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considerada de orden direccional[22, 23, 24], la cual surge de la anisotropía 

magnetoelástica (la cual es considerada dominante) en esa dirección y es relacionada con 

el acoplamiento magnetoelástico [25, 26] debido al efecto del tratamiento de calor y del 

estrés aplicado sobre la anisotropía magnética con lo cual la anisotropía magnetoelástica 

rápidamente tiende a cero, esto ha sido estudiado en cintas amorfas de composición 

Fe40Ni40P16B6.  

 

Anisotropía aleatoria. 

Esta anisotropía es debida al mismo campo local cristalino, es decir este mecanismo 

también produce a la anisotropía en un material amorfo, pero sólo a una escala de unos 

cuantos nanómetros. En un amorfo es llamada “anisotropía aleatoria” [3] debido a que 

conforme se va cambiando de posición ésta va cambiando tanto en magnitud como en 

dirección, es decir, que el eje fácil en el caso de un amorfo está cambiando 

continuamente, y esta es la razón por lo que tiene que ser promediada y generalmente se 

designa como KLoc a su intensidad. Puesto que en un material amorfo la anisotropía 

aleatoria local (aleatoria) está fluctuando, debe haber alguna longitud para la cual no 

cambia y que es llamada longitud de correlación l y la cual es de algunos nanómetros. Es 

de esperarse que esta dependa de la estructura local del material. Algo de mucho interés 

es, que tanto puede el acoplamiento o rigidez de la energía de intercambio mantener la 

correlación de los momentos locales, es decir, que tanto pueden los momentos 

magnéticos mantenerse en la misma orientación a pesar de cambios de corto alcance, a lo 

cual se designa como la longitud de correlación orientacional L. La respuesta es que eso 

va a tener que ver con minimizar a la energía interna con respecto a L justamente, con lo 

cual se encuentra que:  

L=104/K2
Loc                                                                                                                (2.11) 

En el caso de materiales amorfos de base metales de transición 3d, L es del orden de 

L=20µm, lo cual implica que la anisotropía aleatoria tiene un efecto despreciable sobre la 

correlación orientacional del momento local [3]. Sin embargo. Eso no sucede con 

materiales amorfos base 4f, donde L= 2nm, lo cual indica que es importante el papel que 

juega la anisotropía aleatoria en estos últimos. Otro aspecto que se encuentra es que 

cuando L/l >> 1, entonces la anisotropía aleatoria es pequeña y el material va a tener 



 28

propiedades magnéticas suaves, en tanto que cuando L/l≈1, entonces la magnetización de 

saturación difícilmente va a ser alcanzada en tanto la anisotropía local es grande. Se 

infiere al considerar ambos casos de la razón L/l que los materiales magnéticos amorfos 

tienen un gran intervalo de aplicaciones tecnológicas, lo cual los hace muy interesantes 

[21]. Al aplicar un campo magnético cuando se está templando el material amorfo se 

produce una perturbación en la anisotropía aleatoria que va a provocar que el orden de 

corto alcance sea más grande. 

 

   Anisotropía inducida 

    Cuando la cinta magnética esta en el proceso de templado y se le aplica un campo 

magnético transversal, se crea una perturbación en la anisotropía aleatoria, la cual va a 

estar orientada por el campo (anisotropía inducida) en cuya dirección van a tratar de 

orientarse las paredes de dominios magnéticos de tal modo que la energía magnetostática 

se minimice, esto va a provocar que el orden de corto alcance sea algo mayor debido a 

cierto orden direccional. Se puede decir que lo anterior se debe a que cuando se somete 

una cinta amorfa magnética a una temperatura que sea menor que la temperatura de Curie 

TC y de la temperatura de cristalización, pero que permita la movilidad atómica, esto va a 

tener como consecuencia que el material sea más estable respecto a la orientación de la 

magnetización. Por otro lado, los metaloides son los que van a tener mayor movilidad y 

se orientarán de tal modo que favorezcan la magnetización en alguna dirección y que es 

predeterminada por la dirección del campo transversal H [27, 28].           

                           

Magnetostricción 

   La constante de saturación de magnetostricción λs, depende de la composición de la 

aleación, de la tensión y de la temperatura, Podemos decir que λs para aleaciones base-Fe  

exhibe grandes valores y positivos, en tanto que las aleaciones ricas en Co muestran una 

magnetostricción negativa es decir (Co1-xFex)75Si10B15 y (Co1-xFex)80P13C7. Cuando la 

razón del contenido de Fe a Co es aproximadamente 5%, la magnetostricción tiende a 

cero, (es decir x≈0.094), lo cual hace que las cintas amorfas con x≈0.094 tengan 

excelente suavidad magnética [29]. Al igual que la anisotropía, la magnetostricción puede 

ser entendida a partir de analizar su comportamiento respecto a la temperatura [19]. De 
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tal análisis se puede suponer que la anisotropía de un  ión-unitario es el que produce la 

magnetostricción en aleaciones ricas en Fe. Se han hallado desviaciones de está en 

aleaciones ricas en Co, en las cuales se cree que una componente muy importante está 

relacionada con la magnetostricción de ión-doble, ya que en aleaciones ricas en Co, la 

magnetostricción cercana al cero puede exhibir un cambio de signo de la misma muy por 

debajo de la temperatura de Curie [29, 30]. Para aleaciones nanocristalinas, se propone λs 

como un balance entre las contribuciones de los cristalitos y esa de la matriz amorfa [31].  

 

2.6 Aplicaciones de Materiales Amorfos 

Los materiales amorfos, al igual que los nanocristalinos, son de gran interés en 

aplicaciones donde se requiere gran sensibilidad para detectar variaciones tanto de campo 

magnético como de esfuerzo mecánico. Existen numerosas aplicaciones para aleaciones 

amorfas magnéticas. A continuación se detallan algunas de las más representativas. 

 

Transductores y sensores elasto-magnéticos 

 

   Para esta aplicación se usa la combinación de las propiedades magnéticas y mecánicas 

de las aleaciones amorfas, las cuales son mutuamente dependientes. Por ejemplo, la 

magnetostricción juega un papel muy importante ya que los ciclos de histéresis pueden 

modificarse al aplicar tensión al material. La magnetostricción de las aleaciones puede 

ser ajustada modificando la composición de la aleación: puede hacerse positiva para 

materiales base Ni-Fe y base Fe, o igual a cero e incluso negativos para los materiales  

base Co.  

En la tabla 2.1 se enlistan algunas aleaciones con magnetostricción (λs = cte de 

magnetostricción) positiva y negativa, que se usan para sensores y transductores, donde 

MS es la magnetización de saturación y HC el campo coercitivo. 

 

MATERIAL 610S
     sM T  1

CH Acm    

80 15 5Fe B Si  +30 1.5 0.05 

Fe39Ni39(P,B,Si)22 +8 0.75 0.03 
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Fe39Ni49(P,B,Si)12 +3 0.5 0.01 

58 15 27( , ) ( , )Co Ni Fe Si B  -1 a+1 0.55 0.005 

75 15 10Co Si B  -3.5 0.7 0.025 

68 10 14 8Co Ni B Si  -8 0.95  

 

                Tabla 2.1 Propiedades magnéticas de aleaciones amorfas para sensores  

                                Elasto-magnéticos [12]. 

 

Cabezas Magnéticas 

    Otra aplicación de los materiales magnéticos suaves es su uso en la fabricación de 

cabezas magnéticas para escritura/lectura. Los materiales para cabezas magnéticas, 

hechas bajo el principio de inducción, requieren una alta permeabilidad inicial, una 

adecuada saturación, alta resistencia eléctrica, alta dureza mecánica, resistencia de 

recubrimiento y de ser posible, no tener magnetostricción. La combinación única de 

propiedades magnéticas y mecánicas de algunas aleaciones amorfas hace factible la 

construcción  de cabezas magnéticas. Las ventajas de usar este tipo de material incluyen 

operación prolongada de grabadores de cintas, grabación completa con baja distorsión y 

la respuesta a altas frecuencias del material. Se han empleado materiales amorfos base 

Fe-Co-SiB para cabezas  magnéticas con una densidad de saturación de flujo desde 0.95 

T hasta 1.3 T, con una permeabilidad inicial de 20 000 a 1 kHz, mostrando buenos 

resultados. La Tabla 2.2 muestra los datos de algunos materiales usados en cabezas 

magnéticas, donde μi es la permeabilidad inicial, MS es la magnetización de saturación, ρ 

es la resistividad y HV la dureza vickers.  

 

 

Material Composición 

 

μi  sM T   /
( )

cm
resistividad
    (dureza

Vickers)
HV  

 

 
66 4 30( , , )Co Fe Mo Si B  20 000 0.55 130 900 
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Amorfos 
69 6 25( , )Co Mn Si B  10 000 0.8 130 900 

Co Fe Si B    10 20 000   1.3   

Cristalinos 77Ni, 15Fe, Cu+Mo 20 000 0.8 60 120 

77Ni, 15Fe, 

Cu+Mo+Nb+Ti 

(permalloy para 

endurecimiento) 

40 000 0.5 90 240 

85Fe, 9.6Si, 5.4Al 

(Sendust) 

25 000 1.1 88 450 

84Fe,16Al 8 000 0.9 145 280 

 

 

Tabla 2.2 Datos de algunos materiales usados en cabezas magnéticas [12]. 

 

Otras aplicaciones 

Varios sensores de posición, presión, torque y temperatura se pueden hacer con metales 

magnéticos amorfos [9, 12]. Por ejemplo, un carro eléctrico diseñado y construido en 

Australia, es capaz de alcanzar velocidades máximas de 140Km/h en recorridos de 3000 

Km, usando celdas solares y escobillas de DC con estator hecho de metal amorfo [4, 6]. 

También se pueden diseñar filtros de ruido hechos con metales amorfos en los sistemas 

en automóviles [32]. 
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Capítulo 3 
 
Espectroscopia de Inductancias 
 
3.1 Introducción y formalismos 
 
Desde hace tiempo se han desarrollado mediciones de propiedades eléctricas  y 

magnéticas en los materiales en función de la frecuencia [11]. La determinación de la 

respuesta de los materiales en el dominio de la frecuencia es de extrema importancia 

debido al amplio campo de aplicaciones existentes en la actualidad, así como también por 

su utilidad fundamental en investigaciones básicas de los procesos de polarización y 

magnetización [11]. 

 

El hecho de medir a diferentes frecuencias hace posible identificar los diferentes procesos 

de polarización que ocurren en el material, ya que cada uno de ellos se caracteriza por 

una constante de tiempo diferente. A bajas frecuencias todos los mecanismos de 

polarización contribuyen a la respuesta global de la muestra. Conforme la frecuencia 

aumenta, solo aquellos que sean capaces de seguir las excitaciones del campo (aquellos 

con constante de tiempo más corta) prevalecerán en la respuesta del material [33]. 

Cuando un mecanismo deja de seguir al campo, se dice que ocurre una dispersión la cual 

ocurre a una frecuencia característica [33]. Los dos procesos de dispersión más simples 

son la relajación y la resonancia. La frecuencia característica a la que ocurre la dispersión 

de tipo relajación se conoce como frecuencia de relajación  fx. En la dispersión con 

carácter resonante la frecuencia es llamada frecuencia de resonancia fs. Estos fenómenos 

físicos se pueden caracterizar en el material mediante la técnica de espectroscopia de 

inductancias [34]. 

 

La espectroscopia de inductancias es una metodología que consiste principalmente en 

caracterizar a los materiales ferro y ferrimagnéticos, entre otros, en la cual la inductancia 

(una cantidad compleja) se obtiene en función de la frecuencia a la cual se está aplicando 

un campo magnético de excitación, esta contribuye a diferenciar los distintos procesos de 

magnetización presentes en el material magnético, pues sucede algo similar que en la 
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polarización ya que cada proceso de magnetización posee su propia constante de tiempo 

[35]. 

En general los pasos involucrados en la espectroscopia de inductancias son los siguientes: 

1. Tomar datos en el más amplio espectro de frecuencias de tal modo que se tomen 

en consideración los más posibles mecanismos de magnetización. 

2. Cuando se consideren materiales magnéticos, se tienen que identificar los 

distintos tipos de dispersiones, es decir determinando si son de tipo de relajación 

o de resonancia, en general las frecuencias de dispersión son halladas entre 

10kHz ≤ f ≤ 10MHz. 

3. Finalmente se propone un circuito eléctrico el cual modele bien la información 

recolectada experimentalmente. 

4. Este modelo deberá permitir asociar las distintas componentes del circuito con los 

parámetros físicos de la muestra [11]. 

 

Procesos de magnetización. 

En todos los casos de materiales magnéticos conocidos intervienen 3 procesos de 

magnetización de la muestra, los cuales son: 1) deformación reversible de paredes del 

dominio magnético, en donde el campo aplicado es menor que el campo coercitivo de la 

muestra y por ende la pared permanece anclada en los extremos, tal que cuando el campo 

se deja de aplicar la pared vuelve a estar plana [5]. 2) Desplazamiento de la pared del 

dominio; en este caso se aplica un campo de excitación mayor que el coercitivo, teniendo 

como consecuencia que la pared sea desanclada al moverse una gran cantidad de espines 

dentro del material, hasta que esta se vuelve a anclar en alguna nueva posición. Una vez 

que el campo de excitación se deja de aplicar nuevamente la pared vuelve a estar plana 

pero en la nueva posición y es debido a este proceso que se da la histéresis magnética. 3) 

Finalmente el último proceso de magnetización es el de rotación de espines, donde una 

gran cantidad de espines, sino es que todos se orientan en la dirección del campo 

aplicado; en este caso la frecuencia de dispersión va a ser de relajación, la más rápida  y 

las más grande de los mecanismos de magnetización, debido principalmente a que la 

constante de tiempo característica de este mecanismo depende de la precesión de los 
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espines [11]. Estos mecanismos de magnetización se vuelven a considerar en la sección 

3.2 Curvas Espectroscópicas desde un punto de vista más físico.           

Debido a que la inductancia y la permeabilidad magnética difieren por un escalar K (L* = 

[1/K]µ*), una constante que depende de la geometría de muestra, esencialmente 

determinar la inductancia implica necesariamente obtener la permeabilidad y viceversa.  

 

De lo anterior se desprende que la caracterización magnética en función de la frecuencia 

de un material ferri o ferromagnético se lleva a cabo de forma más clara mediante la 

utilización de la permeabilidad compleja  µ o la inductancia compleja L como parámetro 

descriptivo [11, 33]. La * puede escribirse como: 

 

                                         * = re + im                                                                         (3.1) 

 

Donde  µre es la parte real de la permeabilidad y im la parte imaginaria. 

 

Sin embargo cuando se hacen modelos matemáticos de los dominios magnéticos 

difícilmente se va a obtener directamente la inductancia, sino más bien el campo 

magnético y posteriormente mediante algunos cálculos se obtiene la impedancia Z.  

Así el formalismo que relaciona  Z con la  * es: 

 

                                       *=(-jK/)Z                                                                            (3.2)  

 

Donde K es un factor geométrico que depende de la forma de la muestra, y [ω=(α/m)1/2, 

con α la constante de restitución del resorte y m la masa efectiva de la pared del dominio] 

es la frecuencia angular. Cuando no se tiene el valor para K, se puede expresar el 

comportamiento magnético en términos de la inductancia compleja L*, dado que L* es 

proporcional  a la * de la siguiente forma:  

 

                                       * = KL*                                                                                  (3.3) 

Con K= constante geométrica y L* dada por,  
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                                    L* = Lre + jLim                                                                             (3.4) 

Donde Lre es la parte real de la inductancia y Lim la parte imaginaria. 

Entonces el formalismo complejo que relaciona Z con L*, dada la magnitud básica Z, es  

 

                                                  L* =(-j/ω)Z                                                                 (3.5) 

 

De esta forma los principios de espectroscopia de impedancias se pueden aplicar a su 

contraparte magnética usando una bobina para aplicar un campo sinusoidal variable en 

frecuencia (en lugar de los electrodos para aplicar el campo eléctrico) [11]. 

 

Los resultados de las mediciones son impedancias, pero utilizando el formalismo anterior 

se tiene una visión más clara de los resultados. Ahora bien, la respuesta del material en 

función de la frecuencia mostrará el comportamiento de los distintos modos de 

magnetización así como sus distintas dispersiones debido al incremento de frecuencia, ya 

que, de igual manera que los mecanismos de polarización eléctrica, cada proceso de 

magnetización tiene también una constante de tiempo característica. A esta extensión de 

la espectroscopia  de impedancias se le conoce como “espectroscopia de inductancias”. 

 

 

3.2 Curvas Espectroscópicas. 

La representación de los resultados de la medición de la respuesta magnética del material 

a un barrido en frecuencias se puede realizar mediante las denominadas “curvas 

espectroscópicas”, las cuales consisten en graficar los resultados con el eje de las abscisas 

generalmente como un eje logarítmico, presentando el intervalo de frecuencias 

investigadas y en el eje de las ordenadas la magnitud de interés Lre  o Lim , por ejemplo. 

Un caso típico se ilustra en la Fig. 3.1. 
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Figura 3.1. Curvas espectroscópicas Lre(f) y Lim(f) mostrando los mecanismos de  
                  magnetización y la frecuencia de relajación, para Vitrovac 6205.    
 
En dicha figura se puede ver que la parte real de la inductancia muestra los mecanismos 

que contribuyen a la magnetización del material en función de la frecuencia. Las 

dispersiones de estos mecanismos también son visibles en esta gráfica siempre y cuando 

se cubra las condiciones de campo magnético y de frecuencias necesarias para la 

activación de los procesos de magnetización por ejemplo la gráfica de Lre(f) muestra 

tendencia a un valor constante a bajas frecuencias. Este valor constante se asocia a la 

permeabilidad inicial i del material [11, 33], resultado de la deformación reversible de 

pared (el campo aplicado es menor que el campo de propagación). Conforme se 

incrementa la frecuencia, Lre(f) decrece debido a la relajación de la pared de dominio la 

que a su vez es resultado de la incapacidad dinámica del mecanismo de deformación 

reversible de la pared de seguir las variaciones del campo aplicado. Finalmente, para las 

frecuencias más altas mostradas en la gráfica (f>106), los mecanismos de deformación 

reversible de pared ha dejado completamente de contribuir a la repuesta global del 

material. Sin embargo Lre  no llega a ser cero, ya que el proceso de magnetización por 

rotación de espín sigue activo a estas frecuencias. 

 

Por otro lado, de la componente imaginaria Lim se pueden obtener tanto la fx como las 

pérdidas de energía relacionadas con los procesos de magnetización [11, 33]. La 

frecuencia de relajación se presenta en el máximo de la curva fx, mientras que la 
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disipación de energía debido al proceso de magnetización es proporcional al área bajo la 

curva. 

 

3.3 Curvas Cole-Cole 

 

Otra gráfica espectroscópica útil es el plano complejo o curvas Cole-Cole que se obtienen 

al graficar Lim (Lre) (Fig. 3.2) [11, 33, 36]. Este tipo de gráficas nos muestra la presencia 

de la dispersión de relajación con la formación de un semicírculo. En la caracterización 

magnética, cuando la magnetización es producida por un campo superior al campo 

propagación del material, como ya se dijo, se activa el mecanismo de desplazamiento de 

la pared, lo que lleva implícito la existencia de la deformación reversible de la pared; esta 

condición de campo aplicado se ve expresado en las curvas Cole-Cole como dos 

semicírculos con dos dispersiones tipo relajación para los dos mecanismos de 

magnetización  mencionados. 

 

 
Fig. 3.2. Curvas Cole-Cole donde se indican los procesos de magnetización que ocurren   
              en el material. 
 

En estas curvas, el parámetro frecuencia va en incremento conforme los puntos se 

mueven de derecha a izquierda y de arriba hacia abajo. 

 
 
 



 38

Capítulo 4 
 
Planteamiento del Problema 
 
Tomando como referencia el trabajo publicado de Chen y Muñoz [37], se usará un 

modelo de dominios para calcular las componentes real e imaginaria de la permeabilidad 

compleja en función de la frecuencia en una cinta amorfa magnética con dominios 

magnéticos orientados de forma transversal a la longitud de la cinta, como se ilustra en la 

figura 4.1.      

Se supone una cinta infinita de conductividad , acotada por los planos x= a  

consistente de  dominios barra del mismo ancho 2c paralelos al eje  y. En este cálculo el 

grosor de las paredes de dominio se considera despreciable. Dichos dominios están 

localizados en los planos z = ±(2n+1)c, n = 1, 2, 3, … Como se indica en la figura 4.1                  

 
 

       Fig. 4.1 Estructura de dominios magnéticos en una cinta amorfa. 

 

Al aplicar una corriente tjIe   en la dirección z, se produce un campo H superficial alterno 

en la dirección-y, dado por ,0
tjeH  con H0=I/2 en la dirección-y  sobre las caras 

superior e inferior de la barra. Se supone que 0 dentro de los dominios es prácticamente 

nula. 

 

Para calcular la impedancia interna en la dirección de la corriente para una estructura 

simétrica y periódica, necesitamos calcular la Z* para un semidominio de longitud 

unitaria en la región de czc   y ax 0  (Fig. 4.1), donde la única componente del 

campo eléctrico distinta de cero, será la componente z. Está componente se calculará 
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sobre la superficie (x=a), para posteriormente encontrar la energía que entra en el 

dominio por dicha superficie y finalmente encontrar la impedancia Z*. 

Dentro de cada semidominio usamos las ecuaciones de maxwell y la ley de Ohm para 

obtener la siguiente ecuación de Laplace para el campo magnético H, es decir [38]. 

 

De las ecuaciones de Maxwell sabemos que 

,),( JzxxH             Pero por la ley de Ohm J = σE, por lo que: 

EzxxH  ),(                                                                                                     (4.1)            

Aplicando el rotacional de nuevo y operar sobre la segunda y tercera igualdad se obtiene: 

  0),(  zxH                                                                                                   (4.2)        

Está última ecuación (4.2) es justamente la ecuación de Laplace (para mayor detalle de 

los cálculos véase el anexo B), para el campo magnético en la dirección-y con las 

condiciones a la frontera dadas por: 

 ,0),0( zH 0),( HzaH    y ),(2),( cxcHkczz
zxH 


                                           (4.3)   

Para satisfacer estas condiciones a la frontera proponemos resolver por una variante del 

método de separación de variables, proponiéndose la solución de la siguiente forma. 

H(x,z) = v(x) + w(x,z)                                                                                           (4.4a) 

Donde w(a,z)=w(0,z)=0, es homogénea en x, y    

.),( 0
2),( HcxcHkczz

zxH 
                                                                             (4.4b) 

Sustituyendo la solución propuesta en la ecuación (4.2) tenemos que: 
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zxwxv
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Se concluye a partir de que )(xv  es una solución estacionaria, en el sentido de que su 

primera derivada es constante, por lo tanto su segunda derivada es cero es decir 02

2 )( 



x

xv  

de lo cual obtenemos que: 
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
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x
zxw  

Operando sobre la ecuación que involucra a v(x), es decir sabiendo que: 
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2

2





x

xv
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Tenemos que la solución a la misma es simplemente: 

v(x) = Ax+B, procediendo a evaluar en las condiciones a la frontera: 
Cuando x = a, entonces BAaHxv  0)(  

En tanto que, B = 0, por lo que la solución para v(x) es: 

 )( 0 x
a

Hxv                                                                                                         (4.5)    

Resolviendo la otra solución, al ser de la forma transiente y al ser sus condiciones a la 

frontera homogéneas, se aplica el método de variables separables, con lo cual tenemos 

que:             

0),( ),( 2

2

2

2







 zxw

z
zxw

x
 

Proponemos la solución           

)()(),( zZxXzxw   

 Entonces al sustituir en la ecuación parcial de segundo orden lineal, obtenemos dos 

ecuaciones diferenciales de segundo orden ordinarias lineales.  

                                                                                              

            y                                                            (4.6)  

        

                      
02

2

2



 Z

z
Z                                                                                           (4.7) 

Donde λ es la constante de separación. La ecuación en X, tiene la solución siguiente:   

  





 x

a
nASenxX 

                                                                                                (4.8) 

Por otro lado resolviendo la ecuación (4.7), tenemos que su solución es: 







 z

a
nDZ cosh

                                                                                                    (4.9) 

Sustituyendo las ecuaciones (4.5), (4.8) y (4.9) en (4.4a) y evaluar en x = a y z = c se 

obtiene que la solución formal es: 















 z

a
nx
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xHzxH  cosh).( 0                                                               (4.10) 

Vemos claramente que la segunda solución depende de n, por otro lado A también debe 

02
2

2



 XX
x





 41

depender de n y para cada n, deberíamos tener una solución y un coeficiente, el cual no 

necesariamente es el mismo, entonces la solución formal queda como: 















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a
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n

n
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

cosh
cosh

).(
1

0                                              (4.11) 

Es claro que podemos obtener la serie de Fourier de x y de nA .  

De la semiserie de Fourier seno, de x, tenemos que: 
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                                                                                  (4.12) 

Para An , usamos la condición a la frontera de z, a partir de la ec. (4.4, 3.13).  
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Entonces obtenemos que An  está dada por:   
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 Ahora bien, recordando que a partir de la definición de la permeabilidad 
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Sustituyendo H(x,c) y haciendo algunas simplificaciones , vemos que parte real e 

imaginaria de la permeabilidad están dadas por las ecuaciones (16) y (17) 

respectivamente:  

                                                     (4.16)         

                                                                                                                                                                                      

 
Estas expresiones para las componentes real e imaginaria de la permeabilidad compleja, 

son iguales a las obtenidas por Chen y Muñoz en [37]. El cálculo detallado de las 

permeabilidades µreal y µimag se muestra en el anexo A.    
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Capítulo 5. Discusión y validación experimental 
 
5.1 Permeabilidad Compleja 

 

En la Figura 5.1 se muestran las curvas calculadas re () y im () (Ecs 4.16 y 4.17) en 

función de valores arbitrarios . Los datos calculados se obtuvieron evaluando 

numéricamente dichas ecuaciones mediante el software “Mathematica ®”, utilizando las 

rutinas que se describen en el Anexo B. El comportamiento de ambas componentes 

conforme aumenta el valor de  (proporcional a la frecuencia f, Ec. 4.13)  es muy similar 

al descrito en el Capítulo 3 para curvas espectroscópicas re(f) y im(f). Por ejemplo, para 

la componente real re(), se observa un valor constante hasta  = 0.3, seguido por una 

rápida disminución, lo que asemeja mucho la dispersión de tipo relajación que se observa 

en la curva experimental re(f). Por su parte, la componente imaginaria im (), pasa 

también por un máximo, de manera muy parecida a la curva experimental im(f). Como se 

establece en la Ec. 4.13a,  es proporcional a la frecuencia angular  = 2f del campo 

alterno H0ejt, por lo que es factible comparar las componentes de permeabilidad re, im 

con curvas experimentales re(f) y im(f), como se describe a continuación. 

 
      Figura 5.1. Curvas calculadas μre y μim en función de valores arbitrarios θ. 
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A diferencia del modelo puramente teórico de Chen y Muñoz [37], en este trabajo de tesis 

se llevó a cabo la validación experimental del cálculo de componentes reales e imaginaria 

de la permeabilidad compleja. Para ello, se realizaron mediciones experimentales con una 

muestra de cinta de aleación amorfa Co66Fe4Mo2B12Si16. Las dimensiones de la cinta 

fueron las siguientes: 1 cm de ancho por 10 cm de largo y 28 micras de espesor. Esta 

aleación posee una formación de dominios magnéticos transversales a su eje longitudinal 

muy similar a las que contempla el modelo desarrollado en este trabajo de tesis. Las 

condiciones experimentales de medición se describen en el Anexo C.. Usando como 

parámetro de ajuste el cociente c/a contenido en las Ecs. 4.16 y 4.17, se obtuvieron los 

siguientes resultados para un valor c/a=1.6 (Fig. 5.2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 5.2. Comparación entre curvas μre, μim calculadas y experimentales. Para las    
                  curvas calculadas se fijó c/a=1.6. 
 

La comparación entre curvas calculadas y experimentales es muy cercana, con algunas 

diferencias a f < 10 kHz que se pueden justificar por la dispersión de la medición 

experimental. Por otro lado, cerca de los 100 kHz se observa otro desfase de las curvas 
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debido probablemente a la distribución de los tiempos de relajación de las paredes 

magnéticas en la muestra, ocasionada por longitudes diferentes de anclaje (en el modelo 

propuesto, todos los dominios magnéticos tienen el mismo semiancho “c”). La parte 

imaginaria presenta también comportamientos muy próximos, con el desfase provocado 

por la distribución de tiempos de relajación ya mencionada. Esta similitud en el 

comportamiento de las curvas calculadas y experimentales en el intervalo de medición 

considerado ( 10 Hz < f < 10 MHz) permite correlacionar la dinámica de dominios que se 

asocia a las curvas experimentales re(f), im(f) (las cuales resuelven dos mecanismos de 

magnetización: deformación reversible de pared en el intervalo f < fx y la rotación de 

espín para f >fx, -con fx=frecuencia de relajación-, Sección 3.1, Capitulo 3) con la 

contribución magnetoinductiva que se calcula en el modelo de dominios de este trabajo 

de tesis, lo cual coincide con la interpretación de baja frecuencia en términos de la 

magnetoimpedancia en este mismo tipo de aleaciones amorfas [39]. Asimismo, la 

comparación favorable de resultados calculados y experimentales sugiere que el 

mecanismo de deformación reversible de pared de dominio magnético en las aleaciones 

Co66Fe4Mo2B12Si16 usadas corresponde al de una membrana con abombamiento central 

limitado, ya que dicha deformación no está considerada en el modelo propuesto, lo cual 

indicaría que la deformación de la pared es más bien reducida. Esta deformación limitada 

podría deberse a valores de anisotropía magnética altos, los cuales pueden ocurrir en 

aleaciones amorfas en estado “as-quenched” debido a los esfuerzos acumulados 

residuales, los cuales contribuyen significativamente a la anisotropía magnética a través 

del acoplamiento magnetoelástico. 

 

Por otra parte, del parámetro c/a usado para el cálculo de re(f) y im(f), es factible 

estimar el ancho de los dominios magnéticos de la aleación. Considerando. c/a = 1.6, 

entonces 2c = 2(1.6)a. Como a = 14x10-6  m en la cinta usada, tenemos 2c = 45 x10-6 m = 

45 micras. Este ancho de dominio es muy cercano al observado experimentalmente 

(Fig.2.5b)[17].  
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5.2 Cálculo de la Inductancia 

 

A diferencia del trabajo de Chen y Muñoz [37], en este trabajo de tesis proponemos el 

cálculo de la inductancia  a partir de la Ec.3.3,  y de la definición de la permeabilidad 

magnética,  de la siguiente forma: 
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Expresando a x/a como en su serie de Fourier y sustituyendo se tiene que: 
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Puesto que An  está dada por la ecuación (A.14) y sustituyendo en (5.3) tenemos que:  
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 Operando sobre el paréntesis cuadrado más interno, al multiplicar por el conjugado 

complejo del denominador, operando sobre el segundo sumando y separando parte real e 

imaginaria de la inductancia se tiene que: 
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Al  continuar operando sobre el paréntesis cuadrado para simplificar obtenemos que la 

parte real e imaginaria de la inductancia están dadas por las ecuaciones (5.6) y (5.7).  
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El cálculo detallado de las inductancias (L/µdc)real y (L/µdc)imag se muestra en el anexo D. 

 

Como contribución original de este trabajo de tesis, se realizó la validación experimental 

del modelo de inductancias que se acaba de calcular. Para ello, se realizaron mediciones 

adicionales usando la aleación Fe68Co8B19.2Si4.8. En la Fig.5.3 se muestran las curvas  

experimentales de las componentes real e imaginaria de la inductancia (Lre y Lim, 

respectivamente) medidas en dicha aleación. 
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                Figura 5.3. Curvas experimentales Lre y Lim en función de la frecuencia f (Hz). 
 
En estas gráficas espectroscópicas se puede observar nuevamente el mecanismo de 

magnetización de deformación reversible de pared, con una primera relajación alrededor 

de 1.2 MHz. Para esta muestra sin embargo, en la componente real de la inductancia se 

observan otros dos escalones que se pueden asociar en principio, a la superposición de 

dos dispersiones de relajación adicionales correspondientes a tres longitudes de pared de 

domino características. Esta suposición se verifica en la componente imaginaria de la 

inductancia, la cual presenta tres máximos y por tanto, tres frecuencias de relajación en 

fx1 = 1.2x106Hz, fx2 = 4.0x106 Hz, y  fx3 = 8.0x106 Hz para cada proceso. 
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Aplicando las ecuaciones 5.6 y 5.7 para simular las curvas espectroscópicas de 

inductancia experimentales, se llevaron a cabo tres corridas para Lre y Lim con los 

siguientes valores de c/a: 0.2, 0.044 y 0.070, a las cuales se asociaron tres valores 

distintos de permeabilidad magnética dc = 0.008535, 0.004535  y 0.0008535. Cada una 

de las corridas generó tres curvas Lre1, Lre2 y Lre3 (así como Lim1, Lim2 y Lim3) las cuales se 

sumaron para obtener las curvas calculadas totales Lre = Lre1 + Lre2 + Lre3 y Lim= Lim1 + 

Lim2 + Lim3. Al comparar las curvas ajustadas y los datos experimentales en la Figura 5.4, 

se observa un acuerdo razonable. Las diferencias entre el ajuste y los datos 

experimentales sugieren que puede haber más longitudes de pared magnética 

característica que deben tomarse en cuenta para mejorar el ajuste. 
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Figura 5.4 Comparación entre curvas Lre, Lim calculadas y experimentales para la aleación  

Fe68Co8B19.2Si4.8 , usando tres valores para c/a: 0.2, 0.044 y 0.070, los cuales representan tres 

longitudes de domino magnético características. 
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5.3 Equivalencia Permeabilidad-Inductancia 

En el modelo de dominios considerado en este trabajo, es posible establecer la 

equivalencia entre el formalismo de permeabilidad compleja * = re + jim y el 

formalismo de inductancia compleja L* = Lre +jLim, Al comparar las ecuaciones 

resultantes de las componentes Lre, Lim  (Ecs. 5.6, y 5.7) con las ecuaciones re, im (4.16 

y 4.17), puede verse que el factor K = 1/ca corresponde al factor geométrico que se 

menciona en la Ec.3.3, a partir de la cual, tenemos lo siguiente: 
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Esta ecuación es justamente la ecuación (C.16), es decir re  (=KLreal).         

En tanto que:  
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Que concuerda exactamente con la ecuación (4.17), la cual corresponde a µim (=KLimag).   
 
 

5.4 Equivalencia permeabilidad-impedancia  

 

A diferencia de [37], en este trabajo de tesis, a partir del modelo de dominios resuelto, es 

posible establecer la equivalencia entre el formalismo de permeabilidad compleja * = 

re + jim y el formalismo de impedancia compleja Z* = Zre +jZim, mencionado al 

principio del Capítulo 3. El cálculo detallado de las componentes de Z* se incluye en el 

Anexo E. Ahora bien, como sabemos de la sección de Espectroscopias de Impedancias, la 

permeabilidad magnética se puede expresar como sigue: 

1 donde, ,  jZjK



                                                                                       (5.10) 

Donde Z es la impedancia y la cual está dada por: 

jXRZ                                                                                                     (5.11)    
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Donde K es un factor geométrico que depende la forma de la muestra y     es la 

frecuencia angular. 

Puesto que, como ya se mostró en la ecuación (D.2), la impedancia compleja se expresa 

como: 

,jXRZ   sustituyendo en la ecuación (5.10) tenemos que: 
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Donde K=1/ca. 

Sabemos de las ecuaciones (D.10, D11) que:  
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(D.10) 

Donde  
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Que es la parte imaginaria de la impedancia justamente. A partir de estas ecuaciones  

estableceremos las expresiones para  µre/ µdc y  µim /µdc. Por comodidad obtendremos 

primero  la permeabilidad  imaginaria   Kim / ,
R   Entonces: 
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Pero sabemos que  

 ,22  dca                                                                                                           (5.14) 

despejando     tenemos que: 
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Puesto que K=1/(ca), sustituyendo en la anterior ecuación obtenemos que: 
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Entonces: 
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Por lo que: 
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                                    (5.15)   

Para el cálculo de µreal  /µdc Partimos de la ecuación (E.11) de la siguiente forma. 
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Sabemos que  

dcR   es igual a  ,2

2

dcca   sustituyendo en la anterior ecuación tenemos que:   
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Con lo cual  obtenemos que la permeabilidad real es:   
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                                                                       (5.16) 

En tanto que la permeabilidad imaginaria está dada por: 
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                                          (5.17) 
Estas fórmulas coinciden con las Ecs . C.18 y C.20.  

 

5.5 Magnetoimpedancia 

El fenómeno de “magnetoimpedancia” (MI) se refiere a la variación de la impedancia de 

un material magnético cuando se le aplica un campo magnético externo Hdc. A diferencia 

de la magnetoresistencia, para observar la MI se requiere aplicar campos externos muy 

bajos, del orden 1 a 20 Oe (el fenómeno de magnetoresistencia de un material consiste en 

el cambio de su resistencia dc provocado por la aplicación de un campo magnético dc 

también. Para observar esta variación se necesitan campos típicamente del orden de 

10,000 Oe o más). La MI se ha estudiado extensivamente en materiales magnéticamente 

suaves muy diversos como cintas, alambres y películas delgadas [39, 40, 41, 42]. El 

parámetro más usado para cuantificar la MI es el cociente de magnetoimpedancia ΔZ , el 

cual se define como sigue: 

   
  







 


max

max 0100
HZ

ZHZZ  

 

Aunque en el trabajo de Chen y Muñoz [37] se menciona la posible relación entre el 

modelo de dominios resuelto analíticamente y la MI, dicha mención es muy breve y no 

incluye mediciones experimentales. A partir de la solución desarrollada en este trabajo, 
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proponemos como contribución original, la simulación de la MI en cintas amorfas a partir 

de las componentes real e imaginaria de la impedancia compleja Z* = R + jX, mediante 

la introducción de una permeabilidad efectiva eff en sustitución de la dc como 

parámetro variable en la ecuación para θ2  (Ec. A.13a) 

fa eff  222                                                                                            

 

Para frecuencias menores a la frecuencia de relajación fx (f < fx ) proponemos eff de la 

forma siguiente 

0
dc

s
eff H

M
  

Donde Ms es la magnetización de saturación de la cinta (1.0 T para la aleación usada), 0 

es la permeabilidad magnética del vacío (0 =12.56x10-7 H/m) y Hdc toma valores 

arbitrarios como variable independiente, los cuales determinan la eff que su a vez define 

los valores de 2. Con estos valores de 2 se calculan numéricamente las componentes 

R, X de la impedancia compleja (Se usa la misma metodología descrita en el Anexo E). A 

partir de las componentes R, X se calcula el módulo ǀ Z ǀ  como sigue: 
22 XRZ   

Por su parte, para frecuencias mayores a la frecuencia de relajación fx  (f > fx) 

proponemos la eff de la forma siguiente  

0
kdc

s
eff HH

M


  

Donde Hk es el campo de anisotropía de la cinta (Hk= 0.40 Oe para la aleación amorfa). 

De nueva  cuenta, Hdc toma valores arbitrarios como variable independiente, los cuales 

definen la eff que su a vez define los valores de 2. Con estas 2 se calculan 

nuevamente las componentes R, X de la impedancia compleja y a partir de estas, el 

módulo ǀ Z ǀ. 
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Bajas frecuencias ( f <  fx ) 

De las curvas experimentales μre(f), μim(f) de a Figura 5.2 se establece que la fx ~ 400 kHz 

para la aleación amorfa. Por tanto, fijando f =100 kHz podemos comparar 

resultados de MI a baja frecuencia mediante el cociente ΔZ. El ΔZ tanto calculado 

como experimental se ilustra en la Figura 5.5. 

 

 
Figura 5.5. Cociente de magnetoimpedancia Z  a baja frecuencia ( f <  fx ) calculado y 

experimental. 

 

Se observa que hay un muy buen acuerdo entre ambas curvas, lo que indica la 

funcionalidad del modelo a baja frecuencia, es decir, previo a la dispersión de relajación 

que ocurre experimentalmente en el material, cuando aún se presenta la deformación 

reversible de pared como mecanismo predominante de magnetización. La coincidencia de 

los datos sugiere la importancia del efecto del Hdc sobre la μdc del material introducida a 

través de la permeabilidad efectiva μeff. 
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Altas frecuencias ( f > fx ) 

En este caso se escoge f = 1 MHz para los cálculos de Z y su comparación con la 

medición experimental, como se indica en la Figura 5.6. 

 

 
Figura 5.6. Cociente de magnetoimpedancia Z  a alta frecuencia ( f >  fx ) calculado y   

                   experimental. 

 

En la curva experimental, el máximo que se alcanza a Hdc = 0.40 Oe se asocia con el 

campo de anisotropía Hk del material  [39], el cual representa el campo magnético que 

hay que aplicar para rotar el vector de magnetización de la dirección de fácil 

magnetización a la dirección ortogonal. Si bien la forma propuesta para eff permite 

reproducir dicho máximo en la curva calculada, en ésta, la variación Z está claramente 

sobreestimada, debido a que en el modelo de dominios de la cinta no se toman en cuenta 

otras contribuciones  a la permeabilidad efectiva del material en este intervalo de 

frecuencias, como por ejemplo, el efecto de piel que aparece en metales sometidos a 

corrientes de alta frecuencia.  Es interesante notar que el modelo predice un ΔZ alto (de 

más del 12%), lo que sugiere que de ser posible preservar la contribución 

magnetoinductiva a la impedancia en cintas amorfas a altas frecuencias, se podrían 

observar cocientes ΔZ altos. 
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Conclusiones 

 

El modelo de dominios resuelto en detalle confirmó las expresiones analíticas calculadas 

según [37]  para las componentes real e imaginaria de la permeabilidad compleja  para 

una cinta con estructura de dominios transversal. En este trabajo de tesis se llevó a cano 

como contribución original, la  comparación de las curvas analíticas de permeabilidad 

compleja con datos experimentales de mediciones de permeabilidad compleja en una 

cinta amorfa Co66Fe4Mo2B12Si16, la cual resultó muy próxima, lo que sugiere que el 

modelo de dominios desarrollado es equivalente al  mecanismo de deformación 

reversible de pared de dominio magnético. 

 

A partir de la ecuación 3.3, se calcularon las componentes de la inductancia compleja, las 

cuales no aparecen en la referencia [37]. Además, estas curvas se validaron también 

mediante mediciones experimentales recientes en cintas Fe68Co8B19.2Si4.8. Este material 

presentó una respuesta experimental en frecuencia peculiar, con más de un proceso de 

relajación presente en el intervalo de frecuencia medido. Este comportamiento fue 

aproximado asumiendo tres longitudes de dominio características. 

 

El modelo desarrollado permitió establecer analíticamente las equivalencias 

permeabilidad-inductancia y permeabilidad-impedancia. Estas equivalencias facilitan las 

mediciones experimentales a partir de un conjunto inicial de datos de impedancia en 

función de la frecuencia, los cuales se pueden transformar a permeabilidades o 

inductancias a través de los factores geométricos correspondientes. 

 

El modelo desarrollado permite también el cálculo de curvas de magnetoimpedancia, a 

través del cociente Z. A bajas frecuencias (f < fx) la comparación es muy cercana, 

debido a que en este intervalo de f la estructura de dominios de la cinta amorfa se 

preserva, presentando como mecanismo de magnetización activo, la deformación 

reversible de pared. Este aspecto de la magnetoimpedancia se menciona muy brevemente 

y de forma puramente teórica en [37]. 
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Por su parte, el cálculo de curvas de magnetoimpedancia a altas frecuencias (f > fx) 

resultó en un comportamiento que no se verifica experimentalmente, probablemente 

debido a que en el mecanismo de magnetización predominante en la cinta amorfa en este 

intervalo de frecuencias ya no corresponde a la deformación reversible de pared de 

dominio, sino a la rotación de espín, la cual no está contemplada en el modelo. 
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Anexo A 

 

Planteamiento del Problema. 

 

El cálculo detallado de las ecuaciones 4.16 y 4.17 se presenta a continuación.  

De las ecuaciones de Maxwell sabemos que 

,),( JzxxH             Pero por la ley de Ohm J = σE, por lo que: 

EzxxH  ),(                                                                                                 (A.1)            

Aplicando el rotacional nuevamente tenemos que:  

 x xEzxxH  ),(                                                                                                                

Por un lado  ),()),(()( zxHzxHxHx   , y por el otro  
t
BxE 

  . 

Y puesto que 0),(  zxH , porque H viene del rotacional de un potencial vectorial. 

Sustituyendo todo lo anterior en la segunda ecuación, tenemos que: 

     )(),(),( t
BxEzxHzxxHx 
    

Entonces trabajando con la segunda y tercera igualdad, 

 )(),( t
BzxH 
  , pero B= ,H  entonces, 

 ).(),( t
HzxH 
    

Se considera que dentro del dominio µ≈0, por lo que: 

  0),(  zxH                                                                                              (A.2)        

Está última ecuación (A.2) es justamente la ecuación de Laplace y otra forma de 

expresarla es: 

                                (A.2a)                                                                                                                         

Para el campo en la dirección y con las condiciones a la frontera: 

 ,0),0( zH 0),( HzaH    y ),(2),( cxcHkczz
zxH 


                                           (A.3)   

Para satisfacer estas condiciones a la frontera proponemos resolver por el método de 

separación de variables. 

Pero ya que varias condiciones a la frontera son inhomogéneas, proponemos primero la 

combinación lineal de la solución estacionaria en x y otra parte que dependa de x y z, i.e. 

 0),(),(
2

2

2

2










z
zxH

x
zxH
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la solución se propone que sea de la forma de una solución transiente, entonces: 

H(x,z) = v(x) + w(x,z)                                                                  

Donde w(a,z)=w(0,z)=0, es homogénea en x y   .),( 0
2),( HcxcHkczz

zxH 
         (A.4) 

Sustituyendo la solución propuesta en la ecuación (C.2) tenemos que: 

     0),(),()(),()(),()(
2

2

2

2

2

2
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Se concluye a partir de que )(xv  es una solución estacionaria es decir su primera 

derivada es constante, por lo tanto su segunda derivada es cero es decir 02

2 )( 




x
xv  de lo 

cual obtenemos que: 
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x
zxw  

Operando sobre )(xv  , obtenemos que: 

 )(,)(,)(,0)(
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2

BAxxvBxAxvA
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x
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Cuando  0x , entonces BAaHxv  0)(   

0=B entonces ,0)0()0(  BAv  

A
a

HAaHav  0
0   entonces ,)(

 

Entonces sustituyendo tanto A como B tenemos que la solución estacionaria es: 

 )( 0 x
a

Hxv                                                                                                      (A.5)    

Resolviendo la otra solución             
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Proponemos la solución           
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 Entonces sustituyendo tenemos que  
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Proponemos a 2 como la constante de separación. Entonces  

 

 

                                                                         

          (A.6)          

Y 
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Para la ecuación (A.6) proponemos como solución a   
rxrx erXeX 2  

Sustituyendo en la ecuación (A.6) obtenemos: 
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    irrereer rxrxrx 000 222222  

  xixi BeAexX    

Sabemos que  
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Entonces la solución en X  es un seno, por lo que evaluando en x=a, obtenemos que: 

    02  aASenaX  

Por otro lado  

    aASenaX 0  
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Entonces, 
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                                                                                        (A.8) 

Por otro lado resolviendo la ecuación (A.7) tenemos que: 
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02
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Proponemos          

  qqeeqeqZeZ qzqzqzqz 00´´ 22222  

Sabemos que la solución es de la forma 

  zz DeCezZ    

  

 

Tenemos   que  
000 CeDe   

Entonces D = C, Por lo que: 
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Entonces la solución es de la forma 
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Cuando x=a y z=c, se llega a que: 
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Evaluando en  ,)( 0HcZ   tenemos que: 
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Entonces la solución en Z, es de la forma: 
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
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Por lo tanto la solución general es de la forma: 
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Vemos claramente que la segunda solución depende de n, por otro lado A también debe 

depender de n y para cada n, deberíamos tener una solución y un coeficiente, el cual no 

necesariamente es el mismo, entonces la solución final queda como: 
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Es claro que podemos obtener la serie de Fourier de x y que nB  también se obtiene a 

partir de una serie de Fourier. Bien obtengamos la serie de Fourier de x. 

De la semiserie de Fourier seno, de x, tenemos que: 
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Donde  Bn está dada por:  
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Para simplificar la integral primero hacemos el cambio de variables: s= ,xa
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Por lo que la integral queda como: 
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Está última integral se resuelve por partes, proponiendo u=s y dv=sensds: 
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Tenemos que el sen(s) en 0 y ,n  es cero, en tanto que scos(s) se hace cero en s=0, por 
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Vemos que para,1cos   n=1, ,12cos   para n=2, ,13cos   para n=3     
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,14cos   para n=4 de lo anterior se concluye que ncos ,)1( n Por lo tanto Bn , es 
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Por lo que sustituyendo esto último en la ecuación (B.12) tenemos que: 
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De la misma manera se puede obtener An , pero la vamos a obtener usando la condición a 

la frontera que involucra a z, hallando a An a partir de la ec. (A.4), obtenemos que:  
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Operando únicamente sobre el término enésimo.    
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Sustituyendo la expansión en serie de Fourier de x, y poniendo sólo el término enésimo, 

tenemos que:   
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Cancelando él   xsen a
n   en ambos lados de la igualdad, tenemos que:   
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Factorizando An , tenemos que:  
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Sabemos que ,2
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θ es un múltiplo escalar de la frecuencia,  sustituyendo en la última expresión: 
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Entonces An  está dada por:   
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 Ahora bien, recordando que a partir de la definición de la permeabilidad 
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Donde 
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Sustituyendo en (C.15), tenemos que: 
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Resolviendo únicamente la integral, 
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Lo que está dentro del paréntesis cuadrado es cero para toda n=2m, donde m=0, 1, 2, ...  y 

es igual a -2 para n impar, por lo que: 
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Finalmente tenemos que:  
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Recordando que  An   está dada por (A.14): 
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Por lo que sustituyéndola en la ecuación (A.16), tenemos que:  
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 Operando únicamente sobre el paréntesis cuadrado más interno y multiplicando por el 

conjugado complejo del denominador tenemos que:  
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Operando únicamente sobre el segundo sumando del lado derecho de la igualdad tenemos 

que: 
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Sustituyendo primero en la ec. (A.17) y luego en la ecuación (A.18), obtenemos que: 
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Separando en la parte real e imaginaria tenemos que: 
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Puesto que el resultado de integrar    
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Si continuamos operando sobre el paréntesis cuadrado para simplificar obtenemos que:  
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Sustituyendo en la ecuación (A.18a), tenemos que: 
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Vemos que lo que se obtiene para permeabilidad real (µre) es 
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 En tanto que la parte imaginaria, en donde n es impar, está dada por: 
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Entonces la parte imaginaria sin considerar el signo menos de la permeabilidad está dada 

por: 
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Es decir la parte real e imaginaria de la permeabilidad están dadas por las ecuaciones 

(A.19) y (A.20) respectivamente:  

 

                                                                      

                                                     (A.19)        

 

                                                                                                                                                                                                                                   

   












 



 cncna
c

a
n

a
n

a
c

nimagdc
 





tanhcoth
114

22
1

2

2

24

                                      (A.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 cn a
n

a
c

ndc



222

1real coth
14

2

24
 







 68

Anexo B 

Usando el software Matemática © se pueden programar fácilmente las ecuaciones A.19 y 

A.20 de la siguiente forma: 

 

a) Se propone una lista de valores θ2 a partir de valores de frecuencia f 

preestablecidos (de entre 10 Hz y 13 MHz). La ecuación para calcular los θ2 a 

partir de las f es la ecuación A.13a. 

 





fa dc 22

2                                                                                           (A.13a) 

Donde a corresponde al semiespesor de la cinta (Fig.4.1), µdc es la permeabilidad dc del 

material, f la frecuencia del campo aplicado hac y ρ la resistividad de la aleación. Los 

datos específicos para cada parámetro fueron los siguientes: a =14 micras, µdc = 0.0133 

H/m y ρ = 1.34 x 10-6 Ωm. 

b) Una vez generados los valores de θ2, las siguientes rutinas programadas en 

Mathematica ® permitieron la iteración de las ecuación A.19 y A.20. 

 

SetDirectory [¨c:\SimuCintas2012¨] 

C:\SimuCintas2012 

 

F[x_, y_, z_]:= (2*x^2*y)*(z*3.1416)^(-1)* 

(z^2*3.1416^2*Tanh[z*3.1416*y]+(x^2)*(y^2*)Coth[z*3.1416*y])^(-1) 

 

(*Rutina ¨Simu_R_3.nb¨ para calcular (R/Rdc)-1 para varios valores de teta^2, -

contenidos en frecu40.dat- y escribirlos en el archivo de salida, salida.dat*) 

 

F= Table[ReadList[¨frecu40.dat¨, Number]]; 

Do[tet = Part[F, j]; 

Ca = 1.5; Ro = 0; Do[ R = Ro + f[tet, ca, i]; Ro = R, {i, 1, 20 000, 1}]; 

R >>> ¨salidaR.dat¨, {j, 1, 40, 1}] 

SetDirectory [¨c:\SimuCintas2012¨] 



 69

C:\SimuCintas2012 

 

F[x_, y_, z_]:= 2*x*(z^2*3.1416^2+(x^2)*(y^2*)(Coth[z*3.1416*y])^2)^(-1) 

 

(*Rutina ¨Simu_X_3.nb¨ para calcular (X/Rdc) para varios valores de teta^2, -contenidos 

en frecu40.dat- y escribirlos en el archivo de salida, salida.dat*) 

 

F= Table[ReadList[¨frecu40.dat¨, Number]]; 

Do[tet = Part[F, j]; 

Ca = 1.5; Ro = 0; Do[ R = Ro + f[tet, ca, i]; Ro = R, {i, 1, 20 000, 1}]; 

R >>> ¨salidaX.dat¨, {j, 1, 40, 1}] 
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Anexo C 

Mediciones Experimentales (Espectroscopia de Impedancias). 

 

Se realizaron mediciones de permeabilidad compleja µ* = µ re + j µ im en una muestra de 

cinta magnética amorfa de composición Co66Fe4Mo2B12Si16 de 10 cm de longitud, 1.0 cm 

de ancho y 28 micras de espesor. Las mediciones se realizaron mediante un analizador de 

impedancias modelo HP41192A con frecuencias de 5 Hz a 13 MHz, con un  voltaje de 

0.8 V aplicado directamente en los extremos de la cinta a fin de producir una corriente 

axial iac y en consecuencia, un campo ac transversal hac. Un campo Hdc longitudinal 

aplicado mediante una bobina de 100 vueltas conectado a una  fuente DC permitió 

remover la contribución de la rotación de espines, a fin de monitorear la respuesta de las 

paredes únicamente. 

El arreglo quedo montado como se muestra en la Fig. B1; las pruebas se realizaron a 

temperatura ambiente.  

 
Fig. B1.  Esquema de conexión del equipo para medir espectroscopia de impedancia. 

    

La medición del material se realizó sin campo Hdc y con  campo Hdc. La respuesta del 

material tardo 3 minutos. 

Esencialmente lo que se hiso fue lo siguiente: 
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1. Se monto la cinta en un soporte el cual aproximadamente tiene una altura de 

10.3cm, buscando que la cinta quedará lo mejor alineada, sin que tuviera 

torceduras y que tuviera el mismo nivel, a lo largo de la misma. 

2. Posteriormente se conectaron los extremos de la cinta (se extendieron por medio 

de dos alambres delgados) al analizador de impedancias con un voltaje de 0.8v sin 

aplicar el campo externo (Hdc), al mismo tiempo que se comenzaron a obtener 

datos o mediciones, 94 en total. 

3. Nuevamente se volvió a implementar el mismo arreglo sólo que ahora también se 

conecto a una fuente de corriente dc, a esta se conectaron  unas resistencias las 

cuales actuaron como un divisor de corriente y estas a su vez se conectaron a la 

bobina de 100 vueltas y se cerró el circuito otra vez en la fuente de poder o de 

corriente, en tanto que la los extremos de la cinta quedaron igual que en la 

disposición mencionada en el paso anterior y dejando fijo el voltaje a 0.8v. 

Se empezó a tomar mediciones variando la corriente desde su máximo valor 4A 

hasta 0.25A, tomando 16 mediciones y disminuyendo la corriente de 0.25A en 

0.25A, estos datos se fueron guardando en archivos donde se indicaba la corriente 

y el voltaje, por ejemplo a:M08H16, indicando que se hacia la medición 

correspondiente a un voltaje de 0.8v y a una corriente máxima de 4A lo cual se 

indicó  por medio de H16.  

4. Estos datos quedaron guardados en lenguaje de máquina, por lo que fue necesario       

 auxiliarnos del programa gwbasic para el cálculo de las componentes real e imaginaria 

de la impedancia y convertir estos datos a un archivo .dat, una vez obtenidos estos datos 

se transfirieron al programa origin Lab 7.5 © para calcular las componentes real e 

imaginaria de la inductancia, se procedió a graficar los datos obtenidos y también hacer 

las conversiones necesarias para obtener los datos correspondientes a las componentes de 

la permeabilidad magnética y posteriormente graficar también estas componentes de la 

permeabilidad que es lo que finalmente se reporta. 
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Anexo D. 

Cálculo de la Inductancia. 

 

Calculamos la inductancia  a partir de su definición: 
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Sustituyendo en (D.2) y expresando a x/a como una expansión en su serie de Fourier 

seno, (véase la ecuación A.13) tenemos que: 
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Resolviendo únicamente la integral tenemos que: 
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Lo que está dentro del paréntesis cuadrado es cero para toda n=2m, donde m=0,1,2,...   y 

es igual a -2 para n impar, por lo que: 
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Sabemos que An  está dada por la ecuación (A.14): 
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 Operando únicamente sobre el paréntesis cuadrado más interno y multiplicando por el 

conjugado complejo del denominador tenemos que:  
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Operando únicamente sobre el segundo sumando del lado derecho de la igualdad tenemos 

que: 
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Sustituyendo primero en las siguientes ecuaciones, obtenemos que: 
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Separando en la parte real e imaginaria de la inductancia, tenemos que: 
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Puesto que el resultado de integrar   
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que para n impar la parte real de la inductancia  circ   es entonces: 
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Si continuamos operando sobre el paréntesis cuadrado para simplificar obtenemos que:  
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Sustituyendo en la siguiente ecuación, tenemos que: 
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En tanto que la parte imaginaria, en donde n es impar, está dada por: 
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Entonces si omitimos el signo menos la parte imaginaria de la inductancia está dada por: 
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Es decir la parte real e imaginaria de la inductancia están dadas por las ecuaciones (D.7) 

y (D.8) respectivamente: 
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Anexo E. 

Cálculo de la Impedancia 

  

Es posible calcular la impedancia compleja Z* = R + jX usando los  coeficientes An de la 

Ec.(C.14). Para ello, tomamos en cuenta que la  ley de Ampere  relaciona el campo 

magnético y la densidad de corriente, la cual su vez se relaciona con el campo eléctrico.  

 

A partir de la densidad de corriente J tenemos lo siguiente [38]: 

 

xHx, z  J   

 

Poniendo el producto cruz en su forma matricial o más bien su determinante, tenemos 

que: 
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Donde i, j,k  son los vectores unitarios del espacio cartesiano, entonces:    
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Entonces: 
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Cuya componente z está dada por:  
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También sabemos por la ley de Ohm que: 

J = σE, entonces E = J/σ 

Sustituyendo tenemos que: 
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Sabemos de los anteriores resultados que   ,)1(cos nn   sustituyendo en la anterior 

expresión tenemos que: 
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La Impedancia: Para calcular la impedancia Z=R+jX, primero calculamos la potencia (P), 

donde la potencia está dada por: 
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Sustituyendo y operando sobre el término enésimo tenemos que: 

 
dz

zAn
a
HHP

a
cn

a
n

n
n

n

c

c 





 
 




 


 cosh

cosh)1(
1

1

0
0  



 79

 

















  






dzz
a

nAndz
a
HP

c

c
a

cn
n

n

n

c

c


 

cosh
cosh

)1(
1

2
0  

 

 

















  






dzz
a

nAndz
a
HP

c

c
a

cn
n

n

n

c

c


 

cosh
cosh

)1(
1

2
0                                                (E.5) 

La primera integral simplemente es:   ,2)( ccczdz c
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 En tanto que la segunda integral queda como: 
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Sustituyendo en la ecuación (E.5) 
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Sustituyendo en         
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Sustituyendo el valor de An  es decir la ecuación (C.13) con lo cual tenemos que: 
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Sabemos que dcca R)2/(
1

 , operando únicamente sobre el paréntesis cuadrado y 

multiplicando por el conjugado complejo del denominador tenemos que:  
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Dividiendo en el primer término por  ca
ntanh  y en la segunda suma por  ,tanh 2 ca

n  
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obtenemos que:  
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Reinsertando esto último en la ecuación (E.8), obtenemos que:  
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Comparando la ecuación (D.9) con 
dcdcdc R
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Donde ,
dcR
R  es la parte real de la impedancia 
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Corresponde a la parte imaginaria de la impedancia justamente.               
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