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Introduccion

El presente trabajo ha sido desarrollado a partir de la investigacién del Dr. Kovalevsky,
quien ha publicado diversos articulos en el campo de la Topologia y Geometria digital.
El trabajo de Kovalevsky es un interesante enfoque con estrictos fundamentos tedricos
de la Topologia digital clasica, la cual fue iniciada por A. Rosenfeld. La teoria propuesta
por Rosenfled funcionaba a pesar de presentar problemas con los conjuntos conexos. Sin
embargo, fue este problema el que llevd a otros autores a buscar una nueva solucion, en
paricular, el Dr. Kovalevsky desarroll6 una nueva teoria basada en la topologia digital de
los espacios localmente finitos.

Los objetivos del presente trabajo son los de conocer estos nuevos conceptos y teoria
para introducir dos nuevos algoritmos para el calculo de la longitud de curvas digitales o
el perimetro de regiones digitales.

En la literatura relacionada con el anélisis de imégenes, se recomiendan diferentes métodos
para el calculo de la longitud de curvas digitales o el perimetro de regiones digitales;
sin embargo, estos métodos son imprecisos y, ain mas importante, la precision de estos
algoritmos no puede ser mejorada incrementando la resolucién de la curva o la region
digital.

El enfoque de Kovalevsky facilita la representacién de los objetos en la computadora;
ademas, permite evitar el problema de los conjunto conexos. Lo anterior permite analizar,
disenar e implementar los algoritmos usando la topologia digital de espacios finitos. Los
dos metodos que se analizan son:

(i) El método DDS, por sus siglas en inglés, el cual se basa en una particién de la curva
digital en segmentos digitales de lineas rectas.

(ii) El método M LP, por sus siglas en inglés, el cual estd caracterizado por el célculo
del poligono de minima longitud en una frontera abierta de una regiéon digital.

Para ambas técnicas se sabe que la longitud de la curva mesurable converge hacia el
verdadero valor si una region Euclidiana es digitalizada con el aumento de resolucion.

La estructura de la tesis es la siguiente: en el primer capitulo se presenta una breve
explicacion de los antecedentes del trabajo.

En el segundo capitulo se dan las bases tedricas de la topologia digital de los espa-
cios localmente finitos, comenzando por definir los axiomas, definiciones de esta teoria y
la relacién entre estos nuevos axiomas y los de la topologia digital clasica. Se veran las
propiedades de los espacios localmente finitos, los cuales daran las bases tedricas para los
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complejos de celdas abstractas, concepto que se vera en ese mismo capitulo.

En el tercer capitulo se explicara la teoria requerida para entender cada uno de los
algoritmos que trataremos en la tesis, utilizando los conceptos definidos en el capitulo
anterior. En el caso del algoritmo D DS se definen los segmentos digitales de lineas rectas.
Para el algoritmo M LP se define el poligono de longitud minima.

En el cuarto capitulo se da una implementacién de ambos algoritmos mencionando los
detalles que se realizaron de cada uno, presentando el pseudocddigo y ejemplos de ambos.

En el Apéndice A se presentan los conceptos basicos de la topologia cldsica que son
necesarios para poder entender la topologia digital clasica y la topologia digital de los
espacios localmente finitos, conceptos como frontera, vecindad conjuntos abiertos y ce-
rrados, ademas de la definicién de espacios topoldgicos.

En el Apéndice B se dan los conceptos bésicos de la topologia digital para conocer la
teoria que antecedié a la de los espacios localmente finitos.

En el Apéndice C' se estudian los conceptos relacionados con la orientacion de los
complejos de celdas abstractas que son particularmente necesarios para poder describir
las estructuras de datos que la topologia de los complejos de celdas abstractas utilizan
para poder aplicar los conceptos nuevos de celdas de manera mas eficiente.

En el Apéndice D se dan los conceptos de la orientacion de los complejos. Estas de-
ficiones son necesarias para poder establecer las estructuras de datos que se ven en el
siguiente Apéndice.

En el Apéndice E se analizan las estructuras de datos con las cuales podemos almace-
nar las imagenes digitalizadas para su manipulacién posterior, ademés de que se propor-
cionan estrucuturas de datos especificamente creadas para poder utilizar y manipular de
forma eficiente las celdas.



Capitulo 1

Antecedentes

La Geometria digital es el estudio de las propiedades geométricas de los objetos digitali-
zados o imagenes digitalizadas, se encarga de las definiciones de las propiedades asi como
de los algoritmos para calcular o determinar las propiedades, por ejemplo la convexidad
digital, la rectitud digital, o planaridad digital.

La Topologia digital se encarga del estudio de las propiedades de naturaleza topologi-
ca, particularmente propiedades que involucren conceptos de conexidad o propiedades de
adyacencia, pero que no dependen del tamano o la forma y proporciona algoritmos que
calculan o preservan estas propiedades, por ejemplo la conectividad y las fronteras de
los objetos digitales. La topologia digital se fundamenta en la topologia algebraica. Las
propiedades topoldgicas juegan un papel importante en el analisis de las imagenes en 2
y 3 dimensiones. Uno de los autores mas prominentes de este campo fue el Dr. Azriel
Rosenfeld, quien es considerado el fundador tanto de la geometria digital como de la to-
pologia digital. En la geometria digital a cada pixel o voxel se le asocia un punto con valor
1 0 0. Si un punto tiene valor 0 se le llama punto blanco y si tiene valor 1 se le llama
punto negro. Con esto se establecid el concepto de adyacencia, que se ha descrito en el
Apéndice B.1, pag. 61. Sin embargo, su teoria presentd algunas dificultades relacionadas
con la definicién de conjuntos conexos, conocida como la paradoja de Jordan.

La paradoja de Jordan basicamante consiste en que si para todo par de pixeles o
voxeles, si usamos la 4—adyacencia, entonces los puntos negros estan totalmente desco-
nectados, en cambio, si usamos la 8—adyacencia, entonces los puntos negros forman una
curva de Jordan pero no separan a los puntos blancos. Sin embargo, la solucién de la
paradoja consiste en usar una adyancencia para los puntos negros y otra para los puntos
blancos, asi si los puntos negros usan 8—adyacencia, los puntos blancos usan 4—adyacencia
0 viceversa.

A pesar de que se propuso la anterior manera de poder sobrellevar estos problemas, el
Dr. Kovlevsky qued¢ insatisfecho con esta solucién, debido a que ésta no se podia aplicar
a imagenes de color y al hecho de que se cuenta con tantas y diferentes definiciones de
fronteras de las regiones, ya que al usar distintos tipos de adyacencias, la frontera varia
segun la adyacencia que se use.

Debido a lo anterior se traté de encontrar una mejor solucion; sin embargo, este inten-
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to no resulto ser exitoso. Fue entonces que se presenté un nuevo concepto de geometria
digital, el cual esta basado en la topologia de los espacios localmente finitos y ademas es
independiente de la geometria euclidiana.

Es aqui que empezamos a introducir el concepto de complejos de celdas abstractas.
Veamos que los complejos de celdas abstractas o complejos AC' son un caso particular
de los espacios localmente finitos. Un complejo abstracto es un conjunto de celdas abs-
tractas (el concepto de celdas abstractasse dara en la siguientes secciones) con un entero
no negativo asignado a cada celda, a este valor se le llama la dimension de la celda. El
conjunto es provisto con una relacion binaria asimétrica, irreflexiva y transitiva llamada
relacion de ligado. Dada esta relacion de ligado, una celda sélo puede ligar a otra celda de
mayor dimension. Un complejo abstracto es un espacio topologico de acuerdo con los axio-
mas clasicos. Una gran ventaja de utilizar complejos abstractos es que al ser un espacio
topoldgico finito puede representarse directamente en la computadora. Todas las propie-
dades topoldgicas de los complejos y sus elementos pueden ser calculadas directamente en
la computadora.



Capitulo 2

Topologia Digital de Espacios Finitos

En este capitulo empezaremos por definir los nuevos axiomas que utilizaremos en la teoria
de los espacios topoldgicos aplicables en el calculo del procesamiento de iméagenes. Se
iniciara definiendo nuevos conjuntos de axiomas, ademéas de que se presentan algunos
teoremas y consecuencias de esta teoria. Continuaremos con la demostracién de que un
espacio topoldgico que satisface los axiomas propuestos es un caso particular de un espa-
cio topologico clasico, mostraremos que las propiedades mas importantes de los espacios
localmente finitos satisfacen los axiomas de los espacio ALF y que la relacion de vecindad
debe ser antisimétrica y transitiva.

Cabe mencionar que conceptos basicos de Topologia son descritos en el Apéndice A
y de manera similar conceptos elementales de la Topologia Digital son expuestos en el
Apéndice B.

2.1. Axiomas de la Topologia Digital.

Se comenzarda por definir los axiomas y definiciones de topologia que necesitaremos, los
cuales son diferentes a los de la topologia clasica. Un espacio que es explicitamente re-
presentado en la computadora es llamado espacio localmente finito. Cada uno de los
elementos de un espacio localmente finito tiene una vecindad que consiste de un niime-
ro finito de elementos. A estos elementos no se les denomina puntos, a diferencia de la
Topologia Digital Clasica, ya que un espacio localmente finito debe poseer elementos con
diversas propiedades topoldgicas, las cuales tienen diferentes notaciones. Los conceptos
anteriores se definiran a continuacion; este material estd basado en el libro Geometry of
Locally Finite Spaces del Dr. Kovalevsky.
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2.1.1. Axiomas y definiciones

Definicién 2.1 (Espacio Localmente Finito)
Se dice que un espacio S es localmente finito si para cada elemento e € S es posible
asignarle a e subconjuntos denominados vecindades, los cuales pueden ser finitos.

Consideraremos un caso particular de un espacio localmente finito que satisface los
siguientes axiomas, al cual denotaremos como un espacio ALF.

Axioma 2.1 Para todo elemento e del espacio S existen subconjuntos que contienen a
e denonimados vecindades de e. La interseccién de dos vecindades de e es, nuevamente,
una vecindad de e.

Ya que el espacio es localmente finito, existe la vecindad mas pequena de e, ésta
es la interseccion de todas las vecindades de e. Entonces cada vecindad de e contiene a la
vecindad més pequena, que denotaremos como SN (e).

Axioma 2.2 Hay elementos en el espacio que en su vecindad mas pequena tiene al menos
un elemento.

Definicién 2.2 (Incidencia)
Sibe SN(a) 6 a e SN(b) entonces los elementos a y b son llamados incidentes el uno
del otro.

La definicién anterior nos dice que si b esta en la vecindad mas pequena de a o bien
si a esta en la vecindad mas pequena de b entonces a y b son incidentes. De esta forma,
tenemos que la relacién de incidencia es simétrica y reflexiva pues a € SN(a)

Definicién 2.3 (Trayectoria de incidencia)

Sea T" un subconjunto del espacio S. Una secuencia aq, as, ..., a,, donde a; € T, 1 < i < k,
en la cual cada dos elementos subsecuentes son incidentes el uno al otro es llamada una
trayectoria de incidencia en T de a; a ay.

Definicién 2.4 (Conexo)

Se dice que, elementos incidentes son directamente conexos. Un subconjunto 7' del
espacio S es conexo si y solo si para cada dos elementos de T" existe una trayectoria de
incidencia que los contiene. Tal trayectoria esta completamente en 7T
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Definicién 2.5 (Frontera)

El borde topolégico, también llamado frontera, de un subconjunto no vacio 7" es el
conjunto de todos los elementos e de S, tal que cada vecindad de e contiene elementos
tanto de 7" como del complemento S\ 7.

Denotaremos a la frontera de 7'C S como Fr(T,S) y la llamaremos la frontera de T’
en S. En el caso de un espacio localmente finito es posible reemplazar cada vecindad por
la vecindad mas pequena, pues de acuerdo al Axioma 2.1 cada vecindad de a contiene la
vecindad mas pequena de a.

Definicién 2.6 (Relacién de vecindad)
La relacion de vecindad N es una relacion binaria en el conjunto de elementos del espacio
S. El par ordenado (a, b) estd en N siy sélo si a € SN(b).

También podemos escribir aNb para (a, b) en N.

Definicién 2.7 (Oponentes)

Los elementos de un par (a, b) en la frontera F'r(7T,S) de un subconjunto 7' C S son
oponentes el uno del otro si a pertenece a SN(b), b pertenece a SN(a), uno de ellos
pertenece a T'y el otro a su complemento S\ 7.

Definicién 2.8 (Frontera gruesa y delgada)
La frontera F'r(7T,S) de un subconjunto 7" de un espacio S es llamada gruesa si contiene
al menos un par de oponentes. De otra manera es llamada delgada.

En las localidades donde hay pares de oponentes en la frontera se dice que la fronte-
ra es doble: Hay dos subconjuntos de la frontera los cuales son paralelos el uno al otro.
Estos subconjuntos son llamados borde y co-borde. En la Figura 2.1 se muestran al-
gunos ejemplos de las fronteras, en la parte inferior de la misma Figura se muestran las
vecindades mas pequenas de los diferentes elementos de los espacios.

En la Figura 2.1(a) el espacio S consiste de solo cuadrados, el subconjuntoc T es el
conjunto de cuadrados coloreados. Los elementos de la frontera F'r(7, S) estan marcados
con circulos blancos o negros; los cuadrados con circulos negros petenecen a 1', mientras
que los cuadrados con circulos blancos pertenecen a S\ T'. Cada elemento de la frontera
tiene al menos un oponente, los pares de oponentes se muestran conectados por lineas.
De acuerdo a la Definicién 2.8 esta frontera es gruesa. Por otro lado en la Figura 2.1(b) el
espacio consiste de puntos, representados por circulos, lineas y cuadrados, el subconjunto
T es el conjunto de los cuadrados coloreados, las lineas no punteadas y los puntos negros.
La frontera F'r(T, S) esta compuesta solo de los circulos negros grandes y las lineas gruesas.
La linea gruesa K € T'y el circulo blanco ) € S\ T pertenecen a diferentes subconjuntos
por lo tanto no son oponentes ya que Q € SN(K).

Axioma 2.3 La frontera Fr(T,S) de cualquier subconjunto 7' C S es delgada.
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Figura 2.1: Ejemplo de fronteras.
(a)Una frontera gruesa (b)una frontera delgada (c)una frontera con vacios.

De acuerdo a la Definicién 2.5, la frontera de T es la misma a la frontera de su
complemento S\ T'. Otra propiedad importante de la frontera es que no tiene vacios. Esto
significa que la frontera de una frontera F' es la misma que F. Se debe observar que la
frontera F'r(F,S), con F' = Fr(T,S), es diferente de I sdlo si la relacién de vecindad es
no transitiva, esto es importante para demostrar que las vecindades mas pequenas que
satisfacen nuestros axiomas son subconjuntos abiertos del espacio. La Figura 2.1(c) tiene
vacios representados por los circulos blancos. La Figura muestra un espacio S que consiste
de puntos, lineas y cuadrados. E1 SN(P) de un punto P contiene las lineas incidentes a
P pero no los cuadrados. E1 SN de una linea contiene uno o dos cuadrados, mientras que
el SN de un cuadrado es el mismo cuadrado. El subconjunto 7' es representado por los
elementos coloreados, su frontera Fr(T,S) consiste de los circulos y lineas negras. Los
puntos blancos no pertenecen a F' = Fr(T,S) por que sus SN no intersectan a 7. Sin
embargos, F'r(F,S) contiene los puntos blancos porque sus SN intersectan ambos F'y su
complemento. Entonces en este caso la frontera F' = Fr(T, S) es diferente de Fr(F,S).

Axioma 2.4 Se tiene que F'r(Fr(T,S)) = Fr(T,S). Es decir, la frontera de Fr(T,S) es
la misma que Fr(T,5).

La topologia de un espacio S queda definida como la coleccién de subconjuntos abiertos
que satisfacen los siguites axiomas:

Axioma C1 El conjunto total S y el subconjunto ¢ son abiertos.

Axioma C2 La union de cualesquiera subconjuntos abiertos es abierta.

Axioma C3 La interseccion de un ntimero finito de subconjunto abiertos es abierta.
También se incluye el axioma de separacion de la topologia clasica:

Axioma C4 El espacio tiene la propiedad de separacion.
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Hay, al menos, tres versiones de la propiedad de separaciéon y del Axioma C4:

Axioma TO Para cualesquiera dos puntos distintos  y y hay un subconjunto abierto
que contiene exactamente uno de los puntos.

Axioma T1 Para cualesquiera dos puntos distintos  y y hay un subconjunto abierto
que contiene a x pero no a y y otro subconjunto abierto conteniendo a y pero no a .

Axioma T2 Para cualesquiera dos puntos distintos z y y hay subconjuntos abiertos que
no se intersectan conteniendo exactamente uno de los puntos.

La Figura 2.2 ilustra las tres versiones de la propiedad de separacion.
Un espacio con la propiedad de separacién T2, se le conoce como espacio de Hausdorff.

TO T2 T3

Figura 2.2: Ejemplo de los axiomas de separacion

A continuacién se presentan algunos resultados que muestran la relacion de los axiomas
sugeridos con los axiomas clasicos.

Teorema 2.1 Un espacio localmente finito satisface el Axioma 2.3, si y sélo si la relacion
de vecindad N del espacio S es antisimétrica.

Definicién 2.9 (Abierto)
Un conjunto O C S es abierto en S si no contiene elementos de su frontera Fr(O,S). Un
subconjunto C' C S es cerrado en S si contiene todos los elementos de F'r(C,S).

Lema 2.1 Un subconjunto 7" C S es abierto de acuerdo a la Definicién 2.9, si y sélo si
contiene para cada a € S también a su vecindad mdas pequena SN (a).

Teorema 2.2 Los subconjuntos de un espacio ALF .S satisface los axiomas clasicos C'1, C2
y C3 ya que son abiertos, de acuerdo a la Definicién 2.9, y, por tanto, son abiertos en el
sentido clasico.
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2.2. Propiedades de los espacios ALF

Un espacio ALF es un espacio topoldgico en el sentido clasico y la relacién de vecindad es
antisimétrica, de acuerdo con el Teorema 2.1 . Consideremos la relacién binaria a # by
a € SN(b). Se le llama usualmente relacién de ligado la denotamos con By decimos que
b liga a o a es ligado por b. Esta notacién refleja el hecho que b € Fr(a,S).

Definicién 2.10 (Relacién de ligado)
La relacién binaria entre dos elementos a y b, con a # by a € SN(b), de un espacio ALF
se llama relacién de ligado.!

La relacion de ligado es irreflexiva. De acuerdo al Teorema 2.1, debe ser asimétrica.

Lema 2.2 (Minimo y méximo)

Si S es un espacio ALF, la relacion de ligado B es transitiva, entonces S contiene elementos
los cuales no estan ligados por otros elementos y contiene elementos, que no ligan a ningin
elemento. Los primeros se llaman elementos minimos y los segundos maximos.

Lema 2.3 Sea T un subconjunto de S. Si la relacién de ligado B es transitiva, enton-
ces F'r(T,S) no contiene elementos maximos de S y para cualquier elemento a de S el
subconjunto SN (a) contiene al menos un elemento méximo de S.

Teorema 2.3 Un espacio localmente finito satisface el Axioma 2.4, si y sélo si la relacién
de ligado es transitiva.

El teorema anterior indica que la relacién de ligado es transitiva si y sélo si se tiene
que Fr(Fr(T,S)) = Fr(T,S) para todo subconjunto 7" C S.

Corolario 2.1 (Orden parcial)
La relacién B, que es irreflexiva, asimétrica y transitiva, es un orden parcial irreflexible
y se denota como a < b en lugar de aBb.

Se tienen las siguientes propiedades sobre la vecindad mas pequena.

Corolario 2.2

a) La vecindad méas pequena de cualquier elemento a de un espacio ALF es abierta de
acuerdo a la Definicion 2.9 y en el sentido clésico, resulta ser el subconjunto abierto més
pequeno que contiene al elemento a.

b) La vecindad més pequena SN (a) de una celda a contiene todos los elementos ligados
por a.

c¢) La vecindad més pequenia en un espacio ALF satisface el Axioma T1 cldsico pero no el
Axioma T2.

En la siguiente seccién consideraremos el caso particular de los espacios localmente finitos
conocidos como complejos de celdas abstractas. Comenzaremos por definir los conceptos
de estos nuevos espacios que nos ayudaran a desarrollar la nueva teoria de imagenes.

! Usaremos relacién de ligado como traduccién de bounding relation.
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2.3. Topoldgia de los Complejos

Definicién 2.11 (Menor Vecindad Abierta)
El subconjunto abierto més pequeno de un espacio ALF S que contiene al elemento a € S
es llamado vecindad abierta mas pequena de a en Sy es denotada por SON(a, S).

De acuerdo con el Corolario 2.2, SON(a, S) = SN(a).

Definicién 2.12 (Faceta)

Un elemento del espacio a es llamado una faceta del elemento b si b € SON(a,S).
Ademss, si a = b, entonces a es una faceta no propia de b. La relacién faceta es reflexiva,
antisimétrica y transitiva. Entonces, es un orden parcial reflexivo en S y se denota por
a <D.

De acuerdo al Corolario 2.2, la relaciéon de vecindad N en un espacio ALF es la inversa
a la relacion faceta aNb significa que a€ SN (b) mientras b es una faceta de a. Requerimos
de la relacién reflexiva faceta junto con la relacién irreflexiva de ligado porque hace que la
definicién de productos cartesianos del espacio ALF sea mas simple, mientras que trabajar
con complejos resulta mas facil con la relacion de ligado.

Un caso particular de los espacio ALF, el cual es muy apropiado para aplicaciones en
el computo de imagenes, e caracteriza por una relaciéon orden parcial entre los elementos
del espacio y por una caracteristica adicional: La funcién de dimensién dim(a), la
cual asigna un entero no negativo a cada elemento de espacio, asi que si b € SON(a,S)
entonces dim(a) < dim(b). Este tipo de espacio localmente finito es llamado complejo
de celda abstracta o complejo AC. Sus elementos son llamados celdas. Si dim(a) = k,
entonces a es llamada una celda k—dimensional o k—celda. La dimensién de un complejo
estd definida por la dimensién mas grande de sus celdas.

Definicién 2.13 (AC)

Un complejo de celda abstracta C' = (E, B,dim) es un conjunto de E de elementos
abstractos (celdas) con una relacién binaria asimétrica, irreflexiva y transitiva B C F' x E
llamada relacién de ligado y con una funcién de dimension dim : E — [, la funcion
va del conjunto E al conjunto I de enteros no negativos tal que dim(e') < dim(e”) para
todos los pares (¢/,€¢”) € B. Las celdas no son subconjunto de ningin otro conjunto.

Graficamente, las 0—celdas son denotadas por discos pequenos o cuadros, las 1—celdas
son denotadas por segmentos de linea, las 2—celdas por el interior de los poligonos y las
3—celdas por el interior de poliedros. En la Figura 2.3(a) el complejo consiste de solo
O—celdas y 1—celdas. En la Figura 2.3(b) el complejo consiste de 0—celdas, 1—celdas y
2—celdas. Finalmente, en la Figura 2.3(b) el complejo consiste de 0—celdas, 1—celdas,
2—celdas y 3—celdas.

La dimensién de las celdas representa el orden parcial correspondiente a la relacién de
ligado. Llamemos a la secuencia a < b < ... < k de celdas de un complejo C', en el cual
cada celda liga a la siguiente, una trayectoria de ligado de a a k£ en C. La longitud de



12 Topologia Digital de Espacios Finitos
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Figura 2.3: Ejemplos de complejos:
(a) uno—dimensional; (b) dos—dimensional; (c) tres—dimensional.

la trayectoria de ligado es el nimero de celdas en la secuencia menos 1 y se le llama la
longitud de la trayectoria de ligado.

Definicién 2.14 (Dimensién de una celda)
La dimensién de una celda ¢ de un complejo C, dim(c,C), es la longitud de la trayec-
toria de ligado mas larga de cualquier elemento del complejo C' al elemento c.

De acuerdo con la definicién anterior, la dimension de una celda esta dada de manera
relativa a un subcomplejo que contiene la celda ¢ porque la longitud de la trayectoria de
ligado mas larga puede diferir en diversos o varios subcomplejos. La dimensién dim(c, S)
de una celda c relativa a un subcomplejo S C C, c€ S, es la longitud de la trayectoria de
ligado mas larga de un minimo elemento de S al elemento ¢ en de S. La dimensién de un
subcomplejo S C C' relativa a C' es la dimensién mas grande de las celdas de S relativa
al complejo C, mientras que la dimension de S es la longitud de la trayectoria de ligado
mas larga en el subcomplejo S.

Notese que la relacion faceta de cualquier complejo AC es un orden parcial. La di-
mension de los elementos del espacio es un propiedad importante. Usando dimensiones
prevenimos algunos errores los cuales pueden ocurrir cuando se usa un espacio localmente
finito sin dimension.

Definicién 2.15 (K—complejo)

Un K—complejo es una pareja (E, B) donde E es un conjunto abstracto de elementos
llamados celdas y B es una relacién asimétrica, irreflexiva transitiva y binaria en E llamada
relacion de ligado. Un entero no negativo es asignado a cada celda de un k—complejo. Este
numero es llamado dimensién de la celda y es definido por la longitud de las trayectorias
de ligado de acuerdo a la Definicion 2.14. Las celdas no son subconjuntos de otra celda.

La Figura 2.4 muestra un complejo y su relaciones de ligado de sus celdas. La celda p
es un elemento del espacio con dimension igual a 0.Una de las trayectorias de ligado mas
largas de p a v es (p,e,f,v). Su longitud es 3, por lo tanto dim(v) = 3.

Un k—complejo es un caso particular de un complejo AC. Ya que un k—complejo es
definido de manera tnica por el conjunto E y la relacién binaria B simétrica, irreflexiva y
transitiva, se puede representar por una gréafica dirigida sin lazos ni ciclos.Un k—complejo
es un espacio ALF. Los k—complejos difieren de los complejos abstractos clasicos por la
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Figura 2.4: Ejemplo de un complejo con la relacién de ligado representada por flechas
Una flecha apunta de a a b si a liga a b.

0

a s> w v o
o|lo|o|o|o|o|o
PR OlR| ORIk
~lo|olo|olr|N
Rl R|lolk|olkr|lw
~lo|lolo|o|r|a
o|o|lo|lo|lo|jo|u

5
a b ¢

Figura 2.5: Representacion de un complejo.

definicién de la dimensién de las celdas. Una celda sélo puede ligar a otra celda de mayor
dimensién.

La Figura 2.5 (a) muestra ejemplos de cémo se pueden representar los complejos por
medio de digréficas; (b) por medio de un dibujo espacial y (¢) por medio de una matriz de
ligado. Los nodos de la digrafica representan las celdas, mientras que las aristas dirigidas
representan la relacion de ligado. La digrafica puede representarse por una matriz de
adyacencia la cual, en el caso de los complejos se llama matriz de ligado. Cada fila y y
cada columna z de la matriz corresponde a una celda del complejo. Un elemento de la
matriz (z,y) igual a 1 indica que la celda y liga a la celda z. La matriz es asimétrica.

Definicién 2.16 (Subcomplejo)

Un subcomplejo S = (E’, B') de un k—complejo C' = (E, B) es un subcomplejo cuyo
conjunto £’ es un subconjunto de F y la relacién B’ es una intersecciéon de B con E' x E.
La dimension de las celdas de S son definidas de acuerdo a la Definicion 2.14, y pueden
ser diferentes de las dimensiones de las mismas celdas en C.

Como un subcomplejo de C' es definido de manera unica por el complejo C' y el
subconjunto E’, es posible aplicar las operaciones de conjuntos como unién, interseccién
y complemento a los subcomplejos.
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Como en cualquier espacio topoldgico, algunos subconjuntos de un complejo son abier-
tos. Por ejemplo, considere la Figura 2.6, los subconjuntos { 1,1, fa} v {f1, 1, fo, l1, f3, la, v1}
son abiertos en el complejo C'. El subconjunto 7' = { f1, [} no es abierto en C' pues la celda
[ liga a f5 la cual no esta contenida en T.

Figura 2.6: La superficie de un poliedro considerada como un complejo.

Una n—celda ¢" de un complejo n—dimensional C™ es un subconjunto abierto de C™
va que ¢ no liga celdas de C™. Una 0—celda ¢ de algtin complejo C' es cerrado en algin
subconjunto C' ya que no existen celdas que liguen a .

El complemento 7" = C'\ A de un subcomplejo A C C abierto en C' es cerrado en C'
y viceversa. La propiedad de un subcomplejo S de ser abierto o cerrado es relativa, pues

depende del complejo.

Figura 2.7: Ejemplos de subcomplejos, los cuales son abiertos o cerrados dependiendo del
complejo.

En la Figura 2.7 (a) el complejo 2—dimensional C' estd representado por una malla de
lineas punteadas. El subcomplejo T' C C', que esta formado por el cuadro, las dos lineas
y el vértice negro, no es ni abierto ni cerrado en C esto se debe a que las celdas de T
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ligan a algunas celdas que no pertenecen a T y estéan ligadas por algunas otras celdas en
C'\ T. En la Figura 2.7 (b) tenemos que T" C Si, es abierto en S;, ya que contiene todas
las celdas de S ligadas por las celdas de T, pero no aquellas en C. En la Figura 2.7 (¢)
tenemos que T° C S, es cerrado en Sy, ya que contiene todas las celdas de Sy que liga
alguna celda de T'.

Teorema 2.4 (Ligado Abierto)
Un subcomplejo S C C' es abierto en (', de acuerdo a la Definicién 2.9, si y sélo si contiene
a cada celda de C' ligada por alguna celda de S.

Teorema 2.5 (Ligado Cerrado)
Un subcomplejo S C C es cerrado en C', de acuerdo a la Definicion 2.9, si y sélo si contiene
a cada celda de C' que liga a alguna celda de S.

Corolario 2.3 Si S es un subconjunto abierto de C' y la celda pertenece a S, entonces

SON(c,C) C S.

Corolario 2.4 Si una celda ¢y pertenece a la vecindad de otra celda ¢1, co € SON(cq, S),
entonces existe una vecindad ¢y que pertenece a la vecindad de ¢;. En cualquier caso:

¢y € SON(¢q,S) — SON(ce,S) C SON(¢q,S)

Definicién 2.17 (Cerradura)

Sean t y T" subconjuntos del espacio S tal que t CT'C S. El conjunto que contiene a cada
celda de T" que ligan a a es llamado la cerradura de t en Ty se denota como CI(t,T).
El conjunto ¢ \ Fr(t,T) es llamado el interior de t en T y es denotado por Int(t,T).
Al conjunto 7'\ ¢t \ Fr(t,T) se le conoce como el exterior de ¢ en 7'y es denotado por
Eaxt(t,T).

La cerradura no sélo se usa para los subconjunto sino también para las celdas indivi-
duales.

a b c d e

Figura 2.8: Ejemplos de SON y cerraduras dependiendo del complejo.

En la Figura 2.8 (a) tenemos el subcomplejo S C C representado por dos cuadros
sombreados, una linea gruesa y un vértice. En la Figura 2.8 (b) se muestra el SON(p, C)
de la 0—celda p en C, mientras que en la Figura 2.8 (¢) se muestra el SON(p, S) de p en
S. En la Figura 2.8 (d) se muestra la cerradura Cl(a, C) de la celda a en C, mientras que
en la Figura 2.8 (e) se muestra Cl(a,C) de a en S.
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Definicién 2.18 (Complejos Incidentes)
Dos subcomplejos S; y S5 de un complejo C' son incidentes el uno del otro si dos celdas
incidentes x € S; y y € S, existen en C.

Definicién 2.19 (Dual)

Un complejo D es llamado n—dual de C' cuando se obtienen de un complejo n—dimensional
C' cambiando el orden de dos celdas en cada par de la relacion de ligado B y reemplazando
la dimension de cada celda por n — d.

Si C™ es un complejo n—dimensional y D es n—dual de C", entonces D es también
n—dimensional. Cada subconjunto abierto de C™ corresponde a un subconjunto cerrado
del dual D y viceversa.

De acuerdo al principio de Dualidad, subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio
topoldgico tienen propiedades simétricas. Cuando reemplazamos la nocién de abierto por
cerrado, cerrado por abierto e intercambiamos interseccion por unién, entonces los axiomas
del espacio topolégico son validos.

Una de las nociones topoldgicas mas importantes para las aplicaciones, es la de cone-
xividad. La conexividad en los complejos es definida como la cerradura transitiva de la
relacién de incidencia o por una trayectoria de incidentes.

Definicién 2.20 (Conexo)
Un espacio topoldégico es conexo si no puede ser representado como la unién de dos
subconjuntos no vacios, abiertos y disjuntos.

Teorema 2.6 La Definicién 2.20 y la Definicion 2.4 aplicadas a los complejos AC son
equivalentes.

Se debe notar que cualquier subconjunto S de un espacio C' puede ser considerado
a su vez un espacio cuyos subconjuntos abiertos son la interseccién de los subconjuntos
abiertos del espacio C' con el subconjunto S. Entonces la Definicion 2.20 y el Teorema 2.6
se pueden aplicar a los subconjuntos de un espacio y, en particular, a subcomplejos. En
ese caso se requiere de una Definicién 2.20 mas precisa: Un subconjunto S de un espacio
topoldgico es conexo si no puede ser representado como una unién de dos subconjuntos
no vacios disconjuntos que son abiertos en S”.

La conexidad de las celdas es una relacion de equivalencia es reflexiva, simétrica y
transitiva. Sus clases de equivalencia son llamadas componentes. Conforme al Teorema
2.4, una componente de un conjunto S abierto es abierta en S y ,por otro lado, de acuerdo
al Teorema 2.5 el complemento de un subconjunto el cual es abierto en S es cerrado en
S. Por lo tanto, una componente de un conjunto S es abierta y cerrada en S. Entonces
la Definicién 2.20 se puede reformular como: Un espacio topoldgico es conexo si no puede
ser representado como la unién de dos subconjuntos no vacios, disjuntos y cerrados.
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Definicién 2.21 (n—dimensional homogéneo) Un complejo n—dimensional C™ es llama-
do n—dimensional homogéneo cuando cada una de sus celdas de dimensién menor que
liga al menos una n—celda del complejo C".

Definicién 2.22 (Trayectoria n—dimensional)
Una trayectoria de incidencia en un complejo C™ es llamada una trayectoria n—dimensional
en C™ cuando es de la forma

a:gx’f_lxg...x?__llx?

1

donde z; es una celda n—dimensional y x' " es una celda (n — 1)—dimensional de C".

Definicién 2.23 (Fuertemente conexo)

Un complejo n—dimensional C' homogéneo es llamado fuertemente conexo si para
cualesquiera dos celdas n—dimensionales de C' existe en el complejo C, una trayectoria
n—dimensional que contiene esas dos celdas.

Definicién 2.24 (Frontera)

La frontera F'r(S, C') de un subcomplejo S CC en C' es el subcomplejo de C' que contiene
todas las celdas ¢ del complejo C' tal que sus SON (¢, C') en C' contiene tanto celdas de S
como celdas del complemento C'\ S.

Corolario 2.5 La frontera F'r(S, C™) de un subcomplejo de un complejo C™ n—dimensional
no contiene celda n—dimensionales.

Definicién 2.25 (Borde combinatorio)

Considere un complejo n—dimensional C™ y su subcomplejo S*¥ k—dimensional con S* C
C". La cerradura en C™ del conjunto de todas las (k — 1)—celdas de S*, cada una de las
cuales ligan exactamente una k—celda en S* es llamado borde combinatorio de S*. Es
usual denotar al borde de S por §.S5.

Definicién 2.26 (Frontera abierta)

Considera un subcomplejo S de un complejo C. La frontera abierta O f(.S,C') de S en el
complejo C es el subcomplejo de C' que contiene cada celda c€ C cuya cerradura Cl(c, C')
contiene ambas celdas tanto de S como las celdas del complemento C'\ S.

Se emplea la nocion de frontera y frontera abierta no sélo para los subconjuntos sino
también para las celdas individuales.
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2.4. Complejos Cartesianos y Coordenadas
Combinatorias

Considera un espacio S cuyos elementos componen una secuencia
A = (eg, €1, €2, ..., €a);m > 1.

Cada e; con un indice par ¢ liga los elementos e; 1 y e;11 que tienen indices impares.
Entonces A se convierte en un espacio ALF 1—dimensional conexo. Asignamos dimension
a los elementos de A de acuerdo con la Definicién 2.14. Entonces, S se convierte en un
complejo AC 1—dimensional. Cada elemento con un indice par es cerrado y cada indice
impar es abierto.

Cada celda cerrada es una faceta propia de una o dos celdas abiertas. Los indices de A
son llamados coordenadas combinatorias de las celdas en un espacio 1—dimensional.

Definicién 2.27 (Complejo Cartesiano)
Un complejo AC de dimensiéon muy grande que se define como el producto cartesiano de
complejos 1—dimensional se llamado complejo cartesiano AC.

El conjunto de celdas de un complejo cartesiano n—dimensional AC C™ es el producto
cartesiano de n conjuntos de celdas de complejos AC 1—dimensionales.
Estos complejos son los ejes coordenados de C™ el cual es un espacio n—dimensional. Se
denotan con A; con ¢ = 1,2, ...,n. Una celda ¢ del complejo cartesiano AC n—dimensional
C™ es una n—tupla ¢ = (ay, as, ..., a,) de celdas a; de los ejes correspondientes: a; € A;.
Las celdas a; son llamadas componentes de c.

Definicién 2.28 (Relacion facial)

La relacién facial del complejo cartesiano n—dimensional C” se define de la siguiente
manera: la n—tupla (aq, as, ..., a,) es una faceta de otra n—tupla (by, bs, ..., b,) si y sélo si,
la celda a; € A; es una faceta de la celda b; € A;, para todai=1,2,...,n.

De acuerdo a las Definiciénes 2.10 y 2.12, la n-tupla (aq, as, ..., a,) liga a otra n-tupla
(b1, ba, ..., b,) siy sélo si es diferente de (by,bs, ..., b,) v es su faceta.

En la Figura 2.9 se puede ver que las coordenadas de las O—celdas Py, P, y P; son ambas
pares, las coordenadas de las 1—celdas C',Cy y (5 al menos una es impar y ;finalmente,
las coordenadas de las 2—celdas F}, F5 y F3 son ambas impares. Dado lo anterior se puede
inferir facilmente la dimension de una celda por medio de sus coordenadas, lo que da paso
al siguiente teorema:

Teorema 2.7 (Celda k—dimensional)
La dimensién de una celda ¢ = (aq,as, ...,a,) en un complejo cartesiano C' es igual al
nimero de sus componentes a;, i = 1,2, ..., n, las cuales son abiertos en sus ejes.
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Figura 2.9: Ejemplo de un complejo cartesiano 2—dimensional.

De acuerdo con el convenio de que una componente a; de la celda ¢ = (ay, as, ..., a,) es
abierta si y sélo si a; es un nimero impar, podemos decir que la dimensién de una celda
c en el espacio C" es igual al nimero de coordenadas impares de la celda c. Las celdas de
dimension més grande n en C™ son llamadas celdas principales de C™.

Definicién 2.29 (Celda Interna)

Una celda ¢ de un complejo cartesiano finito n—dimensional C" se conoce como una celda
interna de C" si y solo si la i—ésima coordenada de ¢ satisface la relacion min; <x;<max;,
donde min; es el minimo y max; es el méaximo valor de la ¢—ésima coordenada de ¢ con
respecto a todas las celdas del complejo C™.

Segun la definicion anterior, las celdas internas de la Figura 2.9 son P, Fy y Cs.

Lema 2.4 (Lema NIC1)

Una celda k—dimensional ¢* de un complejo cartesiano n—dimensional C™ liga la celda
¢™ m—dimensional si y sélo si todas las coordenadas impares de c¢* son iguales a la
correspondiente coordenada de ¢” y exactamente m — k de las coordenadas pares de c”
difieren de la correspondiente coordenada de ¢™ por uno.

Teorema 2.8 (Teorema NIC)
Una celda interna k—dimensional ¢* de un complejo cartesiano n—dimensional C" liga
exactamente C’;”:kk x 2m=* celdas m—dimensional de C™ y est4 ligado por exactamente

CF 7 x 2577 celdas j—dimensionales de C™.

Es apropiado en ocasiones emplear las coordenadas semi-combinatorias conocidas: Una
componente con una coordenada x semi-entera es una faceta de dos componentes con
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coordenadas enteras xf%. Una componente con una coordenada entera es una faceta (no
propia) por si misma. Esta versién es ttil en los casos cuando una celda compleja se
compara con una imagen digitalizada.

2.5. Complejos AC comparados con otros Espacios
Localmente Finitos

Se puede observar que para cualquier complejo Euclidiano hay un complejo AC isomorfo,
pero el inverso no es verdad. Una celda k—dimensional ¢* del complejo Ac C' la cual liga la
celda m—dimensional ¢™ de C corresponde a una faceta k—dimensional f* de una celda
m—dimensional ™ de un complejo Euclidiano. Similarmente, para cualquier complejo
simple existe un complejo isomorfo AC cuyas 2—celdas estan ligadas por exactamente tres
1—celdas y cuyas 3—celdas estan ligadas por exactamente cuatro 2—celdas.

Los espacios localmente finitos llamados espacios Khalimsky, son similares a los com-
plejos cartesianos AC. Un espacio Khalimsky 1—dimensional es una secuencia alternante
de puntos delgados y puntos gordos mientras la vecindad mas pequena de un punto del-
gado es el punto en si y que un punto gordo contiene ademés del punto en si, otros dos
puntos delgados.

Tal como un espacio es equivalente a un complejo 1—dimensional: los puntos delgados
corresponden a las 1—celdas y los puntos gordos a las 0—celdas. El orden parcial corres-
ponde a la relacién faceta. Los espacios Khalimsky de dimensiones més altas son defini-
dos como productos cartesianos de espacios 1—dimensionales. Para un espacio Khalimsky
n—dimensional obviamente existe un complejo AC cartesiano equivalente. La diferencia
importante entre estos dos espacios es que no hay una dimensién asignada a los elemen-
tos de un espacio Khalimsky. Sin embargo, la nociéon de dimension de las celdas es muy
importante, ignorar la dimension de las celdas puede llevar a equivocaciones y errores.
Todos los posibles espacios localmente finitos tienen mucho en comiin, como se indica a
continuacion:

Teorema 2.9 (Teorema IAC) Para cualquier espacio topoldgico localmente finito que
satisface los axiomas propuestos existe un complejo AC isomorfo.



Capitulo 3

Entorno del problema

Para el andlisis de imagen se recomiendan diferentes formulas que combinan nimeros de
configuraciones del espacio local a lo largo de la curva o a lo largo de la frontera de una
region digital para estimar la longitud de una curva digital o del perimetro de un objeto
digital plano. En general, se sabe que estos métodos son imprecisos y, lo mas importante,
es que la precision no puede ser mejorada incrementando la resolucién de la digitalizacion.

Desde el punto de vista de la convergencia, la estimacion de un perimetro y la del area
de una region plana se comportan de manera muy diferente: El drea puede ser estimada
contando el nimero de elementos en el espacio, tales como puntos en la malla o cuadrados
que contiene el objeto. Esta estimacion converge al drea real para regiones en el plano
Fuclidiano. En cambio, estimar la longitud de una curva de Jordan no puede estar basada
en el conteo de elementos del espacio, tales como aristas o diagonales de la malla, ya que
al escalarse podria modificarse la resolucién de la malla y la aproximacion del perimetro
podria ser muy diferente para diversas orientaciones, de curvas idénticas.

Durante el desarrollo de esta tesis analizaremos y compararemos dos técnicas: el méto-
do DSS el cual se basa en la particiéon de una curva digital en segmentos rectos, y el
método M LP, que se caracteriza por el calculo del poligono de longitud minima en una
frontera abierta de una regién digital. Ambos métodos nos permiten calcular la longitud
de una curva o el perimetro, respectivamente, de curvas digitales o de conjuntos digitales
simplemente conexos.

Para ambas técnicas se sabe que la medida de la longitud de la curva converge al valor
real si una region convexa, en el plano Euclidiano, es digitalizada con resolucién incre-
mental de la malla. Estos teoremas fundamentan la teoria de este trabajo.

Los algoritmos DDS y M LP presentados son de tiempo lineal. Ambos se describen de-
talladamente y se ejemplifican. Ademads, también se comparan con respecto a la velocidad
de convergecia y el nimero de segmentos generados.
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3.1. Fundamentos del Trabajo

Las regiones digitales que usaremos estaran descritas por medio de complejos de celdas
abstractas AC !, sea C' = [E, B, dim] un AC, entonces C' tiene un conjunto E de elementos
o celdas, ademas, posee una relacion binaria antisimétrica, irreflexiva y transitiva B que
es llamada relacién de ligado. Si B(€’,e”) entonces decimos que €' liga a €”, para toda
e,e’ € E. La dim es una funcién entera que especifica la dimensién de un elemento e €
FE. Una k—celda es una celda de dimensién k. Una celda sélo puede ligar a otra celda de
una dimension mayor. Si una celda liga a otra, entonces se dice que son incidentes la
una a la otra. Una celda es incidente a si misma. Con esto podemos ver que la relacién de
incidencia es simétrica, reflexiva y no es transitiva. La envolvente transitiva de la relacion
de incidencia es la relaciéon de conexividad, definiendo asi la nociéon topoldgica de
subconjuntos conexos en los complejos de celdas abstractas AcC.

3.2. Linea frontera y Frontera abierta de una regién
digital.

Los algoritmos a analizar en esta seccién pretenden calcular la longitud de una curva
abierta o cerrada en el analisis de imagenes. Comenzamos por tomar a las curvas cerradas
como las fronteras de las regiones y las curvas abiertas como subconjuntos de las fronteras.
Una region digital es el resultado de la digitalizaciéon de una regién analoga. Una curva
digital es la linea frontera (o un subconjunto conexo de una linea frontera) de una regién
digital. Para tener una expecificacién exacta de las nociones de las regiones digitales y sus
fronteras, haremos referencia a diversos conceptos basicos de la topologia de los complejos
de celdas abstractas descritos en el Capitulo 2.

(@) (b)
Figura 3.1: Ejemplo de una regién y su analogo digital.

En la Figura 3.1(a) se muestra una regién sin digitalizar y mientras que en la (b) se
muestra el analogo digital de la misma region al utilizar alguna estructura de datos para

IPresentado en el Capitulo 3, Definicién 2.13.
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representarla en la computadora, las cuales se analizaran posteriormente.
Consideraremos a una imagen digital 2—dimensional como un espacio cartesiano AC
2—dimensional. Un espacio cartesiano AC 2—dimensional es un producto cartesiano (pro-
ducto cruz) de dos AC 1—dimensionales que pueden considerarse ejes coordenados. Contie-
ne celdas de dimensién 0, 1y 2. Llamamos a las 2—celdas pizeles; las 1—celdas, cracks?,
y las 0—celdas, puntos.

Graficamente representamos a los pixeles como cuadrados, a los cracks como los lados de
esos cuadrados y los puntos representan vértices de los cuadros permitiéndonos visualizar
la relacion de ligado de un AC: un crack liga a un pixel si el crack es representado como un
lado del cuadro que representa al pixel, asi un punto liga a un crack si el punto representa
uno de los puntos finales del segmento de linea que representa al crack y un punto liga
a un pixel si el punto representa un vértice de cuadro que representa al pixel. En un
complejo cartesiano las celdas se organizan en filas y columnas para formar una malla
regular. Esta red se pueden dibujar ortogonalmente. Hay que aclarar que esta manera de
representar los cartesianos AC no implica que las celdas de un AC son subconjuntos de un
plano Fuclidiano. Las celdas de un AC no estdn compuestas por objetos mas pequenos,
son unidades invisibles de diferentes categorias definidas por su dimensién.

La idea principal que llevé a usar los AC, es tener una estructura que contenga un
nimero finito de elementos que se puedan almacenar y procesar por la computadora y
que poseen una topologia en el sentido clésico.

Un subcomplejo S es homogéneamente 2—dimensional si alguna celda en S es una
2—celda o bien liga a una 2—celda de S. Una regién digital es un subcomplejo conexo ho-
mogéneamente 2—dimensional cuyo complemento es también conexo y homogéneamente
2—dimensional.

Es facil ver que la vecindad méas pequena de un pixel, consiste del propio pixel. La
vecindad més pequena de un crack contiene al crack y a los dos pixeles que estan ligados
por él. La vecindad méas pequena de un punto contiene al mismo punto y los cuatro pixeles
ligados por él. Por lo tanto, la frontera de una region digital consiste de cracks y puntos
y no contiene pixeles.

El problema que consideramos consiste en estimar el perimetro de una preimagen de
una regién digital S mientras que analizamos a S. El estimado se espera que sea lo mas
cercano al perimetro del la preimagen de 9, el cual se asume que es una regién en el plano
Euclidiano, teniendo una curva de Jordan® como su frontera. El objetivo, en palabras més
precisas, consiste en asegurar la convergencia hacia el perimetro verdadero.

La linea delimitante o linea frontera de una regién digital S esta definida como un
secuencia alternante de cracks y puntos, los cuales cubren todas las celdas en 0.5 y donde
cada celda es seguida por una celda incidente a ella. La linea delimitante es una curva
poligonal ciclica cerrada y se puede dividir en segmentos digitales de lineas rectas (DsS).
El método Dss, por sus siglas en inglés, es definido mediante la particion de una frontera
en segmentos digitales de lineas rectas cada uno de longitud maxima.

2Hay que aclarar que crack y arista son dos conceptos distintos, pues la aristas representa lados de
un poligono y los cracks solo lados de los pixeles.
3Una curva de Jordan corresponde a cualquier curva en topologia.
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Figura 3.2: Ejemplos de particion de una linea delimitante en DSS de longitud méaxima.

En la Figura 3.2 podemos ver la particion de la linea delimitante de la region digital S.
Observamos que en ambos casos la particién es distinta aunque tienen el mismo vértice
inicial, recordemos que los resultados de la particién pueden variar dependiendo de la
posicién inicial y orientacion que se elijan. En este caso el primer ejemplo nos muestra la
particion en sentido de las manecillas del reloj y el segundo en sentido contrario.

Especificamente, el algoritmo DSS traza la linea delimitante crack por crack y la sub-
divide en segmentos digitales rectos de longitud maxima. El algoritmo detecta para cada
longitud maxima DSS las coordenadas de sus puntos extremos y calcula la longitud de
cada DSS como la distancia euclidiana entre estos puntos. La suma de las longitudes de
estos segmentos de linea es finalmente usada como el estimado DSs del perimetro de la
region digital dada.

El método MLP,por sus inglés, originalmente, se define usando la nociéon de una malla
continua. Sin embargo, trabajar con una frontera abierta de una region digital también
es adecuado. La frontera abierta de una region S es el conjunto de todos los cracks
y pixeles cuya cerradura topoldgica intersecta tanto a la region S como al complemento
C'\ S. Esto difiere de la linea delimitante la cual consiste de puntos y cracks.

Dos pixeles ey, es se dice que estdn conectados por aristas si no son idénticos y si
existe (exactamente) un crack incidente a ambos pixeles. Una frontera abierta es llamada
simple si cada 2—celda e en esta frontera abierta esta conectada por arista a dos 2—celdas
adicionales en tal frontera abierta. Unicamente los cracks entre dos 2—celdas conectadas
por aristas de una frontera abierta estan contenidas en esta frontera abierta y ningin otro
crack.

Una malla continua del ciclo cerrado simple 1-dimensional corresponde a la
cerradura de una frontera simple cerrada. Una frontera abierta de una regién digital
contiene (al menos) una frontera abierta simple. Si la frontera abierta de una regién digital
S es homeomorfa al ciclo cerrado* entonces se cumple que todas las celdas de la frontera

4Fl autor hace referencia al termino annulus que de manera formal se refiere a una figura geométrica
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de esta frontera abierta puede ser trazada por dos secuencias alternantes de cracks y
puntos; es decir, la linea delimitante L; de la region dada y una segunda linea L, a la
cual denominados linea delimitaciéon de la regiéon dada.

El método MLP consiste en encontrar la curva poligonal méas corta, llamada MLP por
sus siglas en inglés, que cae completamente en la cerradura de la frontera abierta de una
region digital S y rodea la linea delimitante de S. La curva MLP de una cerradura de una
frontera abierta de una region digital es definida de manera tnica si esta frontera abierta
es homeomorfa al ciclo cerrado. La longitud de esta MLP es finalmente usada como el
estimado MLP del perimetro de la region digital.

En la Figura 3.3 hay dos ejemplos que ilustran nuestra definicion de MLP. En ambas
figuras podemos ver una region digital S, en la figura de la derecha encontramos la frontera
abierta de S'y su poligono de longitud maxima; en la figura de la izquierda la regién digital
presenta dos huecos, el primero de ancho 1 y el segundo de ancho 2, esto nos muestra los
problemas que podemos encontrar al calcular su poligono de longitud maxima, ademés
vemos la linea delimitante L, y la linea delimitacion Ly de la region digital expandida.

FronteraAbierta  Region Digital S MLP Region Digital S con cavidades Ay B

fffffffffffffffffffffffffffffff

Linea Delimitante L1 Linea Delimitacion L2

Figura 3.3: Ejemplos de MLP.

3.3. Segmentos Digitales de Lineas Rectas

Los segmentos digitales de lineas rectas se pueden definir a partir de la nocién de un
semiplano. Por esta razén, tendremos que asignar coordenadas a todas las celdas del
complejo C'. En general, la teoria de los AC permite la especificacion de las coordenadas
topoldgicas de las celdas: Supongamos un complejo 1—dimensional que consiste de una
secuencia alternante de O—celdas y 1—celdas. Estas celdas son enumeradas de manera
Unica por enteros que especifican las coordenadas topologicas para todas las 0—celdas y
1—celdas. El producto cruz de dos complejos 1—dimensionales es isomorfo a un complejo

con forma de anillo, es decir, un ciclo cerrado.
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2—dimensional C' introduciendo tupla de enteros como las coordenadas topoldgicas para
todas las 0—celdas, 1—celdas y 2—celdas.

Definicién 3.1 (Semiplano digital)
Sea C' un complejo. Un semiplano digital en C' es el conjunto de todas las celdas cuyas
coordenadas satisfacen una desigualdad lineal dada.

Hay que observar que un semiplano digital satisface la definicion de una regién digital.
Asi, la linea delimitante de un semiplano digital queda definida.

Definicién 3.2 (Segmentos digitales de linea recta o DSS)

Un segmentos digitales de linea recta o DSS es un subconjunto conexo de la linea
delimitante de un semiplano digital. Se sigue que un DSS no contiene pixeles, solamente
contiene cracks y puntos, como se ha indicado anteriormente para las lineas delimitantes
de las regiones digitales en general.

Esta nos es la inica manera de definir los segmentos digitales de linea recta en espacios
finitos. En principio hay, al menos, dos tipos de DSS considerados en la literatura de
la geometria digital: el primero es el DSS como se definié anteriormente que consiste de
cracks y puntos, el cual también se puede llamar DSS frontera, y el segundo, llamado
segmentos digitales de linea recta visual o DSS visual es una secuencia de pixeles
cuyas coordenadas topoldgicas satisfacen dos desigualdades lineales. Este tltimo tipo de
DSS es extensamente utilizado, ya que es facil de visualizar en una computadora mientras
que el Dss frontera requiere de esfuerzos adicionales para poder visualizarlo.

El Dss frontera describe las lineas delimitantes de las regidnes y, siendo curvas ma-
tematicas de ancho cero, que se puede usar facilmente en soluciones de diversos problemas
en geometria digital. Los DSS frontera se han elegido para resolver el problema de la sub-
divisién de una curva digital dada en DSS de longitud méaxima, donde una curva digital
es una secuencia alternante de puntos y cracks. Esta puede o no ser un ciclo cerrado.

Consideramos a la curva digital como dirigida. Esto significa que todo crack tiene un
punto de inicio y un punto final siguiendo una orientacién global tinica de la curva. La
arista mas larga en la envolvente convexa del conjunto de puntos de un DSS es llamado
su base. Cualquier punto de un DSS tiene una distancia restringida desde la base. Si la
base se encuentra a la derecha del DSs (de acuerdo a la orientacién del DSS) entonces
es llamada base derecha. En este caso la base izquierda queda definida como el lado
del envolvente convexa paralelo a la base derecha. La base izquierda puede degenerarse a
Unicamente un solo vértice.

Del mismo modo, si el lado més largo de la envolvente convexa se encuentre a la izquier-
da del DSS entonces se llama la base izquierda, y la base derecha queda entonces definida
como el lado del envolvente convexa que es paralelo a la base izquierda. Finalmente,
contiene un unico vértice.

En la Figura 3.4 se muestra un ejemplo de una curva digital dirigida a la cual calculamos
su cierre convexo y asi podamos encontrar la base de esta curva, de acuerdo a la definicion
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Figura 3.4: Ejemplo del célculo de las bases.

podemos ver que la base es una base derecha y con esto podemos identificar la base
izquierda que por definicion es la arista paralela a la base derecha.

Usamos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano donde los puntos de la malla
(0—celdas) tienen tuplas de nimeros enteros como coordenadas. Todos los puntos de la
malla(X,Y) de un DsS satisfacen las siguientes desigualdades:

0<V-X-U-Y+W|U|+|V|-1

donde (U, V) es el vector tangencial paralelo a la base derecha del DSS teniendo compo-
nentes enteras primas mutuas y W es un entero de valor constante para el DSS y elegido
de tal manera que V - X — U - Y + W sea igual a cero para cualquier punto de la malla
(X,Y) que se encuentran en la base derecha. Denotaremos el valor V- X —U - Y + W
como H(X,Y). Tenemos entonces que 0 < H(X,Y) < |U|+ |V|— 1. También se satisface
que si H(X,Y) es igual a menos uno lo cual significa que el punto (X,Y) no pertenece al
DSS con los parametros dados U,V y W, entonces los parametros pueden ser actualiza-
dos de tal manera que todos los puntos anteriores del DSS, asi como los puntos recientes
(X,Y), pertenezcan a un DSS caracterizado por los pardmetros actualizados. Este método
de actualizacién es implementado en la funcién DSS_Cont().

El valor H(X,Y) = —1 corresponde a un delimitante exterior derecho °, esto es, a
un punto, el cual se encuentra a la derecha de la base derecha. De manera similar, podria
haber un delimitante exterior izquierdo. En este caso H(X,Y) es igual a |[U|+|V|. En
los casos en que H(X,Y)<—1 o0 que H(X,Y)<|U|+ |V]| no hay la posibilidad de ajustar
el pardmetro; esto es: no existe un DSS que contenga a todos los puntos anteriores junto
con el punto actual (X,Y).

5Utilizaremos el término delimitante exterior como traduccién del término outliner
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3.4. Poligono de longitud minima

Para una linea L en el plano Euclidiano sea Py, la zona cerrada poligonal delimitada por
la linea L. Para la linea delimitante L y la linea de delimitacion Ly se tiene que Ly C Py, .
Suponemos que una curva poligonal es trazada en sentido contrario a las manecillas del
reloj. Un vértice de estas curva poligonal es un vértice convexo si la curva gira a la
izquierda en este vértice, un vértice céncavo en el caso de que gire a la derecha, y
un vértice colineal en comparaciéon con ambos vértices vecinos en otro caso. Para tal
decision es comun usar el valor del determinante:

det(p1, p2,p3) = (Xo — X1)(Yz — Y1)(X3 — X))

para la secuencia de tres puntos p; = (X;,Y;), con i = 1,2,3; la cual es negativa para los
giros a la izquierda, positiva para los giros a la derecha, e igual a cero para las situaciones
colineales suponiendo un sistema coordenado XY Los vértices del M LP en G = Pp,\ P},
pertenece a cualquiera de los vértices convexos de L; o a los vértices concavos de L.

Supongamos que tenemos dos curvas de Jordan Ly, L. Decimos que un rayo pg toca
primero a [, siy solo si el rayo comienza en p, pasa por ¢, intersecta a L; en un punto
r, y no intersecta a Ly entre ¢ y r. De manera similar, definimos una situacién donde el
rayo 17(} toca primero a L.

Un rayo intersecta a una curva si hay puntos de la curva en la izquierda y asi y en la
derecha del rayo, y el conjunto interseccion del rayo y la curva es no vacia. Hay que notar
que el rayo puede ser incidente con todo un segmento recto de la curva, esto es que el punto
r puede ser cualquier punto de tal segmento en este caso. Ahora supongamos una linea
delimitante L; y una linea delimitacion de Lo, de una frontera abierta y sea pg, p1, pPn_1
el MLP rodeando a L; en la cerradura de estas frontera abierta. Entonces, satisface que
el rayo @iﬂ(mod n) toca a Ly primero si piyi(mod n) € Lo, 0 el rayo ﬁiﬂ(mod n) toca Ly
primero si Piti(mod n) € L1, parat=20,1,...,n — 1.



Capitulo 4

Algoritmos para determinar la
longitud de curvas digitales

En este capitulo describimos con detalle los algoritmos DSS y el MLP, dara la implementa-
cion de ambos senalando detalles especificos y mostrando ejemplos de cada uno. Ademas,
para representar las imagenes en la computadora se usara la estructura de la malla estan-
dar, que se vera mas adelante.

En aplicaciones para el andlisis de imagenes la secuencia es generada durante el proceso
de rastreo, crack por crack, una linea delimitante de una regién digitalizada. La entrada
de ambos algoritmos es una secuencia de N puntos de una malla P[1..N] en una linea
delimitante de una region digital S, cada punto es descrito por la estructura de datos
(P[i].X, P[i].Y') que contiene las coordenadas enteras del i—ésimo punto P[i]. Ya que una
linea delimitante es un ciclo cerrado P[N] debe ser igual a P[1]. Como la secuencia de
puntos de entrada de una malla se supone que sigue a una linea delimitante de una region
digital, las coordenadas de los dos subsecuentes puntos en la secuencia con indices 7 e i+ 1
deben satisfacer la condicion [X; 11 — Xi] + [V — Y] = 1.

Para ambos algoritmos la salida es un valor Perim el cual es el estimado DSS o el esti-
mado MLP del perimetro de una region digital S. En los Apendices E,2 a E5 se presentan
la teoria y las estructuras de datos que proporcionan de manera explicita la informacion
topoldgica para los complejos 2D y 3D respectivamente, sin embargo estas estructuras no
son completamente necesarias para resolver el problema.

4.1. Malla Estandar.

Las iméagenes de 2 y 3 dimensiones son almacenadas en la computadora usualmente en
arreglos de la dimension correspondiente. Cada elemento del arreglo contiene ya sea un va-
lor de gris, un color o una densidad. A esta estructura se le conoce como malla estandar.
Esta estructura de datos no esta disenada para soportar operaciones topoldgicas, sin em-
bargo es posible realizarlas sin cambiar la estructura. Por ejemplo, es posible trazar y
codificar la frontera de una region en una imagen 2—dimensional a pesar de la apa-
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rente dificultad que presenta con relacién a la Definicién 2.5(Frontera), que consiste de
O0—celdas y 1—celdas, mientras que la malla contiene sélo pixeles los cuales se interpretan
como 2—celdas. Esta interpretacion se debe a que un pixel contiene una caracteristica
Optica como la brillantez o el color que es proporcional a cierta area. Podemos ver que el
rastreo en la malla estandar es posible pues el concepto de un complejo AC es la manera
de ver a las propiedades topologicas de una imagen digitalizada en lugar de una manera
de codificarlas.

Cuando pensamos en una imagen 2—dimensional como un complejo AC 2—dimensional,
esté contiene celdas de dimensién cero a dos. Las 2—celdas (pixeles) en la malla estandar
tienen coordenadas enteras las cuales, a diferencia de las coordenadas topoldgicas, que
son siempre impares, pueden tomar cualquier valor entero, par o impar. Los pixeles son
representados explicitamente en la malla estandar, mientras que las 0—celdas y 1—celdas
son representadas implicitamente.

La correspondencia entre las coordenadas combinatorias y estandar esta definida por
la Regla de Asignacion de Coordenadas. La regla nos dice que cada pixel f de una
imagen 2D recibe una 0—celda asignada a este como una celda propia. Esta es la 0—celda
situada en la esquina de f la cual es la més cercana a las coordenadas de origen. También
se la asignan las 2—celdas incidentes a la 0—celda como propias. Asi cada pixel recibe
tres celdas propias de baja dimensién, ademés todas las celdas de f reciben las mismas
coordenadas de f.

Y
R=(173)
P=(23)
3 L —
C.=(1,2) 2 — | F=(.2)
L T R=(22)
P=@a C.=(1,2)
0
X

0 12 3
Figura 4.1: Coordenadas no combinatorias de celdas de dimension menor.

En la Figura 4.1 podemos observar la Regla de Asignacion de Coordenadas aplicada al
pixel F', donde la 0—celda P; y las 1—celdas C y C5 corresponden a sus celdas propias
y, por lo tanto, tiene las mismas coordenadas que el pixel.
Laregla de asignacion de coordenadas puede extenderse para abarcar celdas 3—dimensionales
de la siguiente manera: cada voxel obtiene siete celdas propias de baja dimension las cua-
les son asignadas de manera similar a la del caso 2—dimensional. A éstas se les asignan
las mismas coordenadas de las de su correspondiente voxel. En el caso n—dimensional el
numero de las celdas propias de una celda n—dimensional es 2" — 1. En el Apéndice E,1
se presenta otra forma para representar las imagenes en las computadoras.
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4.2. Trazado de la frontera en imagenes 2D.

El trazado de la frontera se vuelve extremadamente simple cuando pensamos en una ima-
gen 2D como un complejo 2D. La estrategia del algoritmo consiste en lo siguiente: en cada
punto P (0—celda) de la frontera se busca el siguiente crack (1—celda) C' de la frontera
incidente a P y se da un paso a lo largo del crack hacia el siguiente punto de la fronte-
ra. Se repite este procedimiento hasta alcanzar el punto inicial nuevamente. El algoritmo
TRACE sigue la frontera de una region del primer plano comenzando y terminando en
el mismo punto dado (z,y). Como utilizamos la malla estandar los puntos y cracks son
representados implicitamente. TRACE siempre comienza en la direccion del eje Y positivo.
Después de cada movimiento a lo largo del crack C, de la frontera los valores de los
pixeles Ry L del SON(P), con P el punto final de C, deben probarse ya que los valores
de los otros pixeles del SON(P) ya han sido probados durante el movimiento previo.
Notese que los cracks en un complejo cartesiano 2D solo tiene cuatro diferentes direc-
ciones. Por lo tanto, la variable direction toma los valores del 0 al 3. La Figura 4.2 (a)
muestra las cuatro posibles direcciones de un crack; en (b) se presentan los pixeles derecho
e izquierdo.
El punto que corresponde a la esquina de un pixel, el cual es el méas cercano al origen,
tiene las mismas coordenadas que el pixel.

1 (RX,R.Y)

R
2 0 (LXL.Y) (PXPY) ¢

L P

3
@ (b)

Figura 4.2: (a)Las cuatro direcciones de un crack y (b) los pixeles derecho e izquierdo.

Listado 1 Trace

Trace(array image; int x, y){
P.X=x; PY=y; direction = 3;
do{
R =P + right[direction];// R es el pixel derecho.
L=P+ left[direction];// L es el pixel izquierdo.

if (image[R] = foreground)

direction = (direction + 3) mod 4;// giro derecho.
else{

if (image[R] = background)

direction = (direction + 1) mod 4;//giro izquierdo.
}
P =P + step[direction];// un movimiento en la nueva direccion.
twhile( P.X = x || P.Y I=1vy );// end while
}// end Trace
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El algoritmo TRACE toma como pardmetro un arreglo 2D I'mage[N X, NY| que repre-
senta una imagen 2D, en malla estandar, cuyos elementos contienen valores de grises o
colores. Las variables P, R, L y los elementos de los arreglos right[4], left[4] v step[4]
son estructuras representando vectores 2D con coordenadas enteras. La operacion '+’ se
refiere a la suma de vectores.

Implementacién

Antes de empezar a calcular la frontera hay que recordar que en la computadora las
coordenadas se presentan de una manera distinta a la que estamos acostumbrados. En la
Figura 4.3 se observan ambas representaciones de las coordenadas.

X (0,0) X

(0.0) Y
@ (b)

Figura 4.3: Representacién de las coordenadas: (a) tradicional; (b) computacional.

Esto es muy importante ya que si recordamos Regla de Asignacién de Coordena-
das, ésta nos dice que cada pixel de una imagen 2D tiene una celda propia,la cual es, la
0—celda que estd en la esquina més cerca al origen. Por lo tanto, en las coordenadas de la
computadora la celda propia de los pixeles se encuentra en la esquina superior izquierda.
En la Figura 4.4 se muestran las celdas propias tanto en las coordenadas usales como las
de la computadora.

X 0,0 X

- CeldaPropiadeC

daPropiade C eldaPropiade t

A ™ CdldaPropiadeB Celda Propiade A
Celda Propiade A v

0,0 @ Y (b)

Figura 4.4: Las celdas propias de los pixeles: (a) coordenadas normales, (b) coordenadas
de la computadora.
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De acuerdo con la regla de asignaciéon de coordenadas la 0—celda propia tiene las mis-
mas coordenadas de su pixel. Sin embargo, una 0—celda, en coordenadas combinatorias,
son pares y los pixeles de la imagen tienen coordenadas tanto pares como impares. Afortu-
nadamente basta con multiplicar por dos las coordenadas del pixel para obtener las de la
O0—celda. A pesar de lo anterior, podemos utilizar directamente las coordenadas del pixel
sin que afecte el procedimiento.

Ahora que hemos establecido las condiciones en la que se presentan los datos, podemos
pasar al algoritmo. Dentro de las variables de algoritmo tenemos los arreglos right[4],
leftl4] y step[4]. Los primeros dos arreglos contiene los pixeles derechos e izquierdos de la
0—celda con respecto a la direccion actual, en la Figura 4.5 podemos ver las 4 direcciones
posibles y en las demas podemos ver los pixeles derecho e izquierdo correspondientes a
esa direccién, en algunas ocasiones R o L es igual a P. El arreglo step, en cambio, nos
dice cuanto nos movemos en la direcciéon actual para llegar a la siguiente 0—celda en la
frontera.

Figura 4.5: Las direcciones posibles y las posiciones de los pixeles derecho e izquierdo.

En la Figura 4.6 (a), comenzamos el trazado del frontera en la 0—celda propia [ = (7, 1)
con la direccion 3, entonces de acuerdo con el algoritmo vemos si R es igual al valor del
primer plano y si I es igual al valor del fondo, en este caso R es igual al valor de fondo e
es igual al valor del primer plano, por lo tanto no hay un cambio de direccion y avanzamos,
en la direccion 3, la cantidad que nos indique step, que es una unidad en la coordenada
Y, entonces tenemos que la 0—celda propia del pixel (7,2) estd en la frontera.

Figura 4.6: Ejemplo del trazado de la frontera.

Al inicio del siguiente ciclo comenzamos en el pixel (7,2) con la direccién es 3. Obtene-
mos los valores de R e I, revisamos si corresponden al valor del primer plano y del fondo,
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respectivamente; en este caso R es igual al valor del primer plano y entonces tenemos
que hacer un cambio de direccién. Al final tenemos que la nueva direccién es 2, ahora
avanzamos en este direccion la cantidad que step indique en esta direccién, que es -1 en
la coordenada X, y por lo tanto la 0—celda propia del pixel (6,2) esta en la frontera.
En la Figura 4.6 (b) podemos ver el resultado del algoritmo después de 11 ciclos, de esta
manera seguimos hasta alcanzar nuevamente el vértice inicial. Finalmente, en la Figura
4.7 podemos ver la frontera contruida por el algoritmo.

Figura 4.7: La frontera final de la figura.

4.3. Algoritmo DSS.

La tarea consiste en el rastreo de una curva digital P[1 : N] crack por crack y de manera
secuencial dividirla en DSS de méaxima longitud. El algoritmo DSS realiza los siguientes
pasos:

(i) Inicializar un DSS con un crack;

(ii) Revisar si el punto actual de la malla ain pertenece al iltimo DSS, durante la prueba
de rastreo de la linea delimitante;

(iii) Ajustar el pardmetro del DsS, si el punto actual no pertenece al DSs, de tal manera
que el DSs contenga todos los puntos previos; esto es, desde el principio del iltimo
DSS hasta el punto anterior, asi como el 1iltimo punto;

(iv) Cerrar el ultimo DSS y generar un mensaje de término, si no hay ajuste posible.

El algoritmo DSS es presentado en el Listado 2.
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Listado 2 Algoritmo DSS.

DSS_Perim(array P){
N.DSS = —1;//Indice del primer DSS distinto 0.
Perim = 0.0;
for(i=2 to N){
dir = F(P[i]-P[i—1]);//Direccion del ultimo paso
//especificada por la funcion F()

if (i=2){
BRK = 1;//Inicializacion del parametro al inicio.
telse{
BRK = DSS_Count(P[i],dir);//
}
if (BRK > 0)
{
StartL = StartR = P[i—1];
EndL = EndR = P[i];
Tang = P[i] — P[i—-1];
DIR[1] = dir;
DIR[2] = —1;//Se desconoce DIR[2].
HR = 0;//HR es igual a H(X,Y)
Vertex = P[i—1];
N_DSS = N_DSS + 1;
if( i > 2){
//Distancia Euclidiana.
Perim = Perim + Distance(Vertex, P[i]);
+//end if
Y//end if
Y//end for

N_DSS = N.DSS + 1;
Perim = Perim + Distance(Vertex ,P[i]);
}// end DSS_Perim

El algoritmo usa las siguientes variables:

1. DIRJ1 : 2]: arreglo que contiene ambas direcciones permitidas por el tltimo DSS;

2. StartL, StartR, EndL, EndR: puntos iniciales y finales de las bases izquierda
y derecha, respectivamente cada punto es descrito por una estructura de datos
(int:X,int:Y) que contiene sus coordenadas;

3. Vertex: punto final del DSS previo, es descrito por una estructura (X,Y');

4. Tang: vector tangencial que especifica la direccion de las bases del reciente DSS y
estd descrito por una estructura similar, con Tang. X = U y Tang.Y =V,

5. HR: valor entero de H(X,Y') del lado izquierdo de la desigualdad del semiplano
Euclidiano cuya frontera o borde es incidente con la base derecha del DSS mientras
H R sea positivo para los puntos de la malla del DSS; y
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6. N_DSS: indice (etiqueta) del DSS que se acaba de detectar,
¢ : indice del dltimo punto,
dir: direccién del iltimo crack, y
BRK: bandera para comenzar el siguiente DSS si BRK = 1.

La funcién DSS_Count determina si el DSS actual puede ser extendido o no. Si si en-
tonces los pardmetros deben ser ajustados, si es necesario.

La funcién entera DS.S_Cont es llamada varias veces por el algoritmo DSS_Perimeter,
tiene como entrada el ultimo punto P[i] descrito por la estructura de datos (P.X, P.Y)
que contiene las coordenadas de Pli] y la direccién dir del ltimo crack cuyo punto final
es P[i]. La salida es igual a 0 si P[i] pertenece al tltimo DSs ajustado, o es igual a 1 si no
existe un DSS que contenga el ultimo punto Pli] y todos los puntos anteriores. El Listado
3 presenta un bosquejo del algoritmo DSS_Count.

Listado 3 Algoritmo DSS_Count.

DSS_Count(array P,int dir){
if (DIR[2] < 0 && dir = DIR[1]){
EndL = EndR = P; return 0; //valor permitido de HR }
if (DIR[2] >= 0 &% dir != DIR[1] & dir != DIR[2])
return 1; //Una tercera direccion esta prohibida
if (DIR[2] < 0 && dir != DIR[1]) DIR[2] = dir;
//Se encontro una segunda direccion
//Actualizar el valor del lado izquierdo de la desigualdad
switch (dir){
//HR es igual a H(X,Y)
case 0: HR = HR + Tang.Y; break;
case 1: HR = HR — Tang.X; break;
case 2: HR = HR — Tang.Y; break;
case 3: HR = HR + Tang.X; break; }
if(HR > 0 && HR < abs(Tang.X) + abs(Tang.Y) — 1)
return 0; //Valor permitido
if(HR < =1 || HR > abs(Tang.X) + abs(Tang.Y))
return 1; //Valor no ajustable
if (HR = 0){ //P esta en la base derecha
EndR = P; return 0;}
if (HR = abs(Tang.X) + abs(Tang.Y) — 1){
//P esta en la base izquierda
EndL = P; return 0; }
if(HR = -1 ){//P es un outliner derecho
EndR = P; StartL = EndL; Tang = P — StartR;
HR = 0; return 0; }
if (HR = abs(Tang.X) + abs(Tang.Y)){
//P es outliner izquierdo
EndL = P; StartR = EndR; Tang = P — StartlL;
HR = (P.X — StartR.X) % Tang.Y —
( P.Y — StartR.Y ) % Tang.X;
return 0; }
}//end DSS_Count
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Implementacion

Analizando el algoritmo DSS se ecuentra la funcién F que indica la direccion del iltimo
paso especificado. Para poder implementar la funcion, se necesita primero establecer las
direcciones que se van a usar.

3

Figura 4.8: Las cuatro direcciones del algoritmo DSS

En la Figura 4.8 se muestran las direcciones que se utilizan en el algoritmo DS'S. Una
vez establecidos estos valores se puede implementar la funcion.
El algoritmo recibe como parametro dos celdas de las cuales se quiere determinar la
direccién. Para esto se resta a la celda P[i] el valor de la celda P[i — 1] y la se almacena
en otra celda auxiliar. Si la coordenada X de esta celda es 0 entonces la direcciéon es
determinada por la coordenada Y. Si Y es menor que 0 la direccién es 1; en cambio, si
Y es manor que 0 entonces la direccién es 3. Si la coordenada Y de la celda es igual
a 0 entonces la direccion es determinada por la coordenada Y. Si Y es menor que 0 la
direccion es 0; en cambio, si Y es mayor que 0 entonces la direccion es 2.

Listado 4 Funcion F

F(celda A, celda B){
tmp = A — B;
if( tmp.X = 0){
if( tmp.Y > 0 ) return 3;
if( tmp.Y < 0 ) return 1;

telse{
if (tmp.Y = 0)
{
if( tmp.X > 0 ) return 2;
if( tmp.X < 0 ) return 0;
}
}
Y// end F

Entonces, el procedimiento para calcular el perimetro de la Figura 4.9 es el siguiente: se
inicia el algoritmo en la 0—celda I con coordenadas (7,1), en este caso por conveniencia se
emplean los coordenadas combinatorias en todas las 0—celdas de la frontera, por lo tanto
se tiene al final que las coordenadas de la 0—celda son (14,2). El ciclo 1 comienza por
inicializar la bandera N_DSS con —1 y el perimetro con 0; después se calcula la direccion
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actual con la funcién F' con las celdas (14,2) y (14,0), la cual es 3. Como se estd en el
primer ciclo ¢ = 2, por lo tanto se obtiene BRK = 1. Como BRK > 0, entonces se tienen
los siguientes valores:

SR = (14,0), ER = (14,2), SL = (14,0), EL = (14,2), Tang = (0,2),

Vertex = (14,0), Dir[l] =3, Dir[2] = -1, HR=0, N_DSS =0.

Finalmente, como ¢ es menor que 2 aun no calculamos el perimetro.

Al inicio del siguiente ciclo se tiene que ¢ = 3 y la direccién dada por las 0—celdas
(12,2) y (14,2) es dir = 0. Como i es distinto de 2 entonces se calcula el valor de BRK con
DSS_Count. La funcién DSS_Count toma como parametros la celda y direccion actuales
(12,2) y dir=0. Al comienzo de la funcién se observa que Dir[2] < 0y dir # Dir[l] asi que
Dir[2] = dir = 0. Como dir = 0 entonces HR = HR — Tang.Y, HR = 2. Sin embargo,
como estamos usando coordendas combinatorias, lo mejor es convertirlas en coordenadas
cartesianas dividiéndolas por 2. Asi, HR = 2. El valor de HR = 2 es igual a |Tang.X|
+ |Tang.Y'|, tomando en cuenta que los valores de T'ang son divididos por 2, entonces se
deben ajustar los parametros de DS'S actual para incluir la nueva celda, de estas manera
tenemos que:

Dir[l] =3, Dir[2) =0, HR= -2, BRK =0, SR = (14,2), ER = (14,2),

SL=(14,0), EL = (12,2), Tang = (—2,2), Vertex = (14,0), N_DSS =0.
Volviendo a la ejecucion del algoritmo del perimetro como BRK = 0 entonces se termina
el ciclo actual. Al final del tercer ciclo se observan los valores:

Dir[l] =3, Dir[2l = -1, HR=0, BRK =1, N.DSS=1, SR =(12,2),

ER = (12,4), SL = (12,2), EL = (12,4), Tang = (0,2), Vertex = (12,2)

Como N_DSS = 1, significa que ha comenzado un nuevo DSS y se calcula la distancia
de (14,0) a (12,2), sumando este valor al perimentro actual.

012345678910

012345678910

Figura 4.9: Ejemplo del algoritmo DS'S.

El Figura 4.9 (a) se observa el algoritmo al final del ciclo 10. La Figura 4.9 (b) se
muestra todos los DS'S de la figura original.
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4.4. Algoritmo MLP.

Este método se basa en encontrar el poligono de longitud de minima o MLP, por sus
siglas en ingles, el cual esta contenido en la cerradura de una frontera abierta de una
region digital S y la cual circunscribe la linea delimitante de la region. La tarea también
puede especificarse como calcular un MLP en un conjunto compacto poliédrico del plano
euclidiano que tiene dos curvas poligonales disjuntas isotéticas; es decir, que sélo tiene
aristas paralelas a los ejes de coordenadas, como su frontera o borde, la linea delimitante
Ly, la curva digital dada P[1 : NJ, como un borde o frontera interna y la linea de
demarcacién Ly, una curva digital Q[1 : M] calculada a partir de P[1 : N], como su
borde o frontera externa. Mediante el prepocesamiento aseguramos que ambas curvas
definen la frontera o borde de una frontera abierta simple, una malla continua de ciclo
cerrado simple 1—dimensional.

Las propiedades descritas en la Seccién 4.4 nos dan las bases tedricas de la correctez
del algoritmo lineal para el problema MLP. El algoritmo de Dos Insectos ! es el siguiente:

Hay dos insectos, Blanco y Negro. Ambos pueden moverse hacia adelante en una direc-
cion, digamos en contra de las manecillas del reloj. El punto de inicio del primer recorrido
es el vértice superior izquierdo de la borde o frontera interna el cual es también el primero
del MLP. Sélo entonces, el Negro esta en la linea delimitante. Después del inicio del recorri-
do, al Negro sélo se le permite moverse a los vértices concavos de la linea de demarcacion
y al Blanco sélo se le permite moverse a los vértices convexos de la linea delimitante, y
para cualquier nueva posicion de un insecto, ambas lineas rectas Vértice Inicial a Negro
y Vértice Inicial a Blanco no se les permiten intersectar ni a la linea de demarcacion ni a
la linea delimitante. Los insectos se mueven de manera alternante, en la medida en que
a ambos se les permite moverse y detenerse si ningiin movimiento adicional es posible.
El Blanco inicia el primer recorrido. Todos los recorridos se inician por el ganador del
recorrido anterior. Si un insecto no se pudo mover en absoluto durante el recorrido el
otro insecto es el ganador. Si ambos se mueven, entonces el ganador es el aquel cuyo rayo
Vértice Inicial a insecto toca primero la linea del otro insecto. La posicion del insecto
ganador es la del siguiente vértice del MLP y también es el vértice inicial para el siguiente
recorrido. El otro tnsecto inicia desde su tltima posicion aceptada en el recorrido anterior.
La secuencia de recorridos se detiene si el Blanco alcanza el primer vértice del MLP de
nuevo.

Podemos ver en la Figura 4.10 un ejemplo del algoritmo MLP, en la primera figura
se muestra al ganador del primer recorrido, el insecto Blanco. En la segunda figura, el
ganador del quinto recorrido es el insecto Negro, el rayo que va del vértice de inicio al
Negro, toca primero a Ly en el punto indicado.

Para la implementacién de este algoritmo se debe especificar:

(i) como clasificar vértices de la linea en convexos, concavos o puntos colineales;

Ll algoritmo original se llama two — beetle.
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Vertice deinicio del recorrido 1 Punto de interseccion

Punto de interseccion Vertice deinicio del recorrido 5

Figura 4.10: Ejemplos del algoritmo MLP.

(ii) cémo asegurar que los segmentos de las rectas Vértice Inicial a Insecto no intersecten
aLyo Ly

(iii) decidir si un rayo Vértice Inicial a Insecto toca Ly o Lo. El intervalo de bisqueda
se limita en realidad a la posicién final del otro insecto y su siguiente posicién de
prueba; esto es, el siguiente vértice concavo o convexo.

La decisién (i) es facil de implementar usando los valores direccionales det(py, p2, ps).
Los procedimientos para la decisiones (ii) y (iii) usa las variables:

1. SV: el vértice de inicio del recorrido;

2. W: ultima posicion aceptada de Blanco,
TW:: siguiente posiciéon de prueba de Blanco,
NW: nimero de pasos de Blanco en el recorrido hasta el momento,
Wmove: bandera, con valor 1 si se esperan mas posibles movimiento de Blanco en
este recorrido; y con valor 0 si no se esperan mas movimientos;

3. B,TB, NB, Bmove: variables correspondientes para Negro;
4. BAY y PEN: banderas para situaciones bahia o peninsula, respectivamente; 2;

5. NextMove: indica quien hara el siguiente movimiento Blanco o Negro.

Ademas, sean: next_convex(P,i): indice del siguiente vértice convexo, médulo N, en
P que sea distinto a i; y next_concave(Q,1): indice del siguiente vértice céncavo, médulo
M, en @, distinto a 7. El listado del Algoritmo 5 nos muestra la prueba para la siguiente
posicion del blanco utilizando las variables descritas anteriormente.

2Si la imagen tiene forma de peninsula o bahfa.



4.4 Algoritmo MLP. 41

Listado 5 NextWhite

NextWhite(array P, Cell2 SV, Cell2 W, Cell2 B, Cell2 TW, Cell2 TB,
int BAY, int PEN, int NW, int Wmove, String NextMove){

nextConvex = next_convex (P, nextConvex);

TW = P[nextConvex];
if( NB=20 || det(SV,WTW) != rightTurn &&

NW =0 || det(SV,W,TW) != leftTurn &&
PEN = 0 ||
un 4—vecino de TB tiene un indice >= nextConvex){
W = TW,;
NW = NW + 1;
NextMove = Black;
Y//end if
else{
if( NB > 0 && det(SV,BTW) = rightTurn )
{
BAY = 1;
Y//end if

Wmove = 1;

}//end else
}//end NextWhite

La prueba para la siguiente posicién Negro es analoga a este procedimiento e incluye
una posible deteccién de una situacion de peninsula dando lugar a PEN = 1.
La decisién (iii) sobre el insecto ganador se muestra en el listado del Algoritmo 6.

Listado 6 Metodo para determinar el ganador del recorrido.

if( NB=0 || det(SV,W,TB) = leftTurn && det(SV,W,B) != leftTurn)
{
Winner = White;
}//end if
else{

Winner = Black;
}//end else

La posicién del insecto ganador es el siguiente vértice del MLP y la nueva posicién
inicial del siguiente recorrido. Finalmente, el perimetro estimado MLP es la longitud del

poligono longitud minima.
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Implementacion

A diferencia del algoritmo DS'S que sélo requiere la frontera, el algoritmo M L P ademas
requiere de la linea de demarcacién, esta linea se calcula a partir de la frontera abierta.
Por lo tanto, es necesario describir un método para el calculo de la linea demarcacion. El
método propuesto sigue la misma estrategia usada en el calculo de la frontera anterior,
excepto que en este caso se utiliza una variable y arreglo adicional: P*y P*[4].

2 0 Pl L L R R P P P
® @
P R Pl P L P R L
3
0 1 2 3

Figura 4.11: Las direcciones y las posiciones de los pixeles R, L y P*.

En la Figura 4.11 (a) se ilustran las cuatro direcciones posibles, que son las mismas
que se usan en el calculo de la frontera; en (b) se presentan los pixeles R, L y P* corres-
pondientes a cada direccion, se observa que P* siempre esta al lado de P.

Listado 7 Trace

Trace(array image; int x, y){
PX=x—-1;, PY=y — 1; direction = 3;

do{
R =P+ right[direction];// R es el pixel derecho.
L =P+ left[direction];// L es el pixel izquierdo.
P*{«x} =P + p"{x}[direction]; //P"{x} es el pixel que esta siempre

//al lado de P
if ( image[R] = foreground &
image[L] = foreground &
image [P"{x}]=foreground )
direction = (direction + 3) mod 4;// giro derecho.
else{
if ( image[R] = background &
image[L] = background &
image [P"{*}] = background )
direction = (direction + 1) mod 4;//giro izquierdo.
}
P =P + step[direction];// un movimiento en la nueva direccion.
Ywhile( P.X 1= x || P.Y =y );// end while
Y// end Trace

Como se observa el algoritmo propuesto para el calculo de la linea de demarcacion es
practicamente igual, excepto que en éste debemos calcular los valores de los tres pixels R,
L y P*, ya que el pixel P no se encuentra en la figura sino que esta en la frontera abierta
por lo tanto el niimero de pixeles con igual valor debe ser menor de tres, ya que si los tres
pixels fueran iguales, o se esta fuera de la frontera abierta o se estd totalmente contenido
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en la imagen. En Figura 4.12 a se tiene el caso en el que los tres pixeles son de fondo,
asi que se debe cambiar de direccién, que en este caso es la direccion 3, en Figura 4.12
(b) se tiene el caso en el que los tres pixeles son del primer plano y, por lo tanto, se debe
cambiar también la direccion a 3.

@ (b)
Figura 4.12: Ejemplos de porque se necesita verificar los 3 vertices.

Una vez se ha definido el método para calcular la linea de demarcacion, se pueda pasar
a ver la implementacién del algoritmo M LP. Antes de comenzar a revisar el algoritmo
hay que tener en consideracion lo siguiente:

- Los valores de las banderas BAY y PEN se mantienen en cada carrera y no se
reinician al iniciar una nueva carrera.

- Para poder determinar el insecto ganador tanto Bmove como Wmove deben ser
igual a cero.

- Si alguna de las variables Bmove o Wmove es igual a cero pero la contraria es
distinta de cero, entonces el insecto distinto de cero atin puede moverse.

- Si W es distinto de TW usamos el valor actual de TW, en caso contrario calculamos
el valor de TW con la funciéon Next_Convex.

- Si B es distinto de T'B usamos el valor actual de T'B, en caso contrario calculamos
el valor de T'B con la funcién Next_Concave.

Una vez que se tiene esto, se puede pasar a implementar el algoritmo. Primero se deben
ver las funciones Next_Convex y Next_Concave. Para ambas funciones se usa el determi-
nante: si el valor es positivo, se tienen giros a la derecha, esto significa que, se encontrd un
vértice concavo; si el valor es negativo, se tienen giros a la izquierda, ya que se encontré un
vértice convexo; si su valor es igual a 0, entonces los vértices son colineales.

La funcién recibe como parametros la frontera P de la imagen y el indice nextConvex
del ultimo vértice convexo aceptado después va recorriendo la frontera en busca del si-
guiente vértice convexo; para esto se recorre la frontera comprobando que el determinante
de las 0—celdas nextConvex, nextConvexr + 1 y nextConvexr + 2 sea menor que cero,
si el determinante es menor que cero entonces la funcion regresa nextConvex + 1; de lo
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contrario, se debe pasar al siguiente vértice de la frontera y repetir el proceso hasta haber
recorrido toda la frontera.

Listado 8 Next_Convex

Next_Convex( array P, int nextConvex ){
count = 0;
while( count<P.Length ){
if ( Det(P[nextConvex],
P[nextConvex+1%8],
P[nextConvex+2%8])<0 )
return nextConvex-+1%S8;
count++; nextConvex=(nextConvex+1)% P.Length;

}
}// end Next_Convex

La funcion Next_Concave sigue exactamente el mismo procedimiento, excepto que
el determinante debe ser que mayor que cero. Los paramentros que recibe la funcion
Next_Concave son la linea de demarcacion () y el indice nextConcave. Finalmente, el
algoritmo MLPPerim se muestra en el Listado 9.

Listado 9 MLPPerim

MLPPerim( array P){
//Inicializacion de las variables
Perim=0; SV = P[0]; W= P[0]; B=P[0]; TW= P[0]; TB = P[0];
NextConvex = 0; NextConcave = 0; NextMove = white; PEN = 0;
BAY = 0; N\W = 0; NB = 0; Wmove = 1; Bmove = 1; initial=W;
do{

if ( NextMove=white && Wmove!=0 )
NextWhite(p);

if ( NextMove=black && Bmove!=0 )
NextBlack(q);

if( Wmove = 0 & & Bmove = 0){

if( NB=0 || Det(SV,W,TB)<0 & Det(SV,W,B)>= 0 ){
Winner=W; SV=W: NextMove=white;
lelse{

Winner=B; SV=B; NextMove=black;
}

perim = perim + EuclidianDistance (SV,Winner) ;

}
}while W=P[0] & WI=B);
perim = perim + EuclidianDistance(SV, initial) ;
}// end Next_Convex

A continuacion ejemplificamos el procedimiento para calcular el perimetro de la Figura
4.13 con el algoritmo M LP. La asignacion inicial de valores es la siguiente:

SV=(14,2), W=(14,2), TW=(14.2), NW=0, B=(14,2),
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TB=(14,2), NB=0, Wmove=1, Bmove=1, NextMove=W hite,

NextConvexr=0, NextConcave=0, Bay=0, Pen=0, Perim=0.0.
Solo al inicio del algoritmo es la inica ocasion en la que el insecto negro estd en la frontera.
Como se esta iniciando entonces el primero en avanzar es el insecto blanco, por lo tanto
se llama al método NextW hite, al final del método las variables quedan con los siguientes
valores:

SV=(14,2), W=(104), TWwW=(10,4), NW=1, B=(14,2),

TB=(14,2), NB=0, Wmove=1, Bmove=1, NextMove=Black,

NextConvex=3, NextConcave=0, Bay=0, Pen=0.
Como Bmove=1y NextMove=Black, el insecto negro puede moverse entonces se llama
a la funcion NextBlack, entonces se tiene los valores:

SV=(14,2), W=(104), TWwW=(10,4), NW=1, B=(12,2),

TB=(12,2), NB=1, Wmove=1, Bmove=1, NextMove=W hite,

NextConvex=3, NextConcave=1, Bay=0, Pen=0.
Como Wmove=1y NextMove=W hite entonces el insecto blanco aun pueden moverse,
se realiza nuevamente la llamada a NextW hite, las variables quedan con los siguientes
valores:

SV=(14,2), W=(6,6), TW=(6,6), NW=2, B=(12,2),

TB=(12,2), NB=1, Wmove=1, Bmove=1, NextMove=Black,

NextConvex=6, NextConcave=1, Bay=0, Pen=0.
Se continua de hasta que los valores de Wmove y Bmove sean ambos 0. En la cuarta
llamada de NextW hite los valores son:

SV=(14,2), W=(2\), TW=(2,12), NW=3, B=(4,6),

TB=(4,6), NB=3, Wmove=0, Bmove=1, NextMove=Black,

NextConvex=11, NextConcave=7, Bay=0, Pen=0,
sin embargo como Bmove=1, el insecto negro aun puede moverse y entonces la carrera
aun no termina. En la siguiente llamada de NextBlack tenemos los valores:

SV=(14,2), W=(2\), TW=(2,12), NW=3, B=(4,6),

TB=(4,14), NB=3, Wmove=0, Bmove=0, NextMove=Black,

NextConvex=11, NextConcave=15, Bay=0, Pen=1.
Como Wmove=0 y Bmove=0 entonces se puede determinar al ganador de la primera
carrera de la forma espeficada anteriormente, por lo tanto el ganador, en el ejemplo, es el
insecto blanco y se actualiza el valor de Perim=Distance(SV,W) y se tiene ahora que
SV =W, inializamos a NB=0, NW=0, Bmove=1 y Wmove=1. Como el insecto blanco
gano la carrera anterior éste el primero en comenzar en la nueva carrera y queda marcado
como vértice del M LP. Se realiza este procedimiento hasta que W sea igual al elemento
inicial de la frontera y B sea igual a .

En la Figura 4.13 de la derecha se puede ver el resultado de la primera carrera y en la
de la izquierda esta el M LP final.
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Figura 4.13: Ejemplo del algoritmo MLP.

4.5. Comparacion entre ambos algoritmos.

Como se muestra en el Listado 2, el algoritmo DS'S recorre la frontera celda por celda,
determinando si la 0—celda actual estd permitida en el DSS actual o se puede ajustar el
DSS para incluirla. En el caso en que no estd permitida o no se puede ajustar el DSS,
entonces se inicia un nuevo DSS que comienza en la 0—celda actual. Se continua de esta
manera hasta haber recorrido toda la frontera. Por lo tanto, el algoritmo DSS es de orden
n, con n el numero de 0—celdas en la frontera de la imagen.

El algoritmo M LP, que se muestra en el Listado 9 no sélo recorre la frontera sino
también la linea de demarcacién. Esto se debe a que el insecto blanco se mueve en los n’
vértices convexos de la frontera, mientras que el insecto negro se mueve en los m’ vértices
concavos de la linea de demarcacion. El algoritmo va intercalando el movimiento de ambos
insectos ajustando los parametros en cada ocasion, hasta que el insecto blanco regresa
a la posicion inicial. Por lo tanto, el algoritmo M LP es de orden n+m, donde m es el
nimero de 0—celdas de la linea de demarcacion y n el numero de 0—celdas de la frontera.
Asi que ambos algoritmos M LP y DSS calculan el perimetro de las imagenes en tiempo
lineal. Sin embargo, en general, el algoritmo DSS es mas rapido que M LP con respecto
al tiempo de ejecucion. Ya que éste ultimo revisa mas elementos de la imagen y ademas
calcula la linea de demarcacion.

Un punto importante a considerar es que la particion en DSS de una imagen no es
unica, ya que depende de la posicion inicial que se tome en la imagen, ademés de la orien-
tacion, ya sea en sentido de las manecillas del reloj o en sentido contrario. En cambio, el
M LP esta definido de manera tinica.

En la Figura 4.14 (a) se observa el MLP de la imagen y en la Figura 4.14 (b) la particion
DS'S de la misma. Se puede observar que el MLP esta mas cercano a la frontera mientras
que el DSS varia mucho de ésta en algunos puntos, ya sea que se omiten partes de la
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Figura 4.14: Ejemplo de aplicar el algoritmo MLP (a) y el DSS (b) a la misma imagen.

imagen o tramos de la misma. En general M LP estd més cercano a la frontera.

A pesar de que MLP es mas cercano a la frontera, tiene problemas al tratar con
imagenes que tengan huecos de ancho 1 o 2. En la Figura 4.15 (a), al calcular la linea de
demarcacion, entonces, por definicion, las 0—celdas y 1—celdas que ligan a los pixeles que
estan en los huecos A y B no pertenecen a la linea de demarcacién. Aunque estos pixeles
estén contenidos en la frontera, al ejecutarse el algoritmo M L P omite por completo tales
pixeles, esto se debe a que la 0—celda O es la tinica que corresponde a un vértice convexo
en el hueco A, pero O no puede ganar el recorrido, de lo contrario el rayo del vértice
inicial al insecto blanco intersectaria la frontera, hecho no permitido por el algoritmo. Lo
mismo ocurre para las 0—celdas del hueco B. En este caso la aproximacion del perimetro
se aleja méas del valor real. En cambio en la Figura 4.15 (b), el algoritmo DSS no omite
los huecos A y B, al no tener las restricciones del M LP, por lo tanto su aproximacion al
perimetro de la imagen es mejor que la del M LP, en este ejemplo.

Figura 4.15: Resultado de aplicar el algoritmo MLP (a) y el DSS (b).
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Se puede concluir que tanto el algoritmo M LP y DS S ofrecen métodos de tiempo lineal,
cada uno de los cuales brinda una buena aproximacion al perimetro de las imagenes.

4.6. Meétodos para Calcular el Perimetro en la Topo-
logia Digital Clasica.

En esta seccién se describiran brevemente diferentes enfoques para determinar el perime-
tro de imagenes digitales, en la topologia digital clésica.

Las aproximaciones para el calculo del perimetro se basan en la reconstruccién del
contorno, o borde, y la medicién subsecuente de la longitud de éste o bien el conteo de
los enlaces de la frontera, los cuales tiene la misma longitud del tamano pixel.

El primer algoritmo propuesto por Rosenfeld en [2] para el célculo del perfmetro esté ba-
sado en el conteo de los enlaces de la frontera. Si tenemos una componente conexa C' de
Ls, entonces la frontera se define como el conjunto (C, D) de todos los puntos de C' que
son adyacentes a D, donde D es una componente conexa de Os adyacente a C. Hay que
asumir que C' es 4—conexo y que D es 8—conexo, el procedimiento para el caso opuesto
es analogo. Entonces el perimetro p(C, D) se refiere al nimero de movimientos desde un
punto en C' al siguiente usando el algoritmo de recorrido estandar de la frontera. Por lo
tanto, es necesario ver como se define el recorrido de la frontera o borde. La forma estandar
de la topologia digital clasica para hacer el recorrido del borde dada por Rosenfeld en [1]
es la siguiente: Supongamos que tenemos un elemento inicial del borde zy de una imagen
digitalizada S, para determinar el elemento siguiente x, tomamos un y; cualquiera del
conjunto F NS, donde F,, es la 4—vecindad de z y sean los elementos de E,,, en sentido
contrario al reloj, comenzando desde 1, 1o, ..., ys. Si ninguno de los elementos ys, ys, y7 €s
1 entonces xg es el tnico elemento de S. En cualquier otro caso, sea 1-;.1 el primero de
los elementos el cual sea 1; entonces tomamos a 1 = yo; 11 Si Yo; = 0y 1 = yo; si yg; = 1.
En cualquier caso x; tiene un 4—vecino el cual es 0, asi que z; es un elemento del borde.
Este método es bastante simple pero tiende a tomar muchos pasos adicionales y puede
visitar a algunos elementos dos veces, ademas longitud de este método es més grande que
el perimetro original en la mayoria de los casos.

Y
e o0 0
e o 00 oo
oo 00 oo
o o0 o0
oo 00 0
@ (b)

Figura 4.16: Ejemplo de una imagen digitalizada.

La figura 4.16 (a) muestra una imagen y (b) su digitalizacion, en este caso se puede ver
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claramente que la digitalizacion tiene un perimetro mayor que la imagen original.  Los
autores Jack Koplowitz y Alfred M. Brucksein, en [4], lo que proponen para mitigar
este problema es multiplicar la longitud de la frontera digitalizada por un factor que
produciria un error esperado de cero entre el verdadero valor y la aproximacién calculada.
Este estimador de perimetro tiene una gran variabilidad en el error inducido estimado.
Ademas de lo anterior se proponen otro método para calcular el perimetro que reduce esta
variabilidad, propone calcular el perimetro usando dos parametros, el nimero de enlaces
y el nimero de puntos esquina. Esto porque las esquinas contribuyen al sobre valor de la
longitud de la frontera. Entonces podemos tener al perimetro de la forma

A

L = Sy (No.enlaces) — S, * (No.esquinas) = 1, * N, + ¢, * N¢

donde N, es el nimero de puntos no esquina y N, es el nimero de puntos esquina de la
frontera digitalizada. Los factores de peso S; y S. o su equivalente v, y ¥,,c¢, respectiva-
mente, se determinan bajo algin criterio que se desee, como el insesgamiento. Encontrar
los ntimeros N,, y N, pueden determinarse facilmente en un angulo arbitrario #. Final-
mente podemos decir que la longitud de una linea recta L tiene la longitud digitalizada
de L % cos(0) + L % sen(f). Los coeficientes v, y 1,c son determinados de tal manera
que el error promedio y el el MSE (mean — squareerror) sean cero para las lineas rectas
distribuidas uniformemente. Los valores 6ptimos para los coeficientes, dados por los au-
tores, son ¥, = m* (V2 +1)/8 v ¥, = 7 * (v/2 + 2)/8. Este mismo desempeiio se puede
obtener cortando las esquinas; esto es, remplazando los enlaces perpendiculares con un
enlace diagonal para pasar de 4 direcciones a 8 direcciones. Finalmente, se multiplica el
perimetro digitalizado por el factor (\/§ — 1) % 8/ para producir un error esperado de
cero.

Otros autores mencionan otra forma para calcular el perimetro usando la estructura
de datos quadtree. Este metodo hace uso de la correlacion 2—dimensional universalmente
existe entre los elementos en cualquier imagen, para poder reducir los datos requeridos
para representar una imagen. Sin embargo, la necesidad de insistir en la simetria de las
divisiones del quadtree lo perjudica y, por lo tanto, reduce la eficiencia de los algoritmos
basados en quadtrees para calcular el perimetro.

Finalmente el autor Huang Wei en [3] propone otra forma para calcular el perimetro es
conocida la representacién de imagen no simétrica de anti-empaquetado o N AIR?, por sus
siglas en inglés. Este método se basa en el modelo no simetrico de anti-empaquetamiento
o NAM?*, por sus siglas en inglés, que es la contra parte del problema de empaqueta-
miento NP-Dificil. En NAM se nos da un patrén y la finalidad es encontrar la secuencia
de algunos prototipos predefinidos de tal manera que la disposicion de estos ejemplares
cubran completamente el patrén sin sobreponerse. N AIR es el resultado de aplicar N AM
a una imagen. El NAIR de una imagen se denota como una lista lineal Q = (p1, p2, ..pk)
donde cada pi en @) es una instancia de cierto prototipo dj en A = {§1,02,...,dn}, a
esta lista también se le conoce como la lista NAIR. De forma general, pi se denota como

3Non-symmetry Anti-packing Image Representation
4Non-symmetry Anti-packing pattern representation Model
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cuddrupla (prototipo, ps,vA) donde prototipo es un ejemplar de pi, ps son las coordena-
das del punto de inicio de pi, este punto es el pixel mas alto a la izquierda; v es el color
de pi, y A es un conjunto de pardametros de la forma de pi. Sin embargo, la figura que
se uso en el articulo original era un rectangulo y solo se consideran imagenes binarias, se
recomienda que se ignoren los parametros v y prototipo, pues sélo usaran prototipos de
forma rectangular ademas de que se utilizaron imédgenes binarias en el articulo original.
Por lo tanto la cuadrupla solo contiene las coordenadas del rectangulo y sus dimensiones,
entonces la cuddrupla queda asi (x , y, 1, w). Todo los anterior nos ayuda a generar el
NAIR de la imagen.

La definiciéon del perimetro que se ha escogido para trabajar en ella es:

C= Z(z*wz)

donde wt es el nimero de pixeles negros cuyos vecinos 4—conexos ¢ son pixeles blancos.
Para poder calcular el perimetro C' de una imagen binaria representada por NAIR, re-
corremos la lista NAIR () y para cada rectangulo p en () sumamos el perimetro de p a
C' y entonces se le resta a C' la longitud de los lados compartidos por p y sus rectangu-
los adyacentes. Sin embargo, cada vez que visitemos un rectangulo nuevo tendremos que
realizar la busqueda de los adyacentes y restar las longitudes de los lados compartidos
incluso de los ya visitados, a pesar de que estas busquedas se pueden hacer eficientes la
meta de ambas es la misma que es la de restar la longitudes compartidas de p a C.

V o=

(b)

(© (d)

14

Figura 4.17: Ejemplo de un NAIR.
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Entonces en lugar de realizar dos buisquedas, lo que se hace es simplemente resta el doble
de la longitudes compartidas de los rectangulos a p empezando por el fondo a la derecha
y al siguiente paso se reducen las bisquedas del rectangulo adyacente a p. Por lo tanto, el
algoritmo recorre la lista NAIR () y va sumando los perimetros de los rectangulos como
se indico anteriormente hasta recorrer toda la lista @. La Figura 4.17 (a) se muestra una
imagen digilizada, en (c) esta la division asimetrica de la imagen usando los prototipos
predefinidos en (b) y en (d) esta la lista NAIR generada.

Sin embargo, en los NAIR se pierde la relacion espacial explicita entre las instancias lo
que hace que calcular el perimetro de los rectangulos no sea sencillo. Por lo tanto, es
necesario introducir una representacion especial que permita restaurar esta relacion de
la lista NAIR para el calculo del perfmetro, a esta representacién se le llama L?G. La
representacion L?G de una imagen 2" x 2" consiste de dos arreglos 2" de listas lineales,
denominados S, y S,. Para cada i = 0,1,...,2", S,[i] es una lista lineal que se usa para
almacenar indices de los rectagulos cuyas coordenadas de x del punto de inicio son 7. Para
poder acelerar la busqueda los indices son ordenados de tal manera que la coordenada
y del punto de inicio de los rectdngulos estd en orden ascendente. S, es igual que S,
excepto que la lista lineal indexa las ordenadas en lugar de las abscisas. Sin LG, se tiene
que recorrer toda la lista ) NAIR para poder encontrar todos los rectagulos adyacentes
de p. Sin embargo, con el uso de L?G, el nimero de los rectangulos a los que se accede de
accesos se reduce notablemente.
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Conclusiones

El calculo del perimetro en curvas y regiones digitales es una tarea que parece sencilla,
sin embargo es mas complicada de lo que se ve. Los primeros métodos son imprecisos
y no mejoran a pesar de que se incremente la resolucion de la imagen. Se fueron gene-
rando nuevas estrategias para tratar estos problemas y se propusieron nuevos métodos y
algoritmos que trataban de ser mas aproximados al valor real del perimetro de la imagen
digitalizada. Todos estos métodos utilizan como base la topologia digital clasica propues-
ta por el Dr. Azriel Rosenfeld, esta topologia presenta problemas, como la paradoja de
Jordan y el hecho de que contamos con mas de una definicién de frontera.

Los métodos propuestos en el trabajo estan basados en la topologia digital de espacios
finitos, esta teoria es totalmente nueva y ajena a la topologia digital clasica, por lo que se
necesité explorarla primero antes de comenzar a estudiar los algoritmos. Debido a que la
topologia digital de espacios finitos resulta ser muy extensa, se acoto su estudio para que
s6lo se abarcaran las definiciones estrictamente necesarias como la definicién de celda y la
de funcién de ligado, que resultan ser muy importantes poder realizar nuestros algoritmos,
pues a través de ellos podemos definir la frontera de una imagen que es necesaria para el
calculo del perimetro en los algoritmos M LP y DSS. Esta topologia a diferencia de la
clasica, no presenta ni ambigiiedad ni paradojas, y en cambio se tiene la ventaja de que
los complejos AC pueden representarse directamente en la computadora.

Por facilidad se decidié que las imagenes serian binarias, estos es; imagenes en blanco y
negro, ademas de con una sola componente conexa, los algoritmos son igualmente validos
para imégenes de color y con mas de una componente. Las imagenes son representadas
usando la malla estandar en lugar de la malla combinatoria, pues en general demanda
menos espacio, a pesar de que en la malla combinatoria podemos obtener la informacion
de las celdas directamente o podemos deducirla facilmente.

Tanto el algoritmo DSS como el M LP son relativamente féciles de entender. Para los
dos algoritmos se requiere del calculo de la frontera y en particular para el M LP se re-
quiere ademas de la linea de demarcacion, esto puede hacer parecer como una desventaja
para el algoritmo M LP, sin embargo el cdlculo tanto de la frontera como de la linea de
demaracion se realiza en un tiempo de ejecucion lineal. Las implementaciones que se dan
en el trabajo de ambos se basan en el pseudocodigo del Dr. Kovalevsky; y, en los dos casos,
se tuvieron que realizar algunos pasos extras que no estaban dentro de la descripcion del
algoritmo como el control de las banderas en el algoritmo M LP en cada ciclo nos indican
que insecto se mueve y cuando se tiene una situacion de peninsula o bahia; asi como la
eleccién de las direcciones del algortimo DSS que permiten especificar la direccion del
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ultimo paso de éste.

Ambos algoritmos propuestos son de tiempo lineal y convergen al valor real conforme se
aumenta la resolucién de la imagen, a pesar de estos, cada uno de los algoritmos presenta
ventajas y desventajas con respecto al otro. El algoritmo DSS es méas rapido en ejecucion
que el MLP, pero el M LP converge mas rapido a la frontera de la imagen, y por lo tanto
a el perimetro. También esta el hecho de que M LP no puede lidiar con imagenes que
tengan hoyo de longitud 1 6 2, mientras que el DSS no tiene problemas con ningin tipo
de imagen.

En el Apéndice F se mencionan las estructuras de datos que en particular se utilizan en
la topologia digital de espacios finitos para facilitar el manejo de las celdas, sin embargo
el uso de un arreglo simple junto con la representacion de malla estandar de la imagen es
suficiente para resolver el problema.

Otros algoritmos para calcular el perimetro basados en la primera aproximacién dada

por Rosenfeld tienen el gran problema de que la aproximacion, en la mayoria de los casos,
resulta ser mayor que el original. Otros autores para mejorar este calculo multiplican este
resultado por un estimador de perimetro para poder acercarse mas a el perimetro real. A
pesar de que se cuenta con otra version de esta estrategia para el calculo perimetro que
toma puntos esquina y no esquina de igual forma aun se necesita multiplicar el resultado
por un factor para mejor la aproximacién. Tanto DSS como MLP a diferencia de los
métodos anteriores convergen al valor real conforme se aumenta la resolucion de la ima-
gen y no requieren de estos factores para mejorar su aproximacion.
Otro algoritmo basado en quadtrees se tiene el problema de la simetria, lo que reduce su
rendimiento, ademas de que depende totalmente de la implementacion de los quadtrees.
Mientras que el tltimo algoritmo es sencillo de entender pero presenta el problema te-
ner que construir una malla especial conocida como L2G para facilitarse el calculo del
perimetro de las formas bésicas en las que subdivide una imagen. En los casos anteriores
el algoritmo depende de la implementacion de una estructura de datos a diferencia de los
metodos DSS y M LP que cuentan con estructuras de datos que ayudan a la representa-
cion de la informacion topoldgica, sin embargo no son indispensables para el algoritmo.

Los algoritmos M LP y DSS son muy simples bajo la teoria dada, no necesitan de
algin factor para mejorar su aproximacién, y si bien podemos implementar sus propias
estructuras de datos, no son esenciales ni dependen de la implementacion de éstas al mo-
mento de calcular el perimetro a diferencia de los algoritmos basados en topologia digital
clasica u otras estrategias.



Apéndice A
Topologia

Las definiciones y conceptos de esta seccién fueron tomados del libro Topologia Bdsica
de C. Prieto.

A.1. Espacios Euclidianos

Con el fin de familiarizarnos con la notacion del texto, en esta seccién presentaremos una
serie de ejemplos de espacios topoldgicos candnicos que jueguen un papel muy importante,
tanto en la topologia como en otras ramas de las matematicas. R y C' designaran, como
es costumbre, los nimeros reales y los complejos. Si n es mayor o igual que 1, R" sera el
espacio euclidiano de dimensién n, es decir, R" = {z = (21, ...,x,) | ;€ R, 1 =1, ...,n},
con sus operaciones usuales: si z,y € R"yr € R, entonces, x+y = (1 4+ Y1, ., Tn + Yn),
r—y= (1 — Y1,y Ty —Yp) yr-x = (r-z1,....,7 - x,) y la norma esta dada por

|z| = \/2% + ... + 22. Se define la distancia entre dos puntos simplemente como |y —z|.
R® representa al espacio euclidiano consistente de un solo punto, el 0, que se puede ver
como subespacio del espacio R™. Se tiene una identidad canénica R" x R™ = R"*™ dada
por ((z1, ..oy xn), (Y1, -, Ym) = (T1, ooy Ty Y1, - Ym) ). Asi mismo, se considera a R™ de forma
candnica como un subespacio de R"*! identificdndolo con el subespacio R" x 0. También
se tiene una identificacién canénica de R* con los niimeros complejos C haciendo

(r+vy) =x+1i-y, donde i es la raiz cuadrada de —1.

Definicién A.1 Sea n > 0. Consideraremos los siguiente espacios:
Rt ={xze R|0<uz} lasemirecta no negativa.

B*={xe R"||z|] <1}, labola unitaria de dimensién n.

Sl = {xz e R"||z| =1}, la esfera unitaria de dimensién n — 1.

Si n = 2, entonces S! es el circulo unitario.
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B°" = {z€ R"]| |z|] < 1}, la célula unitaria o bola unitaria abierta de dimen-
sién n.

I"={xe R"|0<4z;<1,1<y<n}, el cubo unitario de dimensién n.
0I" ={xe I"| x; =00 1 para alguna ¢}, la frontera de I en R".
I =1T1'=10,1] CR, el intervalo unitatio.
Brevemente, a B"™ se le conoce como la n—bola unitaria, a S"~! como la n — 1 esfera

unitaria, a B°" como la n—célula unitaria o n—bola unitaria abierta, y a I™ como el
n—cubo unitario.

A.2. Espacios Métricos

En R™ con la métrica o distancia usual, definida en A.1, se define el concepto de conjunto
abierto. Este concepto de métrica y su concepto asociado de conjunto abierto puede
generalizarse a cualquier conjunto provisto de una funcién que se comporte de manera
analoga a la funcién distancia en R". Esto permite estudiar una serie de propiedades de
los conjuntos provistos de una métrica, que seran comunes a las de los espacios euclidianos

y a las de cualquiera de sus subespacios.

Definicién A.2 Un espacio métrico consta de un conjunto X y de una funcién
d:X x X — R*, llamada métrica, que satisface los siguientes axiomas:

Ml:d(z,y) =0z =y
M2: d(z,y) = d(y,z)Ve,ye X
M3: d(z,y) < d(x,z)+d(y,z2),Ve,y,z € X
A esta ultima desiguladad se le conoce como la desigualdad del triangulo.

Definicién A.3 Sea X un espacio vectorial real. Una norma en X se define como una
funcién que a cada x € X asocia un ntmero real || x || € R, la norma de x, tal que

Nol: ||z || =02 =0.
No2: || rz [|=[r[- |z |,re R.
Nog: [z =y <zl + vl

Un espacio vectorial X provisto de una norma es llamado espacio vectorial normado.
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A.3. Vecindades y conjuntos abiertos.

En un espacio métrico es posible hablar de vecindades con un tinico punto.

Definicién A.4 Seax € X, e€ R, e > 0. Definimos a la bola abierta de radio ¢ con
centro en x como:

B(z)={y € X | d(z,y) < €}

Definimos una vecindad de z como un conjunto U C X, tal que existe ¢ > 0 y se
cumple B (z) CU.

Definicién A.5 Dadas dos métricas d y d/ en un conjunto X, decimos que son equiva-
lentes si para cada punto x € X ambas determinan las mismas vecindades de x.

Proposicion A.1 Dos métricas d y d/ en X son equivalentes < para cada punto z € X
se cumple lo siguiente: Dada € > 0 existe e/ > 0 tal que d/(x,y) < e/ implica d(x,y) < €
y dada §/ > 0 existe § > 0 tal que d(z,y) < 0 implica d/(z,y) < 0/.

Definicién A.6 Declaremos a un subconjunto A de un espacio métrico X como abierto
si A es vecindad de z, Vx € A. En otras palabras, A C X es abierto < V,x € A existe
€ > 0 tal que Be(z) C A.

Proposiciéon A.2 Para un espacio métrico X se cumplen las siguientes afirmaciones:

Al: Si {A;}ier es una familia de abiertos en X, para cualquier conjunto de indices I,
entonces U;crA; es abierto en X.

A2: Si {A;}icr es una familia finita (I finito) de abiertos en X, entonces U;crA; es
abierto en X.

A.4. Espacios Topolégicos

Definicién A.7 Sea X un conjunto. Una topologia en X es una familia A de subcon-
juntos en X, llamados abiertos, tal que cumple con los siguientes axiomas:

Al: Si {A;}ier € A, I arbitrario, entonces U;es A; € A.
A2: Si {Al},er € A, 1 finito, entonces N;er A; € A.

En particular, el conjunto completo X, por ser la interseccién de una familia vacia,
y el conjunto (), por ser la unién de una familia vacfa, estdn en A. A la pareja (X,A)
se le denomina espacio topoldgico, al cual denotaremos solo por X cuando no haya
confusién con respecto a la estructura topoldgica dada por sus abiertos. Al conjunto X lo
llamaremos el conjunto subyacente del espacio topoldgico.
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Definicién A.8 Sea X un espacio topologico y sea X € X. Definimos una vecindad de
x como un conjunto U C X para el que existe un abierto A en X, tal que x € ACU.

Teorema A.1 Sea X un espacio topolégico. A C X es abierto < A es vecindad de todos
sus puntos.

Al conjunto de vecindades de un punto z en un espacio topolégico X como NX o
simplemente N,. A N={N,|xe X} lo llamaremos sistema de vecindades de la topologia

de X.

Proposicion A.3 El sistema de vecindades N de la topologia X satisface las siguientes
condiciones:

V1:Ve N, VCU=Uc¢€ N,.

V2:V;e N,, i€ I, I finito, = Nic/V; € N,.

V3 Ve N, =axe V.

V4:Ue€ N, =3V e Ny talqueUe N, Vye V.

Definicién A.9 Sea X un conjunto y, para cada r € X, sea N, una familia que satisface
las condiciones de la proposicién anterior. A la coleccién N={N, — x€ X} la llamaremos

un sistema de vecindades en X.

Un sistema de vecindades en un conjunto X determina una topologia en X en el
siguiente sentido.

Teorema A.2 Sean X un conjunto y N un sistema de vecindades en él. Entonces existe
una unica topologia en X que tiene precisamente a N como el sistema de vecindades de
ella.

Definicién A.10 Sea X un espacio topologico y sea A C X. Definimos el interior de A
como

A°={z e Al[Ae N,}

A un punto x € A° se le llama punto interior.

A.5. Conjuntos cerrados

Los conjuntos que llamaremos cerrados en un espacio topolégico X, al igual que los
abiertos, determinaran su topologia. Sin embargo, sus propiedades son muy diferentes a
las de los abiertos, por lo que resulta importante estudiarlos por separado.
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Definicién A.11 Un punto x en un espacio topolégico X es un punto de contacto de
un conjunto A contenido en X si toda vecindad V' de x en X es tal que la interseccion V'
con A es no vacia. Sea

A = {x € X| x es punto de contacto de A}

A A se le llama la cerradura o envolvente cerrada de A. Ahora veamos algunas
propiedades de la cerradura.

Proposiciéon A.4 La cerradura satisface las siguientes condiciones:
(a) A= X\ (X\Ae°.
(b) X\ A= (X\Ar.
Asi, si X \ A es abierto entonces
X\A=(X\A)r=X\A4
y, por lo tanto, A = A.

Definicién A.12 Un conjunto A en un espacio topoldgico X se dice que es cerrado si
X \ A es abierto.

Podemos ver que A es cerrado si y sélo si A = A. En particular, tenemos que X y ()
son abierto y cerrado a la vez. En un espacio discreto, todos los conjuntos son cerrados y
abiertos, mientras que en un espacio indiscreto, los tinicos conjuntos cerrados son X y (.

Definicién A.13 Sea X un espacio topoldgico y sea A C X. Un punto z € AN XR A se
denomina punto frontera de A (y de X \ A); a AN X \ A se le llama la frontera de A
(y de X \ A) y se le denota por JA.

Se puede observar que la frontera de un conjunto A es cerrada. Ademas, la frontera de
un conjunto A no estd contenida en A.

Definiciéon A.14 Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Un punto x €
A es aislado si tiene un vecindad U en X, tal que U N A = {z}.

En particular, un punto aislado de un espacio topologico X es un punto que, como
conjunto es abierto en X.

Definicién A.15 Sean X un espacio topolégico y A un subconjunto de X. Un punto z €
X se denomina punto de acumulacion de A si toda vecindad V' de x en X es tal que

(VNA) —{z}=0.

Proposiciéon A.5 Dado un punto x en A, x es aislado o = es de acumulacion de A
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A.6. Homeomorfismo

Un espacio topolégico es un conjunto con una estructura adicional dada por sus conjuntos
abiertos (o, por sus conjuntos cerrados). Se puede hablar de que los espacios topoldgicos
son "isomorfos” cuando existe una biyeccién entre sus conjuntos subyacentes, que respeta
la "estructura topologica”.

Definicién A.16 Sean X y Y espacios topoldgicos y sea f : X — Y. Decimos que f es
un homeomorfismo si es una funcién continua y biyectiva y su inversa f~! : Y — X
también es una funcién continua. Si existe tal homeomorfismo se dice que lo espacios X
y Y son homeomorfos, y se denota como f: X -~ Y o como X =Y.

Un homeomorfismo es una biyeccion que respeta la estructura topoldgica.

Teorema A.3 Sean X y Y espacios topoldgicos y f: X — Y. Son equivalentes:
(a) f es un homeomorfismo.

(b) f es biyectiva y f(A) es abierto en Y siy sélo si A es abierto en X.

(c) f es biyectiva y f(A) es cerrado en Y si y sélo si A es cerrado en X.

El teorema anterior afirma que f no sélo establece una biyeccién entre los puntos de
X y los puntos de Y, sino que también entre los abiertos de uno y del otro, esto también
se afirma para los cerrados. Un homeomorfismo establece una equivalencia, no sélo de los
conjuntos sino también de sus estructuras topoldgicas.

Notese que si f es continua y biyectiva, no necesariamente es un homeomorfismo. Por
ejemplo, si X es un espacio discreto con mas de un elemento y Y es indiscreto, con el
mismo conjunto subyacente que X, entonces la identidad es continua y biyectiva, pero no
es un homeomorfismo. La relaciéon de homeomorfismo es una relaciéon de equivalencia.



Apéndice B
Topologia Digital Clasica

En el proceso de imagenes y computo grafico, un objeto en el plano o en el 3—espacio se
aproxima digitalmente por un conjunto de pixeles o voxeles. La topologia digital estudia
las propiedades de este conjunto de pixeles o voxeles que corresponde a las propiedades
topoldgicas del objeto original. Este material esta basado en el libro Topological Algorithms
for digital Image Processing del Dr. Azriel Rosenfeld.

B.1. Conceptos Basicos

Las imagenes que se consideran en la topologia digital son arreglos binarios, cuyos ele-
mentos tienen valor de 0 6 1. Se puede generalizar la topologia digital para que se pue-
dan aceptar arreglos de imagenes de escalas de grises cuyos elementos tiene valores de
0<z<1.

A los elementos de un arreglo de una imagen 2—dimensional se les llama pixeles; para
una imagen 3—dimensional se les llama voxeles.

Para evitar considerar la frontera del arreglo de la imagen asumimos que el arreglo
no tiene limites en todas las direcciones. Esto permite imagenes en las cuales un niimero
infinito de pixeles o voxeles tiene valor 1. Sin embargo, las imégenes son frecuentemente
definidas de manera que se evita esta posibilidad.

Asociamos a cada pixel o voxel con un punto latice, esto es, un punto con coordena-
das enteras en el plano o en 3—espacio. Se escribe Z2? para el conjunto de puntos latice
en el plano y Z3 para el conjunto de puntos latice en el 3—espacio.

Dos puntos latice de Z? se dicen que son 8—adyacente si son distintos y cada coor-
denada de uno difiere de la correspondiente coordenada del otro por a lo mas 1; dos
puntos latice son 4—adyacente si son 8—adyacente y difieren en solo una de sus coor-
denadas. En Z3 dos puntos latice son 26—adyacentes si son distintos y cada coordenada
de uno difiere de la correspondiente coordenada del otro por a lo mas 1, 18—adyacente si
son 26—adyacente y difieren en a los mas dos de sus coordenadas y 6—adyecentes si son
26—adyecentes y difieren en sélo una coordenada. Para n = 4,8,6, 18,26 un n—vecino
de un punto latice p es un punto ¢ que es n—adyacente a p.
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a b

Figura B.1: El la figura (a) se muestra los 4—vecinos de p y en la figura (b) su muestran
los 8—vecinos.

Si p es un punto latice en Z? entonces N(p) denota el conjunto que consiste de p y sus
8—vecinos. Si p es un punto latice en Z* entonces N(p) denota el conjunto que consiste
de p y sus 26—vecinos. Un punto latice asociado con un pixel o voxel que tiene valor 1
en un imagen se le llama punto negro; un punto latice asociado con un pixel o voxel que
tiene valor 0 se le llama punto blanco.

B.2. Imagen Digital

Uno de los puntos de estudio de la topologia digital fue la idea de usar diferentes rela-
ciénes de adyacencia para los puntos negros y blancos. La razon para esto es la de evitar
paradojas, por ejemplo si una 4—adyacencia es usada para todos los pares de puntos de la
Figura B.2, entonces todos los puntos negros estan totalmente desconectados, pero igual
separan el punto central blanco de los otros puntos blancos. En cambio, si se utiliza una
8—adyacencia para todos los pares de puntos, entonces los puntos negros forman el anélo-
go discreto de una curva de Jordan pero no separan los puntos blancos.

Estas dificultades se resuelven si usamos 4—adyacencia para los puntos blancos y
8—adyacencia para los negros o viceversa. En tres dimensiones, paradojas analogas son
evitadas de manera similar si la 6—adyacencia es usada para los puntos blancos y la
18—adyacencia o la 26—adyacencia para los puntos negros o viceversa.

Definicién B.1 Una imagen digital es una cuadrupla (V,m,n, B), donde V = Z? o
V =273 BCV,ydonde (m,n) = (4,8) o (8,4) si V. =22y (m,n) = (6,26), (26,6),
(6,18) o (18,6) si V = Z°.

Una imagen digital P = (V,m,n, B) se dice que es 2—dimensional o 3—dimensional
segin sea V = Z%? o V = Z3 y también se le llama una (m,n)—imagen digital. Los
elementos de V' son llamados puntos de (o en) P. Los puntos de B son llamados puntos
negros de P; los puntos en V' \ B son llamados los puntos blancos de P. Usualmente
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Figura B.2: Paradoja de la conexidad.

B es un conjunto finito; si es asi, entonces P se dice que es finita.

Dos puntos negros de P se dicen que son P—adyacentes si son m—adyacentes, y dos
puntos blancos o un punto blanco y un blanco se dice que son P—adyacentes si son
n—adyacentes. Consideremos a e como P, o cualquier de los niimeros enteros 4,8,18 o 26.
Si un punto p es e—adyacente a un punto g entonces decimos que p es un e—vecino de q.
Un punto p se dice que es e—adyacente a un conjunto de puntos S si p es e—adyacente a
algin punto en S. Dos conjuntos de puntos S y 1" se dice que son e—adyacentes si algin
punto en S es e—adyacente a algin punto en 7". Un punto negro se dice que es e—aislado
si no es adyacente a otro punto negro.

Un conjunto de puntos es e—conexo si no es la unién de dos conjuntos disjuntos no
vacios que no son e—adyacentes. Una e—componente de un conjunto de puntos no vacio
S es un subconjunto maximal e—conexo de S. Entonces una e—componente de S es un
subconjunto no vacio e—conexo de S que no es e—adyacente a otro punto en S.

Para P = (V,m,n, B), una P—componente de B es una componente negra de P.
Una P—componente de V'\ B es una componente blanca de P. Una componente blanca
finita se le llama un hoyo de P en 2D y una cavidad de P en 3D. Si P es una imagen
digital entonces tiene una tinica componente blanca infinita, esta componente se le llama
el fondo de P, sin embargo, este término se refiere al conjunto de todos los puntos blan-
cos. Al conjunto de todos los puntos negros se le llama el primer plano de P.

Una e—trayectoria es una secuencia (p, pa, ..., px) de puntos con k < 1 en la cual cada
punto p; es e—adyacente a p;y1 1 < i < k. Si p;=p;, entonces la e—trayectoria es cerra-
da. La trayectoria de un solo punto (py) es un caso especial de una e—trayectoria
cerrada. Una e—trayectoria desde p a ¢ es una e—trayectoria cuyos puntos inicial y final
son respectivamente p y ¢q. Dos puntos p y ¢ que estan en la misma e—componente de un
conjunto de puntos S si y sélo si existe una e—trayectoria en S de p a q.

Una e—curva simple cerrada es un conjunto finito de puntos e—conexo en el cual
cada punto es e—adyacente a exactamente otros dos puntos en el conjunto. Un e—arco es
un conjunto finito de puntos e—conexo en el cual hay dos puntos, llamados finales, cada
uno de los cuales es e—adyacentes a s6lo un punto en el conjunto y en el cual cada punto
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que no es un punto final es e—adyacente a exactamente dos puntos en el conjunto.

Un punto negro en una imagen digital P se le llama un punto borde si es adya-
cente a uno o mas puntos blancos; de otra manera se le llama punto interior. El borde
de una componente negra C' de P es el conjunto de todos los puntos bordes en C'. El
interior de una componente negra C' de P es el conjunto de todos los puntos interiores
en C. El borde de una componente negra C' con repecto a una componente blanca D es
el conjunto de puntos en C' que son adyacentes a D.

La frontera entre dos conjuntos disjuntos P y ) se define como el conjunto de todos
los pares (p,q) tales que p € P, q € @y p es 4—adyacente o 6—adyacente a ¢. Un
conjunto conexo de puntos X en P se dice que rodea a un conjunto de puntos Y en P si
cada punto en Y estd contenido en una P—componente finita de V'\ X. En una imagen
digital finita la componente blanca tinica e infinita rodea a todos los otros puntos.

Una componente blanca de P la cual es adyacente y es rodeada por una componente
negra C' de P se le llama hoyo de C' si P es una imagen digital 2D y una cavidad de C'
si P es una imagen digital 3D. En el caso 2D, si una componente negra C' no tiene hoyos,
entonces decimos que C' es una componente simplemente conexa.



Apéndice C

Definiciones necesarias para las
estructuras de datos

A continuacion se presentan las definiciones necesarias para poder establecer la teoria y
necesaria para las estructuras de datos lista de celdas 2—dimensional y 3—dimensional,
que encontramos en el Apendice E. Este material estd basado en diferentes definiciones
que se pueden encontrar en el libro Geometry of Locally Finite Spaces del Dr. Kovalevsky.
Ademés de las definiciones de la vecindad abierta SON (¢, M) y la cerradura Cl(c, M)
necesitaremos las siguientes definiciones:

SON*(¢, M) = SON(¢, M) — {c}

Cl*(e, M) = Cl(c, M) — {c}

Definicién C.1 (Bola AC cerrada 0—dimensional)

Una bola AC cerrada 0—dimensional (una 0—bola) es un k—complejo, referencia, que
consiste de una sola celda y se denota por B°. El k—complejo que resulta de la unién de
dos distintas 0—bolas se llama una esfera 0—dimensional y se denota por S°.

Definicién C.2 (Esfera AC 1—dimensional)
Una esfera AC 1—dimensional es un k—complejo conexo 1—dimensional en el cual
cada celda es incidente exactamente a otras dos celdas y se denota por S*.

Definicién C.3 (Celda Propia) Una celda m—dimensional ¢ de un complejo n—dimensio-
nal C™, n < m, se llama una celda propia de C" si el complejo CI*(¢™, C™) es vacio (si
m = () o es una esfera (m — 1)—dimensional S™~! y el complejo SON*(c™, C™) es vacio
(si m =n) o es una esfera (n —m — 1)—dimensional S"~"~!,

Definicién C.4 (Complejo propio)
Un complejo C' es propio si todas sus celdas son celdas propias de C.



66 Definiciones necesarias para las estructuras de datos

Definicién C.5 (Bola AC cerrada m—dimensional)

Una bola AC cerrada m—dimensional, 0 < m < n, denotada por B™, es la cerradura
de una celda propia m—dimensional de un complejo n—dimensional o es la unién de
dos bolas cerradas m—dimensional B y Bj', mientras 0 B{" N B} es una bola cerrada
(m — 1)—dimensional.

Definicién C.6 (Esfera AC m—dimensional)
Una esfera AC m—dimensional, m < 2, denotada por S™, es la uniéon de dos bolas
cerradas m—dimensional BY" y BJ" intersectandose sélo en sus bordes completos:

S™ = B"U B}
mientras

SB" = 5B

(B —6B™) N (B — 6B") = @

Definicién C.7 (Bola abierta m—dimensional)
Una bola abierta m—dimensional O™ es el subcomplejo de un complejo n—dimensional
que es n-dual a una bola cerrada m—dimensional.

Definicién C.8 (Estructura de incidencia)
La estructura de incidencia de una celda ¢ € C™ es el complejo

SON*(¢,C™) U CI*(c, C™)



Apéndice D
Orientacion de los complejos AC

Los siguientes conceptos son necesarios para poder definir las esctructuras de datos lista de
celdas 2—dimensional y 3—dimensional, que se encuentran en el Apendice E. El material
estd basado en el libro Geometry of Locally Finite Spaces del Dr.Kovalevsky.

La nocién de orientaciéon se definié originalmente para los complejos Euclidianos. Esta
nocién de orientacion fue adaptada para los complejos simples. Sin embargo, ninguna de
estas aproximaciones se puede aplicar directamente a los complejos de celdas abstractas.
Por lo tanto, la nocién de orientacién permanece indefinida para los complejos abstractos
en general. Sin embargo, podemos usar una orientacién para los complejos propios. En
el caso de un subcomplejo 2—dimensional cerrado es natural el definir la orientacién de
una 1—celda, especificando cual de las dos 0—celdas incidentes a ella es su punto inicial
y su punto final. La orientacién de un 2—celda se define como la opuesta en el sentido de
circulacion de las 1—celdas orientadas en su borde o frontera.

a

Figura D.1: Mostrando la necesidad de la orientacién inducida.

Podemos observar en la Figura D.1 que nos es imposible el definir la orientacién para
todas las 1—celdas de tal manera que los sentidos de la circulacion de las tres 2—celdas
estén de acuerdo con las 1—celdas. Para poder solucionar esto se introduce, junto con la
orientacion intrinseca de las 1—celdas, las orientaciones relativas a una 2—celda espécifica.
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Se les conoce como las orientaciones inducidas de las 1—celdas en una 2—celda. Una
orientacion inducida de una 1—celda es igual a su orientacion intrinseca o la orientacion
opuesta a la intrinseca. Entonces la orientacién de una 2—celda puede estar definida en
el sentido de circulacion de las orientaciones inducidas.

Una O—celda no tiene orietacion intrinseca, sin embargo tiene orientacion inducida
relativa a cada 1—celda incidente a ella. Esto significa que si la orientacion de una 1—celda
se cambia, entonces su punto inicial se convierte en su punto final y viceversa. Ademas una
misma O—celda puede pude ser el punto inicial de una 1—celda y el punto final de otra.
Entonces esta 0—celda tiene diferentes orientaciones inducidas en estas dos 1—celdas.

El operador que transforma una orientacién intrinseca de una celda a a su orientacién
inducida en una celda b sélo puede realizar una de dos operaciones: Puede hacer la orien-
tacion inducida de a igual a su orientaciéon intrinseca o igual a la opuesta. La eleccion entre
estas dos posibilidades se puede hacer por medio de un parametro que toma dos valores
diferentes. Es comtun usar emplear el valor de +1 o —1, el valor —1 significa cambio y el
+1 significa sin cambio. Este pardmetro se llama valor de ligado de la celda a en la celda
by se denota por €(a,b). Si b es una 1—celda y a es una 0—celda incidente a b, entonces
€(a,b) = 1 si a es el punto inicial de by €(a,b) = -1 de lo contrario. La eleccién para cada
1—celda del complejo puede hacerse arbitrariamente.

Para asignar una orientacién a una 2—celda ¢ es necesario encontrar todos los valores
de todas las 1—celdas en el borde de ¢? tal que la orientacién inducida de cualesquiera
dos 1—celdas ¢} y c} que tiene a la 0—celda ¢ incidente a ellas sean coherentes, lo cual
significa que esta 0—celda debe ser el punto final de una de las 1—celda y el punto inicial
de la otra. La siguiente figura nos muestra los casos posibles.

e Iy e e

C2 cl1 C2 cl1 C2 Cy C2 c,
& & é é
a b c d

Figura D.2: Tlustrando las elecciones de los valores de ligado.

Sie(?ci) = -1y e(cl) = +1, como se muestra en la Figura D.2 (a), entonces las
orientaciones intrisecas de c} y c3 son coherentes y ambos valores €(c, c?) v e(ch, ) se
pueden establecer a +1, esto significa que la orientacién inducida de ¢f y de ¢} es igual a
sus orientaciones intrinsecas. El otro posible caso es establecer ambos valores de €(c?, c})
v €(c? c}) a —1. En este caso ambas orientaciones inducidas se convierten en la opuesta
a sus orientaciones intrinsecas y permanecen coherentes. De manera similar ocurre en la
Figura D.2 (d).

En los casos para las Figuras D.2 (b, c), los valores de €(c, 1) y €(c®, c}) son iguales el
uno al otro. Entonces los valores de €(c},c?) v e(ch, ¢?) deben ser diferentes, ya sea uno
igual a +1 y el otro a —1 o viceversa.

La regla general nos dice que: Exactamente un par de e(c”,c?), €(®,c3) y e(c?, ),
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€(c3,c?) debe tener valores distintos. Es posible expresar esta regla como:

0 1 12 0 1 2 2
E(C 701) * E(CIJC ) + E(C 702) * €(C1,C ) = O

La definicién de la orientacion en el caso general de una celda de dimensién mayor a 1

se puede presentar por las siguientes definiciones formales, las cuales estan basadas en el

siguiente teorema:

Teorema D.1 (dos (m—1)—dimensional) Sea ¢" un propio o semi-propio n—dimensional
de C™. Sea ¢™ una celda m—dimensional de C™ y ¢™ 2 una celda (m —2)—dimensional que
liga a ¢™. Entonces hay en C™ exactamente dos celdas (m — 1)—dimensional incidentes a
ambas ¢™ y ™2,

Todas las nociones que se tienen para un 2—celda se pueden generalizar para el caso
de una m—celda de un complejo propio o semi-propio n—dimensional con 2 < m < n.

Definicién D.1 Un mapeo del conjunto de (m — 1)—celdas que ligan a una m—celda ¢™
en el conjunto {+1, —1} se llama funcién de ligado de la m—celda ¢™. El valor de la
funcién de ligado para la (m — 1)—celda ¢™ ! se llama el valor de ligado de ¢! en ¢™
y se denota por e(c™ 1, ™).

Por lo tanto, la funcién de ligado de la celda ¢ es el conjunto de pares (¢;, s;) donde
ci,coni=1,2, ... k, son celdas de d¢™ y s; son los enteros iguales a +1 o —1. La funcion
de ligado la podemos denotar de manera simbélica como (Fcy,T ¢, ...,7 ¢;), donde el signo
+ o — representa el signo de s;. El valor de s; se llama la orientacion inducida de ¢; en
¢™. El orden de los pares (¢;, s;) y de los simbolos T ¢; en la funcién de ligado de una celda
no tiene importancia, como en los complejo simplistas, por la tanto podemos aplicar este
concepto a complejos no simplistas.

Una 0—celda no tiene funcién de ligado. La funcién de ligado de una 1—celda puede
ser (+c1, —c2) 0 (—cy1,+¢o). Las funciones de ligado de celdas de mayor dimensién deben
satisfacer la regla que se dio para 2—celdas y que ahora podemos generalizar para cualquier
m—celda.

Definicién D.2 Una funcién de ligado de una m—celda ¢™ se llama coherente por
pares si cualquier (m — 2)—celda ¢™ 2 que liga a ¢™ cumple con:

(™ ) we(d M) e ) kel M) =0
donde ¢/" 'y ¢3! son dos (m — 1)—celdas incidentes a ¢™ y ¢™ =2,
Una funcién de ligado coherente por pares de la celda ¢™ define de manera tinica su
orientacion relativa a todas las celdas que ligan a ¢™.

Teorema D.2 (2 orientaciones) Si las funciones de ligado para todas las (m — 1)—celdas
que ligan a la m—celda ¢™ estan definidas, entonces la celda ¢™ puede tener a lo mas dos
diferentes orientaciones, esto es, que a lo mas pude tener dos funciones de ligado coherente
por pares.
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Definicién D.3 Dos celdas a™ y b™ que tiene en comiin una (m—1)—celda incidente z™!

se llaman coherentemente orientada a lo largo de 2™~ ! si las orientaciones inducidas

de z™ ! en a™ y en b™ son opuestas la una a la otra.

Definicién D.4 Un complejo n—dimensional K™ se llama orientable, si las orientacio-
nes de todas las celdas principales existen tal que cada par de celdas principales fuerte-
mente conexas de K™ estd coherentemente orientada lo largo de su (m — 1)—celda comiin.



Apéndice E
Estructuras de Datos

En esta seccion se presentan algunas estructuras de datos utiles las cuales permiten poder
acceder de manera mas facil a las propiedades topoldgicas de las imagenes. El material

que se presenta a continuacion esta basado en el libro Geometry of Locally Finite Spaces
del Dr. Kovalevsky.

E.1. Malla Combinatoria

Para representar una imagen como un complejo cartesiano empleamos la Malla Com-
binatoria. Esta es nuevamente un arreglo 2—dimensional o 3—dimensional, en el cual
un elemento de la memoria es asignado a cada celda de los indices del arreglo. Cada eje
coordenado es un complejo 1—dimensional. Las 0—celdas de los ejes tienen coordenadas
pares, las 1—celdas tienen coordenadas impares. La dimension y la orientacion (si esta de-
finida) de cualquier celda puede ser calculada a partir de sus coordenadas combinatorias.
La dimensiéon de cualquier celda es el nimero de sus coordenadas impares, la orientacion
es especificada indicando cual de las coordenadas son impares.

En la Figura E.1b, la celda c tiene 1 coordenada impar y es la coordenada X. Por
lo tanto, es una celda 1—dimensional ortogonal al eje X. La 2—celda f tiene dos y la
0—celda p no tiene coordenadas impares. En los complejo 3—dimensional la orientacion
de las 2—celdas esta dada de manera similar: si la 1—ésima coordenada de una 2—celda
C, es la tnica, entonces la normal de C' es paralela al i—ésimo eje coordenado.

Las ventajas de la malla combinatoria palidecen por el hecho de que esta estructura
demanda 2" mas espacio en memoria. También el tiempo necesario para el proceso es
mucho mayor, por ello es razonable solo usar la malla combinatoria para imagenes no muy
grandes o para propositos de investigacién donde el tiempo de proceso no es importante.
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Figura E.1: La malla estandar (a) y la malla combinatoria (b).

E.2. Estructuras de Datos usando Listas de Elemen-
tos del Espacio

Una estructura de datos, disenada para representar eficientemente la informacién topologi-
ca de una imagen digital debe satisfacer las siguientes demandas:

1. La estructura debe tener informacién topoldgica suficiente para obtener conocimien-
to de las relaciones topoldgicas entre las partes de la imagen o de una escena 3D sin
una busqueda. A las relaciones topolégicas pertenecen principalmente la relacién de
incidencia y adyacencia.

2. La estructura debe ser capaz de representar correctamente complejos no propios, los
cuales se emplean frecuentemente en las investigaciones topoldgicas porque contie-
nen muchos menos elementos que los complejos propios.

a

Figura E.2: Representacién de la superficie de un toro (a) y de un complejo simple (b).
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La superficie de un toro se puede representar como un complejo que consiste de una
O0—celda dos 1—celdas y una 2—celda como en la Figura E.2. Esta representacién es muy
simple, sin embargo, si se tratara de interpretar como un complejo AC se presentan varios
problemas, pues los complejos correspondientes a la Figura E.2 (a, b) son el mismo, ya que
tienen el mismo conjunto de 4 celdas la misma relacion de ligado y las mismas dimensiones
de las celdas, la diferencia entre los dos complejos es que cada una de las celdas Ly y Lo
en a ligan a la 2—celda dos veces en ambos lados.

Ya que el objetivo es el de considerar un acercamiento puramente combinatorio con
ninguna relaciéon a un espacio euclidiano, consideramos la posibilidad de usar la nociéon
de celdas propias.

Las estructuras de datos conocidas no cumplen con los requisitos 1 y 2. La matriz de
incidencias permite codificar cualquier complejo de celda propia. Contiene la informacion
topoldgica compleja; sin embargo, no es adecuada para codificar los complejos no-propios.
Ademas de eso, su uso no es econémico: contiene en el caso de un complejo n—dimensional

Z N1 % Ny
k=1

elementos donde N es el niimero de celdas k—dimensionales. Este niimero es muy grande
para casos relevantes. Por estas razones, las estructuras de datos que usan listas lineales
en lugar de cuadraticas de elementos del espacio son preferibles.

Una de las estructuras mas populares en graficacion por computadora y modelado
geométrico 3D es la Representacion de ligado. Esta estructura permite seguir facil-
mente el borde de una cara 2D de un cuerpo. Sin embargo, para encontrar cuales cuerpos
en una escena 3D son adyacentes el uno al otro demanda una busqueda exhaustiva a
través de la descripcion de todos los vértices de todos los cuerpos en la escena.

La estructura de datos conocida como mapa n-G o mapa Topoldgico tiene mucha
similitud con la estructura de Lista de Celdas, que se definird mas adelante. La principal
diferencia consiste en el uso de dos copias de cada celda de dimensiéon més grande que cero,
diferenciandose sélo por su orientacién mientras que en la lista de celdas de dimension
dos y tres la orientacién es definida simplemente por el signo del indice correspondiente.?
Por lo tanto, estas estructuras son mas complicadas que la lista de celdas.

E.3. Bloques Complejo

Antes de poder ver como esta compuesta la lista de celdas 2—dimensional necesitamos
ver primero el concepto de bloques complejos.

Al realizar andlisis de imdgenes se tiene que lidiar con complejos que contienen miles
de celdas. En éstos, es recomendable subdividir un complejo dado en varios grandes sub-
complejos, cada uno de los cuales puede considerarse como uniforme con respecto a una

'Estas copias son llamadas "dardos” y "medias aristas”. El autor emplea junto con los dardos la
nocién de celdas.
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propiedad especifica para una aplicaciéon concreta. Por ejemplo, conjuntos de pixeles de
un color constante. Las particiones de un complejo que satisfacen ciertas condiciones son
llamadas bloques complejos. Consideremos la particion R de un complejo n—dimensional
A en subcomplejos k—dimensionales S¥ con k = 0,1,....,n, i = 0,1,...,m. Subconjuntos
con k = 0 son algunas de las 0—celdas s de A; cada subconjunto con k > 0 es combina-
toriamente homeomorfo a una bola abierta k—dimensional.

Es posible definir un nuevo complejo AC B cuyas celdas corresponden a los subcomplejos

SF anteriores. Este complejo se denomina bloque complejo de A. Sus celdas b; € B,
i =0,1,...,m son llamadas bloques de celdas; los subcomplejos S¥ que corresponden
a los bloques de celdas son llamados bloques. Por lo tanto; los bloques de celdas son
elementos de un bloque complejo mientras que los bloques son subcomplejos del complejo
original A. La funcién de dimension Dim del bloque complejo de A y su relacion de ligado
BR son definidas de esta manera:
La dimensiéon Dim(b;, B) del i—ésimo bloque de celda b; es igual a la dimensién del bloque
correspondiente S¥ en A; el i—ésimo bloque de dimensién k liga el j—ésimo bloque con
dimensién m > k si hay en A dos celdas ¢; € SFy ¢y € SF tal que ¢ liga a c,. Esta
definicion de dimension Dim esta de acuerdo con la Definicion 2.14.

Definicién E.1 (Bloque k—dimensional)

La tripleta B(A) = (EB,BR, Dim) se llama un bloque complejo de A si existe una
particién de A en subcomplejos S¥, mientras que cada uno de los S¥ es combinatoriamente
homeomorfo a una bola abierta k—dimensional. EB es el conjunto de los bloques de
celdas. Cada bloque de celda b; € EB corresponde a un subcomplejo S¥ llamado bloque
k—dimensional o k-bloque de A. El par ordenado (b;,b;) de bloques de celdas esté en
la relacién de ligado BR si existen dos celdas en A ¢; € SFy ¢y € SF tal que ¢; liga a cy.
La funcién de dimensién Dim asigna a cada bloque de celda b; de B(A) la dimensién del

bloque correspondiente S¥.

Los bloques de celdas y los bloques complejos se pueden orientar de acuerdo con el
concepto ya dado. La definicién de bloque de celdas incidente de un bloque complejo se
da a partir de la definicién de relaciéon de ligado BR que se dio anteriormente y de la
definicién de subcomplejos incidentes: Dos bloques de celdas b(i) y b(j) corresponden a
subcomplejos SF y S son incidentes el uno al otro si bien son idénticos o uno de ellos
liga al otro de acuerdo con la relaciéon de ligado BR.

Un ejemplo de un bloque complejo 2—dimensional se muestra en la Figura E.3, las
tres dreas de color en la figura (a) son bloques de celdas 2—dimensionales. Los bloques
de celdas 0—dimensionales se muestran como los circulos negros grandes, mientras que
los bloques de celdas 1—dimensionales son las lineas sélidas que van de un bloque de
celda 0—dimensional a otro. En la Figura E.3 (b) se observa el complejo original cuyos
subcomplejos 2—dimensional corresponden a los bloques de celdas del mismo color. Los
tridangulos, lineas y circulos negros pequenos son celdas del complejo original. Las lineas
poligonales sélidas en la figura (b) son bloques 1—dimensionales que corresponden a los
bloques de celdas 1—dimensionales de la Figura E.3 (a).
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a b

Figura E.3: Ejemplo de un bloque complejo 2—dimensional (a) y su complejo subyacente
dividido.

E.4. Lista de Celdas 2 dimensional

Una estructura de datos 2D que satisface las condiciones de la Seccion 5.3 se le conoce
como Lista de Celdas. La peculiaridad de esta estructura es que la informacién to-
pologica esta representada de manera explicita en ella: es posible obtener directamente la
informacion acerca de las regiones frontera, los puntos finales y las regiones incidentes de
lineas sin realizar una busqueda. La informacién acerca de las adyacencias esta disponible
con una busqueda local restringida ya que .2dyacente”significa incidente a un elemento
incidente”.

La estructura de datos lista de celdas esta basada en la nociéon topoldgica de un bloque
complejo para complejos AC que definimos anteriormente. Los bloques son subcomplejos
del complejo que representa la imagen. Debemos considerar ademas de estos bloques, las
regiones. Antes de poder definir regiones es necesario definir lo que es un sélido

Definicién E.2 (Subcomplejo Sélido)
Un subcomplejo S™ de un complejo n—dimensional C™ es llamado sélido si y sélo si es
homogéneamente n—dimensional y contiene el subcomplejo Int(CI1(S™, C™), C™).

Ahora que hemos definido lo que es un sélido hay que definir lo que es una region:

Definicién E.3 (Regién)
Una regién es un subconjunto n—dimensional de un sélido conexo abierto del espacio
n—dimensional.

A diferencia de un bloque, una regiéon no tiene que ser homeomorfa a una n—bola
abierta. Hay un bloque de celdas correspondiente a cada bloque. Los bloques de cel-
das son elementos del complejo AC llamado el bloque complejo. Cada bloque de celdas
k—dimensional (k—bloque de celdas), con k > 0, estd acotado por algin (k — 1)—bloque
de celdas; cada k—bloque de celdas con & < n, donde n es la dimensién del complejo
original, acota algunas (k+ 1)—bloques de celdas. En un bloque complejo 2D, los bloques
de celdas 2D corresponden a las regiones. Este tltimo debe ser especificado por algin pro-
cedimiento de segmentacion asignando a todos los pixeles de una region, la etiqueta de esa



76 Estructuras de Datos

(0.0 X

Figura E.4: Ejemplo de un bloque complejo 2—dimensional P; son los 0—bloques(puntos),
L; son los 1—bloques(lineas) y los R; son los 2—bloques(regiones).

region. El 0—bloque de celdas corresponden a puntos de bifurcacién donde se encuentran
tres o mas regiones; los 1—bloques de celdas corresponden a segmentos de las frontera de
las regiones. Un 1—bloque de celdas con orientacién estd acotado por dos 0—bloques de
celdas llamados punto inicial y final.

Un bloque complejo 2—dimensional puede ser descrito por una lista de celdas 2D. Su
versién completa consiste de cuatro listas parciales. Cada fila de la lista de k—bloques de
celdas corresponde a un k—bloque de celda b* y contiene los indices de todos los bloques
de celdas con orientacién incidentes a b*. En las siguientes tablas se muestra un ejemplo
de la lista de celdas describiendo el bloque de celdas de la Figura E.4.

Indice X Y Niinea Lineas
)= 6 10 3 + Ly, —Ls,+Ly4
P 2 3 3 —Ly,+Ly,—Ls
Ps 11 5 3 —Lo,+ L3, +Lg
P, 6 7 3 —Ly,+Ls,—Lg

La tabla anterior nos muestra la lista parcial de los 0—bloques de celdas, esta lista
contiene tanto datos que corresponden a la informaciéon geométrica que nos permiten la
reconstruccion de la imagen original, asi como la informacién topologica. Las columnas X
y Y corresponden a las coodernadas de cada punto de bifurcacién en la imagen original.
Si solo se desea la informacién topoldgica estas columnas pueden ser omitidas. La lista
también indica para cada O—bloque de celdas P; el nimero de todos los 1—bloques de
celdas Njineq incidentes a P; y la lista de los 1—bloques con signo. El signo negativo de un
indice L, en la fila de P; indica que P; es el punto final de Ly.
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La siguiente tabla nos muestra la lista parcial de los 1—bloques de celdas.

Indices Punto Region Métrica
Inicial | Final | Derecha | Izquierda | Inicio | Final

Ly Py Py Ry Ry M, M,
Ly Py Ps Ry R3 My | M;
Ly Ps Py Ry Ry My My
Ly Py Py Ry Ry - -
Ls Py Py Ry R3 Ms Ms
Lg Py Py Ry R - -

Las ultimas dos columnas en la lista parcial de los 1—bloques de celdas contienen los
indices de los llamados puntos métricos, estos puntos no son puntos de bifurcaciéon. Sus
coordenadas estan en la lista parcial de los datos de la métrica. Estos son vértices que
corresponden a una linea poligonal aproximada al correspondiente segmento del borde
de una region. Los puntos métricos se encuentran entre los puntos finales de una linea y
son necesarios para describir caracteristicas geométricas de la imagen representada por el
bloque complejo y sirven para la reconstruccién de la imagen. Las coordenadas pueden
omitirse en una versiéon puramente topoldgica de la lista de celdas. La siguiente tabla nos
muestra los puntos métricos junto con sus etiquetas y coordenadas.

Etiqueta X Y
M, 2 10
My 2 1
M;y 11 1
My 11 10
Ms 3 3

En la lista parcial de los 2—bloques de celdas la variable N¢o; representa el niimero

de bloques de celdas en la frontera del correspondiente 2—bloque celda. Los indices de
estos bloques son mostrados en la ultima columna como una lista encadenada. La lista
encadenada también define el orden de los bloques de celdas en la frontera. El uso de la
lista encadenada es ventajoso durante la creacion automatica de la lista de celdas, ya que
hace mas facil los cambios en esta. Tan pronto como la lista de celdas esta disponible,
cada lista encadenada puede ser remplazada por un arreglo el cual toma menos memoria.

Indice Ner Apuntador Lista Encadenada

R() 6 Z1 — P1—>+L1—>P2—>+L2—>P3—>+L3—>P1
Ry 6 Ly —> P1—>+L4—>P4—>—|—L5—>P2—>—L1—>P1
R2 6 Zg—) P1—>—L3—)P3—>+L6—)P4—>—L4—>p1
Rs 6 Zy— P——Ly—>P— —Lsg—>Ps— —Ly— B

Modificaciones de la lista de celdas son posibles dependiendo de la especificacion del
problema a resolver. Algunas modificaciones de la lista de celdas 2D son:
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1. Es posible construir cualquiera de las dos: una lista de celdas geométrica o una lista

de celdas topolodgica la cual no contiene coordenadas. Esta ultima lista representa
solo datos acerca de la relaciones de ligado de los bloques y alguna informacién
adicional en el caso de un complejo no-propio.

. Si una imagen contiene regiones con "hoyos”, los cuales son regiones mas pequenas

de algin color diferente en el interior de una regién mas grande, entonces la particion
de la imagen no corresponde a un bloque complejo. De hecho, un bloque complejo
debe ser, por definicién, homeomorfo a una bola abierta y una regién con hoyos
no satisface esta condicion. En tales casos la particién se considera como un bloque
complejo no propio. Es posible describir tal complejo mediante una lista de celdas.
Entonces es apropiado, pero no necesario, acompanar la lista de celdas por una
estructura la cual llamaremos arbol de inclusion. Un arbol de inclusiéon es una
grafica dirigida, cuyos vértices corresponden a regiones, mientras una arista dirigida
apunta desde una region incluida a otra. Un arbol de inclusién puede ser descrito
por una estructura en la cual un conjunto de tres indices (padre, hijo, hermano) es
asignado a cada vértice V. El indice padre apunta a la regién directamente incluida
de V, el indice hermano (el cual indica el siguiente hermano mayor) apunta a
alguna region diferente de V' e incluido por el padre de V. El indice hijo (el cual es
el hijo mayor) apunta a una de las regiones incluidas en V.

. Es posible reducir el espacio en memoria que se requiere para un lista de celdas

mientras excluyamos la redundancia. Una lista redundante contiene ambas relacio-
nes, ligaa y es ligado por, lo cual es necesario para encontrar las relaciones topoldgi-
cas de los bloques sin una busqueda. Esta propiedad de una lista redundante, hace
el analisis de la estructura de un imagen muy rapida. Sin embargo, para reconstruir
la imagen desde su lista de celdas es suficiente con tener la relacion de es ligado. En
una lista reducida la sublista del 0—bloque de celdas permanece sin cambios, en la
sublista del 1—bloque de celdas las columnas correspondientes a los puntos finales
son descartadas. La sublista del 2-bloque de celdas es completamente descartada.

Recordando el problema de la representacion de complejos no-propios, veamos c6mo

el complejo no-propio de un toro que se mostré en la figura E.2, puede describirse como
una lista de celdas.

Indice Niin
P 4

Lineas
+L27 +L1a _L27 _Ll

La lista parcial de los 0-bloques consisten en este caso de una fila. El valor de Ny,

indica el numero de los "plugs”de los 1-bloques de celdas (lineas) incidentes a P y sus
indices con signo. El signo negativo de un indice de una linea indica que P es el punto
final de la linea con orientacion.

Etiqueta Punto Region
Inicial | Final | Derecha | Izquierda
Ly P P —F +F
Lo P P —F +F
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La lista parcial de los 1—bloques de celdas contiene para cada 1—bloque de celdas
con orientacion su punto inicial y su punto final, que en este caso es siempre el mismo.
También contiene indice con signo de dos 2—bloques de celdas (regiones) incidentes que
difieren tnicamente por sus signos. Un signo negativo indica que la orientacion inducida
de los 1—bloques en los 2—bloques es —1.

Etiqueta | NCI | Apuntador Lista Encadenada
F 8 Z— P—+L, —-P—=+Ly =P ——L - P — —Ly

La lista parcial de los 2—bloques celdas consisten en este caso de una sola fila. Los
indices de los bloques de celdas en la frontera del 2—bloque de celdas se nos muestra
como una lista encadenada en la tltima columna. El valor N¢o; es el nimero de elementos
de esa lista. El orden de los elementos en la lista corresponde a la orientacién de los
2—bloques de celda. El apuntador Z nos da el inicio de la lista.

E.5. Lista de Celdas 3 dimensional

Una lista de celdas 3D describe un bloque complejo 3D de acuerdo con la Definicion E.1.
Sus bloques de celdas corresponden a los bloques de una particién de una imagen 3D. La
particién es especificada por algtin procedimiento de segmentacién que asigna a todos los
voxeles de un segmento la equiteta de esos segmentos. El interior de un segmento es un
3-bloque y se le llama volumen.

Un 2-bloque F), es el interior de la intersecciéon de las fronteras de dos volimenes
adyacentes V; Y V, en una de las fronteras,

Fy = Int(6V; N6V, 6V;) = Int(5V; N 6V;, 6V3)

Un 2-bloque Fj; incidente al volumen V; se llama cara de V;. Cada cara es incidente a
dos voliimenes.

De manera similar, un 1-bloque L; es el interior de la interseccién de las fronteras de
tres o mds caras adyacentes F; (i=1,2,3, ...) en una de las fronteras, se le conoce como
linea. Un 1-bloque es incidente a tres o mas caras y a tres o mas volumenes.

Un 0-bloque es una interseccién de las fronteras de tres o mas lineas y es llamado
punto de bifurcacion. Un 1-bloque inicia y termina en un 0-bloque.

De acuerdo con la Definicién C.8 podemos llamar al bloque subcomplejo compuesto
de todos los bloques de celdas incidentes a un bloque de celdas b dado, excepto b, la
estructura incidente de b. En un espacio 2D la estructura de incidencia de una celda
propia es una secuencia ciclica isomorfa a una esfera 1-dimensional. Se puede representar
como una lista encadenada o como un arreglo de indices de los bloques de celdas. En el
caso de 3D la estructura de incidencia de un 0-bloque o un 3-bloque es isomorfo a una
esfera 2-dimensional la cual en el caso general se puede representar sélo por una lista
de celdas 2D o una estructura equivalente. Por lo tanto, se requiere una lista de celdas
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2D para representar la estructura de incidencias de cada punto de bifurcacién y cada
volumen de un bloque complejo 3D. Sin embargo, hay casos en los que las estructuras de
incidencia son isomorfas a esferas 2-dimensional. Una 2-esfera combinatoria es isomorfa a
la superficie de un poliedro convexo y, por lo tanto, puede representarse como una lista de
caras poligonales. El conjunto C* de un 2-bloque de celda que corresponde a una cara de
un poliedro puede representarse como una secuencia ciclica de 0-bloques y 1-bloques. Por
lo tanto, una lista de caras y el conjunto de la correspondiente secuencia ciclica describen
completamente la estructura de incidencia de un 3-bloque. De manera similar, una lista de
lineas incidentes y el conjunto de la correspondiente secuencia ciclica describen el conjunto
SON* de cada linea (una secuencia ciclica de caras y volimenes alternantes) incidente a
un punto de bifurcacion describen completamente la estructura de incidencia del punto
de bifurcacion. Esta es nuestra base tedrica de las listas de celdas.

Definimos para cada cara (2-bloque) f su orientacién de acuerdo con los conceptos
dados anteriormente, mientras se especifica un orden ciclico de las lineas y los puntos
en su frontera. Una linea también esta orientada, esto significa que tiene un punto de
bifurcacién inicial y uno final. Una linea en la frontera de f puede ser orientada cohe-
rente o anti-coherente a f. En el tltimo caso, la linea es orientada en contra del orden
ciclico de la frontera de f. El orden ciclico de la frontera de f define de manera tunica la
funcién de ligado coherente por pares de f con relacion a las celdas que la ligan, por lo
tanto, definiendo su orientacién. Cada cara f tiene una orientacién inducida en cada dos
volumenes incidentes a ella. Un volumen es orientado si su funcién de ligado coherente
por pares con relacion a sus caras es definida. Esta es la lista de signos asignados a cada
cara orientada que liga el volumen. Un volumen V se dice que se encuentra en el lado
positivo de una cara f incidente a V' si f tiene un signo positivo en su funcion de ligado
coherente por pares. Como en el caso 2D, hacemos una distincién entre una lista de celdas
3D geométrica y una topologica, esta tltima no contiene coordenadas.

Consideremos el ejemplo de la Figura E.5, este es un complejo que contiene sélo dos
cubos. Una cara de cada cubo es la interseccion de sus fronteras, mientras que la union
de las otras cinco caras de cada cubo es considerada como una cara individual.

La lista de celdas de la imagen 3D de la Figura E.5 se muestra a continuacion:

Indice Nson Lineas
P 2 +Li,—Lo
P 2 —Lq,+Lo

La lista parcial de puntos es similar a la de una lista de celdas 2D. Se ha omitido la
informacion geométrica en este caso, esto es las coordenadas.

Indice | Inicial | Final | Ngonx | Apuntador Lista Encadenada
Ll P1 PQ 5 Zl —F1—>‘/1—>—F2—>‘/2—>+F3—>‘/0
L2 P2 P1 5 Z2 —F1—>‘/1%—F2—>‘/2—>+F3%‘/0

Aqui Ngon denota el nimero de bloques celdas en el conjunto SON* de la linea L;,
esto es el niimero de bloques de celdas ligadas por L;. Estos bloques de celdas son listadas
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Vo 1N3
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Lo 2

Figura E.5: Un bloque complejo simple (a) y su seccién cruzada perpendicular a Ly (b).

en la lista encadenada en la 1ltima columna. El orden de la secuencia corresponde a una
rotacion derecha en L;. Un signo negativo antes de una etiqueta de una cara indica que es
orientada contraria a la direccién de rotacion. El indice V, representa el volumen afuera
de los cubos. El apuntador Z; apunta al principio de la lista encadenada.

Indice | +Vol | -Vol | N¢; | Apuntador Lista Encadenada
F1 Vb ‘/1 4 Zg P1—>+L2—>P2—>+L2
F Vi Va 4 Zy P — 4Ly — Py — +1Lo
F; Vo Va 4 Zs3 P— -1 — P,— —L,

La lista de caras contiene, para cada cara Fj, el indice de dos voliumenes ligados por F;.
El volumen denotado por +Vol cae en la direcciéon de la normal positiva de F;. El resto
de la lista es similar a la lista de celdas 2D.

Indice Ney Caras
Vi 2 +Fy, —F
Vo 2 +Fy, +1F3

La lista parcial de volimenes contiene, para cada volumen V;, el nimero de las caras
incidentes N¢; las cuales estan listadas en la ultima columna. El signo negativo antes del

indice de una cara en la fila de V; indica que la normal ala cara esta apuntando afuera de
V.
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