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Prefacio

La ubicua interconectividad de los fenémenos que ocurren en el mundo real aunada a la di-
recta posibilidad de tomar en cuenta una gran variedad de interacciones, ha guiado a cientificos
e ingenieros a utilizar modelos con organizacion de red para representar procesos complejos e
investigar la relacién entre sus caracteristicas funcionales y estructurales. Mas atn, es evidente
que la globalizacion estd conduciendo a que todos los sistemas sean cada vez mds interdepen-
dientes [Gershenson et al., 2014], asi, consideramos conveniente en este trabajo estudiar redes.

Incrementar el entendimiento acerca de cémo ciertos cambios en objetos individuales pueden
sobrepasar a escalas mas generales e influir en el comportamiento de un sistema es, fundamental
para comprender los mecanismos que subyacen el funcionamiento global y, a su vez, una de las
principales caracteristicas del desarrollo intelectual y social del ser humano. Consecuentemente,
la ciencia de los sistemas se encuentra claramente frente al reto de representar, con la intencién
de analizar y controlar, el comportamiento dindmico de estas complejas interdependencias. En
este trabajo presentaremos dos modelos de sistemas dindmicos discretos. Ambos son un tipo
de red dindmica —redes en las que el estado de cada nodo cambia a través del tiempo— cuya
estructura y funcionalidad son generadas de forma aleatoria.

Las redes booleanas aleatorias (RBAs), creadas por Stuart Kauffman [Kauffman, 1969] para
modelar las interacciones en redes de regulacion genética, se han convertido en ttiles modelos
para la investigaciéon de sistemas complejos debido a que tienen la capacidad de exhibir un
comportamiento similar al de organismos vivientes. Nosotros extendemos este modelo utilizando
conjuntos difusos que nos permiten cuantificar el grado de complejidad de una red y medir
cuanta informacion se pierde durante el proceso de simplificacion booleana. Exponemos algunos
conceptos basicos sobre légica difusa, asi como su importancia y utilidad, en el capitulo 1.

En el capitulo 3 damos una introduccién a las RBAs y posteriormente presentamos un
estudio sistémico de sus principales conceptos, donde una relacion légica es expresada como
una ecuacién algebraica, y un sistema dindmico légico, como una red booleana, es convertido
en un sistema lineal discreto. Utilizaremos una generalizacién del producto de matrices llamado
producto semi-tensorial, para matrices donde la condicién de ser conformables no se satisface.
Dedicamos el capitulo 2 a la construccién de esta herramienta matematica.

En el capitulo 4 presentamos las redes difusas aleatorias (RDAs), extendiendo el modelo
clasico (RBAs) por un modelo difuso donde los nodos pueden pasar de tomar sélo dos estados
a tomar una infinidad. De esta forma, estudiamos la reduccion de complejidad que los modelos
Booleanos son capaces de realizar, justificando su utilizacién en el diseno, andlisis y control
de sistemas complejos. Los resultados de nuestras simulaciones se encuentran en el capitulo 5,
seguidos por comentarios finales en el capitulo 6.

VI



It would be altogether incredibly inconvenient to have an unambiguous language, and
therefore mercifully we have not got one.

— BERTRAND RUSSELL, The Philosophy of Logical Atomism (1918)

168. The mathematician is an inventor, not a discoverer.
— LubpwiG WITTGENSTEIN, Remarks on the Foundations of Mathematics (1938)

.. we might change the idea that space is continuous to the idea that space perhaps is
a simple lattice and everything is discrete and that time jumps discontinuously.
— RICHARD FEYNMAN, Simulating Physics with Computers (1981)



Capitulo 1

Loégica Difusa

El significado de una palabra nunca estd completamente determinado. Es el contexto y la
forma en la que un término es empleado lo que produce la ilusién de fijar un inico significado. En
este trabajo usaremos el término ldgica difusa para referir a todos los aspectos de representar y
manipular conocimiento que emplea valores de verdad intermedios. Este general sentido comin
del significado del término ldgica difusa abarca, en particular, conjuntos difusos, relaciones
difusas y sistemas formales deductivos que admiten valores de verdad intermedios, asi como
los diversos métodos basados en ellos. Presentaremos a continuacién una revision de las ideas
bésicas de la 16gica difusa dada como en Belohlavek y Klir [2011], asi como una introduccién a
las dlgebras de Heyting que son estructuras algebraicas capaces de modelar el comportamiento

de los operadores difusos.

1.1. Introducciéon

Como es bien sabido, la logica clasica estd basada en las suposiciones que hay exactamente
dos valores de verdad, falso y verdadero, y que el valor de verdad de cualquier férmula légica es
definido tdnicamente por el valor de verdad de sus componentes. Estas suposiciones son usual-
mente llamadas bivalencia y funcionalidad de la verdad, respectivamente. Las diversas légicas
multivaluadas abandonan la bivalencia mientras se adhieren a la funcionalidad de la verdad.
Esto significa que valores de verdad adicionales son reconocidos en cada légica multivaluada.

Aunque no es obvio cémo interpretar estos valores de verdad adicionales, usualmente son vistos



como valores de verdad intermedios entre falso y wverdadero e interpretados como grados de
verdad. Las 16gicas multivaluadas difieren unas con otras en los conjuntos de valores de verdad
que emplean y en las definiciones que usan para las operaciones légicas bésicas, es decir, los
operadores légicos de negacién, conjuncién y disyuncion.

La légica clasica estd cercamente conectada con la teoria de conjuntos clasica. Cada predi-
cado estd asociado de forma tnica a un conjunto clasico. En otras palabras, para cada objeto
dado, la proposicién formada por el predicado es verdad para este objeto si y solo si el objeto
es un miembro del conjunto asociado. El conjunto asociado juega el papel de la extensién del
predicado. Por otro lado, cada operacién légica de predicados tiene una contraparte tinica —una
operacion en los conjuntos cldsicos asociados. Por ejemplo, las contrapartes de la negacién, con-
juncién y disyuncién de predicados son las operaciones de complemento, interseccién y unién

en los conjuntos asociados, respectivamente.

Cuando la suposicién de bivalencia fue abandonada en las diversas légicas multivaluadas
propuestas, la conexién entre predicados y conjuntos quedé perdida. Los conjuntos clasicos
simplemente no fueron capaces de jugar el papel de extensiones de predicados multivaluados,
es decir, predicados que se aplican a objetos en un grado intermedio. La conexion fue tarde o
temprano renovada cuando Lotfi Zadeh introdujo el concepto de conjunto difuso en su articulo
seminal [Zadeh, 1965].

Una légica difusa puede ser vista, en parte, como una extencién difusa de una légica mul-
tivaluada que constituye un calculo légico correcto y completo. Sin embargo, Zadeh también
intent6 expandir la nocién de légicas difusas en este sentido (usualmente referido como légicas
difusas en el sentido estrecho) con el propésito de desarrollar razonamiento aproximado que
haria posible, en ultima instancia, emular el razonamiento del sentido comun humano en el
lenguaje natural. Con este fin, introdujo conjuntos difusos apropiados para representar ciertos
tipos de términos lingiiisticos empleados en el razonamiento humano. Esta nocién extendida de
cualquiera de las légicas difusas en el sentido estrecho es usualmente llamada una légica difusa

en el sentido amplio.

Representar y tratar con clases de objetos que no estan precisamente definidos fue entonces
la principal motvacién para introducir conjuntos difusos. Puesto que tales clases son ubicuas

en todas las actividades humanas que involucran al lenguaje natural, los conjuntos difusos



abrieron nuevas y potencialmente ttiles formas de ver la cognicién humana, el razonamiento, la
comunicacion, la toma de decisién, y similares. Quiza la mas importante de estas fue la nueva
forma de ver al conocimiento expresado por enunciados en lenguaje natural. Tal conocimiento
asumié un nuevo significado debido a la posibilidad de representarlo y tratarlo en una forma
rigurosamente matematica. Su utilidad en la ciencia, ingenieria y otras areas de los asuntos

humanos ha sido cada vez més reconocida.

1.2. Objetivos

La mayoria de las proposiciones que la gente usa para comunicar informacién acerca del
mundo no son bivalentes. La verdad de tales proposiciones es una cuestiéon de grado, mas que
de ser solamente verdaderas o falsas. Asimismo, la mayoria de los objetos a los que la gente se
refiere cuando comunican informacién no tienen fronteras precisas, claramente definidas.

Como la mayoria de las proposiciones acerca del mundo real empleadas en la comunicacién
y cognicién humana no son bivalentes, la légica clasica es completamente inadecuada para
formalizar razonamiento que involucre tales proposiciones. Asimismo, como la mayoria de las
colecciones referidas en la comunicacién humana no tienen fronteras precisas, los conjuntos
clésicos son sumamente inadecuados para representar tales colecciones. El principal objetivo de
la 1égica difusa es sobreponerse a las previamente descritas incompetencias de la légica clasica
v los conjuntos clasicos.

La principal idea empleada por la légica difusa es el permitir una escala parcialmente or-
denada de valores de verdad, también llamada grados de verdad, que contiene los valores que
representan falso y verdadero, pero también algunos grados adicionales, intermedios, de verdad.
Es decir, el conjunto {0,1} de valores de verdad de la logica cldsica, donde 0 y 1 representan
falso y verdadero, respectivamente, es remplazado en légica difusa por una escala parcialmente
ordenada de grados de verdad siendo el grado méas pequenio 0 y el méas grande 1. Un ejemplo
importante de tal escala es el intervalo [0, 1] de niimeros reales.

Un grado de una escala dada (e.g., el nimero 0.9 de [0, 1]) que es asignado a una proposicién
es interpretado como el grado en el que la proposicién es considerada verdadera. De forma

similar, las escalas de grados de verdad son usadas en los conjuntos difusos para representar los

4



grados en los que un objeto dado es elemento de una colecciéon con una frontera no precisa.

1.3. Conjuntos

El concepto de conjunto es fundamental practicamente para todas las ramas de las ma-
tematica, tanto pura como aplicada. Intuitivamente, un conjunto es cualquier coleccién de
objetos definidos y distintos que son concebidos como un todo. Los objetos que son incluidos
en un conjunto son usualmente llamados sus elementos.

Los conjuntos clasicos satisfacen dos requerimientos basicos. Primero, los elementos de cada
conjunto son distinguibles unos de otros, y segundo, para cualquier objeto dado puede ser
especificado si el objeto es, o no es, un elemento de el conjunto. Los conjuntos difusos que
fueron introducidos por Zadeh [Zadeh, 1965], difieren de los conjuntos clasicos rechazando el
segundo requerimiento. Contrario a los conjuntos clédsicos, los conjuntos difusos no requieren
fronteras precisas que separen sus elementos de otros objetos. La pertenencia de cualquier
objeto en un conjunto difuso no es una cuestién de afirmacién o negacién, como es requerido
para conjuntos clasicos, sino una cuestiéon de grado.

En cada aplicacién particular de la teoria de conjuntos (cldsicos o difusos), el conjunto de
todos los objetos que son relevantes para la aplicacién es llamado un conjunto universal (o un
universo). Independientemente de que trabajemos con conjuntos cldsicos o conjuntos difusos,
el conjunto universal relevante es siempre un conjunto clasico.

Los conjuntos difusos estan definidos en un conjunto universal dado como funciones que son
andlogas a las funciones caracteristicas de los conjuntos clasicos. Cada una de estas funciones
asigna a cada objeto en el conjunto universal un grado de verdad. Si los grados de verdad son
ntmeros reales en el intervalo [0, 1], el conjunto difuso definido es llamado un conjunto difuso

comun. Formalmente, un conjunto difuso comin A en un universo U es una funcién
A:U —[0,1]

que asigna a cada elemento x de U un nimero A(z) en [0, 1]. Este nimero es llamado un grado
de pertenencia de x en A y es visto como el grado en el que x es considerado un elemento de la

coleccién representada por el conjunto difuso A. Es decir, A(x) es interpretado como el grado



de verdad de la proposicién “z es un elemento de A”.
Recordamos que una funcién caracteristica de un conjunto clasico en el conjunto universal
U es cualquier funcion

A:U - {0,1}

que asigna a cada elemento x de U un valor de verdad 0 (si # no es elemento del conjunto) o 1
(si z es un elemento del conjunto). Es decir, el concepto de conjunto difuso difiere del concepto
de funcién caracteristica de un conjunto clésico solamente en que el conjutno {0, 1} de valores
de verdad es remplazado por una escala general de grados de verdad como [0, 1].

Cualquier conjunto difuso especial A : U — [0, 1] para el cual A(z) = 0 o A(z) = 1 para
cada x de U es llamado un conjunto difuso crujiente o simplemente un conjunto crujiente.
Claramente, todo conjunto clasico puede ser representado por un conjunto difuso crujiente. A
saber, un conjunto clasico C' que es un subconjunto de U es representado de manera inica por
un conjunto difuso A¢ en U tal que Ag(x) = 0 si x no es un elemento de C'y Ac(z) = 1si x es
un elemento de C'. Inversamente, cada conjunto difuso crujiente en U representa un conjunto
clasico que es un subconjunto de U. Esta correspondencia nos permite ver a los conjuntos
clasicos como conjuntos difusos particulares e identificarlos con conjuntos crujientes.

Contrario al rol simbdlico de los niimeros 0 y 1 en las funcions caracteristicas de conjuntos
clésicos (como falso y verdadero, respectivamente), los grados de pertenencia asignados a objetos
por conjuntos difusos comunes tienen una significacién numérica. Para cualquier objeto x en
U, claramente, A(z) define un grado numérico de pertenencia de z en el conjunto difuso A. En
conjuntos clasicos, 0 y 1 son considerados como simbolos; en conjuntos difusos, 0 y 1, asi como
otros grados de verdad, son vistos como niimeros. Una consecuencia importante de este cambio
es que los conjuntos difusos (incluyendo a los conjuntos crujientes) pueden ser manipulados en

varias formas numéricas que no tienen contraparte en la teoria clasica de conjuntos.

1.3.1. Conceptos Basicos sobre Conjuntos Difusos

Dado un conjunto difuso A definido en un conjunto universal U, el conjunto de todos los
elementos de U para el cual A(z) > 0 es llamado un soporte de A, y el conjunto de aquellos
para el cual A(z) = 1 es llamado un nicleo de A. Los conjuntos difusos cuyos nicleos no son

vacios son llamados conjuntos difusos normales; todos los deméas conjuntos difusos son llamados



subnormales.

Entre los conceptos mas importantes asociados a los conjuntos difusos es el concepto de
un corte de nivel (también llamado un a-corte). Dado un conjunto difuso A definido en un
conjunto universal U y cualquier nimero « en el intervalo [0, 1], el corte de nivel al nivel « (o
el a-corte) de A, denotado por A,, es un conjunto cldsico de todos los objetos = de U para los

cuales A(x) > «. Esto puede ser formalmente escrito como
Ay ={z€U: A(z) > a}, (1-1)

donde el simbolo estandar x € U significa que un objeto dado x es un elemento del conjunto
universal U (un conjunto cldsico) y los dos puntos denotan la frase tal que. Se sigue inmedia-
tamente de esta definicién que para cualquier conjunto difuso A y cualesquiera dos niimeros «
y [ en [0,1] tales que o > 3, la inclusién de conjuntos A, C Ag siempre se satisface. De esta

manera, todos los cortes de nivel distintos de cualquier conjunto difuso A forman una familia,
A={A,:a€c(0,1]},

de conjuntos clasicos anidados. Esto significa que para cualquier secuencia de nimeros a; >
ag >ag >+ en [0,1], Ag, € Any, € Angy C ---. Se ha establecido mateméticamente que esta

familia es una representacion alternativa del conjunto difuso A.

Dada la representacion por cortes de nivel de un conjunto difuso A, su representacién como

funcién de pertenencia estd determinada de forma tinica para todo x € U por la férmula
A(z) =sup{a:a€[0,1], z € A}, (1-2)

donde “sup”denota el supremo (méximo, si este existe).

La significacién de la representacién por cortes de nivel de conjuntos difusos es que conecta
los conjuntos difusos con los conjuntos clasicos. Considerando que cada conjunto clasico es una
coleccién de objetos que son concebidos como un todo, cada conjunto difuso es una colecciéon
(potencialmente infinita) de conjuntos cldsicos anidados que son también concebidos como un

todo.



Dados dos conjuntos difusos, A y B, que estan definidos en el mismo conjunto universal
U, decimos que A es un subconjunto de B si y sélo si A(x) < B(x) para todo z € U. Si A
es un subconjunto de B, lo escribimos como A C B. El conjunto de todos los subconjuntos
difusos comunes de U (a veces llamado un conjunto potencia difuso) es denotado por [0,1]Y, y
el conjunto de todos los subconjuntos crujientes de U es denotado por {0,1}Y.

El nimero de elementos en un conjunto A definido en un conjunto universal es llamado la
cardinalidad de A. Cuando un conjunto difuso definido en un conjunto universal finito U, su

cardinalidad, denotada por |A|, estd definida por la férmula

A= Alx). (1-3)

zeU

1.4. Algebras de Heyting

La estructura de la légica difusa es esencialmente la de una algebra de Heyting [Turunen,
1992]. Esto es conveniente ya que entonces se pueden usar teoremas sobre algebras de Heyting
para deducir consecuencias sobre la logica proposicional difusa. En esta seccién introducimos
el concepto de “latiz” y explicamos qué es un algebra de Heyting. Utilizaremos conjuntos en el
sentido de la teoria clasica de conjuntos, o equivalentemente conjuntos crujientes de la teoria

de conjuntos difusos, a menos de que se aclare otra cosa.

1.4.1. Latices

Comenzamos con la nociéon de un conjunto parcialmente ordenado introducido como en Bell
y Slomson [1974]. El lector interesado también puede consultar Sgrensen y Uryczyn [2006].
Un conjunto parcialmente ordenado es una pareja ordenada (X, <) donde X es conjunto no

vacio, y la relacién < es una relacién binaria en X con las siguientes propiedades:
(a). Reflexividad: para todo x € X, x < =z,
(b). Antisimetria: para todos x,y € X, six <y y y < x, entonces z =y,

(¢c). Transitividad: para todos z,y,z € X,six <y y y < z, entonces z < z.



Decimos que un conjunto parcialmente ordenado (X, <) es un orden total si, adicionalmente,

< tiene la siguiente propiedad:
(d). Dicotomia: para todos x,y € X, ocurre x < y 0 y < .

Si ¢ < y comunmente usamos lenguaje intuitivo y decimos que “y es mayor o igual que x”.
Si X es un conjunto parcialmente ordenado, una cadena en X es un subconjunto de X que
estd totalmente ordenado por la relaciéon de orden en X.

Si A es un subconjunto del conjunto parcialmente ordenado X, una cota superior para A en
X es un elemento de X mayor que todos los elementos de A. Asi, z € X es una cota superior
para A en X siy sélo si a < x para todo a € A. Andlogamente x € X es una cota inferior para
Aen X siparatodoa € A, x < a.

Llamamos a € X el supremo (o minima cota superior) de A si x es una cota superior
para A en X y es una cota inferior para el conjunto de todas las cotas superiores para A en X.
Asi z € X es el supremo de A si y s6lo si para todo a € A, a < x y dada cualquier otra cota
superior y, para A en X, x < y. Andlogamente decimos que x € X es el infimo (o mdzima cota
inferior) de A si es una cota inferior para A y es mayor que cualquier otra cota inferior para A
en X.

Denotamos al supremo de A, si existe, por sup(A) y al infimo de A, si existe, por inf(A). Si
A es el conjunto de dos elementos {z,y}, entonces escribimos z V y en lugar de sup(A) y 2 Ay
en lugar de inf(A). A xVy se le llama la conjuncién de x y y, y a z Ay se le llama la disyuncién
de x y y.

Una latiz es un conjunto parcialmente ordenado en donde cada subconjunto de dos elementos
tiene tanto un supremo como un infimo. Asi, en una latiz L para todos x,y € L tanto z V y

como x Ay existen.

Observaciéon 1 Dados x,y,z € L donde L es una latiz, es claro que z > xVy & 2z 22y

zZzy, ytambién z<x Ny z<acy 2 <y.

Proposicion 2 En cualquier latiz L, para todos x,y,z € L se cumplen las siguientes identida-

des:

L. xVy=yVzx TANy=yAz.



L. zV(yVz)=(xVy)Vz zAYNz)=(xAy) Az
L. (zVy)Ay=y (xAy)Vy=y.

Demostracién. (L1) Sea z € Ltalque z >z Vy ez 2,y 22 y,x < 2 2 yVar.
Andlogamente, sea z € Ltal que z <z Ay <2<,y 2<y,t S 2 < YyAT.
(L2) Seaw € Ltalquew > (xVy)Vz e w > z,zVy & w > x,y,2 < w > xyVz
< w = xzV (yV z). Andlogamente, sea w € L tal que w < (x Ay) Az & w < 2,z Ay
swny,zeowssny Nz w<eAYAz).
(L3) y > (xVy) ANy =2V (yAy) =2 Vy =y Andlogamente, y < (z Ay)Vy =z A (yVy)
=z ANy<y. n

Claramente, si un conjunto parcialmente ordenado tiene una cota superior, entonces esta es
Unica. En particular esto es verdad para una latiz y llamamos a la tnica cota superior de una
latiz, si existe, el mdximo de la latiz y lo denotamos por 1. Andlogamente si una latiz tiene una
cota inferior, esta es tnica. La llamamos el minimo de la latiz y lo denotamos por 0.

El elemento méximo de una latiz debe ser cuidadosamente distinguido de un elemento
mazximal de una latiz. Decimos que un elemento z de una latiz es mazimal si no hay algin
elemento de la latiz estrictamente mayor (mayor y necesariamente diferente) que x. Podemos
recordar aqui que el lema de Zorn afirma que si X es un conjunto parcialmente ordenado en el
que cada cadena tiene una cota superior entonces X contiene un elemento maximal.

Un conjunto parcialmente ordenado no tiene necesariamente un elemento maximal tnico.

Sin embargo, la situacién es diferente para las latices.
Lema 3 Sila latiz L contiene un elemento maximal, entonces este elemento mazimal es dnico.

Demostracion. Supongamos que x y y son elementos maximales de L. Enonces x < z V y

vy <zVy,ycomoxyyson maximales, t =xVyyy=zVy. Asi, x =y y el lema se sigue. m

Decimos que una latiz L es complementada si tiene un elemento maximal 1, un elemento

minimal 0, y para cada x € L existe un elemento y € L que satisface:
Ly. rVy=1 N z Ay =0.
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Dicho elemento y es llamado el complemento de . En una latiz complementada cada ele-
mento no tiene necesariamente un complemento tinico.

Dados =,y € L, un elemento z de una latiz L es un pseudo-complemento relativo de x con
respecto a y si z es el mayor elemento que satisface:

L. Az <y.

Si el pseudo-complemento relativo de x con respecto a y existe, lo denotamos por x — y.
Decimos que una latiz es pseudo-complementada si tiene un elemento maximal 1, un elemento
minimal 0, y para cada x,y € L, existe z = — y en L tal que satisface la propiead L.

La condicién extra que imponemos en una latiz complementada para asegurar que el com-
plemento sea tnico es la distributividad. Decimos que una latiz L es distributiva si para todos

x,y,z € L las siguinetes identidades se satisfacen:
Ls. (xVy)ANz=(xAz)V(yAz),
(xAy)Vz=(xVz)A(yV2).

Proposicion 4 En una latiz complementada L, para todox € L, xAN1 =2, xV1 =1, xzA0=0,

yxV0=rcz.

Demostraciéon. Seay € L tal que zVy =1y x Ay = 0. Por L3 se tiene que (yVz) Az =z,
entonces t =z A (xVy) =x Al Asi, zV1=(xV1)Al=1. Andlogamente (y Az)Vz =z,

entonces t =z V (x Ay) =2V 0. Porloque zA0O=(zA0)VO=0 m

Lema 5 En una latiz distributiva complementada cada elemento tiene un unico complemento.

Demostracion. Supongamos que L es una latiz distributiva complementada y que tanto y
como z son complementos del elemento x de L. Asi, x Vy =1y x A z = 0. Entonces, usando la

proposicion 4,

y=yvVOo=yV(zA2)
=(yVz)A(yVz), yaque L es distributiva,
=1A(yVz2)

=yVz.

11



Anélogamente z =y V z, y por lo tanto y = 2. =

En una latiz distributiva complementada el iinico complemento de un elemento x es deno-
tado por Z. Por otro lado, en una latiz distributiva pseudo-complementada se tiene como caso
particular que * = x — 0.

Estamos ahora listos para la definicion principal de esta seccién. Una dlgebra de Heyting es
una latiz distributiva' pseudo-complementada con al menos dos elementos. Asi, insistimos que
0 # 1 en cualquier algebra de Heyting.

Introdujimos la nocién de algebra de Heyting construyendo gradualmente su estructura
iniciando con un conjunto parcialmente ordenado. De manera alternativa también podriamos
haber dado la siguiente definicién:

Una algebra de Heyting 57 es una estructura algebraica
H = (H,V,\,—,0,1),

que satisface L1, Lo, L3, Ly y Ls.

Si una estructura algebraica # = (B, V, A, ~,0, 1) satisface L1 — L5 entonces decimos que es
una dlgebra booleana. Asi, toda algebra booleana es una algebra de Heyting ya que con x — y
definido como T V y, para cualesquiera dos de sus elementos, es claro que L) = L.

Dada una &algebra de Heyting 5Z observamos que el orden parcial subyacente se encuentra
implicito y definido de manera usual por la clausula: x < y si y sélo si z V y = y, para todos

T,y € H.

1.4.2. Ejemplos

1. Sea 2 el conjunto cuyos tUnicos dos elementos son los cardinales 0,1 con el orden parcial

< definido por 0 < 0, 0 < 1, y 1 < 1. Claramente 2 es una algebra booleana.

2. Sea X cualquier conjunto. Si C es la relaciéon de pertenencia entre conjuntos, entonces
({0,1}%,C) es un conjunto parcialmente ordenado y {0,1}* una &lgebra booleana. En

este caso el elemento maximo es el conjunto X, y el elemento minimo es el conjunto vacio

1Se puede demostrar que si # — y existe para cualesquiera x,y elementos de una latiz L, entonces L es
distributiva. Esta se omite por cuestiones de practicidad.
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(. El complemento corresponde a la nociéon de complemento de la teoria de conjuntos

clasica.

3. Denotamos por O(7) a la familia de todos los conjuntos abiertos de un espacio topolégico
T. Definimos A — B = Int(A U B), para cualesquiera conjuntos abiertos Ay B, y a U,N
como en la teorfa de conjuntos cldsica. Entonces 7# = (O(T),U,N, —, 0, T) es una dlgebra
de Heyting, pero no una algeba booleana ya que el complemento de un conjunto abierto
usualmente no es abierto. Lo mejor que podemos hacer es tomar el mayor (en el sentido
de pertenencia) conjunto abierto contenido en el complemento —el interior (Int). Este es

exactamente el pseudo-complemento de una algebra de Heyting.

4. Sean T, S : [0,1]? — [0, 1] funciones que cumplen las propiedades de identidad [T(z,1) =
x; S(z,0) = z], conmutatividad [T(z,y) = T(y,x); S(z,y) = S(y,z)], asociatividad
T(x,T(y,2)) =T(T(x,y),2); S(x,S(y, 2)) = S(S(z,y), 2)] y monotonia [z < u,y <v=
T(z,y) < T(u,v),S(x,y) < S(u,v)]. Sea N : [0,1] — [0, 1] una funcién continua tal que
es una involucién [N(N(z)) = z], es estrictamente decreciente [x < y = N(z) > N(y)],
y satisface las condiciones de frontera N(0) = 1 y N(1) = 0. Entonces, decimos que T'
es una norma triangular (t-norma), S es una conorma triangular (t-conorma) y N una
negacion fuerte. Denotando por I al intervalo [0, 1] es claro que .7 = (I, T, S5, N,0,1) es
una algebra de Heyting.

113

Nota 6 En su articulo seminal [Zadeh, 1965], Zadeh menciona: “.. esencialmente, los con-
Juntos difusos en (un universo de discurso) X constituyen una latiz distributiva con 0 y 1.7. Se
define como una tripleta de De Morgan a una tripleta (S, T, N) donde S es una t-conorma, T es
una t-norma, N es una negacion fuerte, y ademds se satisface que S(x,y) = N(T(N(zx),N(y)))
para todos x,y € I. La tripleta de De Morgan (min, max,1 — z), que es usualmente llamada

t-norma y t-conorma de Gaédel, constituye a lo que nos referiremos mds adelante como los

operadores de Zadeh.

Todas las operaciones de conjuntos difusos estdn inducidas por operaciones asociadas en
el intervalo unitario [0, 1] de la siguiente manera. Una operacién n-aria en [0, 1], digamos la

operacién s, se extiende a una operacién m-aria en conjuntos difusos (que por simplicidad,
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también denotamos por s) asignando a los conjuntos difusos Aj, Ag, ..., A, un conjunto difuso

s(A1, Ag, ..., A,) cuya funcién de pertenencia estd definida para todo z € U por
[5(A1, Az, ., An) ] (2) = s(Ai(2), Az(2), ..., An()). (1-4)

Decimos que una operaciéon en conjuntos difusos definida de esta forma estd basada en la
operacién asociada en [0, 1].

De esta manera, por el ejemplo 4 y la nota 6, es claro que dado cualquier universo U, la
coleccién de todos los conjuntos difusos comunes en U con los operadores de Zadeh es una
algebra de Heyting, i.e.

F = ([0,1]Y, mi, méx, 1 — z,0,1)

es una estructura algebraica que satisface los requisitos (axiomas Ly, Lo, L3, L) y Ls) para ser

una algebra de Heyting.
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Capitulo 2

Producto Semi-tensorial de Matrices

En este capitulo construiremos una herramienta matemaéatica que definiremos como el pro-
ducto semi-tensorial de matrices, con el cual una funcién légica puede ser convertida en un
mapeo multilineal llamado la expresion matricial de relaciones logicas. Bajo esta construccion,
la dindmica de una red booleana puede ser expresada como un sistema dindmico lineal discreto.
Mediante esta representacion lineal, ciertas propiedades importantes de la topologia de la red,
como puntos fijos, ciclos, tiempos de transcurso, y cuencas de atraccion, pueden ser facilmente
descubiertas a través de un conjunto de férmulas. Seguiremos el enfoque desarrollado por Cheng

et al. [2011] y Zhao et al. [2014].

2.1. Funciones Légicas

En la légica clsica se asume que una proposicion es o “verdadera’, o “falsa”. Como la
estructura de dicha légica es esencialmente la de una algebra booleana [Bell y Slomson, 1974],
es usual denotar por 1 al valor verdadero y por 0 al valor falso. Los conectivos V,A y ~ son

también llamados operadores logicos, y es usual nombrarlos o, y y no respectivamente.

Definicién 7 Consideremos el conjunto 2 = {1,0}.
1. Una variable légica es una variable que puede tomar valores en 9.

2. Las variables l6gicas x1,...,x, son independientes si para cualquier valor fijo xj, j # 1,

la variable l6gica x; puede aun valer tanto 1 como 0.
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3. Una funcion légica de variables logicas x1, . ..,xTy €s una expresion logica que involucra a

Tly...,Tn, Y a algunos posibles enunciados (llamados constantes), mediante conectivos.

Por lo tanto, una funcién légica es un mapeo f : 2™ — 2. Por la forma en que estian definidas
las funciones l6gicas usualmente también son llamadas operadores n-arios. Asi, observamos que
la negacion ~ es un operador l-ario (unario), y la disyuncion V y conjunciéon A son operadores
2-arios (binarios).

Es claro que para un operador n-ario hay n variables l6gicas y cada una de estas puede
tomar dos valores posibles, por lo tanto un operador n-ario es un mapeo cuyo dominio es un
conjunto de 2" elementos diferentes y cuyo codominio es un conjunto de dos elementos. Por

. n . .
tanto existen 22" operadores n-arios diferentes.

Para el caso en el que existan mas de dos valores de verdad definimos los conjuntos:

@m:{l m-2m-3 ..,0}

"m—1"m-1""
para légicas multivaluadas y

Dy ={r:0<r<1}

para la légica difusa. De esta forma, %o = Z es el conjunto definido previamente para la légica
booleana.

Un sistema 1dgico es llamado una ldgica m-valuada (multivaluada) si sus variables légicas
toman cualquier valor de %,,. Por otro lado, un sistema logico es llamado una ldgica difusa si
sus variables légicas toman cualquier valor de Z;. Asi, un operador 16gico o : Z;;, — Py, es
un operador s-ario ldgico m-valuado, y un operador logico o : 9} — Y es un operador s-ario

logico difuso.

2.2. Informacion Multi-dimensional

A grandes rasgos, el algebra lineal principalmente se interesa por dos tipos de objetos:
vectores y matrices. Un vector n-dimensional es expresado como X = (z1,z9,...,2y,). Sus

elementos son clasificados por un indice i, donde x; es el i-ésimo elemento de X. Para una
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matriz

ail ai2 e Aln
a1 a2 T a2n
A= ,
| @m1  Am2 ** Omn |

los elementos son clasificados por dos indices, i y j, donde a; ; es el elemento de A localizado
en el i-ésimo renglon y la j-ésima columna. De esta manera, es facil relacionar la dimension de

un conjunto de datos con el nimero de indices.

Un conjunto de datos, clasificados por k£ indices, es llamado un conjunto de informacion

k-dimensional. Precisamente,

X = {xil,iz,...,ik 01 S ij S n]', j = 1,2, .. ,k} (2—1)

es un conjunto de infotmacién k-dimensional. El nidmero cardinal de X es su cardinalidad o

numero de elementos |X| = ning - - - ng.

Ahora, consideremos en un espacio vectorial n-dimensional V' un mapeo lineal p: V — R.
Si escogemos una base {e1, es,...,e,} para V, las constantes estructurales {c1,ca,...,cn} de p

estan dadas de la siguiente forma:

ule;) = ¢, i=1,...,n. (2-2)

Enotnces, it puede ser expresado como p = cie] + cae5 + - - - + cpe;,, donde para cada ¢ se tiene
que e : V — R satisface:
L, =17,
ej(ej) = 6ij = (2-3)
0, i+#j.
Se puede ver facilmente que el conjunto de mapeos lineales en V forman un espacio vectorial,

llamado el espacio dual de V' y denotado por V*.

Cualquier vector X € V puede ser expresado como X = x1e1 + xaeg + - - - + z,e,. De igual
forma, cualquier mapeo lineal © € V* puede ser expresado como p = pie] + poes + -+ - + ppe;.

Cuando la base y la base dual estan fijas, X puede ser expresado como un vector columna y p
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puede ser expresado como un vector fila, i.e.,

X = (ay,az,...,a,)7, w=(c1,c2,...,¢pn).

Usando esta forma vectorial, la accion de p sobre X puede ser expresada como su matriz

producto:
n
M(X)ZMXZZCLM, pweVvs XeV. (2-4)
i=1
Nota 8 Aunque las constantes estructurales {c; : i =1,2,...,n} dependen de la eleccion de la

base, estas determinan de forma unica a p. Asi, en general, para definir un mapeo multilineal

es suficiente dar sus constantes estructurales.

Sea 7 : V¥ x---xV*xV x---xV — R un mapeo multilineal en una (s + ¢)-variedad.

t s
Entonces, decimos que 7 es un tensor sobre V' con grado covariante sy grado contravariante

t. Denotamos por .7;® al conjunto de tensores sobre V' con grado covariante s y grado contra-
variante ¢

. 11,892,505 * * *
Definiendo ¢} 2" = T(€iyy Cigy -« -y Eissy €71 €50 ejt), tenemos que

01,i25is . o .
{ij,jz’a---’jt 1 <dg, oot 01,508 S n}

es el conjunto de constantes estructurales de 7. Las constantes estructurales de 7 € .7;° forman

un conjunto de informacién (s + t)-dimensional.

2.3. Indices Ordenados

Ahora consideraremos cémo acomodar informacién multidimensional de forma uno- o dos-

dimensional, es decir, como un vector o como una matriz.

Definicion 9 Supongamos que tenemos un conjunto de datos S con Hle n; elementos clasifi-
cados como en (2-1) por k indices. Ademds, supongamos que los elementos de S estdn acomo-
dados en un vector fila (o columna). Decimos que la informacion estd clasificada por los indices

i1,...,1 de acuerdo a un multi-indice ordenado denotado por
Id(ih P IS (ST 7nk);
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st los elementos estdn clasificados por i1,...,1 y ordenados de la siguiente manera: Dejamos
correr iz, cont =1,...,k, desde 1 hasta n; en orden tal que primero t =k, despuést =k — 1,

y siguendo asi hasta que t = 1.

De acuerdo a la definicién anterior, zq, ..., antecede a xg, g, siy sélo siexiste 1 <j <k

tal que:

o; = B, i=1,...,5—1, aj < f3j. (2-5)
Si los nimeros ni,...,ng de i1, ...,i; son iguales, podemos usar
Id(iy,. .. ig;n) = Id(iy,. .. ig;n,...,n),
y si todo n; es obviamente conocido, la expresion Id puede ser simplificada como
Id(iy, ... ig) = Id(i1, ... ig;n1,. .., ng).

Dados a, b y ¢ nimeros enteros, con b > 0, denotamos por a % b al residuo de dividir a entre
b, que claramente siempre es no negativo. También, denotamos por |[c| al mayor entero que es

menor o igual que c. Es decir, a/b=p+a% bparaalginp € Z, y |c] =méx{q € Z: q < c}.

Proposicion 10 Sea S un conjunto de datos con Hle n; elementos. Los datos estdn clasifi-
cados por un indice individual como {x;}, y por un indice k-variado dado por el multi-indice

ordenado Id(\y, ..., A\g;n1,...,nk), de forma que podemos convertir al indice de
S={sp:p=1,....,n} ={sxn,. . 1< N <ngi=1,... k},

1. De indice individual a multi-indice. Definiendo pr, = p—1, el indice individual p puede ser
convertido en el orden del multi-indice ordenado Id(i1,...,ix) = Id(i1,...,ig;n1,...,N)

como (A1,..., ), donde \; puede ser calculado recursivamente como

e = pr % ng + 1,

(2-6)
pj:LZ§:1J, )\j:pj%nj—i—l, j=k—-1,...,1.
2. De multi-indice a indice individual. Del multi-indice (A1, ..., ) en el orden de Id(iy, ..., i)
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Id(iy,...,ig;n1, ..., nk) de regreso al indice individual, tenemos que

1

(Aj = Dnjpangpo - ng + A (2-7)

k
p:

=1

<

Asi, un conjunto de informacién multidimensional, clasificado por un multi-indice, puede ser
convertido en un conjunto de informacién 1-dimensional, clasificado por un indice individual.
Una matriz, como conjunto de informacién 2-dimensional, puede ciertamente ser convertida en

un conjunto de informacién 1-dimensional. Consideremos la matriz

an a2 - A1n

aml Am2 **°  Omn

La forma apilada por fila de A, denotada por V¢(A), es un nm-vector acomodado fila por fila, i.e.,
Vi(A) = (a11,012, .-, Q1p, - -5 Qs Gm2s - - - amn)T. La forma apilada por columna de A, deno-
tada por V.(A), es el siguiente nm-vector: Vo(A) = (a11,a21, ..., Gm1, .-, G1n, G2ny - -+ Gmn )

De esta forma, es claro que:  V.(A) = V3 (AT) y Vi(A) = V.(AT).

2.4. Producto Semi-tensorial

El producto convencional de matrices puede por lo general tratar solo con informacién uno- o
dos-dimensional. Ademads, en el caso dos-dimensional, es necesario que la informacion esté aco-
modada en matrices conformables'. Para extender el producto a conjuntos de informacién

n-dimensional, con n cualquier ntiimero finito, definimos el concepto de producto semi-tensorial.

Definicion 11
1. Sean X = (x1,...,xs) un vector fila yY = (y1,...,y:)" un vector columna.

Caso 1: Si t es un factor de s, es decir, s = t X n, entonces el vector columna

'Decimos que las matrices Apx,, Brxs son conformables si se satisface que ¢ = r.
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n-dimensional definido como

t
XxY=> X'y eRr" (2-8)
k=1

es llamado el producto interior semi-tensorial izquierdo de X y Y, donde
X=(X'... XY X'eR" i=1,...,t

Caso 2: Si s es un factor de t, es decir, t = s X n, entonces el vector columna

n-dimensional definido como

t
XxY =) a*v; eR" (2-9)
k=1

es llamado el producto interior semi-tensorial izquierdo de X y Y, donde
Y=(YHr,...(yHDHT,  YieR® i=1,...,t.

2. Sean M € Mpxn Yy N € Mpxq. 51 n es un factor de p o p es un factor de n, entonces
C =M x N es llamado el producto semi-tensorial izquierdo de M y N, donde C consiste

en bloques de m x q como C = (Cij), y
Cl]:MZD(N], ’L’:l"‘_’m’ j:l,._"q}

donde M es la i-ésima fila de M y Nj es la j-ésima columna de N, i.e. M* =Fil;(M) y
Nj :Colj (N)

En el primer punto de la definicién 11, si ¢t = s, el producto interior semi-tensorial izquierdo
se convierte en el producto interior convencional. Asi, en el segundo punto de la definicién 11,
si n = p, el producto interior semi-tensorial izquierdo se convierte en el producto convencional
de matrices. De esta manera, el producto interior semi-tensorial izquierdo es una generalizaciéon
del producto convencional de matrices.

En esta tesis, el producto estandar para matrices serd el producto interior semi-tensorial
izquierdo, por tanto lo llamaremos simplemente “producto semi-tensorial” (o todavia mas simple
“producto”). Cuando nos refiramos al producto tensorial (o producto de Kronecker), lo haremos

explicito denotandolo, como es usual, por el simbolo ®.
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Asi, dadas A € Mpxn Yy B € Mpxyq,

_CLHB algB e alnB_
ao1B  aywB - a9,B
A ® B— 21 22 2n
_amlB amaB - amnB_

Decimos que Ay B son conformables sin = p, y diremos que son multi-conformables sin = tp, o
p = tn para algin t € N. Cuando se tiene que n = tp, lo denotamos por A >=; B, y cuando p = tn,
lo denotamos por A <; B. De esta manera, observamos que si definimos a s = mem{n, p}, el

minimo comain mailtiplo de n y p, se tiene que [Meng y Feng, 2014]:

AxB=(A® ) (B&1,,). (2-10)

Definicion 12 Una matriz de intercambio Wi, 1 es una matriz de mn X mn, definida de la
siguiente manera. Sus filas y columnas estdn clasificadas por un indice doble (i, j), las columnas
estan acomodadas por el orden del multi-indice 1d(i,j;m,n), y las filas estan acomodadas por

el orden del multi-indice I1d(j,i;n,m). El elemento en la posicion [(I,J), (i,])] es entonces

1, I=iyJ=j
I1.J ) )
WL (ig) = 05f = (2-11)
0, en otro caso.

2.5. Representacion Matricial de Funciones Loégicas

Para el caso Booleano donde una variable légica puede tomar valores de 2 = {0, 1}, iden-

tificamos a los elementos de ¥ con los vectores
1~ , 0~ . (2-12)
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Denotamos por 6}; a la i-ésima columna de la matriz identidad I, y asi definimos el conjunto

A = {6}C :1=1,2,...,k}. Para el caso en que k = 2 denotamos a Ay por A, por lo tanto

1 0
A:{(S%’(;%}:{ ) }a
0 1

y asi, un operador légico r-ario es un mapeo o : A" — A.

2.5.1. Matrices Légicas

Una matriz L € Mpxm es llamada una matriz légica si Col(L) C A,. El conjunto de

matrices légicas de n x m es denotado por %, «m. Es claro que si L € %, «m, entonces es de

la forma L = [6} 62 --- &im]. Por practicidad esto lo escribiremos de manera mds compacta
como L = §,i1 i « -+ Q).

Definicion 13 Una matriz M, de 2 x 2" es llamada la matriz estructural del operador logico

r-ario o si Se tiene que

o(p1,...spr) = Mo X p1r X - X pp = My Xy p;. (2-13)

Asi, las matrices estructurales de los operadores 16gicos conjuncién, disyuncién y negacién

(V,A,” ), denotadas por M., My, M,, estan dadas de la siguiente forma:

M, = 65[1222]
My=08,]1112],
M, = 5[2 1].

Entonces, dadas dos variables légicas en su forma vectorial p, g € A, tenemos que

pVq= M. pq,
pAq= My pq,
p:an~
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Nota 14 Usando las matrices estructurales correspondientes, es evidente que una funcion l6gi-

ca f(p1,p2,...,pr) con variables ldgicas pi,pa,...,pr puede ser expresada como

f(p17p27“'7p7’) = Ixié.zﬁ (2-14)

donde 5@ S {Mm Md7 Mn7p17p27 o 7p7‘}'

Proposicién 15 Una matriz M, € ZLyx2 es llamada matriz de reduccion si M, = 041 4].

Sip € A, entonces p* = M,p.

Demostracién. Sea p = [t,1 — t]T. Entonces, p? = [t2,¢(1 — t), (1 — t)t, (1 — t)?]T. Como
t €{0,1} es claro que t?> = t, (1—t)2 = 1—t, y t(1—t) = 0. Entonces, p? = [t,0,0,1—t]" = M,p.

Teorema 16 Dada una funcion légica f(p1,p2,...,pr) con variables ldgicas p1,pa, ..., Py, €ris-

te una tinica matriz My de 2 x 2", llamada matriz estructural de f, tal que

f(p1,p2, .- pr) = Mgp1p2 - - - pr. (2-15)

Demostracién. Primero probaremos la existencia de M. Siguiendo la nota 14, sélo tene-
mos que probar que X;&; puede ser expresado como el lado derecho de (2-15). Usando el hecho
de que

pM = (Iy & M)p (2-16)

podemos mover todos los factores de las matrices estructurales (M; o bien Iy ® M;) hacia el
frente, y mover todas las variables (p;) hacia atras del producto x;&§ = x;N; Xy, p;,, donde
Nj € {Iss @ Me, Ips @ Mg, Ios @ My, : s =0,1,2,...}, i € {1,2,...,7}.
Usando una matriz de intercambio podemos cambiar el orden de dos variables légicas:
Wiapipj = pjpi- Usando (2-16) es facil obtener la siguiente forma: xyp;, = ]\M)/Iflpé€2 R i
Usando una matriz de reduccién, el exponente de las p;’s puede ser reducido hasta 1. Nue-
vamente usando (2-16), las matrices de coeficientes generadas al reducir los ordenes, pueden ser

movidas hacia el frente. De esta manera habremos construido la matriz estructural M.
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Para probar la unicidad, supongamos que hay dos matrices estructurales My # M ]’c Estas
tendrfan que diferir en al menos una columna, digamos la i-ésima columna, ¢; # ¢;. Escogemos
p1,...,pr tales que x!_;p; = 5. Entonces se tiene que f(p1,...,py) = My xi_ pi = ¢, al
mismo tiempo que f(p1,...,p;) = M} xj_; p; = ¢; lo cual es una contradiccién, y la unicidad

se sigue. ®

2.5.2. Ecuaciones Légicas

Una variable légica p es llamada el argumento l6gico o incognita si puede tomar un valor
p € 9 = {1,0} para satisfacer ciertos requerimientos ldgicos. Una variable légica c es llamada

constante ldgica si es un valor fijo ¢ € 2.

Definicion 17 Un sistema estdndar de ecuaciones ldgicas es un sistema de ecuaciones expre-

sado como )
fl(p17p27 o 7pn) = Cq,
f2(p1,p25 -, Pn) = 2
) Y y ‘N Y (2_17)
fm(p17p27 <o 7pn) = Cm,
donde f; coni=1,...,m son funciones ldgicas, p; coni=1,...,n son argumentos logicos, y
c; coni=1,...,m son constantes ldgicas.
Un conjunto de constantes légicas di,do,...,d, tales que p; = d; con i = 1,...,n, son

llamadas una solucion de (2-17) si satisfacen a (2-17). La idea para resolver este sistema es,
béasicamente, convertirlo en una ecuacién lineal equivalente y después resolver esta ecuacién

algebraica, obteniendo asi la solucién o soluciones del sistema de ecuaciones logicas.

Lema 18 Sean p; coni=1,...,n variables légicas en forma vectorial, i.e., p; € A. Definimos

x = X p;. Entonces, p; coni=1,...,n estdn determinadas de forma tnica por x.

Demostracion. Para probar esto, construiremos una férmula para calcular p;. Como p; €
A, se sigue que x € Agn. Podemos suponer sin perdida de generalidad que z = (55@, y dividirlo

en dos segmentos del mismo tamano, de forma que x = [I'T,l’g]T, donde 0 # z1 € Agn_1 y
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xo =0,0bienxy =0y 0 # x5 € Agn_1. De acuerdo con la definicién de producto semi-tensorial
(2-8, 2-9), si z9 = 0, entonces p; = 1, y si 9 = 1, entonces p; = 0. Ahora, podemos dividir a
un segmento diferente de cero, z1 # 0, en dos partes iguales como z1 = [z1;,z],]". Entonces,
aplicamos el mismo juicio a po, y asi sucesivamente, calculamos p; parat=1,...,n. &
Basdndonos en el argumento de la prueba para el lema anterior, dado x’_;p; = 8%, con
pj € A, podemos dar un algoritmo para calcular inductivamente la forma escalar de {p;} a

partir de :
Paso 1. Definir ¢g = 2™ — 1.

Paso 2. Calcular p; y ¢;, j = 1,2,...,n, recursivamente por

pi = %3]

(2-18)
Qj:q‘jfl_ijn_]’ j:1a2a"'an'
Por otro lado, i puede ser calculado a partir de la forma escalar de {p;} por la férmula:
n .
i=> (1—p;)2" 7 +1, (2-19)
j=1

Ahora construiremos una matriz, que llamaremos matriz de reduccion de grupo, de la si-

guiente manera. Para j > 1, definimos
J
0; = H Ipicn ® [(IQ & W[272j7i])Mr]. (2-20)
i=1
Lema 19 Si z; = pip2---pj, conp; € A, i =1,2,...,], entonces
2 =0,z (2-21)

Demostracion. Por induccion matematica, cuando 5 = 1, usando la proposicién 15 se tiene
que 22 = p? = M,p;. En la férmula (2-20) se tiene que ©1 = (I, ® W[Z”)Mr. Como Wy ) = Ia,
se sigue que ©1 = M,.. Por lo tanto, (2-21) se cumple para j = 1. Ahora, suponiendo que (2-21)
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es verdad para j = s, entonces para j = s + 1 se tiene que

sz = P1P2 " - Ps+1P1P2 - " " Ps+1
= p1Wposp1p2 -+ - Pss1]?
= (I @ Wiao))pilp2 - - ps1)?

= [(I2 ® Wig04) My | p1[pa - - - psa]*.

Aplicando la hipdtesis de induccién a la ultima igualdad, se tiene que

Z§+1 =([L® W[Q,Qs})MTpl X (H Iyi-1® [(IQ ® W[Q,Qs—i})Mr] )p2p3 < Ps+1
=1

=[(L® W[Q,Qs})Mr] X (H L@ [(I;® W[g,gsi])Mr]>P2p3 o Psl-

Asi la conclusién entonces se sigue. m
Otro concepto 1til es el llamado operador ficticio, denotado por o4 y definido como o4(p, q) =

q, para todos p,q € S. Es facil notar que la matriz estructural del operador ficticio g4 es

1010
By = . (2-22)
0101

Se sigue de la forma en que esta definida, que para cualesquiera dos variables légicas X, Y,
E, XY =Y 0 E W XY = X. (2-23)

Una variable logica que aparece formalmente en una funcién légica, pero que no afecta el valor

de esa funcion, es llamada una wvariable fabricada.

Lema 20 Sea x = x!' p;. Usando la forma vectorial, cada ecuacion logica fi(p1,p2,...,pn) =
ci, coni=1,2,...,m, en el sistema (2-17) puede ser expresada como
M;x = ¢;, 1=1,2,...,m, (2-24)

donde M; € Loyon.
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Demostracién. Supongamos que f; es una funcién logica de pi,...,p,. Sea M; la matriz
estructural de f;. Entonces, (2-24) se sigue inmediatamente. Suponiendo que algunas p;’s no
aparecen en f;, usando la técnica del operador ficticio, podemos obtener (2-24) introduciendo

variables fabricadas. m

Teorema 21 Sean x = X} 1p;, y b = X} ¢;. El sistema de ecuaciones ldgicas (2-17) puede

ser convertido en una ecuacion algebraica lineal como
Lz =b, (2-25)

donde
L = M x}_y [(Ion ® M;)0y], (2-26)

con M; definida como en (2-24).

Demostracién. Observamos que del lema 20 se tiene que 22 = ©,z. Multiplicando (2-24)

obtenemos

b= MixMsx--- M,z
= Ml(Ign & MQ)IIJQM3$ - Myx

= Ml(IQn & M2)@nl'M3$ s Mn.%'

= M]_ (IQn X MQ)@n(Ign X Mg)@n cee (Izn (024 Mn)@na:

Asi, (2-26) se sigue. m

Como L € Zomyon y b € Agm, es claro que la ecuacién algebraica (2-25) tiene como
solucién a x € Agn siy s6lo si b € Col(L). Expresando a L de forma condensada como L =
dom i1, 2, ..., ion], definimos el conjunto A = {\ : 5;” =b, 1 < X <27}, Usando esta notacién,
la solucién de (2-25) es

T = 0%n, A€ A. (2-27)
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Capitulo 3

Redes Booleanas Aleatorias

La biologia de sistemas no estudia genes individuales, proteinas o células aisladas. Més bien,
investiga el comportamiento y las relaciones de todas las células, proteinas, ADN y ARN en
un sistema biolégico llamado red celular. Probablemente las redes mas activas sean las redes de
requlacion genética [Kitano, 2002], las cuales, en respuesta a los cambios en su entorno, regulan
crecimiento, replicaciéon y muerte celular.

Un gen esta constituido por una secuencia de bases nitrogenadas (adenina, guaina, citosina,
tiamina) que codifican cémo un grupo de aminoécidos deben de ser acomodados para producir
una proteina especifica. Decimos que un gen es expresado cuando su proteina asociada es
sintetizada. Este proceso es regulado por un conjunto de genes “reguladores” que actina como
interruptores y que pueden encenderse o apagarse unos con otros. El papel que juegan las
proteinas en la diferenciacién celular es determinante [Kappler et al., 2003], por lo tanto, es
importante estudiar como es regulada la expresion genética.

Las redes booleanas aleatorias (RBAs), introducidas por Stuart Kauffman [Kauffman, 1969],
se han convertido en una poderosa herramienta para describir, analizar y simular redes celula-
res. En este modelo, un gen es cuantificado por sélo dos niveles: verdadero o falso. El estado
de cada gen es determinado a partir del estado de sus genes wvecinos mediante el uso de re-
glas l6gicas. Las RBAs son genéricas [Gershenson, 2004al, porque al construirlas no suponemos
ninguna funcionalidad ni conectividad de los nodos en particular. Estas, como su nombre lo in-
dica, son generadas aleatoriamente. Las propiedades genéricas encontradas en el modelo pueden

ser aplicadas a un sistema en particular, con la intencién de entender su mecanismo subyacente.
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3.1. El Modelo Clasico

Kauffman originalmente propuso el modelo de RBA, para apoyar la hipdtesis de que los
organismos vivientes pueden ser construidos a partir de una forma aleatoria, sin la necesi-
dad de elementos previamente programados [Kauffman, 1969]. Una RBA consiste en n nodos
r1,T9,...,T, que pueden tomar uno de los valores Booleanos 0 o 1. El estado de cada nodo
es el valor que toma en un momento dado. Dicho estado es determinado por k£ conexiones pro-
venientes de otros nodos o de él mismo. La forma en la que los nodos se afectan entre si es
a través de funciones logicas, una para cada nodo, y cuyos argumentos son los estados de sus
k nodos wecinos. Las conexiones y funciones son escogidas aleatoriamente cuando la RBA es
generada y permanecen fijas durante la dindmica de la red. En el modelo clasico, el esquema de
actualizacion es sincrénico, i.e., el estado de un nodo en el tiempo ¢t + 1 depende de los estados

de sus k vecinos en el tiempo t.

Figura 3-1: Topologia de una red booleana aleatoria con k = 2. Cada nodo tiene exactamente
2 entradas, pero no necesariamente 2 salidas. El nodo x3 tiene tres salidas mientras que otros
nodos como x,, tienen sélo una.

Generalmente, un estado inicial para una RBA es escogido aleatoriamente y la dindmica
fluye de acuerdo con las funciones y el esquema de actualizacién. Como las RBAs son finitas
(n nodos), la cantidad de estados posibles también es finita (2" estados). Como la dindmica
es determinista, tarde o temprano un estado sera revisitado. Entonces, la red habra llegado a
un atractor. El namero de estados en un atractor determina el periodo del atractor. Los pun-
tos fijos o atractores puntuales tienen periodo uno (un solo estado), mientras que los ciclos

de estados o atractores ciclicos tienen periodo mayor que uno (multiples estados). Una RBA
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puede tener uno o varios atractores. En Zhao [2005], se muestra que encontrar los puntos fijos
y ciclos de una red booleana es un problema NP-completo'. Es importante notar la diferencia
que hay entre la topologia de la red (fig. 3-1), donde la estructura formada por los n nodos es
representada de acuerdo a su grdfica de conectividad, y por otro lado, la dindmica de la red (fig.

3-2), donde lo que se observa es la trayectoria de los estados que toma la red a través del tiempo.

Figura 3-2: Evolucién temporal (50 pasos) de una RBA con n = 20 y k = 3, a partir de un
estado inicial aleatorio. Los cuadros (bits) blancos representan 1 y los cuadros (bits) negros
representan 0. La condiciéon inicial es representada por la columna de hasta la izquierda y la
dindmica fluye hacia la derecha. De esta manera, las columnas representan los estados de la red
en un instante particular, mientras que cada fila representa la evolucién temporal del estado de
un nodo. Tomada de RBNLab [Gershenson, 2005].

En este modelo, se tiene que para cada nodo existen 22" funciones de actualizacién posibles, y

. ! . N . . .
cada uno tiene —%~ combinaciones ordenadas posibles para k conexiones diferentes. Entonces
(n—k)! >

dadas n y k, la cantidad de redes posibles serd [Harvey y Bossomaier, 1997]:

921 \"
<(n - k:)') ’

y aunque muchas de ellas sean equivalentes, es claro que el espacio de redes es inmenso. A este
conjunto usualmente se le llama el espacio de parametros.

El conjunto de estados visitados antes de llegar a un atractor es llamado transcurso, y el
tiempo que pasa la red en estos estados se denomina tiempo de transcurso. El conjunto de
estados que convergen hacia un atractor constituyen su cuenca de atraccion. Las cuencas de
diferentes atractores dividen el espacio de estados como un campo de cuencas de atraccion. Las

RBAs son disipativas en el sentido que varios estados pueden converger en un unico estado (un

1 Es decir, que no es posible encontrar una solucién en un periodo razonable de tiempo.
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estado puede tener varios predecesores), pero a partir de un estado la transicién es determi-
nista hacia un solo estado (un estado puede tener sélo un sucesor). El niimero de predecesora
es también llamado ingrado. Los estados que no tienen predecesores son usualmente llamados
estados “Jardin del Edén” (ingrado = 0), ya que estos inicamente pueden ser alcanzados si se
encuentran en una condicion inicial. La figura 3-3 ilustra los conceptos sobre las transiciones

de estado presentados en este parrafo.

G

\
" C E

F

Figura 3-3: Red de estados. B es un sucesor del estado A y un predecesor del estado C. Los
estados pueden tener varios predecesores (e.g., B), pero sélo un sucesor. G es un estado Jardin
del Edén ya que no tiene predecesores. El atractor C — D — E — F — C tiene periodo 4.

3.2. Autoorganizacion en Redes Booleanas

Podemos describir a una RBA como un sistema autoorganizante simplemente porque tiene
atractores [Gershenson, 2012]. Si interpretamos la presencia de atractores como una forma de
“organizacion”, entonces podemos decir que la dindmica se autoorganiza hacia ellos.

En una RBA, la dindmica es dirigida por la iteracién de un procedimiento global de ac-
tualizacion, que resulta en una sucesién de estados globales llamada la trayectoria del sistema.
Aunque cada estado global determina una trayectoria, puede ocurrir que esta sea altamente
impredecible, ya que como otros sistemas dindmicos, una RBA puede tener diferentes com-
portamientos dindmicos. Existen dos fases dinamicas: la fase ordenada y la fase cadtica. La

transicion de fase estd caracterizada por su criticalidad.
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3.2.1. Comportamiento Dinamico

En la fase ordenada, la mayoria de los nodos no cambian su estado. A nivel global, estados
similares tienden a converger al mismo atractor, y en promedio cada estado tiene muchos
predecesores, por lo que muchos estados convergen hacia unos cuantos. Las RBAs en esta fase
son robustas, ya que las perturbaciones no se esparcen debido a que la mayoria de los nodos se
encuentran estaticos. Sus tiempos de transcurso son cortos, y la densidad de estados Jardin del

Edén es alta.

En la fase cadtica, la mayoria de los nodos estan cambiando su estado constantemente. A
nivel global, estados similares tienden a divergir hacia atractores diferentes, y en promedio cada
estado tiene muy pocos predecesores, por lo que la convergencia es baja. Las RBAs en esta fase
son fragiles, ya que las perturbaciones se esparcen a través de la red. Los tiempos de transcurso,

en promedio, son muy largos, y la densidad de estados Jardin del Edén es relativamente baja.

En el régimen critico, cerca de la transicion entre las fases cadtica y ordenada, los extremos
de ambas son balanceados. Algunos nodos cambian constantemente, y algunos permanecen
estaticos. Por lo tanto, las perturbaciones pueden esparcirse, pero no necesariamente a través
de toda la red. A nivel global, estados similares tienen a tener trayectorias paralelas, y muchos
estados tienen pocos predecesores mientras que pocos estados tienen muchos predecesores. De
hecho, la distribucién de los ingrados se aproxima a una ley de potencias [Wuensche, 1998;

Aldana et al., 2003], por lo que la red de estados presenta una topologia libre de escala.

Una RBA, especialmente cuando se encuentra cerca de la transicién de fase, no puede ser
descrita de manera completa a través de la descripcion de todos sus nodos. Se necesita més
informacién debido a que las conexiones, que representan las interacciones del sistema, aportan
datos relevantes en diferentes escalas [Gershenson, 2010] tanto dindmicas como funcionales. Si
estructuralmente cada nodo representa un gen, entonces los tipos celulares, que son patrones
generados por la regulacién de dichos genes, pueden ser representados por los diferentes atrac-
tores a los que una red puede llegar. Cualquier configuracién topoldgica arbitraria del campo

de cuencas de atraccion es posible, dado el conjunto correcto de pardmetros.
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3.2.2. Memoria Lejos del Equilibrio

En biologia, la dindmica de los sistemas vivos no es una cuestién de equilibrio estable o ines-
table, sino de procesos lejos del equilibrio [Buiatti y Longo, 2013], i.e. que experimentan un flujo
de energia o materia, pero que atn asi son sistemas “estructuralmente estables”. Este comporta-
miento no conservativo (en el sentido termodindmico) que simultdneamente exhibe estabilidad
estructural es una rara combinacién de estabilidad e inestabilidad debida a la coexistencia de
propiedades opuestas como orden/caos o integracion/diferenciacion.

El tamano de una proteina sintetizada puede ser medido a través del nimero de aminodci-
dos que contiene. En general, el cédigo genético especifica 20 aminodcidos esenciales. De esta
manera, para formar una proteina de longitud 200, existen 20%2%° ~ 102" posibles configura-
ciones (arreglos de aminodacidos) diferentes. El intervalo de tiempo méas pequeno que puede ser
medido es el tiempo de Planck (107%3s). Si todas las particulas del universo (10%%), ignorando
cuestiones como la separacién', trabajaran constantemente reacomodandose en cadenas de 200

039 veces la edad del universo (10'7s) explorar todas las configuraciones

elementos, tomaria 1
posibles para formar una proteina de longitud 200 una séla vez.

Esto significa que fisicamente no es posible que durante su evolucién, la naturaleza explore
todas las posibilidades de convertirse en lo que es. La evolucién no es causal [Caslav, 2014]
ni determinada en el sentido cudntico, sin embargo, tampoco puede ser aleatoria [Bailly y
Longo, 2007]. Una caracteristica fundamental de los sistemas vivientes es que funcionan en un
estado que puede describirse como un proceso lejos del equilibrio, al borde del caos, donde cierta
cantidad de informacién es preservada, cristalizada en algin patrén que se mantiene estable a
lo largo del tiempo, pero esto, sin detener por completo la bisqueda de un éptimo global del
sistema.

La nocién de memoria lejos del equilibrio puede responder a la dificil tarea de explicar como
las redes celulares, pese a las astronémicas longitudes de sus transcursos, llegan en un tiempo
extremadamente rapido a un atractor. Por tanto, es plausible decir que el campo de cuencas de
atraccion de una RBA representa el substrato cognitivo de la red [Wuensche, 1998]. La falta de

restricciones en la topologia del campo de cuencas de atraccién, y su enorme espacio de pardme-

tros, sugieren que estas redes aleatorias son vehiculos ideales para la categorizacién emergente y

'El argumento es originalmente de Kauffman (cf. http://edge.org/response-detail/10193).
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puede ser dicho que tienen el potencial para representar el comportamiento cerebral. La relacién
que se observa entre campo de cuencas/red proporciona una fructuosa metafora para analizar,

y quizd entender mejor, la intrincada relacién que hay entre los conceptos mente/cerebro.

3.3. Enfoque Sistémico

La teoria de las RBAs se ha investigado exhaustivamente tanto por deducciones tedricas
como por simulaciones computacionales. Sin embargo, la descripcion detallada de la evolucién
de una RBA no ha sido desarrollada de una manera propiamente tedrica [Yingjun et al., 2007],
sino hasta afios recientes mediante el desarrollo de nuevas herramientas matematicas como el
producto semi-tensorial de matrices [Cheng et al., 2011; Meng y Feng, 2014; Zhao et al., 2014].

A continuacién, presentaremos algoritmos para obtener todos los puntos fijos, ciclos, trans-
cursos, y cuencas de atracciéon. Tedricamente, estos algoritmos pueden darnos soluciones comple-
tas, sin embargo es dificil usarlos para redes grandes, ya que estan limitados por la complejidad
computacional que estos representan. Para hacerlo lo méas general posible, supondremos que

k = n, sin embargo en la préactica es usual que k£ < n.

3.3.1. Dinamica de redes Booleanas

Definicion 22 Una red booleana aleatoria es un conjunto de nodos, x1,Ts,..., Ty, que Simul-
taneamente interactian entre si. En cada tiempo determinado t = 0,1,2,..., un nodo toma
solo uno de dos diferentes valores posibles: 1 o 0. Ast, la red puede ser descrita por un sistema

de ecuaciones:

21t +1) = fi(z1(t), 22(t), .. 2n(t)),

wa(t +1) = fo(@1(t), 22(2), . . ., 20 (t)), (3-1)

xn(t + 1) = fn(xl(t)a x?(t)v s 7xn(t))7

dondei=1,2,...,n, y cada f; es una funcion logica n-aria.

Una grdfica de red, G = {N,E}, estd compuesta por un conjunto de nodos, N' = {x; : i =

1,...,n}, y por un conjunto de aristas £ C {x1,...,zn} x {x1,...,2n}. Si (z5,2;) € &, existe
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una arista x; — x;, lo cual significa que el nodo z; es afectado por el nodo z;. La gréfica de red

es también conocida como la grdfica de conectividad.

La grafica de red puede ser también expresada como una matriz de n x n, llamada la matriz

de incidencia, definida como

1, (xi,xj) S N,
I = (bij), donde bij = (3—2)

0, en otro caso.

Ejemplo 23 Consideremos una red booleana, G = {N,E}, de tres nodos, dada por

0’1(15 + 1) = Uz(t) A 03(t),

oot + 1) = o1 (¢), (3-3)

0’3(t + 1) = Ug(t) \Y Ug(t).

Su conjunto de nodos es N = {x1 := 01,29 := 09,23 := 03}, y su conjunto de aristas es

& = {(z1,22), (w2, 1), (2, 23), (T3, 21), (¥3,23) }. Su matriz de incidencia es

01 1
J(G)=11 0 0f- (3-4)
01 1

En este caso, se tiene que k1 = k3 = 2, mientras que ko = 1. En el modelo cldsico de Kauffman,
ki =Fk; Vi,je{l,2,... ,n}?. Su grdfica de conectividad estd ilustrada en la figura 3-4 mientras

que la figura 3-5 representa un atractor de periodo 4.

Nuestra primer mision serd convertir la dindmica de una red booleana en una forma al-
gebraica, es decir, expresarla como un sistema lineal discreto convencional. Usando la forma
vectorial de x;(t) € A = {61,032}, donde & es la i-ésima columna de la matriz identidad I,

definimos x(t) = x1(t)za(t) - - - xn(t) = X 2i(t).

2Si esta condicién se satisface para una grafica, entonces decimos que la gréfica es regular.
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X2 " X5

Figura 3-4: Grafica de la red (3-3).

NI Enim
_ D

Figura 3-5: Trayectoria de la condicién inicial 101 en la red (3-3).

Usando el teorema 16, existen matrices estructurales, M; = My, con ¢ = 1,...,n, tales que
xi(t+1) = M;x(t), i=1,2,...,n. (3-5)
Multiplicando todas las ecuaciones en (3-5) se tiene que
x(t+ 1) = Myz(t)Max(t) - - - Myx(t). (3-6)
Y usando el teorema 21, la ecuacién (3-6) puede ser expresada como
x(t+1) = Lx(t), (3-7)
donde

L =DM ﬁ [(Ign &® Mj)@n]

es llamada la matriz de transicion.

Teorema 24 La dindmica de la red booleana (3-1) estd determinada de forma unica por el
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sistema dindmico lineal (3-7).

Demostracién. En (3-7) es claro ver que x(t) = L'z(0), para t = 0,1,2,.... Entonces, se
tiene que x;(t) = M;L'"12(0), con i = 1,2, .... Por lo tanto, (3-7) determina de forma tnica la
dindmica de (3-1). =

La ecuacién (3-7) es llamada la forma algebraica de la red (3-1). La ecuacién (3-5) es
llamada la forma algebraica por componentes de la red (3-1). La ecuacién (3-7) es un sistema
lineal estdndar con L una matriz booleana cuadrada. Por tanto, todos los métodos y resultados

clasicos para sistemas lineales pueden ser usados para analizar la dindmica de la red booleana.

Ejemplo 25 La dindmica de la red booleana G del ejemplo 23 estd dada por (3-3). Expresandola

en forma algebraica, se tiene

O‘1(t + 1) = MCO'Q(t)O'g(t),
oot + 1) = Moy (t), (3-8)

U3(t + 1) = MdUg(t)O'g(t).
Definiendo x(t) = o1(t)o2(t)os(t), podemos calcular L como

z(t+ 1) = M.oyo3M, 01 Myo203
O‘QUgO’lMdO'QO'g
Is ® Mg)or03010203

Is @ Mg)Wig 410102030203 (3-9)

( )
( )
= M.(Iy ® My,)
( )
( )(Is ® Mg)Wig g (Is ® Wig))o1 Myoa Mo
( )

(

( )

(Is © Mg)Wig.q010Wig)o20303
( )

( )

Is ® My W[2’4] (14 ® W[Q])(Ig ® M, ) (14 @ M,)o10203.

Asti, el sistema (3-3) puede ser expresado en forma matricial como

x(t+1) = Lx(t),
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donde la matriz de transicion de la red es

L= MC(I4 & Mn)(fg X Md)W[QA](L; & W[Q})(IQ & Mr)(f4 & Mr)
— 553778155 6.
3.3.2. Puntos Fijos y Ciclos

Es comin usar L para denotar tanto a una matriz légica, como a su mapeo lineal corres-
pondiente. Considerando la red booleana descrita por la ecuacién (3-7) podemos enunciar el

siguiente resultado.
Lema 26 Col;(L) € Agn, donde L € Lonyon.

Demostracién. Lo tnico que hay que mostrar es que Col(L) C Agn. Supongamos que
existe j, con 1 < j < 2", tal que Col;(L) ¢ Agn. Entonces, cuando z(t) = 5%}, se tiene que
z(t +1) = La(t) = Col;(L) ¢ Agn, lo cual es una contradiccién. m

Ahora, podemos definir la nocién de atractor de la siguiente manera:

1. Un estado z¢p € Agn es llamado un punto fijo o atractor puntual del sistema (3-7) si

L:Uo = X20-.
2. El conjunto {zo, Lxo, ..., LPxo} es llamado un ciclo o atractor ciclico del sistema (3-7)
con longitud o perfodo p, si LPzg = xg, y los elementos del conjunto {xq, Lo, . .., LP" 12y}

son distintos dos a dos.

Teorema 27 Consideremos la red booleana (5-1). Se tiene que 85, es un punto fijo si y sélo
si, en su forma algebraica (3-7), el elemento diagonal ;; de la matriz de transicion de la red L

es igual a 1.

Demostracién. Supongamos que 83, es un punto fijo. Se tiene que L%, = Col;(L). Es

evidente que &, es punto fijo de (3-1) si y sélo si Col;(L) = 64., asf el teorema se sigue. ®

Con el resultado anterior, es claro que el nimero de puntos fijos de la red (3-1), denotado

por Ng, es igual al nimero ¢ para el cual ¢;; = 1. Equivalentemente, N, = tr(L), donde tr denota
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la traza de una matriz. Si ¢; = 1, entonces Col;(L) es llamada una columna diagonal diferente
de cero de L.

Ahora consideremos los ciclos de la red Boolean (3-1). Dados dos enteros positivos p, s € Z,
decimos que s es un factor propio de p si s < p, y p/s € Z,. El conjunto de factores propios de

p es denotado por Z(p).

Teorema 28 El numero de ciclos de longitud s, denotado por Ny, esta determinado inducti-
vamente por
Nl = N67

(3—10)
tr(L°) =3 e 2(s) PNp
s

Ng = 2<s< 2™

)

Demostracién. Si 65, es un elemento de un ciclo de longitud s, entonces L*0%, = d%,.
Por el teorema 27, Col;(L*®) es una columna diagonal diferente de cero de L®, la cual suma 1 a
tr(L®). Observemos que si 85, es un ciclo de longitud p € £(s), entonces también se tiene que
L#6%, = 8%, y Coly(L*) también sumard 1 a tr(L®). Estos elementos diagonales tendrdn que
ser restados de tr(L®). De esta forma, la segunda parte de la férmula (3-10) es obvia.

Para la cota superior de s, como z(t) puede tomar a lo méas 2™ valores posibles, es evidente que

la longitud de cualquier ciclo es menor o igual que 2". m

Ahora, veremos como encontrar ciclos. Si tr(L*) — > ,c 55 PNp > 0, entonces llamamos a
s una potencia no trivial. Suponiendo que s es una potencia no trivial, denotamos por ¢;; a la
(1,1)-ésima entrada de la matriz L°. Asi, definimos Cs = {i : £, = 1}, con s = 1,2,...,2",y
D, =C; ﬂz‘e P(s) C;, donde Cj, como es usual, denota el complemento de C;. Definimos ahora

al conjunto

P
o=Ja,
i=1
donde {C; : i =1,...,p} es el conjunto de todos los atractores de la red.

Ejemplo 29 En referencia al ejemplo 23, es fdcil ver que tr(L') = 0 cuandot < 3, y tr(L') = 4
cuando t > 4. Usando el teorema 28, concluimos que eziste sélo un ciclo de longitud 4 (fig. 3-5).
Mads ain, observamos que

LY =068[13315773].
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Cada columna diagonal diferente de cero puede entonces generar al ciclo. De esta forma, esco-

giendo Z = (5%, tenemos que
LZ =63, L*Z = 6%, L3Z =63, L7 = Z.

Mediante el algoritmo que usa la ecuacion (2-18), connvirtiendo las formas vectoriales de regreso
a las formas escalares de o1(t),0a(t), y o3(t), se tiene el ciclo como (1,1,1) — (1,0,1) —

(0,0,1) = (0,1,1) — (1,1,1).

A continuacion, consideraremos el periodo de transcurso de una red, i.e., el minimo nimero
de pasos en los que cualquier punto llega al conjunto limite €2, el cual consiste en todos los
puntos fijos y ciclos. Primero, cabe mencionar que L tiene a lo més r = 2™ x 2" valores posibles
independientes. Entonces, construimos un serie de matrices de 741 como Lg = Ion, L, L?,... L",
donde debe de haber dos matrices iguales. Sea ry < r el menor i tal que L aparece otra vez en

la serie. Es decir, existe p > i tal que L* = L*, 0 mds precisamente,

ro = arg ml’n{Li e {L™ L2 .., L} (3-11)
0<i<p

Entonces, tal ry existe y es obvio que empezando una trayectoria desde cualquier estado, la
trayectoria entrard en un ciclo después de rg iteraciones.

Para cualquier estado xg, el periodo de transcurso de xg, denotado por T;(zg), es el menor
p que satisface x(0) = z¢ y x(p) € Q. El periodo de transcurso de una red booleana, denotado

T;, esté definid T, = ix (T, )
por T;, esté definido como T3 vgeli);n( t(x))

Teorema 30 La rg definida en la ecuacion (3-11) es el periodo de transcurso del sistema (3-1),

es decir, Ty = ry.

Demostracion. Supongamos que
Lo = o+t (3-12)

y que T" > 0 es el menor numero positivo que verifica (3-12). Por definicién, rg + T < r.

Afirmamos que si existe un ciclo de longitud ¢, entonces ¢ es un factor de T'. Por contradiccién,
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supongamos que 17" (mod t) = s y 1 < s < t. Sea xp un estado en el ciclo. L™z es entonces
también un estado en el mismo ciclo. Entonces, L™xg = L™ T2y = LTL0xg = L¥(L™xg) #
L™z, lo cual es una contradiccién.

De la ecuacién (3-12) y de la definicién de T}, es obvio que T; < ry. Para mostrar que T} = 7y,
supongamos que Ty < 7. Por definicién, para todo x, LTtz estd en un ciclo cuya longitud es un

factor de T'. Por lo tanto,
LTy = [Ty = [T g V. (3-13)

Es facil ver que si para todo x € Agn, la ecuacién (3-13) se cumple, entonces LT = [Te4T o

cual contradice la definicién de ry. m

Una red booleana es globalmente convergente si su conjunto limite €2, consiste en un tinico
punto fijo. La convergencia global también es llamada estabilidad global. Esta definicién de
convergencia global, significa que desde cualquier estado inicial, la trayectoria de la red converge

a un unico punto fijo.

Definicion 31

1. S; es llamado la cuenca del atractor C;, si S; es el conjunto de estados que convergen a C;.
Es decir, p € S; si y sdlo si la trayectoria z(t,p) con x(0,p) = p satisface que x(t,p) € C;
para t > T;.

2. El estado q es llamado predecesor del estado p, si p = z(1,q).
Nota 32

» Dados C C Agn, y L™Y(C) = {q: Lqg € C}, el conjunto de predecesores del estado p es el
conjunto L~ (p).

» Agn = |, S;. Mds aun, como {S; : i = 1,...,k} son disjuntos, es una particién del
=1

espacio de estados & = Agn.

= Una forma alternativa de describir las cuencas de atraccion es de la siguiente manera.

Consideremos el sistema (3-7). Sea p € Z . Definimos al conjunto de sucesores de p como
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Sc(p) ={q:3Im >0, ¢ = L™p}. Si Sc(p) N Sc(q) # 0, entonces decimos que p y q son

equivalentes, y lo denotamos por p ~ q.

s Fs facil ver que ~ es una relacion de equivalencia. Asi, la clase de equivalencia de p esta

dada por [p] = {q: ¢ ~ p}, y entonces {[p] ip € ,%”} es una particion de X .

s En esta particion, cada componente contiene exactamente un atractor. Entonces, cada

componente es la cuenca del unico atractor contenido en ella.

» Para un atractor C, sea p € C. Su cuenca de atraccion es entonces [p].

Para encontrar 5;, comenzamos de cada punto p € C;. Si podemos encontrar sus prede-
cesores L~ !(p), entonces para cada estado p; € L~!(p), también podemos encontrar L~ (p;).
Continuando este proceso, después de T} iteraciones, obtenemos un drbol de estados que con-

vergen en p. Es decir,
S, =C; U L_I(Ci) U L_Q(CZ') U---uL % (CZ) (3—14)
Y para encontrar L~!(p), es facil ver que la siguiente férmula se cumple:

Lil(p> = {(5]71 : COlj(L) = p},

L7(p) = {6}, : Col;(L™) =p}, m=2,..., Ty

(3-15)

3.4. Transiciones de Fase

Las transiciones de fase pueden ser estudiadas de varias formas. Estas pueden ser obtenidas
estadisticamente o también de manera analitica. Derrida y Pomeau fueron los primeros en
determinar analiticamente que la fase critica se encuentra cuando k& = 2 [Derrida y Pomeau,
1986]. El métdodo que usaron es llamado aproximacion recocida de Derrida, el cual toma dos
configuraciones iniciales aleatorias, y mide su traslape, usualmente con la distancia de Hamming

normalizada, definida como

1 n
H(A,B) =~ > |ai — bil. (3-16)
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Entonces, un paso de la dindmica es computado, y el traslape es vuelto a medir. Después, se
escoge nuevamente un conjunto de funciones y conexiones aleatoriamente. Se puede mostrar que
esto evoluciona en un mapeo uno-dimensional. Cuando k£ < 2, el mapeo converge a un punto fijo
estable H = 0, lo que significa que estados diferentes tienden a converger (dindmica ordenada).
En k = 2, este punto fijo se vuelve inestable, por lo que para k > 2, estados diferentes tienden
a divergir (dindmica caética) [Gershenson, 2004al.

Desde antes ya se habia encontrado en simulaciones que RBAs con k < 2 se encuentran
en el régimen ordenado, mientras que redes con k > 3 se encuentran en el régimen cadtico.
Mas recientemente, se observd que en la practica, el tamano de las redes puede jugar un papel
importante en las transiciones de fase. Para RBAs grandes, midiendo el promedio de las dife-
rencias de la distancia de Hamming normalizada (3-16) para t = 0 y ¢ — oo, la transicién de
fase estd dada para k recorrida hacia 1, mientras que para redes muy pequenias, para k recorrida
hacia 3 [Gershenson, 2004b,c].

En la figura 3-6 podemos apreciar los distintos régimenes dindmicos de RBAs en diferentes

fases dependiendo de su conectividad k.

k

=1 k

el il ol il il

Walalalalalalalalalalal

I
\S)

Figura 3-6: Trayectorias a través del espacio de estados de RBAs en diferentes fases. Un bit
representa el estado de un nodo, n = 20. Los estados iniciales estdn hasta arriba, el tiempo
corre hacia abajo.
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Capitulo 4

Redes Difusas Aleatorias

No hay modelo que pueda decirse efectivo si fundamentalmente es mas complejo que lo que
intenta modelar. Por otro lado, ir al extremo en la simplificacion puede potencialmente ignorar
factores relevantes pero no primarios, o incluso dejar a un lado la posibilidad de representar
observaciones que por su naturaleza son ambiguas o poco claras. Es por esto, que obtener un
balance entre modelos burdos y detallados es una cuestién fundamental para el desarrollo tanto

de la ingenieria como de la ciencia.

Durante décadas recientes, las redes Boleanas aleatorias (RBAs) se han convertido en po-
pulares modelos utilizados en la biologia de sistemas para tratar principalmente de entender
los mecanismos subyacentes en las redes de regulacion genética. Esta popularidad puede estar
asociada al hecho de que son modelos muy generales. Al momento de construirlas, ninguna
funcionalidad o estructura en particular es asumida. Sin embargo, la idealizacion booleana ha
recibido fuertes criticas, basadas en el supuesto de que el uso de variables booleanas restringe

las capacidades del modelo para recrear los procesos observados en experimentos formales.

En este capitulo nos dedicamos a estudiar la borrosa linea divisoria entre la complejificacién
y la utilidad de estos modelos. Para hacer esto, difusificamos el espacio de redes dindmicas
aleatorias, presentando un modelo difuso que puede ir de Booleano a continuo, y analizamos
hasta que punto, el incremento gradual del nimero de valores que un nodo puede tomar, afecta

el comportamiento dindmico global en las mismas redes.
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4.1. Modelos Booleanos y Continuos

Generar de manera aleatoria una red es muy conveniente para modelar sistemas cuyos
mecanismos subyacentes no han sido atn explicitamente reconocidos [Gershenson, 2004a]. Las
redes dindmicas (RDs) son una clase de sistemas dindmicos discretos que representan el estado
de cada variable individual de un sistema como los nodos de una red. Las variables del modelo
toman valores en conjuntos finitos y se desarrollan a lo largo del tiempo en pasos discretos.
En cada instante, el valor de una variable es determinado por una regla de actualizacion que

depende deterministicamente de los valores de otras variables en un instante anterior.

Una gran variedad de sistemas dinamicos de este tipo han sido profundamente estudiados
durante las ultimas décadas [Kauffman, 1969; Derrida y Pomeau, 1986; Bagley y Glass, 1996;
Harvey y Bossomaier, 1997; Nichitiu y Rémila, 1998; Wuensche, 1998; Solé et al., 2000; Wolfram,
2002; Aldana et al., 2003; Kappler et al., 2003; Gershenson, 2004a,b,c; Tosi¢, 2005; Yingjun
et al., 2007; Wittmann et al., 2009; Cheng et al., 2011; Poblanno-Balp y Gershenson, 2011;
Wittmann y Theis, 2011]. Las RBAs con sus diferentes esquemas de actualizacién [Gershenson,

2002], tanto sincrénicos como asincrénicos, son todas instancias de RDs .

4.1.1. Método Sintético

Somos seres finitos y todo lo que podemos experimentar y comprender es por lo tanto finito.
Por otro lado, una cantidad astronémica, en la préactica, es virtualmente infinita. Esto presenta
un dilema a la hora de intentar construir modelos precisos de la variedad de fenémenos que ocu-
rren en la naturaleza. Richard Feynman describié, en un articulo seminal para la computacién
cudntica [Feynman, 1982], su sentimiento frente a este dilema de la siguiente manera: “...va
a ser necesario que todo lo que ocurre en un volumen finito de espacio y tiempo tenga que ser
exactamente analizable con un nidmero finito de operaciones logicas.”.

Claramente, la simulacién maés precisa de un hecho es la reconstruccién del fenémeno mismo.
Dicho de otra forma, siguiendo una postura similar a la de la cibernética [Rosenblueth y Wie-
ner, 1945], el conocimiento cientifico puede ser descrito como una serie de modelos abstractos,

preferiblemente formales pero a veces materiales, que cuando se aproximan asintéticamente a

la complejidad de la situacion original, tienden a ser idénticos con el sistema original, y en el
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limite, se convierten en el sistema mismo.

La abstraccion, entonces, se vuelve un proceso necesario para lograr cierto entendimiento en
el analisis y control de cualquier parte significativa del universo. Dada una observacién descrita
en una forma sistémica, un modelo més complejo que el sistema mismo no es un modelo en lo
absoluto, es simplemente una mala descripcion del fenémeno estudiado. Por otro lado, la falta
de consideracién de caracteristicas fundamentales para que el modelo recree, en cierta medida,
la realidad observada, refleja la inutilidad de la descripcién trivializada sobre las observaciones
hechas.

Medir la reduccion de complejidad [Kolmogorov, 1965; Chaitin, 1969] que un modelo puede
lograr es importante para comprender hasta que punto podemos extender la utilizacion de
dicho modelo. Fue esta la intencién del trabajo presente. Notamos que en nuestra descripcion
de la complejidad y la utilidad de un modelo no se toma en cuenta la capacidad de prediccién
de este, debido a que el método que utilizamos toma un enféque sintético [Gershenson et al.,
2014]. En este, un modelo es generado con factores abstraidos de su contexto. Después, a partir
del modelo se construye un sistema artificial que recrea, sin pretender igualar, la estructura y
funcionalidad del sistema original. La verificacién del modelo es a través de la reproduccion de

los hechos observados.

4.1.2. Idealizacién Booleana

Se pueden encontrar en la literatura diversas criticas, tanto a la idealizacién booleana [Ying-
jun et al., 2007; Wittmann et al., 2009], como a la discretizacién temporal [Bagley y Glass, 1996;
Kappler et al., 2003] de las RBAs. La irreducibilidad de la complejidad computacional [Wolfram,
2002; Tosi¢, 2005; Zhao, 2005] que representa encontrar propiedades emergentes que simulen
sistemas vivientes en una RBA, ha sido un factor determinante que continia limitando tanto
el tamano como la forma en la que estos modelos pueden ser estudiados.

El uso del modelo Booleano para cuantificar datos de expresion genética representados
con variables que pueden tomar valores reales, ha sido justificado [Shmulevich y Zhang, 2002]
desarrollando algoritmos que discretizan las medidas continuas, evaluando la informacién re-
colectada en comparaciéon con un umbral determinado. Si una observacién se encuentra por

arriba de dicho umbral, entonces se le asigna el valor 1; si este no es el caso, la medicién es
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representada con el valor 0. Otros estudios [Karlebach, 2013] han probado la efectividad de
métodos para inferir un formalismo Booleano a partir de informacién continua.

Los enfoques multivaluados [Nichitiu y Rémila, 1998; Wuensche, 1998; Solé et al., 2000;
Wuensche, 2008; Wittmann y Theis, 2011] emergieron de la consideracién de que en algunos
sistemas naturales, las tareas que se realizan a niveles individuales estdn claramente definidas
en el tiempo, por lo que la descripcién discreta de la dindmica es ciertamente plausible, a
diferencia de las transiciones entre un estado y otro, que pueden no ser tan claras como para
ser representadas tinicamente con variables booleanas.

El nuevo modelo que presentamos a continuacién estd inspirado en estas propuestas, sin em-
bargo, extiende atin més las capacidades de los modelos multivaluados actuales en el sentido en
el que una red tiene la posibilidad, dependiendo de un grado en una escala infinita (parcialmente

ordenada), de incrementar la cantidad de estados que pueden tomar sus nodos en cada instante.

4.2. Redes Difusas Aleatorias

Las redes difusas aleatorias (RDAs) son modelos que extienden a las RBAs cldsicas propues-
tas por Kauffman [Kauffman, 1969]. Una RDA es una red dindmica constituida por un conjunto
de n nodos {1, x9,...,2,} que representan el comportmiento de cada variable individual de
un sistema. El estado de cada nodo z; esta determinado por k; nodos escogidos aleatoriamente
{ziy,... s Tiy,, }, v alos que se encuentra conectado. Estas conexiones representan la interdepen-
dencia de los elementos dentro del sistema. Como en el modelo clasico de RBAs [Kauffman,
1969; Wuensche, 1998; Aldana et al., 2003; Gershenson, 2004al, k; = k;, Vi, j, por lo que cada

nodo tiene exactamente k£ conexiones.

4.2.1. Estructura

La forma en la que el estado de los k; elementos determinan el valor de x; es a través de
una funcién légica f;(x;,, ... 7$iki)7 que para cada combinacién de entradas (2% posibilidades)
regresa f; = 1 con probabilidad p y f; = 0 con probabilidad 1 — p. Una vez que las conexiones y

funciones son escogidas aleatoriamente, la estructura de la red no cambia. El comportamiento
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1 1 1 1
1 1 0 1
1 0 1 0
1 0 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

Tabla 4-1: Tabla de verdad para el nodo x;. Hay una columna por cada uno de los k nodos
vecinos de x;. La columna de hasta la derecha representa el estado de xz; en el instante ¢ + 1.

dindmico es generado por medio del esquema de actualizacién del modelo clasico, donde todos

los nodos son actualizados de manera sincronica:

filt+1) = fi(wiy (8), - . - @iy, (1) (4-1)

Asi, cada f; puede ser representada como una tabla de verdad, donde la columna de hasta la
derecha representa el valor de x;(t + 1) determinado por k; entradas representadas en el resto

de las columnas combinadas exhaustivamente en 2% filas (ver tabla 4-1).

4.2.2. Difusificacion

En una RDA la difusificacién del espacio de estados es controlada con un parametro que
llamamos ¢ € [0,1]. Si ¢ = 0, tenemos el caso Booleano donde el conjunto de posible valores
que un nodo puede tomar es idéntico el ordinal’ 2 = {0, 1}. Por otro lado, si ¢ = 1, los estados
varian sobre el conjunto {r € Q : 0 < r < 1}, de todos los nimeros racionales entre 0 y 1, y
que claramente es un conjunto de cardinal® w.

Denotamos a la base de la red por el cardinal b, definido para 0 < ¢ < 1 especificamente

como el nimero

b:b(d)):le{llng’

! Concebimos a los ordinales de tal manera que cada ordinal es el conjunto de todos los ordinales més pequeifios,
y los ordinales finitos son idénticos a los nimeros naturales. El tipo de orden de los nimeros naturales es w y,
por lo anterior, es el conjunto de todos los ntimeros naturales.

2 Un ordinal es un ordinal sucesor si es de la forma & + 1. Consideramos que los cardinales son idénticos a los
ordinales iniciales. Asi, w es también el cardinal de los ntimeros naturales.
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donde [z] es el menor entero que es mayor o igual que z, i.e. [z] = min{z € Z : z > x}. De
esta manera b representa el nimero de estados que cada nodo puede tomar dependiendo del

parametro ¢. Es facil ver que b — w cuando dejamos que ¢ — 1.

Dado 0 < ¢ < 1, interpretamos cada nodo de la red como una variable individual del

sistema expresandolo como una variable légica que puede tomar valores a lo largo del tiempo

_ b(1l—¢)—2 b(1l—0¢)—3
o= {1t g =10

Esto lo representamos como una funcién z; : w — Sy, donde x;(t) € Sy con i =1,2,...,n. De

en el conjunto

esta forma, para cada ¢ € [0, 1], el estado de un nodo x; en el instante ¢ puede tomar b valores
diferentes. Por lo tanto una RDA con 0 < ¢ < 1 es un modelo b-valuado donde 2 < b < w.

Claramente una RDA con ¢ = 0 es una RBA clésica.

También, es claro que dada la sucesién ¢1 > ¢2 > ¢3--- se tiene que Sy, C Sy, C S¢, C - -+,
por lo que una misma RDA tiene potencialmente una infinidad de conjuntos Sy, todos anidados
y contenidos en el intervalo [0, 1], en donde sus nodos pueden tomar valores. De esta manera,
definimos el conjunto de estados de una red difusa como el conjunto difuso S representado por

la familia

S = {S¢ : ¢€ [0,1]},

cuya funcién de pertenencia estd determinada de forma unica (cf. 1-2) por la férmula

S(zi(t)) =sup {¢: z(t) € Sy} (4-2)

Cada funcién légica f; en una RBA (cf. 2.1) puede ser difusificada, representdndola en
términos de combinaciones de los operadores A,V y ~, y usando los operadores de Zadeh
(cf. Nota 6) min,max y 1 — = respectivamente. De esta manera, dependiendo tinicamente de
la diversidad de estados iniciales, la misma RDA puede ir de booleana a continua sin que
las tablas de verdad de sus funciones crezcan descontroladamente, como es comin en previos

modelos multivaluados [Wuensche, 1998; Solé et al., 2000; Wittmann y Theis, 2011].
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4.3. Familias de Atractores

Para analizar el comportamiento dindamico de una RDA, definimos un término llamado la
familia de un atractor, que intuitivamente representa la forma en la que se da la transicién
de los estados dentro del atractor. Este concepto captura de alguna manera la dindmica en el
espacio de estados de las RDAs, sin importar la ¢ escogida o los cambios en la base, ya que
no considera el valor especifico de los nodos. Solamente representa en que direccion cambian
sus estados individuales. Por practicidad, presentaremos los conceptos de espacio de estados,

atractor y familia de atractores como conjuntos de informacién multi-dimensional (cf. 2.2).

4.3.1. Espacio de Estados

Una RDA es una red dindmica cuyo espacio de estados puede ser definido como el conjunto
2 = {:Bil,iQ,...,in : S(Zj) = ¢7 ] = 172a .. 'an}a

donde a cada z(t) € 2 lo llamamos un estado global de la red en el instante t.

Por lo general no cabe duda cuando estamos hablando sobre el estado individual de un nodo
o sobre un estado global de la red por lo que simplemente hablaremos de estados, a menos de

que el contexto no lo deje claro.

4.3.2. Atractores

Un atractor de periodo p es un subconjunto del espacio de estados

AP = {4l ; :ijeS¢,j:1,...,n,l:l,...,p}g%,

11,8250+ in

tal que si a € AP, entonces a(t) = a(t+p) paracadat = 0,1, . ... Denotamos por &7 € {0,1}% al
conjunto de todos los atractores de una RDA'. Cuando hablemos de un p-atractor nos referimos

a un conjunto de p estados AP € &7, para algun p especifico.

'En la practica, encontrar este conjunto para una RBA es un problema NP-completo [Tosi¢, 2005; Zhao,
2005], por lo que también lo serd para una RDA.
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4.3.3. Familias

Sea I = {Pil,ig,..,,in tij €T, J = 1,...,n} donde 7 = {—1,0,1}. Decimos que ® es una
familia de p-atractores si es un conjunto formado por elementos del espacio de transiciones 7,

es decir,

d={pfeT:0<t<p—1}.

A los elementos de .7 los llamamos esquemas de transicion. Claramente |.7 | = 3™.

Dado un atractor A? € &/, podemos describirlo en el instante ¢ de forma vectorial como

AL(t) = [(i,(b), @iy (8), - .. @i, (1)),
($i1(t+ 1),l‘i2(t—|— 1),.. . ,$in(t+ 1)), ce (4'3)
(ziy(t+p—1), 2t +p—1),...,3,(t+p—1))],
donde ;,;(t 4 £) € Sy para alguna ¢ € [0,1], con j=1,...,n,y £=0,1,...,p— 1.

Decimos que el atractor A? pertenece a la familia @, si el valor de cada indice del esquema

de transicién p’ € ® con 0 < ¢ < p — 1 satisface que

1, si xij(t) <$ij(t+1)7
i = 0, si Ti; (t) = Ty, (t + 1), (4_4)
-1, si (IZij(t) >$Z‘j<t+1).

Varios atractores pueden pertenecer a la misma familia. En particular todos los 1-atractores

pertenecen a la familia ® = {p;, i, .4, 195 =0, 7 =1,...,n} = {poo..0}. La figura 4-1 ilustra

el concepto.

Ejemplo 33 Sea R una RDA conn = 3, k = 2 cuya dindmica estd dada por el sistema de

ecuaciones logicas

fit+1) = fi(z1, (1), 21,(0)),
fa(t+1) = fa(@z, (1), w2, (1)), (4-5)
f3(t + 1) = f3(x31 (t)vl'32(t))7
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Figura 4-1: Dos 4-atractores de una RDA de n = 3 con base 5 que pertenecen a la misma
familia (e.g., ® = {0900, 211005 P21115 P3_1_1})- Los estados estdn representados por rectdngulos
mientras que los esquemas de transicion los representamos con rombos.

Si ¢ =0 como Sy = {0,1} entonces R tiene base 2, por lo que es una RBA cldsica y su
espacio de estados es X = {Ti, inis : S(ij) = 0, j = 1,2,3} donde | 2| = 23. Dadas las

funciones f; SQ% — 5S¢ con i = 1,2,3, definidas como

fl(flfQ,(l?g) = T2 V x3,
fo(z1,2) = @1 Ao, (4-6)

f3(z3, x2) = 3 V 22,

la estructura de R queda completamente determinada.

Cambiando la eleccion del pardmetro ¢ = 0.6, la base de la red incrementa (b = 4), y
consecuentemente el espacio Z = {xi, iy : S(ij) = 0.6, j = 1,2,3} pasa a estar conformado

por 64 estados. Cada nodo toma ahora valores sobre el conjunto Sy = {0,0.25,0.75,1}, y las
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funciones légicas (4-6) son difusificadas de la siguiente manera:

Ji(x2, x3) = max{1l — x9, x3},
fo(x1, 29) = min{xy, 22}, (4-7)

f3(x3, x2) = 1 — max{xs, 2}

Es claro que para toda RDA el espacio de transiciones 7 es invariante a los cambios de
¢, es decir, |7 | = 3" para cada ¢ € [0,1]. En el caso limite, cuando ¢ = 1, decimos que la
red difusa R es una red continua ya que su conjunto (difuso) de estados S estd conformado
por una cantidad infinita de conjuntos cldsicos Sy, uno por cada ¢ que podamos escoger en
el intervalo [0, 1]. Como [[0,1]| = 2¥ y es bien sabido en la teorfa clasica de conjuntos que el
cardinal del continuo ¢ = 2¥; entonces podemos decir que |S| = ¢ y por lo tanto que R es una
red propiamente continua.

El concepto de familia de atractores nos ayuda a estudiar cuanta informacién puede ser
comprimida en una RDA mientras variamos su paramero ¢. Decimos que los estados z,y € 2~
tienen la misma familia ®, si los atractores a los que pertenecen A;, A, € &/ respectivamente,
son elementos de la misma familia ®. Dados cualesquiera dos atractores Ay, Ao C 27, definimos
la relacién A1 ~¢ Ag & A1, Ay € @, donde P es una familia de atractores. Es claro que ~¢g es
reflexiva, transitiva y simétrica, por lo que cada ® induce una particién del espacio de estados
2" constituida por las clases de equivalencia [z] = {y € Z : A; ~o Ay}

De esta forma, podemos definir la compresibilidad de informacion de una RDA como una
medida inversamente proporcional al niimero de familias en las que el espacio de estados 2 es
dividido. Asi, podemos analizar cuanta informacién se pierde (i.e. no llega a ser comprimida)

al cambiar la base del modelo utilizado.
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Capitulo 5

Simulaciones y Resultados

Para analizar el comportamiento dindmico de las RDAs, hicimos simulaciones en el labora-
torio virtual de cédigo abierto RBNLab [Gershenson, 2005]. Utilizamos ensambles de 50 redes
para cada valor diferente de k. Escogimos cinco valores diferentes para el parametro 0 < ¢ <1
con la intensién de que la base de la red (b) tomara los valores 2,4,8,16 y w respectivamente.

Tres diferentes tamafnos de redes fueron escogidos (n = 10,20,100). Para detectar atrac-
tores en el espacio de estados de una red, computacionalmente se puede hacer una bisqueda
exhaustiva sobre dicho espacio, con la limitacién de restringir el tamano de la red (n < 10).
Para redes mas grandes, es dificil tomar este enfoque debido a que el tamaiio del espacio de
estados (2" para el caso Booleano) crece exponencialmente con n. Lo que se hace en este caso es
restringir el niimero de posibles estados iniciales, esperando que estos nos ayuden a realizar una
“buena” busqueda, pero esto puede llevar a que solo una pequena parte del espacio de estados

sea explorada.

5.1. Algoritmos

Una atractor puede ser visto como una parte del espacio de estados donde es muy probable
que la dindmica de la red quede atrapada. Diferentes condiciones iniciales pueden converger
a un mismo atractor. El algoritmo que utilizamos para encontrarlos es el siguiente: Dejamos
correr a la red a partir de un estado inicial para que llegue a un atractor. Mas de 10000 pasos

son observados. Después, si el estado en el que estamos es parte de un atractor encontrado
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previamente, reiniciamos la bisqueda para un estado inicial diferente. Si no, creamos un nuevo
atractor formado por ese estado, y los estados obtenidos siguiendo la dindmica de la red son
anadidos al atractor, omitiendo los estados que ya fueron visitados. Esta busqueda de estados en
un atractor se lleva a cabo hasta que se alcanza un perfodo méaximo (se usaron 3000 iteraciones).
Cuando termina este proceso, se escoge otro estado inicial y el algoritmo se vuelve a correr.
La forma de explorar el espacio de estados, para b = 2 es generando aleatoriamente un estado
inicial (Booleano), mientras que para b > 2 difusificamos los estados individuales de este estado
de la siguiente manera: Escogemos aleatoriamente un ntimero 73, € {0,1,...,[b/2] — 1} con
t=1,...,n,ysies el i-ésimo estado individual es 1, definimos el nimero r;, = 1+47;,. Entonces,
sustituimos cada estado individual por el valor de 7, /(b — 1), donde j es el valor original
del i-ésimo estado individual Booleano. De esta forma, considerando 2048 estados iniciales,

consideramos que se hace una buena exploracion del espacio de estados.

5.2. Atractores

Analizamos el comportamiento dindmico de 50 redes para cada juego de pardmetros (¢,
k). En las figuras 5-1, 5-2 y 5-3 se muestran los resultados obtenidos en nuestras simulaciones.
Estas muestran la cantidad promedio de atractores (att) encontrados en RDAs con n = 10,
n = 20 y n = 100 respectivamente, para diferentes valores de k € {1,...,5}, mientras variamos
el pardmero ¢ desde 0 hasta 1. Los resultados estan graficados en escala logaritmica.

Como el tamano del espacio de estados (2") crece rapidamente al variar el tamano de la red
(n) hacer estudios estadisticos completos es posible s6lo para redes muy pequenas. Por ejemplo,
para n = 20 hay més de un millén de estados iniciales. Por lo tanto, estos estudios se concentran
en redes pequenas, o toman en cuenta solamente algunos cuantos estados iniciales. En el primer
caso, algunds propiedades de redes grandes no serdn observadas, mientras que en el segundo,
algunos atractores no ser encontrados, especialmente si su cuenca de atracciéon consiste en muy
pocos estados.

Sin embargo, incluso cuando pudiera haber potencialmente muchos més atractores de los
que fueron encontrados limitando nuestra muestra, creemos que en la practica se obtendrian

los mismos resultados, ya que la naturaleza no agota todas las posibles configuraciones en las
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que podria evolucionar (un argumento de esto ha sido planteado por Kauffman cf. 3.2.2). Es
decir, podrian haber mas tipos celulares para un nimero dado de genes, pero desarrollarse en
estos es imposible debido a que su cuenca e atraccién es muy pequena.

Para redes con n = 10 no observamos ningin comportamiento que pueda ser considerado
altamente relevante. Para el caso Booleano, los datos obtenidos son congruentes con estudios
previos [Gershenson, 2002] sobre la cantidad y longitud promedio de atractores (¢(a)). Por lo
tanto, no consideramos significativas las estadisticas sobre ensambles de redes de dicho tamano.
Para redes de tamano n = 100, muy probablemente no conseguimos realizar una buena explo-
racién del espacio de estados ya que su tamafo crece descontroladamente (21%° > 103 para el
caso Booleano), por lo que tampoco consideramos significantes las estadisticas sobre ensambles
de redes de 100 nodos.

Obviamente al aumentar la base de una RDA, y consecuentemente la cantidad de estados
posibles en los que puede evolucionar el sistema, el nimero de atractores potenciales (subcon-
juntos de estados) crece considerablemente, por lo que los resultados mostrados son consistentes

con nuestra intuicién.

5.3. Familias

Claramente la cantidad de estados crece exponencialmente al incrementar la base de una
RDA. El espacio de estados (£") de una red difusa es un conjunto dindmico que varfa depen-
diendo de ¢ y que tiene cardinalidad b(¢)". Diferentemente, el espacio de transiciones ., por
la forma en la que fue definido se mantiene constante para cualquier ¢ € [0, 1], por lo tanto el
nimero de familias posibles también queda fijo para todos los conjuntos S, contenidos en el
conjunto de estados S.

De esta manera, clasificamos a los atractores en el espacio de estados 2~ de acuerdo con la
forma en que se dan las transiciones entre los estados dentro de los ellos. Asi, podemos agrupar
con el concepto de familia, conjuntos de atractores que tienen un comportamiento dindmico

1

similar, y analizar cuanta informacion dindmica se pierde en el proceso de discretizacién' o

reduccion en la complejidad del sistema.

! Entendemos por discretizacién el proceso contrario a la difusificacién del conjunto de estados individuales,
siendo el caso Booleano el extremo de este proceso.
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Las figuras 5-4, 5-5 y 5-6 muestran la cantidad promedio de familias (fam) detectadas
en los atractores encontrados de acuerdo a la descripcién de la seccidn anterior. Aunque la
cantidad de atractores ({(att)) crece exponencialmente con la base de la red (b), el nimero de
familias de atractores ({fam)) en un principio también crece rdpidamente, pero a continuacién
se mantiene casi constante para incrementos adicionales en la base. Utilizamos escala logaitmica
para detectar el posible crecimiento exponencial.

Estos resultados sugieren que, como es bien sabido, los modelos Booleanos desempenan una
gran reduccién en la complejidad de un sistema, pero esto no esta relacionado con una pérdida
de informacion, como es usualmente pensado. De esta forma, el presente trabajo sirve como
soporte para la justificacién del uso de redes booleanas aleatorias en la simulacién y modelacién

de sistemas sintéticos vivientes.

5.4. Dinamica

Utilizamos los mismos algoritmos para calcular la longitud promedio de los atractores (¢(a))
y la longitud promedio de las familias (¢(p)) que encontramos en un ensamble de 100 redes con
n = 20 para diferentes valores de ¢ y k. Los resultados de este andlisis para atractores y familias
estan representados en las figuras 5-7 y 5-8, respectivamente. Estos también estdn graficados
en escala logaritmica.

Observamos, en algunos casos, un decremento tanto en (¢(a)) como en (¢(p)). Lo que esto
significa es que los nuevos atractores encontrados al incrementar la base, junto con sus familias
asociadas, son puntuales o de periodo 1.

Las desviaciones estandar se muestran sloo para el caso critico k = 2. Para (att), las des-
viaciones estdndar més grandes las encontramos en ensambles continuos (¢ = 1), mientras que

para (fam) este caso se dio cuando k = 5.
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Figura 5-4: Ntimero promedio de familias (fam) para n = 10 (50 redes).
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k=1 k=2 k=3

Figura 5-9: Evolucién temporal (50 pasos) de cuatro RDAs con n = 20 y base b = 8 para
diferentes valores de k. El color de cada bit representa un grado en la escala [0, 1], donde negro
representa 0 y blanco representa 1. Se pueden observar los diferentes régimenes dinamicos
dependiendo de la k escogida. Las columnas representan las trayectorias de cada nodo en el
espacio de estados. Las filas representan el estado global de la red en el instante ¢. La dindmica
fluye hacia abajo.

En la figura 5-9 podemos observar como al tener toda una escala de posibilidades, cada
nodo tiene potencialmente una infinidad de atractores (e.g. cuando ¢ = 1 y b = w) por lo que
es mas facil alcanzar uno. De esta forma, podemos apreciar los diferentes régimenes dinamicos
que encontramos en redes difusas con n = 20 y ¢ = 0.84 para diferentes valores de k con
t=0,1,...,49.

Como observamos en las figuras anteriores, el nriiuero promedio de familias (fam), crece
al parecer de forma lineal con la base b de la red. Es decir, no encontramos un incremento
significativo en (fam) cuando la representacién de la informacién va de booleana a continua.
Este resultado sugiere que en el proceso de discretizacién se pierde sélo una cantidad pequena
de informacién (familias), y entonces podemos afirmar que las redes difusas son capaces de
lograr un grado significativo de reduccién en la complejidad —a través de su parametro ¢.
Concluimos diciendo que el uso de modelos booleanos para el estudio de la dinamica discreta

en observaciones reales queda, por lo tanto, mas justificado.
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Capitulo 6

Conclusiones

Propusimos un modelo que extiende a las redes booleanas aleatorias cldsicas y utilizando
légica difusa logramos representar qué tan continua (o booleana) puede ser una red dindmi-
ca generada por nuestro modelo. Cuantificamos el grado de complejidad de una red con el
pardamero ¢ en la escala [0, 1]. Definimos el concepto de familias de atractores para analizar el
comportamiento dindmico de redes difusas aleatorias.

Realizando simulaciones en el laboratorio virtual RBNLab [Gershenson, 2005] no detectamos
un cambio significativo en el nimero promedio de familias de atractores, al pasar las redes de
booleanas a continuas, lo cual sugiere que no hay una correlacion fuerte al reducir la complejidad
de estos modelos con la compresibilidad de informaciéon dindmica.

Estos resultados justifican la idealizacién booleana en el estudio de sistemas complejos que
presentan un comportamiento semejante al observado en organismos vivientes, ya que apoya la
hipétesis de que la interaccion de componentes relativamente simples puede consecuentemente
producir la emergencia de patrones altamente complejos imposibles de predecir mediante la
observacién detallada de los niveles individuales del sistema.

Un interesante trabajo futuro podria consistir en obtener resultados analiticos y experimen-
tales acerca de las transiciones de fase, asi como la cuantificacién de las medidas de informacién,
emergencia, autoorganizaciéon y homeostasis propuestas en Gershenson y Fernandez [2012], para
analizar de forma tedrica la capacidad para comprimir informacién y, de esta forma, la comple-

jidad del modelo difuso propuesto en el presente trabajo que aqui en este momento termina.
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