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Introducción

El reto más importante de todo lo que involucró la realización de este trabajo,

una vez establecido el tema, fue comenzar a escribir. La principal razón de esto

fue que no estaba seguro de lo que quería esribir, a pesar de ya tener el tema.

En matemáticas cuando se tiene un problema este motiva la creación de solu-

ciones, este preceso es el que permite desarrollar teoría, permite que las matemá-

ticas avancen.

Me fue difícil empezar a escribir porque estaba haciendo al revés el proceso,

quería escribir sobre una solución y después buscarle el problema. El desarrollo del

tema y su escritura se me facilitó mucho cuando encontré el problema y pensando

en él estudié la teoría necesaria para atacarlo. Pude distinguir las características

del tema que realmente necesitaba para escribir un trabajo coherente de él.

El presente trabajo es un primer acercamiento a los modelos avanzados de

series de tiempo univariadas y a su aplicación. La principal motivación para desa-

rrollar modelos de series de tiempo es la necesidad de entender los fenómenos

a�nes a nuestra vida. Buscamos constantemente entender estos fenómenos porque

seguramente tienen alguna consecuencia de nuestro interés.

La forma en que se comporte el fenómeno determinará cómo se comportan

sus consecuencias. Cuando hablamos de "determinar el comportamiento de las
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consecuencias de un fenómeno" estamos hablando de administración de riesgos.

El desarrollo de este trabajo está motivado en 2 tipos de problemas, como los

siguientes:

Supongamos que un productor de chocolate vive y produce en México, pero su

principal mercado se encuentra en Europa, a donde envía sus productos a clientes

europeos. El chocolatero tendrá que cubrir los gastos propios del negocio: materia

prima, honorarios, exportación, entre otros.

No nos concentraremos en esos gastos. Supondremos que el negocio es rentable.

Entonces, el chocolatero está interesado en sus ganancias, en el rendimiento que

el negocio le deja (pues seguramente ha hecho fuertes inversiones en el negocio).

Si el chocolatero vive en México, sería correcto suponer su ganancia en moneda

nacional, en pesos.

El problema es que los clientes pagan en euros y el precio del peso (comprado

en euros) no es constante en el tiempo; de hecho, es un proceso estocástico inde-

xado al tiempo y su comportamiento determinará el rendimiento del chocolatero.

PROBLEMA 1: Modelar el comportamiento de los rendimientos del tipo de

cambio MXN/EUR.

El segundo problema es, de hecho, una complicación del primero. El chocola-

tero, tan interesado en su rendimiento, tiene ahora el problema de querer modelar

su rendimiento real. Una vez que él reciba su ganancia (en pesos) habrá pasado

cierto tiempo desde su inversión y es probable que el valor del dinero (en pesos) no

sea el mismo que entonces; este fenómeno se conoce como in�ación y hablaremos

a fondo del tema en el Capítulo 5.

Es evidente que ahora al chocolatero le interesa estudiar el proceso estocástico
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que es la in�ación en México y así saber qué comportamiento tiene su rendimiento

real.

PROBLEMA 2: Modelar el comportamiento de las tasas de in�ación en Mé-

xico.

Es clara la complicación e importancia que tendrían estos problemas cuando

se traducen a instituciones �nancieras o comerciales de gran tamaño e in�uencia

en la vida de muchas personas. Los problemas económicos que pueda presentar

una importante institución de este tipo podría traer concecuencias graves en la

sociedad.

Entonces la administración de riesgos es de vital importancia para un país.

La determinación del comportamiento de las consecuencias de un fenómeno es la

parte de la administarción de riesgos que consiste en identi�car y medir el riesgo

al que se está expuesto por dichas posibles consecuencias.

Después de la identi�cación y la medición del riesgo sigue la implementación

de acciones que ayuden a mitigar ese riesgo hasta un nivel aceptable. Entonces,

a grandes rasgos, la administración de riesgo es la identi�cación, medición y mi-

tigación del riesgo. Sobre la administración de riesgo hablaremos a detalle en el

Apéndice A.

Este trabajo se concentra en la medición del riesgo, para lo cual es necesario

tener medidas, que serán el VaR y el Expected-shortfall. También hablaremos a

fondo de estas medidas en el Apéndice A.

Para calcular las medidas de riesgo será necesario entender el comportamiento

de los procesos estocásticos a los que queremos calculárselas. Con el �n de enten-

der dicho comportamiento creamos modelos matemáticos que se aproximen a los

VII



procesos reales.

Lo primero es saber cuáles son las características que queremos que cumplan

esos modelos, que deben ser las características de los fenómenos que vamos a

estudiar. Una de las principales cualidades que se presentan en los fenómenos �-

nancieros es la volatilidad estocástica, esto es, la varianza parece no ser constante

en el tiempo.

Además de esto existe una serie de características que normalmente se obser-

van en las �nanzas y se conocen con �hechos estilizados�. Hablaremos de ellos en

el Capítulo 2.

Uno de estos puntos habla sobre la poca correlación que existe entre las varia-

bles del proceso, pero esto suele no cumplirse en algunos fenómenos, como en la

in�ación mexicana donde veremos que hay una fuerte correlación serial. Esto es

lo que llamaremos memoria larga.

La presencia de esta característica en la in�ación mexicana es lo que nos mo-

tiva a buscar un modelo que tenga esa correlación fuerte y además no pierda las

características �nancieras.

En los capítulos 1, 2 y 4 expondremos algunos modelos de series de tiempo

que usan para aproximar los fenómenos de interés. En el Capítulo 1 comenzare-

mos por establecer las de�niciones de los conceptos pricipales para el estudio de

las series de tiempo. Hablaremos de los modelos más sencillos pero de gran im-

portancia, los modelos ARMA (Autoregressive Moving Average), que son la base

de modelos más generales. Estudiaremos los aspectos teóricos de estos modelos y

realizaremos simulaciones de ellos con las cuales revisaremos las características de

las realizaciones de estos modelos. Finalmente hablaremos un poco sebre ajuste

y predicción con estos modelos y de�niremos el modelo ARIMA (Autoregressive

VIII



Integrated Moving Average).

En el Capítulo 2 comenzaremos el estudio de los modelos de volatilidad estocás-

tica; de�niremos y estudiaremos los modelos ARCH (Autoregressive Conditional

Heteroskedasticity) y GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteros-

kedasticity), hablaremos de sus características matemáticas, un poco de su historia

y veremos simulaciones de ellos. También de�niremos el modelo ARMA−GARCH.
Para terminar ese capítulo veremos una aplicación del modelo GARCH; primero

estudiaremos la serie de tiempo del tipo de cambio MXN/EUR y le ajustaremos

un modelo GARCH al comportamiento de sus rendimientos.

El Capítulo 3 será el preámbulo de los modelos de memoria larga. De�niremos

el concepto de memoria en una serie de tiempo; para ello comenzaremos por estu-

diar algunos conceptos de análisis espectral. Concluiremos el capítulo de�niendo

series de tiempo de memoria larga y sus propiedades, hablaremos sobre el pará-

metro de memoria de una serie de tiempo y enunciaremos estimadores para este

parámetro.

El Capítulo 4 tratará de los modelos con memoria larga y sus característi-

cas, de�niremos los ruidos fraccionarios y los modelos ARFIMA (Autoregressive

Fractionally Integrated Moving Average). Finalmente estudiaremos modelos con

memoria larga y volatilidad estocástica el LMSV y el ARFIMA−GARCH. Vere-
mos simulaciones de estos procesos y demostraremos que tienen memoria larga,

en algunos casos encontraremos el parámetro de memoria.

Para concluir el tarabajo veremos una aplicación de los procesos con memoria

larga y volatilidad estocástica en el Capítulo 5. Estudiaremos la serie de tiempo

de la in�ación mexicana y veremos las caraterísticas que nos harán pensar que la

serie tiene memoria larga y estimaremos su parámetro de memoria. Modelaremos

la serie con un proceso ARFIMA−GARCH y una vez estimados todos los pará-
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metros del modelo calcularemos las medidas de riesgo para la tasa de in�ación

mexicana. Finalmente cali�caremos el modelo aplicando un Back-testing.

Los datos de las series de tiempo que estudiaremos fueron obtenidos de la base

de datos del Banco de México en la página http://www.banxico.org.mx/.
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Capítulo 1

Bases de series de tiempo

Comenzaremos por establecer la de�nición de serie de tiempo y su diferencia

con una realización. Diremos que una serie de tiempo es un proceso estocástico

indexado al tiempo (discretizado), es decir, una sucesión de variables aleatorias,

y la realización de la serie de tiempo es el conjunto de datos que las variables

aleatorias arrojaron al ir pasando el tiempo o al realizarse una simulación.

Las series de tiempo son un concepto fundamental en el estudio cientí�co de

casi cualquier cosa. Necesitamos observar el fenómeno que vamos a estudiar pues

con lo que observamos hacemos inferencia de cómo creemos que se comportará el

fenómeno más adelante.

Las observaciones que tenemos -los datos- son la realización de la serie, y la

idea que proponemos de cómo se comportará después, es el modelo de la serie

de tiempo (un concepto más); el modelo de la serie de tiempo es la propuesta de

cómo, según nosotros, se distribuyen las variables aleatorias de la serie de tiempo.

Es importante no confundir la serie de tiempo con la realización, aunque son

conceptos que van de la mano naturalmente, pero es más importante no confudir

estos conceptos con el modelo de la serie.

1



CAPÍTULO 1. BASES DE SERIES DE TIEMPO 2

El modelo es algo creado por nosotros que, con conocimientos básicos de pro-

babilidad, sabemos que jamás será exactamente la distribución de la serie, por lo

que no es la serie misma; solo es una aproximación.

Los modelos que se proponen tratan de ser lo más parecido posible a la serie

de tiempo, y con la gran variedad de datos que hay para "jugar" se genera una

enorme cantidad de modelos que enriquecen las posibilidades para estudiar datos.

Este permanente desarrollo permite tener modelos mejores y más complejos.

En este capítulo vamos a estudiar algunos conceptos básicos de series de tiempo

y algunos modelos con diferentes características que serán la base de los modelos

que estudiaremos en el capítulo 2.

El contenido de este capítulo está basado en Brockwell P.J. y Davis R.A.

[5], McNeil A.J., Frey R. y Embrechts P. [11], Zongwu, C. [22] y Wei,

W.W.S. [18].

1.1. De�niciones

De�nimos a una serie de tiempo como un proceso estocástico (Xt)t∈Z, es decir,

una familia de variables aleatorias, sobre un espacio de probabilidad (Ω,F ,P). Si

suponemos que los momentos de las variables aleatorias existen, podemos de�nir

las funciones media (µt) y autocovarianza (γ(t,s)) como:

µt = E[Xt]

γ(t,s) = E[(Xt − µt) (Xs − µs)].

Podemos observar que la función de autocovarianza satisface que γ(t,s) = γ(s,t) y

que γ(t,t) = V ar[Xt].



CAPÍTULO 1. BASES DE SERIES DE TIEMPO 3

Otra propiedad que nos interesará estudiar es la estacionariedad de la serie, y

de�niremos tres tipos.

1.1.1. Series de tiempo estacionarias

De�nición 1.

Diremos que una serie de tiempo, (Xt)t∈Z, es estrictamente estacionaria si:

(Xt1 , . . . , Xtn) =D (Xt1+k, . . . , Xtn+k)

para cualesquiera valores t1, t2, . . . , tn, k ∈ Z y con n ∈ N.

Donde "=D" signi�ca igualdad en distribución.

Es decir, una serie con esta propiedad será tal que la distribución de cualquier

vector (Xt1 , . . . , Xtn) es invariante bajo traslaciones.

Otra forma de estacionariedad es cuando pedimos estacionariedad de las ca-

racterísticas numéricas de la serie.

De�nición 2.

Diremos que una serie de tiempo, cuyas variables tengan segundo momento �nito,

es débilmente estacionaria (estacionaria de segundo orden) si:

µt = µ

γ(t,s) = γ(t+k,s+k)

para todos t, s, k ∈ Z.



CAPÍTULO 1. BASES DE SERIES DE TIEMPO 4

Podemos ver, directamente de las de�niciones, que si una serie de tiempo es

estrictamente estacionaria y con varianza �nita, entonces es débilmente estacio-

naria. Es importante señalar que hay procesos, con varianza in�nita, que son

estrictamente estacionarios pero no son débilmente estacionarios.

Para las series débilmente estacionarias se tiene:

γ(t−s,0) = γ(t,s)

= γ(s,t)

= γ(s−t,0)

Por lo que concluimos que la autocovarianza va sólo a depender de la separación

de la variables (el lag o rezago). Entonces, para este tipo de series de�niremos la

función de autocovarianza como:

γ(h) = γ(h,0)

Esta función será de gran ayuda para hablar de la memoria de un proceso.

Notemos que γ(0) = Var[Xt],∀ t ∈ Z. Con esta idea de�niremos la función de

autocorrelación para series débilmente estacionarias.

La última forma de estacionariedad que veremos es cuando la distribución de

los incrementos se conserva.

De�nición 3.

Diremos que una serie de tiempo tiene incrementos estacionarios si cumple

que:

(Xt −Xs) =D (Xt+h −Xs+h)

para todos t, s, h ∈ Z.



CAPÍTULO 1. BASES DE SERIES DE TIEMPO 5

Este tipo de estacionariedad es una propiedad de una serie de tiempo estricta-

mente estacionaria, pero una serie con incrementos estacionarios no necesariamne-

te será una estrictamente estacionaria. Esto ocurre, por ejempo, un proceso Pois-

son, {Xt}, donde Xt ∼ Poisson(tλ), por lo que no es estrictamente estacionario

pero (Xt −Xs) ∼ Poisson((t− s)λ) entonces, tiene incrementos estacionarios.

1.1.2. Autocorrelación

De�nición 4.

De�nimos a la función de autocorrelación (ACF) de un proceso débilmente

estacionario como

ρ(h) = ρ(Xh, X0) =
γ(h)
γ(0)

para toda h ∈ Z.

La función de autocorrelación o la correlación serial es muy importante en el

análisis clásico de las series de tiempo.

Ahora pasaremos a estudiar otro concepto, este será la clave que nos permitirá

de�nir los modelos de series de tiempo.

De�nición 5.

Diremos que un proceso estocástico (εt)t∈Z es un ruido blanco si es débilmente

estacionario y su función de autocorrelación es:

ρ(h) =

{
1, si h = 0,

0, si h 6= 0.

Notación: εt es un WN(µ, σ2) donde µ es la media del proceso y σ2 su varianza.



CAPÍTULO 1. BASES DE SERIES DE TIEMPO 6

Un ruido blanco centrado tiene media cero, WN(0, σ2). También podemos pe-

dirle más propiedades al ruido blanco para de�nir un tipo de variable distinta.

De�nición 6.

Un proceso estocástico (εt)t∈Z es un ruido blanco estricto si es una sucesión

de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con varianza

�nita. Notación: εt es un SWN(µ, σ2), µ es la media y σ2 la varianza de εt.

Otro concepto que usaremos después es la diferencia-martingala. Para estudiar-

lo debemos suponer que la serie de tiempo (Xt)t∈Z es adaptada a cierta �ltración
1 (Ft)t∈Z que representa la información obtenida hasta el momento t.

Lo más común es tomar la �ltración natural del proceso, esto es, Ft = σ(Xs :

s ≤ t). Esta �ltración nos da la información generada por lo que ya ha ocurrido

en el proceso que estamos estudiando y es la mínima σ−álgebra que contiene esa

información.

De�nición 7.

Diremos que un proceso (Xt)t∈Z es una diferencia - martingala, respecto a una

�ltración (Ft)t∈Z (normalmente la natural) si:

1. Es integrable (E[|Xt|] <∞),

2. Adaptada a la �ltración (Xt es v.a. respecto a Ft) y

3. E[Xt|Ft−1] = 0

para toda t ∈ Z.

1Una �ltración es una familia de σ−álgebras, (Ft)t∈Z, tales que Fn ⊆ Fm cuando n ≤ m.
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Podemos ver directamente que:

E[Xt] = 0, ∀ t ∈ Z.

Además si E[X2
t ] < ∞, podemos dar información sobre la función de autoco-

varianza (sin pérdida de generalidad supongamos que s < t):

γ(t,s) = E[XtXs]

= E[E[XtXs|Fs−1]]
= E[XtE[Xs|Fs−1]]
= 0.

Por lo que si una diferencia-martingala tiene varianza constante en el tiempo,

entonces será un ruido blanco.

1.1.3. Operador de retraso

El ultimo concepto que veremos en esta sección es el operador de retraso. Todos

los modelos de series de tiempo que veremos pueden de�nirse (y suelen de�nirse)

en términos de operadores de retaso.

De�nición 8.

Sea (Xt)t∈Z una serie de tiempo entonces, el operador de retraso B es tal que:

BXt = Xt−1

para toda t ∈ Z.

Directamente de la de�nición se tiene que:

BkXt = Xt−k
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El operador de retaso compuesto con polinomios resulta muy útil para de�nir

los modelos de series de tiempo que veremos. Esta composición es:

Sea ψ(z) =
∑

j ψjz
j un polinomio dado entonces, podemos abreviar:∑

j

ψjXt−j = ψ(B)Xt

Ahora vamos de�nir algunas familias paramétricas de modelos de series de

tiempo que son muy usados en la teoría y en la práctica. Estos modelos suelen

ser lo primeros que se estudian en los cursos de series de tiempo. Son bastante

sencillos pero de vital importancia para el estudio de modelos más avanzados.

1.2. Procesos ARMA

Comezaremos a estudiar la familia de procesos ARMA (Autoregressive Mo-

ving Average). Esta es una familia clásica en el estudio de series de tiempo. Estos

procesos son débilmente estacionarios y se construyen usando ruidos blancos.

De�nición 9.

Sea (εt)t∈Z un WN(0, σ2
ε ). Decimos que {Xt}t∈Z es un proceso ARMA(p, q) de

media cero si es débilmente estacionario y satisface:

Xt −
p∑
i=1

φiXt−i = εt +

q∑
j=1

θjεt−j, ∀ t ∈ Z.

para t ∈ Z, p, q ∈ N ∪ {0}.

Y diremos que {Xt}t∈Z es un proceso ARMA(p, q) de media µ si el proceso

(Xt − µ)t∈Z es un proceso ARMA(p, q) de media cero.
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La forma resumida de escribir la ecuación que de�ne al proceso ARMA es:

φ̃p(B)Xt = θ̃q(B)εt, ∀ t ∈ Z.

Al ruido blanco de la de�nición lo llamamos innovación.

Notemos que si las innovaciones son independientes e idénticamente distribui-

das o son un proceso estrictamente estacionario, entonces el proceso ARMA(p, q)

será un proceso estrictamente estacionario.

Para propósitos prácticos restringiremos nuestro estudio de procesos ARMA

a procesos ARMA causales. Estos satisfacen:

Xt =
∞∑
i=0

ψiεt−i (1.1)

∞∑
i=0

|ψi|2 <∞ (1.2)

Donde (εt)t∈Z es un WN(0, σ2
ε ).

El estudio de los procesos ARMA(p, q) causales se convierte en el estudio de

los 2 polinomios que están dados en términos de los parámetros del proceso.

φ̃p(z) = 1− φ1z − · · · − φpzp

θ̃q(z) = 1 + θ1z + · · ·+ θqz
q

Por ejemplo, si condicionamos a que los polinomios no tengan raíces en común,

entonces el proceso ARMA es causal si y sólo si el polinomio φ̃ tiene todas sus

raíces fuera del círculo unitario |z| ≤ 1.

Con esta notación los coe�cientes de (1.1) se pueden determinar por:
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∞∑
i=0

ψiz
i =

θ̃q(z)

φ̃p(z)
, |z| ≤ 1

Lema 1.

Cualquier proceso que satisfaga (1.1) y (1.2) es débilmente estacionario y su fun-

ción de autocorrelación es

ρ(h) =

(
∞∑
i=0

ψiψi+|h|

)(
∞∑
i=0

ψ2
i

)−1
, h ∈ Z.

Demostración. Primero notemos que:

E[Xt] = E

[
∞∑
i=0

ψiεt−i]

]

=
∞∑
i=0

ψiE[εt−i] = 0

y que

V ar(Xt) = E[X2
t ]

=
∞∑
i=0

ψ2
iE[ε2t−i]

= σ2
ε

∞∑
i=0

ψ2
i

por lo que se tiene:

γ(h) = E[XtXt+h]

= E

[
∞∑
i=0

ψiεt−i]
∞∑
j=0

ψjεt+h−j]

]

= σ2
ε

∞∑
i=0

ψiψi+|h|
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�nalmente usamos la de�nición de autocorrelación para tener:

ρ(h) =
γ(h)

V ar(Xt)

=

(
∞∑
i=0

ψiψi+|h|

)(
∞∑
i=0

ψ2
i

)−1

Si tenemos un proceso ARMA y anulamos uno de sus parámetros (es decir,

hacemos p = 0 ó q = 0), se obtienen procesos que son parte de la familia ARMA

pero con su nombre propio, ya sea un MA o un AR.

1.2.1. Procesos MA

Los procesos MA son llamados así por sus siglas en inglés (Moving Average).

Un proceso MA(q) es un proceso ARMA(0, q). Es decir, un MA(q) satisface la

ecuación:

Xt = εt +

q∑
i=1

θiεt−i, ∀ t ∈ Z.

A partir del Lema 1 podemos ver que:

ρ(h) =

q−|h|∑
i=0

θiθi+|h|

( q∑
i=0

θ2i

)−1
, |h| ∈ {0, 1, 2, . . . , q}.

El paquete estadístico R nos permite hacer simulaciones de este tipo de series

de tiempo a partir de un proceso ARMA(p, q).

La simulación de este proceso MA(q) requiere especi�car las constantes que lo

de�nen -las θi- tantas como se quiera el orden del modelo.
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Por ejemplo, un MA(2) con θ1 = −0.7 y θ2 = 0.1; simularemos 100 datos. El

código para la simulación, para ver la grá�ca de la serie de tiempo y su ACF es:

library(tseries)

ma.sim<-arima.sim(model=list(ma=c(-.7,.1)),n=150)

plot(ma.sim)

acf(ma.sim, main=�ACF�)
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Figura 1.1: Simulación de un proceso MA(2) con θ1 = −0.7 y θ2 = 0.1 y su ACF.

1.2.2. Procesos AR

El otro proceso miembro de la familia ARMA es el AR, proceso autoregresivo.

Un AR(p) es un proceso ARMA(p, 0). Es decir, satisface:

Xt = εt +

p∑
i=1

φiXt−i, ∀ t ∈ Z.

Ahora, analizaremos un caso particular, un proceso AR(1), este debe cumplir
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la ecuación:

Xt = εt + φ1Xt−1

si sustituimos el valor de Xt−1, tenemos:

Xt = εt + φ1(εt−1 + φ1Xt−2)

y si hacemos esto k veces, tendremos:

Xt = εt + φk+1
1 Xt−k−1 +

k∑
i=0

φiεt−i

y si además agregamos la condición |φ1| < 1 (esto nos permitirá que el proceso

sea causal), tendremos:

Xt =
∞∑
i=0

φiεt−i

Podemos notar que un proceso AR(1) puede verse como un proceso MA(∞),

un proceso de medias móviles de orden in�nito.

Para este proceso podemos calcular fácilmente sus funciones de autocovarianza

y de autocorrelación:

γ(h) =
φ
|h|
1 σ

2
ε

1− φ2
1

ρ(h) = φ
|h|
1 , ∀ t ∈ Z

Su ACF también es bastante especial. El siguiente código genera una simula-

ción de 100 datos de un AR(1) con parámatro 0.8.

library(tseries)

ar.sim<<-arima.sim(model=list(ar=c(.8)),n=150)

plot(ar.sim)

acf(ar.sim, main= �FAC�)
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Figura 1.2: Simulación de un proceso AR(1) con φ1 = 0.8 y su ACF.

Ahora veremos el caso particular del proceso ARMA(1, 1), algunas de sus

características y una simulación.

1.2.3. Proceso ARMA(1, 1)

El ARMA(1, 1) esta dado por la siguiente ecuación:

Xt − φXt−1 = εt + θεt−1, ∀ t ∈ Z.

En este caso los polinomios del proceso serán:

φ̃(z) = 1− φz, θ̃(z) = 1 + θz

por lo que:
∞∑
i=0

ψiz
i =

1 + θz

1− φz
= (1 + θz)(1 + φz + φ2z2 + · · · )

entonces tendremos:

Xt = εt + (θ + φ)
∞∑
i=1

φi−1εt−i
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Podemos decir entonces que un proceso ARMA(1, 1) se puede ver en términos

de un MA(∞) e incluso si condicionamos a que |θ| < 1 entonces, podemos escrinir

al ARMA(1, 1) como un AR(∞) de la forma:

Xt = εt + (θ + φ)
∞∑
i=1

(−θ)i−1Xt−i

Veremos ahora la simulación de un proceso ARMA(1, 1) con parámetros φ =

0.6 y θ = 0.5. De esto se tiene:

arma.sim<-arima.sim(n=100, list(ar=c(0.6), ma=c(0.5)))

plot(arma.sim,ylim=c(-4,4),main=�ARMA(1, 1)�)

acf(arma.sim, main= �ACF�,ylim=c(-1,1))
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Figura 1.3: Simulación de un proceso ARMA(1, 1) con parámetros φ = 0.6 y θ = 0.5 y su

ACF.
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1.3. Ajuste y predicción

Los modelos de series de tiempo que creamos nos ayudan a entender mejor

los fenómenos de nuestro interés. Los modelos entonces, son aproximaciones de lo

que ocurre en la realidad por lo que serán determinados por ella misma.

Los modelos que hemos visto hasta ahora, y también los que veremos más

adelante son modelos paramétricos, depende de parámetros. Esto quiere decir que

para hacer un modelo que se aproxime al fenómeno que estudiamos debemos cal-

cular los parámetros del modelo. El cálculo o estimación de dichos parámetros es

el ajuste del modelo.

Para estimar los parámetros de un modelo se usan métodos estadísticos que

proponen a los parámetros como una función de las observaciones del fenómeno.

La cantidad de datos a usar y su ubicación debe determinarlo el analista. Si

la mitad de un año de datos, un año, cinco años o 10 años son apropiados para

modelar, dependerá de la situación (de lo que se quiere hacer).

Sin duda, es buena idea hacer varios análisis con diferentes rangos de datos

para observar la sensibilidad de la inferencia estadística para la cantidad de datos.

Después de un análisis que nos permita desidir qué datos usaremos los coloca-

mos en un vector X = (X1 = x1, X2 = x2, . . . , Xn = xn) para hacer la estimación

de los parámetros. Donde Xi es la variable aleatoria que denota el valor de la serie

a tiempo i y xi el valor que tomó.

Comencemos con el ajuste del modelo; no indagaremos en cómo se llega a la

decisión de ajustar un modelo ARMA a los datos que estamos analizando. Sólo

supongamos que un con�able amigo nos observa trabajando con esos datos y, al
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ver gra�cada la serie de tiempo, nos dice: �Estoy seguro de que eso se comporta

como un ARMA�. U

Una vez que de�nimos el modelo que vamos a ajustar podemos dar la fun-

ción de verosimilitud que será la función de densidad del vector X en el punto

(x1, x2, . . . , xn). Esta es función de los parámetros del modelo que de�nen la dis-

tribución del vector X.

De�nimos a Θ el vector de parámetros del modelo. La estimación de pará-

metros consiste en buscar el vector Θ̂ que maximice la función de verosimilitud,

L(X,Θ).

Pensemos en un ARMA causal para el ajuste. Supongamos, por ahora, que

ya estimamos los parámetros; entonces tenemos 2 cosas: el modelo ajustado Θ̂ =

(µ̂, φ̂p, θ̂q) y los datos (Xt). Con esto calculamos los residuales del ajuste. Esto es:

ε̂t = Xt − x̂t

donde

x̂t = µ̂+

p∑
i=0

φ̂i(Xt−i − µ̂) +

q∑
j=0

θ̂j ε̂t−j

Es evidente que tendremos problemas para calcular el primer valor de ε̂t, por

lo que una respuesta simple para este problemas será simplemente usar ε̂0 = 0.

Los residuales ε̂t deben comportarse como un proceso de ruido blanco, ya que

esta es nuestra hipótesis de modelo para las innovaciones, y esto se puede evaluar

mediante la construcción de su correlograma.

Cuando no hay pruebas de correlación serial en la función de autocorrelación

esto sugiere que se ha encontrado un modelo ARMA correcto.
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Otra de las bondades de R es que nos permite ajustar un modelo de la familia

ARMA a datos reales que estemos estudiando. Calculando por máxima verosi-

militud los parámetros del modelo. Además, cuenta con algunas bases de datos

precargados para hacer estudios sobre ellos.

La forma de ajustar un modelo ARMA a datos es ejecutando el código arma, el

comando summary nos da los resultados del ajuste, la estimación de los paráme-

tros y datos a�nes al ajuste como el error estándar del estimador o el p-valor. El

comando plot nos arroja los resultados grá�cos del ajuste y los residuales pueden

obtenerse con el comando residuals(r.arma).

Pronóstico

Cuando ajustamos modelos a datos no solo lo hacemos por diversión sino

también para dar un pronóstico de lo que ocurrirá con la serie de tiempo en el

futuro; supongamos que tenemos datos a los que se les ha ajustado un modelo

ARMA(1, 1).

Tenemos una estimación de los parámetros, entonces la predicción a un paso

(un tiempo hacia adelente) la obtendremos dando el valor esperado de la serie,

dado todo lo que ha pasado, es decir:

E[Xt+1|Ft] = µt+1 = µ+ φ(Xt − µ) + θεt

Por lo que una predicción a k pasos será entonces:

E[Xt+k|Ft] = µt+k = µ+ φk(Xt − µ) + φk−1θεt

y bajo la hipótesis de que |φ| < 1 se tiene entonces que:

ĺım
k→∞

E[Xt+k|Ft] = µ, c.s.
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1.4. Procesos ARIMA

En los estudios que haremos en el Capítulo 4 y 5, de los procesos de memoria

larga, usaremos una generalización de los modelos ARMA, los ARFIMA, proceos

autoregresivos fraccionalmente integrados y de medias móviles.

Antes vamos a de�nir a los procesos ARIMA que son procesos más sencillos

de estudiar. Ahora, los procesos ARIMA se de�nen en términos de los ARMA.

Un procesoXt es un procesos ARIMA si (1−B)dXt es un proceso ARMA, es decir:

De�nición 10.

Sea (εt)t∈Z un WN(0, σ2
ε ). Decimos que (Xt)t∈Z es un proceso ARIMA(p, d, q)

si satisface:

φ̃p(B)(1−B)dXt = θ̃q(B)εt

para toda t ∈ Z y con p, q, d ∈ N ∪ {0}.

La propiedad de que (1 − B)dXt es un proceso ARMA nos sirve mucho para

trasformar un proceso ARIMA en un ARMA y después realizar un ajuste.

Lo que suele hacerse cuando tenemos una serie de tiempo que se cree que es

de la familia ARIMA es aplicar el operador (1 − B)d para transformarla en una

serie ARMA y después trabajar con la serie transformada. Este proceso se conoce

como diferenciación de la serie.

No hablaremos mucho de los procesos ARIMA, solo es necesario de�nirlos para

estudiar procesos similares en el Capítulo 4. Por ahora veremos solo una simula-

ción de este proceso. El código es:

arima<-arima.sim(list(order=c(1,1,1),ar=.4,ma =.9), n=100)
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plot(arima,type=�o",col=�orange", main=�ARIMA(1,1,1)")

La grá�ca del proceso ARIMA simulado se observa en la �gura 1.4.
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Figura 1.4: Simulación de un proceso ARIMA(1, 1, 1) con parámetros φ = 0.4, θ = 0.9 y d = 1

y su ACF.

Con este proceso terminamos los conceptos y modelos básicos de series de

tiempo. En el siguiente capítulo introduciremos algunos modelos avanzados.



Capítulo 2

Volatilidad estocástica

En este capítulo veremos algunos de los modelos para el estudio de series de

factores de riesgo �nanciero. Veremos las de�niciones de los modelos ARCH (au-

torregresivos de heteroscedasticidad condicional) y los GARCH (generalizaciones

del ARCH), discutiremos algunas de sus propiedades matemáticas y su uso en la

práctica.

El contenido de este capítulo está basado en Engle, R. [7], Bollerslev,

T.P. [3], McNeil A.J., Frey R. y Embrechts P. [11] y Wei, W.W.S. [18].

Los modelos ARCH aparecen en los años 80 (Engle, R. [7]) con el objetivo de

modelar los raros agrupamientos temporales de volatilidad que suelen observarse

en las series de rendimiento de casi todo el mercado �nanciero. Desde entonces su

variedad y aplicación en la práctica ha crecido tremendamente.

Las series de tiempo que producen los factores de riesgo �nanciero, en realidad,

las diferencias logarítmicas (log-rendimientos) de los precios o tasas de cambio,

presentan características peculiares que se estudian con modelos especí�cos. Da-

remos una breve introducción a estos modelos, los de volatilidad estocástica.

21
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Se ha notado empíricamente que los datos de rendimiento �nanciero diario

muestran una Kurtosis mucho más alta que una coherente a la distribución nor-

mal; su distribución se dice que es leptocúrtica, lo que signi�ca que es más estrecha

en el centro, pero tiene colas más largas y más pesadas que una distribución nor-

mal.

Además de esta observación, las series de tiempo �nancieras presentan carac-

teristicas muy especi�cas. Estas cualidades se conocen como "Hechos estilizados".

En el artículo de los modelos ARCH (Engle, R. [7]), Engle cita tres situa-

ciones que motivan y justi�can la modelización con el uso de Heterocedasticidad

Condicional Autorregresiva. Estas fueron las siguientes:

"... The ARCH regression model has a variety of characteristics which make it

attractive for econometric applications. Econometric forecasters have found that

their ability to predict the future varies from one period to another.

"McNees suggests that, "the inherent uncertainty or randomness associated

with di�erent forecast periods seems to vary widely over time."He also docu-

ments that, "large and small errors tend to cluster together (in contiguous time

periods)."This analysis immediately suggests the usefulness of the ARCH model

where the underlying forecast variance may change over time and is predicted by

past forecast errors. The results presented by McNees also show some serial corre-

lation during the episodes of large variance.

"A second example is found in monetary theory and the theory of �nance. By

the simplest assumptions, portfolios of �nancial assets are held as functions of

the expected means and variances of the rates of return. Any shifts in asset de-

mand must be associated with changes in expected means and variances of the rates

of return. If the mean is assumed to follow a standard regression or time-series

model, the variance is immediately constrained to be constant over time. The use
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of an exogenous variable to explain changes in variance is usually not appropriate.

"A third interpretation is that the ARCH regression model is an approxima-

tion to a more complex regression which has non-ARCH disturbances. The ARCH

speci�cation might then be picking up the e�ect of variables omitted from the esti-

mated model. The existence of an ARCH e�ect would be interpreted as evidence of

misspeci�cation, either by omitted variables or through structural change. If this

is the case, ARCH may be a better approximation to reality than making stan-

dard assumptions about the disturbances, but trying to �nd the omitted variable

or determine the nature of the structural change would be even better. "

1. En primer lugar, la experiencia empírica nos lleva a contrastar períodos de

amplia varianza seguidos de otros de varianza más pequeña. Se requiere un

modelo que nos ayude a pronosticar la varianza pasada de la serie para hacer

mejor predicción de la varianza futura.

2. El segundo ejemplo es sobre el mantenimiento o venta de activos �nancieros.

Los agentes �nancieros deciden esta cuestión en función de la información

proveniente del pasado: al valor medio de su rentabilidad y la volatilidad

que ésta ha tenido.

3. Por último, el modelo de regresión ARCH puede ser una aproximación a un

sistema más complejo. El modelo ARCH podría recoger el efecto de variables

omitidas. El modelo ARCH puede ser una mejor aproximación a la realidad

que hacer suposiciones sobre los disturbios.

En de�nitiva, la clave de estos modelos está en considerar la información pa-

sada de la variable y su volatilidad observada como factor altamente explicativo

de su comportamiento presente y, por extensión lógica, de su futuro predecible.
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2.1. Hechos estilizados

Los hechos estilizados son una colección de observaciones empíricas e inferen-

cias tomadas de estas observaciones que se pueden aplicar a la mayor parte de las

series de tiempo diarias de cambios en factores de riesgo como son las series de

log-rendimientos de índices, tasas de cambio, precios de commoditys, entre otros.

También se pueden aplicar a series con otras temporalidades como semanales,

mensuales o incluso intradía. Pero el hecho de que en una serie de datos se observen

los hechos estilizados no quiere decir que al cambiar la temporalidad de la serie

se sigan observando esos hechos; de hecho es muy probable que al cambiar la

temporalidad ya no se observen los hechos estilizados. Una versión de estos hechos

es la siguiente:

1. Los rendimientos no son independientes e idénticamente distribuidos, y

muestran una pequeña correlación serial.

2. Los valores absolutos o las raíces de los rendimientos muestran una profunda

correlación serial.

3. La esperanza condicional de los rendimientos es cercana a cero.

4. La volatilidad parece variar en el tiempo.

5. La serie de los rendimientos es leptocúrtica o de colas pesadas.

6. Los extremos de los rendimientos aparecen en clusters.

Un cluster es un grupo de observaciones en el que a las fuertes variaciones les

siguen valores extremos, es decir, a grandes cambios les siguen grandes rendimien-

tos (en valor absoluto).
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Veamos un ejemplo de los clusters en una serie de tipo de cambio (tipo de

cambio MXN/EUR) y la compararemos con una simulación de una serie Gaussia-

na.

Log−Rendimientos MXN / EUR

Tiempo
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−
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05

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
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05

Simulación Gaussiana
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Figura 2.1: Simulación de un proceso Gaussiano comparado con la serie de log-rendimientos

del tipo de cambio MXN/EUR.

Podemos ver cómo la serie �nanciera presenta momentos de gran volatilidad y

otros donde es bastante pequeña, mientras que la simulación Gaussiana muestra

una volatilidad constante. Además se observa que en los momentos en que la se-

rie �nanciera tiene alta volatilidad es cuando se presentan sus valores más grandes.

Entonces para una serie que cumpla estas características podemos suponer que

ajustar un modelo de volatilidad estocástica es lo más adecuado. A medida que

aumente el periodo de los retornos (horizonte de tiempo en que medimos el rendi-

miento obtenido), al pasar de datos diarios a semanales, mensuales, trimestrales o

anuales, los fenómenos que hemos identi�cado tienden a ser menos pronunciados.
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2.2. Procesos ARCH

Como ya mencionamos en Engle, R. [7] se introducen los procesos ARCH

(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, nombre dado por el mismo En-

gle), que de�nimos a continuación.

De�nición 11.

Sea Zt un SWN(0, 1). Decimos que Xt es un proceso ARCH(p) si es estricta-

mente estacionario y satisface (para algún proceso σt):

Xt = σtZt

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i

para t ∈ Z, α0 > 0 y αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., p.

Es importante que el proceso σt sea un proceso positivo ya que podemos notar

fácilmente, de la de�nición de SWN(0, 1) y tomando nuevamente a Ft = σ(Xs :

s ≤ t), que

E[Xt|Ft−1] = σtE[Zt|Ft−1] = σtE[Zt] = 0

Var[Xt|Ft−1] = σ2
tE[Z2

t |Ft−1] = σ2
t

Ya que la independencia entre Zt y Ft−1 la podemos suponer directamente de

la de�nición del proceso ARCH.

En R podemos hacer simulaciones de procesos ARCH. Para esto será necesario

instalar la biblioteca 'bayesGARCH' y la 'fGarch' . Ahora, el código para la

simulación (de un ARCH(2) con α1 = 0.2, α2 = 0.4 y α0 = 0) es:

library(bayesGARCH)
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library(fGarch)

spec = garchSpec(model=list(alpha=c(0.2,0.4), beta=0))

plot(garchSim(spec, n=150))

El resultado grá�co de esto es:
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Figura 2.2: Simulación de un proceso ARCH(2) con α1 = 0.2, α2 = 0.4 y α0 = 0 y su ACF

En este código genera un ARCH con innovaciones Gaussianas. Más adelante

veremos cómo ajustar las innovaciones a nuestro gusto.

En esta simulación la especi�cación de los parámetros del modelo está dada

en la construcción del vector alpha que, como su nombre lo indica, es el vector de

parámetros αi del modelo. La cantidad de simulaciones está especi�cada en la n;

para esta grá�ca se realizaron 100, es decir, 100 tiempos.
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2.2.1. ARCH(1)

El proceso ARCH(1) es muy importante porque es el primer modelo que surge

de la familia ARCH y es la forma más simple de ellos, el modelo ARCH con menos

parámetros.

En la Figura 2.3 podemos ver una simulación de un proceso ARCH(1), con

α1 = 0.4 y α0 = 0, para compararlo con el anterior. La escala de ambas grá�cas

es la misma.
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Figura 2.3: Simulación de un proceso ARCH(1) con α1 = 0.4 y α0 = 0 y su ACF

Ahora, usando la de�nición 8 y sustituyendo una ecuación en otra, tenemos

que el proceso ARCH(1) puede ser escrito como:

X2
t = α0Z

2
t + α1Z

2
tX

2
t−1

Esta es una ecuación estocástica de recurrencia. Es importante notar que este

modelo a pesar de ser estrictamente estacionario no es necesariamente un proceso
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débilmente estacionario, pues se puede llegar a tener un proceso ARCH de varian-

za in�nita.

Una condición que se suele buscar (inferida de las ecuaciones estocásticas en

recurrencia) para estos procesos es:

E[ln(α1Z
2
t )] < 0

Esta es la condición para una solución estrictamente estacionaria de los ARCH(1)

y se puede demostrar que es, de hecho, una condición necesaria y su�ciente para

la estacionariedad débil (ver Bougerol y Picard, 1992). La solución de la ecuación

en recurrencia toma la forma:

X2
t = α0

∞∑
i=0

αi1

i∏
j=0

Z2
t−j

Si las innovaciones son Gaussianas estándar, la condición de estacionariedad

se transforma, aproximadamente, en α1 < 3,562 e incluso se puede decir que para

innovaciones con distribución t con cuatro grados de libertad y con varianza uno

la condición será α < 5,437.

Como podemos ver de la ecuación E[ln(α1Z
2
t )] < 0, la condición de estaciona-

riedad estricta depende directamente de la distribución de las inovaciones; pero

la estacionariedad débil, no.

La condición su�ciente y necesaria para la estacionariedad débil, de un ARCH(1),

es α1 < 1.

Lema 2.

Un proceso ARCH(1) es débilmente estacionario si y sólo si α1 < 1.

Demostración.
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Primero supongamos que el proceso es covariantemente estacionario y que

E[X2
t ] = 1

, entonces:

σ2
t = E[X2

t ] = α0 + α1E[X2
t−1] = α0 + α1σ

2
t

de lo que se sigue que:

σ2
t =

α0

1− α1

y como α0 > 0 y σ2
t > 0 entonces

α1 < 1.

Ahora supongamos que α1 < 1, entonces

E[ln(α1Z
2
t )] ≤ ln

(
E[α1Z

2
t ]
)

= ln(α1) < 0.

Otra de las propiedades que nos interesa de estos procesos es saber si tienen,

o pueden llegar a tener, momentos �nitos y cuántos tienen.

Veremos que bajo ciertas condiciones de las innovaciones podremos dar infor-

mación de los momentos del proceso ARCH.

Lema 3.

Sea m ≥ 1. El proceso estrictamente estacionario ARCH(1) tiene momento 2m

�nito si y sólo si

E[Z2m
t ] <∞

y

α1 <
(
E[Z2m

t ]
)− 1

m



CAPÍTULO 2. VOLATILIDAD ESTOCÁSTICA 31

Por ejemplo, para m = 2, en el caso Gaussiano estándar se necesita

α1 <
1√
3

Y para el caso de una distribución t con 6 grados de libertad se necesitaría

α1 <
1√
6

Por otro lado, si suponemos que el cuarto momento existe, es fácil calcularlo

y, a partir de él, la Kurtosis del proceso,

E[X4
t ] =

α2
0E[Z4

t ](1− α2
1)

(1− α1)2(1− α2
1E[Z4

t ])

y entonces la Kurtosis será

κX =
E[X4

t ]

E[X2
t ]2

=
κZ(1− α2

1)

(1− α2
1κZ)

Diremos entonces que una variable (o serie de tiempo) tiene distribución lepto-

cúrtica cuando su Kurtosis sea más grande que la de una distribución Gaussiana

estándar, que es de 3.

En algunas ocaciones se suele centrar la Kurtosis respecto a la de la Gaussiana

estándar, tomando la Kurtosis como:

κ∗X = κX − 3

En este caso se dice que tenemos una distribución leptocúrtica cuando su Kur-

tosis centrada es mayor a cero.

Ahora veremos la generalización del proceso ARCH.
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2.3. Procesos GARCH

Como toda buena aportación matemática los modelos ARCH fueron atacados

por una gran cantidad de matemáticos que buscaban mejorar el modelo y en al-

gunos casos modi�carlo para usarlo en problemas particulares donde el modelo

funcionaría con un pequeño cambio.

Estas nuevas aportaciones al modelo generarían, en los siguientes años, una

gran variedad de modelos de la familia de autorregresivos de heteroscedasticidad

condicional.

En 1986 Tim Peter Bollerslev (Bollerslev, T.P. [3]) hace una de las prin-

cipales aportaciones a esta nueva familia de modelo al hacer una generalización

del modelo de Engle.

La Figura 2.4 muestra una cronologá las apariciones de algunos de los modelos

de la familia ARCH, desde la aparición del ARCH en 1982 hasta 1996.

Como puede notarse, la familia de modelos autorregresivos de heteroscedastici-

dad condicional han crecido tremendamente en estos pocos años. En esta sección

estudiaremos solamente al GARCH, una variante de él cuándo se combina con

un proceso ARMA y un ejemplo de la aplicación de un GARCH para calcular

medidas de riesgo a una serie �nanciera.

Comenzaremos por la de�nición, veremos el caso especifíco del GARCH(1, 1)

y estudiaremos algunas de sus propiedades más importantes que serán útiles para

el estudio que haremos más adelante.

Los procesos GARCH (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedas-

ticity) son de�nidos en Bollerslev, T.P. [3].
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Año Nombre Autores Aportación 

1982 ARCH Engle 
Primera aparición de un modelo de la familia 
ARCH. 

1983 
ARCH 
multivar. 

Kraft y Engle 
Incorporación de más variables y uso de la 
matriz de varianzas y covarianza en el modelo. 

1986 ARCH-M 
Engle, Lilien y 
Robins 

Incorporación de la desviación estándar al 
modelo. 

1986 GARCH Bollerslev Generalización del ARCH.  

1986 LGARCH Bollerslev y Taylor GARCH lineal. 

1986 MGARCH Geweke y Pantula Linealización con logaritmos. 

1986 IGARCH Engle y Bollerslev Persistencia en varianza. 

1989 EGARCH Nelson GARCH asimétrico con el uso de exponenciales. 

1989 TS-GARCH Schwert Corrección de efectos asimétricos. 

1992 T-GRCH Gourieroux 
Modelos dinámicos con la media y varianza 
funciones endógenas. 

1993 GJR-GARCH Glosten 
Diferenciación del parámetro de subida y 
bajada. 

1993 V-GARCH Engle y Ng Variación mayor en los parámetros asimétricos.  

1993 A-PARCH Ding 
Modelar un valor potencial de la desviación 
estándar. 

1995 Q-GARCH Sentana GARCH cuadrático. 

1996 LST-GARCH González-Rivera 
Generalización del GLR-GARCH. Empleo de una 
ecuación de estado logística. 

 

Figura 2.4: Algunos modelos de la familia ARCH y su fecha de aparición.
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De�nición 12.

Sea Zt un SWN(0, 1). Decimos que Xt es un proceso GARCH(p, q) si es es-

trictamente estacionario y satisface (para algún proceso σt):

Xt = σtZt

σ2
t = α0 +

p∑
i=1

αiX
2
t−i +

q∑
j=1

βjσ
2
t−j

para t ∈ Z, α0 > 0, αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., p y βj ≥ 0, j = 1, 2, ..., q

Los procesos GARCH son procesos ARCH generalizados; ahora, la volatilidad

en algún tiempo va a depender de las volatilidades anteriores, así como de los

valores anteriores del proceso (como el caso del ARCH).

2.3.1. GARCH(1, 1)

En la práctica los modelos GARCH de orden inferior (de parámetros pequeños)

son los más usados ya que, como se mencionó antes, estos modelos no aportan mu-

cha más información al aumentar el orden de los parámetros y además el buscar

ajustar un modelo de algún orden grande aplicará también una mayor cantidad

de valores que deben estimarse.

Supongamos que tenemos un modelo GARCH(1, 1). Directamente de la de�-

nicion podemos ver que su volatilidad tendrá la forma:

σ2
t = α0 + (α1Z

2
t−1 + β)σ2

t−1

Nuevamente tenemos un sistema de ecuaciones recursivas, pero ahora la con-

dición de estacionariedad se transforma en:
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E[ln(α1Z
2
t + β)] < 0

y su solución general esta dada por:

σ2
t = α0

(
1 +

∞∑
i=1

i∏
j=1

(α1Z
2
t−j + β)

)
Con esto, si el proceso (σ2

t ) es estrictamente estacionario, entonces también lo

será el proceso GARCH. La solución del GARCH de�ne la siguiente forma:

Xt = Zt

√√√√α0

(
1 +

∞∑
i=1

i∏
j=1

(α1Z2
t−j + β)

)
tenemos un resultado que nos facilita saber si el proceso es estacionario o no,

solo necesitamos conocer los parámetros del mismo.

Lema 4.

Un proceso GARCH(1, 1) es un ruido blanco débilmente estacionario si y sólo si

α1 + β < 1

La varianza de este proceso sería entonces Var[Xt] =
α0

1− α1 − β
.

Haremos un proceso similar al que hicimos con ARCH para encontrar la Kur-

tosis de un GARCH.

Podemos concluir que una condición su�ciente y necesaria para la existencia

del cuarto momento del proceso es

E[(α1Z
2
t + β)2] < 1

o equivalentemente que
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(α1 + β)2 < 1− (κZ − 1)α2
1

Ahora, si suponemos la existencia del cuarto momento del proceso, podemos

calcularlo fácilmente

E[X4
t ] =

α2
0κZ(1− (α1 + β)2)

(1− α1 − β)2(1− α2
1κZ − β2 − 2α1β)

De lo que se concluye que la Kurtosis del proceso es:

κX =
κZ(1− (α1 + β)2)

1− (α1 + β)2 − (κZ − 1)α2
1

Generalizando esto, una condición su�ciente y necesaria para la estacionarie-

dad en covarianza de un proceso GARCH(p, q) es:

p∑
i=1

αi +

q∑
j=1

βj < 1

En R también podemos simular este modelo.

spec=garchSpec(model=list(omega=.5,alpha=.4,beta=.2))

x<-garchSim(spec, n = 150)

plot(acf(x))

plot(x)

El resultado grá�co de esta simulación se muestra en la �gura 2.5, donde tam-

bién se observa la ACF de proceso que ilustra la propiedad que nos da el Lema 4.
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Figura 2.5: Simulación de un proceso GARCH(1, 1) con α1 = 0.4, β1 = 0.2 y α0 = 0.5 y su

ACF.

Ahora veremos una extensión simple del proceso GARCH al unirlo con la teo-

ría de los procesos ARMA. Esto gracias a la información que obtuvimos del Lema

4 de cuando podemos considerar a un GARCH como un ruido blanco estrictamen-

te estacionario, y posteriormente veremos cómo ajustar estos modelos a datos.

2.3.2. Una extensión del proceso GARCH

Se han propuesto muchas variantes y extensiones del modelo básico GARCH,

como ya vimos en la �gura 2.4. Aquí mencionamos sólo una de ellas para ejem-

pli�car. El proceso que veremos solo es una combinación de dos modelos que ya

estudiamos.

El proceso ARMA−GARCH es el modelo que nos permite combinar las ca-

racterísticas de ambos procesos en uno solo.

· ·········· t········· 1 1········· 1········· 1 l······· I 

...... 11 ...... 11 ...... 11 ......... 1' ...... . 
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De�nición 13.

Decimos que {Xt} es un proceso ARMA(p1, q1)−GARCH(p2, q2) si es débil-

mente estacionario y cumple:

Xt =

p1∑
i=1

φiXt−i + εt +

q1∑
j=1

θjεt−j

εt = σtZt

σ2
t = α0 +

p2∑
i=1

αiX
2
t−i +

q2∑
j=1

βjσ
2
t−j

para t ∈ Z, α0 > 0, αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., p2 y βj ≥ 0, j = 1, 2, ..., q2 y con la

condición
∑p

i=1 αi +
∑q

j=1 βj < 1 y (Zt)t∈Z un SWN(0, 1).
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Figura 2.6: Simulación de un proceso ARMA(1, 2)−GARCH(1, 1) con α1 = 0.4, β1 = 0.4,

α0 = 0.0, φ = 0.5, θ1 = 0.3 y θ2 = −0.3 y su ACF.

En R será muy fácil simular este modelo. El código para la simulación es:
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s=garchSpec(model=list(alpha=.4, beta=.4, ar=.5, ma=c(.3, -.3)))

plot(garchSim(s, n = 150), main=�ARMA(1,2)-GARCH(1,1)")

La grá�ca de esta simulación se puede observar en la �gura 2.6.

2.4. Ajuste de un modelo GARCH

Veremos ahora cómo se comporta el modelo que hemos desarrollado al ajus-

tarlo a datos reales. Utilizaremos datos �nancieros, tazas de cambio de monedas;

estos tipos de datos suelen cumplir los hechos estilizados, y por eso son buenos

candidatos a modelarse con procesos tipo GARCH.

Antes de realizar el ajuste vamos a revisar la estructura teórica de cómo se

realiza el ajuste de los modelos GARCH a datos.

2.4.1. Estimación de parámetros

Como ya mencionamos en el Capítulo 1 la estimación de los parámetros de

una serie de tiempo se suele ralizar por máxima verosimilitud. Supongamos, nue-

vamente, que tenemos datos en un vector X = (x1, . . . , xn).

Vamos a considerar que queremos estimar los parámetros de un modelo GARCH(1, 1).

Entonces Θ = (α0, α1, β1) y entonces, con la de�nición del modelo, la función de

verosimilitud del modelo es:

L(Θ,X) =
n∏
t=1

1

σt
g

(
xt
σt

)
con

σt =
√
α0 + α1xt−1 + β1σ2

t−1
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Donde la función g(x) es la función de densidad de las innovaciones del modelo.

Esta función también podría tener parámetros a estimar, en ese caso los paráme-

tros que la distribución de las innovaciones también serán parte de las variables a

mximizar.

El vector Θ que estamos buscando es el que maximice la verosimilitud, la ma-

ximización puede hacerse directamente con la función de verosimilitud o con la

log-verosimilitud, ln(L(Θ,X)), con el �n de facilitar las cosas.

Entonces, el vector de parámetros estimados, Θ̂, satisface la ecuación:

∂

∂Θ
ln(L(Θ̂,X)) = 0

Para hacer esta maximización se utilizan métodos numéricos que son modi-

�cación del método de Newton-Raphson. En particular se suele usar un metodo

llamado BHHH.

Ahora haremos la estimación de los parámetros de una serie de tiempo �nan-

ciera que suponemos se comporta como un GARCH. En este caso usaremos la

información de la serie del tipo de cambio del peso-euro.

2.4.2. Tipo de cambio MXN/EUR

El tipo de cambio es el precio de una moneda en términos de otra. Lo expre-

samos habitualmente como el número de unidades de una moneda que hay que

entregar a cambio de una unidad de la otra moneda. En el caso de México es la

equivalencia del peso con respecto a la moneda extranjera.

El comercio internacional y la mayor parte de los movimientos registrados en

los mercados �nancieros internacionales están constituidos por el mercado de divi-

sas que es llamado Forex. El Forex es un mercado donde se realiza la compra-venta
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de divisas buscando la mayor ganancia posible dada por la diferencia de precios

en el tiempo, es decir, es un mercado de variaciones (de volatilidad).

En el Forex se miden las ganancias o pérdidas con los rendimientos o los log-

rendimientos; estos valores son usados como referencia en cualquier estudio de

pérdidas y ganancias. Se obtienen de la siguiente forma: supongamos que tenemos

x0, x1, . . . , xn, los datos históricos de algún tipo de cambio. Entonces, de�nimos:

1. Los rendimientos absolutos: yi = xi − xi−1

2. Los rendimientos: Ri =
xi − xi−1
xi−1

3. Los log-rendimientos: ri = ln

(
xi
xi−1

)
Los log-rendimientos o log-returns es la medida de ganacia más usual en los

mercado �nancieros.

Ahora estudiaremos el tipo de cambio del Euro respecto del Peso mexicano

para evaluar si es conveniente ajustar un modelo de volatilidad estocástica y

después (en todo caso) ajustárselo.

El Euro

El Euro tiene sus inicios con el Tratado de la Unión Europea, también conoci-

do como el Tratado de Maastricht, que entró en vigor desde 1993. Entre sus �nes

este acuerdo tenía la intención de crear una unión económica y monetaria que

sería la culminación del proceso de convergencia de las políticas económicas de los

estados miembros.

Al principio la moneda acordada sería la Unidad Monetaria Europea (ECU);

pero los estados miembros de la Unión Europea acordaron en Madrid el 15 de
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diciembre de 1995, la creación de una moneda común europea, bajo la denomina-

ción de �euro�, con fecha de inicio de circulación el primero de enero del 2002 para

los doce estados entonces.

El primer día de cotización de la nueva moneda europea con el Peso mexicano

(a tipo de cambio FIX 1), el 4 de enero de 1999 (cuando aún era la Unidad Mo-

netaria Europea), 1 euro se cambiaba por 11.6054.

En julio de 2002, el euro sobrepasó la paridad con el dólar en el mercado de

divisas, y se ha mantenido así. El 5 de octubre de 2009, el euro alcanzó su valor

máximo, respecto al peso, hasta el momento, al cambiarse 1 euro por 19.9745

pesos.

La �gura 2.6 es la grá�ca del tipo de cambio MXN/EUR desde 2000 a la fe-

cha y la serie de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR en el mismo

periodo.

Las líneas azules son (-0.08, 0.08). Podemos ver que en el momento del máxi-

mo histórico se observa una volatilidad tremenda. Este periodo corresponde a las

�uctuaciones de 2008 y sus secuelas hasta 2009.

También podemos ver en la �gura 2.8 y la tabla 2.1 un análisis exploratorio de

los datos. Primero vemos su histograma y calculemos sus variables descriptivas.

Este análisis exploratorio se realiza con la intención de exhibir los hechos estiliza-

dos en la serie.

1El tipo de cambio FIX es determinado por el Banco de México con base en un promedio

de cotizaciones del mercado de cambios al mayoreo para operaciones liquidables el segundo día

hábil bancario siguiente y que son obtenidas de plataformas de transacción cambiaria y otros

medios electrónicos con representatividad en el mercado de cambios.
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Figura 2.7: Tipo de cambio MXN/EUR desde 2000 y sus log-rendimientos

Observamos que la media es muy cercana a cero y que la kurtosis resulta mucho

mayor a 3. Esto nos permite suponer que la distribución de los log-rendimientos

es leptocúrtica. También vemos que la varianza muestral es muy cercana a cero, lo

cual no tiene mucho sentido cuando observamos los puntos de alta volatilidad. Esa

varianza no corresponde a la serie en esos momentos y por lo mismo no podemos

suponer una varianza constante en el tiempo.

Veamos que un QQplot de los log-rendimientos nos muestra que no sería buena

idea ajustar a los datos una normal. El valor que nos dio la Kurtosis nos dice que
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Cuadro 2.1: Medidas descriptivas

Media Kurtosis Varianza

0.000180 7.80407 0.000072
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Figura 2.8: Histograma de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR

las colas de la distribución son mucho más pesadas que las de una distribución

normal y esto se puede ver fácilmente en el QQplot. El código para generar este

QQplot es el siguiente:

qqnorm(x)

qqline(x,col=�red�)

qqplot(rt(length(x),df=3), x)
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qqline(x,col=�red�)
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Figura 2.9: QQplot de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR contra una Normal

estándar

Con todo esto podemos ver que se cumplen gran parte de los hechos esti-

lizados. Solo resta ver los primeros dos. Entonces calcularemos la ACF de los

log-rendimientos, la de los cuadrados de estos y de sus valores absolutos.

En este caso veremos las AFC para distancias de cero a cuarenta; este pará-

metro se puede modi�car, pero aumentar demasiado las distancias en los corre-

logramas puede causar problemas, ya que tendremos cada vez menos datos para

hacer las estimaciones.

Podemos ver que la correlación de los log-rendimientos es muy pequeña para

todas distancias, prácticamente cero (obviamente, excepto en 1).

Para los valores absolutos podemos ver una correlación cercana a 0.2 para
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Figura 2.10: (a)ACF de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR. (b)ACF de

los cuadrados de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR. (c)ACF de los valores

absolutos de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR. (d)ACF de las raices de los

valores absolutos de los log-rendimientos del tipo de cambio MXN/EUR.

distancias, incluso mayores a 20. Para el caso de los cuadrados tenemos una co-

rrelación más fuerte al inicio, cercana a 0.3 antes de la distancia 10.

Ahora buscaremos ajustar un modelo de volatilidad estocástica. El modelo con

mejor ajuste obtenido es el GARCH(1, 1) con inovaciones t. Aquí presentamos los

resultados.
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Ajuste de un GARCH(1, 1) con innovaciones t. El código es el siguiente,

notemos que no es necesario especi�car los grados de libertad de la t ya que R

estimará también este parámetro. Usaremos la biblioteca 'fGarch' .

library(fGarch)

x<-read.table(�clipboard�)

x<-ts(x)

f=garchFit(f= ∼garch(1,1),d=x,cond.dist=�std�,trace=F)
plot(f)

El resultado del ajuste es:

Cuadro 2.2: Parámetros estimados
Estimación Error estándar t value P[>|t|]

µ 0.000093 0.000116 0.803 0.4217

α0 0.0000005 0.00000018 2.834 0.0045

α1 0.04508 0.00717 6.288 ≈ 0

β1 0.9471 0.008422 112.452 ≈ 0

ν 9.48 1.358 6.986 ≈ 0

Tenemos un proceso débilmente estacionario, la estimación que hizo R de las

innovaciones fue una t con 9.48 grados de libertad.

En la Figura 2.11 podemos ver las características de los residuales del ajuste.

Los residuales tienen una excelente forma en este ajuste. El QQplot respecto de

una distribución t queda perfecto salvo por uno o dos datos ligeramente distan-

ciados.
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Figura 2.11: (a)Residuales del ajuste. (b)ACF de los residuales del ajuste. (c)Histograma de

los residuales del ajuste. (d)QQplot de los residuales contra un distribución t.

Este ajuste es bastante satisfactorio por lo que sobre él hacemos la estimación,

primero calculamos una estimación de la volatilidad, esto es de la forma:

σ̂2
t+1 = α̂0 + α̂1X

2
t + β̂1σ̂

2
t

Para calcular esto necesitaremos una varianza inicial que haremos cero, esta es

una convención común en la práctica, se pueden tener diferencias cuando iniciamos

con algún otro valor inicial, pero es una buena práctica iniciar con el valor de cero.

En este caso tenemos 3550 datos así que buscaremos la varianza estimada para
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Figura 2.12: Desviación estándar estimada de los log-rendimientos del tipo de cambio

MXN/EUR .

el día 3551, partiendo de que la varianza el día uno es cero, entonces:

σ̂2
3551 = 0.00004726

2.4.3. Estimación de medidas de riesgo

Para calcular la medidas de riesgo para un modelo GARCH vamos a conciderar

que nuestra variable aleatoria de pérdida (ver A.2), Lt, está dada por un modelo

GARCH con innovaciones Zt que son un SWN(µ, σ). Entonces:

Lt = σtZt

Si suponemos que la función de distribución de Zt es G(x) tendrémos que la

distribución de pérdida en el tiempo t+ 1 dado todo lo acurrido hasta t será:

FLt+1|Ft(l) = P [σt+1Zt+1 ≤ l|Ft] = G

(
l

σt+1

)
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Usando esto tendremos que el VaR y el ES de la variable de pérdida son:

VaRα(Lt+1) = σt+1 ∗ VaRα(Z)

ESα(Lt+1) = σt+1 ∗ ESα(Z)

Para

(
Z − µ
σ

)
∼ t(ν) (con media cero y varianza 1) podemos calcular ambas

medidas de riesgo usando la densidad y distribución t.

VaRα(Z) = µ+ σt−1ν (α)

ESα(Z) =

(
gν(t

−1
ν (α))

1− α

)(
ν + (t−1ν (α))2

ν − 1

)
Para realizar este cálculo solo se requiere la de�nición dada en A.2 y sustituir

con la función de distribución de una t estándar.

Entonces el estimado del Valor en Riesgo y del Expected-shortfall de los log-

rendimientos será:

VaRα(X3551) = σ̂3551 ∗ VaRα(Z)

ESα(X3551) = σ̂3551 ∗ ESα(Z)

Para un nivel de con�anza del 90% y 95%, usando las formulas anteriores y

sustituyendo los grados de libertad estimados para las innovaciones t, tenemos el

cálculo de las medidas de riesgo en la tabla 2.3.

Cuadro 2.3: Riesgo de los log-rendimientos

VaR90% = 0.00947

ES90% = 0.01378

VaR95% = 0.01253

ES95% = 0.01671
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Además de este ajuste hemos utilizado el modelo GARCH para calcular medi-

das de riesgo a otras series de tiempo de log-rendimientos de otras series �nancieras

obteniendo buenos resultados como se puede ver en la tesis �Modelos de volati-

lidad estocástica y su aplicación a la administración de riesgos �nancieros� de

Jonathan Martínez Martínez quien fue mi compañero en el curso �Seminario de

Matemáticas Actuariales Aplicadas� donde, bajo la dirección de la Dra. Bego�na

Fernández Fernández, estudiamos los modelos condicionalmente heterocedasticas.

Estas series parecen reaccionar bien a ajusten de modelos GARCH con innovacio-

nes t.



Capítulo 3

La memoria de un proceso

En este capítulo daremos las bases para de�nir los procesos de memoria larga.

Comenzaremos por nombrar y desarrollar los conceptos que formarán la de�nición

de memoria de los procesos estocásticos.

El concepto fundamental es la densidad espectral pero solo nos concentrare-

mos en estudiarla en cero ya que su comportamiento en ese punto caracterizará a

la memoria de la serie.

Veremos una forma de estimar a la densidad espectral, las propiedades de este

estimador y cómo obtenerlo en R a partir de datos.

Daremos un panorama general de memoria de�niendo los 3 tipos de esta: cor-

ta, larga y de antipersistencia. Estudiaremos un poco a los procesos con memoria

corta y veremos que los procesos que hemos visto hasta ahora son de esta familia.

Finalmente de�niremos, parametrizaremos y estudiaremos lo que signi�ca que

un proceso tenga memoria larga. Desarrollaremos las características del paráme-

tro de memoria y encontraremos estimadores para él de los cuales veremos sus

características asintóticas y la forma de calcularlos en R a partir de datos.

52
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El contenido de este capítulo esta basado principalmente en Palma, W. [14]

y Robinson, P. [16].

También se tomó como referencia: Granger C.W.J. y Joyeux R. [9], Ge-

weke, J. y Porter-Hudak S. [8], Breidt, F.J., Crato, N. y De Lima P.

[4], Chronopoulou, A. y Viens, F.G. [6], Guegan, D. [10], Qian, B. y Ras-

heed, K. [15] y Wilkins, N. [19].

3.1. Análisis espectral

El análisis espectral de los procesos estocásticos nos permite conocer sus carac-

terísticas periódicas. No desarrollaremos mucho este tema, solo nos interesaremos

en un par de conceptos que surgen de él.

3.1.1. Densidad espectral y periodograma

Los siguientes dos conceptos son de gran importancia en el estudio de la me-

moria de los procesos.

De�nición 14.

Dadas las observaciones xt, t = 1, . . . , n, de una serie de tiempo. De�nimos a la

transformada discreta de Fourier como:

dn(νj) =
1√
n

n∑
t=1

xte
−iνjt,

con νj =
2πj

n
, j = 0, 1, 2 . . . , (n− 1).

Los coe�cientes νj se conocen como las frecuencias de Fourier.
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De�nición 15.

Sea {Xt}t∈Z una serie de tiempo covariantemente estacionaria, con función de

autocovarianza γ(k). La densidad espectral o el espectro de {Xt}t∈Z es:

f(ν) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k)e
−ikν

para −π < ν ≤ π.

Con ayuda de la fórmula de Euler

eix = cos(x) + i sin(x)

tendremos:

f(ν) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k)e
−ikν

=
1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k) cos(kν)

=
1

2π
γ(o) +

1

1π

∞∑
k=0

γ(k) cos(kν)

para −π < ν ≤ π.

Existe otra forma de de�nir la densidad espectral de una serie de tiempo.

Esta otra forma de�ne al espectro de la siguiente forma, si existe una función

f(ν) de�nida en [−π, π] tal que su anti-trasformada de Fourier es la función de

autocorrelación entonces, dicha función es la densidad espectral de la serie. Esto

es:

Lema 5. Otra de�nición de la densidad espectral.

Sea {Xt}t∈Z una serie de tiempo covariantemente estacionaria, con función de

autocovarianza γ(k) y densidad espectral f(ν). Entonces:

γ(h) =

∫ π

−π
eihνf(ν)dν
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Demostración.

Primero notemos que: ∫ π

−π
eiν(h−k)dν =

{
2π, si h = k

0, si h 6= k

Para el caso h = k es evidente la igualdad. Para el caso h 6= k tenemos:

∫ π

−π
eiν(h−k)dν =

eiν(h−k)

i(h− k)

∣∣∣∣ν=π
ν=−π

=
cos(ν(h− k)) + i sin(ν(h− k))

i(h− k)

∣∣∣∣ν=π
ν=−π

=
(1− 1) + i(0− 0)

i(h− k)

= 0

Con lo que tenemos:∫ π

−π
eihνf(ν)dν =

∫ π

−π
eihν

1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k)e
−ikνdν

=
1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k)

∫ π

−π
eiν(h−k)dν

=
1

2π
γ(k)

∫ π

−π
eiν(k−k)dν

= γ(k)
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Propiedades de la densidad espectral

Las primeras propiedades importantes de la densidad espectral son que es una

función periódica con periodo 2π y que es una función simétrica.

f(ν) = f(ν + 2π)

= f(−ν)

Por estas dos propiedades es que normalmente se presenta la grá�ca de una

densidad espectral solamente en 0 ≤ ν ≤ π.

La densidad espectral de la suma de procesos independientes

Para otra propiedad necesitamos de�nir una generalización de la función de

autocovarianza.

De�nición 16.

Sea {Xt} débilmente estacionario, con autocovarianza γ(k). De�nimos a la fun-

ción generadora de autocovarianza como:

γ(B) =
∞∑

k=−∞

γ(k)B
k

Con esta función podemos, fácilmente, ver que la densidad espectral de un

proceso será:

f(ν) =
1

2π
γ(e−iν) (3.1)

Consideremos al proceso Zt = Yt+Xt, con Xt y Yt independientes y débilmente
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estacionarios. Entonces:

γZ(B) =
∞∑

k=−∞

γZ(k)B
k

=
∞∑

k=−∞

Cov(Yt +Xt, Yt+k +Xt+k)B
k

=
∞∑

k=−∞

[Cov(Xt, Xt+k) + Cov(Yt, Yt+k)]B
k

=
∞∑

k=−∞

γX(k)B
k +

∞∑
k=−∞

γY (k)B
k

= γX(B) + γY (B)

Con esto y con (3.1) tenemos que:

fX(ν) = fX(ν) + fY (ν)

Ahora, el periodograma será el cuadrado de la trasformada de Fourier.

De�nición 17.

Supongamos que tenemos las observaciones xt, t = 1, 2, . . . , n, de alguna serie de

tiempo. De�nimos al periodograma de dichas observaciones como:

In(νj) = (dn(νj))
2

con νj =
2πj

n
, j = 0, 1, 2 . . . , (n− 1).

En la práctica no es posible tener todos los valores de la función de auto-

correlación por lo que se utiliza al pediodograma como una aproximación de la

densidad espectral. Esta aproximación es posible ya que podemos reescribir al

periodograma de otra forma más conveniente.
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Primero notemos que In(0) = nx2, donde x es la media muestral, también

podemos ver que para j 6= 0:

n∑
t=1

e(−iνj)t = e−iνj
(

1− e−2πji

1− e−iνj

)
= e−iνj

(
1− cos(2jπ) + i sen(2jπ)

1− e−iνj

)
= e−iνj

(
1− 1 + 0

1− e−iνj

)
= 0

Por lo que tenemos que:

dn(νj) =
1√
n

n∑
t=1

(xt − x)e−iνjt, j 6= 0.

Con esta relación podemos escribir al periodograma, para j 6= 0, como:

In(νj) =
1

n

n∑
t=1

n∑
s=1

(xt − x)(xs − x)e−iνj(t−s)

=
1

n

n−1∑
h=−(n−1)

n−|h|∑
t=1

(xt+|h| − x)(xt − x)e−iνj(h)

=
n−1∑

h=−(n−1)

γ̂(h)e−iνjh

Esta última relación nos muestra que el periodograma se puede ver como

una estimación de la densidad espectral. El siguiente resultado nos permite dar

intervalos de con�anza sobre la densidad espectral en algún punto.

Teorema 1.

Sea {Xt}t∈N una serie de tiempo causal, es decir, cumple (1.1) y (1.2). Si f(νj) > 0

Entonces:
2In(νj)

f(νj)
−→d χ

2
(2)
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Ahora construiremos el intervalo de con�anza. Sea χ2
(2)(α) el cuantil α de una

χ2
(2), es decir, si X ∼ χ2

(2) entonces:

P [X ≤ χ2
(2)(α)] = α.

Entonces, con un nivel de con�anza del 100(1 − α)% de con�anza podemos

escribir que:

2In(νj)

χ2
(2)

(
1− α

2

) ≤ f(νj) ≤
2In(νj)

χ2
(2)

(
α
2

)
Estos resultados nos servirán cuando veamos los modelos �nales de este estu-

dio.

3.1.2. La densidad espectral de un proceso ARMA

Sin pérdida de generalidad, pensemos en un proceso ARMA(p, q), {Xt}, causal
con media cero.

φ̃p(B)Xt = θ̃q(B)εt, ∀ t ∈ Z.

En la demostración del Lema 1 encontramos que la autocovarianza de este

proceso es:

γ(k) = σ2
ε

∞∑
i=0

ψiψi+k (3.2)

Usaremos la relación (3.2) para encotrar la densidad espectral de un ARMA.

Primero veamos que, para el proceso ARMA, su función de generación de auto-
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covarianza será:

γ(B) =
∞∑

k=−∞

σ2
ε

∞∑
i=0

ψiψi+kB
k

= σ2
ε

∞∑
i=0

∞∑
j=0

ψiψjB
j−i

= σ2
ε

∞∑
i=0

ψiB
−i
∞∑
j=0

ψjB
j

= σ2
εψ(B)ψ(B−1)

= σ2
ε

θ̃q(B)θ̃q(B
−1)

φ̃p(B)φ̃p(B−1)

Finalmente, tendremos un resultado que nos muestra la densidad espectral del

proceso ARMA.

Lema 6.

Sea {Xt}t∈Z un proceso ARMA(p, q) causal. Entonces, su densidad espectral es:

f(ν) =
σ2

2π

(
|θ̃ (e−iν) |
|φ̃ (e−iν) |

)2

(3.3)

Demostración.

Usando (3.1) y (3.3) tenemos:

f(ν) =
1

2π
γ(e−iν)

=
σ2
ε

2π

θ̃q(e
−iν)θ̃q(e

iν)

φ̃p(e−iν)φ̃p(eiν)

=
σ2

2π

(
|θ̃ (e−iν) |
|φ̃ (e−iν) |

)2
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3.1.3. La densidad espectral de un proceso lineal

Pensemos en un proceso lineal de media cero, {Xt}, esto es:

Xt =
∞∑
h=0

αhYt−h

= α(B)Yt

donde {Yt} es cualquier proceso estocástico (absolutamente sumable) con densidad

espectral fY (ν) y autocovarianza γY (k). Los coe�cientes αh serán tales que:

∞∑
h=0

|αh|2 <∞

Con la misma construcción de la demostración del Lema 1 y con (3.2) tenemos

que la autocovarianza de Xt será:

γ(k) = E[XtXt+k]

= E

[
∞∑
h=0

αhYt−h]
∞∑
j=0

αjYt+k−j]

]

=
∞∑
h=0

αh

∞∑
j=0

αt+k−jE [Yt−hYt+k−j]

=
∞∑
h=0

αh

∞∑
j=0

αt+k−jγY (k−j+h)
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Con lo que la densidad espectral de Xt es:

f(ν) =
1

2π

∞∑
k=−∞

γ(k)e
−ikν

=
1

2π

∞∑
k=−∞

∞∑
h=0

αh

∞∑
j=0

αt+k−jγY (k−j+h)e
−ikν

=
∞∑
h=0

αhe
ihν 1

2π

∞∑
k=−∞

γY (k)e
−ikν

∞∑
j=0

αje
−ijν

=
(
α(eiν)

)2
fY (ν)

Por lo tanto

f(ν) =
(
α(eiν)

)2
fY (ν) (3.4)

donde (
α(eiν)

)2
= α(eiν)α(e−iν)

A partir de (3.4) podríamos obtener fácilmente (3.3).

Este último resultado es mucho más general y nos permitirá encontrar la den-

sidad espectral de procesos lineales cuyas innovaciones no sean ruidos blancos,

como en el caso de los procesos causales.

3.1.4. Implementación en R

Para calcular el periodograma en R usaremos una biblioteca que tiene una

función que nos arroja el periodograma de los datos. La biblioteca es 'GeneCy-

cle' y la función periodogram.

Con estas bibliotecas crearemos una función que haga la grá�ca a partir de

una función periodogram. El código de esto es:
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library("GeneCycle")

gperiodogram <- function(a,col) {

y<-periodogram(a)$spec

x<-periodogram(a)$freq *2*pi

plot(x,y, main="Periodograma", ylab="densidad",

xlab = "frecuencia", type = "l", col = col) }

Después usaremos esta función para ver el periodograma de datos y analizar

características de esos datos a partir de la grá�ca del periodograma.

3.2. Memoria

Ahora de�niremos formalmente el concepto de memoria de un proceso; comen-

zaremos por dar una idea intuitiva y después daremos las de�niciones usuales.

Primero pensemos en los modelos que se suelen estudiar inicialmente en el

análisis de series de tiempo. Por ejemplo los modelos ARMA del Capítulo 1, estos

presentan una caída muy rápida de sus funciones de autocorrelación. Esta es una

de las características principales que se observa de los modelos ARMA, vemos que

a partir de cierta distancia, en las variables a considerar, la ACF es cero.

Pero ¾Qué signi�ca que la autocorrelación �desaparezca�?

Directamente de la de�nición de la ACF podemos ver que un dramático de-

caimiento a partir de cierta distancia, mostraría que las variables tienen una co-

rrelación nula, entonces las nuevas variables tendrán cada vez menos información

de los acontecimientos más antiguos.

Esta es la idea intuitiva del concepto de memoria corta en procesos estocásticos.
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Tomando esto, podemos pensar en exactamente lo contrario para hacer un

concepto intuitivo de memoria larga; entonces un proceso de memoria larga tiene

que tener un decaimiento de su ACF no muy rápido.

Evidentemente esto no nos sirve en matemáticas, debemos ser más precisos en

eso de �rápido� y �no muy rápido�.

Existen varias de�niciones de procesos de memoria larga o corta y en general

no son equivalentes. Primero veremos una de�nición general, una clasi�cación de

los procesos estocásticos en 3 grupos, los de memoria corta, los de memoria larga

y los que tienen antipersistencia.

De�nición 18.

Sea {Xt}t∈N una serie de tiempo con densidad espectral f(ν). De�nimos:

1. Xt tiene Antipersistencia si

f(0) = 0 (3.5)

2. Xt tiene Memoria corta si

0 < f(0) <∞ (3.6)

3. Xt tiene Memoria larga si

f(0) =∞ (3.7)

No hablaremos de lo que signi�ca la antipersistencia e indagaremos poco en

los resultados de los procesos con memoria corta. Nos concentraremos, un poco

más, en la memoria larga.
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Notemos que la de�nición está, en el fondo, en términos de la autocorrelación

del proceso, pues:

f(0) =
1

2π

∞∑
j=−∞

γ(j)

Por lo que, la memoria depende de la serie de correlaciones.

∞∑
j=−∞

γ(j) <∞ −→ memoria corta

∞∑
j=−∞

γ(j) =∞ −→ memoria larga

Ahora veremos un resultado, que tomando la varianza de la media muestral,

nos da información sobre la densidad espectral en 0.

Teorema 2. Teorema de Féjèr.

Sea {Xt}t∈Z una serie de tiempo causal con f(ν) continua y positiva en 0. Si

tenemos una muestra aleatoria de la serie, digamos x1, . . . , xn y tomamos la media

muestral, x = 1
n

∑n
i=1 xi. Entonces:

Var(x) =
1

n

n−1∑
j=1−n

(
1− |j|

n

)
γ(j) (3.8)

∼ 2πf(0)

n
, cuando n→∞ (3.9)

En este caso '∼' indica que el cociente de ambas partes tiende a 1.

Hay señales empíricas que muestran que algunas series de tiempo de agricultu-

ra tienen una convergencia parecida a la del Teorema 2 pero con n−α, 0 < α < 1

en lugar de n−1.
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Este resultado nos da una manera de aproximar la densidad espectral en cero

a partir de un muestra aleatoria.

3.2.1. Ejemplos de procesos con memoria corta

Más adelante dedicaremos un capítulo a examinar procesos con memoria larga.

Así que ahora veamos unos pocos ejemplos de procesos con memoria corta. Serán

procesos que ya conocemos.

Ruido blanco

Empecemos con un proceso que podemos ver fácilmente que tiene memoria

corta. Tomemos un εt ∼ WN(µ, σ2), por de�nición sabemos que su función de

autocorrelación es:

ρ(h) =

{
1, si h = 0,

0, si h 6= 0.

Entonces tenemos:

f(0) =
σ2

2π

∞∑
j=−∞

ρ(j)

=
σ2

2π

<∞

Por lo tanto un ruido blanco tiene memoria corta.

Además sabemos que un SWN(µ, σ2) es un WN(µ, σ2) y con el resultado an-

terior tenemos que un ruido blanco estricto también será un proceso de memoria

corta.

Ahora veremos que los primeros modelos que estudiamos también tienen me-

moria corta.



CAPÍTULO 3. LA MEMORIA DE UN PROCESO 67

AR(1)

La forma de la autocorrelación de un proceso AR(1) causal (|φ1| < 1) la vimos

en 1.2.2, a partir de ella podemos encontrar el valor de la densidad espectral el

cero con relativa facilidad.

f(0) =
σ2

2π

∞∑
j=−∞

ρ(j)

=
σ2

2π

∞∑
j=−∞

φ
|j|
1

=
σ2

2π

(
2
∞∑
j=1

φj1 + 1

)

=
σ2

2π

(
2

(
φ1

1− φ1

)
+ 1

)
<∞

Entonces concluimos que los procesos AR(1) son procesos de memoria corta.

Ahora veremos un resultado más general.

ARMA(p, q)

Utilizando el lema 6 podemos encontrar el valor de la densidad espectral en

cero de un modelo ARMA causal.

f(0) =
σ2

2π

(
|θ̃ (1) |
|φ̃ (1) |

)2

=
σ2

2π

(
|1 + θ1 + · · ·+ θq|
|1− φ1 − · · · − φp|

)2

=
σ2

2π

(
∞∑
i=0

|ψi|

)2

<∞
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Por lo tanto un proceso ARMA(p, q) causal tiene memoria corta. Esto podía-

mos notarlo empíricamente desde que vimos las ACF de estos procesos.

3.3. Memoria larga

Ahora veremos una de�nición más general de memoria larga. Veremos no solo

cuándo un proceso tiene memoria larga sino también una parametrización de su

memoria. De�niremos el parámetro de memoria de un proceso de memoria larga.

3.3.1. Decremento exponencial e hiperbólico

Un gran número de tipos de series de tiempo, incluida la familia de proceos

ARMA, tienen un decremento exponencial de su autocorrelación, es decir:

|ρk| ≤ Ack, 0 < A, 0 < c < 1, ∀ k > 0

Otros procesos presentan un decremento de su autocorrelación mucho más

lento, un decremento hiperbólico, esto es:

|ρk| ∼ Ak2d−1, 0 < A, 0 < d <
1

2
, cuando k →∞

El decremento hiperbólico será lo que nos permita de�nir una serie de tiempo

de memoria larga con un parámetro de memoria que será d.

De�nición 19.

Diremos que {Xt}t∈Z es un proceso de memoria larga de orden d, d ∈
(
0, 1

2

)
,

si

γ(k,s) ∼ ch2d−1, cuando h→∞ (3.10)

con h = k − s, y c ∈ R.
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A d lo llamaremos parámetro de memoria del proceso. Esta nueva de�nición

de memoria larga es más general, pues (3.10) implica (3.7).

Teorema 3.

Sea {Xt}t∈Z es un proceso débilmente estacionario de memoria larga de orden d

con densidad espectral f(ν). Entonces:

f(0) =∞

Demostración.

Se tiene que:

∞∑
h=−∞

γh ∼
cn2d

2d
, para valores grandes de n

→∞, cuando n→∞

de lo que se sigue que
∞∑

h=−∞

γh =∞

Y por lo tanto

f(0) =∞

Se puede demostrar que si en (3.10) d = 0 entonces, el proceso tiene memoria

corta.

Con esta de�nición también tenemos un resultado que involucra a la varianza

de la media muestral y que nos ayudará para hacer una prueba de memoria.

Tomemos a Xt una serie de tiempo débilmente estacionaria de memoria larga

con parámetro d y con función de autocovarianza γ(k). Tomemos una muestra



CAPÍTULO 3. LA MEMORIA DE UN PROCESO 70

aleatoria de la serie, X1, X2, . . . , Xn; con media muestral x. A partir de (3.8) y

usando (3.10), para n y j grandes, tenemos:

Var(x) =
1

n

[
2
n−1∑
j=1

(
1− 1

j

)
γ(j) + γ(0)

]

∼ 2cn2d−1
n−1∑
j=1

(
1− j

n

)
j

n

2d−1 1

n

∼ 2cn2d−1
∫ 1

0

(1− t)t2d−1dt

∼ c

d(2d+ 1)
n2d−1

= c2n
2d−1 (3.11)

3.3.2. Estimadores del parámetro de memoria

Aquí veremos dos estimadores para el parámetro de memoria y una prueba de

memoria. En adelante supondremos que tenemos datos, x1, x2, . . . , xn, de alguna

serie de tiempo de nuestro interés.

Estimador GPH

En Geweke, J. y Porter-Hudak S. [8] se construye, a partir de una regre-

sión, un estimador para el parámetro de memoria. La suposición de la que parten

es que la densidad espectral puede escribirse como:

f(ν) = f0(νj)
(

2 sin
(ν

2

))−2d
Los procesos ARFIMA y ARFIMA−GARCH que analizaremos en el Capítulo

4 cumplen esta propiedad.
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Pensado en esta forma para la densidad espectral y evaluando en alguna fre-

cuencia de Fourier νj, tendremos:

log(f(νj)) = log(f0(0))− d log
(

2 sin
(νj

2

))2
+ log

(
f0(νj)

f0(0)

)
Por otro lado el logaritmo del pediodograma en la misma frecuencia de Fourier

lo podemos escribir como:

log(In(νj)) = log

(
In(νj)

f(νj)

)
+ log(f(νj))

Con estas 2 ecuaciones obtenemos:

log(In(νj)) = log(f0(0))− d log
(

2 sin
(νj

2

))2
+ log

In(νj)
(

2 sin
(νj

2

))2d
f0(0)


Ahora construimos la ecuación de regresión:

yj = α + βxj + εj

donde:

yi = log(In(νj))

α = log(fo(0))

β = −d

xj = log
(

2 sin
(νj

2

))2
εj = log

(
In(νj)

(
2 sin

(νj
2

))2d
f0(0)

)

Además podemos hacer la aproximación

f(νj) ∼ f0(0)
(

2 sin
(νj

2

))−2d
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para frecuencias νj cercanas a cero (es decir, para j = 1, ...,m con m � n). Por

lo que también tendremos la aproximación:

εj ∼ log

(
In(νj)

f(νj)

)
Finalmente el estimador de d será el estimador de −β en la ecuación de regre-

sión:

md̂GPH = −Sxy
Sxx

donde:

Sxy =
m∑
j=1

(xj − x)(yj − y)

Sxx =
m∑
j=1

(xj − x)2

En Robinson, P. [16] se obtiene la distribución asintotica del estimador GPH.

Teorema 4.

Para un proceso de memoria larga y bajo condiciones de regularidad, se tiene:

√
m(md̂GPH − d) N

(
0,

π2

6Sxx

)
(3.12)

para m = nα con 0 < α < 1.

Este resultado es valido cuando 0 < d < 1
2
, cuando el proceso es de memoria

larga, pero no tenemos ningún resultado para d = 0, procesos de memoria corta.

Deo y Huruich (2003) hicieron un experimento de simulación Monte-Carlo pa-

ra estudiar la distribución asintótica de md̂GPH cuando d = 0. Ellos concluyen,

empíricamente, que (3.12) también es válido para el caso de memoria corta.
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Esto nos permitirá construir intervalos de con�anza para el parámetro de me-

moria, hacer una prueba de memoria a un proceso.

Lo más importante de este parámetro es siempre tener presente cómo fue cons-

truido, todo parte de la suposición de que la densidad espectral puede escribirse

como:

f(ν) = f0(νj)
(

2 sin
(ν

2

))−2d
El siguiente estimador usa (3.11) sin usar una forma explícita para la densidad

del proceso del que se quiere estimar el parámetro de memoria.

Variance Plot

El segundo estimador que veremos es resultado de otra regresión lineal. Sea

Xt una serie de tiempo de memoria larga con parámetro d.

Tomemos una muestra aleatoria de la serie, X1, X2, . . . , Xn; con media mues-

tral x. Sabemos que:

Var(x) ∼ cn2d−1

Ahora, dividimos la muestra en k bloques de m variables, con km = n y xj
la media de bloque j: {X1+m(j−1), . . . , Xm+m(j−1)} para j = 1, . . . , k. Entonces

obtenemos:

log(Var(xj)) ∼ c+ (2d− 1) log(j)

Por lo que un estimador heurístico para el parámetro de memoria será:

kd̂V =
Sab

2Saa
− 1

2
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donde:

Sab =
k∑
j=1

(log(j)− a)(log(Var(xj))− b)

Saa =
k∑
j=1

(log(j)− a)2

a =
1

k

k∑
j=1

log(j)

b =
1

k

k∑
j=1

log(Var(xj))

El Variance Plot es la grá�ca de los puntos (log(Var(xj)), log(j)), sobre esos

puntos se hace la regresión lineal que arroja el estimador.

La prueba con la estadística R/S

La prueba de memoria que veremos será a partir de un reescalamiento de la

estadistica R/S (Hurst, 1951; Mandelbrot y Wallis, 1968), esta es:

R/S =
1

Sn

[
máx
i

i∑
j=1

(xj − x)−mı́n
i

i∑
j=1

(xj − x)

]
donde:

x =
1

n

n∑
j=1

xj

Sn =

(
1

n

n∑
j=1

(xj − x)2

) 1
2

La estadística que usaremos en la prueba es:

nLR/S =
log(R/S)

log(n)
− 1

2
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La prueba, en este caso, es muy sencilla:

Cuando el proceso es de memoria corta⇒ nLR/S ≈ 0

Cuando el proceso es de memoria larga⇒ nLR/S > 0

Implementación en R

Algunos de los estimadores que vimos en esta sección se pueden calcular di-

rectamente en R, como el estimador GPH que se puede calcular con la función

fdGPH de la biblioteca 'fracdi�' .

También para estimador kd̂V tenemos una función, de la misma biblioteca, que

nos permitirá calcularlo e incluso nos muestra el Variance Plot. Esta función es

hurstSlider, pero esta función nos da la estimación del parámetro H = d + 0,5.

Esta función toma k = 50 por default, pero se puede modi�car el parámetro.

Para la estadística nLR/S tendremos que hacer una función que la haga. El

código para crear esta función es el siguiente:

LRS<-function(x){

a<-mean(x)

b<-sqrt(var(x))

s<-c(0)

for(i in 1:length(x)) { s[i]<-sum((x[1:i])-a) }

R_S<-(max(s)- min(s))/b

L<-((log(R_S))/(log(length(x))))-(0.5)

return(L)}

Con estas tres funciones podremos hacer puebas y estimaciones a datos. Con

la estadística nLR/S podemos hacer un prueba de memoria y si obtenemos que los
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datos tienen memoria larga entonces, calcular los estimadores que de�nimos.

Una vez que estimemos el parámetro de memoria podremos buscar un modelo

que se ajuste a los datos. Entonces lo único que nos falta para poder trabajar con

datos son modelos de memoria larga.



Capítulo 4

Modelos de memoria larga

En este capítulo estudiaremos modelos especí�cos de series de tiempo con me-

moria larga. Primero veremos los ruidos fraccionarios y estudiaremos cómo se

generan y sus propiedades de memoria. Después estudiaremos una generalización

de los procesos ARMA que tendrá memoria larga, el proceso ARFIMA.

Finalmente, de�niremos un modelo de memoria larga con volatilidad estocás-

tica que será el que usaremos para modelar los datos del Capítulo 5.

Este capítulo está basado en Palma, W. [14], Robinson, P. [16], Baillie,

R.T. [1], Xie, L. [20] y Baillie, R.T., Bollerslev, T., y Mikkelsen, H.O.

[2] y Samorodnitsky, G. [13].

4.1. Ruido fraccionario

El primer modelo que veremos constituye una familia bastante amplia de pro-

cesos con memoria larga. Camenzaremos por de�nir un concepto preliminar.

77
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4.1.1. Procesos autosimilares

El primer estudio, formal, que se hace de los procesos autosimilares lo hace J.

Lamperti (1962). La de�nición que daremos de estos procesos es la siguiente:

De�nición 20.

Decimos que {Xt}t∈Z es un proceso autosimilar con parámetro H (discreto),

0 < H ≤ 1, si para todo a > 0 se tiene que:

Xat =D aHXt

para t ∈ Z.

Notación: Escribimos que {Xt} es un H − SSSI cuando {Xt} sea un proceso

autosimilar de incrementos estacionarios con parámetro H.

Lema 7.

Sea Xt un H − SSSI con varianza �nita, E(Xt) = 0 y X0 = 0. Entonces para

k > s ≥ 0 se tiene:

Cov(Xk, Xs) =
E(X2

1 )

2

[
k2H + s2H − (k − s)2H

]
Demostración.

Cov(Xk, Xs) = E(XkXs)

= E
[

1

2
(X2

k +X2
s − (Xk −Xs)

2)

]
=

1

2
E
[
X2
k +X2

s − (Xk−s −X0)
2
]

=
1

2
E
[
X2
k +X2

s −X2
k−s
]

=
1

2
E
[
k2HX2

1 + s2HX2
1 − (k − s)2HX2

1

]
=

E(X2
1 )

2

[
k2H + s2H − (k − s)2H

]
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4.1.2. Ruidos fraccionarios

El proceso que realmente nos interesa, se deriva de los procesos autosimilares,

es el proceso de incrementos de un H − SSSI.

De�nición 21.

Sea Xt un H−SSSI con varianza �nita, E(Xt) constante en el tiempo y X0 = 0.

Al proceso rt = Xt+1 −Xt lo llamaremos ruido fraccionario de parámetro H.

El ruido fraccionario es el primer modelo que vemos que tiene memoria larga,

pero tendrá memoria larga solo cuando 0.5 < H < 1. En tal caso su parámetro

será d = H − 0.5.

Teorema 5.

Sea rt el ruido fraccionario de parámetro H derivado de {Xt}, un H − SSSI.

Entonces:

Cov(rk, rs) =
E(X2

1 )

2

[
(h+ 1)2H + (h− 1)2H − 2h2H

]
(4.1)

∼ E(X2
1 )2H(2H − 1)h2H−2, cuando h→∞ (4.2)

para k > s ≥ 0 y h = k − s.

Demostración.

Cov(rk, rs) = E((Xk+1 −Xk)(Xs+1 −Xs))

= E(Xk+1Xs+1)− E(Xk+1Xs)− E(XkXs+1) + E(XkXs)

=
E(X2

1 )

2

[
(h+ 1)2H + (h− 1)2H − 2h2H

]
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Ahora,

Cov(rk, rs)

E(X2
1 )(4H2 − 2H)h2H−2

=
(h+ 1)2H + (h− 1)2H − 2h2H

4H(2H − 1)h2H−2

=

∑∞
j=o

(
2H
j

)
h2H−j +

∑∞
j=o

(
2H
j

)
(−h)2H−j − 2h2H

4H(2H − 1)h2H−2

=

∑∞
j=o

(
2H
j

) (
h2H−j + (−h)2H−j

)
− 2h2H

4H(2H − 1)h2H−2

=

∑∞
j=2

(
2H
j

) (
h2H−j + (−h)2H−j

)
4H(2H − 1)h2H−2

=
2
(
2H
2

)
h2H−2 +

∑∞
j=3

(
2H
j

) (
h2H−j + (−h)2H−j

)
4H(2H − 1)h2H−2

= 1 +

∑∞
j=3

(
2H
j

) (
h2H−j + (−h)2H−j

)
4H(2H − 1)h2H−2

Tomando el límite,

ĺım
h→∞

1 +

∑∞
j=3

(
2H
j

) (
h2H−j + (−h)2H−j

)
4H(2H − 1)h2H−2

= 1

Ahora, E(X2
1 )2H(2H − 1) es un constante respecto a h. Y si H ∈ (0.5, 1) y

hacemos d = H − 0.5 entonces:

Cov(rk, rs) ∼ ch2d−1, cuando h→∞

para d ∈ (0, 0.5). Por lo tanto el ruido fraccionario tiene memoria larga.

Si el proceso H − SSSI, con media cero, es un proceso gaussiano entonces,

se conoce como movimiento browniano fraccionario y al ruido fraccionario

generado por él se le llama ruido gaussiano fraccionario.
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El movimiento browniano fraccionario con parámetro H ∈ (0.5, 1) fue usado

por Mandelbrot y Van Ness (1968) y por Mandelbrot y Wallis (1968) para cons-

truir un modelo consistente con las características inusuales del nivel del agua en

el río Nilo observadas por Hurst (1951). En este caso el ruido gaussiano fracciona-

rio que generó el modelo, representaría los incrementos en el nivel del agua del río.

R tiene una biblioteca que nos permitirá hacer simulaciones de movimientos

brownianos fraccionarios y, a partir de ellos, de los ruidos gaussianos fraccionarios.

La biblioteca es 'dvfBm' , una vez instalada, para simular un movimiento

browniano fraccionario se usa la función circFBM .

Simularemos 4 movimientos brownianos fraccionarios con parámetros H =

0.2, 0.4, 0.6, 0.8. El código para simular esto es:

library("dvfBm")

x2<-circFBM(1000,0.2)

x4<-circFBM(1000,.4)

x6<-circFBM(1000,.6)

x8<-circFBM(1000,.8)

mBf2<-ts(x2)

mBf4<-ts(x4)

mBf6<-ts(x6)

mBf8<-ts(x8)

par(mfrow=c(2,2))

plot(mBf2,type="l",col=Red",main="mBf, H=0.2")

plot(mBf4,type="l",col="Blue",main="mBf, H=0.4")

plot(mBf6,type="l",col="green",main="mBf, H=0.6")

plot(mBf8,type="l",col=.orange",main="mBf, H=0.8")
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La grá�ca resultante se puede ver en la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Simulación de movimientos brownianos fraccionarios con parámetro H = (a)0.2,

(b)0.4, (c)0.6 y (d)0.8.

Una vez que tenemos esta simulación podemos generar un ruido gaussiano

fraccionario de cada una de las simulaciones tomando los procesos de incrementos

rt = Xt+1 −Xt por cada movimiento browniano fraccionario.

En R podemos obtener los procesos de incrementos y sus ACF con el siguiente

código:

plot(di�(mBf2),type="l",col=Red",main=rGf, H=0.2")
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plot(plot(mBf4),type="l",col="Blue",main=rGf, H=0.4")

plot(di�(mBf6),type="l",col="green",main=rGf, H=0.6")

plot(di�(mBf8),type="l",col=.orange",main=rGf, H=0.8")

4.2. ARFIMA

Los procesos ARFIMA (Autoregressive fractionally integrated moving avera-

ge), por su nombre, parecerían una generalización de los ARIMA pero no lo son.

En realidad los procesos ARIMA y los ARFIMA son excluyentes.

Fueron introducidos por Granger y Joyeux (1980) y Hosking (1981).

De�nición 22.

Sea (εt)t∈Z un WN(0, σ2
ε ). Decimos que Xt es un proceso ARFIMA(p, d, q) si

satisface:

φ̃p(B)(1−B)dXt = θ̃q(B)εt (4.3)

para t ∈ Z, p, q ∈ N ∪ {0} y con d ∈ (0, 0.5).

Para este modelo será muy fácil intuir cuál es el parámetro de memoria pues,

como puede pensarse, es d.

Los procesos ARIMA y los ARFIMA son excluyentes ya que, a pesar de que

la ecuación que los de�ne es la misma, en el proceso ARIMA d es un entero y en

el ARFIMA es un real entre 0 y 0.5. El hecho de que d ∈ (0, 0.5) causa problemas

al de�nir al operador (1−B)d por lo que lo podemos de�nir con su expansión de
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Figura 4.2: Ruidos Gaussianos fraccionarios con parámetro H = (a)0.2, (b)0.4, (c)0.6 y (d)0.8.

Y sus ACF.
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Taylor:

(1−B)d =
∞∑
n=0

(
d

n

)
(−B)n

=
∞∑
n=0

Γ(d+ 1)

Γ(n+ 1)Γ(d− n+ 1)
(−B)n

Ahora, utilizando (3.4) construiremos la densidad espectral de este proceso.

4.2.1. La densidad espectral de un proceso ARFIMA

Consideremos a Xt, un proceso ARFIMA(p, d, q), es decir,

φ̃p(B)(1−B)dXt = θ̃q(B)εt

tomaremos a los polinomios φ̃p y θ̃q tales que el proceso ARMA Zt, con:

φ̃p(B)Zt = θ̃q(B)εt,

sea causal. Entonces tendremos la relación:

Xt = (1−B)−dZt

y nuevamente usando la expansión de Taylor podremos escribir:

(1−B)−d =
∞∑
n=0

(
−d
n

)
(−B)n

=
∞∑
n=0

Γ(d+ n)

Γ(n+ 1)Γ(d)
Bn

Por lo tanto

Xt =
∞∑
n=0

Γ(d+ n)

Γ(n+ 1)Γ(d)
BnZt

=
∞∑
n=0

πnB
nZt

=
∞∑
n=0

πnZt−n
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Usando la fórmula de Stirling

Γ(x) ≈
√

2πe−xxx−0.5, cuando x→∞

tenemos:

πn =
Γ(d+ n)

Γ(n+ 1)Γ(d)

≈ 1

Γ(d)

√
2πe−n−d(n+ d)n+d−0.5√
2πe−n−1(n+ 1)n+1−0.5

≈ 1

Γ(d)n(1−d) , cuando n→∞

Por lo que la sucesión {πn} será absolutamente sumable si y solo si 2(1−d) > 1,

es decir d < 0.5. Y como tomamos a Zt causal entonces, Xt será causal si y solo

si d < 0.5.

Con este supuesto y con (3.4), la densidad espectral de Xt es:

f(ν) =
σ2

2π

(
1− e−iν

)−2d( |θ̃ (e−iν) |
|φ̃ (e−iν) |

)2

(4.4)

Con esto podemos calcular f(0) para ver que un proceso ARFIMA tiene me-

moria larga:

ĺım
ν→0

σ2

2π

(
1− e−iν

)−2d( |θ̃ (e−iν) |
|φ̃ (e−iν) |

)2

=
σ2

2π

(
|θ̃ (1) |
|φ̃ (1) |

)
ĺım
ν→0

(
1− e−iν

)−2d
=
σ2

2π
ψ̃(1)2 ĺım

ν→0

(
1− e−iν

)−2d
=∞

ya que −1 < −2d < 0.

Concluimos entonces que un proceso ARFIMA tiene memoria larga. Se puede

demostrar, incluso, que un ARFIMA tiene parámetro de memoria d (el mismo

que su parámetro de integración). Pero aquí solo haremos la demostración para

el caso del ARFIMA(0, d, 0).
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4.2.2. Ruidos fraccionales integrados

Ahora estudiaremos un caso particular: el ARFIMA(0, d, 0) a este proceso se

le suele llamar ruido fraccionario integrado. Este proceso será tal que

(1−B)dXt = εt

Sabemos, por (4.4), que la densidad espectral de este proceso es:

f(ν) =
σ2

2π

(
1− e−iν

)−2d
=
σ2

2π

[
2 sin

(ν
2

)]−2d
Con lo que podemos calcular su autocorrelación:

γ(k) =

∫ pi

−π
eikνf(ν)dν

=
σ2

2π

∫ pi

0

2 cos(kν)
[
2 sin

(ν
2

)]−2d
dν

= (−1)kσ2 Γ(1− 2d)

Γ(k − d+ 1)Γ(1− d− k)

= σ2 Γ(1− 2d)

Γ(d)Γ(1− d)

Γ(k + d)

Γ(k − d+ 1)

Hacemos

c1 = σ2 Γ(1− 2d)

Γ(d)Γ(1− d)

y usando nuevamente la fórmula de Stirling tenemos, para k grandes:

γ(k) ∼ c1

√
2πe−k−d(k + d)k+d−0.5√

2πe−k+d−1(k − d+ 1)k−d+0.5

∼ c1e
1−2dk2d−1

�nalmemte para c = c1e
1−2d tenemos:

γ(k) ∼ ck2d−1
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Con esto podemos concluir que el proceso ARFIMA(0, d, 0) tiene memoria lar-

ga de parámetro d.

En R podemos obtener procesos ARFIMA y sus ACF con el siguiente código:

library(�fArma�)

farima1<-farimaSim(n,model=list(ar=c(.5,-.5),d=0.1,ma=.1))

farima2<-farimaSim(n,model=list(ar=c(.5,-.5),d=0.2,ma=.1))

farima3<-farimaSim(n,model=list(ar=c(.5,-.5),d=0.3,ma=.1))

farima4<-farimaSim(n,model=list(ar=c(.5,-.5),d=0.4,ma=.1))

plot(farima1,type="l",main=.ARFIMA(2,.1,1)")

plot(farima2,type="l",main=.ARFIMA(2,.2,1)")

plot(farima3,type="l",main=.ARFIMA(2,.3,1)")

plot(farima4,type="l",main=.ARFIMA(2,.4,1)")

acf(farima1,40)

acf(farima2,40)

acf(farima3,40)

acf(farima2,40)

4.3. Modelos de memoria larga con volatilidad es-

tocástica

En esta sección estudiaremos dos modelos de memoria larga que tienen vo-

latilidad estocástica, como los modelos ARCH y GARCH que estudiamos en el

Capítulo 2. El primer modelo solo lo mencionaremos y veremos que fácilmente se

encuentra su parámetro de memoria.
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Figura 4.3: Simulación de procesos ARFIMA(2, d, 1) con parámetros φ1 = 0.5, φ2 = −0.5,

θ1 = 0.1 y (a)d = 0.1, (b)d = 0.2, (c)d = 0.3 y (d)d = 0.4. Y sus ACF.
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El segundo modelo es un ARFIMA con innovaciones GARCH, ya hemos tra-

bajado bastante los aspectos teóricos de estos modelos, así que no hablaremos

mucho de él, pero en el siguiente capítulo será el modelo que ajustaremos a los

datos que analizaremos.

4.3.1. LMSV

Este modelo está especialmente construido para series de tiempo que repre-

sentan los rendimientos de algún activo �nanciero.

El modelo LMSV, Long Memory Stochastic Volatility, para una serie débil-

mente estacionaria de rendimientos es:

rt = σtεt (4.5)

σt = σ exp
(vt

2

)
(4.6)

donde σ > 0, {εt} es un SWN(0, 1) y {vt} es un proceso de memoria larga inde-

pendiente de εt.

El proceso {vt} puede ser cualquiera de los que estudiamos anteriormente, y

de�nirá la forma en la que se mueve (estocasticamente) la volatilidad del modelo.

Como en el Capítulo 2 nos interesa más el comportamiento de los log-retornos

de la serie, pero ahora nos interesaremos en los logaritmos de los cuadrados de los

retornos. A partir de la de�nición de modelo LMSV tenemos:

log(r2t ) = log(σ2
t ) + log(ε2t )

log(σ2
t ) = log(σ2) + vt

Y si hacemos: yt = log(r2t ), µ = log(σ2) + E[log(ε2t )], η = log(ε2)− E[log(ε2t )],

tendremos:

yt = µ+ vt + ηt
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A partir de esta relación podemos ver fácilmente que:

γy(s,k) = γv(s,k) + σ2
ηI{k=s}

Con lo que podemos concluir directamente que el proceso {yt} tiene memoria

larga e incluso, si {vt} tiene parámetro de memoria d, entonces {yt} también ten-

drá parámetro de memoria d.

Este modelo se está empezado a usar para valuación de opciones, en los casos

donde se observan señales de memoria larga, usando ruidos fraccionarios para el

proceso {vt}.

4.3.2. ARFIMA−GARCH

El modelo que estudiaremos con más interés es el ARFIMA−GARCH. Ahora
veremos un modelo con las características principales de un ARFIMA (memoria

larga) y con volatilidad estocástica de�nida por un proceso GARCH. La de�nición

de este modelo se puede intuir a partir de la de�nición 13.

De�nición 23.

Decimos que Xt es un proceso ARFIMA(p1, d, q1)−GARCH(p2, q2) si es dé-

bilmente estacionario y cumple:

φ̃p1(B)(1−B)dXt = θ̃q1(B)εt

εt = σtZt

σ2
t = α0 +

p2∑
i=1

αiε
2
t−i +

q2∑
j=1

βjσ
2
t−j

para t ∈ Z, φ̃p1 y θ̃q1 polinomios reales, 0 < d < 0.5, α0 > 0, αi ≥ 0, i = 1, 2, ..., p2

y βj ≥ 0, j = 1, 2, ..., q2 y con la condición
∑p

i=1 αi +
∑q

j=1 βj < 1 y (Zt)t∈Z un

SWN(0, 1).
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Medidas de riesgo

Supongamos que tenemos datos, x1, x2, . . . , xn, a los que se les ajusta un mo-

delo ARFIMA−GARCH, una vez que logremos estimar los parámetros, nos in-

teresará calcular las medidas de riesgo de los datos para el siguiente tiempo, es

decir para la variable Xn+1.

Con la hipótesis de que nuestra serie se comporta como un ARFIMA−GARCH
tendremos:

φ̃p1(B)(1−B)dXn+1 = θ̃q1(B)εn+1

Por lo que la variable que nos interesa la podemos escribir como:

Xn+1 =
∞∑
i=0

ψiεn+1−i −
∞∑
j=1

πjxn+1−j

La realidad es que con la información �nita que tenemos, con la estimación de

los residuales y de los parámetros, la variable se verá de la forma:

Xn+1 = εn+1 +
n−1∑
i=1

ψ̂iε̂n+1−i −
n∑
j=1

π̂jxn+1−j

Finalmente, el único componente estocástico es εn+1, la siguiente innovación.

Entonces el VaR de la variable Xn+1 será:

VaRα(Xn+1) = VaRα(εn+1) +
n−1∑
i=1

ψ̂iε̂n+1−i −
n∑
j=1

π̂jxn+1−j (4.7)

De igual manera podemos calcular el expected-shortfall de la variable Xn+1,

esto es:

ESα(Xn+1) = ESα(εn+1) +
n−1∑
i=1

ψ̂iε̂n+1−i −
n∑
j=1

π̂jxn+1−j (4.8)
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donde:
n∑
j=1

π̂jxn+1−j =
n∑
j=1

(−xn+1−j)
Γ(d̂+ 1)

Γ(j + 1)Γ(d̂− j + 1)

El ARFIMA−GARCH hereda varias propiedades del ARFIMA y del GARCH,

por ejemplo sabemos que tiene memoria larga y que su parámetro de memoria es d.

También sabemos que, gracias a sus innovaciones, tendrá volatilidad estocástica.

Y �nalmente el estudio de los procesos ARFIMA y GARCH que hemos hecho nos

permitió dar una forma de calcular el Var y el expected-shortfall de este modelo.



Capítulo 5

Aplicación. La in�ación mexicana

Para �nalizar este trabajo ajustaremos el modelo ARFIMA−GARCH a los

datos de la in�ación mexicana. Primero daremos una breve introducción histórica

de la in�ación en México y hablaremos de la metodología de su cálculo. Veremos

que la serie tiene características que nos hacen pensar que tienen memoria larga,

las características que estudiamos en el Capítulo 3.

Después veremos los resultados del ajuste del modelo de memoria larga y vo-

latilidad estocástica, el parámetro de memoria estimado y las estimaciones de los

demás parámetros del modelo. Usaremos estas estimaciones para calcular las me-

didas de riesgo de la in�ación.

Por último, calibraremos el modelo y veremos si el modelo que ajustamos a la

serie es bueno o no. Esto lo haremos con un Back-testing.

El parte del contenido teórico de este capítulo está basado en Ortega Pérez

de León, Armando. et. al. [13]. La aplicación realizada en este capítulo está

motivada por las aplicaciones realizadas en Zambreno, J.A. [21] y Ooms, M.,

y Doornik, J. [12].

94
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5.1. In�ación

La in�ación es el aumento sostenido y generalizado de los precios de los bienes

y servicios de un país (o zona económica) en una ventana de tiempo. La principal

consecuencia de este fenómeno es la pérdida del poder de compra del dinero; las

personas pueden comprar menos con la misma cantidad de dinero.

La in�ación afecta directamente a todos los consumidores de un mercado pues

su capacidad de consumir (poder adquisitivo) se ve disminuido. También tiene

repercusiones en los acreedores de instrumentos �nancieros pues cuando se liqui-

den estos instrumentos la ganancia obtenida tendrá un poder de compra menor

entonces, sus tasas de rendimiento serán menores de lo esperado.

Si las tasas de rendimiento bajan, entonces las inversiones también se ven re-

ducidas y con esto se generan aumentos en las tasas de desempleo.

Es por ello que se puede considerar a la in�ación como el problema que más

incide negativamente en los esfuerzos de un país por lograr desarrollo y crecimieto

económico.

Se considera que lo ideal es que los precios aumenten un poco cada año, pues

una disminución de los precios, llamada de�ación, tampoco es buena para la eco-

nomía: si los bienes y servicios bajan de precio lo más normal es que se retracen

las compras y las inversiones ("mañana será más barato") entonces, las empresas

no obtienen ganancias, desaparecen y generan desempleo.

Entonces fácilmente podemos entender porqué es importante medir la in�ación

y administrar correctamente sus riesgos. Para hecer esa correcta administración

de los riesgos existentes debemos conocer las causas de la in�ación, sus consecuen-

cias y su comportamiento matemático (como una serie de tiempo).
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Para poder administrar los riesgos de la in�ación, hay que medirla. La forma

más común de hacerlo es crear un conjunto de bienes y servicios cuyo uso se consi-

dere necesario para la población del país en cuestión, una canasta básica. Una vez

establecida esta canasta se obtienen los precios de los productos en el mercado y

a partir de ellos se construye un índice llamado (generalmente) Índice de Precios

al Consumidor. Finalmente, con la metodología que el banco central de dicho país

determine, se calcula la in�ación del índice obtenido y el resultado se conoce como

tasa de in�ación.

En México se denomina al indice: Índice Nacional de Precios al Consumidor

(INPC). En la siguiente sección hablaremos de cómo se calcula y un poco de su

historia.

Después de ver como se mide la in�ación nos concentraremos en estudiar el

comportamentien de las series de tiempo de las tasas de in�ación.

5.1.1. La in�ación en México

En México se utiliza el Indice Nacional de Precios al Consumidor (INPC) para

medir la in�ación. El INPC comenzó a publicarse en 1969, siendo facultad del

Banco de México su calculo y publicación. A partir de la primera quincena de

julio de 2011 (por el presidencial publicado en el Diario O�cial de la Federación el

16 de abril de 2008) se le con�ere al Instituto Nacional de Estadística y Geografía

(INEGI) la facultad de calcular y publicar el INPC.

La metodología que se usa para el calculo del índice es la siguiente.

El INPC se calcula considerando los precios de una canasta de bienes y ser-
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vicios representativa del consumo de los mexicanos. Para construir la canasta de

consumo se usa la información de la Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de

los Hogares (ENIGH) que hace el INEGI. A esta información se incorporan pon-

deradores de las variaciones de precios.

Por ejemplo, la ENIGH realizada en 2010 recabó información de una canasta

de 283 bienes y servicios genéricos. Depués, se seleccionó una muestra representa-

tiva de productos especí�cos correspondientes a cada producto genérico y a cuyos

precios se da seguimiento en los establecimientos donde compran los consumido-

res. Esta muestra es cercana a 83,500 bienes y servicios especí�cos.

Actualmente se consideran 46 ciudades, distribuidas a lo largo y ancho del

territorio nacional, para extraer la muestra de precios.

Los precios no cambian simultáneamente, ni avanzan todo el tiempo a la misma

velocidad. Esta es una de las razones por las que se ponderan los productos de la

canasta de bienes y servicios para el calculo del INPC. Las ponderaciones actuales

son:

Vivienda : 28.18 %

Alimentos, bebidas y tabaco : 23.29 %

Transporte : 14.64 %

Educación y esparcimiento : 9.16 %

Salud y cuidado personal : 7.82 %

Ropa, calzado y accesorios : 5,04 %

Muebles, aparatos y accesorios domésticos : 4.1 %

Otros : 7.76 %

Para hacer las comparaciones del cambio de los precios se considera el año
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base, que es el punto de referencia en el tiempo a partir del cual se efectúan

las comparaciones. La estructura de ponderadores para el año base se calcula de

acuerdo con el comportamiento de los gastos de los ciudadanos.

La fórmula básica del índice de precios en el periodo [t1, t2] se puede de�nir

como:

I[t1,t2] =
∑
j

Wj,t1

(
Pj,t2 − Pj,t1

Pj,t1

)
donde Wj,t1 es la ponderación de producto j en el tiempo t1 y Pj,t2 y Pj,t1 son los

precios del producto j en t2 y t1 respectivamente.

El histórico de la in�ación mexicana se presenta en la Figura 5.1.
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Figura 5.1: La in�ación mexicana desde 1969 a la fecha.

Como puede verse en la Figura 5.1 la in�ación mexicana tiene momentos de

gran volatilidad en los años 80's. Esto se debe a la crisis de 1982. Todo inicia
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con una dramática caída de los precios del petróleo en 1981 que se conjugó con

un fuerte aumento en las tasas de interés. En 1982, el presidente López Portillo

suspende los pagos de la deuda externa, devalúa el peso y nacionaliza el sistema

bancario.

La con�anza en México se había perdido y pocas instituciones �nancieras in-

ternacionales estaban dispuestas a dar préstamos a México. Al inicio de 1982 el

presidente Miguel de la Madrid implementa reformas importantes como continuas

devaluaciones, lo cual produjo altas tasas de in�ación que llegaron hasta el 15.97%

anual en 1987.

Contrario a lo que se piensa actualmente, los incrementos en el precio de los

productos no se comparan con las subidas de los años 80's. Por ejemplo: si el

precio del kilo de tortilla en 1982 era de 3 pesos ($3.00), a �nales del sexenio del

presidente De la Madrid (1982-1988) llegó a costar $89.00 pesos (incremento de

2961%).

Para hacer el estudio de la in�ación mexicana tomaremos en cuenta la serie

desde 1990, después de los efectos de los problemas que ya mencionamos.

Lo interesante de esta serie de tiempo es el comportamiento de su ACF. Ve-

remos la ACF para la serie completa y para la serie truncada de 3 formas: desde

1980, desde 1990 y desde 2000:

Es bastante notorio, a pesar de truncar la serie, que no podemos pensar este

proceso como uno de memoria corta. Además, los clusters que aparecen en los 90's

nos hacen pensar en una serie de volatilidad estocástica.

Un análisis exploratorio de los datos nos arroja los resultados de la tabla 5.1

y de las �guras 5.3 y 5.4.
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Inflación mexicana (desde de los 90s)
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Figura 5.2: La in�ación mexicana desde 1990 a la fecha.

Ahora con las evidencias de memoria larga, como muestra la �gura 5.3, y

volatilidad estocástica que muestra el histórico de la serie, seguiremos con la esti-

mación de un modelo que cumpla estas características.

Cuadro 5.1: Medidas descriptivas

Media Kurtosis Varianza

0.8498962 16.49699 0.9315649

También podemos ver cómo se ve la comparación de los datos contra la dis-

tribución normal en la Figura 5.5.
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Figura 5.3: ACF de la serie de la in�ación mexicana en varias ventanas de tiempo.
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Figura 5.4: Histograma de la in�ación mexicana desde 1990.
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Figura 5.5: QQplot de la in�ación mexicana desde 1990 contra una normal estándar.

5.2. Ajuste del modelo ARFIMA-GARCH

La in�ación mexicana parece cumplir los hechos estilizados, excepto por una

diferencia: no se comporta como un ruido blanco, el ACF muestra fuerte corre-

lación serial (Figura 5.3). Este hecho es el que nos hace pensar que será mejor

ajustar un modelo de memoria larga en esta ocasión. Además, el comportamien-

to de la volatilidad de la serie nos hace pensar que no es constante, por lo que

ajustaremos un modelo que también tenga volatilidad estocástica. Trataremos a

esta serie como un ruido fraccionario integrado (para simpli�car lo más posible el

modelo) con innovaciones GARCH.

Primero veamos que el periodograma de la serie muestra cierta evidencia de

divergencia en 0 (Figura 5.6).

Ahora debemos hacer es un prueba para saber si la serie tiene o no memoria

larga y de ser así entonces estimar el parámetro de memoria de la serie. Esto lo

haremos con la prueba de la estadística R/S y con los estimadores que vimos en

el capítulo anterior.
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Figura 5.6: Periodograma de la in�ación mexicana desde 1990.

nLR/S = 0.279

Por lo que concluimos que la serie sí tiene memoria larga. Ahora hacemos la

estimación del parámetro de memoria:

md̂GPH = 0.3845

kd̂V = 0.4032

Usando k = 50 y m = n0.6 = 30, que son parámetros que se suelen usar en la

práctica.

Con ayuda del Teorema 4 podemos construir un intervalo del 99% de con�an-

za para el parámetro de memoria, este es:

(0.3168, 0.4522)

El variance plot es el siguiente:
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El parámetro que usaremos es d = 0.3845, por nuestra hipótesis de que la serie

es un ruido fraccionario integrado y sabemos por lo visto en el capítulo 3 que el

estimador GPH se comporta bastante bien en este tipo de series.

Ahora que tenemos el parámetro de memoria, transformaremos la serie aplican-

do la transformación: (1−B)dXt que suponemos se comporta como un GARCH;

después le ajustaremos un GARCH al resultado. La transformación la hacemos

con el siguiente código:

di�rac1<-function(a,d,m){

n<-length(a)

y <- x[m:n]

for(i in 1:(m-1)){

y <- y+((-1)�(i)*(((g(d+1))/(g(i+ 1)*g(d-i +1)))*x[(m-i):(n-i)]))}

return(y)}

xd<-di�rac1(x,0.3845,90)

plot(xd,type="l"
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Al aplicar la transformación a la serie obtenemos la Figura 5.7.
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Figura 5.7: In�ación mexicana desde 1990 al aplicarle la diferenciación fraccional.

Si nuestra hipótesis es correcta, la nueva serie debe comportarse como un ruido

blanco. Para probarlo podemos ver el ACF de la serie transformada (Figura 5.8).
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Figura 5.8: ACF de la in�ación mexicana desde 1990 al aplicarle la diferenciación fraccional.
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Ahora ajustaremos un GARCH a la serie trasformada, de la misma forma que

en el Capítulo 2 pero ahora las innovaciones serán gaussianas. El resultado se

observa en el cuadro 5.2 y las características de los residuales en la Figura 5.9.

Cuadro 5.2: Parámetros estimados
Estimación Error estándar t value

µ -0.0847 0.02870 0.666

α0 0.1031 0.1068 0.965

α1 0.1214 0.2221 0.546

β1 0.00000001 1.079 0.0000
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Figura 5.9: (a)Residuales del ajuste (b)Histograma de los residuales del ajuste (c)ACF de los

residuales del ajuste (d) QQplot de los residuales del ajuste contra una normal estándar.
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Incluso los residuales parecen tener un buen ajuste con la distribución normal.

Concluimos que un ARFIMA(0, d, 0)−GARCH(1, 1) es el modelo indicado pa-

ra la serie y los parámetros son:

(1−B)0.3845(Xt − 0.8499) = εt

εt = σtZt

σ2
t = 0.1031 + (0.1214)ε2t−1 + (0.00000001)σ2

t−1

para (Zt)t∈Z un SWN(0, 1) con distribución normal.

5.2.1. Medidas de riesgo

La primera cuestión importante que debemos tratar es aclarar qué signi�ca el

VaR para la in�ación. El VaRα es el nivel que la tasa del aumento de los precios

de los bienes y servicios no excederá con (100× α) % de con�anza.

Ahora vamos a calcularlo. Como las innovaciones son un proceso GARCH

podemos estimar la volatilidad del proceso εt en el tiempo.

0 50 100 150 200

0.
35

0.
40

0.
45

Figura 5.10: Volatilidad estimada de la serie fraccionalmente diferenciada.
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Y la estimación de la volatilidad para el siguiente tiempo (el siguiente mes):

σ̂2 = 0.1173289

Ahora, usando (4.7) y (4.8) podremos calcular las medidas de riesgo para la

in�ación mexicana con niveles de 90% y 95% de con�anza:

Cuadro 5.3: Riesgo de la in�ación

VaR90% = 1.00956

ES90% = 1.171726

VaR95% = 1.134003

ES95% = 1.277134

5.2.2. Back-testing para el VaR

Después de calcular las medidas de riesgo de la serie debemos ver que tan

bueno es el modelo que tenemos. Para probar el modelo se realiza una prueba de

Back-testing (ver A.2) para el VaR. Haremos el Back-testing sobre los últimos 100

datos de la serie. Para realizar el Back-testing utilizamos el siguiente código:

backtest_var<-function(x,niv){

m<-mean(x)

c<-(x-m)

db<-0

var<-c(0)

q<-qnorm(niv)

for(i in 1:w){

xb<-c[(288-280+i):(288-100+i)]

db<-fdGPH(xb,0.6)$d
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xbd<-di�rac(xb,db,30)

xbd<-ts(xbd)

n<- length(xb)

n1<-length(xbd)

�t=garchFit(formula= garch(1, 1),data=xbd)

m2 <-�t@�t$par[1]

a_0<-�t@�t$par[2]

a_1<-�t@�t$par[3]

b_1<-�t@�t$par[4]

v<-c(0)

v[1]<-0

for(h in 2:(n1+1)){

v[h]<- (a_0)+(a_1*(xbd[h-1]�2))+(b_1*(v[h-1]))}

k<-0

for(j in 1:20){

k <- k+((-1)�(j)*(((g(db+1))/(g(j+1)*g(db-j+1)))*xb[n+1-j]))}

var[i] <- m2 + m + (sqrt(v[n1+1])*q) - k }

return(var)}

for(i in 1:10){b90<-backtest_var(x,0.89+i)

plot(xx-b90,type="h")

abline(h=0,col=red")}

Este código nos arroja los excedentes que resultaron del Back-testing, el el

p-valor del binomial test (ver A.2) y la forma grá�ca del Back-testing.

Los resultados para la serie que estamos estudiando y con el modelo dado son

los siguientes:

El cuadro 5.4 nos muestra un resumen del Back-testing realizado y nos tam-

bién nos da el p-value del binomial test los diferentes niveles de con�anza.
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Cuadro 5.4: Back-testing para el VaR de 90% a 99%

Excedentes Excedentes esperados p-valor (binomial test)

VaR0.90 10 10 0.9999

VaR0.91 8 9 0.8619

VaR0.92 7 8 0.8545

VaR0.93 7 7 0.9999

VaR0.94 7 6 0.6704

VaR0.95 6 5 0.6418

VaR0.96 5 4 0.6033

VaR0.97 3 3 0.9999

VaR0.98 3 2 0.4559

VaR0.99 1 1 0.9999
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Figura 5.11: Resultado grá�co del back-testing del VaR a 90%.
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Figura 5.12: Resultado grá�co del back-testing del VaR a 95%.

Las Figuras 5.11 y 5.12 nos muestran grá�camente el resultado del back-testing

del modelo. Las grá�cas muestran a la serie de tiempo menos el VaR calculado, los

puntos que exceden de cero son los puntos en los que la serie excedió en VaR. La

idea es que la proporción de excedentes sea 1−α, donde α es el nivel de con�anza

al que se está calculando en VaR.
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5.3. Conclusiones

Sabemos que el VaRα de la in�ación es la tasa de in�ación más alta que po-

demos observar con (100× α) % de con�anza. Por lo que podemos decir que: con

una con�anza del 95 % la tasa de in�ación del siguiente mes (febrero de 2014) no

será mayor a 1.134003 %.

El Expected-shortfall, al nivel α de con�anza, es el valor esperado de la in-

�ación si llegase a ocurrir que esta fuera mayor al VaRα. Es decir, si la in�ación

de febrero de 2014 llega a ser mayor que 1.134003 %, entonces tendrá un valor

esperado de 1.277134 % con 95 % de con�anza.

Para �nalizar este trabajo mencionaremos algunas conclusiones y comentarios:

1. El análisis exploratorio de los datos es la llave para la determinación de

modelo que debemos ajustar. En el capítulo 2 las evidencias de no correlación

de la serie observadas en el ACF, las pruebas de leptokurtosis que arrojaron

el histograma y la estimación de la kurtosis, y la observación que hicimos

de que la varianza de la serie no podría ser constante, fueron los indicadores

de que un modelo GARCH sería el ideal para realizar el ajuste.

En el capítulo 5 el análisis exploratorio de los datos mostró que la correlación

serial de los datos es bastante fuerte así como pruebas de una distribucón

leptokurtica y de volatilidad no constante en el tiempo; por lo que un modelo

que podría servir para el ajuste sería uno de memoria larga con volatilidad

estocástica.

2. Las evidencias de memoria larga de una serie serían principalmente dos: una

fuerte correlación serial y que la media muestral parece no ser constante en

el tiempo (como muestra el corolario del Teorema de Féjèr en (3.11)).

3. Una vez establecido el modelo, debe buscarse no hacer una sobreparame-

trización. Es decir, cuando sabemos qué modelo vamos a ajustar, debemos
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buscar su forma más sencilla posible para hacer el ajuste.

4. Los resultados del Back-testing veri�can que el modelo que construimos para

la estimación del VaR de la in�ación es adecuado. Aunque es claro que este

modelo debe supervisarse para darle mantenimiento ante posibles cambios

en la estructura de serie.



Apéndice A

Medidas de riesgo

Primero hablaremos de manera no matemática de las diversas cuestiones que

forman los antecedentes de los desarrollos que se han hecho en la gestión de riesgos.

Hablaremos del riesgo, su de�nición y características; también, un poco de las

regulaciones mundiales actuales en cuanto a gestión de riesgos.

A.1. Gestión de riesgos

Se de�ne el riesgo como �peligro, una oportunidad de malas consecuencias,

la exposición a la mala suerte�, esto para el caso general, es decir, un riesgo en

cualquier perspectiva.

Ahora para el caso de riesgos �nancieros podemos dar la siguiente de�nición:

�la posibilidad de ocurrencia de cualquier evento o acción que pueda afectar nega-

tivamente la capacidad de una organización para alcanzar sus objetivos y ejecutar

sus estrategias� o �la cuanti�cable probabilidad de pérdida o de tener menos de

lo esperado�.
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Estas de�niciones pueden captar algunos elementos de riesgo, pero con una

sola frase no tendremos una de�nición satisfactoria en todos los contextos y pers-

pectivas.

El riesgo se relaciona fuertemente con la incertidumbre y por tanto con la

probabilidad. Es aquí donde entra la gestión de riesgos, el estudio y aplicación

de modelos matemáticos que midan matemáticamente el riesgo (lo que sea que

de�namos como tal).

La medición del riesgo de algo es -esencialmente- determinar su distribución de

probabilidades. Para lograr esto, necesitamos un modelo calibrado correctamente

para estimar dicha distribución.

Según Kloman (1990) la gestión de riesgos se trata de:

Para muchos analistas, políticos y académicos es la gestión de riesgos am-

bientales y nucleares, los riesgos macroeconómicos generados por la tecnología que

parece poner en peligro nuestra existencia. Para los banqueros y �nancieros o�cia-

les es el so�sticado uso de técnicas tales como la cobertura de divisas y swaps de

tasas de interés. Para los compradores o vendedores de seguros es la coordinación

de riesgos asegurables y la reducción de los costos del seguro.

En resumen, la gestión de riesgos es una disciplina para vivir con

la posibilidad de que los eventos futuros pueden causar efectos adversos.
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La regulación

El gestionar el riesgo es importante para evitar pérdidas monetarias entonces,

al hacer gestión de riesgo se tiene un cierto valor monetario en juego. Los dueños

de estos valores querrán que quien administre los riesgos de sus bienes sea un

profesional capacitado y que siga cierta normativa, aceptada y dada por exper-

tos, sobre cómo se debe gestionar el riesgo. Esta normativa es la regulación de la

gestión de riesgos.

La regulación se remonta, al menos, a la época de los bancos venecianos y las

empresas de seguros de Londres en el siglo XVIII. En esos días se dependía en

gran medida en la autorregulación o regulación local, pero las reglas estaban allí.

Sin embargo, las principales novedades que han dado lugar a la presente regla-

mentación, marco de gestión, del riesgo son una historia del siglo XX.

El primer Acuerdo de Basilea fue la primera regulación global (o que pretendía

ser global) que aparece. En 1988 la Supervisión Bancaria dio un paso importan-

te hacia un estándar mínimo internacional de capitales. El énfasis principal del

acuerdo estaba en riesgo de crédito, entonces era claro que era la fuente más im-

portante de riesgo en el sector bancario. En retrospectiva, sin embargo, el primer

Acuerdo de Basilea adoptó un enfoque que era bastante grueso y el riesgo fue me-

dido de manera insu�ciente. También el tratamiento de los derivados se consideró

insatisfactorio.

Este acuerdo trajo consigo muchas discusiones sobre la regulación internacio-

nal y también la generación de otros acuerdos que intentan cubrir las de�ciencias

de los anteriores. Entre ellos surgieron Basilea 2 y 3 y los acuerdos de Solvencia.
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El nacimiento del VaR

Los eventos de gran impacto (negativo) nos llevan a desarrollar medidas de

protección. En este caso fueron varios eventos, iniciando con el colapso del mer-

cado de valores de 1987 y las pequeñas crisis que le siguieron en poco tiempo. El

golpe llegó a una gran variedad de mercados, incluyendo algunos poco correlacio-

nados; esto dio la idea de que se trataba de un evento extremo.

Entonces nació Value-at-Risk (VaR) como medida del riesgo de mercado que

estableció un estándar en toda la industria. Ahora discutiremos sobre los principa-

les conceptos que se utilizan en la administración de riesgos, pondremos principal

atención en los modelos modernos de medición de riesgo. Hablaremos de sus de-

bilidades y fortalezas; particularmente analizaremos los casos del �Value-at-Risk�

y del �expected shortfall�.

A.2. Algunas de�niciones

Consideraremos a un portafolios de instrumentos �nancieros, cualesquiera, cu-

yo valor en el tiempo es una variable aleatoria. Denotaremos el valor de este

portafolios a tiempo, t, como V (t).

De�nición 24.

Supongamos que tenemos un portafolios entonces, para un horizonte de tiempo

dado, digamos ∆, y para un tiempo s de�nimos a la pérdida del portafolios

como:

L(s, s+ ∆) = −(V (s+ ∆)− V (s))

L(s, s+ ∆) es una variable aleatoria cuya distribución suele llamarse distribu-

ción de pérdidas.
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A.2.1. Medidas de riesgo

Para lo siguiente supondremos que la pérdida L es una variable aleatoria de-

�nida sobre cierto espacio de probabilidad, (Ω,F ,P), para cierto horizonte de

tiempo ∆.

Denotaremos por L0(Ω,F ,P) al espacio de todas las variables de�nidas en

(Ω,F) que son casi seguramente �nitas, en riesgo �nanciero se suele usar el con-

juntoM ⊂ L0(Ω,F ,P) a las variables que interpretamos como la pérdida de un

portafolios en cierto horizonte de tiempo.

Asumiremos queM es un cono convexo, es decir, que se cumple que:

1. Si L1 ∈M y L2 ∈M entonces: L1 + L2 ∈M.

2. Si L1 ∈M y λ ∈ R entonces: λL1 ∈M.

Con estas ideas, daremos los axiomas de coherencia para las medidas de riesgo.

Una medida de reisgo es una función % :M→ R.

Decimos que % es una medida de riesgo coherente, si cumple los siguientes

axiomas.

Axioma 1. Invarianza bajo traslación.

Para todas L ∈M y λ ∈ R se tiene que: %(L+ λ) = %(L) + λ.

Axioma 2. Subaditividad.

Para todas L1, L2 ∈M se tiene que: %(L1 + L2) ≤ %(L1) + %(L2).

Axioma 3. Homogeneidad positiva.

Para todas L ∈M y 0 < λ ∈ R se tiene que: %(λL) = λ%(L).

Axioma 4. Monotonicidad.

Para todas L1, L2 ∈M con L1 ≤ L2 se tiene que: %(L1) ≤ %(L2).
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A.2.2. VaR

La medida de riesgo probablemente más usada en administración de riesgos es

el VaR (Valor en Riesgo). Incluso en la legislación de Basilea II se menciona para

el cálculo del marco de capital adecuado.

Consideremos un cierto portafolios de instrumentos �nancieros sujeto al riesgo.

Denotaremos a su respectiva distribución de pérdidas como:

FL(l) = P [L ≤ l]

Queremos de�nir una estadística, que sea función de FL, que mida la gravedad

del riesgo de la celebración de nuestra cartera. Un candidato obvio es la pérdida

máxima posible, dada por:

ı́nf{l ∈ R : FL(l) = 1}

Esta es una medida de riesgo importante en el reaseguro. Sin embargo, en la

mayoría modelos de interés el soporte de FL no está acotado entonces, la pérdida

máxima sería in�nita.

El Valor en Riesgo es una extensión directa de la pérdida máxima, tomando

en cuenta sus problemas.

La idea es simplemente remplazar "pérdida máxima" por "la pérdida máxima

que no sea excedida con una probabilidad dada", esta probabilidad es llamada

nivel de con�anza.

Existen varias de�niciones de VaR, según la forma de plantear el problema.

La di�nición usual de VaR es la siguiente.
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De�nición 25.

Dado un cierto nivel de con�anza α ∈ (0, 1), de�nimos el Valor en Riesgo,

VaRα, de una pérdida L como:

VaRα(L) = ı́nf{l ∈ R : P [L > l] ≤ (1− α)}

El VaR de la cartera con nivel de con�anza α es el número más pequeño de tal

manera que la probabilidad de que la pérdida lo exceda no sea mayor que (1− α).

En términos probabilísticos, el VaR es simplemente un cuantil de la distribu-

ción de pérdidas con la propiedad:

FL(VaRα) = α

Los valores típicos de α son 0.90, 0.95 ó 0.99, y en gestión de riesgo de mercado

el horizonte de tiempo es generalmente 1 ó 10 días. En la gestión del riesgo de

crédito y operacional es por lo general un año.

Tengamos en cuenta que por su propia de�nición el VaR no nos da ninguna

información sobre la gravedad de las pérdidas que pueden ocurrir con una proba-

bilidad menor a (1−α). Esto es, claramente, una desventaja de VaR como medida

del riesgo.

Lamentablemente esta medida de riesgo no cumple los axiomas de coherencia

pues no cumple el Axioma 2, nos es subaditivo.

A pesar de este problema se utiliza con gran frecuencia el VaR, en ocaciones

por la común suposición de normalidad en la distribución de los activos que se

quiere modela, esto pasa porque bajo una distribución normal el VaR si cumple

los axiomas de coherencia.
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A.2.3. Expected shortfall

La otra medida que veremos está dada en términos del VaR, pero esta vez la

medida no tomará sus desventajas, sino solo sus ventajas para hacer una excelente

medida de riesgo.

De�nición 26.

Dado un cierto nivel de con�anza α ∈ (0, 1), de�nimos el Expected shortfall,

ESα, de una pérdida L como:

ESα(L) = E[L|L > VaRα(L)]

=
1

1− α

∫ 1

α

VaRu(L)du

donde FL es la distribución de la pérdida.

Puede demostrarse que el Expected shortfall es una medida de riesgo coherente.



Apéndice B

Conceptos de estadística

En este apéndice revisaremos algunos de los conceptos estadísticos que fueron

usados para el desarrollo y conclusiones del trabajo.

B.1. t-value

El t-value es una herramienta que se usó como test de los ajustes de los pa-

rámetros de los modelos. Es realmente muy sencillo de calcular. Supongamos que

tenemos una muestra de datos x1, . . . , xn y que queremos estimar un parámetro

de la distribución de la muestra, digamos β, con la estadística β̂.

El Student's t-test consiste en calcular el valor:

tβ̂ =
β̂ − β0
s.e.(β̂)

donde s.e.(β̂) es el error estándar de β̂ y β0 es una constante. Suele usarse (y

nosotros usamos) β0 = 0.

Cuando β̂ es un estimador obtenido de un modelo de regresión, entonces tβ̂
tiene una distribución t de Student con (n− k) grados de libertad, donde k es el
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número de regresores. En el caso de nuestras estimaciones k = 1.

El valor P [> |t|] es entonces, 2(1− P [X < tβ̂]), para X una variable aleatoria

con distribución t de Student y (n− 1) grados de libertad. Es decir P [> |t|] es la
probabilidad de caer en la región de rechazo.

B.2. p-value

El p-value es otra herramienta estadística que nos ayuda a cali�car una esti-

mación. Pero en este caso el p-value sí nos dará directamente una probabilidad.

Este valor deberá ser interpretado de manera contraria al t-value, es decir, será

la probabilidad caer en la región de no rechazo.

Supongamos, nuevamente, que tenemos una muestra de datos x1, . . . , xny te-

nemos la estimación de un parámetro de la distribución de la muestra, digamos β,

con la estadística β̂ pero ahora queremos hacer una prueba de hipótesis, digamos,

H0 : β = β̂.

La prueba se realizará con una estadística de la muestra, digamos T = T (x1, . . . , xn)

que se supone tiene la misma distribución que cierta variable X. Entonces el p-

value es:

P [X > T ]

Entonces el p-value es el nivel de signi�cacia de la prueba, el nivel de con�anza

con el que se no se rechaza la hipótesis.
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B.3. QQplot

Cuando se hacen ajustes de modelos teórico a datos se pueden realizar diver-

sas pruebas para evaluar el ajuste. Una de las pruebas más simples, ilustrativas y

usadas es la comparación de cuantiles, la grá�ca QQplot.

Dada una muestra (datos) x1, . . . , xn y una distribución teórica, F , que se cree

es la distribución de los datos, se construye el QQplot de la siguiente forma:

1. Se ordena la muestra de menor a mayor: x(1), . . . , x(n). Entonces, x(i) debe

ser el cuantil i
n
. Habitualmente se considera al cuantil i−0.5

n
.

2. Se obtienen los cuantiles teóricos de la distribución que se quiere ajustar a

los datos. Los cuantiles a obtener serían: q1, . . . , qn tales que:

F (qi) =
i− 0.5

n

3. Se gra�can los puntos (qi, x(i)). Si el ajuste es correcto, entonces la grá�ca

se parecerá a la identidad.

La siguiente grá�ca muestra un ejemplo, el QQplot de una muestra aleatoria

normal contra una normal y contra un t con 4 grados de libertad.
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B.4. Back-testing para el VaR

Supongamos que tenemos una muestra de datos x1, . . . , xn y que queremos

estimar alguna función de la distribución de la variable Xn+1. Cualquier modelo

que estime este valor debe ser cali�cado, es decir, debe probarse qué tan bueno es

el modelo. Para esto se puede hacer una prueba de Back-testing.

Esta prueba consiste en suponer que no se conocen los últimos k datos de la

serie (k < n) y con los (n − k) datos restantes hacer la estimación de la función

buscada, y después comparar los resultados con lo que pasó en la realidad (los k

datos).

Para el caso en que dicha función es el VaR, el Back-testing será el siguiente:

1. Se estiman los k valores del VaR (uno por cada dato que estamos omitiendo)

con el modelo establecido, obeteniendo el vector (VaRα(n− k + 1), . . . ,VaRα(n)).

2. Se calculan los valores (VaRα(n− k + 1)− xn−k+1) , . . . , (VaRα(n)− xn). Es-

tos valores producen la grá�ca de excedentes del modelo.

3. Se calcula la estadística

T =
k∑
i=1

I{xn−k+i>VaRα(n−k+i)}

Este valor debe es la cantidad de datos de la serie que fueron mayores que

el VaR que se estimo. De estar bien construido el modelo el porcentaje de

datos que exceden su VaR estimado debe ser 1− α, es decir, 1− α ≈ T
k
.

4. Si el modelo es correcto, entonces la variable T debe comportarse como una

Binomial con parámetros (k, 1 − α). Entonces, se realiza una prueba para

corroborar que T ∼ Bin(k, 1−α). La prueba realizada es un Binomial test.
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Binomial test

Sea X1, . . . , Xn una muestra aleatoria de una población Bernoulli(p). Consi-

deremos probar la hipótesis H0 : p < p0 versus H1 : p > p0 donde 0 < p0 < 1 es

un valor dado. El estimador máximo verosímil de p en una muestra de tamaño

n viene dado por p̂n =
∑n

i=1Xi/n. Dado que p̂n es la media de la muestra, te-

nemos que por el Teorema del Límite Central que para cualquier p, 0 < p < 1,

(p̂n − p) /σn converge a una variable aleatoria Normal estándar. Aquí tomamos

σn =
√
p(1− p)/n, la cual depende claramente del parámetro desconocido p.

Un estimador razonable para σn es Sn =
√
p̂n (1− p̂n) /n. Entonces para cual-

quier p tal que 0 < p < 1 tenemos lo siguiente:

p̂n − p√
p̂n (1− p̂n) /n

→ N(0, 1)

El estadístico para el test de Wald, Zn, es de�nido reemplazando p por p0 y

rechazaremos H0 si Zn > zα.

Si tuvíeramos interés en hacer una prueba de dos colas, es decir, H0 : p = p0

versus H1 : p 6= p0 donde 0 < p < 1, podríamos volver a aplicar la misma

estrategia anterior. Por el Teorema del Límite Central para cualquier 0 < p < 1,

p̂n − p√
p (1− p) /n

→ N(0, 1)

Por lo tanto, si la hipótesis nula es verdadera, el estadístico

Z ′n =
p̂n − p0√

p0 (1− p0) /n
∼ N(0, 1) (aproximadamente) (B.1)

Entonces a un nivel α, rechazamos H0 si |Z ′n| > zα/2
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