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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El siguiente trabajo tiene por objetivo el estudio de algunos resultados de grandes desvia-
ciones y cambios de medidas en procesos estocdsticos, para al final del trabajo mostrar
una aplicacién de estos resultados al resolver un problema de hallar un cambio de medida
que minimice a una funcional de interés en una aplicacién particular.

En grandes desviaciones se pueden estudiar eventos que son en cierta medida “ex-
trafios” al estudiarse bajo una medida de probabilidad, y en particular se puede estudiar
qué pasa con eventos raros conforme va convergiendo en cierto sentido una familia de
medidas de probabilidad, como se vera en el capitulo 3.

En particular, el estudio de la teoria expuesta aqui estd motivado por una aplicacién
en finanzas dada en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20]. El énfasis dado aqui es
en la parte tedrica de las matemdticas empleadas en [20], es decir, se estudia teoria que
puede ser utilizada para resolver un problema de matematicas aplicadas. Esta teoria se
estudia en los capitulos 2 y 3 de este trabajo, y en el capitulo 4 se muestra cémo se pueden
emplear estas herramientas en un problema de finanzas que se expone en [20].

Para dar una direccién y motivacién para la teoria que se estudia aqui, se explica en
términos generales en qué consiste la aplicacién de la teoria de grandes desviaciones y
cambios de medida dada en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20]. En la siguiente
seccion se explicara brevemente el problema que tratan en dicho articulo, pero en ain
menos palabras, en [20] se propone un método para buscar minimizar dentro de una fa-
milia especifica de funciones a una aprorimacion de la varianza de una variable aleatoria
al estudiar una versién perturbada de la varianza y su comportamiento asintético con-
forme hacemos la perturbacién més pequena (tender a cero). En este trabajo no se da
una expresién general cerrada para esta aproximacion de varianza minimizada, sino que
se estudia cémo cambiar el problema que involucra un proceso aleatorio como lo es el
movimiento browniano, a un problema determinista, como se vera en el capitulo 4 de este
trabajo, cuya solucién minimiza a una cantidad de interés. Para ver expresiones concretas
de estas aproximaciones minimizadas de la varianza, véase [20] p. 8-11 donde se obtienen



Capitulo 1. Introduccién

estas expresiones al utilizar variables aleatorias particulares (funciones particulares del
movimiento browniano) que se dan en las aplicaciones.

En este trabajo nos limitamos a dar una aplicacion de la teoria estudiada en los
capitulos 2 y 3, al resolver en el capitulo 4 el problema de hallar un cambio de medida
que minimice a una funcional relacionada con el comportamiento asintético de una apro-
rimacion perturbada de una varianza.

1.2. Sobre una aplicacién

El siguiente planteamiento es heuristico y servira para dar un panorama de la aplicacién
en la cual aplicaremos la teoria de cambios de medida y grandes desviaciones que se
desarrollara en los capitulos 2 y 3. En el capitulo 4 se da una manera de abordar esta
aplicacién desde la perspectiva de las grandes desviaciones.

En la préactica, con frecuencia se quiere estimar el valor esperado de una variable
aleatoria G, que en el caso que interesa al articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20] en
el que nos basamos para este trabajo, puede ser el precio de un producto financiero que
depende del valor de un proceso estocastico en un tiempo determinado. En finanzas, un
modelo aleatorio importante y utilizado es el proporcionado por el movimiento browniano,
del cual dependerd la variable aleatoria G, o mejor dicho, G(B), donde B := {B;}+>0 es
un movimiento browniano estandar.! Consideremos entonces el caso cuando G depende
de las trayectorias de un movimiento browniano, que pueden ser vistas como funciones
de Cy[0,T7, el espacio de trayectorias continuas que en cero valen cero. Una técnica muy
comun para calcular este valor esperado y = Ep[G(B)], donde P denota que estamos
midiendo a los eventos bajo la probabilidad P, es utilizar la simulacién Monte Carlo?
para calcular el estimador

. 1 &
G = ”Z;G (1.1)

donde {G;}! ; es una muestra de tamano n (es decir, n variables aleatorias independien-
tes idénticamente distribuidas), que pueden ser pagos asociados a G(B), y dependen de
las trayectorias del movimiento browniano. El problema es que si un evento tiene relati-
vamente muy baja probabilidad de ocurrir, al tomar una muestra, por muy grande que
sea ésta, es poco probable que demos con estos valores de G.

Como desconocemos tanto a u = Ep[G] como a la varianza, usamos al estimador de
varianza

~2 1 )2
"”_n—1;(G’ Gn) (1.2)

!Para una definicién de movimiento browniano, véase el apéndice, definicién A.11.

2No se estudia a fondo el método Monte Carlo, pero véase la seccién A.2 del apéndice para conocer
en qué consiste este método en términos generales. Para més detalles véase el texto de P. Glasserman [4].
También damos una definicién de estimadores y estimadores de intervalo en la seccién A.2.
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y usamos a este ultimo estimador para obtener un estimador de intervalo para el pardmetro
7%

. On A of

(Gn—ZQ/Q\/%, Gn‘i‘Za/Q\/%) . (13)
(véase G. Casella y R. Berger [19] p. 429 para una derivacion de este intervalo de confian-
za), donde 2, /; es el valor de una variable aleatoria de distribucién normal N (0, 1) tal que
la funcién de acumulacién de distribucién de ha acumulado una probabilidad de 1 — /2.3

Dentro de este tltimo intervalo de confianza se busca a un candidato para p = Ep[G].

Los autores de [20] explican la siguiente problemética que exponemos a continuacién.
El asunto se complica cuando estos valores poco probables tienen grandes magnitudes,
por lo cual tienen contribuciones significativas al valor esperado u = Ep[G]. Peor ain,
dado que estos valores poco probables tienen grandes magnitudes en comparacién con los
eventos “de mayor probabilidad”, entonces contribuyen de manera atin mas critica a la
varianza de la variable aleatoria G, porque la varianza involucra elevar al cuadrado estas
grandes magnitudes. Intuitivamente, notamos que esto hace que nuestro intervalo de con-
fianza de Ep[G] dado por (1.3) sea poco eficiente en el sentido que nuestras muestras no
estan “dando” con eventos importantes, es decir, valores grandes que de dar con ellos con
nuestras muestras, contribuirian significativamente al valor tanto de G como de 6,,, por
lo cual el intervalo calculado (1.3) es mas estrecho y a la vez estd un tanto descentralizado
en valores pequenos de Gh. Aqui se ve la necesidad de “centralizar” nuestras muestras
en valores mas grandes, y esto haremos con un término de deriva agregado a las trayec-
torias del movimiento browniano. El teorema de Girsanov jugara un rol fundamental en
este aspecto, pues nos ayuda a tomar nuestras muestras en regiones mas relevantes para
calcular el valor esperado buscado, al usar medidas de probabilidad que dan mayor peso
a estas regiones, y a la vez cumpliendo con necesidades impuestas por el mundo de las
finanzas.

En el articulo [20], se propone un método para encontrar un estimador para la me-
dia Ep[G] y a su vez reduciendo la varianza en el mismo. La manera en que en dicho
articulo abordan este problema es utilizando una técnica de muestreo de importancia,
que basicamente consiste en realizar un cambio de medida que mantenga el mismo valor
tedrico de Ep[G], pero que disminuya la varianza, para que la muestra realizada bajo esta
nueva medida esté méas cercana al valor de Ep[G], pues recordemos que la varianza es una
medida de qué tan lejos estan los valores que toma una variable aleatoria de su esperan-
za. Intuitivamente, al comparar dos variables aleatorias con el mismo valor esperado, si
en la practica son iguales de dificiles de calcular (en términos de esfuerzo computacional,
tiempo, costo, etc.), entonces puede ser preferible, o més confiable usar el que tiene menor
varianza.

En este trabajo nos limitamos a buscar desde la perspectiva de grandes desviaciones
un cambio de medida que minimice a una funcional de interés en el articulo de P. Guasoni

3En los capitulos 8 y 9 del texto de G. Casella y R. Berger [19] se estudian estos intervalos de confianza.

3
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y S. Robertson [20]. La manera de razonar se presenta a continuacién. Sea @) una medida
de probabilidad equivalente a P, es decir, los conjuntos de medida cero bajo ) coinciden
con los conjuntos de medida cero con respecto a P. Deﬁnimos a la variable aleatoria H
como el producto de la variable aleatoria original G y el factor (la derivada de Radon-
Nikodym véase Williams [14] p. 145-149) de P con respecto de Q, que existe por ser estas

medidas equivalentes), es decir:

dP
H = G@

Entonces se cumple lo siguiente:

EP[G]:/QGdP:/QGleng:/QHdQ:EQ[H],

[ tin= [ 1l

siempre que exista [ fdu y p < v, con f una funcién medible, este resultado puede
consultarse en P. Halmos [5] p. 134 teorema B. Asi que H corresponde al precio del
producto financiero G multiplicado por un factor correspondiente a un cambio de medida,
y tiene el mismo valor esperado que G. El objetivo es disminuir la varianza, que depende
de la medida utilizada @, por lo cual lo ideal seria hallar alguna ) éptima en el sentido
que minimice la varianza de H:

donde hemos utilizado que

Varg(H) = Eq[H?] — (Eq[H))? = Eq[H?] — (Ep[G])%.

(2rlc))’

Como vemos de la expresion anterior para Varg(H), basta con hallar una medida @ tal
que se minimice el valor de Eg[H?], pero por definicién de H,

st - [~ [ (o) w0~  (4) e
/ GQdP (1.4)
dP]
dq

donde en la cuarta igualdad hemos vuelto a aplicar el teorema B del texto de Halmos [5]
mencionado anteriormente, pero ahora a la variable aleatoria GQ%, pues recordemos que

=FEp {G2

dQ es una variable aleatoria positiva.

Recordando que G es una funcional del movimiento browniano, por (1.4) vemos que
lo ideal seria minimizar a la expresién Ep [GQ(B)%}, que depende de . Sin embargo,

en las pdginas 2 y 6 de [20], los autores consideran una aprozimacion asintética de (1.4),

4
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al reescalar el movimiento browniano B por /€, usando \/eB y compensando este rees-
calamiento al multiplicar a la funcién de pago G por 1/¢, de tal manera que terminan
minimizando en una familia de medidas @) a la aproximacién

elog Ep {1@2(\&3)32] (1.5)

conforme la perturbacién del movimiento browniano converge a cero, es decir, conforme €
tiende a cero. Al analizar el comportamiento asintético de (1.5) conforme e tiende a cero,
se utilizan resultados de grandes desviaciones que estudiaremos en este trabajo.

Respecto a la medida @ implicita en el factor dP/d@, no es cualquier medida la que
debemos usar, sino que debe cumplir con ciertas condiciones que se presentan en finanzas,
y por razones de esta drea, se requiere que el cambio de medida dado por la derivada de
Radon-Nikodym % nos dé trayectorias que sean martingalas bajo ), por razones de un

concepto conocido como arbitraje.* Estas restricciones de finanzas, que no se abordan en
este trabajo, pero para cuyos detalles referimos a [20], motivan el uso del teorema de
Girsanov.

La teoria de Girsanov nos dice que @ va a depender de un término de deriva, que es
una funcién que cumple las hipdtesis del teorema de Girsanov. Por razones explicadas en
el articulo de P. Guasoni y S. Robertson en [20] p. 3, se utilizan funciones deterministas co-
mo términos de deriva, que seran tomadas dentro del espacio cldsico de Cameron-Martin,
denotado por Hr, y que se introducird en el capitulo 3, en la definicién 3.3. De este modo
identificaremos a los cambios de medida con este espacio Hyp. La razén principal de usar
estas derivas deterministas es la velocidad con que se pueden obtener estas derivas y por
ello calcular a estos intervalos de confianza se hace con ahorro de tiempo. Entonces se
debe hallar un término de deriva determinista que minimice a la funcional implicita en
(1.5), y esto es donde usaremos un método variacional basico.

En el articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20], se trabaja con una aprozimacion
de (1.4) y minimizan a dicha aproximacién. Obtienen resultados numéricos para probar
la efectividad de sus aproximaciones para minimizar a la varianza original al analizar
funciones de pago particulares que se presentan en finanzas, y estos resultados pueden
revisarse en p. 8-11 de [20]. Al final nuestra aplicacion de grandes desviaciones y cambios
de medida serd proponer un método para minimizar dentro de una familia especifica de
medidas a dicha aproximacion desde la perspectiva de grandes desviactones.

Para dejar en claro el problema especifico que abordamos en este trabajo, que mas
bien se concentra en grandes desviaciones y cambios de medida, y no en finanzas, se indica
a continuacién el problema a tratar en el capitulo 4:

4Estas condiciones y conceptos de finanzas no se estudian aqui, pero para més detalles ver el texto de
P. Glasserman [10] seccién 1.2.2 y las referencias ahf contenidas.
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Problema 1.1. Dentro de una familia de medidas identificadas por el teorema de Girsa-
nov con Hyp, proponer un método para hallar un cambio de medida dado por % tal que
minimice a la expresion

lim sup elog Ep [1G2(ﬁB)dP} . (1.6)
€l0 € dQ

1.3. Organizacién del Trabajo

En este trabajo se proseguird del modo que describimos a continuacion.

Primero, en el capitulo 2 se estudia la integral de Wiener para funciones de L2[0, T,
donde [0,7] es un intervalo finito. Esta integral se realiza con respecto al movimiento
browniano, que tiene trayectorias de variacién infinita casi seguramente®, por lo cual no se
puede definir para funciones de L2[0, T'] como una integral de Stieltjes. Dentro de L?[0,T]
se buscara a un término de deriva, que como se verd, este término de deriva se puede
emplear para cambiar la zona de donde tomamos nuestras muestras, lo cual en particular
puede usarse para mejorar aproximaciones Monte Carlo. Pero veremos que introducir un
término de deriva se puede compensar con un cambio de medida, que justificaremos por
un resultado de Girsanov, el teorema 2.3. De hecho, se usa un caso particular del llamado
teorema de Girsanov, pues no usaremos la integral estocastica en la generalidad con la
que comunmente se da el teorema de Girsanov, pues solo requerimos un caso particular
de la integral con respecto a movimiento browniano. Este capitulo 2 esta basado en teoria
expuesta en el libro de Michael Steele [12] y el texto de H. Kuo [7].

En el capitulo 3 se exponen resultados basicos de grandes desviaciones, pues obten-
dremos expresiones que nos auxiliaran en el proceso de obtener valores extremos, por
ejemplo, para hallar una funcién que minimice a una funcional, como vimos en la primera
seccién que se quiere hacer. Usaremos resultados conocidos de grandes desviaciones, como
lo son el lema de Schilder y el lema integral de Varadhan. Debido a que en el articulo de
P. Guasoni y Robertson [20] se presenta un problema en las aplicaciones que requiere una
hipotesis adicional al lema de Varadhan, tendremos que hacer una pequena extensién de
este resultado. Este capitulo 3 esta basado principalmente en el texto de los autores Mark
Freidlin y Alexander Wenztell [15] y el libro de A. Dembo y O. Zeitouni [17]. La exten-
sién del lema de Varadhan estd basada en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson en [20].

En el capitulo 4 se aborda el Problema 1.1, relacionado con minimizar a una apro-
ximacion de varianza, como dijimos al final de la seccién anterior, desde la perspectiva
ofrecida por el teorema de Girsanov que daremos en el capitulo 2 y los resultados de gran-
des desviaciones del capitulo 3. Este capitulo 4 estd basado principalmente en el articulo
de P. Guasoni y S. Robertson en [20]. Veremos que aplicando el teorema de Girsanov, la

5Véase el teorema A.5 del apéndice para una prueba de esto.
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cantidad a minimizar dependera de términos de deriva h y estard dada por

e—0

L(R) ::h'msupelong[exp C(QF(\/EB)/OT ﬁhtdBtwt;/oTh?dt))} (1.7)

donde F' =log(G) y B es un movimiento browniano esténdar. Se prueba que al problema
de minimizar (1.7) se puede aplicar la extensién del lema de Varadhan. También se usa
un método variacional para probar la existencia de extremos en un espacio de Hilbert que
introduciremos en el capitulo 3 en la definicién 3.3, llamado espacio cldasico de Cameron-
Martin, que se denotarda por Hp. Al final de este capitulo 4 se obtiene el teorema 4.3,
que nos proporciona una manera de abordar el problema de minimizar (1.7) desde una
perspectiva determinista, pues como vemos, L(h) en (1.7) tiene un aspecto probabilistico
al incorporar un movimiento browniano. Para probarlo, nos auxiliamos de los resultados de
grandes desviaciones del capitulo 3, como el lema de Schilder para obtener una expresiéon
cerrada que minimiza (1.7). Concretamente, obtendremos que con L(h) definido por (1.7),
para los h € Hy tales que su derivada h tenga variacién finita, tendremos que

T T
L(h) = sup {QF(x) + 1/ (iy — hy)2dt — / ;z:fdt}. (1.8)
c€Hp 2 0 0
Notemos que esta expresion alternativa de L(h) es la que nos lleva a una expresion deter-
minista en el sentido que la expresién original de L(h) en (1.7) depende de las trayectorias
de un movimiento browniano, mientras que la expresién (1.8) depende de funciones en
Hr, que veremos que son deterministas. Por otra parte, usando un principio de grandes
desviaciones, probaremos que para hallar h que minimice a L(h) en (1.7), es suficiente

hallar a h tal que

z€Hp

L(h) = sup {QF(a:) —/OTa':?dt}. (1.9)

Esto nos ayuda a plantear el problema desde el punto de vista del calculo de variaciones,
pues queremos buscar h € Hy tal que minimice a L(h), que como veremos, basta con
ser el valor extremo dado por el lado derecho de (1.9). De acuerdo a los autores P. Gua-
soni y S. Robertson en [20], obtener el supremo en (1.8) y (1.9) se reduce a resolver las
ecuaciones diferenciales ordinarias unidimensionales de Euler-Lagrange asociadas, donde
se obtiene una ecuacion de Euler-Lagrange particular al utilizar funciones particulares G
de pago en las aplicaciones, que describen el pago del producto financiero G. Ejemplos de
funciones particulares de pago utilizadas en la practica se dan en p. 8-11 de P. Guasoni y
S. Robertson [20].

Es importante destacar que en este trabajo no se abarca el estudio de funciones de
pago G particulares utilizadas en la préactica, por lo cual no llegamos a resolver la ecuacion
diferencial de Euler-Lagrange, sino que el objetivo es proponer un método para resolver el
problema de hallar el minimo de la expresién (1.7) (al hallar una funcién h que minimice
(1.7)) al relacionar L(h) dado por (1.7) con una expresién determinista que al meter la
funcién de pago G de interés particular puede resolverse, por ejemplo, al resolver la ecua-
cion de Euler-Lagrange. Con un método variacional basico se probara que los problemas

7
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(1.8) y (1.9) tienen solucién en el espacio Hry; al final la solucién es una funcién que nos
determina un cambio de medida o un término de deriva.

Cabe destacar que en la prueba del teorema 4.3, basado en el resultado principal del
articulo [20] (el teorema 3.6, p.7), se tuvo que hacer una modificacién de la prueba pro-
porcionada en dicho articulo®, misma para la cual fui auxiliado por uno de los autores del
articulo, Scott Robertson.

En resumen, el resultado principal del teorema 4.3 nos dice que la solucién del Pro-
blema 1.1 es h tal que cumpla las dos condiciones siguientes: que sea el supremo del lado

~

derecho de la ecuacién (1.9), y que al evaluar L(h), resulte que se cumpla la igualdad (1.9).

Mas atn, si h es tal que su derivada h tiene variacién finita, entonces podemos evaluar a

~

L(h) por medio de la expresién determinista (1.8), y la solucién serd tunica. Segin Scott

Robertson, uno de los autores de [20], en las aplicaciones suele ser el caso que h tiene
variacién finita, por lo cual verificamos que se cumple la igualdad (1.9) al utilizar (1.8)
para evaluar a L(h).

Al final, con el teorema 4.3 en mano, se propone un algoritmo para resolver el problema

de minimizar (1.7) para funciones de pago G generales.

5Esto se hace por razones explicadas después del teorema 4.3.



Capitulo 2

Teoria de Girsanov y la integral
de Wiener

2.1. Introduccion

Como vimos en el capitulo anterior, podria ser 1util recorrer el lugar donde se toma una
muestra hacia informacién que nos interesa, para mejorar la capacidad de estimacién del
valor esperado de una variable aleatoria por el método de Monte Carlo. Este capitulo
estd basado en teorfa expuesta en el libro de Michael Steele [12], H. Kuo [7], y también
por el texto de los autores I. Karatzas y S. Shreve [21]. El producto final de este capitulo
es el teorema 2.3.

El siguiente ejemplo simplificado nos da una idea de cémo recorrer el lugar de donde se
toma una muestra, al hacer un cambio de medida. Supongamos que tenemos una variable
aleatoria X normal con valor esperado cero y varianza 1, denotado X ~ N(0,1). Vamos
a denotar a la ley de probabilidad de X como Py, donde el subindice 0 nos indica que
X tiene la media cero bajo Fy. De este modo denotamos por Ey al operador de valor
esperado (que es una integral bajo la medida Pp). Si X ~ N(pu,1), entonces denotarfamos
a la ley de probabilidad de X con media pu como P, y a su correspondiente operador de
esperanza como F,.

Sea f una funcién acotada y Borel medible. Entonces

Eo[f(X)] = \/12?/_ f(x)e—x2/2daf
= Ey[f(X)e s,

donde la segunda igualdad se obtuvo sumando y restando p?/2 — pz. Esta tltima ecua-
cién, por simple que se ve, nos esta diciendo algo importante:
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Nos estd proporcionando una familia paramétrica de operadores E, que nos auxiliardn
para calcular un mismo valor esperado Ep[f(X)].

Cambiar el valor esperado p de una variable aleatoria normal, es como darle mas peso
a otras regiones de R. Entonces la férmula dada por (2.1) nos estd dando cierta flexibilidad
acerca del lugar donde tomamos nuestras muestras, a cambio de una compensacién (que
depende del recorrimiento u) por el factor e~ HX+1%/2 Gi ysdramos el método de Monte
Carlo para estimar a Ep[f(X)], tomariamos muestras de tamano n de la forma X1, ..., X,
entonces de acuerdo a la ley fuerte de grandes niimeros, para valores de n suficientemente
grandes:

Bolf (X)) % - 3 40,

Pero si f depende de eventos poco probables (como valores muy grandes de X;) entonces
dado que adn para n’s muy grandes, es poca la cantidad de veces que observamos estos
eventos! por lo cual nuestros estimadores para Ep[f(X)] nos dan valores de cero. La
forma en la que se aborda este problema es que, apoydndonos en la identidad (2.1),
recorremos el lugar donde tomamos la muestra (hacia los valores que nos importan mas)
y compensamos este recorrimiento al multiplicar por el factor e #X +u?/ 2 de tal manera
que mejor formamos las sumas:

Z FOY)e Mitie2 0 con Yy ~ N(p,1). (2.2)
i=1

1
Eo[f(X)] ~ -
Por ejemplo, si f(r) = 1yz5303 ¥ X ~ N(0,1), entonces debido al rdpido decaimiento
(exponencial) de la densidad de X (ver el siguiente capitulo para una medida cuantitativa
de este decaimiento exponencial), es muy poco probable dar con estos valores x > 30.
Asi que tomando g = 30, se mejora mucho el calculo de Ey[f(X)]. Para un ejemplo
numérico de cé6mo mejoran este tipo de aproximaciones, véase p. 11 del trabajo [8] de
César Almenara Martinez.

2.2. Motivacion de teorema de Girsanov

Sabemos que nos puede ayudar recorrer el lugar donde tomamos una muestra, pero eso lo
hicimos para una variable aleatoria X con valores en R. Debemos hacerlo para un proceso
estocdstico en tiempo continuo, es decir, un conjunto de variables aleatorias

X ={X;:0<t<T}

indizadas por t € [0,7T], un intervalo de longitud finita.

ncluso, como indican los autores P. Guasoni y S. Robertson en la p.2 de [20] o M. Steele p. 213-215 en
[12], en las aplicaciones, puede ocurrir que nunca se dé con estos eventos, con los valores de n disponibles
en la préctica.

10
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Es importante destacar que podemos ver a un proceso estocastico con trayectorias casi
seguramente continuas (como lo es el movimiento browniano y el movimiento browniano
on deriva) {X; : 0 <t < T} como una variable aleatoria que toma valores en Cy[0, 77, el
espacio de funciones continuas en el intervalo [0,7] tales que f(0) = 0. No abundaremos
mucho en el procedimiento formal de definir medidas en espacios de dimensién infinita
como lo es Cy[0, T, esto se puede revisar en I. Karatzas y S. Shreve [21] en las secciones
2.1-2.5. Daremos aqui los conceptos necesarios para entender los resultados que se expo-
nen en este trabajo.

Una vez que tenemos a un proceso estocastico recorrido por un término de deriva, a
veces para facilitarnos las cuentas nos conviene en cierto sentido poder ver a este proceso
con deriva como uno sin deriva. Se conoce por teoria de Girsanov a resultados relacio-
nados con este tipo de intentos, aunque de acuerdo al autor Michael Steele en [12], el
matematico I.V. Girsanov no fue el primero en intentar resolver este tipo de problemas.

Se da un ejemplo que motivara la idea central tras el teorema de Girsanov, y que a su
vez nos evoca el concepto de integracién con respecto al movimiento browniano. La teoria
de integracién con respecto al movimiento browniano, o integracion de It6, como suele
conocerse, es una teoria vasta. Podremos trabajar con un ejemplo muy particular de inte-
gral estocéstica, menos general que la integral de It6, conocida como la integral de Wiener.

Ahora empezamos, en cierta manera, al revés de como se inici6 en la introduccién de
este capitulo, pues ahora tendremos el movimiento browniano recorrido por el término de
deriva p, es decir, tenemos al proceso estocédstico {X; : 0 < ¢t < T} dado por

Xt = By + ut paratodo 0 <t <T (2.3)

donde B; corresponde a un movimiento browniano estdndar?, es decir, sin deriva. Supon-
gamos que tomamos un conjunto finito de tiempos 0 = tp < t; < --- < t, < T,y que
en estos tiempos obtenemos X , Xy,,..., Xy, . Sea f : R™ — R una funcién acotada y
Borel medible, y supongamos que se quiere calcular

Elf( Xy, Xy, X1, (2.4)

Dado que {X;} definido por (2.3) es un proceso con incrementos independientes, y que-
remos aprovechar esto en el cdlculo de (2.4), suponemos que podemos hacer f(z1,zs —
Z1y...,Tn — Tp—1), de tal manera que nos fijamos en la distribucién del vector de incre-
mentos independientes

(th)th _thv"')th _th_1)~ (25)

Entonces la densidad de este vector, dada por la distribucidon gaussiana, evaluada en
(1,29 —1,...,Tn—2n—1) € R™ es, dados los incrementos independientes y estacionarios,

2Para una definicién del movimiento browniano, véase la definicién A.11 del apéndice.

11
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con xg = 0:

.2
(2m) 2 ((ta(t2 — t1) -~ (b — ta1)) "/ Z{ —@i-1) = plti — ti-1)}

tz - tz 1)
Definiendo Ax; = x; — x;_1 y At; = t; — t;_1, desarrollamos

- Z":{Axi NS

exp 2AL,

=1

Ax? — 2uAt; Ax; + MZAtZZ
2At;

=exp | —

n 2 n 2 2
—2uAt; Ax; At
= exp E i exp | — E PALAT: + p7 AL

2AtZ P 2At;
n 22 n
Ly
= exp Z 2A;z exp ; <MA%‘ — i'u Ati> (2.6)

y notamos que en el segundo producto exponencial de la ultima igualdad (2.6) tenemos
una suma telescépica, de tal forma que la densidad del vector aleatorio tiene el factor

B zn: {Ami — MAti}2
— 2At;

l,u2tn>. (2.7)

- (zi — xi—1)?
= exp —27) exp(,u:vn— 5

= 2t — ti

Nétese que la primera exponencial de (2.7) esta relacionada con la distribucién de los
incrementos de un movimiento browniano sin deriva {B;}. Esto quiere decir que para

calcular el valor esperado E[f(Xy,, X4y, ..., Xy, )], tenemos que
12
Blf(Xy,, Xuy,..., Xe)] = E| f(Bi,, B, ..., By, )e"Brn—30 tn] (2.8)
Esta tltima ecuacién nos estd indicando que podemos mejor evaluar a f en (By,, By,, ..., By,),

que es un movimiento browniano sin deriva, pues de (2.7) vemos que la densidad del vector
(2.5) es como la densidad de un movimiento browniano estandar, sélo que multiplicado

por el factor
1
exp <uBtn - 2M2tn> :

Aqui vemos por qué esto es el inverso andlogo a la ecuacién de (2.1), pues esta vez
empezamos con un movimiento browniano con deriva, y terminamos viéndolo como un

12
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movimiento browniano sin deriva, con un factor de compensacién dado por (2.8). Este
factor de compensacién es la derivada de Radon-Nikodym de la ley de probabilidad P,
del proceso {X;} definido por (2.3) con respecto a la ley del proceso sin deriva {B;}, que
denotaremos por P, es decir:

Rl By — ). 2.
ap |, = P <u = 5 > (2.9)

La derivada de Radon-Nikodym de esta ultima ecuacién nos habla de medidas equivalentes
P, y P, pues el lado derecho de (2.9) es siempre positivo, por lo cual ambas medidas
tienen los mismos conjuntos de medida cero. Por otra parte, la medida esta bien definida,
gracias a que eHBt=31%t og define un proceso que es martingala® bajo P, pues si s < t,
si denotamos al valor esperado con respecto a P como E[]

E[enBest|F] = B [eMBt—BsHuBs—%u%—@—%ﬁs 7]

— oBs—3i’s g [eu(Bt Bs)—gp*(t—s ‘}—}
= B3’ p [ G s)] (por incrementos independientes)
= ehBamgi’s (por la funcién generadora de momentos).
Entonces si definimos M; := exp (,uBtn ), usando (2.9) tenemos que para A € Fg,
con s <t:
Pu(A): = E[14M;]
= E[E [14M|Fy] ]
= E[14E [M;|FJ]] (A e Fs)
= F[14M;] ({M;} es martingala),

de modo que {M;} genera una medida.

La idea central del teorema de Girsanov estd visible en la expresién (2.8), con la
derivada de Radon-Nikodym M; = eHBr=31%t quxilidndonos para poder manipular a un
movimiento browniano con deriva p como en (2.3) como si fuera un movimiento browniano
sin deriva. Sin embargo queremos algo atin un poco més ambicioso. Recordemos al segundo
término exponencial de (2.6) que nos dio M; = erBimgp’t,

n

exp Z (MA.Z‘Z' — %,uzAt,) . (2.10)

i=1
Notemos que este término depende del vector aleatorio

(Bthtga” . 7Btn) eR"”

3Véase el apéndice para una definicién de martingala.
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que corresponde a tomar un numero finito de tiempos 0 =ty < t1 < - < t, < Ty
registrar el valor de {B;} en estos instantes. Queremos involucrar a un nimero infini-
to de tiempos, con mayor precisién, a toda la historia del proceso {B;} en el intervalo
[0,¢] C [0,T] (con t > 0), y ademds supondremos que la deriva p no es necesariamente
constante, es decir, es una funcién p(t). Pediremos ademds que u(t) satisfaga el criterio
de integrabilidad

T
/ p2(s)ds < oo.
0

Para capturar toda la informacién de {B;} en el intervalo [0, ¢], haremos que los tiempos
t; se vayan acercando mas y mads, haciendo més chicos los intervalos [t;—1,t;] conforme
n crece. Entonces el andlogo al argumento del segundo factor exponencial de (2.6), pero
ahora con u(s) es

n

S ) (Buw) — B, (@) — 5 S #2(E)A, (21)
=1 =1

donde t;—; < ¢ < t;. Nétese que a diferencia de (2.6), no se cancelan los términos
como una suma telescopica. Sabemos que para cada n tenemos una suma de Riemann
% S ,uQ(t;k)Ati, por lo cual conforme At; =t; — t;_1 — 0 haciendo a n — 0o, tenemos
que

1 ¢ I
5 oA = 5 [ s
i=1 0

;Qué sucede con el término Y7 pu(tF) (B, (w) — By, (w)) 74

Para esto, nos ayudaria poder definir para cada w € Q la integral de u(t) con respecto al
movimiento browniano {B;} de la forma

/ u(s)dB.(w), (2.12)

para poder obtener el andlogo en tiempo continuo de la expresién (2.10):

t 1 t
Mi=exp | [ u(saB.— ;[ i)
0 2 Jo

Pero si intentaramos obtener a la integral de (2.12) en el sentido de Riemann-Stieltjes por
medio de la féormula de integracién por partes, dado que el movimiento browniano tiene
trayectorias casi seguramente de variacién infinita en intervalos finitos,® entonces sélo

“Pudimos haber usado una funcién p(w,t) y haber pedido que p(w,t) cumpliera otro criterio de in-
tegrabilidad distinto al que dimos aqui, y esto induciria el concepto de integral de It6. Nos basta con
funciones p deterministas para el Problema 1.1 a resolver en esta tesis.

5Esto se prueba en el apéndice en el teorema A.5.

14
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podriamos obtener la integral de Stieltjes para funciones u(s) continuas y de variacién
acotada, y nosotros queremos a la integral para u € L%[0,T], como dijimos anteriormente.
Esto nos lleva al concepto de la integral de Wiener, que desarrollamos a continuacion.

2.3. La integral de Wiener

Se comienza en el espiritu de los cursos béasicos de integracion, es decir, primero se define la
integral para una familia de integrandos simples (escalonados) y posteriormente, a partir
de esta integral simple se extiende el proceso de integraciéon a L?[a,b], donde [a, b] es un
intervalo finito arbitrario.

Al momento de definir la integral con respecto al movimiento browniano, nuestra expe-
riencia con integracién en cursos basicos de andlisis matematico nos dice que deberiamos
de esperar que esta integral cumpla que

b
/ 11.qdBs = By — Be
a

para cada intervalo [c¢,d) C [a,b]. Ademds, deberia cumplir una condicién de la forma

b b
/ adBs = a/ dBg para toda constante a € R.
a a

c b b
/dBS—l—/ dBS:/ dB,.

Esto motiva la siguiente definicién.

y si a < ¢ < b entonces

Definicién 2.1. (La integral de Wiener para funciones escalonadas) Para las
funciones escalonadas f de la forma

=Y aily_ 4 (2.13)
=1
cona=:ty < ...<ty,:=bdefinimos a la integral de f con respecto a {B;} en el intervalo
[a,b], denotada por I[f] como
I[f] = Z ai(By; — Bt, ). (2.14)
=1

Esto quiere decir que I[f] es la variable aleatoria I[f] : @ — R tal que para cada
w € ) tenemos una suma de la forma (2.14).

Es facil probar que hemos obtenido un operador lineal I, es decir que para f,g es-
calonadas y «, 8 € R se cumple que I[af + Bg] = al[f] + BI[g]. Tenemos el siguiente
resultado sencillo.

15
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Teorema 2.1. (La integral de f escalonada es una v.a. normal) Para toda funcion
escalonada f de la forma (2.13), la variable aleatoria I[f] es gaussiana de valor esperado
0 y de varianza

b
Var(1[f]) = E[I[f]?] = / ()t

Demostracion. Por definicién tenemos que I[f] = > | a;(By, — By,_,), donde cada su-
mando a;(By, — B, ) es una variable aleatoria normal independiente (por los incrementos
del movimiento browniano) N(0,a?(t; — t;—1)). Esto quiere decir que I[f] es una combi-
nacién lineal de variables aleatorias normales independientes de media cero, por lo cual

también I[f] es una variable aleatoria normal de media cero.b

Calculemos la varianza de I[f]:
- )

E[I[f]Q] =F <Zaz(Bt1 _Bti—l)>
| \i=1
[ n n

=FE | a}(By, — By,_,)* +2) _aia;(By, — By,_,)(Bi, = By,_,)| . (2.15)

_ifl 1<J

Ahora, debido a la distribucion de los incrementos del movimiento browniano, tenemos
que
E[(Btz - Btz‘—l)z] =1; — ti—1,

y por la independencia de los incrementos, para ¢ # j:

E[(Btz - Bti71)(Btj - Btj71)] = E[(Btz - Bt¢71)]E[(Bt‘

J

— By, ;)] =0.

De esta manera, tenemos en (2.15) que

n b
Bl =Y i~ ti) = [ (0

O

Si (Q2, F, P) denota a nuestro espacio de probabilidad de donde tomamos a w y L?(£2)
es el espacio asociado de funciones cuadrado-integrables con respecto a la medida P en
la o-dlgebra F de 2, ndtese que este 1ltimo resultado implica que el operador I definido
para f € L%[a,b] escalonada:

fe=10fle LX(9)

es tal que preserva la norma de f € L?[a, b], pues

b
11y = B = [ 2200 = 7133000

5Por el corolario 4.6.10 del texto de G. Casella y L. Berger [19] p. 184, que habla de la distribucién de
combinaciones lineales de v.a. normales.
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Esto implica que I manda sucesiones de Cauchy en L?[a,b] a sucesiones de Cauchy en el
espacio de Hilbert L2(Q), donde a L?(2) le asignamos el producto interior

(X,Y) = E[XY] para X,Y € L*(Q).

L%()

Este hecho nos ayudara a definir a la integral de Wiener para integrandos més generales,
es decir para toda f € L?[a,b]. Para esto, sabemos que en para toda f € L*[a,b] existe
una sucesion {f,}n C L%[a,b] de funciones escalonadas tal que f, — f en la norma de
L?[a,b]. Por el teorema 2.1 tenemos que {I[f,]}, es una sucesiéon de Cauchy en L?(),
por lo cual converge a un limite en L?(Q2), y definimos

I[f] := lim I[f,)]. (2.16)

n—oo

Esta integral estd bien definida para toda f € L?[a,b], pues si {f.}, C L?[a,b] es otra
sucesion tal que f/ — f en L?[a,b], entonces por la desigualdad del tridngulo tendriamos
que

1fn = fall < lfn = I+ 1f = fall = 0 sin — oo,
Pero por el teorema 2.2, se sigue que
11(fn) = I(fa)llc2(@) = I1fa = fallz2jae) — 0 sin — oo,

por lo cual lim,, oo I[fn] = lim, 00 I[f}] en el sentido L?[a,b], lo cual prueba que I[f]
estd bien definida. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicién 2.2. (La integral de Wiener de f € L2[a,b]) La integral de Wiener
de f € L?[a,b] serd definida por el limite (2.16), y usaremos la notacion

I[f](w) = /b f(t)dBi(w) w €], casiseguramente

donde w denota que escogimos como integradora a una trayectoria t — Bi(w) del movi-
miento browniano, que es continua casi sequramente.

El siguiente resultado es tomado del texto de H. Kuo [7].

Teorema 2.2. (Las integrales de Wiener son v.a. normales) Para cada f € L?[a,b],

la integral de Wiener
b
/ f(s)dB,

es una variable aleatoria de distribucion gaussiana tal que

E[/abf(s)st] =0 y Var </abf(s)dB5) :/abﬂ(s)ds
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Demostracion. Por el teorema 2.1 sabemos que el resultado es cierto para funciones esca-
lonadas. Para f € L?|[a, b] arbitraria, usemos una sucesién { f,}, C L?[a,b] tal que f,, — f
en L?[a,b]. Cada I[f,] es una variable aleatoria normal N(0,02), con 02 = f; f2(s)ds.

El teorema 17.2 del texto de J. Jacod y Philip Protter en [18] nos dice que la con-
vergencia en L?(Q) de I[f,] a I[f] implica la convergencia en probabilidad, y el teorema
18.2 del mismo [18] nos dice que la convergencia en probabilidad implica la convergencia
en distribucién, es decir, la distribucion” de I[f] es el limite débil de las distribuciones
de I[f,] ~ N(0,02). Por el teorema de continuidad de Lévy, que puede consultarse en P.
Billingsley [2] p. 46 teorema 7.6, tenemos que las funciones caracteristicas convergen para
cada t € R:

e ont’/2 = E[e"”[f"]} — E[ei”m] si n— oo,

y dado que f,, — f en L?[a,b], entonces 02 = anHig[a b~ Hing[a 'k La continuidad de
la funcién exponencial implica que

2 2

lo cual es la funcién caracteristica de una normal N (0, H f Hig[a b]), es decir, I[f] se distri-

buye como una variable aleatoria normal de varianza f; f?(s)ds.
O

Al tltimo enunciado del teorema anterior: Var ( fab f (s)st> = ff f?(s)ds es un caso

particular de un resultado conocido como la isometria de Itd, y puede ser generalizada a
otros integrandos, ver el teorema 6.1 p. 82 del texto de M. Steele [12].

2.4. Un teorema de Girsanov

Con la integral de Wiener a nuestra disposicién, enunciamos un caso particular del llamado
teorema de Girsanov. Este es el andlogo en tiempo continuo de lo que se hizo en la seccion
2.2.

A continuacién, Cy[0, 7] es el espacio de funciones continuas tales que f(0) = 0y
B(C’g [0, T]) es su o-dlgebra de Borel correspondiente. Ep y E¢g denotan los operadores de
valor esperado bajos las leyes de probabilidad P y @, respectivamente. Como la filtracion
usada en el siguiente resultado, se utiliza la filtracion asociada al movimiento browniano,
que es explicada en el apéndice en (A.2).

"Véase el apéndice para una definicién de distribucién. La convergencia débil se define de acuerdo a P.
Billinsgley en [2] p.7 como: Decimos que la leyes de probabilidad P, convergen débilmente a la medida de
probabilidad P si fs fdpP, — fs fdP para toda funcion real f continua y acotada definida en S.

Por otra parte, las variables aleatorias X,, convergen a X en distribucién si las distribuciones P, de X,
convergen débilmente a la distribucién P de X. La convergencia en distribucién puede verse en [2] p. 23.
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Teorema 2.3. Teorema de Girsanov (Caso particular) Sean u(s) € L%*[0,T] y
{B;:0 <t <T} un movimiento browniano estindar con respecto a la ley de probabilidad
P. Entonces el proceso exponencial, (o exponencial estocdstica)

My = exp (/0 pu(u)dBy, — ;/0 ,uQ(u)du> (2.17)

es una martingala bajo P. Finalmente, sea Q la medida en Cyl0,T] definida por la ecua-
cion

dQ
—_— =M, 2.18
dP |y " (2.18)
es decir, Q) es la medida de probabilidad
Q(A) = Ep[14 Mr] (2.19)
con A € Fr. Entonces el proceso recorrido
t
X =By — / w(u)du (2.20)
0

es un movimiento browniano estindar bajo Q, en [0,T].

Demostracion. Probemos que Ep[M;|Fs] = My para todo s < t. Para esto, sumamos y
restamos la expresion [ u(u)dB, — : J5 #*(u)du en la expresion para My:

¢ ¢
Ep[M;|F,] = elo p(dBu—g [g 1 (u)du [exp (/ w(uw)dB, — 1/ MQ(u)du) ’.7:5}

2
= M,E [exp (/Stu(u)dBu — ;/t u2(u)dU>] :

donde la primera igualdad se sigue porque una vez que tenemos la informacién de Fy,
conocemos a fos p(u)dBy,, v la segunda igualdad se sigue porque la integral fst w(u)dB,y,
no depende de tiempos menores a s, por los incrementos independientes del movimiento
browniano que son usados para definirla. Pero por el teorema 2.2, tenemos que

E [eXp (/Stu(u)d3u>] — exp @ /St uz(u)du> ,

pues es la generadora de momentos de una variable aleatoria normal N (O, fst u2(u)du).

Esto implica que
t 1 t
E [exp </ w(uw)dB, — 2/ ,u2(u)du>] =1,

de donde se sigue que en la expresién de arriba tenemos que Ep[M;|Fs] = Mg, es decir
{M,} es una martingala bajo P.
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Para probar que {X;} dado por (2.20) es un movimiento browniano estandar bajo @,
es claro que { X} tiene trayectorias casi seguramente continuas y que sus incrementos son
independientes, por ser independiendes los incrementos de { B;}. Probemos que la funcién
caracteristica de sus incrementos bajo (), es igual que la que correponde al movimiento
browniano estandar, para concluir que es un movimento browniano. Esto se seguira de la
férmula siguiente:

Con {X;} y @ como definidos en (2.20) y (2.19) respectivamente, para toda f : [0,7] — C
acotada y determinista se sigue que

Fo [exp </0T f(s)dXs>] — oxp (; /OT f2(s)ds> . (2.21)

Para esto, por definicién Eg [exp (fOT f(s)dXS)} = FEp [MT exp (fOT f(s)dXsﬂ, y tene-

mos que
Ep {MT exp </OT f(s)dXS>] -

B o ([ wtsiam. 3 [ s+ [ s~ [ soms)]
T

= Ep [exp </0T (u(s) + f(s))dBs — /OT F(s)u(s)ds — ;/0 MQ(S)dS)] ’

que sumando y restando % fOT f?(s)ds de convierte en:

B b ([ ' x|

— exp @ /OT f2(s)ds> Ep [exp (/OT (1u(s) + F(5)) By — /OT (u(s) + f(s))2d5>] .

Pero nétese en esta ultima expresién, que dado que f es acotada y determinista en [0, 7]
entonces u + f € L2[0,7T], de tal forma que el lado derecho de la tltima igualdad tiene
implicita a una martingala M; bajo P similar a M, lo cual quiere decir que

B fon ([ (000 + s6)aB, [ (ut6) + 560)%as) | = POl =1

y se sigue (2.21). Esta formula implica que para todo conjunto finito de tiempos 0 = ¢y <
... < t, =T los incrementos (Xt,, X, — Xty ..., Xp, — X¢, ) de {X¢} cumplen que si
1 =+—1y 60 € R paratodo 1 <k <ny definimos:

n

f(S) = Zi&kl[tk_btk)(s) S & [O,T]

k=1
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entonces tenemos que
tg

T n
/ f(s)dXe=1i) O dX,
0 k=1

te—1

Yy que

k—1

T n tr
/ f(s)ds = — ZQ,%/ ds,
0 - It

de tal forma que en la ecuacién (2.21) tenemos que

exp (z Z 0, (th - th1)>] = exp (—; Z Hz(tk - tk_1)> .

k=1 k=1

Eq

Esta ultima igualdad nos indica que la funcién caracteristica con respecto de la medida

Q del vector (X4, Xy, — Xiyy ..., Xy, — Xy,_,) es igual al de un movimiento browniano
estandar, y esto es suficiente para probar que {X;} es un movimiento browniano estandar
bajo® Q. O

Un ejemplo que ilustra la importancia del teorema de Girsanov se puede ver en finanzas,
que es el area donde interesa resolver el problema de este trabajo. Como vimos en el

Problema 1.1 del capitulo 1, queremos minimizar a la integral Ep [GQ(ﬁB)%}, que

depende de una medida dada por
dP

dQ

El teorema de Girsanov nos da una familia de medidas indizadas por los términos de
deriva h € L?[0,T], y nos proporciona trayectorias {X;} como en (2.20) tales que bajo
el cambio de medida dado por dQ"/dP, donde usamos el superindice h para indicar la
dependencia de la medida del término de deriva, {X;} se ve como un movimiento brow-
niano sin deriva, es decir, es martingala.

Debido a condiciones y restricciones que se presentan en aplicaciones en finanzas?, en
el capitulo 4 se empleard el teorema de Girsanov para abordar el Problema 1.1 de este

trabajo, al buscar una funcién h que usaremos como término de deriva y que minimice la
cantidad (1.6) del Problema 1.1.

8Véase el apéndice Definicién A.11 para la definicién de movimiento browniano utilizada aqui.
9Para una explicacién de estas condiciones de finanzas, véase la seccién 1.2.2 del texto de P. Glasserman
[4] y las referencias ah{ contenidas.
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Capitulo 3

Grandes Desviaciones

3.1. Introduccién

En este capitulo se exponen algunas ideas béasicas de grandes desviaciones. Este area de
las matematicas estd ligada a la ley de grandes niimeros. En lo que respecta a la llama-
da “teoria de grandes desviaciones”, tomamos las siguientes palabras de Jean-Dominique
Deuschel y Daniel Stroock en el prefacio de su libro [16]:

“...no hay una “teoria” de grandes desviaciones, asi como mo hay una “teoria” de
ecuaciones diferenciales parciales, y lo que pasamos por “teoria” es en realidad el conjun-
to de técnicas que han sido aplicadas exitosamente a situaciones especiales y que por lo
tanto valen la pena intentar aplicar en situaciones cercanamente relacionadas.”

Este capitulo estd basado principalmente en el texto de los autores Mark Freidlin y
Alexander Wenztell [15] y el libro de A. Dembo y O. Zeitouni [17]. La extension del lema
de Varadhan esta basada en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson en [20].

Asi pues, veamos el siguiente ejemplo, que es bastante ilustrativo de lo que se intenta
hacer en grandes desviaciones.

Supongamos que tenemos n variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas X1, Xo, ..., X,. Supongamos que son variables aleatorias normales N(0,1) y
consideremos su promedio

N 1 &
S, = n;Xk. (3.1)

La ley débil de los grandes ntimeros (véase Casella y Berger [19]), nos dice que para toda
0> 0:

lim P{|S,|>d} =0

n—oo
y el teorema central del limite nos dice que
lim P{\/nS, > 6} = L 006_952/26130
n—o00 n= \V2m Js ’
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Estos dos resultados nos hablan de una convergencia en distribucién. Pero podemos decir
aun un poco més que lo anterior, pues para cada n € N, tenemos que S, ~ N(0,1/n), de
tal forma que

P{S, >4 e 24y,

“ 5

que con el cambio de variable y = /nx — \/nd, esto se convierte en

P{S, > e~ (y+v/nd) /2dy

T

y tenemos que:

o~ wvin2izg, < L / T )2
2w

—né?/2 1 > —y2/2
=€ E ) e dy

:167n62/2'
2

e

Es decir, que tenemos la siguiente cota superior
A 1

que nos indica que la probabilidad de que S, supere a § > 0 decae exponencialmente
conforme crece 9§, vy la tasa a la cual decae exponencialmente estd acotada por

2
log P{S, > ¢} < log <;e—n52/2> =log <;) — % (3.2)

Por otra parte, de un modo anélogo tenemos que

N

1
PL8, > ~vao/2gy > L / e~V /2
271'

\/ 2 /
> —(1++/nd)2/2
IRV 271'6
1 e*(lﬂﬁé)/?e*m?ﬂ
V2T

y esto implica la cota inferior de la “tasa de decaimiento” de la probabilidad
1 nd? .
lo e_(1+2\/7‘5)/2) — — <log P{S, > d}. 3.3
g<\/27r 5 SlogP{Sn 2 0} (3.3)
Las cotas (3.2) y (3.3) nos estdn diciendo que
2

1 5 )
m — > 5 =—". .
nlglgo - log P{S,, > ¢} 5 (3.4)
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Este ultimo limite nos estda dando una afirmacion cuantitativa de un dato adicional al
proporcionado por el teorema central del limite y la ley débil de los grandes ntimeros: el
teorema central del limite nos habla de cémo converge la distribucion de la caminata alea-
toria S, la ley débil de grandes ntimeros nos habla de como las probabilidades de alejarse
del valor esperado de una v.a. normal de media 0, convergen a cero conforme n crece, y
finalmente la ecuacién (3.4) nos habla de la tasa a la cual decae a cero la probabilidad
de estar fuera de una vecindad que contenga a 0. Conforme n — oo, de acuerdo a la ley
débil de grandes ntmeros los valores tipicos relativo a P se van concentrando alrededor
de la media 0. Hallar esta tasa de decadencia exponencial es uno de los objetivos que se
persiguen en grandes desviaciones.

Por lo que acabamos de decir, eventualmente, conforme n crece, quedar fuera de un
intervalo que contenga al cero es un evento raro, y conforme hacemos los pasos de la
caminata aleatoria pequenos haciendo a n tender a infinito, obtenemos una tasa de este
ritmo exponencial de decadencia de las probabilidades conforme nos alejamos del valor
esperado del limite de la caminata aleatoria. Es decir, tenemos una medida de qué tan
“desviado” estd un evento de lo que es en cierto sentido normal ver para las medidas o
distribuciones conforme convergen en algin sentido. En el caso de S, aqui tratado, lo
“normal” o “no desviado” es ver con mucha frecuencia al valor esperado conforme los
pasos de la caminata aleatoria se van haciendo més pequenos. ;Qué tan desviado esta de
lo “regular” ver un valor de S, > z > 0 conforme n tiende a infinito? La medida de eso
nos lo da (3.4), es decir, —22/2.

3.2. El Principio de Grandes Desviaciones

Hablando con un poco més de generalidad, vamos a querer buscar algo andlogo a lo
que hicimos para la caminata aleatoria, pero para otros procesos o variables aleatorias
diferentes. Esto se formula en términos generales: dado una familia { X}~ de variables
aleatorias con valores en un espacio métrico X dotado de su o-dlgebra de Borel B, si
{Xc}es0 induce en B a la familia de medidas {f}e>o de la forma

pe(A) := P{X. € A} paratodoA € B,

y la familia de medidas es tal que p converge en algtin sentido (por ejemplo, débilmente)
a una medida delta de Dirac ¢, (con ¢ € X') conforme e tiende a cero, entonces es claro
que en cierto sentido, eventualmente el punto ¢ (o la ocurrencia del evento de dar con
g € X) es un valor tipico, de acuerdo a como se va concentrando el peso en ¢ conforme
€ — 0. Si U € B es una vecindad abierta de ¢, entonces es razonable averiguar qué tan
rapido decae a cero la probabilidad

P{X. ¢ U}

conforme € tiende a cero. En el caso de S, tratado arriba, el punto ¢ en el que se concentra
la medida es el valor esperado. A continuacion se da una manera eficiente de abordar estas
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cuestiones para situaciones mas generales. Como nos va a interesar el caso continuo, pues
usaremos el andlogo de las caminatas pero en tiempo continuo, es decir, el movimiento
browniano, entonces damos una definicién que se nos acomodara bien.

Definicién 3.1. (Principio de Grandes Desviaciones) Sea (X, B) un espacio medible,
donde X es un espacio métrico y B es su o-dlgebra de Borel. Sea una funcion semicontinua
inferiormente I : X — [0,00]. Se dice que una familia de medidas {jic}ee(0,5) definidas
en el espacio medible (X, B) satisface un principio de grandes desviaciones (PGD)
con funcion de tasa buena I si

(i) Los conjuntos de nivel ®;(a) := {z € X : I(z) < a} son compactos para todo
acR.

(ii) Para todo boreliano A € B3,

— inf I(z) < liminfelog u.(A) < limsupelog pe(A) < — inf I(x).
zeA =0 =0 z€A

Como vemos en la definicién anterior, si la aplicamos al caso discreto! de la caminata
. o . . . s . & 1 n
aleatoria con € := 1/n y con py, la distribucién de cada caminata S, = ~> | X}, enton-
ces tenemos que X = R, la funcién de tasa buena es I(x) = 2%/2, como se podré facilmente
verificar a partir de las cuentas hechas anteriormente.

Nosotros ocuparemos principalmente en este trabajo dos resultados de grandes des-
viaciones: el lema de Schilder y el lema integral de Varadhan. El lema de Schilder es un
analogo en tiempo continuo al resultado de la caminata aleatoria que obtuvimos en la
introducciéon a este capitulo. Respecto al lema de Varadhan, en realidad emplearemos
una pequenia extension de este.

En lo que sigue, (X,B) serd un espacio métrico con su o-algebra de Borel y {Z.}
serd una familia de variables aleatorias con valores en X. La familia de medidas inducidas
por las variables aleatorias { Z } serd denotada por {p.}. En particular nos interesara cuan-
do

X =Cl0,T] := {w € C[0,T] : wo =0}

donde X posee la norma uniforme y Z, = /eB, donde B es un movimiento browniano
esténdar. Entonces la familia de medidas {u.} estardn definidas en B(Cy[0,T]) y serdn
tales que

te(A) := P{Z. € A} paratodo A€ B,

es decir, en el caso que nos interesard, la familia de medidas es la inducida en Cy[0, T
por v/eB. Como escoger una w € € es equivalente a escoger una trayectoria ¢ — By(w) en
C[0,T], y la probabilidad de

P{w €Q:ts Biw) € C[O,T]} —1,

!Existe una definicién semejante para caminatas aleatorias, con € = 1/n y tomando los limites conforme
n — 00, pero a nosotros nos interesa el caso continuo en el problema a resolver en este trabajo.
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entonces usaremos la notacién w; := By(w) para indicar que se ha escogido una trayectoria
de Cp[0,T] (al escoger a w € Q) y se ha evaluado al instante ¢.

Definicién 3.2. (El espacio Clasico de Wiener) Al espacio métrico X = Cy[0,T] con
su norma uniforme y la medida inducida en B(X') por un movimiento browniano estindar
{Bt}t>0 lo denotamos como el espacio cldsico de Wiener, denotado Wr.

3.3. El Lema de Schilder

En esta seccion se probara el lema de Schilder, herramienta muy 1til en la teoria de grandes
desviaciones aplicada al movimiento browniano. La exposicién del lema de Schilder que
se toma aqui esta basada en Freidlin y Wenztell [15].

Como trabajaremos con movimientos brownianos definidos en un intervalo finito [0, 77,
con término de deriva determinista de la forma h(t) (queremos que esté recorrido el
movimiento browniano por una funcién h, no por su integral como en el teorema de
Girsanov) de tal forma que tomamos h € C[0,T] tal que

t .
h(t) :/ h(s)ds, para cada t € [0,T],
0

de tal manera que también pediremos que h(0) = 0, y vamos a hacer uso de la integral de
Wiener, que definimos en el capitulo anterior en el espacio L?[0, T]. Entonces requeriremos
que

T .
/ h2(t)dt < oo.
0
Esto induce la siguiente definicion.

Definicién 3.3. (El espacio Clasico de Cameron-Martin) El espacio cldsico de
Cameron-Martin en el intervalo [0,T] es el espacio funcional de las funciones absoluta-
mente continuas® tales que:

T
Hp := {hGAC[O,t]:h():O,/ 52(t)dt<oo}.
0

2Una funcién f es absolutamente continua en un intervalo [a,b] si dado € > 0 existe § > 0 tal que
n
Do @) = flyl <e
i=1

para toda particién de [a, b] de subintervalos de la forma {(z;,y:)} tales que no se intersectan (es decir,
(i, 9:) N (x5,y;) = 0 para todo ¢ # j) y que cumple

n
>l —wil <4
=1

Equivalentemente, por el teorema 14 y el corolario 15 p. 110 del texto de H.L. Royden [11], la derivada f
de f existe c.d. en [a,b] y f(t) = f(a) + fat f(s)ds, para t € [a,b]. Al conjunto de funciones absolutamente
continuas en [a, b] se les denotard por AC|a, b].
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Haremos uso pues, del espacio cldsico de Cameron-Martin. Nétese que el requerimiento
de integrabilidad i € L2[0, T] nos permite usar el teorema de Girsanov 2.3.

En lo que sigue, Z, serd el movimiento browniano escalado dado por Z, := y/eB y la
familia de medidas inducidas por las variables aleatorias {Z.} en Cy[0,T] serd denotada
por {fic}.

Como estaremos usando el proceso escalado, junto con el teorema de Girsanov, enton-
ces en la expresion de la exponencial estocdstica de dicho teorema, el término de deriva
queda escalado como ﬁh(t), pues el movimiento browniano escalado y recorrido queda
como

¢
VeB; — / h(s)ds =: Yeu,
0

y esto puede ser visto como
1 1

- V.—-B - —
\/E €,t t \/E
De esta manera, si denotamos por v, a la distribucién del proceso Y. definido arriba,

por el teorema de Girsanov obtenemos que v, es una medida absolutamente continua con
respecto a p., y la derivada de Radon-Nikodym de v, con respecto a pu. es

Z:i = exp (\[/ t)dB; — 1€/OT hQ(t)dt> . (3.5)

Usaremos esta expresion de la exponencial estocastica para probar el siguiente lema,
que nos habla de la probabilidad de que el proceso Z, esté alejado en el sentido de la norma
uniforme en C[0,7] de la trayectoria determinada por el término de deriva h € Hy. Nos
ayudard para obtener una cota inferior de un principio de grandes desviaciones para el
movimiento browniano. Sabemos que para el movimiento browniano Z, recorrido por la
deriva h, el valor esperado de Z.; — h(t) es h(t), pero queremos saber qué tan répido
terminard la trayectoria de Z. — h en un tubo de radio é > 0 alrededor de h.

h(t).

Lema 3.1. Para cualesquiera 6,y > 0, si definimos

L[t (2dt o six e H
I2) =13 ), Tt six T
00 six € Wy \ Hy,

entonces para cada h € Hr
1
P{[[Ze = hlloo <0} 2 exp { == (I(h) +7) | .
Demostracion. Por el teorema de Girsanov probado en el capitulo anterior, el hecho de

que h € Hp nos garantiza que h induce un cambio de medida en Cp[0,7] (estamos
identificando a w € £ con una trayectoria en Cy[0,77)

d* - (i) = exp (\[/ (£)dowy —2i6 Th2(t)dt) .
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Por el teorema de Girsanov, Y. ; := \/eB; — h(t) con respecto a la medida ve se ve como
un movimiento browniano centrado en cero (de valor esperado cero), de tal manera que

P{[|Zc = hlloo <0} = P{[[Yelloo < 0}

dv.
- /ﬁwnm«s dpe (Vew) - due(vVew) (3.6)

_ /”\[w”w<6exp <\[/ dwt) dpe(Vew).

Aqui usamos que ﬁYe,t con respecto a v, se ve como un movimiento browniano estandar:

por el principio de reflexién para el movimiento browniano A.2 del apéndice:

P{IIYeHooza}:p{‘ Yo 0025/*/%}

= P{|Blloc > /ve}
=2P{Br > §/Ve}

2 /OO 7y2/2T
= el € dy7
VT Js/ e

de tal manera que si hacemos tender € a cero, obtenemos que

lim P {||Ye =1im (1 — P {||B|lec = =1. .
tm P{[|Yelloo < 6} = lm (1 = P {[|Blloc 2 6//e}) (3.7)
Por esto tltimo, para e suficientemente pequenia tenemos que P {||Ye||oo < 0} > 3/4.

Por otra parte, aplicando la desigualdad de Chebyshev junto con la isometria de Ito6

(Teorema 2.2) obtenemos que
a2yt |

P{ o [ b= 2w b <o { | [
< SIbL)Var (/OT h(t)dwt>
e[ o))

- FE
pues la isometria de It6 nos dice que FE [(fo dwt> ] fo (t)2dt = 2I(h). De esta

8I(h)

manera concluimos que

P {exp <\}E /OT h(t)dwt> > exp (—2 iI(h)) } >

(3.8)

>
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LT /2
Sea D := {e\/g Jo hit)de > ¢ 2V Entonces debido a (3.7), tenemos que para € > 0

suficientemente pequena entonces P {||Y:||co < 6} > 3/4, por lo cual se sigue que

1
P(Dn{IIYile < 8}) = 5.
Esto es asi porque en la ecuacién (3.8) tenemos que P(D) > 3/4 y para € > 0 pequena
P{||Ye]lo < 8} > 3/4, por lo cual

6
7 < P(D)+ P{|Yill <3}
y para que se cumpla la desigualdad

P(DU{|[Yelloe < 8}) = P(D) + P{[[Yelloo < 0} = P(D N {|[Yelloo < 3}) <1,

entonces es necesario que P (D N {||Y|lso < 6}) > 5. De esto tltimo se sigue que

/nﬁwoo«s P (\}E /oT h(t)d“t> dpe(v/ew)

T
2/ exp <1/ h(t)dwt> dpe(vVew)
{IIv/ewl|loo<6}ND Ve Jo
> / VW gy (Vew)
{IIVesllwo<a}D
= VIO (DA ¥l < 8)) > g VIO,

Entonces por (3.6), vemos que

1 _h)_o /2
P{”ZG - hHoo < 5} > 5@ 2/ clh)

Pero para € > 0 suficientemente pequena y cualquier v > 0 es posible hacer que

3672\/21(}1)/6 > /e

_In) o /2
de tal forma que P {||Z. — |l < 6} > 3€ ° 2\/% > e~ e (1)+7), =

El siguiente resultado es solo una cota superior para la probabilidad de un evento
que nos interesard para poder obtener una cota superior para un principio de grandes
desviaciones.

Lema 3.2. Sea A > 0 y Wa una variable aleatoria de distribucién normal N(0,A).
Entonces para toda z > 0 se cumple que

= exp (—2%/2A) .

P{WA > Z} < z{%
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Demostracion. Tenemos que mediante el cambio de variable y = x/v/A, entonces

P{Wp >z} = —2?/2A) dx (—vy?/2) dy

[ [ o

Pero en la region en que estamos integrando, @ > 1, de donde se sigue que

2/2)d / Z 2/9) d
\/%//\Fexp y/)y_m ~oxp (—y*/2) dy
\/Z 7y2/2 _ \/Z efz2/2A

B 2

Ver

Ul

El siguiente lema nos dara la cota superior para poder probar el lema de Schilder.
Denotamos por d a la métrica inducida por la norma en C[0,7], y si x € C[0,T] y
K C C[0,T] es un subconjunto, entonces doo(z, K) := infpe i doo(x, ). Como siempre,

Zey = \/eB,.

Lema 3.3. Para s > 0, definamos

T
D(s) := {x €Cl0,T]:2(0) =0y I(z)= ;/0 |(t)]2dt < s}.

Entonces para cualquier 6, >0 y s > 0 se cumple que

P {doo(Zc,®(5)) > 6} < exp (—3 - 7) (3.9)

€

Demostracién. Bésicamente aproximaremos las trayectorias de \/eB por una versién dis-
cretizada Y de (/eB tal que las trayectorias de Y, sean mdis suaves (derivables sal-
vo conjuntos discretos de puntos). Para esto tomamos subintervalos de [0,7] de lon-
gitud A > 0, donde por el momento solo pediremos que A sea tal que T/A sea un
nimero entero. Con estas A definamos a Y» tal que su gréfica sea el poligono for-
mado por interpolar linealmente a los vértices de la grafica de Z. en las coordenadas
(0,0), (A, ZcA), (2A, Zeon) - .-, (T, Ze ). El objetivo es usar esta trayectoria que es mas
manejable con respecto a la funcional I en el sentido que es finita I en Y;A, pues en las
trayectorias Z. sabemos que I(y/eB) = co. Se hardn calculos de la probabilidad del evento
de la expresién (3.9) con la discretizacién de \/eB y se probard que para una aproximacién
suficientemente buena de y/eB, se puede probar (3.9).

Nétese que si doo(Ze,Y2) < § y también ocurre que doo(Ze,®(s)) > 6, entonces
YA ¢ ®(s), por lo cual I(Y2) > s. Usando esto tltimo y condicionando sobre el evento
{doo(Ze, Y2) < 6} tenemos que

Plde(Ze,®(s)) > 6} = P {doo(Ze,®(5)) >0, doo(Ze, Y2) < 5}
+P{doo(Zc,®(5)) > 8, doo(Ze,YE) > 6}
< P{I(YR)> s} + P{d(Ze, Y2) > 5} (3.10)
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Acotaremos la primera probabilidad de (3.10).
Debido a que Y2 (s) con s € [(k—1)A, kA] (k= 0,1,...,T/A) es el segmento de recta
entre los dos puntos de R?: ((k —1)A, y/eB(;_1)a) vy (kA,/€Bya), entonces tenemos que

(Bra — B-1)a)
A

d
SYAs) = VE

sis€ ((k—1)AkA),

por lo cual:

2
=5 Y (@) dt
2= Jo-na
A
_gT/ |Bia — Bi—1)a Q_ez/: | Bra — Bk 1)A|

2 A2 2
k=1

102 =4 M2k
0

B
II

Observemos que por incrementos estacionarios:

Bia — Bg—1)a
VA

y por ser independientes los incrementos, cada & es una variable aleatoria N (0, 1) inde-
pendiente, de tal forma que

Sk = NN(Oa 1)7

T/A |BkA B (h-1)A T/A
> Z &8~ XIya
k=1

donde X2T /A indica una variable aleatoria x? con T//A grados de libertad. De este modo,

L T/A T/A

P{I(YA)>s} =P Z§k>s =P ng , (3.11)

y podemos acotar esta tltima probabilidad, usando la desigualdad exponencial de Chebys-
hev que nos dice® que para todo A > 0 entonces P{X > A} < e * E[e%¥] para todo a > 0
tal que esté definido E[e?X]. En este caso, X ~ XCQZ“/A’ por lo cual

1 \T/2A
aX1 _
Ele**] = <1 — 2a> para a < 1/2 (3.12)

(véase [Casella-Berger] p. 623 para la funcién generadora de momentos de una v.a. x?).

Sea a > 0. Usando A = % ya:= 1_7“ < % en la desigualdad exponencial de Chebyshev

3Este resultado es probado en el lema A.3 del apéndice.
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junto con la férmula anterior para E [e“X |, obtenemos que

T/A 5 25(1— @) ) T/A
2 S S — — 2
P ;éwe §exp(—26)E exp | — ;ék

= 11a T/ exp(—z(l—a)):a

(1-2(5%))

—T/2A

fT/ZAef(lfa)s/e‘

Dado que lima_,o = 0, entonces para A suficientemente pequefio tenemos que
o~ T/2A < 1/2 (basta con A < T/2log,(2)). De esta manera, si & = /s > 0 obtenemos
que si A < T'/2log,(2):

T/A

2 1 1
P{IY?)>s}=PL) &> ; < 5e—<1—a)5/€ ie—(s—ﬂ/e (3.13)
k=1
Ahora acotamos al segundo sumando de (3.10). Como
T/A
Ze— Yoo > 6} C i Zey —YH| >0
(17320 20) € Ui, o= Y2120},
entonces
T/A
P{|Z.-Y2| =6} <> P i Zey—Y5| >4
1732012 0y < SoP{ s 7o~V 2 0}

T A
—— — >
AP{O?%XAZG’t Yol = 5}’

donde la dltima igualdad se sigue de los incrementos independientes y estacionarios del
movimiento browniano. Por construccién de YEA, para t € [0, A] tenemos que

t
}/EA(t) = Z\/EwAa

por lo cual

T t
— YA >0 < ] - > .
P12~ YOl 2 0} < 3P { mix Vo - gvewsl 20)  @1a)

<t<

Noétese que si ocurre {méxogtgA |\/ewy — i\/EwA\ >0 }, entonces por la desigualdad
del triangulo es claro que deberia ser que

max

t
—_— w
0<t<A | A Vewa

) _ ) -
+Or§n%XA!ﬁwt! \/E\WAHOrSnta%XAI\@th_ :
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y aqui se hace evidente que debe suceder el evento {méxo<i<a |\ew:| > 0/2}, pues
en caso contrario no se cumpiria la desigualdad anterior, pues ocurriria que |wa| <
méaxg<i<A [vewr| < 0/2. Asi que hemos obtenido que

_ > 3 > . .
{Og;égzlewt AVewal 5} {025%}2|\@Wt|_5/2} (3.15)

Pero si ocurre {maxo<;<a |ewt| > §/2}, y si usamos que

min /ew; = — max {—+/ew;}

0<t<A 0<t<A

y que la distribucién de /ew; es igual que la de —/ew;, se sigue que por simetria del
movimiento browniano junto con el principio de reflexion A.2 del apéndice:

) )
> =5 < P < —=
P{Orgax |V ews| } < P{ max Vews > }—i— {0r<mn Vewy < 2}
J
— 3 >24 = >
QP{OrgntaSXA\/EWt_ 2} 4P{ﬁwA_ 2}
De (3.15) y lo anterior se sigue en la ecuacion (3.14) que
P{||Z. - YA oo > 6} < ZP max |v/ew; — iﬁwM >4
¢ - 7T A |o<ta A -
<IP ax |v/e |>5 <—P Ve >6 (3.16)
At T s -
Usando el lema 3.2 con z := §/2+/€ en (3.16) obtenemos que

4T )
P{|Ze = YA|oo >0 <P{ }
{ll | } NG
§4T VA 8sen _ e 8T —s2/sen
A (5/2y6)Ver V2mA

Si escogemos A tal que A < §2/4s, entonces 1/A > 4s/62 y para v > 0 es cierto que
e7/2¢ > 1, de tal forma que

(3.17)

6—52/86A < 6—4552/8552 _ 6—5/25 < 6—8/266"//26 _ e—(s—w)/Qe.

. . . 8T 1
Escogiendo € suficientemente chica, podemos hacer que /e NI L de tal manera que
en (3.17) obtenemos que

P {HZE _ }/GAHOO Z 5} S %6_(8_7)/26.

Esto prueba el resultado, pues ambos sumandos de (3.10) son menores que %e*(S*V)/ 2,

O
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Capitulo 3. Grandes Desviaciones

Ahora probamos que la funcional I(z) definida en el lema 3.1 tiene conjuntos de nivel
compactos.

Lema 3.4. La funcional

L[t W2dt siz e H
@) =13/, Ty st T T
o0 stz € Wy \ Hp.

es tal que sus conjuntos de nivel ®r(a) = {z € Wr : I(z) < a} son compactos.

Demostracién. Como I : Wy — [0, 00|, entonces para o < 0 tenemos que ®;(a) = 0,
por lo cual tomamos « > 0.

Sean € > 0y € ®r(a). Entonces debe ser que z € Hy, pues en Hf tenemos que
I = 0. De este modo tenemos que ®;(a) C Hp, y ademds, para toda x € ®;(«):

il 2 < V2a.

Si § = €2/2a, entonces para s,t € [0,T] tales que |s —t| < & y usando que = € Hy:

/S tﬂb(u)du

de tal forma que ®;(«) es un conjunto de funciones equicontinuo. Del mismo modo, dado
que

1/2

t
lx(t) — z(s)| = <||&[ 2 (/ du) <V2als — t|'/? < V2a0'/? = ¢,
S

mwbx@+AMWM§WW+WMT”QMMM&m

entonces ®r(a) es un conjunto de funciones puntualmente acotada. Por el teorema de
Arzela-Ascoli, esto implica que ®;(«) es compacto en el espacio métrico Wr.

O

Ahora probamos el lema de Schilder, que es un teorema clasico de grandes desviaciones.

Teorema 3.1. (Lema de Schilder) La familia de medidas {ji}c inducidas por el movi-
miento browniano escalado {\/eB} satisfacen en W un principio de grandes desviaciones
con funcion de tasa buena

1/Ta,‘2dt six €H
I(z)={2Jy ™ ’

00 six € Wp \ Hp

Demostracion. Sea A en B(Wr). Probemos la desigualdad

— inf I(x) < liminf elog p(A).
xe;{ e—0
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Para esto, usemos que — inf A I(x) = sup eﬁ{_I(x)}' A su vez, como buscamos el
T T

supremo en A y ocurre que — = —oo en Wr \ Hy, usando que Hy es denso? en Wy
(como W es un espacio métrico, la densidad de Hy implica que toda vecindad de un
x € Wrp contiene a un elemento de Hy), entonces nos limitamos a x € Hyp N A. Como
T € /i, entonces existe una bola de radio § > 0 alrededor de x, totalmente contenida en
fi, denotado Bs(x) C A. Entonces para estos z € Hp N /ci, gracias al lema 3.1 tenemos
que dada € > 0 y para toda v > 0:

U@/ < pl7, € By(a)} < P{Z. € A},

si y sélo si
—(I(z) + ) < elog P{Z. € Bs(z)} < elog P{Z. € A}.

De esta tdltima expresion, que se cumple para toda x € HTﬂfi, deducimos que €log P{Z, €
A} es una cota superior para —(I(z) + ), para toda v > 0. De aqui deducimos que

— inf I(z) = sup{—I(z)} < elog P{Zc € Bs(z)} < elog P{Zc € A},
€A .Z‘Exz

y tomando el limite inferior conforme € tiende a cero, tenemos la primera desigualdad del
principio de grandes desviaciones para I.

Para la segunda parte, usamos A cerrado, y 7 > 0. Sea s := inf__4 I(z) —~. Suponga-
mos primero que existe un h € Hy N A, para garantizar que inf_ 4 I(x) < oc. Por lo que
probamos en el lema anterior, el conjunto de nivel K := {z : I(z) < s} es compacto. Por
construccion ANK = (), pues K := {z : I(z) < inf 5 I(x)—y < inf 5 I(2)}. Es un resul-
tado estandar de andlisis que en un espacio métrico la distancia entre un cerrado y un com-
pacto se alcanza, por lo cual estd bien definido ¢ = {nf doo(z,Yy) =: doo (A, K) > 0.
Dado que

r€AyeK
Z.c€ A implica do(Zc, K) > 6,
entonces por esto dltimo y el lema 3.3 tenemos que

P{Z.€ A} < P{d(Z.,K) > 6}

< e—(s—w)/e — exp (_ l/nfmez I(ﬂf) - 27)

€

de tal suerte que

clog P{Z. € A} < — inf I(z) + 2y
€A

tomando el limite superior conforme € tiende a cero, y dado que v > 0 fue arbitrario, se
sigue el resultado.

4Hr es denso en Wr porque los polinomios estdn en Hr, y estos son densos en o, T7.
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Si no existe un h en Hy N A, entonces I(z) = oo en A, y entonces inf, 5 I(z) = oco.
Necesitamos entonces probar que
limsup elog P{Z, € A} = —o0.
e—0
Para esto, para cada n € N, tenemos que
K, :={x:1(x) <n}
es compacto. Como I(r) = oo para todo x € A, entonces es claro que K, N A =

(). Procediendo andlogamente al caso donde habia un h € Hp N A, definimos § :=
inf 4 yeKn doo(z,y). Si Z. € A, entonces doo(Ze, Ky,) > 6, de tal suerte que nuevamente
aplicando el lema 3.3

P{Z. € A} < P{do(Z., Kp) > 6}
< e~/

de tal suerte que
clogP{Z. € A} < —n+7v

tomando el limite superior conforme ¢ tiende a cero, y dado que v > 0 y n € N fueron
arbitrarios, se sigue el resultado.
O

3.4. El Lema Integral de Varadhan

El siguiente resultado, conocido como el lema integral de Varadhan, jugarda un rol
fundamental en la solucién del problema de este trabajo. La manera de exponer el lema
de Varadhan aqui, esta basada en el libro de A. Dembo y O. Zeitouni en [17].

Teorema 3.2. (Varadhan) Sea {uc} una familia de medidas que satisface un PGD con
funcién de tasa buena I : X — [0,00]. Sea ¢ : X — R una funcién continua tal que

lim limsupelog £ [exp <1¢(ZE)> 1{¢(ZE)>M}] = —00. (3.18)
. >

M—oo 0

Entonces

gg%elogE[exp (‘W))] — sup{(x) — I(2)}.

zeX

Finalmente, la conclusion sigue vdlida si se cumple la condicion alternativa
limsupelog £ [exp <7¢(Ze)>] < 0. (3.19)
e—0 €

para alguna v > 1.
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La prueba del lema de Varadhan requerird de unos resultados previos, que se dan a
continuacién.

Lema 3.5. Sea N un nimero entero fijo. Entonces para toda coleccion de nimeros ai > 0
conl1 <1< N ye>0:

N
lim sup € log < Z ai) = mix { lim sup € log (ai) }

e—0 — 1<i<n U
Demostracion. Debido a que la funcién logaritmo natural es creciente, se sigue que
lo ( max ai> = méx log(al).
g mdx a. ) = max log(a)

Por otra parte, dado que a$ > 0 implica que

N
>z
i=1
para toda 7 < N, de la primera igualdad junto con esta tltima desigualdad tenemos que:

N o . SN a
OSelog(Za’E) — ¢ max log(al) :elog( =1 ¢ ) < elog N.

<< ‘ . J
i=1 1N méx;<j<n {at}

Dado que elog N tiende a cero conforme € tiende a cero, entonces dado que el limite
superior de una funcién siempre existe, se sigue de la ecuacion anterior que

N
h'msupelog< ai) = limsup max {ﬁlog al }
0 ; ¢ e—0 1<i<N (ac)

Como N < oo es fijo entonces

If ’{1 i}: '{1' ] }
im sup 11%1%}](\[ elog (ae) lrSn%}JcV im sup € log (a€)

e—0 e—0

O

En los lemas siguientes, I : X — [0,00] es la funcién de tasa buena asociada a la
familia de medidas {uc} mencionadas al inicio de esta seccién.

Lema 3.6. Sea ¢ : X — R una funcion semicontinua inferiormente e I : X — [0, 00]
tal que cumple la desigualdad

—1 < limi . .
;I;EI(Q?) < hgngréfelog te(A) (3.20)

para todo A € B. Entonces

liminfelogE[exp C ¢(ZE)>] > sup{e(z) — I(z)}.

e—0 zeX
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Demostracion. Sean x € X fijo y 6 > 0. Dado que ¢ es semicontinua inferiormente,
entonces existe una vecindad abierta V' de x tal que inf ey ¢(y) > ¢(x)—6 (véase apéndice
para detalles sobre semicontinuidad). Usando esta vecindad V' tenemos que

s . Qb(Ze) s e ¢(Z€)
P2 | > Pge)
IIIGILI(I)lf elog E [exp ( ; > IIIEILI(I)lf elog F'| exp c Lozoevy

1
> liminf elog £ — - inf 1
2 lim inf elog [exp (e ;gv¢(y)> {¢>(Ze)€V}]

(3.21)

Pero
log E L it p(y) )1 = el = il oly) B|1 ]
elog B| exp | ynelv Y) | ezoevy| = €log | exp | ylgv Yy {6(Ze)ev}

= inf log yic(V).
;gvtﬁ(y)ﬂ og te(V)

Sustituyendo esto dltimo en (3.21) tenemos que

liminf € log E[exp (M)] > inf ¢(y) + liminf e log (V).
e—0 € yev e—0

Dado que se cumple la desigualdad (3.20) y la vecindad abierta V es tal que infyey ¢(y) >
o(x) — 9, se sigue que

inf liminf e log uc (V) > fnf — inf I(y) > — I(z) — 6.
;gvcb(y) +1im inf elog pe (V) = ;gVQS(y) [nf, (y) > ¢(z) — I(x)
N——
>—I(x)

Dado que z € X y § > 0 fueron arbitrarios, se sigue el resultado.

Ahora se prueba un resultado anélogo al anterior.

Lema 3.7. Sea ¢ : X — R una funcion semicontinua superiormente que cumple la
condicion de integrabilidad (3.18) y la desigualdad

limsup elog pe(A) < — inf I(z), (3.22)
e—0 z€A

para todo A € B. Entonces
1
limsup elog £ [exp ( qS(Ze))] < sup{¢(z) — I(x)}.
e—0 € T€EX

Demostracion. Primero supongamos que ¢ es acotada por K > 0 constante. ¢ cumple la
condicién de integrabilidad (3.18), pues para M > K, se cample que 1;4(7,)>ny = 0. Sea
a < oo fijo y 6 > 0. Sea el conjunto de nivel

®s(a) :={z e X:I(z) <a}.
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Dado que I es una funcién de tasa buena, este conjunto es compacto para cada a > 0.
Para cada = € ®;(a), dado que I es semicontinua inferiormente y ¢ es semicontinua
superiormente, existe una vecindad V, de x tal que

inf I(y) >I(x)—06 y supo(y) < o(z)+ 0.
yeV: YyEVy
Dado que estamos en un espacio métrico X, existe una bola abierta A, centrada en x tal
que A, C V, (en un espacio métrico, como V,, es abierto, existe una bola de radio € > 0
alrededor de z, achicando el radio a la mitad tenemos un conjunto abierto cuya cerradura
estd totalmente contenida en V;.)
De esta forma, para cada x € ®;(a) existe una vecindad A, de x tal que su cerradura
A, cumple
inf I(y) > I(x) =6 , sup ¢(y) < ¢(z) + 9. (3.23)
YEA yeZz

De esta manera obtenemos una cubierta abierta Umeq,l(a) Az de ®7(a). Dado que los

conjuntos de nivel de I son compactos, podemos extraer una cubierta finita Uf\i 1Ay, =1 A
Usando esta cubierta, el hecho de que ¢(y) < K para todo y € X'y la segunda desigualdad
de (3.23), tenemos que

E[exp (1 : ¢(Ze)>] = E[lAUAC - exp <1 : ¢(Ze)>}

N
. 1

N c N 1 _
< eK/eue(( U Aa%-) > + ) exp (;(¢(ﬂfz‘) + 5))116(14@)
=1 =1

Se sigue que

N N
. 8(Z)/€| <1 K/e ¢ (¢(z)+0)/e,, (A
11H61¢S()up elog E [e ] < hrffoup elog {e e (( U A$i> ) + Z e Me(Aac,-)}

Pero por el lema 3.5 tenemos que (sustituyendo A := JN | A,.)

N N
lim sup € log {eK/“‘,u6 (( U Axi)c > + Z 6(¢(xi)+5)/€ue(Axi)}
i=1 i=1

el0

= méx{ max {h’m sup € log (e(¢(xi)+5)/ﬁu€(zxi)>} , lim sup e log (eK/6 : ,uE(AC)>}
I<i<N €l €l0

= méx{ max {qf)(w,) + 0 + limsup elog ME(Z%))} , K + lim sup elog ue(A°) }
I<i<N €l €l0

39



Capitulo 3. Grandes Desviaciones

Recordemos la hipétesis lim sup,_,q €log puc(A) < —inf _5 I(z) para todo A € B. Nétese
que A C ®;(a)¢ es un conjunto cerrado tal que por definicién de ®;(a), I(y) > a para
todo y € A€, por lo cual se cumplen:

i 1 (A°) < — inf T — iInf I(y) < —a.
o clog (A < = fnf 1) ¥~ fnf 1(5) < o

Usando estos hechos, tenemos que

limsupelog F [e‘ﬂzﬁ)/e}
el0

< méx{ max {¢(z;) + 6 + limsup elog pic(Ay,) } , K + lim sup elog puc(A°) }
1<i<N €10 el0

PR N »
< miix { miix {9(x:) +0 Jof 1)}, K nf I(y) }

< mzix{ 1@2’;}}\[ {o(xi) — I(z;) + 26}, K — a}

< mzix{ sup {¢(z) — I(z)}, K — a} +20
TEX
donde en la peniltima igualdad hemos utilizado la primera desigualdad de (3.23) para

decir que —infyezz. I(y) <6 — I(x;) paratodo 1 <i < N. Como a >0y ¢ > 0 fueron
arbitrarios, dejando a — 0o, § — 0 se sigue el resultado para ¢ acotada.

Si ¢ no esta necesariamente acotada, sea M > 0, entonces aplicando el lema 3.5

limsup elog F [e‘b(ZE)/e}
el0

= h’mféup elog <E [e¢<Z€)/€1{¢(Z€)<M}} +FE [e¢<Z€)/€1{¢(ze)2M}}>

= méx { limsup elog B [€¢(Ze)/61{¢(ze)<M}] , h'mﬁlupelogE [e‘ﬁ(zﬁ)/el{d)(ZE)ZM}] }

el0
< méx{ sg}g {gb(:z:) — I(m)} , h’mj)upelogE [e¢(Z€)/61{¢(ze)zM}] }

Donde en la desigualdad hemos utilizado el resultado para ¢ acotada obtenido anterior-
mente en esta prueba. Usando la hipétesis de integrabilidad (3.18) tenemos que si M — oo,
se sigue el resultado. O

Ahora se prueba que la condicién (3.19) implica la condicién (3.18).

Lema 3.8. 5i para alguna v > 1 se cumple que

h'msupelogE[exp <7¢(Z€)>] < 00,

e—0 €
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entonces
1
lim limsupelog F [exp <¢(ZE)> 1{¢(Z€)>M}] = 0.
B >

M—oo  e0
Demostracion. Sea X, := e(#(Z)=M)/¢ Nétese que ¢(Z.) > M si y sblo si

¢(Ze) = M

€

>0 siysolosi X.>1.

Como v > 1, entonces

e MBI Ny z20n] = B[Xdxon] < B[(X)]
= e*VM/eE[eW(Ze)/E],

es decir:

E[€¢(ZE)/€1{¢(ZE)2M}] < eM(lfA)/GE[e“ﬂf)(Ze)/ﬁ].

De esto tltimo se sigue que

lim supelogE[e¢(Z€)/61{¢(Z€)>M}] < limsup elog (eM(l_V)/eE[eW(ZE)/e])
€l0 - €l0

= 1lim sup € log (eM(l_'Y)/€> + lim sup € log B [e’Wz)(Ze)/E]
€l0 el0

=M (1 —~) +limsupelog E [€7¢(Ze)/€:|
€l0

Por hipétesis el tltimo sumando de la desigualdad anterior es finito. Tomando M — oo y
usando que vy > 1, tenemos que el lado derecho de la desigualdad anterior diverge a —oo,
de donde se sigue el resultado.

O

Con estos resultados a la mano, podemos probar el lema de Varadhan:

Demostracion. (del lema de Varahan 3.2) Debido a que ¢ es continua, en particular
es semicontinua inferiormente y a su vez semicontinua superiormente. Como la familia
{pe} cumple el PGD con funcién de tasa buena I, en particular cumple la conclusién del
lema 3.6, es decir

1f£iélfelogE[exp <1 ¢(ZE)>] > sup{o(z) — I(z)}.

€ TeEX

A su vez, cumple la conlusion del lema 3.7:

lm sup clog E [exp (1 <z><ze>)] < sup{o(z) — I(2)}.

e—0 TeEX
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De aqui se sigue inmediatamente que

liminf elog E [exp (1 gzb(Ze))} = limsupelog E [exp <1 qb(Ze))] ,

e—0 e—0
es decir, lim._,g elog B [exp (i ¢(Ze)>] existe y es igual a

sup{¢(x) — I(x)}.

TEX

Esto concluye la primera parte del lema de Varadhan, la segunda parte se sigue inmedia-
tamente de una aplicacion del lema 3.8.
O

Necesitaremos extender el lema de Varadhan a un caso un poco mas general, pues como
vemos, ¢ : X — R, y a nosotros nos va a interesar cuando ¢ toma el valor adicional
extendido —oo, es decir, cuando tiene imagen en R U {—o0}. Para esto, necesitaremos del
siguiente resultado previo, que es parte del ejercicio 4.3.11 del texto de Dembo y Zeitouni
[17].

Lema 3.9. Supongamos que la familia de medidas {uc} satisface un principio de grandes
desviaciones con funcion de tasa buena I : X — [0,00]. Sea ¢ : X — R una funcion
continua que cumple la condicion

h'msupelogE[exp <7¢(Z€)>] < o0.
€

e—0

para alguna v > 1 (por lo cual cumple la condicion (3.18)). Entonces para todo conjunto
cerrado F' de X se cumple que

lim sup € log </ e¢(x)/5due> < sup{¢(z) — I(x)}.
F

e—0 zeF

Demostracion. Definiendo a

~ {gf)(m) siz € F (3.24)

xTr) =
¢(@) —o0 sixz & F,
se probara que qg cumple las hipétesis del lema 3.7.

Empezaremos probando que es semicontinua superiormente. Si z ¢ F', entonces q@(m) =
—o00. Dado que F' es un cerrado, entonces X \ F' es abierto, por lo cual existe una vecindad
V. de z totalmente contenida en X \ F' tal que qg(y) = —oo. Por otra parte, si x € F,
entonces como en F tenemos que ¢(z) = ¢(x), y ¢ es continua, entonces existen dos
opciones:
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(i) Existe una vecindad V, de x totalmente contenida en F', en cuyo caso por continuidad
de ¢, se sigue que ¢ es continua en esta vecindad, en particular es semicontinua
superiormente.

(ii) Si no existe una vecindad de z totalmente contenida en F', entonces z es un punto
frontera de F', por ser X un espacio métrico. Como ¢ no puede tomar el valor —oo
en I, &(w) tampoco, por lo cual para una vecindad suficientemente pequena V, de
x, se cumple que

$y) < dlx) + 4,

pues si y € F entonces ¢(y) = —oo < ¢(z) + 0. Si (V, N F)\ {z} # 0, entonces para
los y € V, N F se cumple la misma desigualdad, por ser ¢ continua en X.

De este modo ¢ es semicontinua superiormente. Notese ahora que por definicion de ¢, si

x € X'\ F entonces
exp <Z qg(l’)) =0,

por lo cual sélo x € F constribuyen a la integral de esta funcién, de donde se sigue que

h’msupelogE[exp <7<5(Z€)>] =limsupelog (/ 67¢(x)/5du5>
F

e—0 € e—0

=limsupelog F [exp <7¢(Z6)> IF} ,
€

e—0

por lo cual

lim supelogE[exp <Z¢~S(ZE)>] < lim SupelogE[eXp (Zgb(ZE))} < 00.

e—0 e—0

Entonces gE cumple las condiciones del lema 3.7, por lo cual

lfm supelogE[exp (1&(4))] < sup{o(z) — I(2)}.

e—0 TEX

Pero en el lado derecho de la ecuacién anterior, podemos descartar x € X \ F, pues en
estos ¢ = —oo, por lo cual podemos limitarnos a x € F'. De este modo obtenemos

lim sup € log </ e¢(x)/€du€> < sup{¢(z) — I(x)}
e—0 F el

O

Ahora probamos la extensién del lema de Varadhan. Como se dijo al principio de esta
seccién, (X, B) un espacio métrico con {je} una familia de medidas inducidas en (X, B)
por el conjunto de variables aleatorias {Z.} con valores en X. Esta extension esta basada
en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20].
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Teorema 3.3. (Extension del Lema de Varadhan) Sea {Z.} una familia de variables
aleatorias con valores en X cuyas leyes de probabilidad asociadas {p.} satisfacen un PGD
con funcion de tasa buena I : X — [0,00]. Sea ¢ : X — R U {—o0} una funcién
continua tal que para algin v > 1 se cumple que

lim supelogE[eXp (1 gb(ZE))] < 0.
€l0 €

Entonces para cualquier A € B se cumple que:

sup{o(x) — I(x)} < limui)nfelog (/O ed’(x)/sdpe)
o € A
z€A (325)
< lim sup € log (/ e¢(m)/edu€> < sup{¢p(z) — I(x)}
elo A €A

Demostracion. Para la primera desigualdad, nétese que aunque ¢ ahora puede tomar el
valor —oo, esto no afecta la demostracion del lema 3.6, pues usando que ¢ es semicontinua
inferiormente, entonces si ¢(z) € RU{—o0}, sigue existiendo una vecindad abierta V de x
tal que Inf ey ¢(y) > ¢(x) — 6, y se siguen los mismos pasos de la demostracién del lema

3.6, sélo que tomando x € A en vez de X. De aqui que podemos obtener una conclusién
como la del lema 3.6, es decir:

sup{(x) —I(z)} < limnf clog ( ) e¢><w>/edug>
o € A

z€EA

Es de notar que para la ultima desigualdad de (3.25), no podemos seguir el mismo proce-
dimiento que en la prueba del lema 3.7, pues en dicho lema, la hipétesis que ¢(z) # —o0
nos pudo garantizar que se cumplia la segunda desigualdad de (3.23), es decir, que para
todo x existe un abierto A, tal que sup, .z ¢(y) < @(x) + 4. Esta desigualdad fue im-
portante para la prueba del lema 3.7, pero ahora que ¢(z) podria ser —oo, no podemos
garantizar la existencia de dicha vecindad.

Entonces proseguiremos de otra manera. Es claro que si ¢ = —oco en todo X', entonces
el resultado es cierto. Supongamos que ¢ no es —oco en todo X. Sea M > 0 y definimos

Cyi=An{z:¢(x) > -M}.

Como {z : ¢(x) > —M} = qb*l([—M, oo)), por continuidad de ¢ tenemos que este
conjunto es cerrado, por lo cual C)s es cerrado. Usaremos a C'y; para controlar lo suficiente
a ¢ como para poder aplicar el lema 3.9, pues ¢| c,, > —0o. Para esto nétese que

/e¢(x)/6du€: / D gy 4 / P@/egy,
A ANCpp A\CM

(3.26)
< / P/ e + e M (A \ Chy).
ANCpp
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Usando que las medidas {p.} satisfacen un principio de grandes desviaciones con funcién
de tasa buena I, tenemos que

lim sup e log (e_M/Gue(Z \ Cum)) =— M + limsupelog pe(A \ Cr)
el0 el0
<—M-— inf I(x).
:ISEA\CA{

(3.27)

Por otra parte, usando que Cj; es cerrado y que en este conjunto, qﬁ\cm > —o0, podemos
aplicar el lema 3.9 para obtener que

lim sup e log </ e‘z’(x)/edue) < sup {¢(z) — I(z)}. (3.28)
Cm

e—0 zeC)h

Usando el lema 3.5 y después aplicando (3.27) y (3.28) en (3.26) obtenemos que

lim sup € log </ @ e + e M p (A \ CM)>
€l0 ANCiy

= méx { lim sup € log </ e¢(x)/edue> , lim sup € log (eiM/E,ug(Z \ Cwr)) }

€l0 ANC)hy el0
<méx { sup {¢(z) —I(z)}, —-M — inf I(z)}
xeChr z€A\Cym
<max { sup{o(x) — I(x)}, —M}.
x€A

Dejando M — oo en la ultima ecuacién, se sigue que

lim sup € log (/ e‘z’(x)/eduE) < sup{¢(z) — I(x)}.

€l0 A z€EA

Esto prueba la tercera desigualdad de (3.25). La segunda desigualdad se sigue de la
definicion de limite superior y limite inferior. O
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Capitulo 4

Aplicaciéon a un problema de
optimizacion

4.1. Replanteamiento del Problema 1.1

En este capitulo se da una aplicacion de la teoria estudiada en los capitulos anteriores
2 vy 3 al problema propuesto en el capitulo 1 de este trabajo, en particular al Problema 1.1.

Como se dijo en el capitulo 1, en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson [20], se
busca minimizar a la integral

dP

Ep {GQ(B)th

(B)] . (4.1)
Vamos a estudiar el problema de minimizar una aproximacién de (4.1) desde el punto de

vista de las herramientas desarrolladas en los capitulos 2 y 3. La manera de proseguir
serd basada en el articulo de P. Guasoni y S. Robertson en [20].

Debido a que el problema a resolver se presenta en finanzas, y por razones de esta

area, se requiere que el cambio de medida dado por la derivada de Radon-Nikodym %

nos mantenga trayectorias que sean martingalas' bajo Q. Esto es logrado por el teorema
de Girsanov 2.3, por lo cual escoger un cambio de medida Z—P es analogo a escoger un
término de deriva adecuado h, por lo cual denotamos la dependencia de () de h al escribir
Q". Comentamos en el capitulo 1 que se usarfan términos de deriva deterministas. Usa-
remos un principio de grandes desviaciones para el movimiento browniano, por lo cual,
como vimos en el lema de Schilder del capitulo anterior, usaremos el espacio cldsico de
Cameron-Martin Hp. De acuerdo a P. Guasoni y S. Robertson en p. 3,4,7 y 8 de [20], la
velocidad de simulacién de estimadores con las trayectorias en este espacio es buena, y en

'Por razones del concepto conocido como arbitraje. Estas condiciones y conceptos de finanzas no se
estudian aqui, pero para mds detalles ver el texto de P. Glasserman [10] seccién 1.2.2 y las referencias
ahi contenidas.
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la practica este espacio da soluciones eficientes. En las secciones 4 y 5 de [20], los autores
trabajan con funciones particulares de interés en finanzas, y en particular en la seccién 5
dan ejemplos numéricos de la eficiencia de estas soluciones.

Pongamos a la expresion (4.1) en términos de una derivada de Radon-Nikodym dada
por el teorema 2.3 del capitulo 2, y usando h € Hy. Esto lo hacemos del modo siguiente:
para h € Hp formamos su exponencial estocdstica

t t
5</hsst> = exp </ hsdBg — 1/ h?ds).
¢ 0 2 Jo

Como sabemos, por el teorema de Girsanov 2.3 esta exponencial estocastica es una P-
h .
martingala y es tal que bajo el cambio de medida % = 5( i hsst)t, el proceso

Xt = Bt—ht

es un movimiento browniano estandar, donde se ha utilizado que hy — hg = hy = fo hsds.
Tenemos que

dP 1 1 ( /T . 1 T -
= = - =exp | — htdBt + = / ht dt
th aQh g(fhsst)T 0 2 0

dpP

donde la primera igualdad de la expresién anterior se sigue del resultado en Halmos [5]
p. 136. Asi que la expresién (4.1) toma la forma

Ep [G%B)Cgh} — Ep [Gz(B) exp <— /OT hydB, + ;/OT hfdtﬂ .

Usando que G? = exp (log(G?)) = exp (2log(G)), definiendo F :=log(G), tenemos en la
ecuacién anterior que

Ep [GQ(B)C?QP;] = Fp [exp <2F(B) — /0 ' hidB; + % /O ' hfdt)} . (4.2)

Sin embargo, como dijimos en el capitulo 1, los autores P. Guasoni y S. Robertson
indican en la p. 6 de [20] que la integral (4.1) es dificil de calcular con exactitud, por lo
cual trabajan con una aprozimacion perturbada de Ep [GQ( )th} y en la p. 6 de [20]
indican que con esta aproximacién, les interesa minimizar

€ log Ep *G2(\fB) (xfB) (4.3)

aQr

al dejar tender la perturbacién e a cero. Es decir, se busca minimizar con respecto a
h € Hr a

*GQ(fB) D).

limsupe log Ep
el0

aQh
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o } (4.4)

Multiplicando (4.2) por 1/e y sustituyendo B por /e B, entonces al tomar en cuenta a la
aproximacién de (4.1), obtenemos

Asi que en este trabajo nos limitaremos a un método para hallar

LG (VeB) S (VeB)

min < limsupe log Ep
hEHT E\LO

*G2(fB) L (veB)

limsup e log Ep
el0

aQh
1 r . 1 /T,

zlimsupelong[exp <(2F(\/EB)—/ \@htdBt+2/ hfdt))}
€ 0 0

e—0

Entonces el objetivo es minimizar a esta iltima expresién, y de este modo tenemos el
siguiente problema, que es el replanteamiento del Problema 1.1 del capitulo 1.

Problema 4.1. Con L definido para h € Hy como

L(h) := limsupe log Ep [exp <i (2F(ﬁB) — /OT VehydB; + % /OT h?dt))}, (4.5)

e—0

proponer un método para hallar

in L(h). 4.
12 L .

Una solucion al problema (4.6) serd denominada una solucién asintéticamente opti-

ma.

La siguiente suposicién jugara un papel esencial en el principal resultado a probar en
este capitulo. En nuestro contexto, F' := log(G).

Suposicién 4.1. F: Wy — RU{—o00} es continua y satisface la desigualdad
«
F(z) < K1+ Ko < sup ]a;t|> (4.7)
te[0,7]
para algunas K1, Ko > 0 y para alguna 0 < a < 2.

Segin P. Guasoni y S. Robertson en [20] p. 6, para practicamente todas las funcio-
nes de pago G de interés en las aplicaciones, se cumple la suposicion anterior al hacer
F :=log(G).

Vamos a obtener dos lemas auxiliares cuya tnica finalidad es probar que la expresion
(4.5) a minimizar, bajo hipétesis suficientes podemos relacionarlo con un problema varia-
cional por medio de la extensién del lema integral de Varadhan dada en el teorema 3.3 y el
lema de Schilder que se dio en el teorema 3.1 del capitulo anterior. Después obtenemos el
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lema 4.3, cuya finalidad es probar que los problemas variacionales que hallemos tienen una
solucién. El producto final de lo anterior sera el teorema 4.3, que nos da implicitamente
un algoritmo para resolver el problema de minimizar (4.5), que proponemos al final de
este capitulo.

4.2. Resultados Auxiliares

Bésicamente se compilan resultados de los capitulos anteriores para probar lemas que
nos llevan directamente a la solucién del problema. Se usaran unos principios bésicos de
célculo de variaciones. El siguiente es tinicamente un resultado auxiliar, tomado de P.
Guasoni y S. Robertson [20].

AN1/(2=a)
Lema 4.1. Sean A,B >0 ya € (0,2). Sea by := (a—> . Entonces f : [0,00) — R

2B
definida por f(b) := Ab® — Bb? satisface

/O"" exp (f(b))db < exp(Ab§ — Bb2) (bg + \/ml’n{QB, 2};(2 — ) (4.8)

Demostracion. Nétese que

f'(b) = aAb*~t —2Bb
f"(b) = a(a — 1)Ab*~2 — 2B (4.9)
() = a(a — 1)(a — 2) A3
Entonces
i = a(53)7 " 2 (53)

()=t (aA)Te
(2B)==  (2B)7a"!

_ (a7 (ad)ra
(2B):==  (2B):a

por lo cual se sigue que by es un punto critico de f. Observemos lo siguiente:

(i) Es inmediato ver en (4.9) que f/(b) < 0 si y sélo si aAb®~! < 2Bb, y esto tltimo

o i CraAN1/(2—a)
, es decir, si y sélo si <@)
parte f/(b) > 0 siy sélo si b < by. Esto nos indica que f’(b) es positiva antes de by,

toma el valor de cero sélo una vez en by, y una vez que pasa este valor es mantiene
negativa la derivada, lo cual significa que by es un maximo global de f.

b2—a

. p e
ocurre si y sélo si — < = by < b. Por otra
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(ii) Por otra parte, observemos que

f'(0) = ala —1)Ab* 2 —2B < —2B siyslosi a(a—1)A0"2 <0
siysélosi a—1<0,
donde pasamos de la segunda a la tercera desigualdad porque integraremos en valores

b > 0 y las constantes son tales que A, > 0. Entonces si a € (0,1] tenemos que
f"(b) < —2B.

(iii) Por otra parte, f"”(b) < 0si a(a—1)(a—2) < 0, lo cual ocurre si a € (1,2). Entonces
si a € (1,2), tendriamos que f”' < 0, por lo cual f” seria decreciente. Entonces si

b Z bo:
AN (@=2)/(2—a)
" < _ . aAd .
£'(6) < £ (bo) =ala~ DA(55) 2B
2B
=4(5z) —28
=2B(a—2) = —2B(2 — «).
De (ii) y (iii) vemos que si a € (0,2) y b > by, se cumple que
(b)) < méx{—2B, —2B(2 — a)}. (4.10)

(No necesitamos b > by para la condicién (ii), pero si la ocupamos para la condicién
(iii).) Haciendo una expansién de Taylor de primer orden alrededor de by y usando que
1'(bo) = 0 obtenemos que:

F(8) =AU — B + £/ 00)(b ~ bo) + 5 " (65)) (b~ W)’

= AbS — Bb + %f” (£(b)) (b — bo)?

donde £(b) € [b,bo] sib < by &() € [bo,b] sib > by. Pero si b > by, entonces £(b) € [bo, b],
en particular £(b) > by por lo cual, como ya hemos visto en (4.10),

f7(&(b)) < méx{—-2B,—-2B(2 — a)}.

De esto tdltimo combinado con la expansion de Taylor obtenida anteriormente se sigue
que

/Oo exp (F(b))db < /OO exp (f(bo) + 5(b — bo)” méx{~2B, ~2B(2 — )} )db

b() bO

—exp (f(bo)) /boo exp (%(b ~ bo)? max{—2B, —2B(2 a)}) db

50



Capitulo 4. Aplicacion a un problema de optimizacién

Entonces tenemos lo siguiente:

/Oooexp (f(b))db
bo 00
—/0 exp (f(b))db—i—/ exp (f(b))db

bo

o0
<bgel?0) 4 (o) / exp (%(b — bp)? méx{—2B, —2B(2 — a)})db

bo
_ o 0) = 1 2 4
=ef®) (g + [ exp (i(b— bo)? méx{—2B, —2B(2 — a)})db (4.11)
bo
Usando que max A = —min(—A) para todo conjunto de nimeros y definiendo C :=

min{2B,2B(2 — «)}, obtenemos que la tltima integral de (4.11) es igual a

/: exp < - %(b — bo)? min{2B,2B(2 — a)}) db

4.12
/Ooep( (b_b02>db</ooep< (b_b0)2>db e
= X A X I A .
bo 2(1/0) - —00 2(1/0)
Haciendo el cambio de variable w := l\};/%, la ultima integral de la expresién anterior
es
2 [ 2
Vel ora=yz
donde hemos utilizado que f_oooo e duw = N
De aqui se sigue que al sustituir en (4.12) obtenemos que
* 1 9 2m
exp | — =(b—bp)*min{2B,2B(2 —«a)} | <1/—,
bo 2 C
y sustituyendo esto iltimo en la integral de (4.11) obtenemos que
o 2
/ exp (f(b))db <el ) (bo +1/ = >
0 C
2
—ef0) [ p
¢ ( 0t \/min{2B, 2B(2 — a)} )
O

Para el siguiente resultado, ocuparemos de la suposicién 4.1 dada anteriormente:
Suposicién 4.2. F: Wy — RU{—o00} es continua y satisface la desigualdad
[0}
F(z) <K+ Ky | sup |z¢] (4.13)
te[0,7]
para algunas K1, Ks > 0 y para alguna 0 < a < 2.
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Lema 4.2. Supongamos que F' : Wpr — R U {—o0} satisface la suposicion 4.2. Sea
h € Hp tal que h es de variacion acotada y definamos Fp, : Wp — R U {—o00} como

T 1 T .
Fh(.%') = QF(.I‘) — / htdxt + 2/ thdt
0 0

Entonces Fy, estd bien definida, es continua y si Z. = \/€B, entonce Fy, también satisface
el criterio de integrabilidad

h'msupelogE[eXp (l Fh(Z€)>] < 0
€l0 €

para toda v > 1 y h € Hy tal que h es de variacién acotada.

Demostracion. La definicién de Hp implica que fOT h?dt < 00, asi que para verificar que
I}, estd bien definida, sélo necesitamos verificar que fOT hydz, estd bien definida para toda
x € Wrp. Pero esto se sigue de la férmula de integracién por partes, que nos dice que
existe fOT hydz; como una integral ordinaria de Lebesgue-Stieltjes, porque existe fOT zydhy
(véase el teorema de integracién por partes en el texto de D. Stroock [13] teorema 1.2.3
p. 9) gracias a que h tiene variacién acotada en [0,T] y z es continua en [0, 7], y mas ain

T . . . T . . T .
/ htdmt = xThT — xoho — / l’tdht = QfThT — / a;tdht,
0 0 0
donde hemos usado que zg = 0. De aqui obtenemos que para toda h € Hy con h de

variacion acotada, F} estd bien definida. Para verificar la continuidad, ndtese que para
z,y € Wr,

i)~ F10)| =[P @) = F) — ([ o [ )

T T
S2\F(x)—F(y)\+‘ / hodiy — / hedyy
0 0

Por continuidad de F', vemos que la continuidad de Fj}, se seguird de la continuidad del
mapeo r +—> fOT hidz;. Por la formula de integracién por partes usada anteriormente,

tenemos que si V(h) denota la variacién de h en [0, T], entonces:
T . . T .
‘ / htd:L‘t :EThT — / :L‘tdht
0 0

donde en la ultima desigualdad hemos utilizado que ‘ fOT dht‘ < V(h), pues para toda
particién Il = {0 =tg <t < ... <t, =T} de [0,T] se cumple que

T
< llzlloliz! +||x||oo] [ i

< |2lloo (|or| + V (1)),

(4.14)

n

Z(htz - htz‘—1) < Z ‘htl - hti_l‘ < M < oo,
=1 i=1
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donde M > 0 es una cota para la variacién de h, que hemos supuesto que es finita.
Tomando particiones II tales que ||II|| — 0 obtenemos que ’fOT dht’ < V(h) < M. De

aqui se sigue que en la ecuacién (4.14) se tiene que

T .
’ / htd.’IJt
0

con 0 < M* = |hT| + M < oo. Como en Wr usamos la norma uniforme, esto prueba que

< Nlloo (Jor] + M) = M*[|]|o,

T — fOT iltd(L't es un mapeo continuo de W a R, y con ello se sigue la continuidad de F},.
Ahora verificamos la condicién de integrabilidad. Antes calculamos lo siguiente.

elog E[exp (g Fh(\/EB)ﬂ

:elogE|:eXp< <2F\fB /\fhtdBtJr M))}

determinista

= clog { exp (;E /OT hfdt) x E [exp (Z <2F(\/EB) - /OT ﬁhtdBt))] }
= elog exp <;€ /OT h?dt) +elogE [exp <Z (2F(ﬁB) - /OT ﬁhtdBt>>]
_ g/o htdt+elogE[exp< (2F (VeB) — / \fhtdBt)ﬂ (4.15)

Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz E[e®e?] < E[e?*]'/2E[e*]'/? al tltimo su-
mando de (4.15) obtenemos que

elogE[exp( <2F (VeB) — / \fhtdBt>>]
= elogE[exp (ZQF(\/EB)> X exp <— % /OT \ﬁhtdBt> }

e eb

< elog { E [exp (‘?F(ﬁB))] . E[exp < . /OT \/ghtdBt)] 1/2}

2 T,
logE{exp< (fB))] +;logE{exp(—7\ﬁ/ htdBt>]
€ 0
Usando esta ultima desigualdad en la ecuacién (4.15), obtenemos que

elogE{eXp <Z Fh(\@B))] (4.16)

< ;/[]Th?dt—i— 21ogE[exp( (\/B)” n glogE[exp (—f/”g/OThtdBtﬂ.
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Probemos entonces que el término del lado derecho de la desigualdad anterior es finito al
tomar el limite superior. Es claro que el primer término es finito, por ser h € Hy. Para el
tercer sumando, usaremos que

T . T .
/ htdBt~N<0, / hfdt)
0 0

(véase el teorema 2.2 del capitulo 2) y que E[e?X] = ¢?°7°/2 si X ~ N(0,02). De esta
manera obtenemos que si 02 = f(;f hidt y 6 = 27/+/€, entonces la tercera integral del lado
derecho de (4.16) cumple que

h’msupelo E[e p< Gt} Tth)] h’msupeloep 1<27>2/T}i2dt
= <o | — 2L — = o | = (2L
ew?g vedo T e¢02g 2\ve) Jo !
T-
:72/ hidt < oo.
0

Falta ver que el segundo término del lado derecho de (4.16) es finito. Para esto, usemos
la suposicién 4.2 para obtener que:

glogE[exp (MF(\@B)> ]
€
4y @
exp | — | K1+ K2 sup |VeB]
€ t€[0,7)
€ 4y 4y a
= —logl exp| —Ki ) -FE|exp —Kg( sup ]ﬁBtD
2 € € t€[0,7]

4
exp <7K2\ﬁa< sup \Bt\)a>
€

€
<-logFE
=508

= 27K + ¢ log B
2 te(0,7

4vK o
exo (52 aup 1)°) ]
e/ t€[0,T]

= 27K + glogE

es decir,

4
lim sup% logE[exp <7F(ﬁB)> ]
€

el0
o (4.17)
Y2 @
—_— B .
exp (el—a/z’(tesfé?}ﬂ t|> )]

Si podemos probar que el dltimo sumando del lado derecho de (4.17) es finito, habremos
terminado. Nétese que

{ sup |By| > b} C { sup By > b}U{ inf By < —b}.
t€[0,T] te[0,7) te[0,7)

< 2vKj + limsup < log £
o 2
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Usemos que infyco 7 By = — supte[O,T}(—Bt). Pero como sabemos (basta con ver la dis-
tribucién normal, que es simétrica respecto al valor esperado), si B es un movimiento
browniano estandar, entonces —B también lo es. De estas observaciones, se sigue que

P{ sup | By > b} < 2P{ sup B > b}. (4.18)
te[0,7) te[0,T

4v Ko

e Y2 la variable aleatoria
€

Definamos a A :=

X :=exp (A- ( sup |Bt|>a> > 0.

te[0,T

Noétese que podemos aplicar el lema A.1 del apéndice? a X para calcular su valor esperado.
Usando dicho lema junto con la ecuacién (4.18), tenemos que

:/ P{X > b}db

0

—/ P{exp (A~ sup |By| > b}
0 te[0,T]

> 1 b
:/ P{ sup |Bi| = ( & }d
0 t€[0,T]

o0 1 1/
P / P{ sup B; > Ogb db
0 t€[0,T]

2/ P{ exp (A( sup Bt)a> Zb}db

0 te[0,T]

exp A( sup Bt>
te[0,T)

Usando esto ultimo y el hecho de que por el principio de reflexién A.2 del apéndice, la
distribucién de supy¢(o 1) Bt estd dada por

_.]2 2
P{tes[%}aﬂ Biedb} =/ — exp (= b?/2T)db

*Dicho lema nos dice que para X >0, E[X] = [ P{X > b}db.

S

IN

=2F
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Usando esto ultimo, obtenemos que

AvK a AvK o
E | exp 17 22< sup \Bt\) < 2F | exp %( sup Bt)
€Y% N ieqo, 1] =22\ ycio7)
o dvK
:2/ exp< 17 2Qba>P{ sup Btedb}
0 el=a/ te[0,7]
P 4y Ko b2
=2/ — —=b* — — |db
T /0 P (el—am oT
2 (o9}
=2/ = Ab™ — Bb? 4.1
FT/O exp (Ab b?)db, (4.19)
donde hemos definido B := 1/2T y A como definimos arriba. Podemos aplicar el lema
4.1, con
aA\1/(2-a)
W= (55)
_(_AoyKy N\ee (1 \Fa 1/(2-a) L
- <261—a /2/2T) = (4aTKy)? (e@—a)/?) = (40T Ky) NG

De este modo, con el lema 4.1 obtenemos que la integral de (4.19) cumple que

o0 21
Ab® — Bb?)db < AbY — Bb2) | b
/0 exp ( )b < exp(Abg 0) ( o+ \/min{2B, 2B(2 — a)} >

i o) —af2_ 1 o)
= exp <;,)422(40TVK2)Q/(2 )e /2—ﬁ(4aT7K2)2/(2 ) 1>

oy 2w
X <(4OZT’YK2)1/(2 2 \/min{l/T, 1/T(2 - )} )

Notese que si definimos N := 4aTvKy ya M := min{%, %(2—04)}, entonces al simplificar
al argumento de la funcién exponencial en la tUltima ecuacién obtenida:

4”)/K2 _ _ 1 _ 4")/K2 _ _ 1 _
4aT~K. a/(2—a), —af2 - 4aT~K. 2/(2 a)zi a/ZNa/(Q a)_7N2/(2 )
ci—ayz (10TVKz) ¢ o7 eTVE>) 1-a/2” 2T
_oT 49Ks yaje-0) _ 1 z2/-a)
aT € N 2TeN
_ N oo L p2se-a)
eaT 2Te
N2/(2—a) 1 1
- eT (E B 2)’

de tal forma que obtenemos que

o N?/@=e) 1 1 27
a 2 < A S 1/2—a) —1/2 el
/0 exp (Ab Bb )db_exp( 7 (a 2)) x| N € +

~
Sea esto=:K
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Usando esto ultimo en la ecuacién (4.19) obtenemos que
4v Ko @
exp _7( sup ]Bﬂ)
(61 /2 te[0,7]
2
€ 2 Nz=a /1 1
< limsup < log | 2K/ — (7—7)
- 11161¢%up2 og( VT exp( el \a 2 ))
2
€ 2 € Nz« 1 1
— 1 Slog [ 2K/ = | +1limsup <1 (777)
11][€1§)up2 og( € 77T>+ melfoup2 og(exp( T \a 2 >>

0

lim sup ¢ log £
o 2

e N2/(2—a) <61y ;) _ N2/(2-a) (1 1

— limsup < = - 2) <o,
T2 er o7 \a 2/°%

donde usamos que o < 2 y en la primera igualdad que

€ 2
If Slog 2K/ =
Hfj)up 2 8 ( \/;>
~limsup Slog [ N2 1 2T ) Ciinaup Slog (2= | =0
€l0 2 M €l0 2 vl ’

donde se ha utilizado que lim,_o x log (%) = (, por una sencilla aplicacién de la regla

de L’Hospital. Como se dijo anteriormente en la ecuacién (4.17), esto es suficiente para
probar el resultado, pues esto prueba que el lado derecho de (4.16) es finito.
O

OBSERVACION: Nétese que gracias a que por definicién, F' es continua, y probamos
en las ecuaciones (4.16) y (4.17) que limsup, |, § log E| exp (%F(ﬁB)) | < o0, entonces

se sigue que F' también cumple las hipdtesis requeridas para aplicar la extensién del lema
de Varadhan.

Antes de continuar, probaremos que el espacio clasico de Cameron-Martin H7 con el
producto interior

T
@y = [ it
es un espacio de Hilbert.
Teorema 4.1. Hp es un espacio de Hilbert.

Demostracion. Sea (g,) una sucesién de Cauchy en Hp. Por definicién de la métrica de
Hr, esto es equivalente a decir que (g,) es una sucesién de Cauchy en L?[0,7]. Pero
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L2[0,T] es un espacio de Hilbert, por lo cual §, — 7 si n — oo, para alguna v € L2[0, T].
Noétese que

g(t) ::/O v(s)ds € AC|0,T],

por el Teorema 14 p. 110 en H.L. Royden [11]. Claramente, g(0) = 0, y dado que ~ es
Lebesgue integrable, se sigue que para casi toda ¢t € [0,T]: g(t) = v(t), por el teorema
fundamental del célculo de Lebesgue. Finalmente gracias a que v € L2[0, T se sigue que
g € L?[0,T). Esto se traduce a que g, — g si n — oo en Hy, por lo cual Hp es completo
en la métrica inducida por su producto interior.

O

Notese que Hr puede verse como un subespacio de Hilbert continuamente encajado
en Wy, el espacio cldsico de Wiener. Esto es asi porque para cada h € Hp y t € [0,T] se

cumple que
t .
/ h(s)ds
0

es decir que la funcién de inclusién i : Hp — Wy tal que h <y h es continua. H7 es un
subespacio de Hilbert importante para Wy, y explotaremos sus propiedades para hallar
una solucién a nuestro problema principal a resolver en el trabajo.

T 1/2

Diremos que una funcién definida en un espacio métrico F' : X — R U {£oo} es
coerciva si cumple que
F(z) — oo conforme ||z| — oo.

El siguiente resultado es inspirado de [22] de J. Jost y X. Li-Jost, p. 186 Teorema 4.2.1,
s6lo que usamos hipétesis més restringidas para nuestro caso particular, por lo cual no
ocupamos tantos resultados como en [22], y la prueba se facilita.

Teorema 4.2. (Existencia de minimo en espacio de Hilbert) Sea H un espacio
de Hilbert, F' : H — R U {oo} tal que F' no es idénticamente oo, es coerciva y débil-
mente semicontinua inferiormente. Entonces existe un minimizador xo € H, es decir, un
elemento xq tal que

F(xg) = inf F(x) > —oc.

r€EH
Demostracion. Sea {x,} una sucesién minimizadora para F, es decir, una sucesién tal
que
lim F(x,)= inf F(x).

Jim F(a) = fuf F2)
Nétese que como F' # oo, entonces inf ey F(z) < co. Como F' es coerciva, si ||z, || — oo
conforme n — oo, entonces F(x,) — oo. Pero como {z,}, es una sucesién minimiza-
dora, esto no puede suceder, pues lim,,_,o, F(z,) = inf ey F(z) < 0o. Entonces se sigue
que {x,}, estd acotada en H. Como toda sucesién acotada en un espacio de Hilbert tiene
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una subsucesién débilmente convergente (véase teorema 21.8 p. 293 del texto de J. Jost
[6]), entonces existe xg € H tal que x, — x¢ débilmente. Pero como F es semiconti-
nua inferiormente en la topologia débil (véase la seccién A.1 de semicontinuidad en el
apéndice):

F(z0) < liminf F(z,) = fof F(x).
(o) < liminf F(z,) = fnf F(z)

Dado que zy € H, debe ser que F(xg) = infyey F(x) > —o0, pues F no toma el valor
extendido —oo en H.
O

Nétese que si g, — g débilmente en Hry, entonces la sucesién {g,} estd acotada en
L?[0,T), es decir, existe M > 0 tal que

lgnllzz < M para todan € N.

(lema 21.11 p. 297 del texto de J. Jost [6]). Sea € > 0. Nétese que si § = €2/M?, entonces
para s,t € [0,7T] tales que |s — t| < 6:

/St gn(u)du

de tal modo que {g,} es equicontinua. Por otro lado, {g,} converge a g puntualmente,
porque si para cada t € [0, 7] definimos

hi(s) = {s si s €]0,t)

t siseltT],

1/2

t
190 (8) — gn(s)] = < nllze ( / du) < s — VM < 820 = c,

entonces podemos usar

W) = 1 sise(0,t)
o sise(t,T),

de tal manera que es cierto que h'(s) = f(f ht(u)du y ht € Hp , entonces por convergencia
débil en Hp:
<gn, ht >HT — <g, ht >]1-]IT Si nm — 00.

Esto se traduce en

<gn7 I:Lt >L2[0,T] - <gn7 I:Lt >L2[0,T] Si n— 00,

de donde obtenemos que

T . t
/ (gn(s) — g(s))h'(s)ds| = / (gn(s) — g(s))ds| =0 si n— oc.
0 0

Pero por definicién de Hyp, esto implica que

= |gn(t) —g(t)] =0 si n— oo.

/ (9n(s) — g(s))ds
0
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Como esto ocurre para cada t € [0,7T], entonces concluimos que {g,} converge a g pun-
tualmente. Por el lema A.4 del apéndice, se sigue que {g,} converge a g uniformemente
en [0,7T], es decir g, — g en C[0, T]. la observacién anterior nos auxilia en la prueba del
siguiente resultado, tomado de P. Guasoni y S. Robertson [20].

Lema 4.3. Sea F : Wp — R U {—0o0} continua tal que satisface la suposicion 4.2.
Entonces para cualquier h € Hy y M > 0, existe un maximizador para el problema

xeHr

T T T
max {zp(x) + M/ (p — hy)2dt — 2M/ i2dt 4 (1 — 2M)/ hfdt} (4.20)
0 0 0

Demostracion. Nétese que (4.20) es igual a

méx {2F (z) — M|z + hl|f, + b, } -

c€Hp
De esta tltima ecuacidn, definimos G(x) := 2F(x) — M ||z + hH]%IT + ||h||]%IT. Aplicaremos
el teorema 4.2 a —G restringido a Hrp, pues

— min { — G = mix G 4.21
min { - G(o)} = mix G(x), (4.21)

por lo cual el minimo de —G nos proporciona el maximo buscado. Nétese que por defini-
cién de F tenemos que —G : Wp — RU {o0o}.

Como buscaremos el méaximo en Hp, entonces probaremos que —G restringida a Hp
es semicontinua inferiormente en la topologia débil de Hp. Para esto, como dijimos en la
observacién justo antes de este teorema, si g, — ¢ débilmente en Hy, entonces g, — ¢
en C[0,T]. Pero F por hipétesis es continua en Wr, por lo cual g, — g en C[0, T implica
que F(g,) — F(g), es decir, entonces F' es débilmente continua con el producto interior
de HT.

Por otra parte, el mapeo f : Hy — R definido por f(z) := vVM|z + hllg, es
continuo, pues si € > 0, tomando § = e/\/M se sigue que si ||z — y|lm, <, entonces por
la desigualdad triangular

(@) = fW)| = VM [l + hlle, — ly+ bl | < VMllz - ylla, <e

es decir, f es continua, por lo cual f2 también es continua y con ello z +> M ||z + h||1%HT es
continua, lo cual implica que es también Hp débilmente semicontinua inferiormente. Con
todo esto, obtenemos que

~G(x) = Mllz + hllfy, — 2F (z) — | A,

es débilmente semicontinua inferiormente.

Ahora verifiquemos la condicién de coercividad. Para esto, nétese que gracias a la
suposicion 4.2, existen K1, Ko > 0 tales que

Ml + hli&, — b, — 2F(z) > Mz + hllg, — (Al — 2K - 2Kalz)l%. (4.22)
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Pero por la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

foll, = ( s o
€[0,7]
t a
= (mzix /dfsds>
t€[0,T7]
< (max/ |x8|ds>
te[0,T]
T a/2
=(/ |xs|ds) <o ([Clapas)
0 0

de donde se sigue que —2Ks||z||S > —2K2T°‘/2Hx\|%T. Como a < 2, si ||z||m, — o
entonces

M|z + b\, — 2KT?|z||g, — .

Usando esto en la desigualdad (4.22), obtenemos que
—G(z) > Mjx + h|f, — |hlf, — 2K = 2KoT|2|lfy, = 00 si [, — oo

De aqui se sigue la coercividad de —G. Como —G también es Hp semicontinua inferior-
mente, v Hr es un espacio de Hilbert, aplicando el teorema 4.2 obtenemos que existe un
minimo zg € Hy para —G, y concluimos que existe xq tal que

G(zo) = méx G(z) = mix {2F(m) — M|z + h|%, + ||h|]]%IT}. (4.23)

z€Hr x€Hp

Nétese ademas que gracias a que min,em, { G(x } > —00, entonces

— min { — G(z)} = mix G(z) < .

x€Hp x€Hp

4.3. Solucién al Problema

Es hora es compilar todos los resultados obtenidos hasta ahora, para solucionar por fin
el Problema 4.1 dado al inicio de este capitulo. Recordemos que queremos minimizar a
una aproximacién de una integral, lo cual de acuerdo a la ecuacién (4.5) es equivalente a
minimizar
) 1 ro_. 1 [T,
L(h) := lim sup ¢ log Ep {exp (e <2F(ﬁB) — /0 VehdB; + 2/0 h; dt))]. (4.24)
€E—>

Entonces el objetivo es minimizar esta iltima expresiéon y una solucién al problema

min L(h)
heHr
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serd denominada una soluciéon asintéticamente éptima.

Auxilidandonos de todos los resultados anteriores que hemos probado, se demuestra, el
resultado principal.

Teorema 4.3. Supdngase que F' = log(G) satisface la suposicion 4.2. Entonces se cumple
lo siguiente:

(i) Si h € Hy tal que su derivada h tiene variacion finita en [0,T] y L estd definido
como en (4.24), entonces

L(h) = sup {2F(x)+;/T(;ct—ht)%t—/Tﬁdt} (4.25)
0 0

zeHp

(ii) Para todo h € Hyp, existen mazximizadores tanto para la expresion (4.25) como para

J— T .2
zseuﬁllaT {QF(af) /0 xtdt}. (4.26)

~

(iii) Si h es una solucién al problema (4.26), entonces h cumple ser asintéticamente
optimo st

L(h) = 2F(h) — /O ! h2dt. (4.27)

Mas ain, si se cumple (4.27) y h tiene variacién finita, entonces h es solucidén unica
de (4.26).

Demostracion. Para probar (i), nos fijamos en el conjunto indizado por € > 0 de movi-
mientos brownianos escalados de la forma

Ze:={\/eBy : t € [0,T]}.

Es decir, para cada e tenemos un proceso estocastico, o equivalentemente, una variable
aleatoria Z, con valores en X = Wr. Por el lema de Schilder (Teorema 3.1), las medidas
inducidas {p.}e por el conjunto {Z,}. satisfacen un principio de grandes desviaciones con
funcién de tasa buena

1/Ta§2dt sizecH
Iz)=42J), ™ g

o0 siz € Wp \ Hp.

(4.28)

Gracias a esto ultimo en conjunto con el lema 4.2, para cada h € Hp tal que hy tiene
variacion finita, la funcién

T . 1 T .
Fh(x) = QF(.%') — / hidx: + 2/ h?dt
0 0
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satisface las hipdtesis de la extensién del lema de Varadhan (teorema 3.3), pues es continua
y cumple el criterio de integrabilidad requerido. De aqui se sigue que si en la desigualdad
(3.25) de la pdgina 44 que nos da el teorema 3.3 usamos A = X = Wp = WT = Wr, esta
toma la forma?

sup {Fh(@) = I(2)} < limnf elog £ [exp <1Fh(\@B)> ]

zeEWT €

< limsup clog £ e (Lhven)) | < sup {Fifa) ~ 1)

de tal suerte que

u%%updog];[exp (1%@3)) ] = swp (o) - 1))

lo cual por definicién de Fj, quiere decir:

1 C 1 [T
limsupelog £ [exp ( <2F(ﬁB) - / VehydBy + 2/ hfdt)) ]
€ 0 0

€l0
T . 1 T .
= sup {2F(m) —/ htdxt—i—/ h?dt—[(x)}.
xEWp 0 2 0

Pero como sabemos, F' puede tomar el valor extendido —oo, y por el lema de Schilder, la
funcién de tasa buena cumple que

(4.29)

—I(z) = —o0 si x € Wy \ Hy.

Como nos interesa el supremo en Wy, descartamos las x € Wy \ Hy y nos fijamos
. T . :
unicamente en Hp, donde ocurre que I(x) = %fo Z:2dt si € Hp. De esta manera, por

la expresién (4.29) obtenemos que

1 r . IR
lim sup elog E [exp (e (2F(ﬁB) - / VehidBy + 2/ hfdt)) ]
0 0

el0
| T
= sup S 2F(x)+ = [ (& — he)°dt — zydt » .
o€Hy 2 Jo 0

Para probar (ii), simplemente usemos M = 1/2 en el lema 4.3, y asi obtenemos que exis-
te una solucién para (4.25). Usando el mismo lema, también existe el maximizador del
problema (4.26) si usamos a la funcién constante h:=0y M = 1.

3Por el teorema de cambio de variable, fWT eF’L(I)/ed,uE es como integrar sobre todo €2, por lo cual es
un valor esperado.
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2
> 5o [N = (Bl a0

variable aleatoria entonces
dpP dpP\?>
£r [ gg) = e | (~3g)
por lo cual si X := F(y/eB)/e, y
1 (7
eB - B; +
th(\[ ) = exp( / hd B, 26/0 h dt>

Para probar (iii), observamos que por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, si X es una
dQ
2X b (/¢
dQh

entonces L(h) como definido es L(h) = limsup,_,, elog Ep [e } Pero por la

desigualdad (4.30) tenemos que

L(h) > 2limsup e€log Ep[eF(ﬁB)/G]. (4.31)

e—0

Como dijimos en la observacion después de la prueba del lema 4.2, F' también cumple las
hipétesis para poder aplicar la extensién del lema de Varadhan dada en el teorema 3.3,
por lo cual tenemos que

T
lim sup €log Ep[e”VeP)/ | = sup {F(z) — I(z)} = sup {F(x) - 1/ .@?dt} :
0

e—0 xeHr reHr 2

Sustituyendo esto en (4.31) obtenemos que

L(h) > sup {2F(x) —/OT:b?dt}.

xeHp

Si h es una solucién al problema (4.26) y cumple 2F(h) — fOT h2dt = L(h), entonces
tomando el infimo en Hy se sigue que

T.
inf L(h) > 2F(h) —/ hidt = L(h), (4.32)
heHr 0

de donde se sigue que debe ser que L(ﬁ) = infpem, L(h), y h es asintéticamente éptimo.
Para verificar unicidad, supongamos que existen dos soluciones h y g a (4.26), y que
h # g. Entonces ||g — hllg,, > 0, y por (i), tenemos que

~ 1 T X T
MMZZH@+2/(Q—M)M—/)ﬁﬁ
0

T
> 2F(g) —/ 2dt = 2F(h / h2dt = L(h),
0

y esto ultimo contradice la optimalidad de h que es implicada por (4.32). De esta contra-
diccién se sigue la unicidad.
O
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OBSERVACION: Es de notar que en la p. 18 del articulo de Guasoni y Robertson
[20], en la prueba del inciso (ii7) para probar que h es asintéticamente éptimo, comienzan
con la expresion

1 T . T
L(h) = sup {2F(m)+2/ (d:t—ht)th—/ j:?dt}
zE€Hp 0 0

T
> sup 2F(:c)—/ @2dt p.
z€Hp 0

Pero para poder dar la primera igualdad, es necesario que la derivada h sea de variacién
finita, por el inciso (i) de este teorema 4.3 que acabamos de probar, y era necesaria la
hipStesis de que h sea de variacién finita para lograr la igualdad del inciso (), como
puede verse en una revision detallada del lema auxiliar 4.2. Pero los autores no dijeron

como hipétesis del inciso (iii) que h sea necesariamente de variacién acotada. Una forma
correcta de lograr la desigualdad

T
L(h) > xséuﬂg {QF(J:) _/0 xtdt}

es usar el principio de grandes desviaciones para F', como hicimos en la prueba de este
teorema 4.3. De este modo, no es necesario que h tenga derivada de variacién finita
para lograr la desigualdad deseada. Usar el principio de grandes desviaciones para lograr
la desigualdad de arriba, me fue sugerido por Scott Robertson, uno de los autores del
articulo en el cual fue basado este trabajo.

Para probar la unicidad, se ve en la prueba del inciso (iii) c6mo se necesité que h sea
de variacién acotada. Scott Robertson me comenté que en las aplicaciones, al resolver la
ecuacién de Euler-Lagrange para hallar a h optima, suele ser el caso que la derivada de
h tiene variacién finita.

Conclusién del Problema 4.1

Para resolver el Problema 4.1 de minimizar a la cantidad de interés, buscamos h tal que
resuelva el problema de optimizacién de la expresién (4.26). De acuerdo a P. Guasoni y
S. Robertson en p. 3 y 7 de [20], se puede hallar h al resolver una ecuacién diferencial de
Euler-Lagrange. Por el inciso (iii) del teorema anterior 4.3, h es asint6ticamente éptimo

si satisface (4.27). En el caso que h sea de variacién finita, podemos usar el inciso (i) para

evaluar a L(h), que nuevamente, los autores P. Guasoni y S. Robertson indican que se
puede resolver el lado derecho de (4.25) al resolver la ecuacién de Euler-Lagrange asociada.

Como vemos, por los resultados de este capitulo, con h hemos minimizado a la funcional
de interés L(h) del Problema 4.1.
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Apéndice

A.1. Preliminares de Probabilidad

Con el objetivo de indicar la notacién y las convenciones usadas en este trabajo, se da
aqui un repaso de definiciones de probabilidad y procesos estocdsticos, misma que puede
ser vista en libros como el de los autores Jacod y Protter [18], los textos de P. Billingsley
[2], [3] ¥ el de I. Karatzas y S. Shreve [21].

A.1.1. Conceptos de Probabilidad

Los conceptos de probabilidad manejados en este caso, son en gran parte conceptos de
teoria de la medida.

Definicion A.1. Sea Q) un conjunto dado. Una o-dlgebra F para Q) es una familia F
de subconjuntos de Q) que cumple las siguientes propiedades:

(i) Qe F,0e F.
(ii)) Si A € F, entonces A° € F.

(111) Si {Ap}nen es una sucesion de conjuntos tal que A, € F ¥n > 1, entonces
U, An € F.

A la pareja (2, F) se le llama un espacio medible, y a los subconjuntos F tales que
F € F se les conoce como conjuntos F-medibles. Llamaremos también a los subconjuntos
medibles de F eventos.

Se le recuerda al lector que cuando se tiene dado una clase de subconjuntos C de €, existe
la o-dlgebra més chica que contiene a C, que denotaremos por o(C). Es la o-algebra més
chica en el sentido que cualquier otra o-dlgebra que contenga a C contiene a o(C). Esta
o-algebra, conocida como la o-algebra generada por C, la obtenemos como

o(C) = ﬂ{g : G es o-algebra para 2, G D C}.
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En particular, cuando §2 es un espacio métrico, a la o-algebra generada por los conjuntos
abiertos en la topologia de €2 se le conoce como la o-algebra de Borel de (2, denotada por
B(2). A los conjuntos B € B(2) se les conoce como conjuntos borelianos, o simplemente
como borelianos. A continuacién se da la definiciéon de una medida de probabilidad.

Definicién A.2. Sea (2, F) un espacio medible. Una medida de probabilidad en (2, F)
es una funcion conjuntista P : F — [0, 1] con las siguientes propiedades:

(i) P(Q) =1y P() =0.

(ii) Si A, € F para todan >1y A;NA; =0 Vi#j, entonces
P (U An) => P(A).
n=1 =1

A la terna (2, F, P) se le llama un espacio de probabilidad.

Dado que estamos trabajando con aspectos que se comparan con respecto a nuestra me-
dida de probabilidad, es decir, el peso de un evento lo da nuestra medida P, entonces es
suficiente garantizar una propiedad salvo conjuntos que bajo P son “despreciables”.

Definicién A.3. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad. St N es un subconjunto de §2
tal que N C F donde F € F y P(F) = 0, entonces se dice que N es un conjunto nulo
con respecto a P, o P-nulo. A la familia de conjuntos que cumplen esto se les denota por
N y se les llaman los conjuntos P-nulos.

Diremos que una propiedad se cumple casi seguramente con respecto a P (o
P-c.s.) si se cumple en 2\ N, donde N es un conjunto P-nulo. Cuando en el contexto
sea claro que nos referimos tinicamente a la medida probabilidad P, diremos simplemente
que la propiedad se cumple casi seguramente (c.s.). Néotese que la definiciéon de N no
necesariamente implica que N' C F. Cuando un espacio de probabilidad (2, F, P) cumple
que todo N € N también estd en F, es decir, N' C F, se dice que (Q, F, P) es un espacio
de probabilidad completo.

Dado un espacio de probabilidad (€2, F, P), se puede completar la o-dlgebra con los
conjuntos P-nulos para obtener una nueva o-algebra de la forma 7/ = {FUN : F €
F,N € N} y extender la funcién de probabilidad P a esta nueva o-algebra, que llama-
remos la P-completacién de F. Esta nueva o-dlgebra F' tiene la propiedad de ser la mds
chica que contiene a F y a N, en el sentido de que cualquier otra o-algebra que contenga
a Fy a N contiene a la P-completacién de F. Véase p. 37 Teorema 6.4 de J. Jacod y P.
Protter [18]. Usaremos seguido este resultado para garantizar que se puede completar un
espacio de probabilidad dado.
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Si se tienen dos espacios medibles (2, F) y (T, £), recuérdese que una funcién f: Q@ — T’
se dice que es F/E-medible si f~(E) € F para todo E € £.! En el caso particular de
I' = R tenemos la siguiente definicién.

Definicién A.4. Sea un espacio de probabilidad (Q, F,P). Un mapeo X : @ — R? es
una variable aleatoria si X es F/B(RY)-medible, donde B(RY) denota la o-dlgebra de
Borel de R?. Esto se traduce a que {w € Q : X(w) € B} = X~Y(B) € F, para todo
B € B(RY).

Si tenemos un espacio de probabilidad (2, F,P), un espacio medible (€', ') y una
funcién medible X : Q — ', entonces podemos inducir una medida de probabilidad en
Q' dada por

(PoX HYB)=PX 'B)=P{lweQ: X(w)eB'} BeF.
Si tenemos una funcién f : Q' — R Borel-medible, entonces la funcién
foX:Q—R

también es Borel-medible con respecto a la o-dlgebra F. A nosotros nos interesara cuando
Q' tiene la estructura de espacio métrico con su respectiva o-dlgebra de Borel, y a esta
medida inducida en el espacio donde toma valores la funcion medible X se le conoce como
la distribucion de X o la medida inducida por X, o la ley de probabilidad de X,
que algunos denotan por un subindice Px. Esto quiere decir que

Px(B)Y=P{XeB'} BeF.

Esta medida nos asigna pesos a eventos desde la perspectiva de X, es decir, desde el punto
de vista de los valores posibles que puede tomar X.

En general el espacio de probabilidad (2, F, P) es bastante arbitrario y un tanto abs-
tracto, y en general nos interesa trabajar en contextos donde tenemos un poco mas de
estructura matemadtica que tinicamente la de un espacio medible. En este trabajo, la es-
tructura adicional en que nos concentraremos seré el caso cuando €’ es un espacio métrico,
es decir cuando tenemos un mapeo medible X : Q@ — E, donde E es un espacio métrico.
Este mapeo es como nuestro contacto con el espacio de probabilidad (2, F, P), que usa-
mos basicamente para dar un ambiente de aleatoriedad a nuestro espacio métrico FE, al
poder asignar probabilidades a los conjuntos borelianos B(E). En el trabajo a desarrollar,
nos interesara seguido cuando E = R o incluso si E es el espacio de dimensién infinita
C[0,T], el espacio de trayectorias continuas en [0,7]. Es comiin decir que una variable
aleatoria es una funciéon medible con dominio un espacio de probabilidad e imagen un
espacio métrico, por lo cual no se limita este concepto tinicamente al de funciones con
valores en RY.

El siguiente concepto es de suma importancia en probabilidad.

!Una condicién suficiente y necesaria para que f : 8 — I' sea medible es que f~*(C) C F, donde C es
un subconjunto de T tal que o(C) = £ y f~(C) denota a la familia {f~*(C) : C € C}. Véase J. Jacod y
P. Protter [18] p. 47 Teorema 8.1 para una demostracién de esto.
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Definicién A.5. (Valor Esperado) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad, (E,B(E))
un espacio métrico con su o-dlgebra de Borel y X : Q@ — E una variable aleatoria. Si
f+ E — R es una funcion Borel-medible, el valor esperado o esperanza matemdtica
de la variable aleatoria f(X) es la integral

E[f(X)] = /Q F(X(@)dP(w),

stempre que exista esta integral.

Algunos denotan por Ep al operador de valor esperado, para hacer énfasis en la medi-
da P, pues es comun calcular valores esperados bajo diferentes medidas de probabilidad.
Es comun decir simplemente la esperanza de f(X). También se le dice media al valor
esperado, pues nos da una idea de lo que ocurre “en promedio” con los valores de una
variable aleatoria.

En general no calcularemos la integral [, f(X(w))dP(w) en €, y usaremos la estruc-
tura del espacio métrico para auxiliarnos en el calculo de esta integral (como cuando X
toma valores en R), y mejor calculamos

| f@ap(x-1(a)
:/f(a;)dPX(a:)
E
_ /Q F(X (w))dP(w) = E[f(X)],

donde la segunda igualdad se da por el teorema de cambio de variable, que puede consul-
tarse en el texto de P. Halmos [5] p. 163 teorema C:

Teorema A.l. (Teorema de Cambio de Variable) Sea un espacio de probabilidad
(Q,F,P), un espacio medible (', F') y un mapeo medible X : Q — ', entonces si
f: 9 — R es Borel-medible, entonces para todo B’ € F':

/ JX@)dPw) = [ f@dP(fF (W),
J~Y(B") B’

donde la existencia de cualquiera de las integrales de arriba implica la existencia de la
otra.

Cuando decimos que “un evento A es independiente de B”, queremos decir que el
hecho de que ocurra uno no implica que ocurre el otro, por lo cual, desde el punto de
vista de probabilidad, la ocurrencia de uno no afecta en absoluto la ocurrencia del otro,
por lo cual la probabilidad de que ocurra uno de los eventos, en cierto sentido no es
afectada si ocurre o no ocurre el otro. Algo similar ocurre para dos variables aleatorias X
y Y definidas en un mismo espacio de probabilidad. Intuitivamente, X es independiente
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de Y silos eventos {X € A} y {Y € B} son independientes para toda pareja de conjuntos
A, B en el conjunto imagen de estas variables aleatorias. Néotese que X y Y pueden tomar
valores en distintos espacios de medida.

Recordemos que si X : (2, F) — (E, ) es medible, entonces

X = {XYA): A€ &)

es una sub o-algebra de F, llamada la o-dlgebra inducida por X. Recalcamos que no es
necesario que las variables aleatorias en cuestiéon tomen valores en los mismos espacios,
pues las sub o-algebras que inducen estas variables aleatorias son inducidas en su dominio.

Definicién A.6. Sea {F;}icr una coleccion de sub o-dlgebras de F. Diremos que {F;}icr
es una coleccion de sub o-dlgebras independientes si para toda subcoleccion {A;}icy de
eventos tales que A; € F;, para cada i € J, con J C I un subconjunto de indices arbitrario,
ocurre:

P (ﬂ Ai) =[] P
ieJ icJ
Sea un conjunto de variables aleatorias {X;}icr donde cada X; : (Q,F) — (E,E&;) toma

valores en un espacio de medida (E,&;). Diremos que las variables aleatorias {X;}icr son
independientes si las sub o-dlgebras Xl-_l(&-) de F son independientes.

Las variables aleatorias independientes pueden ser més faciles para manejar, en térmi-
nos de calcular probabilidades y valores esperados, como podemos ver del siguiente re-
sultado, cuya prueba se puede hallar en J. Jacod y P. Protter [18] capitulo 10 teorema
10.1.

Teorema A.2. Sean el espacio de probabilidad (2, F, P) y dos variables aleatorias de-
finidas en él: X : Q@ — (E,€) yY : Q — (S,8), donde (E,&) y (S,S) son espacios
medibles. Entonces X y Y son independientes si y solo si se cumple cualquiera de las
condiciones siguientes:

(i) P{X € AY € B} = P{X € A}P{Y € B} para todo Ac €&, BeS.

(ii) Para todo par f,g de funciones medibles (en sus respectivos espacios) f(X) es in-
dependiente de g(Y').

(11i) Para todo par f,g de funciones medibles y acotadas, o medibles y positivas, se cumple
que E[f(X)g(Y)] = E[f(X)]E[g(Y)].

(iv) Sean (E,&) y (S,8) espacios métricos con sus respectivas o-dlgebras de Borel. Pa-
ra todo par f,g de funciones continuas y acotadas se cumple que E[f(X)g(Y)] =

E[f(X)]E[g(Y)].
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A.1.2. Esperanza Condicional

El concepto de esperanza condicional juega un papel importante en la teoria de procesos
estocasticos.

Diremos que una funcién medible (o variable aleatoria) f definida en un espacio de
probabilidad (€2, F, P) que cumple una propiedad P es casi seguramente tnica (con res-
pecto a la medida de probabilidad P) si existe la posibilidad de que haya otra funcién
que también cumple la propiedad Py f = g casi seguramente. Ahora se daré la nocién
de esperanza condicional.

Definicién A.7. (Esperanza Condicional) Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y
X una variable aleatoria integrable, es decir E[|X|] < co. Sea G una sub o-dlgebra de F.
La esperanza condicional de X con respecto a G (o también conocida como la esperanza
condicional de X dada G) es la variable aleatoria E[X|G]: Q — R c.s. unica tal que

(i) E[X|G] es G-medible.

(i1) Para todo H € G se cumple que

/EX|Q )dP(w /X )dP(w

es decir E[E[X|G]1y]| = E[X1y] para todo H € G.

Es importante recordar siempre que la esperanza condicional con respecto a una sigma
algebra G es una variable aleatoria medible con respecto a G. La existencia de la esperanza
condicional se sigue del teorema de Radon-Nikodym.? Dado que la esperanza condicional
de X dada G sélo es unica salvo conjuntos de medida cero, entonces cuando trabajemos
con E[X|G], diremos que tenemos una version de esta esperanza condicional. Usaremos
las siguientes propiedades de la esperanza condicional, la prueba de estas puede verse en
D. Williams [14] secciones 9.7 y 9.8, p. 88-90.

Teorema A.3. (Propiedades de la esperanza condicional) Sean X,Y wariables
aleatorias integrables y G una sub o-dlgebra de F. Sea E[X |G| una version de la esperanza
condicional de X dada G. La esperanza condicional cumple que:

(i) Linealidad: EjaX + bY |G] = aE[X|G] + bE[Y|G], con a,b € R.
(ii) E[E[X|G]] = E[X]
(117) Si X es G-medible, entonces E[X|G] =
(iv) Si X es G-medible, entonces E[XY|G] = XE[Y|G].

(v) Si X es independiente de G, entonces E[X|G] = E[X].

2Véase Halmos [5] p. 128. Para el caso particular donde la medida p es una medida de probabilidad,
véase Williams [14] p. 145-149.
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La esperanza condicional puede verse intuitivamente como el resultado de calcular
la esperanza dado que conocemos la informacién contenida en la o-algebra G. Si X es
cuadrado-integrable, la esperanza condicional incluso puede verse como una proyeccién
de la variable aleatoria X € L?(F) sobre el subespacio de Hilbert L?(G) de L?(F), es
decir, E[X|G] es la mejor aproximacién en L?(G) a X, donde recordemos que E[X] es el
valor que se espera que tome X, cuando sabemos toda la informacion posible, es decir, la
contenida en F. Véase el capitulo 23 de J. Jacod y P. Protter en [18] para mds detalles
sobre esta interpretacién de la esperanza condicional en L?. De este modo, las propiedades
de la esperanza condicional son intuitivas. Por ejemplo, si X es G-medible, entonces el
inciso (i7i) dice que toda la informacién que podriamos buscar de X estd contenida en G,
por lo cual es claro que la mejor aproximaciéon a X dado que sabemos G, es X misma. En
términos de proyecciones en L2, como X € L?(G), entonces al proyectar sobre el espacio
donde “vive” X, obtenemos a X nuevamente. Algo similar puede razonarse con las demés
propiedades.

A.1.3. Procesos Estocasticos
Un papel central en este trabajo lo juegan los procesos estocéasticos, donde:

Definicién A.8. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad. Un proceso estocdstico en
tiempo continuo
X = {Xi}e>0

definido en el espacio de probabilidad dado es un conjunto de variables aleatorias indizadas
port € [0,00) de la forma X;: Q@ — R.

Dotaremos siempre a R de su o-dlgebra de Borel B(R). El proceso X = {X;}; también
puede ser visto como un mapeo X : Q x [0,00) — R tal que

Xy = X(-1) 1 (Q,F) — (R, B(R))

es F-medible para cada t > 0, y t tiene una interpretacién 1til como el tiempo, por lo
cual podemos pensar en un proceso estocastico como la evolucién de un sistema aleatorio
en el tiempo.

En este trabajo, como es obviamente lo préctico, nos fijaremos en intervalos finitos
[0, T]. Recordemos que una trayectoria del proceso X estéd definida w por w de tal manera
que t — Xi(w) € R es una funcién, o trayectoria. Siempre asumiremos en este trabajo que
los procesos estocasticos toman valores en R a menos que se indique lo contrario. Muchos
autores identifican a w € Q con una funcién en el producto cartesiano R%:°°). Cuando las
trayectorias son casi seguramente continuas, es decir, que

P{w tt Xp(w)  es continuo} =1, (A.1)

podemos decir que escoger una w € €2 es como escoger una trayectoria en C[0, 7] C RI[0:50)
Existe una manera formal de definir medidas en R[> y en C[0,T], de tal manera que
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podemos ver a un proceso estocéstico
X ={Xi}i>0

como una variable aleatoria con valores en R0 o C [0, 77, si es el caso. Esto es una ma-
nera elegante y concisa de mejor tratar a todas las variables aleatorias X; con ¢ € [0, 00) (0o
un subintervalo [0, 7] de R) como una sola variable aleatoria. No abordaremos demasiado
en el procedimiento de definir estas medidas, pero esto puede consultarse en el texto de
P. Billinsgley [3] capitulo 7, o I. Karatzas y S. Shreve [21] secciones 2.1-2.5, donde estos
ultimos autores consideran el caso particular de proceso estocastico que nos interesard en
este trabajo.

Como dijimos, podemos pensar en un proceso estocastico como la evolucién de un
sistema aleatorio, y como sabemos de nuestra experiencia en el mundo de los hechos, con-
forme evoluciona un sistema acumulamos informacion. Por ejemplo, si tenemos una serie
de juegos que dependen del resultado de echar un volado con una moneda, supongamos
que después de n juegos tenemos los resultados X1, Xo, ..., X, de estos juegos, que to-
man valores reales. Entonces al momento n hemos acumulado informaciéon de cada juego.
Nétese que X; '(A) = {w € Q: X;(w) € A}, es decir, este conjunto indica el subconjunto
de Q que tal que para w en este subconjunto X;(w) termine en A. Intuitivamente, la
informacién que tenemos despues de n juegos, nos lleva a pensar en

Fni=0(X1, Xo, ..., Xp),

la o-algebra generada por las variables aleatorias X1, Xo, ..., X,,, pues recordemos que
esta o-dlgebra F,, es generada por los eventos de la forma {X; '(4) : A € B(R)}, i =
1,2,...,n, por lo cual nos proporciona una idea de “informacion hasta el juego n”.

La definicién formal que viene de este ejemplo y nos auxilia en el estudio de los procesos
estocasticos es:

Definicién A.9. (Filtracién) Sea un espacio de probabilidad (Q, F, P). Una filtracion
{Fiticjo,m es una familia de sub o-dlgebras de F tales que s <t implica que Fs C Fy.

Si tenemos un proceso estocdstico X = {X}>0 definido en el espacio de probabilidad
(Q, F, P) entonces este proceso define para cada t > 0 una o-dlgebra

Ff(::a(XS:OSSSt)

que denota a la o-dlgebra mds pequena tal que el conjunto de variables aleatorias {Xs :
s <t} es medible. El conjunto de o-dlgebras definidas de este modo nos da una filtracion
{FX}i>0, y se le llama la filtracién natural generada por el proceso estocdstico
X ={X:}.

A un espacio de probabilidad con una filtracién asociada, se le conoce como espacio
de probabilidad filtrado. Decimos que un proceso estocastico {X;} en un espacio de pro-
babilidad filtrado tal que X; es F;-medible para cada t > 0 (denotado seguido X; € Fy)
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es un proceso adaptado a la filtracién {F;}.

El concepto de martingala es muy importante en procesos estocdsticos. Jugard un
papel implicitamente importante en este trabajo, pues casi no usaremos explicitamente
las propiedades que normalmente se explotan de las martingalas en el drea de procesos
aleatorios. De todos modos damos su definicién.

Definicién A.10. (Martingala) Sea un espacio de probabilidad (2, F, P) con una fil-
tracion {Fi}e>0 y un proceso estocdstico { X }i>0 adaptado a esta filtracion. Decimos que
{X:} es martingala si cumple que

1. E(|Xt|) < oo para todo t > 0.

2. E[Xi|Fs] = Xs para todo 0 < s < t.

A.1.4. Movimiento Browniano

El movimiento browniano es quizas el proceso estocastico méas estudiado, y en el contexto
de muchas aplicaciones, uno de los procesos estocasticos mas importantes.

En 1828, el botdnico escocés Robert Brown observé que particulas de polen suspen-
didas en un fluido realizaban un movimiento irregular, es decir, sus trayectorias eran
un tanto erraticas. Este fenémeno después fue explicado por Albert Einstein en 1905 en
términos de las colisiones aleatorias entre las moléculas del fluido en que estaban sus-
pendidas estas particulas. El fisico Jean Baptiste Perrin confirmé experimentalmente la
explicacion de A. Einstein, y con ello se confirmé la teoria atémica de la materia, pues no
se tenfa aun suficiente evidencia de que la materia estaba constituida por atomos. J. B.
Perrin recibi6 el premio Nobel de fisica en 1926 por estos trabajos.

Por otra parte, se acepta en general que las mateméticas financieras comenzaron en
1900 con la tesis del matematico francés Louis Bachelier, tesis titulada Théorie de la spécu-
lation. En dicho trabajo, Bachelier propuso la modelacién de la evolucién (o mds bien,
de la fluctuacién) de precios de activos riesgosos por medio del movimiento browniano.
Bachelier es considerado el primero en realizar trabajos cuantitativos con este modelo
estocdstico. Aunque actualmente se sabe que estas fluctuaciones de precios pueden ser
discontinuos, el movimiento browniano se sigue empleando por ser una buena aproxima-
cién.

La primera persona en dar una descripcién matematicamente rigurosa del movimiento
browniano, y de probar la existencia del movimiento browniano como un objeto matemati-
co (y con ello, probar que no es sélo un fendmeno para el cual se pueden dar diferentes
modelos que lo aproximan), fue el matematico Nobert Wiener en 1923.

Daremos aqui la descripcién matemédtica de este proceso estocdstico. Sea (2, F, P) un
espacio de probabilidad. Recordemos que decimos que una variable aleatoria X : 2 — R
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tiene distribucion normal o gaussiana de parametros u, o si su funcién de densidad es de

la forma
F@) = —— exp (—(“’””)) .

oV 2T 202

Denotamos la dependencia de estos pardmetros p y o al escribir X ~ N(u,02), y con esto
entenderemos que X tiene una distribuciéon normal de pardmetros p y o.

La funcién caracteristica W(0) := E[e’’X] de una v.a. X ~ N(u,0?) es

, 1
E[e"%] = exp <i,u9 - 20202>

y su funcién generadora de momentos () = E[e?X] es
1
E[e?X] = exp <,u9 + 20202) .

Si X es una variable aleatoria normal N (u,o?), entonces su valor esperado es E[X] = u
y su varianza es Var(X) = o2

A continuacién presentamos la definicién del movimiento browniano.

Definicién A.11. (Movimiento browniano) Sean (2, F, P) un espacio de probabilidad
y un proceso estocdstico en tiempo continuo {By}i>o definido en 2. Decimos que {Bi}i>0
es un movimiento browniano si cumple las siguientes propiedades:

(i) By =0 con probabilidad 1.

(i1) (Incrementos independientes) Para cualquier cantidad finita de tiempos 0 < t; <
to < ... <ty < oo las variables aleatorias By, — By, , Byy — By, ..., B, — By, | son
independientes.

(11i) (Incrementos estacionarios) Para todo 0 < s <t < oo el incremento By — By tiene
distribucion normal N(0,t — s).

(iv) (Continuidad de las trayectorias) Con probabilidad 1 las trayectorias t — Bi(w) son
continuas.

La existencia y construccién del movimiento browniano se puede probar ya sea usando
el Teorema de Extensiéon de Kolmogorov o usando una construccién por medio de ondu-
letes, ambos métodos se ilustran en I. Karatzas y S. Shreve [21] Capitulo 2.

Supongamos que tenemos un espacio de probabilidad (2, F, P) y {B;}+>0 un movi-
miento browniano definido en él. Si N denota la clase de conjuntos nulos de la o-algebra
F con respecto a Py {FP} con FP = 0(Bs : s < t) es la filtracién natural generada por
el movimiento browniano {B;}+>0, entonces definiendo

Fi = o(FB,N) para cada t > 0, (A.2)
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obtenemos una filtracién {F;}+>¢ para nuestro espacio de probabilidad (€2, F, P), que de-
notaremos en este trabajo como la filtracion asociada al movimiento browniano. En este
trabajo, siempre usaremos la filtracién asociada al movimiento browniano,
cuando hablemos de este proceso estocastico.

Observacion. Por la propiedad (ii) de la definicién de movimiento browniano, se sigue
que para todo 0 < s <t < oo, el incremento By — B, es independiente de F;, denotado
B, — B 1 Fs. Este hecho se aplicard cuando se trabaje con martingalas relacionadas a
movimientos brownianos.

Definicién A.12. Sean t € [0,00) fijo, I ={0 =1ty < t; < ... <ty =t} una particion
de [0,t] yw € Q fijo. Tomando p > 1 fijo, se define la p-variacion de la trayectoria
s+ Xs(w) en [0,t] con respecto a la particion II como el nimero

VP X ()] = X, (w) — Xy, (W)
k=1

Se dice que la trayectoria X (w) es de p-variacion finita en [0,t] si

lim VP (X (w)] < oo.
1T —0
En particular, tomando p = 1 en la definicién anterior obtenemos la variacion de la tra-
yectoria en [0,t] y si p = 2 denotaremos a esta 2-variacién como la variacion cuadrdtica
en el intervalo [0,¢]. En general tomaremos diferentes modos de convergencia como la
convergencia en probabilidad o la convergencia en L? cuando hablemos de estos procesos
de variacion.

Para un movimiento browniano, si X := B; ~ N(0,t), entonces al calcular sus primeros
cuatro momentos tenemos que si E[eeX | = exp(%@%) entonces:

d 0X7 _ d Llo2¢ 1924
dHE[e |= 266’ = Ote>

d2 0 192

g kle X =291 (0%% 4 1).

d3 1p2

ﬁE[ GX] = 650 t(39t2 + 93t3).

de donde se sigue que

d4 /] d4 0 192
—gikle X1=E {0394@ X} = e2?71(3t* 4+ 60°° + 01*)

por lo cual evaluando en 6 = 0 se obtiene que
E[X1) =3t (A.3)

Usaremos el cuarto momento del movimiento browniano en el siguiente resultado.
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Teorema A.4. La variacion cuadrdtica de un movimiento browniano en un intervalo de
tiempo finito [0,t] converge en L*(Q) a la longitud del intervalo de tiempo, es decir, para
cualquier sucesion {Il,,}, de particiones de [0,t] tales que ||IL,|| — 0 cuando n — oo,
entonces

VI"3(B) -t en L*(Q) sin— oo.

Demostracion. Para ahorrar un poco de espacio denotaremos por AB; a la diferencia
By, — By, | y At; =t; — t;—1. Usaremos que Y ;| At; =t.

Si Zy == 3" (B, — By, ,)*—t =" (AB? — At;), entonces queremos probar que
Zn — 0 en L?(dP), es decir, que E[Z2] — 0.

Pero

- ,
E|Z2% =E <Z(AB§—AQ)>
! (A.4)

=E | (AB} — At;)> +2> (AB} — At;)(AB] — Aty)
_i:l 1<J

Sea la filtracién (F;)¢>0 definida como en (A.2). Para la dltima suma de (A.4), usando la
propiedad (iz) de la esperanza condicional E[E[X|F|| = E[X] se sigue que

E[(AB} — At;)(AB? — At))] = E [E[(AB} — At)(AB} — At))| F,_,]]

pero si i < j entonces (AB? — At;) es Ft,_,-medible, por lo cual, usando la propiedad
(iv) de la esperanza condicional, esto ultimo es igual a

E [(AB} — At)E[(AB; — Aty)| Fy,_, ]

y dado que (Bt]. — Btj_l) 1 ‘th—l (por incrementos independientes) entonces se sigue de
la propiedad (v) de la esperanza condicional que

E[(AB? - At))|F,_,) = E[AB? — Atj] =0,

puesto que AB;j ~ N (0, At;). Por esto el dltimo sumando de la expresion (A.4) es cero.
Si nos fijamos en los términos del primer sumando de la segunda igualdad de (A.4),
obtenemos que

E[(AB? — At;)?] =E[AB} — 2At;AB? + At?] (A5)
=3At? — 2At; - Aty + At? = 2At2, '

donde en la tltima igualdad hemos utilizado que E[AB}] = 3At?, como habfamos obte-
nido anteriormente en Ec. (A.3). Insertando la Ec. (A.5) en (A.4) tenemos que
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E[Z2] =2 zn: At? < 2< max Ati> Zn: At;

i=1 == i=1
=2t||TI,,|| "= 0.
De esta forma se concluye que VtH”’Z(B) —ten L?(Q), si n — oo. O

Con base en este ultimo resultado, probaremos ahora que la variacién del movimiento
browniano en un intervalo finito [0,¢] es infinita con probabilidad uno.

Teorema A.5. Seat > 0 finito. La variacion de un movimiento browniano en el intervalo
[0,t] es infinita casi seqguramente.

Demostracion. Sea cualquier sucesién {II, },, de particiones de [0,¢] tales que ||IL,|| — 0
cuando n — oo. Formamos las sumas

Il,,2
Vt (B) = Z ’Btk - Btk71’2'

tg—1,tk €l

Por el Teorema A.4 recién probado, tenemos que VtH"’2(B) — ten L%(Q). La convergencia
en L%(Q)) implica convergencia en probabilidad de la sucesién

{V"2(B) bzt

y esta convergencia implica la convergencia casi segura de una subsucesién de {V;""?(B)} 1.3
Esto significa que existe una subsucesion {II,,, }; de particiones de [0, t] tales que

Z | Bt; _Bltj71|2 -1

tj_l,tjel'{nk
con probabilidad uno. Pero
2 ,
> 1By~ By < (mix|By - By ) Y By~ Byl (A6)
tj,l,tjel'[nk I tj—1,t5

Dado que conforme ny — oo tenemos que ||II,, || — 0, entonces max; |B;, — By, _,| — 0
porque el movimiento browniano es c.s. continuo en su variable temporal, por lo cual en
intervalos compactos es uniformemente continuo.

Se sigue que si hacemos nj — oo en Ec. (A.6), tendriamos que con probabilidad uno:

t S 0- lim E ’Btj — Btj—l‘ s
N —>00
tj—1,t;€n,

por lo cual debe ser que limy,, o0 Y ;.

e, |By; — Bi;_,| = oo casi seguramente.  [J

3Estos resultados son estdndares de teorfa de la medida, y pueden consultarse, por ejemplo, en p.
144-145 de J. Jacod y P. Protter en [18].
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A.1.5. Resultados de Probabilidad

El siguiente resultado que se utiliza en el trabajo se prueba en el texto de P. Billingsley
[3] p. 282.

Lema A.1. SI X es una variable aleatoria no negativa, entonces
o
E[X] :/ P(X > z)dx.
0
El resultado a continuacion se prueba en p. 79-80 del texto de I. Karatzas y S. Shreve
[21].

Lema A.2. (El principio de reflexién)Sea {B;} un movimiento browniano estindar
y b > 0. Entonces para cualquier T' > 0 se cumple que

[2 [ _ >
P{ sup By >by =2P{Br > b} = / e 2T quy.
{te[o,T] ' } { J T Jy

Finalmente damos el siguiente resultado, consecuencia sencilla de la famosa desigual-
dad de Markov: P{X > €} < E[X]/e para X > 0.

Lema A.3. (Desigualdad Exponencial de Chebyshev) Para todo A > 0 entonces
P{X > \} < e=®E[e*X] para todo a > 0 tal que esté definido E[e®X].

Demostracion. Si f es no-decreciente positiva y E[f(X)] < oo, entonces X > € si y sélo
si f(X) > f(e), de tal manera que

P{X =€} = P{f(X) = f(e)} < E[f(X)]/f(e).

Usando f(z) = e* para a > 0 en esta ultima desigualdad, se sigue el resultado para toda
a > 0 tal que E[e®X] < oco. O

A.2. Algunos conceptos de Estadistica.

Se hablara superficialmente del método de Monte Carlo para el cdlculo de integrales, o en
palabras de la probabilidad, del célculo de un valor esperado. No se abordard demasiado
en los métodos de Monte Carlo, pero hablar un poco de en qué consiste este método nos
explicard por qué se usa la expresién (1.1) para aproximar a FEp[G] en el problema a
resolver en esta tesis.

La idea basica se ve en el siguiente ejemplo. Supongamos que queremos obtener la
integral de una funcién G integrable en el intervalo [0, 1]. Por definicién de valor esperado

de una variable aleatoria uniforme, esto lo podemos representar como el valor esperado
de G(X), donde X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, 1], es decir:

1
1= E[G(X)] = /0 G(x)dz.

79



Apéndice A. Apéndice

Sea una medida de probabilidad p definida en R, es decir, una medida positiva cuya
integral en R es uno. Recordemos que una muestra aleatoria de tamano n € N de una
poblacién p es un conjunto de variables aleatorias X1, Xo, ..., X, independientes e idénti-
camente distribuidas de acuerdo a la distribucién p. Intuitivamente, esto es lo andlogo a
suponer que una variable aleatoria en teoria se distribuye de acuerdo a la ley de probabili-
dad p, y aleatoriamente escogemos n eventos (o hacemos n experimentos) X1, Xo, ..., X,,
donde cada X; se obtiene de acuerdo a la ley de probabilidad p. El proceso de experimen-
tar n veces y almacenar los resultados X1, Xs,..., X, es la obtencion de una muestra.
Un estimador es cualquier funcién F(Xq,...,X,) de una muestra. Por ejemplo, la media
aritmética fi, 1= % >, X es un estimador.

Citamos la ley fuerte de grandes nimeros, cuya prueba puede verse en p. 119 de D.
Williams [14], teorema 12.10.

Teorema A.6. (La ley fuerte de grandes niimeros) Sea X1, X2, ..., X, un conjunto
de variables aleatorias idénticamente distribuidas tales que E[|X;|] < oo para toda i. Si
E[X;] = p, entonces

A~

1 & .
L = - g X; — u casi seguramente, conforme n — oo.
=1

La independencia de X1, X5, ..., X, implica la independencia de las n variables aleato-
rias G(X1), G(X2),...,G(X,). Nétese que cada G(X;) cumple que E[G(X;)] = E[G(X)] =
. Si calculamos la media de G(X1), G(X2),...,G(Xy)

fin == 3" G(X), (A7)

la integrabilidad de G en [0, 1] implica, por la ley fuerte de grandes nimeros que

n 1
lim E ZG(XZ-) =pu= / G(z)dr casi seguramente. (A.8)
i=1 0

n—00 1, 4

Esto quiere decir que para aproximar a la integral de G en [0, 1], podemos obtener mues-
tras aleatorias suficientemente grandes X1, Xo,..., X, (por ejemplo, usando simulacién
para obtener nimeros pseudoaleatorios) y calculamos su media fi,,. A este método se le
conoce como el método de Monte Carlo para el calculo de integrales, nombrado asi porque
supuestamente el tio de Stanislaw Ulam, uno de los pioneros de este método, apostaba di-
nero pidiendo prestado en un casino en Monte Carlo.* En general, se conoce como método
de Monte Carlo a una amplia gama de métodos computacionales que dependen del uso
repetido de toma de muestras aleatorias para obtener un valor numérico. Estos métodos
son muy utiles cuando no se conoce un método exacto para calcular cantidades de interés.

“Segiin el fisico Nicholas Metropolis en el articulo [9].
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Con frecuencia, al tener un estimador de un parametro, como lo es el estimador fi,, =
L3S 1 X; del valor esperado p = E[X] (donde cada X; se distribuye como X), queremos
una medida de qué tan buen estimador es. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién A.13. (Estimador Insesgado) Decimos que un estimador F del pardametro
0 es insesgado si E[F] = 6.

El estimador fi,, = % Yo X; del pardmetro p = E[X] es insesgado, pues

Elfin) = E

iix] _ %nE[X] — B[X].

Recordemos que la varianza de una variable aleatoria X es
o? = Var(X) := E [(X — E[X))?] = B[X?] — (E[X])?,

y nos da una medida de qué tan lejos estd una variable aleatoria de su valor esperado. Un
estimador comtnmente usado para la varianza o2 de una variable aleatoria involucra al
estimador para la media fi,, y es

y este estimador también es insesgado.

Se puede ir atin mas lejos y buscar intervalos de R como estimadores para un parametro
0, es decir, conjuntos de potenciales candidatos para 0.

Definicién A.14. (Intervalo de Confianza) Un intervalo de confianza para un pardme-
tro 6 € R es el conjunto determinado por un par de estimadores L y U tales que
L(Xy,...,X,) <U(Xy,...,X,) para toda muestra (X1,...,X,) = X. El intervalo alea-
torio (L(X),U (X)) es denominado intervalo de confianza o estimador de intervalo,
y es el conjunto de candidatos para hallar al pardmetro 6.

La importancia del concepto de intervalo de confianza, es que en estos estimadores
buscaremos candidatos para el valor esperado p de una variable aleatoria.

A.3. Semicontinuidad y equicontinuidad

En este trabajo, si X es un espacio topoldgico, una vecindad de un punto xg € X es un
conjunto V tal que z( es un punto interior de V', es decir, existe un abierto A C V tal que
xo € A. Para este trabajo, no se ocupara usar de la generalidad de un espacio topoldgico,
pues en particular para el tema de interés a tratar, X serd un espacio métrico, por lo cual
los conjuntos abiertos estaran caracterizados por la métrica de X.
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Recordemos que una funcién con valores reales definida en un espacio métrico, f :
X — R es continua en xg si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si d(z, z¢) < J, entonces

[f(x) = flzo)| <,

es decir
f(@o) —e < f(x) < fwo) +e

A veces es necesario relajar alguna de las desigualdades anteriores y pedir que f solamente
cumpla la primera o la segunda de las desigualdades de la expresién anterior. Esto motiva
los siguientes conceptos.

Definicién A.15. Sea X un espacio topoldgico y f una funcion f : X — RU{£oc}. Sea
xo € X un punto tal que f(xg) < 0o. Diremos que f es semicontinua inferiormente
en xq si para toda € > 0 eziste una vecindad Vy, de z¢ tal para todo x € V,, se cumple la
desigualdad

f(@) > flzo) — e

Para xq tal que f(xo) = 0o, pediremos que se cumpla que limy_,,, f(x) = 00, es decir que
f tome valores arbitrariamente grandes al acercarse a xg. Andlogamente, f es semicon-
tinua superiormente en xg tal que f(x) > —oo si para toda € > 0 existe una vecindad
de xq tal que

f(z) < f(x0) +e

para toda x en dicha vecindad. Para xq tal que f(xg) = —oo, pediremos que se cumpla
que limy_,, f(x) = —oo. Diremos que f es semicontinua inferiormente (superiormente)
si es semicontinua inferiormente (superiormente) en todo punto de su dominio.

Probaremos a continuacién un resultado que nos proporciona una equivalencia entre
esta definicién de semicontinuidad inferior y otra definicién que se suele dar para semi-
continuidad inferior.

Teorema A.7. Sea X un espacio métrico® y f una funcion f : X — RU{doo} definida
en X. Entonces f es semicontinua inferiormente si y solo si para todo a € R se cumple
que los conjuntos de nivel

{zeX: f(z)<a}

son cerrados en X.

Demostracion. = Usando la definicién de semicontinuidad dada, probemos que si f es
semicontinua en X, entonces para cualquier a € R el conjunto de nivel 91, := {x € X :
f(z) < a} es cerrado, o equivalentemente, basta probar que el complemento ¢ = {z €
X : f(x) > a} es abierto en X. Supongamos que 9N, # 0, X, pues estos dos son abiertos y
cerrados en X. Sea g € {z € X : f(x) > a}. Tomemos ¢ = f(z¢) — a > 0. Entonces por
ser f semicontinua inferiormente en X, tenemos que existe una vecindad V, de xg en X
tal que

flao) —e = a < f(x)

5Basta con que X sea un espacio topoldgico.
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para todo z € V,,. Esto implica que V,, C 5. Como zy € N fue arbitrario, esto prueba
que cualquier punto de 91¢ tiene una vecindad totalmente contenida en 91, por lo cual
este conjunto es vecindad de todos sus puntos, es decir, es abierto.

< Reciprocamente, si 91 es abierto para todo a € R, entonces para todo € > 0 y
xg € X tal que f(xp) € R tenemos que a := f(xg) — € € R. entonces {z € X : f(x) > a}
es un abierto que contiene a xg, es decir, es una vecindad de z( tal que

f(z0) —e < f(x)

para todo elemento de {x € X : f(x) > a}. Esto prueba que f es semicontinua inferior-
mente en X. O

El resultado andlogo del teorema anterior es el siguiente, cuya prueba es totalmente
analoga a la del resultado anterior, o se sigue de aplicar el resultado anterior a — f, pues
f es semicontinua inferiormente si y sélo si —f es semicontinua superiormente.

Teorema A.8. Sea X un espacio métrico y f una funcion f: X — RU{xo0} definida
en X. Entonces f es semicontinua superiormente si y solo si para todo a € R se cumple
que los conjuntos de nivel

{reX: f(z)>a}
son cerrados en X.

Por los resultados anteriores, es comun definir que f es semicontinua inferiormente en
xo si para todo a € R tal que f(zp) > a se cumple que {z € X : f(z) > a} es una ve-
cindad abierta de zg. Andlogamente, f es semicontinua superiormente en g si para todo
a € R tal que f(xg) < a se cumple que {z € X : f(z) < a} es una vecindad abierta de
xg. Entonces en esta convencion se dice que una funcién f es semicontinua inferiormente
(superiormente) si {z € X : f(z) < a} (respectivamente {z € X : f(x) > a}) es cerrado
para todo a € R.

Otra definicién de semicontinuidad que suele darse esta justificada por el siguiente
resultado, cuya prueba puede verse en el teorema 5.5.17 p. 234 del texto de S. Berberian

[1].

Teorema A.9. Sea X un espacio métrico y f una funcion f: X — RU{£oo} definida
en X. Entonces [ es semicontinua inferiormente en el punto x € X si se cumple que para
toda sucesion {x,} que converge a x en X se cumple que

f(z) < liminf f(z,).

n—oo

Diremos que una familia {g.}, ., de funciones entre espacios métricos X e Y es equi-
continua en el punto xg € X si para toda € > 0 existe una d > 0 tal que

dx(z,20) < 0 implica que
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dy(9(x),g(z0)) < e paratoda g € {ga}t,ca

es decir, que exista una misma d > 0 tal que funcione para verificar continuidad de toda
9 € {9ataca-

Lema A.4. Sea {gn} una sucesion de funciones reales equicontinuas definidas en un es-
pacio métrico. Si en un conjunto compacto K, {gn} converge puntualmente a una funcién
g, entonces {gn} converge uniformemente en K a g.

Demostracion. Sea e > 0. Por equicontinuidad, existe § > 0 tal que si d(x,y) < J, entonces
lgn(x) — gn(y)| < € para toda n € N. Sea Bs(z) una bola centrada en x y de radio 4.

Como K es compacto, podemos extraer una subcoleccién finita {x1,...,zp} tal que
M
K C U Bs (l'k)
k=1
Por convergencia puntual, {g,, } converge uniformemente en el conjunto finito {1, ...,z },

pues podemos tomar N := méx;<i<n N (€, ) para obtener que si n > N, entonces
lgn(z) — g(x)| < € paratodoz € {x1,...,xp}.

De este modo, para toda 1 < k < M existe N tal que si m,n > N entonces

|gn (k) — gm(xr)| < €. Para cada z € K, existe k < M tal que x € Bs(xy). Entonces por
esto ultimo y equicontinuidad del conjunto de funciones {g,}, para esta x ocurre que si
m,n > NN entonces

|90 (2) = gm ()| < |gn(2) = gn (@) + [gn(21) = gm (@) + [gm(2k) — gm ()| < 3e.

Como toda x € Bs(xg) para alguna k < M, la desigualdad anterior ocurre para toda
x € K, por lo cual {g,} es una sucesién uniformemente de Cauchy, por lo cual converge
a g en C(K). Esto implica que g, — ¢ uniformemente en K, pues la convergencia en
C(K) es la de la convergencia uniforme.

O
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