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Abstract

Given a spin manifold with riemannian metric g, the Dirac operator in the conformal metric
e?'g is computed in terms of the one in g using local coordinates. The relation between the Dirac
operators of the conformally related manifolds is used to obtain directly the Dirac operators for

the manifolds of constant curvature S" and H” by means of the already known operator in R".

Keywords: Dirac operator, spin connection, conformal metrics, manifolds of constant curva-

ture.
Resumen

Dada una variedad de espin con métrica de Riemann g, el operador de Dirac en la métrica
conforme e?g es calculado en términos del que se tiene en la métrica inicial g en coordenadas
locales. La relacion obtenida entre los operadores de Dirac de las variedades conformemente
relacionadas es utilizado para obtener de manera directa los operadores de Dirac en las variedades
de curvatura constante S" y en H” a partir del ya conocido para R”".

Palabras clave: operador de Dirac, conexion de espin, métricas conformes, variedades de

curvatura constante.
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Introduccion

Dada una variedad de Riemann (M, g), una métrica conforme o conformemente equivalente
a la métrica inicial g estd definida por e*"g donde & : M — R es diferenciable. En el presente
trabajo de tesis, nos ocupamos de encontrar la manera en que el operador de Dirac definido para
una variedad de espin, cambia con respecto de una transformacién conforme de la métrica con la
que se habia definido el operador de Dirac inicial. El conocer este resultado encuentra su principal
justificacién en el hecho de que una vez establecido el operador de Dirac en R, podremos obtener
los operadores de Dirac en las variedades de espin S” y H" de manera directa. Esto debido a que
por definicién, el espacio hiperbdlico H" estd dotado de una métrica conformemente equivalente
a la métrica euclidiana del R". De manera andloga, la métrica inducida en S” como subvariedad
del R™! es una métrica conforme a la métrica euclidiana, para ésto, usaremos el atlas dado por
proyecciones estereogrificas “norte” y “sur”, lo cual tiene la ventaja adicional de requerir s6lo

dos cartas para cubrir a S".

En R” el problema de encontrar un operador diferencial de primer orden, tal que su segunda

. ., 2 . .
iteracion sea el operador de Laplace A = — Y7, (;97 nos lleva a proponer lo siguiente,
i

4 0
D= ;%a—xi

donde y;y; + v;¥i = —26;j, lo cual define al dlgebra de Clifford C/(n), esto nos lleva a buscar
representaciones irreducibles no triviales de Cl(n). Ocurre que Cl/(n) tiene una representacion
irreducible de dimensién compleja 22! y por lo tanto D no es un operador diferencial en el haz

tangente, sino en un haz vectorial complejo de dimensién 2!). D es el llamado operador de Dirac.

Nuestro enfoque para generalizar la definicion del operador de Dirac a una variedad de Rie-
mann, M, es proceder de manera local con las respectivas correcciones derivadas de la naturaleza
propia de la geometria diferencial de dicha variedad. Es de esperarse que en lugar de que en este
caso aparezca aix,- en la definicién de D, ocurra que debamos considerar la derivada covariante en

un haz vectorial de fibra CHm®),
D = Z Yivei’
i=1

ademds de que necesitamos definir los y; de manera compatible con el cambio de cartas, esto se
logra mediante la definicion de un haz fibrado tal que sus secciones tienen la estructura de algebra
de Clifford.



Una derivada covariante en el haz vectorial £
V . I(TM)XT'(E) - I'(E)

estd determinada por los simbolos de Christoffel, los cuales deben satisfacer ciertas condiciones

de transformacion entre cambio de cartas del haz E. La derivada de espin
VP T(TM) x T(S) — T(S)

se define a través de los simbolos de Christoffel obtenidos mediante el isomorfismo que existe
entre spin(n) y so(n). Las cuales son las algebras de Lie de los grupos de estructura de los haces de
espin S y tangente TM, respectivamente. Es de esta manera que la construccion de la derivada de
espin depende de la métrica de Riemann en M, ya que la derivada covariante que consideramos
en TM es precisamente la derivada de Levi-Civita, la cual queda completamente determinada por

la métrica de M, mediante la relacion
_ Z w(98a , O8in _ 08y
f 2 ox; f (9x,- ox;
Procedemos a obtener una expresion que relaciona los simbolos de Christoffel de la derivada

de Levi-Civita en la métrica g con aquellos correspondientes a la métrica e?"g. La relacion que

encontramos de manera directa
& oh
AS =AY + ws) o | He — —id | ¢,
i =e [ i kz:;@ﬁ),fﬁ,e( k 6x,~1 (oF

no permite de manera inmediata proporcionar simbolos de Christoffel para la definicion de la
derivada de espin, ahora relativa a la métrica eZhg. Esta situacion es resuelta en la seccion 2.3,
donde nos ocupamos de reexpresar la relacion obtenida mediante manipulaciones no triviales,

para lograr definir la deseada derivada de espin. Obtenemos finalmente la relacion buscada
" n—1
D=e¢"|D+ Y (grad(h))],

donde D es el operador de Dirac en (M, g) y D es el respectivo operador de Dirac en (M, e*'g).



CAPITULO 1

Fundamentos

Incluimos aqui resultados que se empleardn para el desarrollo de los capitulos siguientes, sus
demostraciones pueden encontrarse en la bibliografia [2—4, 6,7] y [9], mientras que las pruebas
y construcciones que presentamos de manera explicita no se hayan presentadas de la manera en

que las requerimos o simplemente no aparecen en las referencias citadas.

1.1. Haces vectoriales

En lo subsecuente, K denotaré indistintamente al campo de los nimeros reales R o bien al de

los complejos C.

DEerNICION 1.1.1. Un haz vectorial diferenciable de fibra K™ sobre la variedad diferenciable
M es una triada ordenada (E,n, M) donde

7. E—- M

es una aplicacion diferenciable suprayectiva tal que para cada x € M, n~'(x) =: E, estd dotado
de la estructura de un espacio vectorial sobre Ky ademds se cumple la siguiente condicion de

trivializacion local: para cada x € M existe un difeomorfismo
bo i TN (Uy) = Uy X K™
donde U, es vecindad abierta de x, tal que para cada y € U,
PolE, : Ey = {y} X K"
es un isomorfismo de espacios vectoriales. La pareja (U,, ¢,) se llama carta del haz vectorial.

DEerNICION 1.1.2. Dado haz vectorial (E,nt, M) y {U,}oe; cubierta por abiertos para M tal que
cada (U,, ¢,) es carta del haz E, para U, N Ug # 0 definimos las funciones de transicion de haz
¢op mediante

$a © B (X, V) = (X, Pap(X)V)
parax € U,NUgyv €R"
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OBSERVACION 1.1.3. Las funciones de transicion de haz definidas previamente cumplen con
bop 1 Uy N Uz — GI(K, m),

esto es claro del hecho de que ¢, es difeomorfismo para cada a € 1y dado que ¢|,-1(y) es lineal.

En relacion a la observacion anterior, hacemos la siguiente

DerNICION 1.1.4. Si para toda pareja de indices a, 5 ocurre que ¢, € G C GI(K, m), decimos

que el haz vectorial en cuestion tiene grupo de estructura G.

PropoSICION 1.1.5. Si (U, ¢o), (Ug, ¢p), (U,, ¢,) son cartas de haz tales que U,NUgNU, # 0,
entonces las funciones de transicion de haz correspondientes cumplen con la llamada condicion

de cociclo, esto es
Paa(x) = idkn,
Pap(X) © Ppo(x) = idkm,
Pap(X) © Ppy(X) © by (x) = idgn.

ProposicioN 1.1.6. Dadas M variedad diferenciable con atlas diferenciable {(U,, ¢o)}acr ¥
unciones ¢z : U, N - ,m), cada vez que U, N # 0, que satisfacen la condicion de
] s Uy N Ug — GIK, m), cad, U, NUg # 0 ] l dicion d

E::UU(,XK’"/~

ael

cociclo, entonces

donde
Uy xK" 3 (p,v) ~ (g, w) € Ug x K"
si 'y solo si
pP=q Yy V=dupl@w,
define un haz vectorial diferenciable de fibra K" sobre M con proyeccion n : E — M dada por

m([(p,v)]) = p.

DemMosTrACION. Una demostracion de este hecho puede encontrarse por ejemplo en [9]. |

OBSERVACION 1.1.7. Dada variedad diferenciable M con atlas {U,}.<; y (E, n, M) haz vectorial
que es localmente trivial sobre los abiertos de la cubierta {Vglge;, podemos conseguir un atlas
para M tal que (E,n, M) es trivial sobre los abiertos de dicho atlas. Debido a esto, en lo que
sigue, supondremos que se cumple esta propiedad para cuando fijemos un atlas para M y un haz
vectorial (E,m, M).
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EsempLo 1.1.8. Dado {(U,, ¢,)}ecr atlas diferenciable para la variedad M de dimension n,

definimos el haz tangente de M mediante

TM::UU(,XR"/~

acl

donde
Uy, xR"3 (p,v) ~ (g,w) € Ug xR"
siy solo si
P=q y V=dupl@w

con funciones de transicion de haz dadas por

(1.1) Pap(x) := D($g © 5 )(x).

Con esta definicion de haz tangente, por a%_( p) entenderemos la clase de equivalencia [(p, e;)],
para (p,e;) € U, X R", donde {e;}_, es la base canonica de R". Tenemos que {(;—L(p)};’:l es consi-
derada como la base canénica de n~!(p) ¢ TM, definida de manera local en la carta U,. También
emplearemos la descripcion del plano tangente T, M mediante clases de equivalencia de curvas

por p € M que se puede encontrar en [4] o bien en [9].

Esempro 1.1.9. De manera andloga definimos el haz cotangente de M mediante

"M = U U, X (R")*/ ~
ael

donde
Uy, x (R 3 (p,v) ~ (g, w) € Ug x (R")*
siy solo si
P=q Y v=du@w
con funciones de transicion de haz dadas por
$ap(0) = (D(Bs 0 ) ) (),

donde AT denota la matriz transpuesta de A.

Dada {e;}?_, base de n'(p) € TM no necesariamente ortonormal, definimos su base dual

mediante

(1.2) ej(e;) = 6ij,
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la cual es una base para 7~ (p) c T*M.
OBSERVACION 1.1.10. Dado (E, m, M) haz vectorial de fibra R con funciones de transicion de
haz ®,g, si U,, Ug son dos cartas de M sobre las cuales el haz E es trivial, usamos la siguiente
notacion S ¥ (p) := [(p,e;))] para cada p € U,, donde {e;} es la base candnica del R™. Tenemos

entonces que {S¥(p)}"| forma una base de n'(p) C E, luego, para todo p € Ug de igual manera

definimos la base local {S f (PYL,. Entonces, si p € Ug N\ U,, se cumple la siguiente relacion
(1.3) S¥ =) (@p)lST,

k=1
de aqui en adelante, omitiremos el punto p € M en cuestion, cuando no haya riesgo de confusion.

DemosTRACION. De la definicion de S¢

S =1(p,e)]
= [(p, PopDpeei)]
(Dpa);
=0, op| DI
(Qpo);"
(Do)}
= [(p, Pl por definicion de la relacion de equivalencia en E

(Dpo)"

(Do) (P, €]

(@pa)S”.

D= 1D

>~
Il

1

Nuestra definicion de haz vectorial nos permite considerar nuevas funciones de transicion de
haz que nos resultardn convenientes en el andlisis de la conexion de Levi-Civita que realizamos en

la seccidn 2.4, dichas funciones de transicion estan determinadas por la identificacion de distintas

IR

bases de la misma fibra 77'(p) ¢ E = {p} x R™. Por ejemplo, si {c?}", es base de {p} x R"

iti=1

conpe U,y {O'f }_, base de {p} x R" con p € Up, sabemos que existe transformacion lineal
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dop : R — R tal que ¢aﬁ(o—f ) = o¢. Por un argumento similar al de la observacion 1.1.10,

tenemos que
(1.4) ot = (Pap)lo”.
=1

En particular, si {%}:?:1 y {%};’:1 donde % = [(p,e)]y 6iy- = [(p,e;)] son las bases candni-

cas para el haz tangente definido localmente en las cartas (Uy, o) Y (Ug, ¢p), respectivamente,

entonces podemos escribir:

0 . 0
(15) 6)(,’ - k§:1(¢ﬁa)i ayk
o < . 0
(1.6) W= k§:1<¢aﬁ>,—axk

Con Pga, Pop funciones de transicién en U, N Uy # 0.

Abhora, si {dx;}_| y {dy;}}_, son las bases duales de las bases {a%}?:l y {%}?:1 respectivamente,

entonces podemos escribir:

(1.7) dx; = ) (Gup)iclye
k=1

(1.8) dy; = ) (e,
k=1

CoN Pgq, Pqp funciones de transicién en U, N Uy # 0.

1.2. Algebra de Clifford C/(T,M, g)

DErNICION 1.2.1. Dado el producto interno g en R", definimos el dlgebra de Clifford de R"
asociada a g, denotada mediante CI(R", g), como el dlgebra real generada por los elementos

v € R" con la regla de multiplicacion

w4+ wy = =2g(v,w).
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Dada {e;}?_, base ortonormal de R" obtenemos una base para Cl(n, g) mediante
Cl(n’g):gen{l;ei] """ e,-k:k:1,...,n, ISl.j<l.j+1£n, j:1,...,k—1}.

Debido a que T,M = R" usaremos la identificacion CI(T,M, g) = CI(R", g).

DErINICION 1.2.2. Definimos los grupos Spin(n), Pin(n) C Cl(n, g) como los grupos generados

multiplicativamente de la siguiente manera

Pin(n) := gen{v; -----vy :keN, v;eR", vl =1},

Spin(n) := gen{v;, - ---- v, k€N, v;eR", vl =1},

donde gen indica que consideraremos el grupo generado a diferencia de la notacion de espacio

lineal generado, que se empleo anteriormente.

Spin(n) y Pin(n) resultan ser grupos de Lie con la topologia heredada de Cl(n, g) como espacio

vectorial real.

DEerINICION 1.2.3. Definimos un antiautomorfismo en Cl(n, g) mediante

":Cln,g) = Cl(n, g)

(V] .. .Vk)[ = ViVk-1...V].

OBSERVACION 1.2.4. Si w € Spin(n) entonces w™' = w'.

ProPOSICION 1.2.5. Dado w € Pin(n), la aplicacién A(w)(x) = wxw™! es una reflexion ortogo-

nal y, ademds

A : Pin(n) — O(n),

Alg iy * SPINGD) — SO()

son homomorfismos suprayectivos. Ademds, la aplicacion A(w)x : Spin(n) — SO(n) es cubriente

2 :1yparan > 3 dicha aplicacion resulta ser el cubriente universal de SO(n).

DemosTtrAcION. Una demostracion de estos hechos puede encontrarse en [3] o bien en [6].
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De la proposicion anterior tenemos que A induce un isomorfismo de algebras de Lie

da, : T,Spin(n) = spin(n) = T,SO(n) = so(n).

Buscaremos ahora una descripcion del dlgebra de Lie spin(n). Para esto, dados e;, ¢; € {ey, . ..

coni < j, elementos de la base canonica del R”, consideramos la curva en Spin(n)
c(t) = ej(—cos(t)e; + sen(t)e;)
= cos() + sen(?)e;e;.

Observamos que c¢(0) = 1, ¢’(0) = e;e;, entonces e;e; € spin(n),

n\ nn-1)
2] 2 7

dim(gen{eie; : i < j}) = (
y por otro lado, sabemos también que
dim(spin(n)) = dim(so(n))
= dim({A € M,,,(R) : A = —AT))
_nn-1)
= R
entonces dim(gen{e;e; : i < j}) = dim(so(n)) = dim(spin(n)) por lo tanto

spin(n) = genfe;e; : i < jh

,€n},

Ahora para determinar de manera explicita el isomorfismo dA, bastard conocer sus valores en la

base, para esto, si k ¢ {i, j}
A(c(t))ex = (cos(t) + sen(t)e;e;)er(cos(r) + sen(r)e;e j)’

= (cos(r) + sen(r)e;e;)ex(cos(t) + sen(t)eje;)
= (cos(t)ey + sen(t)e;ejer)(cos(t) — sen(t)e;e;)
= cos?(f)e, — sen(r) cos(f)eye;e i+ sen(?) cos(t)e;e e — sen’(t)e;e jexeie;
= (cos?(¢) + sen’(?))ex
= ¢.

Luego,

A(c(t))e; = (cos(r) + sen(t)e;e)e;(cos(r) + sen(f)ee;)

= (cos(n)e; + sen(r)e;e je;)(cos(r) + sen(t)e;e;)
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= (cos(n)e; + sen(f)e;)(cos(r) + sen()e e;)
= cos’(t)e; + sen(t) cos(f)e i +sen(r) cos(t)e; — sen’()e;
= (cos’(¢) — sen’(?))e; + 2 sen(r) cos(te;

= cos(21)e; + sin(2t)e;.
Mediante un calculo andlogo obtenemos que
A(c(1))ej = cos(2t)e; — sin(21)e;.

Concluimos entonces que

1 0
0
1
cos 2t —sen 2t
0 1 0
Alc(@) = | : : - : R
0 1 0
sen 2t cos 2t
1
0 1
de donde
0 0
0 -1

d :
7 tzo/l(C(f)) =dA.(eie)) =2]:
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DEeFINICION 1.2.6. Para i < j definimos

i J
0 0
i 0 -1
E,‘j = ,
J 1 0
0 0

para j<iE;j:=-Ejyparai= jE;:=0.

Observamos que EZTJ = —E;; € s0(n) y obtenemos de esto que so(n) = gen{E;; : i < j}, por lo
tanto (dA,)~! estd dado por

(1.9) @A) (B = 3,
DerINICION 1.2.7. La complejificacion del dlgebra de Clifford CI(R", g) se define por
CI(R",g) :=Ce®r CI(R", g)
con multiplicacion dada por
a(B ®r x) := aff ®R X.
Usualmente escribiremos ax en lugar de a ®g x.
Considerando la definicion anterior, tenemos la siguiente inclusion

CI(R", g) — CI(R", g)
x> 1®g x.
1.3. Representacion de Ci(n, g)

En esta seccion enunciamos los resultados relativos a representaciones del dlgebra de Clifford

que se utilizaran en lo subsecuente. La demostracion de los mismos se puede encontrar en [3].
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ProposicioN 1.3.1. Para cada n € N existen isomorfismos de dlgebras
Cl(n, g) = End(C%) si n = 2k,
Cl(n, g) = End(C*) ® End(C*) sin = 2k + 1.

DErINICION 1.3.2. Obtenemos una representacion de Cl(n) como matrices complejas mediante

el isomorfismo anterior para el caso n = 2k
k
y : Cl(n, g) — End(C?),
y para n = 2k + 1, consideraremos la proyeccion en el primer componente, esto es

y : Cl(n, g) — End(C?).

Considerando la representacion anterior vy, obtenemos una representacion del grupo Spin(n)
mediante la restriccion

Ylspineny © Spin(n) — Aut(C?).

ProposiciON 1.3.3. La representacion del grupo Spin(n) es una representacion fiel, esto es,
y : Spin(n) — Aut(C?) = GI(C?) es inyectiva.

1.4. Haz de Espin

En lo que sigue, emplearemos la propiedad de que para una variedad de Riemann orientable
M, el grupo de estructura de TM es SO(n). Una demostracion de este hecho se puede encontrar

por ejemplo en [6].

DEeriNICION 1.4.1. Dada (M, g) variedad de Riemann orientable con funciones de transicion
del haz tangente
bop : Uy N Uz — SO(n),

decimos que M es variedad de espin real si existen
q?ﬁaﬁ : Uy N Ug — Spin(n) C Cl(n, g)
funciones diferenciables tales que
Pap = APap)

donde
A Spin(n) 25 SO(n)
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es la aplicacion cubriente dada en proposicion 1.2.5 y las funciones @ ;i son tales que satisfacen
la condicion de cociclo, que se menciona en la proposicion 1.1.5.

EsempLo 1.4.2. Algunos ejemplos de variedades de espin.

» Toda variedad con una sola carta es variedad de espin.

» Paran > 2, S" con atlas dado por proyeccion estereogrdfica es variedad de espin.

DEeMosTRACION. Para el primer ejemplo, dado que las funciones de transicion del haz tangente
¢11 son siempre id € SO(n) para cada p € M, la condicién de variedad de espin se satisface
tomando (?)11 = id € Spin(n).

Para el segundo ejemplo, si n > 3, la interseccioén de los dominios de las cartas norte y sur
Uy N Us es simplemente conexo, ademads, dado que Spin(n) es simplemente conexo, el teorema

5.1 de [8] garantiza que existe @aﬁ tal que el diagrama siguiente es conmutativo

Spin(n)
&nﬁ 7 j

SO(n),

Uy Us

¢r1ﬁ

ahora, suponiendo que ya se ha elegido ¢;; € Spin(n) que corresponde a ¢;; € SO(n), definimos
(} i = (gﬁi j)‘l con lo cual la condicion de cociclo se satisface ya que no existe composicion de
tres funciones de transicién en Spin(n) todas ellas distintas que pudiese mostrar que M no fuera
variedad de espin. El caso n = 2 difiere del anteriormente presentado ya que Uy N Ug no es

simplemente conexo. Este puede consultarse en [9]. |

EsempLo 1.4.3. Como ejemplo de variedades orientables que no son variedades de espin

tenemos a CP?", para todo n € N. Para una demostracion de este hecho, véase la seccion 2.1

de [3].
Las funciones de transicion g?ﬁaﬁ € Spin(n) definidas en 1.4.1 son elementos en un grupo de
Lie, entonces, mediante la representacion que aparece en la proposicion 1.3.3
v : Spin(n) — Aut(Czk)

definimos

&aﬁ = Y(éaﬁ)
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DEeriNICION 1.4.4. Dada M variedad de espin real y funciones (?)aﬁ € Spin(n) que satisfacen

las condiciones de la definicion 1.4.1, definimos

Bop = V(Pap) € Aut(C?)

S = UUQXCZk/~

ael

donde
U, X c? s (Xa» Sa) ~ (X8, 58) € Ug X c?
siy solo si
Xoe =Xg Y Sa = PapSp-
El haz vectorial de fibra C*
(S,m, M)

se llama haz de espin de M.

1.5. El haz de endomorfismos del haz de Espin

Derinicion 1.5.1. Un haz fibrado de fibra un dlgebra, o haz fibrado de dlgebra, denotado
(E,m, B, A) estd definido por un espacio total E, una aplicacion continua suprayectivan : E — B,
tal que para cada p € B, n'(p) =: E, C E tiene la estructura de un dlgebra compleja, y se
satisface la siguiente condicion de trivializacion local, para cada p € B existe U vecindad de p
y un difeomorfismo ¢ : 7' (U) = U X A, tal que para cada 'y € U, ¢, := Ple, - Ey = {y} xAes

isomorfismo de dlgebras.
Dado (S, 7, M) el haz de espin de M, podemos construir un haz fibrado de dlgebra

(End(S),m, M, End(Czk)) ,conn =2kon=2k+1, n=dim(M),

donde la fibra estd dada por el conjunto de endomorfismos de c? que identificaremos con el

dlgebra de las matrices My, (C), éste haz lo llamaremos el haz de endomorfismos del haz espin.

DErINICION 1.5.2. Considerando las funciones de transicion de haz de la definicion del haz de

espin .z (véase definicion 1.4.4), definimos el haz de endomorfismos del haz de espin mediante

End(S) := U U, X Mzkxzk(c)/ ~

ael
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donde
Uy X My (C) 3 (p, A") ~ (q, Aﬂ) € Up X My (C)

si 'y solo si
p=q Yy A" = (zaﬁAﬁ(zﬁa-

Es claro que se satisfacen los requerimientos de la definicién de haz de dlgebra para este haz.
Mas atin, la estructura de dlgebra se preserva entre cartas, definiendo localmente la multiplicacién

punto a punto, esto es
OBSERVACION 1.5.3. Dados (p,Ay), (p,Az) € Uy X Mook (C), a, b € C, ocurre que

Bpa(aA| + bAY)Pap = aBpaA1Pap + bPpaArPap
y también

&,Baf (A 1A2)$aﬂ = &ﬂ(lA 1 &(tﬂ&ﬁaAZ&aﬁ’
entonces
al(p,A)] + bl(p,A2)] := [(p,aA, + bA3)]  y

[(p, ADI[(p,A2)] := [(p,A1A2)]

estdn bien definidas.

Una vez que contamos con el haz fibrado que nos permite modelar la multiplicacion requerida
para definir el operador de Dirac, el siguiente paso es mostrar que en efecto podemos definir
matrices que nos sirvan para poder escribir el operador de Dirac.

Si (xq, 7)) € Uy X Maiypr(C) ocurre que

(1.10) (Xas V) ~ (8, Y(Bpa) Y V(Bap)) € Up X Mt (C)

donde y(&aﬁ) son las funciones de transicion del haz §. Dada {e{'}!_| bases ortonormal de T,U,,
dado que TM tiene grupo de estructura SO(n), por la observacion 1.1.10, la correspondencia de
bases en los espacios tangentes estd dada por e = Zzzl(qﬁﬁa);‘ef, con ¢.5 € SO(n). Luego, como
el cubriente

A : Spin(n) — SO(n)

estd dado por

AP ) = g™ = ¢(v)
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donde ¢v¢~! es el producto en Cl(n, g) que corresponde a la transformacién ortogonal ¢(v), te-
nemos entonces que la aplicacion ¢g,(v) corresponde a la multiplicacion en el dlgebra Clifford,
Ppavdap. Queremos definir una aplicacion

y:T,M — 7' (p) C End(S)

lineal tal que y(e;)y(e;) + y(e;)y(e;) = —20;;id, con la cual definiremos una representacién del
algebra de Clifford

v:CUT,M,g) — ' (p) € End(S).
Definimos

(L.11) Yi(e!) =i =i,

donde y; € My,»+(C) son matrices tales que y;y; + v,;¥; = —20id. Luego, la equivalencia expre-
sada en (1.10) implica que

7? = &aﬁY(Z (¢ﬁa )?ef)‘}ﬁa
k=1

= opY ()€ o

= Gopy (@ﬁaef Bop)Ppe

= Gop¥(Bpa)y(€)y(Bop)Ppa
= @aﬁ&ﬁa%ﬁ fzaﬁ;ﬁﬁa

=,

lo cual muestra que (1.11) define una representacion del dlgebra de Clifford de manera global.



CAPITULO 2

Derivada covariante en el haz de espin

2.1. Derivada covariante en haces vectoriales

DEeFNICION 2.1.1. Una derivada covariante o conexion en el haz vectorial (E,n,M) de fibra K™,
es una aplicacion R-bilineal de T'(TM) X I'(E) en I'(E), que cumple las siguientes condiciones
para X, X, X, e ['(TM),Y,Z € '(E)y f € C*(M)

1. VX1+X2Y = VX1Y + VX2Y7 Vny = fVXY
2. V(Y +2Z) = Vy¥ + ViZ  V(fY) = (X.S)Y + [VyY.

Dados X € [(TM), Y € I'(E) y un abierto U C M sobre el cual tanto TM como E son triviales,

podemos escribir
X:Zn:X"i Y:inS
i=1 Ox;’ =1 "

donde las secciones locales {S,...,S,.} ¥ {ail s 3 9} forman una base de ml(p) C E, yde

7~ '(p) C TM respectivamente, para todo p € U,. Si
V. I'(TM)XT'(E) - I'(E)

es una derivada covariante, tenemos:

n m (9YJ .
@2.1) = ZZX’(gSj+ YV ).

i=1 j=1

17
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DEerINICION 2.1.2. Definimos los simbolos de Christoffel Ff.‘j asociados a la conexion V, en el

abierto U, por la expresion

ViS;= > TiSk
.\I' k:1

Observamos que segun (2.1), basta conocer los simbolos de Christoffel l"f.‘j para determinar
completamente a la derivada covariante en cuestion. Relacionada con la anterior definicion, ha-

cemos la siguiente

DEerINICION 2.1.3. La i-ésima matriz de simbolos de Christoffel A; € M,x,n(R), relativa a las

bases {S }1" |, { 6%}?:1 , la definimos por
m . k\"
(Al)J,kzl . (rl/)]’kzl .

De manera mas general, dado abierto U C M tal que tanto el haz (E,r, M) como TM son

triviales sobre U, podemos considerar m secciones locales linealmente independientes
ei:U— UXR", p— e(p),
coni=1,...,my n secciones locales linealmente independientes

fi:U—=>UxXR" pm fi(p),

con j = 1,...,n. Tenemos entonces que {¢;(p)}2, C {p} X Uy {fj(p)};?:1 c {p} x U forman
una base para cada p € U en los respectivos casos. Los simbolos de Christoffel asociados a una

conexion en (E, r, M) en las bases {e;(p)}7", y { fj(p)};?:1 estan dados por
2.2) Ve p) = ) (Adse(p).
k=1

DEerINICION 2.1.4. Dada (M, g) una variedad de Riemann, diremos que V, una derivada cova-
riante en el haz tangente (TM,n, M), es de Riemann o compatible con la métrica, si para X, Y,
Z € I'(TM) se cumple que:

X8(Y,Z) = g(VxY,Z) + g(Y, Vx2Z).

DEerINICION 2.1.5. Decimos que la derivada covariante en (TM,n, M) es libre de torsion si
dados X,Y € I'(TM), se cumple
VxY - VyX = [X, Y],
donde [ X, Y] denota el corchete de Lie de X y Y.
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Sabemos que existe una unica derivada covariante en (TM, n, M) que es de Riemann y libre

de torsidn, a ésta se le denota también como la derivada de Levi-Civita.

ProposicioN 2.1.6. Los simbolos de Christoffel asociados a la derivada de Levi-Civita se

pueden calcular mediante

6‘gz 9gi; g
2.3 = M=y L - 20,
(2:3) f 2 Z x;  Ox; Ox
donde g;; denota a g( a(i ) y &' es la entrada i, j de la inversa de la matriz (g;;)" gy

DemosTrACION. Una demostracion de este hecho puede encontrarse por ejemplo en [2] o en

T |

2.2. Transformacion de simbolos de Christoffel respecto a cartas de haces

Si V es una derivada covariante en el haz (E,m, M) , Y., YES¢, Y, YkS , son secciones
sobre trivializaciones locales U, y Up respectivamente, y denotando medlante e}, , {ef 11, a
bases del haz tangente, no necesariamente ortonormales, en las trivializaciones locales U, y Uy

respectivamente, tenemos lo siguiente

(2.4) v, (Z YEs ey = Z(e YHSe + Z Z YEADLS S,

k=1 [=1

Ahora determinaremos la manera en que se transforman los simbolos de Christoftel con res-
pecto a las funciones de transicion en los haces TM y (E, 7, M), ¢op y @5 respectivamente, las
cuales son las funciones de transicion que relacionan a la base {S¢} con {$ f’] }y {ef} con {ef } de

manera respectiva. Para esto reescribimos (2.4) considerando (1.4):

Ve‘j’(z YaSk) - VZLI((WG);@?(Z Z Ya(q)ﬁa)kSl)

k=1 =1 k=1

2

m
=1
m

()Y (Yo (Do) ST)

NgE
SeliNe

(((Bpo)i& YEX @0 + (8pa) YE(E Dpa); ) ST)
i=1 I=1

>~
Il

1

D (Gup) i YE( @V sST)

k=1

Ms

i=1 [=

—_
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n

) zm] (zn](%) (.Y, ](cbﬁa)k S|+ zm] zm] VAL D (@5 (050, %

) =1 k=1 =1 k=1 i=1
o i Zm] i(cﬁﬁa) Yy (@po)i(AD)]S
= Zml(eg.yf;)s s i i Zm: YE (€9.(Dpa)y) (Pup)] S
+ i i i i (8p0) Y (Qpo i (A} (RS-
=1
Ahora, dado que la dltima expresion obtenida y la ecuacién (2.4) son iguales

Z Z H(AD)S e = Z(e YHs9 4 i i i YE (€3.(@pot) (Dap))'S

m

PG

k=1 k=1 r=1 I=1 k=1 h=1
DI (O QAN Do 57
r=1 h=1 I[=1 k=1 i=
de donde:
2.5) A% = > (€5-(Ppa)}) @ap)] + D D" > (pa) (Dpa e (AD] (@),

=1 h=1 [=1 i=1

De lo anterior obtenemos la siguiente proposicion

ProposiciON 2.2.1. Suponiendo que M es una variedad con atlas diferenciable {(U,, o)}acr
sobre los abiertos del cual el haz vectorial (E,n, M) de fibra R™ es trivial; dada V una derivada
covariante en (E,n, M), los simbolos de Christoffel se transforman de U, a Ug segiin (2.5) y
viceversa, si las matrices (A7)}, (Af )L, se transforman segiin (2.5) entonces la ecuacion (2.1)

no depende de la carta y define una derivada covariante para (E,n, M).

OBSERVACION 2.2.2. La expresion (2.5) se puede interpretar como la siguiente multiplicacion

de matrices

a _ (% i B
A% = (€S Dpa) + ) (I50)PapA? Dy

i=1

Esta serd la notacion que emplearemos de aqui en adelante.
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2.3. Derivacion de la conexion de espin a través de la conexion de Levi-Civita
Dado un abierto U C M sobre el cual TM es trivial, podemos considerar n secciones locales
linealmente independientes
fi:U—- UxR"

Luego, mediante el algoritmo de ortonormalizaciéon de Gram Schmidt, obtenemos n secciones
locales ortonormales e¢; : U — U X R" tales que {e;(p)}}_, € T,M forman una base ortonormal
para cada p € M.

ProposicION 2.3.1. Dada {e;}!_, base ortonormal de T,M, la i-ésima matriz de simbolos de

n
=1

Christoffel asociada a la derivada de Levi-Civita en la base {e;}"_,, denotada A;, cumple con

A; € so(n).

DEemosTRACION. Por la compatibilidad con la métrica de la conexion de Levi-Civita y debido

a que en una vecindad de p podemos garantizar que 6;; = g(e;, €;) tenemos
0 = er.glei e))
= 8(Veei,e)) + glei, Vee))
= 3D (A]ej e) + glei, Y (A)jer)
=1 i=1
= (Ap)] + (A,
de donde A] = -A,. |

Tenemos entonces que dados Y € I'(TM) y {e;}?_, base ortonormal de T,M, la derivada de

Levi-Civita en coordenadas locales se escribe como
m
VoY =) l(enYe;+ ¥ ) (Ae
=1 k=1

con A; € so(n). Debido a esto, intuimos la posibilidad de usar el isomorfismo
dA" : so(n) — spin(n)

que aparece en (1.9) para conseguir simbolos de Christoffel que nos permitan definir una derivada
covariante en el haz de espin. A continuacién, mostramos por qué los simbolos de Christoffel

obtenidos de esta manera efectivamente definen una derivada covariante en el haz de espin.
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ProposiciON 2.3.2. Denotando la matriz de simbolos de Christoffel, en una base ortonormal,
que definen la conexion de Levi-Civita en el haz tangente en la carta de haz U, por A{, si

definimos
(2.6) A? = y(d1AD)),

entonces las matrices AY definen una derivada covariante en el haz de espin.

DemosTrACION. Valiéndonos de la representacion fiel que la proposicion 1.3.3 nos provee y
por la condicidon de ser variedad de espin real, definicién 1.4.1, las funciones de transicion del

haz de espin estan dadas por
2.7) Dop := Y(Bap) : Ua N Ug = Aut(C?).

Dado que la representacion del dlgebra de Clifford y de spin(n) en GI(C?) es inyectiva, tenemos

que ker(y) = {e}. Entonces la aplicacion lineal
A:=7yo(d)": so(n) = y(spin(n)) € Mayor(C)

es inyectiva, por lo tanto un isomorfismo entre so(n) y su imagen y(spin(n)) = spin(n) en
M,k (C). Entonces
Af{ = (Dﬁa(ef-q)wﬁ) + Z(qﬁwﬂ){q)ﬁalquq)aﬁ
j=1
siy solo si
TN = @po( D) = D (B! Do D) = 0.
=1

Dado que 1 y dA son isomorfismos, podemos considerar
(2.8) A i=dAoy™  y(spin(n)) — so(n).

Para p € M, consideremos el vector elﬁ = [¢;] € TeoyM = T,M, con ¢; : (—€,€) — M curva dife-
renciable, segun la descripcion del plano tangente que se menciono en el ejemplo 1.1.8, entonces

por (2.7), la diferenciabilidad y linealidad de v,

Dpo (D) = D (c(0)Dp(ci(D))

‘ =
dt t=0
dt =0
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Luego,
~ d| - A
A7 (o] o)) = dA oy 0 Y] FalciO)Buplei(t)
d| - n
= U] BacO)Buplci(0)

d A N
- E'I:OA(%(c,-(O))qsaﬁ(ci(t))

= 2| @ncOpupte )
= ¢Ba(e?-¢aﬂ)-
Consideremos g : (=€, €) — SO(n) curva diferenciable tal que g7(0) = 1id y
(&7)(0) =AY € so(n) = T,SO(n), parai=1,...,n.
Observemos que existe un dnico levantamiento continuo g7(¢) € Spin(n) tal que
87(0) = id € Spin(n).

Luego, tenemos que

d
dAEYO) = | @)

= a5
= (g/)(0)

= A?,
donde hemos usado que A(g7 (1)) = g{ (). Por lo tanto
A =y odl'(AY)

=yodd™ o dA((g})(0))

d
(2.9) = Y(E

&; (1))
=0

1=

Luego entonces, por (2.8) y (2.9)

- Y Y d
A (Dpa At Dgp) = dAoy™! (7(%)7(5

g’?(t)) 7(%,3))

t=0

. d .
= dABul 7| ZH)ep)

23
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= A0S D@
d i
= 2|, (1@ )400))

= 2| &1
= Bpa (87)'(0) Pup
= ¢,BaA7¢aﬁ-
Usando ademds la linealidad de 17! obtenemos
=1 (AD) = 1 (@ Dag)) > (Pap)i A (DA Do)
=1

= A7 = 35l -Bop) = D (Bup)|$paAbus
=1

TNAL = 04 D) > (Pop)! Ppa A D
j=1

=0,
por la observacion 2.2.2 aplicada a la derivada de Levi-Civita en las bases ortonormales {e{'}! | y
{e? }i_,- Entonces, dado que A7! es inyectiva, concluimos que
A = 0po(&) D) = " (hop) Ppa AT D = 0,
=1

es decir, Af satisface las féormulas de transformacion necesarias para que estos simbolos de Chris-

toffel definan una derivada covariante en el haz de espin. |

2.4. Transformacion de la conexion de Levi-Civita bajo cambios conformes de métrica

Proposicion 2.4.1. Dada h € C*(M), si denotamos por lA“j.‘j los simbolos de Christoffel aso-
ciados a la derivada de Levi-Civita compatible con la métrica e*"g, que es conformemente equi-

valente a g, la relacion entre éstos y los simbolos de Christoffel I“fj es

f" Fk+(5k18 +(5k, nglgﬂ
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DEemosTrACION. Usando (2.3) para calcular lA"j.‘ ; tenemos

v 1o aeg) gy A
kZEZeZhgkl( P 8i) j

ox; Ox; ox; )
1< oh ki [~ 2n OB 21081 on Oh 2108 on Oh 21 98ij
. Py S - L e el S - L, ey SO -1l |
2Ze EAT a8 o T a1 T oS¢ ey,

1~ u(0ga 08y 08 Xl oh Oh
=5 a5 + i i
2 ,Z:‘ s (Ox‘ dxi  Ox Z ¢ gl] Sy~ Sax,
= F§j+6kj_ +6kl nglgl]
J

Entonces, segin la proposicion anterior, cuando cambiamos conformemente de métrica obte-

nemos las siguientes matrices

[A + 5/{_/8 + 5/{1 Z gk[gjt ) )
k=1

y usaremos la siguiente notacién para abreviar

oh oh < on\
(2.10) Hi:z(ékjawki - > 8" )

an =1

Dada la variedad de Riemann (M, g) y (U,, ¢,), carta para M sobre la cual TM es trivial,
podemos considerar nuevas cartas (Ug, ¢p) y (U, @) donde Ug = U, = U,, tales que e :=
Zzzl(gbﬁa)f.‘a% coni € {1,...,n} forman una base ortonormal en la métrica g y que ef =e et =

D 1((;%)?% es base ortonormal en la métrica e?"g que es conformemente equivalente a g.
Ocurre entonces que

/ —h
Pop = €' Paps  Ppr = € Ppa-

Denotaremos por A’ a la j-¢sima matriz de simbolos de Christoffel en la base de la (-¢sima

carta para ¢ € {a, 3, {}. Por la observacion 2.2.2

AT = Bup(€f Bpa) + ) (B5)\ bop(ADPg0
k
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donde AY es la i-ésima matriz de simbolos de Christoffel en la base ortonormal {e{'}! | y Aﬂ es la

respectiva matriz de simbolos de Christoffel en la base { }l -

Luego, denotando por I’} la k-ésima matriz de simbolos de Christoffel en la métrica ¢*g y en
la base { a" 1., la i-€sima matriz de simbolos de Christoffel Af en la base ortonormal {ef};’zl, se

relacionan con la k-ésima matriz de simbolos de Christoffel I, mediante

AS = yp(et pgr) + Z(%;)%m(f"k)(ﬁﬁ{
k

= " pup(el (e Bpa)) + € D (Bpa) bap(Cex)Bp

k=1

= e[ —(e?.h)id + op(e? . dpa) + Z(%)?M(Af + Hk)%] por proposicion 2.4.1
k=1

=e"|AY + Z(¢ﬁ(1)i‘c¢aﬁHk¢ﬁa - (e?.h)id)

k=1

4o N oh .
=" A7 + ;(%a)f (¢a,6’Hk¢ﬁa - a_xkld)]

=

Y oh
(2.11) =AY+ ;(‘P[S’Q)i‘((ﬁaﬁ (Hk - 8_xkld) ¢Ba)-

En lo que sigue, nos ocuparemos de reformular la expresion Zzzl(qﬁﬁa)f.‘q&aﬁ (Hk - %id) ¢pe de
tal manera que conociendo la preimagen de A7 en spin(n) bajo (1.9), nos sea facil determinar la

respectiva preimagen de Af

Lema 2.4.2. Podemos reescribir H; — %id de la siguiente manera
1

oh . (& b d d. h 9 D
H; - =2id = e .
ox; (Z Rl riial il Y l-))) )

=1 Jim=1

DEemosTrRACION. Usando la expresion (2.10), tenemos

oh oh Yoy oh Y

Hi=|=6,+—ou—> g'—g;
(ax,- 9T 2.8 axlgf)_ 1
jim=

oh oh “on Y
= —id + 61m - m— ij ’
Bx,l (6)6]- Zg Bxlg]] B



2.4. TRANSFORMACION DE LA CONEXION DE LEVI-CIVITA BAJO CAMBIOS CONFORMES DE METRICA 27

entonces tenemos

oh oh “oon Y
H — —id = | —6,, — mZZ g .
ébc,-l (axj Zg g]]. 1
J.m=

Abhora, observando que 9;, = Y., g"g;i, podemos concluir

on \\
H; - —1d (Z g" (a—xjgh g,,)]

Jjm=1

(S 9 0 o 0
—(Z (35,2 an o a,g(ax]a,-))) B

=1 Jjm=1

|
Continuando en este sentido, tenemos el siguiente
Lema 2.4.3.
4 oh i oh 0 oh 8 !
D H — —id] = M o(=—, %) — —g(—, e*
;wﬁﬁ >,( S ;g G 8D~ 758G )

Jjm=1

DemosTtrACION. Usando el lema anterior podemos escribir

" oh " 4 oh & & Oh a \\)
> @p)k [ Hie = —id) = | > (8l | > & |58 5—) = =—

H(rﬁﬁ )l( & 8xk1) H(@a ),[Hg ( 8xjg( . 6xk) ax[g( 9%, O ))]] |
= = = J.m=

=1>.¢" [a g(— Z(%), i )——g(— Z(cﬁﬁa), i )]

=1

:ng’(ahg«— )——g(— )) :
Xj -

Jjm=1

m=1

Luego, tenemos el siguiente

Lema 2.4.4.

n

- ah : m. a a
;(%a)f(Hk - (9_xkld)) bpa = (Zé’ (et h)g(— ej) — (ek, ))

k.m=1
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DEemosTrACION. Haciendo uso de la proposicion previa,

d oh oh '
Z(asﬁa)?(Hk—a—xkid))asﬁa: ZZg"“(—g(—, l)——g(—, ,)) (%)J]
k=1

j=1 I=1 -
Y Y 0 0 oh < 9 ™'

= ml J_~ I’l -, ay . o J_’ a
;g [[[;(%)kax,) ]g(ax, ) axlg<;<¢ﬁ Ve )] ]

. _ - k,m=1

J
Z” 9 dh "Y'
— ml @ p , ay _ oz’ @

J k,m=1

Ahora, observando que para cada X = }{_, X*5= € I'(TU,,) se tiene que

Zg"”g<— X) = Z (— axg

ml X

s,l=1

= Z gmlglsXS

s,=1

= Z s X*

- 0
= dx,, X'—
x (Z1 )
= dxu(X),
por lo tanto
(2.12) Zg'"’g< . X) = dain(X).
Lema 2.4.5.
Z(rﬁaﬁ){ng’"’g( = g(ef, ).

Im=1
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DEemosTrRACION. Debido a (1.2), (1.5) y (2.12) tenemos lo siguiente

n - 8
D Gahg"8(5 o)

I,m=1

> (uphdxn(el)
m=1

=ell(e))

|
DEFINICION 2.4.6. Dada f € C*(M), definimos el vector grad(f) € T,M mediante
ggrad(f), X) :=df(X) = X.f
para todo X € T,M.

Lema 2.4.7. Dada h € C*(M), en coordenadas locales se tiene que

"\ Oh . 0

-~ 0x,° 0x

grad(h) =

DemMosTrRACION. En coordenadas locales tenemos

n

=~ Oh i 0 - 0 oh 0 0
T s Y bd — v s -, )d
g(;:l (9x,g (9xs’z 6x,) e (9xtg g((?xs 6x,)

r=1

Il
OQH
OQH
2

S

<

I
g

3
S
<
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Por lo tanto grad(h) = Y77, gf gna?cs |

Lema 2.4.8. Dada la base ortonormal {e;};_, en TU,, tenemos lo siguiente
grad(h) = ) (eihei.

DemosTrAcION. Consideremos el vector grad(h) escrito en la base {e;}. |, grad(h) = X, cle;,

donde ¢’ € R son funciones del punto en cuestion, en principio indeterminadas. Luego,

¢ = g(znl cjej, e;)
=1
= g(grad(h), ;)
= dh(e;)
=e.h,

entonces grad(h) = Y (e;.h)e;. |}

Lema 2.4.9.
Z (apling ’"’
ILm=1
DEMOSTRACION.
j ml 5 i
lmzl (¢aﬁ) . ; l(¢aﬁ)m ms8 6

(') o Oh
= Z (¢aﬁ a_xl

= .9 oh
— e \eSt
Z €a (8xs ) 0x;

— e*J Oh lSi
B 6x1g 0x;
=e/ (grad(h)) por lema 2.4.7

= g(e?, grad(h))
= dh(e‘j’) = e‘;.h.
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De los calculos anteriores se sigue

LEMA 24.10
En k F[ ah j a g 5 (01 l! s n
£ (¢,Ea)l' ¢afﬁ( k 9 kl )¢ﬁaf - ((ek- ) Ji (6, ) ki)k,j 1 .

DEemosTRACION. Del lema 2.4.4 se sigue

: oh . SRR R S
bop [;(@M)f(flk - a—Xkld)] Ppa = Pap [; g l((ek h)g(a—xz, e)) — B—XIg(ek, é; ))J

n

k,m=1
C i m (% a @ ah a «a '
= Z (Pap)n8 l((ek .h)g(a_xl’ ) — 6_xlg(ek’ €; ))]
I,m=1 km=1
Y | Ml 0 fe C i m. Oh a a "
= lZl((ﬁaﬁ);]ng l(ek -h)g(a_xl’ ) — lz_l(¢aﬂ);]q1g la_xlg(e" »€; ))
m= m= kj=1
= (g(e;-', e ey -h) — (e5.h)g(ey, 6?))2 i por lemas 2.4.5y 2.4.9

= ((e,cf.h)5ji - (e?'h)ék"):,jzl ’

Finalmente obtenemos la siguiente proposicidon que nos dice como la ecuacion (2.11) se puede

expresar de manera conveniente.

Proposicion 2.4.11. Si Af denota la matriz de simbolos de Christoffel en la métrica e*'g y A;’.‘

a la respectiva matriz en la métrica original g, entonces tenemos la siguiente relacion
n
¢ _ -h
A=e (A? + Z(e;.h)Em,-]
m=1
con los E,,; dados por la definicion 1.2.6.

DEMOSTRACION. Por el lema 2.4.10 tenemos

Af — (Af’ n (((ez_h)éﬁ - (e‘;.h)éki))z’j:l)

= et (A? + Z(efjl.h)Em,-].
m=1
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2.5. El operador de Dirac bajo transformaciones conformes de métrica

Lema 2.5.1. El haz de espin de (M, g) y el respectivo para (M, e*"g) son iguales. De esto

concluimos ademas que los haces de endomorfismos en cada caso coinciden.

n 2h

=1

tivamente, y {y;} C My« (C) tales que y;y; + y;¥; = —20;;id, definimos

DEMoSTRACION. Dadas {e;} {e"’e,'};?:1 bases ortonormales en (T, M, g) y (T, M, e*"g) respec-

ye(€) := ¥ € Mok (C),  voung(e™e;) := yi € Myt (C),

de donde y,x,(e;) = ely; = ehyg(ei). Ahora, si ¢, € SO(n) son las funciones de transicion de TM
que se levantan mediante el cubriente 2 : 1, A : Spin(n) — SO(n) a (}i 5 = ViV parael caso

(M,g)ya (ﬁfzg = (e"v) -+ - (e7"vy) para el caso de (M, e*"g), tenemos entonces

Yerg@55) = €y - €y g (var)
= Ye(W1) - Ve (Var)
= Yo(Vi -+ Vo)
= Yo(Plp)-
Encontramos entonces que los haces de espin asociados a (M, g) y a (M, e*"g) al estar definidos

mediante las mismas funciones de transicion, coinciden; por lo tanto los correspondientes haces
de endomorfismos de ambos haces son iguales. |

Gracias al lema anterior, podemos considerar al operador de Dirac con respecto a g y e*'g
actuando en secciones del mismo haz de espin. Procedemos a establecer el resultado principal de

esta tesis.

TeorEMA 2.5.2. Si D denota el operador de Dirac para la variedad M en la métrica e*'g,

conformemente equivalente a la métrica original g en M, entonces

n —

2

D=e¢" (D + 17 (grad(h)))

donde D es el operador de Dirac en M con la métrica inicial g y 'y es la representacion del
dlgebra de Clifford para M.
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n

DEmosTRACION. Dada la base ortonormal {ef}l.:1 segin la métrica e¢*g en la carta U,, por

definicién del operador de Dirac en la métrica conforme

~ &S pin
D= Z Yerg (€ V!

i=1

= Z Yorng(e?) (€f~ + z‘{f) por proposicién 2.3.2
i=1

_ C -h _«a -h/ fa C a I ..,

= Z Yi (e ej. +e (AT + Z(em.h)Em,-)) por proposicién 2.4.11
i=1 m=1

n

= Z e (%‘e?. + 7,-A~§’ + v Zn:(ei.h)ﬁm,-]
m=1

i=1

1 n n
—e "D+ 5 Z y; Z(e;.h)ymy,- por (1.9) y (2.6)
i=1 m=1

m#i

n

—| D= 13 S et

i=1 m=1

1
=e"|D + 5 Z Z(ez h)ym
g
1 n n
=D+ 5 3 (b)) = Y@ el + Y((ef el
Gy
1 n n
=D+ > DD e e - 7((e§’.h)e§’)]] por lema 2.4.8
i=1 \m=1
_ RN @ e
=D+ 5 Y (Vgrad(h) — ¥((ef e ))]
i=1

- 1 1 C a a
=¢"| D+ nzy(grad(h) - Z‘ y((e2.h)e! ))

1 1
= "D+ nzy(grad(h)) - Ey(grad(h))) por lema 2.4.8
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—e'(D+ "= aradth
= > y(grad(h))].

34



CAPITULO 3

El operador de Dirac en espacios de curvatura seccional constante

Como aplicacién de nuestro resultado sobre cémo cambia el operador de Dirac bajo trans-
formaciones conformes de métrica, en lo que sigue calcularemos el operador de Dirac para las
variedades de Riemann de curvatura seccional constante S” y H”, para esto, serd necesario calcu-

lar primero el operador de Dirac en R”.

3.1. Algebra de Clifford para R"

Procederemos a dar una representacion de Cl(n, <, >gs) como matrices complejas de dimen-
sién 2% x 2% donde n = 2k o n = 2k + 1, la manera en que haremos ésto es recursiva siguendo la
construccion que aparece indicada en [1]. Escribiremos yg") para indicar la i-ésima matriz para el
(n) 4

caso de R". Necesitamos entonces, matrices {y; ' }\_; C Mj«,(C) que cumplan

(3.1) YOy + Yy = —26i5id.
El caso base es R para el cual tenemos la matriz
M _ M C
Y1 1 € Moy(C),

luego, paran > 1 par, definimos las n matrices que necesitamos en términos de las 1 anteriones
-1)
0 n

Vi . w . .|0 i . ) )
(n-1) parai <nyvy, =1 ol Mientras que si n > 1 es impar,

mediante 75”) = i( id
i
id

0 -id

definimos yﬁ") = yf"_l) parai <nyy" := i[

), en ambos casos, id € Myi-1,01-1(C).
ProposicioN 3.1.1. El procedimiento de recursion previamente descrito nos provee de una

representacion del dlgebra de Clifford Cl(n, <, >gn) para cada n.

DEemosTrACION. La demostracion es por induccion sobre la dimension del espacio en cuestion.
. s sz 1 .
El caso base para cuando n es impar es n = 1, para el cual la definicion de yg ) satisface (3.1).

35
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Luego, el caso base para n par es n = 2, entonces, por definicién

WO 0 A _(0 -1 y<2)-:io 1
P o 1 o) 27 1t o)

10 1 0
@, _ _ 2,2 _ _
Y1 (0 1]’ Y2 72 [0 1] y

-1 0 i 0
A PN X P B

tenemos que

0 1 0 —i
Suponemos ahora que la proposicion es valida para n impar y probaremos su validez para n + 1.

{0 Y (0 id ,
D = w L |parai<n+ly yml =il . Necesitamos mostrar que
"0 id 0

satisface (3.1), paraestosii # j,coni, j<n+ 1,

En este caso y

(n+1)}n+1
i i=1

y(n+1)y(_n+1) + y(n+1)y(_n+1) _ _[ 0 )’,@][ 0 75-’”] _ { 0 )’En))[ 0 7’,@]
i J J i _ygn) 0 _,yE.n) 0 _y;n) 0 _ygn) 0

el conjunto {y

~ [')’En)')’i-n) + ,yin),yl(n) 0 ]
= 0 ’)/En))"(/n) + Y(/_n) ,y[(n)
_ [—25,- id 0 ]

0  -26;id
= —26;;id.

Luego, parai <n+1,

7(n+1)ygn+1) +7gn+1)7(n+1):_ 0 id 0 ’}’En) _ 0 7’,@ 0 id
n+l /i i n+1 id 0 _,ygn) 0 _7§n> 0 id 0

("o (v o
- _ (.”) - O _ (n)

1 ]

ademds, parai <n + 1,
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((n+1))z__id2 0)_ (d 0
Yt ) =70 i2) T o i)

Ahora, suponemos que nuestra proposicion es valida para n par y buscaremos mostrar su validez

0 n=1)
paran + 1. Como n + 1 es impar, por definicién y"*" := y" = i( ) 7’0 parai<n+1y
e

o g id 0
mhlo —id

y también

), ocurre entonces que parai, j < n+ 1,coni # j,

(n+1) _(n+1) (n+l) (n+l) _ _(n)_(n) (n) (n) _ .
Yi Y Y =YY TV __25ijld

por hipétesis de induccion. Luego, parai < n + 1,
(D)) (D) kD) kD) id 0 0 7,(”_1) _ 0 7’,@_1) id 0
Vo1 Vi Yio Yt TT g g —y"h -~ 0 Jlo -id
B 0 _yl(_n—l) 0 )/En—l)
= o )
_7,' 0 71' 0
=0.

Ademads, parai <n+ 1,

(Y = - [_( (;@)2 _(0@)2] = _[i(c)l i(()l)’

1

((n+1))2__id2 0)_ (id 0
Yt ) =70 i2) T lo i)

y también

3.2. Operador de Dirac en R"

Dado que la representacion del dlgebra de Clifford en R" estd definida de manera recursiva,

la definicién del operador de Dirac en R” también serd de esta naturaleza.

TeoreEMA 3.2.1. El operador de Dirac en R estd dado por

0 0
D = (1)— = '—,
R 4 0x laxl
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yparan > 2 el operador de Dirac en R" estd dado por una de las dos siguientes expresiones que

dependen de la paridad de n, si n = 2k,

0 D +id-
D — 1 Rn-1 Xn

R |- D +id;>- 0
Rn-1 Oxy

(m o]a
D= D +1 ,
Rt Rl 0 —id] dx,

donde id € Myi-1,1-1(C) en ambos casos.

ysin=2k+1,

DEemosTRACION. La demostracion es por induccion sobre n. Los casos base sonn =2y n =3,
para estos, calculamos las representaciones de Clifford explicitamente. Si n = 2, segun el proce-

dimiento de recursiéon que hemos establecido, tenemos que

0 WP 01
2) _ 1 2 _
4 [7 o) 7 7o

de donde
0 -1} o 0 1) 0
D = — +1 —
2 [1 0)(9)61 [1 0)(9)62
il - 0
:[ 0 —(9—)”4'1%)
il il
%4'1% O
0
_y 0 Q'F%
-D+ 0
R On

Luego, para R?

entonces
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tenemos entonces que la proposicion es cierta para nuestra base de inducciéon. Suponemos ahora
que tenemos la validez de la misma para n par y buscaremos probar que la proposicion es valida

para n + 1. Tenemos que para el operador de Dirac en R"*!

n+1
0
D = §n+1)_
Rn+1 P yl axl
n
£ i axi n+1 axm_]
fid 0} o
=D+1 . .
R 0 id 8xn+1
Luego, si n es impar, el operador de Dirac en R"*! lo obtenemos mediante
n+1
D = s 0
Rn+1 < t axi

1=
n

- S e
- i axi n+l1 aan

S0 Y)Y e (0 id) @
Zl ) — +1}.
-y 0 )Joxi {id 0)0xu

i=1

0 D + id=2
Rn

(3xVL+1

-D +id=2 0
RVL

aanr 1

3.3. Operador de Dirac en S"

Consideraremos en S” el atlas dado por proyecciones estereograficas norte y sur, denotadas
on, ¢s respectivamente, estas son
1
¢N UN = Sn\{(()’ e 90’ _1)} - R”’ ¢N(xl’ e ’xl’l’ x}’l+1) = —(xl’ LR ] xn),
1+ Xn+1

con inversa
2x 1 2xn 2

= s s T — — 1],
1+ 2 X L+ x 1+ X0

oy R = Uy, ¢y (X15.0s X)

1
¢s : Us :=S"{(0,...,0, D} = R", s (x1, ..., Xy Xp1) = ———— (15, %),

I- Xn+1
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con inversa

B 2x1 2x, | 2

—_ n 2,..., n 2, - n 2 .
1+ X 1 +Zi:1xi 1+, x;

¢§l . Rn i Us, ¢§1()C1, ...,Xn)

El siguiente resultado nos permite obtener el operador de Dirac en S” a partir de nuestro teorema

principal, teorema 2.5.2.

Lema 3.3.1. Considerando a S" con la métrica inducida por R""!, tenemos que S" induce

sobre on(Uy) y sobre ¢s(Us) una métrica conformemente equivalente a la métrica de R".

DEemosTRACION. De las expresiones de las cartas ¢y y ¢s observamos que bastara que calcule-
mos la métrica para un caso, ya que sera totalmente andlogo el otro. Ademads, serd suficiente que
calculemos el operador de Dirac en una carta. Denotaremos por geng({ % }_, el espacio tangente a

¢n(Uy) en x, aunque no escribiremos el punto para no saturar la notacién. Luego, por definicién

L . . 8 8 L 6(,0&1 6(,0&1 ;. ..
de métrica inducida, tenemos que < B Bx; >i=< -, o) >,v(x-1- Explicitamente, el i-€simo
basico esta dado por

0 1 -
_ 2 2
Fr d15 27 —Ax1x;, .0, 2(1 + E X)) —4x;, .., —4xix,, —4x;|.
1 i=1" k=1

Considerando la métrica inducida del S”, obtenemos

n n 2
a 0 1
(—, —)=————|16 x+ 4(1 + X - 2x2.) +16x2
ox;" 0x;" (1 + 3, 2 kZ‘ “ ,Z‘ £ !
ki j
4 n n 2 n
= ﬁ 4x§2xi —4x‘}+[1 +in] —4x§(1 +Zx,f)+4x‘}+4x§
(1+ 2 x7) =1 =1 k=1
4 Y
= o 3u 2 1+ Xi]
(1 + Zi:[ xl‘) k=1
3 4
DY IR0
Luegosii # j
(i i) - 16x;x; Zn: x> — 8xx,(1 + Zn: x2 —2x%) — 8xix;(1 + Zn:x2 —2x%) + 16x:x;
s = n i k i k i i k j l
ax,‘ an (1 + Zi:l Xl-2)4 ! k=1_ / =1 ! k=1 ! ’
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1
T LN 2
I+ X x)*
=0.

3 3 3 3 3 3
(—ijxi — 8x;jx; + 16x;x; — 8xix; — 8;x; + 16xl-xj)

Tenemos entonces que la métrica en ¢y (Uy) esta dada por

1 ... 0
(s = ——|: .
Hij=t (1 + e x}%)z : 1
i
TeOREMA 3.3.2. En coordenadas locales (x4, ..., x,) € R",
D=> Z[(l + Zx )— ~(n- 1)xl-]y,
:—(1+Zx)g—— Xiyi

i=1

2h

DEemosTRACION. Esto es consecuencia directa del teorema 2.5.2 con g = e”" < .,. >re y del

lema anterior. En este caso h = %ln (;) = ln( ) entonces tenemos que

(1+37, x2)? 1+, x
n
2x; 0
grad(h) = = ) =,

por lo tanto
(grady = - —25
Y& = LiT vy x.z%’

debido a que D = ¥, Yi7-, entonces

_1+27:1x§[" 0 n-1n 2y ]

D i~ i
s 2 - 4 ox; 2 H1+3E xl.zy
1 +Z?:l x? a 6 n-— 1 &
= i T XiYi
2 T 7
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:—(1+Z D——anxm.
i=1

3.4. El operador de Dirac en H"
Consideraremos dos modelos del espacio hiperbdlico, uno de ellos es el semiplano superior,
denotado H" que se define como
H" .= {(xy,...,x,) €eR": x, > 0}
dotado de la métrica
1 ... 0

n 1
(8ij)[’j:1 = x—%

0 ... 1

Tenemos entonces el siguiente

TeorREMA 3.4.1. El operador de Dirac en el semiplano superior H" estd dado por

< 0
Xn ; Yi ox,

D n-—1
= %D = ——7n.
DEeEMOSTRACION. En este caso i = ln( ) por lo tanto grad(h) = == . Obtenemos entonces

por aplicacion directa de 2.5.2
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El segundo modelo que consideraremos es el llamado disco de Poincaré. Para definir este

modelo, necesitamos el hiperboloide

n
. 1. 2 2
= O X ) ERTT T =2+ Y = 0)

i=1
dotado de la métrica de Minkowski, que es la métrica pseudoriemanniana inducida por la forma

cuadratica
n
_ 2 2 R"
Q(xla"-axl’l’xl’l+1)__xn+1+ xia (X],...,xn,xn+])€ .
i=1

Luego, la carta ¢ : Hf — D", donde

n

D" := {(xl,...,x,,)eR”:inZ: 1)

i=1

definida por

(X150 05 Xn)

G155 s X)) = 5
Xn+1

con inversa

1 n
-1 - - 2
O ((x1,...,%,) = S x?(2x1,...,2xn,l + i; X;).

El disco de Poincaré es el espacio D" con la métrica que ¢ le induce. El siguiente lema nos

ayudard a obtener el operador de dirac en D".

Lema 3.4.2. La métrica que ¢~ induce en D" estd dada por

1 ... 0
(5, e L
8ij). . = T <n 2ol - )
T (1= 3, 2
|
la cual es conforme a la métrica euclidiana de R".
. -1 e
DemosTrACION. El espacio tangente T,D" = genR{%}?: ,» donde % = 657, explicitamente
0 1 ‘

410y 0 201 = 3" ) + A2, A, 4
k=1

y la métrica la calculamos considerando

9 9

<aXia a_x!

o =
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1 n n
=—————|16x7 » x;+4(1- ) x;+2x)*—16x;
(-2 x,-2)4 ; kzz;
k#i

n

4 n n
= T | U 2 - D - 4
- Xi k=1

i:1 kzl kzl
k#i
4 n
= (1 _ XZ)Z)
(1- 3L, x)* £k
3 4
U YIESS

luego, sii # j

a 8 1 " n n
e o " TSy T 16,2, ) 23 +8xx; [1 >t - 2x,.2)+ 8x;x ,(1 > - 2x$)— 16x.x;

k=1 k=1 k=1
ki, j
1 n n n
B Y 16x;x; E X = 8xyx; ) X+ 16x;x7 — 8xix; ) X + 16xx;
=17 k=1 k=1 k=1
k+#i,j

TreorEMA 3.4.3. El operador de Dirac en el disco de Poincaré D" estd dado por
D= lzn: (1 —ixz-)i+(n— Dx; |y
Dr 2 1 = / axi i

n n

= %(1 — Z xi)g - % Z XiYi.

j=1 i=1

DEemosTRACION. Esto es consecuencia directa del teorema 2.5.2 y del lema 3.4.2, en este caso

tenemos que

— 2 — _ _ Y 2
h—ln((l_Z?ZIX%)z)—ln(Z) In(1- 3" x),

i=1
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de donde
- 2x; 0
d(h) = —_
gra ( ) Z 1_2:;1 x?axi

i=1

Mediante aplicacion de nuestro teorema principal, teorema 2.5.2, calculamos el operador de Dirac

1-X5 x5 n—-1 (< 2x; 0
p=—2E70 9
o 2 R 721—2" 2 0x;

i=1 i=1

_(1—Z7=1X,2) - 0 n-1<v 2x; 0
= —2 ;’)/la_.xl%_ 2 Z 1 —Z::l:l xzy a_xl

i=1 i

en D" mediante

2 Vigy T

i

_Z":(l—Z?:HC?) a n-1
i=1

1 < - 0
=5 ((1 - Zx3)£ +(n- 1>xl~)y,~

J=1

= %(1 . Z 2D - % Z X

=1 i=1
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